Fourier-analyysin peruskurssi
Kertaustehtiavia: luvut 13—-21

Kayta tehtdvissa 1-3 hyvéksi 5. laskuharjoitusten tehtavia 3-5.

1. Olkoon f jatkuva funktio vélilld [0,1] ja olkoon £ > 0. Osoita, ettd on olemassa
M > 0 siten, etté funktiolle

g:(x) = F(m/M)Xtm-1) /3.2 (%)

m=1

patee

sup |f(z) — ge(z)| < e.
z€[0,1)

Vihje: Koska f on jatkuva suljetulla vililla [0, 1], niin se on itse asiassa tasaisesti

jatkuva samalla vélilld [0, 1].

2. Olkoon (n1,m2,73 .. .) tasan jakautunut vélille [0, 1) ja olkoon f jatkuva vélilla [0, 1].
Osoita kayttamalld apuna tehtavad 1, etta

N 1
Jim %;f(nn)z / f(x)d.

3. Olkoon (11,72, 73 . . .) tasan jakautunut vélille [0, 1). Osoita kidyttamalld apuna tehtavaa 2,
etta

1 N
lim — § eriknn — ()
N—oo N

n=1

kaikilla k£ € Z \ {0}. (Tdma tulos on yksi suunta Weylin kriteeristé.)

4. Muodosta funktion

f(:c):{w’ kin0 <z <a

0, kunz >a

kosini-integraaliesitys.

5. Etsi funktion ‘
e kun —1<z<1

f(z) = { 0, muulloin

Fourier-muunnos.
6. Olkoon f(z) =e ™ ja g(z) = e 2", Laske f % g.

7. Olkoon g € L'(—00,00). Etsi Fourier-muunnoksen avulla tavallisen differentiaa-
liyhtalon
u' —u+2g(x) =0 (1)

ratkaisu. Télla tavoin etsitty ratkaisu lahestyy kohti nollaa, kun z — 4+o0o. Miké on
yhtélon yleinen ratkaisu?



8.

10.

Etsi eri menetelmilla muotoa
p(z) = co + cre’® (2)

oleva trigonometrinen polynomi siten, ettd P(0) = fy ja P(7) = fi, missd fo, f1 € R.

. Olkoon {z(j) : j € Z} 4-periodinen jono siten, etté
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Etsi jonon {z(j) : j € Z} diskreetti Fourier-muunnos.

Olkoon f € L'(—o00,00) Riemann-integroituva vélilld [a, b], missd a < b. Osoita,

ettéd talloin
oo

lim f(z) sin(azx)dz = 0.
a—oo f_ o

(Témé on Riemann-Lebesguen lemman, Lemma 21.8; toinen osa.)



