GEOMETRIA

Lyhyt kurssi

Tero Harju
1989 - 2012

Matematiikan laitos
Turun Yliopisto

http://users.utu.fi/harju




Aluksi

Intuitiivinen geometria

Talla kurssilla keskitytdan Euklidiseen tasogeometriaan. Lahestymistapa siihen on intuitii-
vinen eli koulugeometrinen, mika tarkoittaa, ettd sopiva joukko késitteiden merkityksia ja
niitd koskevia tuloksia oletetaan tunnetuiksi. Tallaisia kasitteitd ovat mm: piste, suora, jana,
janan pituus, kulma, kulman suuruus, kolmio, ja ympyrd.

Samalla kurssin tarkoitus on johdatella ongelmanratkaisuun matematiikassa. Tadhan taso-
geometria soveltuu hyvin, silld vaikeampiinkin ongelmiin paastaéan kasiksi ilman pitkallista
teorian kehittelya. Toisaalta geometriset todistukset ovat malliesimerkkeja matemaattisesta
paattelysta.

Aksiomaattinen ja analyyttinen geometria

Intuitiivisen lahestymistavan vaihtoehtoina ovat aksiomaattinen ja analyyttinen ldhestymis-
tapa. Aksiomaattinen geometria koostuu madarittelemattomista peruskisitteistd (piste, suora,
jne), ja perusoletuksista (aksiomat eli postulaatit), jotka luettelevat peruskésitteiden vali-
set suhteet. Aksiomeista johdetaan loogisin pédattelyaskelin uusia tuloksia (teoreemoja), ja
maédaritellddn uusia késitteitd helpottamaan teorian etenemista.

Aksiomatiikka ei koske vain Euklidista geometriaa vaan esimerkiksi myos aarellisid geo-
metrioita ja epdeuklidisia geometrioita: hyperbolisessa geometriassa paralleeliaksioma kor-
vataan aksiomalla, jossa pisteen kautta kulkee useita yhdensuuntaisia suoria, ja elliptisessd
geometriassa kaksi suoraa leikkaavat aina toisensa. Geometrian luonne riippuu suuresti va-
lituista aksiomeista. Jotkut geometriat ovat darellisid, eli niissd on vain darellinen maara
pisteita ja suoria. Erilaisiin sovellutuksiin tarvitaan erilaisia geometrioita. Suhteellisuusteo-
riassa kiytetdan kaarevien avaruuksien geometriaa kun taas monet kombinatoriset teoriat
hyodyntavét usein aarellisid geometrioita. Mitdan yhta ja ainutta oikeaa geometriaa ei ole
olemassa. Analyyttinen geometria samaistaa tason reaalitason kanssa, ja kayttda lineaarial-
gebran ja analyysin metodeja hyvékseen. Erityisesti tietyt metriset geometriat hyodyntavat
my0s analyysin tyokaluja.

Elliptinen, Euklidinen ja hyperbolinen geometria



Tasogeometrialle on aikojen saatossa esitetty useita aksiomaattisia systeemeja:

Eukleideen aksiomatiikka (n. 300 eKr) on varmaankin tunnetuin aksiomatiikka. Se koos-
tuu kolmestatoista kirjasta ja ldhtokohtana ovat 5 aksiomaa ja 5 maarittelematonta ka-
sitettd. Lyhykaisyydessdén, ja nykykielelld ilmaistuna, aksiomat ovat:

1. Jokaista pisteparia yhdistda yksikésitteinen jana.

2. Jokaista janaa voidaan jatkaa loputtomiin kumpaakin suuntaan.

3. On olemassa yksikasitteinen ympyra kun keskipiste ja side ovat annetut.

4. Suorat kulmat ovat yhtenevii toistensa kanssa.

5. Annetun pisteen kautta kulkee yksikisitteinen annetun suoran suuntainen suora.
Hilbertin aksiomatiikka vuodelta 1899 tarkensi Eukleideen ty6td. Tamaé systeemi késitti
20 aksiomaa ja 6 madrittelemétonta kéasitetta.

Tarskin aksiomatiikka vuodelta 1929 kisitti vain kaksi maarittelematonta kasitettd, “olla
valissa” ja “yhtenevyys”, joita varten tarvittiin 11 aksiomaa.

Birkhoffin aksiomatiikka vuodelta 1932 oli metristd geometriaa.

Bachmannin aksiomatiikka vuodelta 1959 oli rakennettu puhtaasti algebran, ryhmateo-
rian, pohjalle.

Koulugeometrisen ldhestymistavan merkittdvin ero aksiomaattiseen geometriaan néh-

den on peruskaésitteiden merkityksen olettamisessa. Uusien tulosten johtaminen vanhoista
on kummassakin ldhestymistavassa samanluontoista:

Intuitio ei saa koskaan korvata pddttelyd!

Frank and Ernest
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1 Peruskasitteita

Tassd osassa kuvaillaan Euklidisen geometrian peruskésitteitd ja niiden valisid yhteyksia.
Varsinaisia méaéritelmié ei esitetd, koskapa ndmé kisitteet oletetaan jo tunnetuiksi! Seu-
raavien sivujen perustulokset esitetddn ilman todistuksia, ja niitd (ja vain niitd) kayttden
myOhemmat tulokset pyritddn todistamaan.

Suorat ja janat

(Euklidinen) taso E koostuu pisteistd, joita merkitaén isoilla kirjaimillaA, B, ..., PQ,.. ., in-
deksein ja ilman. Pisteet tayttavit tason homogeenisesti: mikdén piste ei ole erityisasemassa
muihin pisteisiin ndhden, ja mikdan suunta ei ole erityisasemassa: taso nayttda samanlai-
selta katsottiinpa sitd mistd pisteestd kisin tahansa ja mihin suuntaan tahansa. Erityisesti
tasossa ei ole ennakolta maarattya origoa, eiké siis koordinaatistoa.

Tason suora on ddretOn jarjestetty joukko pisteitd. Jos P,Q,R € £ ovat suoran { eri pistei-
td, on tarkalleen yksi niistd kahden muun vilissa. Jos Q on pisteiden P ja R vilissd, voidaan
merkitd P —Q — R. Seuraavat ominaisuudet ovat tdlléin voimassa

jos P—Q—R, niin R—Q—P,
jos P—Q—R ja P—R-—S, niin P—Q-S.
Suoria merkitddn pienilla kirjaimilla.

Lause 1.1 (Suora). Kahden eri pisteen P ja Q kautta kulkee tarkalleen yksi suora £(P,Q).
Erityisesti kahdella eri suoralla on korkeintaan yksi yhteinen piste.

Yhteisella suoralla olevat pisteet Py, P,,...,P,, n > 2, ovat kollineaariset. Tall6in mer-
kintd £(Py, P,, ..., P,) tarkoittaa sitd suoraa, jolle pisteet P;, P,, ..., P, kuuluvat.

Esimerkki 1.1. Mekaanisissa sovelluksissa suoran piirtdmiseksi voi kiyttda avuksi esimer-
kiksi Peaucellierin nivelikkéd (1864), missa pisteet A ja B ovat kiinnitetyt ja piste Z liikkuu.
Talloin piste X piirtda suoraa. O
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Suorat a ja b ovat yhdensuuntaiset, merkitddn a || b, josa = b taian b = 0.
Seuraava tulos on keskeinen Eukliidisessa geometriassa.

Lause 1.2 (Paralleelipostulaatti). Tason pisteen P kautta kulkee tarkalleen yksi annetun
suoran { suuntainen suora. Jos P € £, niin kysytty suora on £ itse.

Suoran £(P,Q) pisteet, jotka ovat pisteiden P ja Q valissd muodostavat janan
PQ={R: P—R—Q}.

Jos jana AB on valittu yksikkojanaksi (jolloin merkitdan |AB| = 1), voidaan muiden jano-
jen PQ pituudet ilmoittaa suhteessa siihen. Janan PQ pituus on ei-negatiivinen reaaliluku,
[PQ|=r.

Myéhemmin, yksinkertaisuuden vuoksi, janalle ja sen pituudelle
kéytetddn samaa merkintdd PQ.

Pituusfunktio tuottaa tasoon metriikan:

Lause 1.3 (Metriikka). Kaikille tason pisteille P,Q,R on voimassa:

(1) PQ=0.
(2) PQ=0 < P=Q.
(3) PQ=QP.

(49) PQ<PR+RQ (kolmioepdyhtilo).
(5) PQ=PR+RQ < RePQ.

Jokaisella suoralla ¢ on kaksi mahdollista suuntaa. Jos toinen nistd suunnista valitaan,
kutsutaan suoraa suunnatuksi. Tall6in ‘olla vilissd’-relaatiosta tulee epdsymmetrinen: jos
P > QjaP—R—Qtai P—Q—R, niin P — R. Huomaa, ettd suoran kaksi pistettd, P
ja Q, madraavat sen suunnan. Korostettaessa suuntaa voidaan merkita Z(P, Q), kun suunta
P — Q on valittu. Suunnatun suoran 2(13, Q) jana PQ on suunnattu: P — Q, ja korostettaessa
suuntaa kirjoitetaan PQ. Suoran Z(Q, P) suunta on vastakkainen suoran 2(13, Q) suunnalle.
Suunnatun janan PQ pituudelle kiytetdin merkintid

PQ=—QP,
toisin sanoen, suunnatun janan pituus riippuu etumerkiltdan valitusta suunnasta.
Esimerkki 1.2. Kun P, Q, R ovat kollineaariset pisteet suunnatulla suoralla Z, niin
PQ+QR+RP=0.

Tamd on riippumatonta pisteiden P,Q, R jdrjestyksestd suoralla {. O

Lause 1.4 (Janan siirto). Olkoot Z(P, Q) suunnattu suora ja r > 0 positiivinen vakio. Tall6in
on yksikdsitteinen piste R € £, jolla P — R ja PR =r.

Erityisesti, jos pisteet A, X,Y ovat kollineaariset ja AX = AY, niin X =Y.
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Verrannollisuus

Esimerkki 1.3. Osoitetaan, ettd jos X ja Y jakavat janan AB samassa suhteessa, niin X =Y,
eli suunnatuille janoille on voimassa

AX AY
— = — X=vV.
XB YB
Viite seuraa yhtaloista
AX AX+XB AB AY AY+YB AB
—+l=—=— ja —H+l=—-"7-=—,
XB XB XB YB YB YB
ja siten XB = Y B, ja koska janat ovat suunnattuja, niin X =Y. O

Lause 1.5 (Verrannollisuus). Olkoot a|| b || c yhdensuuntaiset A;
suorat, joita suorat £, ja ¢, leikkaavat pisteissd A;,A,, B1,B, ja
C1, Cq, vastaavasti. Talloin

A1B;  AyB,

BiC, ByCy'

‘e, 2
Huomaa, ettd edelld suorien a, b ja ¢ jarjestys ei ole kiinnitetty, eli esimerkiksi suora ¢ voi
kulkea suorien a ja b valissa.

Kulmat

Suora { jakaa tason E kahteen puoliskoon E; ja E,, joiden leikkaus on £ ja unioni koko
taso E. Kaksi pistettd bQ € E; (missd i = 1 tai 2) ovat samalla puolella suoraa £. Jos P
ja Q ovat eri puolilla suoraa £, niin £(P,Q) leikkaa suoran £. Kulma on kahden leikkaavan
suoran {; ja {, rajoittama tason osa.

Leikkaavat suorat {; = ¢(P,Q) ja {, = {(P,R) jakavat tason nel- R
jaan osaan, ja siksi tarvitaan viela tieto miten kulma luetaan. Kulma

a = ZQPR on se tason 0sa, joka saadaan lukemalla taso vastapdivaan

suunnassa Q, P,R. Suorat £(P,Q) ja £(P,R) ovat kulman a kyljet. Kul- a

ma ZQPR on luonnostaan suunnattu, joten voidaan puhua kahden P

kulman samannimisista kyljistd (vasemmat/oikeat kyljet). Q

Usein kulma ZQPR lyhennetddn muotoon /P, mikili se on asiayhteydestdédn selva; esi-
merkiksi kuvasta tai siitd, ettd kulma aukeaa monikulmion sisille.

Kulman suuruutta mitataan asteilla tai radiaaneilla. Ndiden mittojen vastaavuus on:
360° = 27t. (Mikali haluttaan erottaa kulma ZP ja sen suuruus toisistaan, voidaan kirjoittaa
X P kulman suuruudelle. Jdljempéna tatd merkinnéllista erottelua ei ole tehty.)

Lause 1.6 (Samannimisyys). Jos kahden koveran kulman (< 180°) a ja 8 samannimiset
kyljet ovat yhdensuuntaiset, ovat ne yhtd suuret, a = f3.
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Lause 1.7 (Kulman siirto). Olkoot a kulma ja Z(P, Q) suora. Talléin on olemassa yksikdsit-
teinen suora {(P,R) siten, ettd ZQPR = a.

Kulmien suuruudet lasketaan modulo 360°, ja kirjoitetaan: ZRPQ = —ZQPR, jolloin
seuraava tulos tarjoaa sadnnon kulmien yhteenlaskun lisédksi my6s niiden erotukselle.

Lause 1.8 (Summa). ZQPR = /ZQPS + /SPR.
Lause 1.9 (Oikokulma). Jos P € AB, niin ZAPB = 180°.

Esimerkki 1.4. Kulman ZQPR ristikulma on ZSPT, missi R

P € SQ ja P € TR. Kahden leikkaavan suoran ristikulmat

ovat yhté suuret. S /
Todetaan tdméa seuraavasti. Koskapa 180° = ZQPS = / p Q
ZQPR + /RPS, ja samoin 180° = ZRPS + /SPT, saadaan T

viite, eli ZQPR = /SPT. O

Kahden kulman yhtdsuuruuden tarkistamiseksi kiytetdan
seuraavaa lausetta.

Lause 1.10 (Kulmat). (1) Jos ZQPR = ZQPS, niin S €
{(PR).

(2) Olkoon piste G janalla PQ ja R ¢ ((P,Q). Tdlléin ZQPR <
ZQGR, missd yhtdsuuruus on voimassa vain jos G = P.

Kaksi suoraa a ja b ovat kohtisuorassa, a | b, jos niiden muodostamat kulmat ovat
suoria (90°). Jos a L b ja P € b, on b normaali pisteestd P suoralle a.

Lause 1.11 (Normaali). Normaali pisteestd suoralle on aina olemassa.

Harjoitustehtdvaksi jad osoittaa, ettd normaali pisteestd P suoralle £ on aina yksikésit-
teinen.

Yleisesti ura on pistejoukko, joka toteuttaa tietyt annetut ehdot. Esimerkiksi ympyra
(0, r) on niiden pisteiden ura, joiden etdisyys annetusta pisteestd O on annetun janan
pituus AB =r.

Yhtenevyys

Suljettu murtoviiva koostuu tason jirjestetystd pistejonosta Py, P,,...,P,, n > 3, ja nditd
yhdistavistéd janoista, eli sivuista, P, P,, P,Ps, ..., P,_P,, P,P;. Tassa pisteet P;,P,,...,P,
ovat murtoviivan karjet (tai kulmapisteet).

Monikulmio I' = QP;P,...P, on suljettu murtoviiva, jon- Ps P,

P
ka sivujen leikkauspisteet ovat tarkalleen Py, P,,...,P,, eli P 6

kaksi sivua eivat leikkaa muualla kuin perdkkaisissa karki-

pisteissd. Monikulmio on tasasivuinen, jos sen sivut ovat p P,
saman pituiset, ja se on sadnnollinen, jos myos sen karki- !
kulmat ovat yhtéa suuret.
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Olkoot I' = QP;P,...P, ja ¥ = $Q1Q,...Q, monikulmioita, joissa on sama mé&ara pis-
teitd. Talloin bijektio P; — Q; on niiden vélinen vastaavuus. Sivut P;P;,; ja Q;Q;,; ovat
vastinsivut ja monikulmion sisédén aukeavat kulmat ZP; ja ZQ; ovat niiden vastinkulmat.
Monikulmiot I' ja ¥ ovat yhtenevit (eli kongruentit), I' = X, mikéli niiden vastinsivut ovat
pareittain yhta pitkét ja vastinkulmat ovat pareittain yhté suuret.

Geometriset konstruktiot ja tehtivit

Geometristen konstruktioiden apuvélineind ovat harppi ja viivain. Viivaimen avulla voi-
daan piirtda suora kahden annetun pisteen kautta, ja harpin avulla voidaan piirtdd ympy-
rd annettu piste keskipisteena ja annettu jana sidteend. Harppi-viivain konstruktioissa uusia
pisteitd maaratdan ympyroiden ja suorien leikkauspisteina.

Harppi ja viivain eivat tunnu kovin moderneilta valineiltd verrattuina uudempiin elekt-
ronisiin graafisiin tyokaluihin. On kuitenkin huomattava, etté

e pisteet, suorat ja ympyrat ovat edelleen geometrian peruskasitteet, joiden konstruointei-
hin harppi ja viivain muodostavat pienen tyokalupakin;

e harppi- ja viivainratkaisut selittdvéat ratkaisua havainnollisesti ja ratkaisujen luonne on
hyvin algoritminen.

Geometrinen (konstruktio-) tehtidva koostuu

1. Tehtévasti eli oletuksista ja viitteestd muodossa “Piirra ...” tai “Etsi ...”;

2. Ratkaisusta, joka on harppi-viivain konstruktio, eli luettelo ohjeista, joita seuraamalla
ratkaisu 16ydetdéan;
3. Todistuksesta, etti ratkaisu on oikein.
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2 Kolmioiden geometriaa

Merkintoja kolmioille

Kolmiolle, jonka karkipisteet ovat A, B, C, kiytetdan merkintdd A = AABC. Suoran £(B, C)
piste on

e mediaanin kantapiste M,, kun BM, = M,C.
¢ korkeussuoran kantapiste H,, kun £(A,H,) L £(B, C).
¢ kulmanpuolittajan kantapiste P,, kun ZBAP, = ZP,AC.

C

B Hjy P, My

e /B = /CBA on kolmion kantakulma. Kulma ZABX on kulman /B ulkokulma. Niiden
kulmien summa on 180°.

2.1 Yhtenevyys

Kolmiot A ja A’ ovat yhtenevét, merkitdan A = A’, jos niiden vastinsivut ovat yhti pitkt
ja vastinkulmat ovat yhta suuret.

Esimerkki 2.1. Monikulmio on jérjestetty joukko pisteitd ja niitd yhdistévia viivoja, ja niin-
pé, formaalisesti ottaen, piddmme kolmioita AABC ja ABAC eri monikulmioina, mutta toki
vain sikili ettd niiden kérkipisteet luetaan eri pisteesta lahtien ja eri suuntiin (myoté- ja vas-
tapaivaan). Jos AABC = ABAC, niin maéritelmédn mukainen vastaavuus on A— B, B — A
ja C — C, ja siten yhtenevyyden mukaan AC = BC, joten tdméi kolmio on tasakylkinen.
Vastaavasti, jos AABC = ABCA, niin kyseinen kolmio on tasasivuinen, eli kaikki sivut ovat
yhté pitkia. O

Seuraava kriteeri on yleensa postulaattina aksiomaattisessa geometriassa. Eukleides pe-
rusteli sitd kiyttden ‘paidllekkiin asettamisen’ kriteerid, joka on kuvaava mutta epamaarai-
nen todistusmetodi: Kaksi tason kuviota ovat yhtenevit, jos ne voidaan ‘kuvion muodon ja
koon séilyttden’ siirtda toinen toisikseen.
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Lause 2.1 (SKS). Jos kolmion A kaksi sivua ja niiden vdlinen kulma ovat yhtd suuret kuin
vastinosat kolmiossa A’, niin A = A,

Tahan nojautuen etsitddn monimuotoinen kokoelma yhtenevyyskriteerejé, jotka koske-
vat kolmion luonnollisia janoja ja kulmia.

Lause 2.2 (2K+S). Jos kolmion A kaksi kulmaa ja yksi sivu ovat yhtd suuret kuin vastinosat
kolmiossa A/, niin A = A,

Todistus. Olkoot kyseiset kolmiot AABC ja AA'B’C’ niin, ettd ZA = /A ja AB = A'B’.
Jaetaan todistus kahteen osaan sen mukaan onko yhté pitkat vastinsivut annettujen kulmien
vilissa vai ei.

(KSK) Olkoon /B = /B’. Lauseen 1.4 mukaan suoralla z(A, C)
on yksikésitteinen piste G, jolla AG =A'C’.

(Piste G voi olla my0s sivun AC jatkeella eli C € AG.) Kritee-
rin (SKS) mukaan AABG = AA'B’C’, ja niin ollen ZGBA =
ZC’'B’A’. Mutta oletuksen mukaan /B = /B’, ja siten /B =
ZGBA, mistd G = C seuraa lauseen 1.10 mukaan.

(KKS) Tapauksen, jossa ZC = ZC’, todistus on samanlainen
kuin edella. Vdite seuraa jélleen lauseesta 1.10. O

A B

Esimerkki 2.2. Oletetaan, ettd kolmiossa AABC on ZA = /B. Koska AB = BA, on kriteerin
(KSK) nojalla AABC = ABAC ja eritoten AC = BC. Siten tdmé kolmio on tasakylkinen.
Toisaalta, jos kolmio AABC on tasakylkinen, AC = BC, niin AABC = ABAC kriteerin (SKS)
mukaan ja siten myos ZA = /B. Néin ollen AABC on tasakylkinen tarkalleen silloin kun sen
kaksi kantakulmaa ovat yhtd suuret. Samoin voidaan osoitta, ettd AABC on tasasivuinen jos
ja vain jos sen kaikki kantakulmat ovat yhtd suuret. O

Lause 2.3 (SSS). Jos kolmion A kaikki sivut ovat yhtd pitkdt kuin vastinsivut kolmiossa A/,
niin A = A/
C

Todistus. Olkoot AABC ja AA'B’C’ kyseiset kolmiot ja P piste,
jolle ZPAB = /A’ ja AP = A'C’ kuten kuvassa. Siis AC = AP
(= A'C’), joten AACP on tasakylkinen. Esimerkin 2.2 mukaan
/ACP = Z/CPA.

Vastaavasti ACBP on tasakylkinen, ja /ZPCB = ZBPC. Kulmien
yhteenlasku (tai vihennyslasku, jos ZA > 90°) tuottaa tuloksen
/ACB = /BPA, ja kriteerin (SKS) mukaan AABC = AABP.
Siten myo0s alkuperiiset kolmiot ovat yhtenevat. O
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Seuraavat tulokset kolmioille jaavat harjoitustehtaviksi.

A
Lause 2.4 (SMS). Jos kolmion A yhdestd kdrkipisteestd ldhtevdt
sivut ja mediaani ovat yhtd pitkdt kuin vastinosat kolmiossa A’,
niin A = A/
C
B M,

Lause 2.5 (HHH). Jos kolmion A korkeusjanat ovat yhtd pitkdt kuin vastinjanat kolmiossa
A, niin A = A

Seuraava kriteeri todistetaan parhaiten kiyttden kolmion merkillisid pisteita.

Lause 2.6 (MMM). Jos kolmion A mediaanit ovat yhtd pitkdt kuin vastinjanat kolmiossa
A, niin A = A

Kulmanpuolittajia koskeva kriteeri on selvésti vaikeampi kuin edeltavat kriteerit.

Lause 2.7 (PPP). Jos kolmion A kulmanpuolittajat ovat yhtd pitkdt kuin vastinjanat kol-
miossa A’, niin A = A,

Suunnikkaat

Kuten edelléd lauseen 1.10 ja paralleeliaksioman avulla tode-

taan helposti: ¢
Lause 2.8. Leikatkoon { suoria a ja b. Talléin seuraavat koh- a a
dat ovat yhtdpitdavid (katso kuvaa):
Y
1) allb 2) a=p @) a=y. b \%
Todistus. Harjoitus. O
Lause 2.9. Kolmion kulmien summa on 180°. ¢
a

Todistus. Olkoon a suora siten, ettd a || £(A, B) ja C € a. Talloin
lauseen 2.8 mukaan kuvan kulmat ovat pareittain yhtd suuret.

O

A B

Lause 2.10 (Suunnikas). Seuraavat nelikulmiota koskevat ehdot ovat yhtdpitdvdt:
(1) vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset,

(2) vastakkaiset sivut ovat yhtd pitkdit,

(3) vastakkaiset kulmat ovat yhtd suuret,

(4) kaksi vastakkaista sivua ovat yhtd pitkdt ja yhdensuuntaiset,

(5) lavistdjdt puolittavat toisensa.
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Todistus. Todistetaan, ettd ehto (2) seuraa ehdosta (1). Muut jaavéat harjoituksiksi.

Olkoon QABCD nelikulmio, jossa {(A,B)|/{(D,C) ja D C
L(A,D)||£(B,C). Talloin ZADB = /CBD lauseen 2.8
mukaisesti. Samoin /BDC = ZDBA. Kriteerin (KSK) mu-
kaan AABD = ACDB, ja siten monikulmion vastakkaiset

sivut ovat yhté pitkat. O
A B

Edellisen lauseen ehdot tayttavaa nelikulmiota kutsutaan suunnikkaaksi.

2.2 Yhdenmuotoisuus

Kolmiot A = AABC ja A’ = AA'B’C’ ovat yhdenmuotoiset, merkitdan A ~ A’, jos niiden
vastinkulmat ovat yhta suuret ja vastinsivut ovat verrannolliset, eli

AB AC BC

AB ~AC _BC

Lause 2.11. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdviit:
(D A~A.
(2) Kolmioiden A ja A’ kaksi vastinkulmaa ovat yhtd suuret.

(3) Kolmioiden A ja A’ vastinsivut ovat verrannolliset.

Todistus. Tapaukset (1) = (2) ja (1) = (3) seuraavat méaritelmaésta.
Jos kolmioilla AABC ja AA'B’C’ on yhti pitki sivu, AB = A’B’, palautuu viite yhtene-

vyyteen. Otaksutaan siksi, ettd AB > A'B’.

Muita kohtia varten, olkoon G € AB niin, etti A'B’ = AG,

ja olkoon P € AC valittu niin, ettd £(G, P)||£(B, C). Talloin C

lauseen 1.5 (missd A=A; =A,) mukaan on

AG . AP
AB ~ AC A
ja lisdksi kolmioiden AABC ja AAGP kaikki vastinkulmat
ovat yhté suuret, koskapa £(B, C) || £(G, P).
Oletetaan ettd (2) on voimassa. Talléin kolmioiden AABC ja AA'B’C’ kaikki vastinkul-

mat ovat yhtd suuret, koska kolmion kulmien summa on 180°. Taten AA'B'C’ = AAGP
(KSK), ja siten

AB" AG AP AC

AB  AB  AC AC’
Symmetrisesti voidaan osoittaa, etté

A'B’  B'C’

AB  BC
ja ndin ollen ehdosta (2) seuraa (1) ja samalla (3).
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Oletetaan sitten ettd (3) on voimassa. Nyt AABC ~ AAGP, silla niilla kolmioilla kaksi
vastinkulmaa ovat yhta suuret, ja mehéan tieddmme jo ettd (2) = (1). Saadaan
A'B’ B AB B AG B A'B’
AC'  AC AP AP’
missé viimeinen yhtil6 seuraa valinnasta A’'B’ = AG. Néin ollen A'C’ = AP, ja vastaavasti

nahdiin, ettd B'C’ = GP. Kriteerin (SSS) mukaan AA'B'C’ = AAGP, mista viite seuraa,
silla AAGP ~ AABC. O

Jokaista yhtenevyystulosta vastaa yhdenmuotoisuustulos: Sivujen yhtd suuruus korva-
taan vain niiden verrannollisuudella. Edellinen lause on (SSS~)-tulos. Kriteerida (KSK) vas-
taava yhdenmuotoisuustulos on pelkké (KK)-tulos.

Lause 2.12 (SKS~). Jos kolmioissa AABC ja AA'B’'C’ on /B = /B’ ja
AB BC

AB ~ B'C’
niin AABC ~ AA'B'C’.
Todistus. Harjoitus. (Muuta edellistad todistusta niin, ettd kaytetdan kriteerid (SKS) toden-
tamaan, etti AA'B'C’ = AAGP). O

Kulmanpuolittajat

Lause 2.13 (Kulmanpuolittaja). Kolmion kulman puolittajasuora jakaa vastakkaisen sivun

viereisten sivujen suhteessa:
AP AC
PB  BC’

Todistus. Olkoon P = P, kulman ZC puolittajan kanta-
piste. Piirretddn jana BE||CA, missda E € ((C,P), jolloin
/PCB = ZACP = /BEP oletuksen ja yhdensuuntaisuuden B
takia. Ndin ollen AECB on tasakylkinen, BC = BE. Koska
AAPC ~ ABPE (KK), niin

AP B AC _ AC

PB  BE BC’
miké olikin viite. O

Edeltava lause on voimassa myos kolmion ulkokulmien puolittajille.

Lause 2.14. Kolmion ulkokulman puolittajasuora jakaa vastakkaisen sivun viereisten sivujen

suhteessa:
AP AC

BP  BC’
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Todistus. Todistus on edeltdvan kaltainen. On huomioitava kolme tapausta: /A < /B, /A=
/B vai ZA > /B. Keskimmaisesséd tapauksessa suhde on raja-arvo eli 1, ja kolmas tapaus
palautuu symmetriaan nojautuen ensimmaéiseen. |

A B p p A B

Esimerkki 2.3. Olkoot £(C, P) ja £(C,Q) kolmion AABC kulman ZC kulman ja sen ulko-
kulman puolittajasuorat, missd P,Q € (A, B).
Talloin P ja Q jakavat janan AB harmonisesti suhteessa h = AC/BC, eli
AP _AQ _,
PB BQ
silla
AP _ AC B AQ
PB BC BQ’
Huomattakoon, etti edellda ZPCQ = 90°, joten piste C on sen ympyrédn kehélld, jonka
halkaisijana PQ on. Tastd voidaan péitella edelleen seuraava Apolloniuksen ympyraé koske-

va tulos:! Olkoon AB jana, ja h # 1 vakio. Niiden pisteiden X ura, joilla Q—}Ig = h, on ympyr4,
jonka halkaisijana on jana PQ, missa P,Q € £(A, B) niin, ettd AP/PB = h ja AQ/QB = —h.

Esimerkki 2.4. Jos piste P valitaan janalta AB siten, etta

AB B AP

AP PB’
niin janalle AB on suoritettu kultainen leikkaus. Kun AB = 1 ja AP = Xx, niin kultaisessa
leikkauksessa 1/x = x/1 — x, ja siten x? + x — 1 = 0. Ratkaisemalla todetaan, ettd x =

(vV5—1)/2=0.61803.... Luku ¢ = x + 1 = x~! = 1.61803... esiintyy monissa yhteyksissi
matematiikassa.

e Saannollisen 5-kulmion halkaisijan suhde sivuun on ¢.
e Midritelld4n Fibonaccin luvut? f;,i = 0,1,2,..., ehdoista f, =0, f; = 1 ja

fir1 =fitfim1,

jolloin saadaan jono lukuja: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,..., jotka ndkyvit Turun y0ssi
Energialaitoksen piippua koristamassa. Raja-arvo lim f;,;/f; on ¢.

! Apollonius (n.262 — 180 eKr)
2 Fibonacci eli Leonardo Pisalainen (n.1175 — 1250)
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e Luku ¢ toteuttaa kaavan
1
Y= 1+— )
'3
mista sille saadaan ketjumurtolukukehitelma:

p=1+
1+

1
T4---

Samoin saadaan

@:\/1+\/1+\/1+\/1+...

Pythagoraan lause

Pythagoraan® lauseelle on esitettivissd lukuisia erilaisia todistuksia, katso esimerkiksi web-
sivulle http://www.cut-the-knot.com.

Lause 2.15 (Pythagoras). Olkoon AABC suorakulmainen, ZC = 90°. Talloin

AB? = AC? + BC?.

Todistus. Olkoon CD korkeusjana (eli D = H.), jolloin kriteerin

(KK) mukaan AABC ~ AACD ~ ACBD. Néin ollen B

AD AC DB _CB

Ac a8 1 BT aB”

D
Siten
) AC?+CB? ; ; A
AB :AB(AD+DB)=AB-T:AC + CB?. C
O

Esimerkki 2.5. Pythagoraan lause vastaa trigonometriassa kaavaa sin?(a) + cos?(a) = 1.
O

Pythagoraan lause on voimassa my0s kddntden, mutta tima jaa harjoitukseksi.

Lause 2.16. Jos kolmiossa AABC on AB? = AC? + BC?, niin ZC = 90°.

% Pythagoras (n.580 — 500 eKr)
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Seuraavan lauseen Stewartin kaava yleistdd Pythagoraan lauseen. Se on kiyttokelpoi-
nen tasogeometrian laskennollisissa ongelmissa. Huomaa, ettd pisteiden A, B, C jarjestysta
suoralla ei ole kiinnitetty.

Lause 2.17 (Stewart). Olkoot pisteet A, B, P kollineaariset ja
C jokin tason piste. Talloin

CA%>-BP + CB?-PA + CP?>-AB + AB-BP-PA=0.

eli kuvan merkinndéin

c-(t>+r-s)=s-a’+r-b?,

missd c =r +s.

Todistus. (1) Tapaus C € £(A, B) on laskennollinen harjoitus.

C
(2) Kun C ¢ ({(A,B), piirretddn korkeusjana CH, jolloin
CA*> = AH?> +HC?, CB*> = BH>+HC?, CP>* = HP> + HC?, ja
AB+BP +PA=0.
A H P B

Kaavan vasen puoli antaa nyt

(AH? -BP + HC? -BP) + (BH? - PA+ HC? - PA)+
+ (PH?-AB+HC?-AB)+AB-BP-PA
= AH? .BP + BH? - PA+PH? - AB+HC?-(BP + PA+AB)+AB -BP - PA
= AH? -BP +BH? -PA+PH?-AB+AB-BP-PA=0,

missa siis H € £(A, B) ja siten vaite seuraa kohdasta (1). O

Esimerkki 2.6. Sovelletaan Stewartin kaavaa kolmion AABC

karkipisteisiin ja mediaanin kantapisteeseen M. Olkoon m = C
CM_. Saadaan

1 1
— 24 p2 2
m—\/z(a + b?) 4c. - -

Ndin mediaanin pituus on laskettu sivujen pituuksien avulla. O
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Esimerkki 2.7 (Sylvesterin ongelma). Sylvester” esitti 1893 seuraavan ongelman: Etsi dd-
rellinen epdkollineaaristen pisteiden joukko & siten, ettd kun pisteparit yhdistetddn suoriksi,
niin kullakin suoralla on ainakin kolme pistettd. Gallai (1933) ratkaisi ensimmaisena Sylves-
terin ongelman — Sylvesterin joukkoa & ei ole olemassa.

Lause 2.18 (Sylvester). Olkoon & ddrellinen epdkollineaarinen pisteiden joukko. Tdlloin on
ainakin yksi suora, johon kuuluu tarkalleen kaksi joukon & pistettd.

Todistus (Kelly). Olkoon d(P,{) pisteen P etéisyys suorasta £, eli normaalin PP’ pituus.

Jos £ kulkee kahden joukon & pisteen kautta, niin on ole- P
massa piste P € @, jolle P ¢ (. Tallaisia pareja (B {) on |
vain &irellinen maéra, silla joukko & on &irellinen. Va- Y |
litaan pari (B,£) niin, ettd d(P,{) on pienin mahdollinen. N ,_1
Vditetdan, ettd suoralla £ on vain kaksi joukon & pistetta. A B p’

Olkoon P’ pisteestd P € & piirretyn normaalin kantapiste suoralla . Todetaan, etti jos
suoralla ¢ on védhintdan kolme joukon & pistettd, on niistd ainakin kaksi, sanokaamme A ja
B, samalla puolen pistettd P’. Yhdenmuotoisuudesta saadaan ristiriita d(B, {(A, P)) = BY <
Pp’. O

Olkoon G4 sellaisten suorien lukumadard, jotka kulkevat tarkalleen kahden joukon &

pisteen kautta, ja olkoon G(n) = min{G4 : joukossa & on n pistettd}. Talloin

n [345678910
G(n)[3343346 5

Taulukkoa voitaisiin jatkaa lukuun n = 16 asti. Tapaus n = 17 on ensimmaéinen avoimena
sdilynyt ongelma.

2.3 KonsyKklisyys

Olkoon w = w(0, r) ympyra, ja pisteet A, P, B € w sen kehalla. Kulma ZBPA on kehdkulma.
Sitéd vastaava keskuskulma on ZBOA.

Lause 2.19. Ympyrdn kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd kehdkulman a = ZBPA toinen kylki, sanokaamme PB,
on ympyrin w(O, r) halkaisija, jolloin vastaava keskuskul- A

ma on 3 = ZBOA. Kolmio AOAP on tasakylkinen, joten
/PAO = a. Nyt
P O 1

2a =180°—(180°—fB) =f. N /

Jokainen kehdkulma ZCPA voidaan esittda kahden kulman
summana tai erotuksena, missd apukulmien toiset kyljet C
ovat halkaisijalla. O

4 Sylvester (1814 — 1897)
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Koska samaa kaarta vastaavilla kehdkulmilla on sama keskuskulma, seuraava lause on
voimassa.

Lause 2.20. Samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhtd suuret.

Jos ympyrd w kulkee monikulmion I' kirkipisteiden kautta, sanotaan sitd kulmion I"
ympadri piirretyksi ympyréksi. Talloin I' on konsyklinen.

Lause 2.21. Jokainen kolmio A on konsyklinen, eli w(A,B, C)
on olemassa.

Todistus. Olkoon O sivujen AB ja AC keskinormaalien leik-
kauspiste. Talloin OB = OA = OC kriteerin (SKS) mukaan,

C
joten O on myos janan BC keskinormaalilla, ja «w(O, OA) kul- A W B

kee kolmion kérkipisteiden kautta. O

Lause 2.22. Olkoot A,B,C epdkollineaarisia pisteitd, ja D
piste samalla puolen suoraa £(A, B) kuin C. Tilléin ZACB =
/ADB jos ja vain jos D € w(A,B,C).

Todistus. Olkoon D’ € w(A, B, C) suoralla £(A, D) kuten ku-
vassa. Lauseen 1.10 mukaan D = D’, josta viite seuraa. O

Seuraava lause on nyt selva.

Lause 2.23. Olkoot AB ympyrdn w halkaisija ja P # A, B. Tilloin P € w jos ja vain jos /BPA =
90°.

Lause 2.24. Nelikulmio QABCD on konsyklinen jos ja vain jos ZA+ ZC = 180° jos ja vain jos
/B + /D =180°.

Todistus. Nelikulmion kulmien summa on 360°. (Todetaan jakamalla se kahteen kolmioon
lavistijan avulla.) Taten ZA+ ZC = 180° jos ja vain jos ZB + /D = 180°.

(=) Kehé- ja keskuskulmia koskevan tuoksen mukaan ZA+ ZC = 180°.

(<) Piirretdan ympyra w(A, B, C). Talloin janne AC nakyy pisteen B vastakkaisen kaaren
AEC jokaisesta pisteestd kulman 180° — ZB = /D suuruisena. Lauseen 2.22 mukaan myos
D on kaarella AEC. O
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Lause 2.25. Olkoot P piste, «w ympyrd sekd {(P,A,B) ja
£(P,C,D) suoria, missd A,B,C,D € w, niin D
C
PA-PB=PC-PD.

Téissc vakio PA- PB on pisteen P potenssi ympyrdin w suhteen. P A v B

Todistus. Viite seuraa suoraan yhdenmuotoisuudesta
AAPD ~ ACPB. a

Huomaa, etti jos E on tangenttipiste (eli edelld E = C = D ja £(P.E) L £(O,E)), niin
tulos on yhi voimassa. Niinpi pisteen potenssi on PE?.

Lause 2.26 (Ptolemaios). Jos QABCD on konsyklinen nelikulmio, niin

AB-CD+AD-BC =AC-BD.

Todistus. FEtsitddn piste E € BD niin, ettd /DAE = ZCAB.

Talloin ADAE ~ ACAB ja AADC ~ AAEB. Niin ollen A

AD ED _  AB EB B

cA_BCc ¥ ac” bc
Yhdistamaélld ndmé saadaan viite, D

C
AB-CD+AD-BC =AC-(BE+ED)=AC-BD. O
Esimerkki 2.8. Ptolemaioksen lause vastaa tuttua trigonometrian kaavaa
sin(a + ) = sin(a) cos(B) + sin(f) cos(a),

joka saadaan valitsemalla DB = 1 ympyran halkaisijaksi, ja « = ZBDA, 3 = ZCDB. O

2.4 Geometrinen konstruoituvuus

Tehtdva 1. (1) Siirrd annettu kulma ZABC annetulle suoralle £(R, S) sen pisteeseen R.
(2) Puolita annettu kulma.

(3) Puolita annettu jana.

(4) Piirra suoralle normaali sen annettuun pisteeseen.

(5) Piirra suoralle normaali sen ulkopuolella olevan pisteen kautta.

(6) Piirra annetun pisteen kautta suora, joka on annetun suoran suuntainen.
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Ratkaisu. Ratkaistaan (1); muut ovat harjoitustehtavia.
Merkitdin r = AB.
1. Piirrd ympyra w; = w(B, r) ja olkoon E = w; N{(B, C). Merkitdan s = AE.
2. Piirrd w, = w(R, ) ja olkoon T = w, NL(R,S).
3. Piirrd w43 = w(T,s) ja olkoon P € w4, N ws.
Talloin ZTRP on vaadittu kulma.

Todistus. Kriteerin (SSS) nojalla on AABE = ATRP, silla BA = BE = r = RP = RT ja
AE = TP. Taten ZABC = ZTRP vastinkulmina. O

Tehtéva 2. Olkoot janat AB ja CD annettuina (yksikkojanan ohella).

(1)Etsi pituutta AB + CD oleva jana.

(2)Etsi pituutta ATB oleva jana, missi k on luonnollinen luku.
(3)Etsi pituutta AB - CD oleva jana.

(4)Etsi pituutta 2’—; oleva jana.

(5)Etsi pituutta VAB oleva jana.
Ratkaisu (1). Olkoon E € {(A,B), jolle BE =CD ja B € AE. Nyt AE = AB + CD.
Todistus. Selva. |

Ratkaisu (2). Harjoitus.

Ratkaisu (3). Olkoon I € £(A, B) niin, ettd Al = 1. (Kuvassa X
on tapaus I € AB.) Piirretdédn suora £ # £(A, B) niin, etti A € E

{. Olkoon E € { piste, jolle CD = AE. Piirretdan suoran £(I, E)
suuntainen suora £(B,X), missd X € {. Talloin AX on kysytyn

pituinen jana. ; B

Todistus. Tassa AAIE ~ AABX, jossa Al = 1. Vdite seuraa verrannollisuudesta. O

Ratkaisu (4). Harjoitus. (Muuta hieman edellista konstruktiota.)
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Ratkaisu (5). Olkoot C € £(A,B) niin ettd B € AC jaBC = 1. X
Puolita jana AC. Olkoon puolituspiste O. Piirrd w = w(O, 1),

missd r = OA, ja normaali a suoralle £(A, B) sen pisteeseen A e
B. Kun X € wNa, on BX kysytyn pituinen jana. o B

Todistus. Sovelletaan Pythagoraan lausetta kolmioon
AOBX. Tassa OX = (AB + 1)/2 on ympyran w side, ja
OB = (AB — 1)/2. Vdite saadaan sitten laskemalla BX. O

Sanotaan, ettd reaaliluku x on konstruoituva, jos on olemassa geometrinen (harppi-
viivain)-konstruktio, jolla saadaan aikaan pituutta x oleva jana yksikkojanasta ldhtien. Kaik-
kia jananpituuksia ei voida konstruoida harpin ja viivaimen avulla.

Edellisia tehtavia yhdistelemalld todetaan, ettd operaatiot summaus, tulo, jako ja nelio-
juurenotto sailyttavat konstruoituvuuden. Esimerkiksi, jos janat AB ja CD ovat annettuina,

voidaan geometrisesti konstruoida jana, jonka pituus on % - \/AB? + CD. Seuraava tulos
voidaan todistaa kuntalaajennusten avulla.

Lause 2.27. Luku x on konstruoituva jos ja vain jos se saadaan yksikkojanasta rationaalisin
operaatioin (+,—, /,*) kdyttden juurenottoa.

Niin ollen janaa, jonka pituus on esimerkiksi v2 ei voida geometrisesti konstruoida.
Lauseen 2.27 nojalla on my6s geometrisesti mahdotonta (1) jakaa mika tahansa kulma
kolmeen yhtéd suureen kulmaan; (2) konstruoida nelio, jonka ala on sama kuin annetun

ympyrén ala.



3 Merkilliset pisteet

3.1 Menelaus ja Ceva

Menelauksen ja Cevan' lauseet koskevat kollineaarisuutta ja konkurrenssia, eli ongelmaa,
milloin kolme pistettd ovat samalla suoralla ja milloin kolme suoraa leikkaavat yhteisessa
pisteessd, vastaavasti.

Tassd kappaleessa janat oletetaan yleensd suunnatuiksi.

Sanotaan, ettd R,S, T ovat kolmion AABC sivusuorilla, jos R € £(A,B), S € {(B,C),
T € £(C,A) mutta ne eivit ole karkipisteitd A, B, C.

. . ) C
Lause 3.1 (Menelaus). Pisteet R,S, T kolmion AABC sivusuo-
rilla ovat kollineaariset jos ja vain jos T
AR BS CT B S
RB SC TA R
Tassa kolmio AABC kierretaddinA—>R—>B—>S—>C—>T —>A A B

ja kaavan (suunnatut) janat kerdtddn matkan varrelta: || ,7|.

Todistus. (=) Oletetaan ensin, ettd pisteet R,S, T ovat kollineaariset, ja piirretdédn suora

b\ Rsta T )5ndiiRu G AR, b- Olkoon P =£(4,C)N b.

C
AR AT _ BS PT
RB_1P ' scTTC’ T
ja siten p S
AR BS CT _AT PT CT _ . A B R

(<) Oletetaan, ettd Menelauksen kaava toteutuu pisteille R, S, T. Olkoot a = £(R, S) ja
T’ =an{(AC). Pisteet R,S, T’ ovat kollineaariset, joten edeltdvin kohdan mukaan

AR BS CT’
RB SC TA
joten oletuksesta saadaan
CT CT’
TA TA
Esimerkin 1.3 mukaisesti T = T’, ja viite on todistettu. O

! Menelaus n.100; Ceva 1678
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ST

Menelauksen lauseessa ainakin yksi kollineaarisista pis- ¢
teistd R,S, T on kolmion ulkopuolella — mahdollisesti R
kaikki kolme.

Lause 3.2 (Ceva). Olkoot pisteet R,S, T kolmion AABC si-
vusuorilla. Talléin suorat £(A,S), £(B, T), £(C,R) ovat konkur-
rentit jos ja vain jos

Todistus. (=) Olkoon X Kkyseisten suorien yhteinen leikkauspiste.
Sovelletaan Menelauksen lausetta tapauksiin (AABT, £(R,X,C)) ja (ABCT, £(S,X,A)):

AR BX TC ¢
gl | 3.1)
RB XT CA

T S
BS CA TX
il (3.2)
SC AT XB A R B

Kertomalla ndma yhtélot keskendédn saadaan Cevan kaava.

(<) Oletetaan, etti Cevan kaava on voimassa. Olkoot X = £(C,R)N{(B,T)ja S =
(A, X)NL(B,C). Todistuksen alkuosan mukaan

BS" CT AR
S'C TA RB
joten oletuksen nojalla
BS’ BS
s'’c sc’
Esimerkistd 1.3 seuraa viite, eli S = S’. O

Huomaa, ettei Cevan lauseessa oleteta, ettd pisteet
R, S, T olisivat kolmion sivujanoilla. Ne saattavat olla si-
vusuorilla kolmion ulkopuolella.

R A B

Jatketaan hieman Cevan lauseen todistusta. Huomaa ettd lauseessa on nyt summaus.

Lause 3.3 (van Aubel). Olkoot pisteet R,S, T kolmion AABC sivusuorilla siten, ettd £(A,S),
£(B,T), £(C,R) ovat konkurrentit leikaten pisteessd X. Talloin

BX_BR+BS
XT RA SC’
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Todistus. Yhtaloista (3.1) ja (3.2) seuraa
BX TC BR BX AT BS
XT AC _RA 7 XT AC~ sc’
mistd laskemalla yhteen saadaan

BX (AT+TC)_BR+BS
XT AC ~RA SC’

ja ndin ollen véite on todistettu. O

3.2 Kolmion merkilliset pisteet

Lause 3.4 (Painopiste). Kolmion AABC mediaanit leikkaavat pisteessd G. Tamd painopiste
toteuttaa ehdon
AG=2-GM,.

Todistus. Konkurrenttisuus seuraa Cevan lauseesta:
BM, CMy AM _.
M,C MzA McB

Tarkennus seuraa van Aubelin lauseesta:
AG AM AM
——Cc B9,
GMA McB MBC A

Seuraava tulos on Lause 2.21.

Lause 3.5 (Ympari piirretty ympyrd). Kolmion A sivujen keskinormaalit leikkaavat pis-
teessd O, joka on kolmion ympdri piirretyn ympyrdn A(A, B, C) keskipiste.

Seuraavan tuloksen tarkennus on periisin Eulerilta.? Suora £(H, G, O) on Eulerin suora.

Lause 3.6 (Ortosentri). Kolmion AABC korkeussuorat leikkaavat pisteessd H. Lisdksi orto-
sentri H, painopiste G ja ympdri piirretyn ympyrdn keskipiste O ovat kollineaariset ja

HG=2-GO.

Todistus. Jos AABC on tasasivuinen, niin O = G = H. Oletetaan siis, ettd CA # CB, jolloin
G # O. Merkitaan lyhyesti M = M,.. Olkoon R piste suoralla £(O, G) niin, ettd RG = 2 - GO.

2 Euler (1707 — 1783)
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Osoitetaan, etti R = H. Lauseen 3.4 mukaan G € CM C
ja CG = 2 - GM. Oletuksen mukaan RG = 2 - GO, ja

siten ACGR ~ AMGO, jolloin ZCRG = /ZMOG. Siten

£(0O,M)||£(C,R). Koskapa £(O,M) L £(A,B), myos £(C,R) L 0

L(A,B), eli £(C,R) on korkeussuora. Aivan samoin muut kor- G R
keussuorat kulkevat pisteen R kautta, ja niinpd R = H on ku-
ten vaadittu. O

Jos kolmio AABC ei ole terdvakulmainen, on sen ortosentri
kolmion ulkopuolella.

Kolmion AABC ortokolmio on Ay = AH,HpH, jonka kar-
kiné ovat korkeusjanojen kantapisteet.

Esimerkki 3.1. Osoitetaan, ettd terdvakulmaisen kolmion A korkeusjanat ovat ortokolmion
A, kulmien puolittajat. Todetaan ensin, ettd nelikulmiot QAH-HHp ja O)BH,HH

ovat konsykliset, silla niissa ZHg + ZH, = 180° ja
/H: + £H, = 180°. Samaa kehé&i vastaavina kehé-
kulmina

/HAHy = /HH Hy ja /H,BH=/H,H.H.

Toisaalta kriteerin (KK) mukaan AAHHg ~ ABHH,,
ja siten ZHAHz = /H,BH, mista véite seuraa. O

Sanotaan, ettd ympyra w on monikulmion I' sisdén piirretty ympyra, jos se sivuaa kaik-
kia kulmion T sivujanoja.

Lause 3.7 (Sisdén piirretty ympyrd). Kolmion kulmien puolittajat leikkaavat pisteessd I,
joka on kolmion sisddn piirretyn ympyrdn keskipiste.

Todistus. Kulmanpuolittajia koskevan lauseen 2.13 mukaan

C
BP, CP; AP, AB BC AC
P.C PsA P.B AC AB BC
Py Py

jolloin konkurrenttisuus seuraa Cevan lauseesta.
Jokaisen pisteen X € {(A, P,) etdisyys (kohtisuorasti) suoris- I
ta £(A,B) ja £(A, C) on sama. Taten kulmanpuolittajien leik- A /Pc B
kauspisteen I etdisyys sivuista on sama, eli I on sen ympyréan
keskipiste, joka sivuaa kolmion AABC sivuja. O

Esimerkki 3.2 (Feuerbach 1822). Ympyra w, joka kulkee kolmion AABC mediaanien kan-
tapisteiden M,, My, M kautta, kulkee my0s korkeusjanojen kantapisteiden Hy, Hg, H. ja
janojen AH, BH, CH keskipisteiden T,, Ty, T kautta.
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Todistetaan tdméa. (SKS~)-kriteerin mukaan ABHC ~ ABTgM,, joten £(My, Tg) L
£(A,B) (L €(C,H¢)). Aivan samoin £(Mg, T,) L £(A,B). Toisaalta AABH ~ AT,TgzH ja
AABC ~ AMgM,C, joten £(T4, Tg) || £(A, B) ja £(Mg, My) || £(A, B). Nain ollen QMM T Ty

on suorakulmio.

C
|
|
|
Hp |
|
|
)
\I — HA
_%
|\
_ RN
I
Ty : Tg™

Aivan samoin MM T, T on suorakulmio. Néilld kahdella suorakulmiolla on yhteinen
lavistdja M, Ty, joten ne kuuluvat sen ympyran w kehélle, jonka halkaisijana M, T, on. Eri-
tyisesti My, M, M- € w ja Ta, Tg, Tc € w. Liséksi ZH, = Z/Hg = ZH = 90°, joten my0s
H,,Hg,H- € w, koska T,M,, TgMjg ja ToM ovat ympyran w halkaisijoita. Vdite on todis-

tettu.

O
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3.3 Monikulmioiden aloista

Monikulmion ala méaratdan sen suhteessa yksikkoalaan, eli nelion alaan, jonka sivut ovat
yksikkéjanan pituisia. Kolmion A ala on

1
ala(A) = Eha ,

missd a on sivun pituus, ja h sen vastaisen korkeusjanan pituus. Oheinen lause sanoo, etta
tallainen madrittely kédy laatuun.

Lause 3.8. Olkoon A = AABC kolmio. Tdlléin
AH, -BC = BHy -AC = CH, - AB.
Todistus. Harjoitus. O

Esimerkki 3.3. Yhtenevilld kolmioilla on samansuuruinen ala. Taméan varmistamiseksi riit-
tid todeta, ettd yhtenevilld kolmioilla AABC = AA’B’C’ on yhti pitkit vastinkorkeusjanat.
(Tassd AAH-C = AA'H/C’ kriteerin (2K+S) nojalla.) O

Esimerkki 3.4. Aloja voidaan kayttda hyvéksi todistettaessa geometrisia tuloksia:

C
Olkoot P kolmion AABC jokin sisdpiste ja X = £(A,P) N
£(B,C), Y ={(B,P)N{(A,C), Z=((C,P)NL(A B). Tilloin v /) %
pPX PY PZ
—+—+—=1.
AX BY CZ /
A 7 B

Taman todistamiseksi merkitdan A = AABC. Nyt

ala(AABP) AB-PH _ PH _PZ

ala(A)  AB-CH. CH, CZ’

silla AZPH ~ AZCH(. Vastaavat lausekkeet saadaan kol- C
mioille AAPC ja ABCP, ja siten

1 ala(AABP) + ala(AACP) + ala(ABCP)

ala(A)
B pPZ PY PX

=—t+—=+—.
CZ BY AX A 7 HH. B
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(SSS)-lauseen nojalla kolmion sivujen pituudet méirdavéat sen alan (koska yhtenevilla
kolmioilla on sama ala). Seuraava tulos?, joka jaa harjoitukseksi, kertoo miten.

Lause 3.9 (Heronin kaava). Olkoot kolmion A sivujen pituudet a, b, ¢ ja olkoon
p= % -(a + b + ¢) puolet sen piirin pituudesta. Talléin

ala(A) = y/p(p—a)(p—b)(p—c).

Esimerkki: Yhteisositettavuus*

Monikulmion I" ositus tarkoittaa darellisti monikulmioiden joukkoa, jotka peittédvat koko
kulmion T ja joilla ei ole yhteisia pisteitd mahdollisia sivupisteitd lukuunottamatta. Seuraava
tulos* sanoo, etti jos monikulmioilla I} ja I, on sama ala, ovat ne yhteisositettavissa, eli
I} voidaan leikata osiin ja koota uudelleen monikulmioksi I5.

Lause 3.10 (Wallace-Bolyai-Gerwien). Jos monikulmioilla T'; ja T, on sama ala, voidaan
ne osittaa yhteneviin monikulmioihin:

k
Fi = U FU missd Fl] = 1_‘2] kaikilla ] .
=1

Todistuksen ajatus. Osoitetaan, ettéd jokainen monikulmio I' on yhteisositettavissa sellaisen
suorakulmion kanssa, jonka korkeus on 1. Vdite seuraa tasta.
Monikulmio I" voidaan osittaa kolmioihin A, A,,..., A, 1&-
vistdjien avulla. Edelleen jokainen kolmio A; voidaan osittaa
neljadn osaan, ja koota uudelleen suorakulmioksi I'; kuten
kuvassa.

Oletetaan sitten, ettd meilld on kaksi sama-alaista suorakul-
miota, joiden korkeudet ovat a ja b, missd b < a < 2b.

Asetetaan nama suorakulmiot kuten kuvassa. Todetaan, etti
ne ovat yhteisositettavissa. Toistamalla titd menettelya paa-
tellddn, ettd jokainen suorakulmio I; on yhteisositettavissa
suorakulmion I'" kanssa, jonka korkeus on 1.

Liimaamalla kaikki saadut monikulmiot ‘nauhaksi’ Iy, ... T, on osoitettu, ettd jokainen mo-
nikulmio on yhteisositettavissa téllaisen suorakulmion kanssa. O

Seuraavan vuodelta 1970 olevan tuloksen todistaminen vaatii yllattdvan paljon apuneu-
voja. Huomaa, ettd nelion jakaminen 2n kappaleeseen samanalaiseen kolmioon ei tuota
lilemmalti vaikeuksia.

Lause 3.11 (Monsky). Neliotd ei voida osittaa samanalaisiin kolmioihin, joita on pariton
lukumddrd.

% Heron n.75 jKr. Tulos lienee periisin Arkhimedeelti (287 — 212 eKr)
4 Wallace 1807, Gerwien 1833; Bolyain (1802 — 1860) esittimi ongelma.
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Esimerkki: Pickin lause ja hilapisteet*

Monikulmioiden aloille on my6s erés oikotie, Pickin metodi vuodelta 1899, jota voidaan
kayttdd kun monikulmion kérkipisteet ovat hilapisteitd. Konstruoidaan tasoon suorakul-
mainen koordinaatisto yksikkojanan avulla, jolloin tason piste voidaan esittdd muodossa
(r,s), missd r on x-koordinaatti ja s on y-koordinaatti. Pisteet, joiden koordinaatit ovat
kokonaislukuja ovat hilapisteita.

Lause 3.12 (Pick). Olkoon I" monikulmio, jonka kdrkipis-
teet ovat hilapisteitd. Talloin

1
ala(l') = Ep—l—q—l,

missd p (q, vastaavasti) on niiden hilapisteiden lukumddrd,
jotka ovat kulmion T sivuilla (sisdosassa, vast.).

Todistuksen ajatus. Todetaan ensin, ettd jos kaava pitda paikkansa monikulmiolle T ja I,
joilla on yksi yhteinen sivu, niin se pitdd paikkansa ndiden yhdelmaélle I". Koska jokainen
monikulmio voidaan jakaa kolmioihin ldvistdjien avulla, palautuu todistus kolmioihin.
Oletetaan ensin, ettd AABC on suorakulmainen, ja olkoon C
QABDC suorakulmio kuten kuvassa. Merkitddn a = AB ja

b = AC. Jos hypotenuusalla BC on k + 2 hilapistettd (mu-
kaanlukien B ja C), niinp=a+b+k+1. A
Toisaalta kolmion sisélla olevien hilapisteiden lukuméédrd on g = ((a—1)(b—1)—k) /2, ja
siten laskemalla saadaan, ettd p/2 + ¢ —1 = ab/2 kuten vaadittua.

Tapaukset, joissa AABC ei ole suorakulmainen palautuvat seuraaviin kahteen tapauk-
seen, joissa kumpaankin voidaan soveltaa suorakulmaisuutta.

C

O

Huomaa, ettéd Pickin lauseen mukaan primitiivisen kolmion, joilla vain kérkipisteet ovat
hilapisteit4, ala on aina 1/2 (!).

Esimerkki 3.5. Browkin ja Steinhaus todistivat, ettd kullekin luonnolliselle luvulle n on ole-
massa nelié ja ympyrd, joiden sisdlld on tarkalleen n hilapistettd. Seuraava Schinzelin tulos
on hieman yllattava: Kullekin luonnolliselle luvulle n on olemassa ympyrd jonka kehdlld on
tarkalleen n hilapistettd. O



3.3 Monikulmioiden aloista 31
Esimerkki: Pistejoukon peittiminen ympyralla*
Olkoot & = {P;,P,...,P,} tason pistejoukko ja
d=max{PP; : 0<i,j<n}

sen halkaisija. Sanotaan, ettd ympyrd w = w(O, r) peittaa pistejoukon 2, jos jokainen P;
on w:n sisépiste (mukaanlukien kehépisteet). Pienintd peittdvan ympyran sadettd kutsutaan
joukon & peittosateeksi.

Esimerkki 3.6. Olkoon d aérellisen pistejoukon & halkaisija, ja r sen peittosidde. Talloin
1 V3
—d<r<-—d.
2 2

Tamén nayttddksemme olkoot P ja Q joukon # sellaisia pisteitd, ettd PQ = d. Varmasti-
kin r > 3d.
Piirretdén ympyrat wp = w(Pd) ja wq = w(Q,d). Kos-
ka d on maksimaalinen pisteiden vélinen etdisyys, molem-
mat ympyrét wp ja w, peittévit pistejoukon & ja siten
P sisdltyy ympyroiden leikkausalueeseen. Olkoot R ym-

R
pyroiden leikkauspiste ja M janan PQ keskipiste.Talloin
w = w(M, MR) peittdé joukon &, missa

1 1 3
MR? =d*—(-PM)* =d*——d* = —d*
2 4 4
ja niinpd MR = ?d. Siten myos r < ?d.

Jung todisti vuonna 1901, etté edellista tulosta voidaan parantaa:
Lause 3.13 (Jung). Olkoon d ddrellisen pistejoukon & halkaisija, ja r sen peittosdde. Talléin

1 V3
—d<r<—d.
2 3

Taté ylarajaa ei voida yleisesti parantaa, silld jos 22 koostuu tasasivuisen kolmion karki-
pisteistd, niin edeltdviaan epayhtdloon saadaan yhtasuuruus.

Todistus (Ajatus). Olkoon w = w(0O, r) peittdva ympyra, jonka side on pienin.
e Vaihintdan kaksi joukon & pistettd on ympyran w kehalla.

Sanotaan, ettd peittdvan ympyran w kaari P;P; on pistevapaa, jos se ei sisdlla muita
joukon & pisteitd kuin pisteet P; ja P;.

e Olkoot PQ € & ympyran w kehilld niin, ettd kaari PQ on pistevapaa. Talloin tdméan
kaaren pituus on korkeintaan puolet ympyran w kehén pituudesta.
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Naiin ollen peitdvan ympyran w halkaisijan paatepisteet ovat joukossa & tai kehilla on
kolmas joukon £ piste, jonka (joku) halkaisija erottaa pisteiden P,Q toiselle puolen. Tésta
huomiosta seuraa, etté pienisdteisin peittdvd ympyrd w on yksikdsitteinen.

° rsg-d.

Jos PQ, missd P,Q,€ 22, on ympyran « halkaisija, niin PQ = d ja siten r = d/2 <
(v/3/3) - d. Oletetaan sitten, etti halkaisijoiden molemmat paitepisteet eiviit ole joukossa
?.

Olkoon 8 = P;P, (kuten kuvassa) ympyrédn « pisin pistevapaa

/
kaari. Taten kaaren f3 pituus on (aidosti) pienempi kuin puolet Q P, P Q
ympyran w kehéstd. Piirretddn suorakulmio {P;Q,Q,P, kuten L N 2
kuvassa. Talloin Qq,Q, ¢ 2, sillda P,Q; ja P;Q, ovat ympyrdn w // AN
halkaisijoita. Kaaren 3’ = Q,Q, (kuva) pituus on sama kuin kaa- /’ N
ren f3 pituus, ja siten oletuksesta seuraa, ettd 3’ ei ole pistevapaa. P
(Muutoin f3 ei olisi pisin pistevapaa kaari.) Olkoon P; € & piste 1 B P,

kaarella f3’.
Kolmion AP, P,P; jotain sivua P;P; vastaava kaari on vdhintddn kolmannes ympyréan

kehén pituudesta, mutta korkeintaan puolet siitd. Jos A’ on tasasivuinen kolmio, jonka

ympadri piirrettynd ympyrdna «w on, todetaan laskemalla, ettd r = ? -s, missa s on kolmion

A sivun pituus. Siten ehdosta P;P; > s seuraa viite:

V3 V3 V3
=—s<—" PP <?d.

r 3°="3 it =
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4 TIsometriat

4.1 Transformaatiot

Kuvaus a: E — E on tason transformaatio (tai muunnos), jos se on bijektio. Transformaa-
tio siis jarjestdd tason pisteet uudelleen niin, ettd jokainen piste kuvautuu joksikin pisteeksi
ja jokainen piste on tarkalleen yhden pisteen kuva.

Kuvio on miké tahansa tason pistejoukko, eli K € E. Kun a on tason transformaatio, on
usein selkedmpéa kirjoittaa pisteen P ja kuvion K kuvalle

a(P) =p*,
a(K)=K*={P* : PeK}.

Janan PQ kuva transformaatiossa a on a(PQ) = {R* : R € PQ}. Toisaalta, P*Q% on
(kuva)pisteitd P* ja Q* yhdistavé jana, eli P*Q* = {R : R € P*Q®}. Huomattakoon, etta
yleisesti P*Q ei ole sama asia kuin a(PQ).

Esimerkki 4.1. Olkoon O tason kiinnitetty piste. Ehdosta
OP* = 0P2, P%ec{(0,P)

maédritelty kuvaus a on hyvinmaéaritelty tason transformaatio, joka siirtda pisteen P (suun-

nattua) suoraa £(0, P) pitkin etiisyydelle OP? pisteesti O. Tillainen transformaatio a ‘vii-

ristdd’ geometriset kuviot. Esimerkiksi suoran £ kuva £*(= a({)) ei ole valttamatta suora.
O

Transformaation a kiinteiskuvaus a ! on myos bijektio ja siten transformaatio. Liséksi,

aa”! =1 = a'a, missi ¢ on identiteettikuvaus, ¢(P) = P kaikille pisteille P. Transfor-
maatioiden yhdisteet fa ovat myo6s transformaatioita, ja koska kuvausten yhdistdminen on

assosiatiivista,
a(By)=(af)r,

muodostavat transformaatiot ryhmén & . Erityisesti, jos ¢ on perhe transformaatioita ¢ C
T, joka on suljettu kuvausten yhdistdmiseen ja kddnteiskuvauksiin ndhden, on ¢ ryhmdn 7
aliryhmd.

Ryhmiominaisuudet ovat usein hyodyllisid késiteltdessa transformaatioita. Jos ¢ on ryh-
ma transformaatioita, niin sen alkioille ovat voimassa esimerkiksi seuraavat siannot:

aac = 1=ala, aif = = a; =a,,
Ba;=pfay = a;=a,, a=py = f=ay ",
a=yf = f=1"a, (Ba) '=a"p.

Jos kaksi transformaatiota a ja 3 toteuttavat ehdon fa = af3, sanotaan, ettd ne kom-
mutoivat. Yleensd transformaatiot eivdt kommutoi keskenddn.
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Transformaatiota, joka kuvaa jokaisen suoran suorak-

si, £ — (%, kutsutaan affiiniksi kuvaukseksi (tai af- N
fiiniksi transformaatioksi). Talloin siis a({(P,Q)) =
£(a(P), a(Q)).

Lause 4.1. Affiinin kuvauksen kddnteiskuvaus on affiini, ja affiinien kuvausten yhdisteet ovat
affiineja. Siten affiinit kuvaukset muodostavat ryhmdn.

Todistus. Olkoon «a affiini, ja P, Q kaksi eri pisteitd. Tilloin suoran £ = £(a *(P),a *(Q))
kuva £ on suora £(P,Q). Niin ollen a~! kuvaa suoran ¢(P,Q) suoraksi £. Yhdistimisti kos-
keva vaite on myos selva. O

Lause 4.2. Olkoot a affiini kuvaus ja a || b yhdensuuntaiset suorat. Talloin myés a® || b®. Eri-
tyisesti, jos QABCD on suunnikas, samoin on QA*B*C*D®.

Todistus. Olkoon a # b. Jos a }f b, sanokaamme a N b = P, niin selvasti P* = a* N b?.
Samoin, koska a~! on affiini, niin ehdosta a® N b® # @ seuraa, etti an b # @. O

4.2 Isometrioiden maaritelma

Transformaatio a € & on isometria, jos se sdilyttdd pisteiden viliset etdisyydet, eli jos
kaikille P ja Q,
P*Q%*=PQ.

Lause 4.3. Jokainen isometria kuvaa janan yhtd pitkdksi janaksi. Siten isometria o on affiini
kuvaus, jolle on voimassa a(PQ) = P*Q*“.

Todistus. Lauseen 1.3(5) mukaan, R € PQ jos ja vain jos PQ = PR+RQ, ja siten isometrialle
a on voimassa: P*Q% = P*R* + R*Q%, misti seuraa, ettd R € PQ jos ja vain jos R* € P*Q“.
O

Lause 4.4. Transformaatio o on isometria a jos ja vain jos se kuvaa jokaisen kolmion A yh-
tenevdksi kolmioksi A“.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd a on isometria. Ensinndkin kolmion A = AABC kuva on
kolmio, silla sivut kuvautuvat janoiksi, jotka leikkaavat toisensa karkipisteiden kuvapisteissa
injektiivisyyden nojalla. Koska isometria sdilyttda etdisyydet, niin kolmioiden A = AABC ja
A% = NA*B*C® vastinsivut ovat yhta pitkét ja siten (SSS) todistaa tuloksen.

Vditteen todistamiseksi toiseen suuntaan olkoon a vaaditunlainen transformaatio. Ol-
koot AB jana ja C piste site, ettd A = AABC on kolmio. Nyt A = A%, ja siten a kuvaa janan
AB yhti pitkéksi janaksi A“B%, ja niinpd a on isometria. O

Isometria on kolmioiden yhtenevyyden yleistys. Sanotaan, ettd kaksi tasokuviota K; ja
K, ovat yhtenevit (tai kongruentit), jos on olemassa isometria a, jolla K, = K7'. Identi-
teettikuvaus ¢ on selvisti isometria, ja samoin on jokaisen isometrian a ki4nteiskuvaus a .

Lisdksi kahden isometrian a ja 8 yhdiste fa on jélleen isometria.
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Lause 4.5. Tason isometriat muodostavat ryhmdn &.

Seuraavan lauseen mukaan tason jokainen piste P tulee tdysin maaréattya etdisyyksistddn
annetun kolmion karkipisteisiin.

Lause 4.6 (Kolmen pisteen sdintd). Kolme epdkollineaarista pistettd mddrddvdt isomet-
rian: Olkoon A kolmio, ja a, € &. Jos A* = AP, niin a = .

Todistus. Jos PA = QA ja PB = B, niin A ja B kuuluvat janan PQ keskinormaalille. Siten
kun pisteet A, B, C ovat epékollineaariset, ja PA = QA, PB = QP ja PC = QC, on valttamatta
P = Q. Erityisesti, jos A* = A’ = AP, B* = B’ = B ja C* = ¢’ = CP, niin A'P* = A'PF,
B'P* = B’PF ja ¢'P* = C’'PP jasiten edeltivin mukaan P* = PP Niin ollen a ja 8 kuvaavat
samoin kaikki tason pisteet. O

Kiintopisteet ja suunta

Isometrioiden kaksi keskeisintd késitettd ovat kiintopisteet ja suunnanséilyvyys.

Transformaation a kiintopisteet ovat ne pisteet P, joilla P* = P. Sanotaan, etti trans-
formaatio a kiinnittda kuvion K, jos K = K®. Liséksi, a kiinnittda kuvion K pisteittéin,
jos P* = P kaikilla P € K, eli jos K koostuu vain transformaation a kiintopisteista.

Esimerkki 4.2. (1) Esimerkin 4.1 kuvauksen a kiintopisteet ovat O ja yksikkéympyran
w(0, 1) kehapisteet, eli a kiinnittdd ympyran «w(0, 1) pisteittdin. Kuvaus a kiinnittdd myos
kaikki suorat £(O, P), missa P # O, mutta ei pisteittain.

(2) Transformaatiot, jotka kiinnittdvét kuvion K muodostavat ryhméan & aliryhmén. Sa-
moin muodostavat ne transformaatiot, jotka kiinnittavat kuvion K pisteittdin. O

Olkoon A = AABC kolmio, jonka karkipisteet luetaan esimerkiksi vastapaivdan. Isomet-
ria a sailyttda kolmion A suunnan, jos kuvakolmion A karkipisteet vastapdivaan luet-
tuna ovat A%, B*, C*. Muutoin a kaantda kolmion A suunnan (eli kuvakolmion pisteet
vastapaivdan ovat A%, C%, B%).

Isometria a on suunnansailyttéva, jos se sdilyttida kaikkien kolmioiden suunnan, ja se on
suunnankaintiva, jos se kdantda kaikkien kolmioiden suunnan. Osoitetaan, ettd isomet-
ria on joko suunnansailyttdva tai -kdantavé, eli suunnan suhteen isometriat kayttaytyvat
samoin kaikkiin kolmioihin nihden: & = &* U &, missi

& = suunnansiilyttivit isometriat,

&~ = suunnankaantivat isometriat .
Jos isometria a sdilyttdd suunnan ja 8 kddntdd suunnan, N T ]
niin niiden yhdiste fa kddntda suunnan. Suunnan saily- T e —]
vyys ja kadntyvyys kayttaytyvat kuten +1 ja —1 kertomi- 1l-1 41

sen suhteen.
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Isometrioiden tyypit

Translaatio (eli yhdensuuntaissiirto): Suunnattu jana AB

T
madrdd translaation 7, joka siirtdd pisteen janan AB suun- pPT R
taisesti sen pituuden verran: B /’q Q°
/
/
T _ . T / R
PP" =AB ja ((PP")|/L(AB). y //
& \ /
Translaation 7 pituus on T = AB ja sen suunta T on janan p Q
A

AB suunta. Merkitidin myo6s T = T4z .
Todetaan, ettd QPQQ"P* on suunnikas, joten PQ = P*Q", ja siis T on isometria.

Lause 4.7. Jokainen translaatio on suunnansdilyttdvd isometria, jolla ei ole kiintopisteitd. Li-

sdksi translaation T = T, kddnteiskuvaus on translaatio 7! = Ty,

Rotaatio (eli kierto): Piste O ja kulma 6 maardavét rotaation R°

o, joka kiertda pisteen O-keskisen ympyran kehdi kulman 6 Q°

verran. Tassa 6 on kuvauksen o rotaatiokulma, ja O on sen P°

keskus: ,
OP=0P° ja /POP° =§.

Merkitddn myos p Q
0 =0(0,0)-

Yhtenevyyskriteerien avulla voidaan osoittaa, ettd rotaatio on isometria.

Lause 4.8. Jokainen rotaatio on suunnansdilyttdvd isometria, jolla on tarkalleen yksi kiin-

topiste (kun rotaatiokulma # 0°). Lisdksi rotaation o = 0(0,0) kddnteiskuvaus on rotaatio
-1 _

o) = O-(O,—Q)'

Jos 8 = 180° on rotaatio puolikierto pisteen O suhteen, ja tdlloin merkitdan

oo = 0(0,180°) -
Puolikiertoa kutsutaan joskus myos ‘peilaukseksi pisteen suhteen’.

Esimerkki 4.3. Kaksi pelaajaa laittaa vuorotellen kymmensenttisen suorakulmaiselle poy-
délle niin, ettd kolikot eivdt mene edes osittain paillekkéin. Pelin voittaa se, joka kykenee
laittamaan viimeisen kolikon. Talloin pelin aloittajalla on voittostrategia. Nimittiin, ensim-
madinen pelaaja laittaa ensin kolikon pdydén keskelle (keskipiste O), ja sitten hén laittaa
aina kolikon asemaan 6, (P), jos toinen pelaaja asetti kolikon pisteeseen P. O
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Peilaus (eli reflektio): Suora a méaraa peilauksen p, joka
kuvaa pisteen suoran a normaalille ja yhta etédalle siita (toi-
selle puolen): kun X = a N {(P,PP),

Q

Ay

Q

¢(RPP)Lla ja PX=XPP.
pP

Suora a on peilauksen akseli. Merkitdan myos

/.

QP
0
P =pq- R

Yhtenevyyskriteerien avulla voidaan osoittaa, ettd peilaus on isometria.

Lause 4.9. Jokainen peilaus on suunnankddntdvd isometria, jonka kiintopisteet ovat sen ak-

selin pisteet. Lisiksi peilauksen p, kdcnteiskuvaus on se itse p~! = p.

R Q
Siirtopeilaus: Olkoon 7 translaatio ja p = p, peilaus suoran V 7
a suhteen, missé a || 7. Yhdiste p’ = p7 on siirtopeilaus, jon- poT "

ka suunta on T ja pituus 7. Todetaan, ettd siirtopeilaukselle

|
|
|
L
—
(R

/ pr
P =pPyT=1Tpq- & |
Aop

RP
Koska siirtopeilaus on kahden isometrian yhdiste, on se aina isometria.

Lause 4.10. Jokainen siirtopeilaus on suunnankddntdvd isometria, jolla ei ole kiintopisteitd.

Lisdksi siirtopeilauksen p’ = p,7 kddnteiskuvaus on siirtopeilaus (p’)™* = p, 7.

Luonnehdinta

Lause 4.11. (1) Jokainen isometria a voidaan esittdd korkeintaan kolmen peilauksen yhdis-
teend.

(2) Jokainen isometria on joko suunnansdilyttdvd tai suunnankddntdvd.
(3) Lisdksi, jos isometrialla a on kiintopiste, on se korkeintaan kahden peilauksen yhdiste.

Todistus. Olkoon A = AABC kiinnitetty kolmio, ja AA*B*C* = A sen kuva. Jaetaan tar-

kastelu neljaan kohtaan. C

(a) Jos A = A% B = B% C = C%, niin a = t, silld kolme A
pistettd maaradvat isometrian (lause 4.6).

A B
(b) Jos A= A%, B = B%, C # C%, niin lauseen 4.6 mukaan a v

on peilaus: a = p,, missd a = £(A, B). ce
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(c) Jos A = A%, B # B*, C # C%, niin olkoon b janan BB*
keskinormaali. Koskapa nyt AB = AB%, on A € b. Isometria
B = ppa toteuttaa ehdot A= AP ja B = BP joten kohtien (a)
ja (b) mukaan S on peilaus tai . Koska a = p;lfa’ = ppf, on
a korkeintaan kahden peilauksen yhdiste.

(d) Jos A# A%, B # B%, C # C?, niin olkoon ¢ janan AA* keskinormaali ja y = p.a. Talléin
A=A, ja siten kohtien (a), (b) ja (c) mukaan y on korkeintaan kahden peilauksen yhdiste.
Koska a = p.v, on a korkeintaan kolmen peilauksen yhdiste.

Todetaan vield lopuksi, ettd a sdilyttda suunnan, jos se on identiteettikuvaus tai kahden
peilauksen yhdiste. Muutoin se on yhden tai kolmen peilauksen yhdisteenid suunnankéin-
tava. O

Myos kiintopisteiden P* = P lukumaéréa vaikuttaa isometrian luonteeseen. Translaatiolla
T # ( ja siirtopeilauksella ei ole kiintopisteitd, rotaatiolla o # ¢ on tarkalleen yksi kiintopiste
(sen keskus) ja peilauksella niitd on ddrettémén monta (kaikki sen akselin pisteet).

Lause 4.12. Olkoon a isometria, jolla on ainakin yksi kiintopiste. Talloin
(1) a on rotaatio, jos se sdilyttdd suunnan.

(2) a on peilaus, jos se kddntdd suunnan.

BO'
Todistus. Olkoon P* = P. XUAC
Oletetaan ensin ettd a sdilyttdd suunnan, ja katsotaan mi- ‘
ten se kuvaa kolmion APAB, missi PA = PB. Talloin pis- 3 B
teet A,A% B,B* ovat ympyran «w(P, PA) kehilld. Nyt a ku- V
vaa kolmion kérkipisteet samoin kuin rotaatio o (pg), missa
6 = ZAPA®. A

Jos taas a kddntda suunnan, on se lauseen 4.11 mukaan peilaus, koskapa kahden pei-
lauksen yhdiste aina sdilyttda suunnan. O

Lause 4.13. Olkoon a isometria, joka ei kiinnitd yhtddn pistettd. Talloin
(1) a on translaatio, jos se sdilyttdd suunnan.

(2) a on siirtopeilaus, jos se kddntdd suunnan.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd q sdilyttda suunnan.



4.2 Isometrioiden mééaritelma 39

Lauseen 4.11 mukaan a on kahden peilauksen yhdiste, a = A A

PpPq- Nytal| b, silld jos P = anb, niin P = P% vastoin oletus- - - A%

ta. Talloin (kuten kuvassa) lauseesta 4.6 seuraa, etti o = T,

missd T L a ja T on kaksi kertaa suorien a ja b valinen etii- lbe-—l___.pga
Syys. B’

Oletetaan sitten, ettd o kddntida suunnan. Olkoon X jokin pis- p 2 pra

te, ja O janan XX “ keskipiste. Tarkastellaan suunnankaanta- — -

vaa isometriaa 8 = 6y, missd O on puolikierto. Koska nyt \ :

XP =X, on B = p, peilaus lauseen 4.12 mukaan (jonkin suo- A o \!

ran a suhteen), ja siten a = §,p,. Todetaan, ettd a = p; T on \1

siirtopeilaus, missa b L a, O € bjat = 2-A0 (kunA=anb). pe
O

Erityisesti seuraava luokittelu on osoitettu:

Lause 4.14. Isometria on

(1) translaatio, jos se sdilyttdd suunnan ja silld ei ole kiintopisteitd,
(2) rotaatio, jos se sdilyttdd suunnan ja silld on kiintopiste,

(3) peilaus, jos se kddntdd suunnan ja silld on kiintopiste,

(4) siirtopeilaus, jos se kddntdd suunnan ja silld ei ole kiintopistettd.

ss\kp| on ei
+ |rotaatio translaatio
— | peilaus siirtopeilaus

Lause 4.15. Olkoot A = NABC = AA'B’'C’ = A’ yhtenevit kolmiot. Tilloin on olemassa
yksikdsitteinen isometria a, jolle A" = A%

Todistus. Jos A = A’, on identiteettikuvaus kysytty isometria. Olkoon o = O'(a,) rotaatio
niin, ettd £(A%,B?)||£(A, B) ja olkoon 7 translaatio, jolle A’ = A”. Tilléin To(AB) = A'B’.
Jos myos To(C) = C’, on a = 7o, muutoin a = p, 7o, missd a = £(A’, B’). Yksikésitteisyys
seuraa kolmen pisteen saannosta. O

Esimerkki 4.4. Seuraava Thomsenin kaava yhdistda kolme peilausta yhteen kaavaan

PaPbPcLaPbPcPbPcPaPbPcPaPcPbPaPcPbPcLPLLPaPcLb =1 -

Tama seuraa siitd, ettd translaatiot kommutoivat:

(PaPBP)* (PrPP)* = (PpPP)* (PaPBP)?

mista véaite saadaan laskemalla. O
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Esimerkki 4.5. (1) Olkoot 0 = 0 g ) rotaatio ja T = 7 yp translaatio. Téllin 7o on rotaatio,
jolla on sama rotaatiokulma 6.

Todistus. Aukaistaan 6-kulma niin, ettd QP||AB ja QP = AB Qe p
kuten kuvassa, eli kulman ZO puolittaja on suoran £(A, B)
normaali. Talléin Q = P? ja siten P = P® on isometrian «
kiintopiste. Siten a on suunnanséilyttdvana rotaatio, ja sen
kulma on 6 kuten ndhdiin suunnikkaasta ¢OO* PQ, missd 0
O" = 0%. Nain vaite (1) on todistettu.

)

Q AP
(2) Jos kahdella rotaatiolla 0y = 0 g,) ja 092 = T(g4,) ON
yhteinen keskus O, on 0,0 rotaatio o (¢ g, +6,)-
Todistus. Helppo harjoitus. Vo
0] (oM

(3) Kahden rotaation 01 = 0/(g, ¢,)ja 02 = 00, ,6,) Yhdiste on rotaatio, jonka rotaatiokulma
on 6, + 0,, jos summa ei ole 360°. (Muutoin yhdiste on translaatio kuten helposti voidaan
osoittaa.)
Todistus. Olkoon 7 translaatio, jolla T(02(0;)) = O, missd siis ¢ = 10, on véitteen (1)
mukaan rotaatio, jonka rotaatiokulma on 6,. Rotaatioilla o, ja o on sama keskus O; (joka
on kiintopiste), ja siis & = ooy on rotaatio, jonka rotaatiokulma on 8; + 6. Vield T~'& on
viitteen 2 mukaan rotaatio, jonka kulma on 0; + 6,. Viite seuraa, silli 0,0, = 7" '70,0;.
O

4.3 Sovellutuksia
Heron-Fermat ongelma

Jos P;P;,, ovat janoja (i =1,2,...,n—1), sanotaan, ettd P;P,...P, on reitti, jonka pituus

on
n—1

P1P2 “ee Pn - ZPiPH_l .
i=1

Lause 4.16 (Heron). Olkoot A ja B samalla puolen suoraa a.

Olkoon AX B lyhin reitti pisteestd A pisteeseen B, joka vierailee

suoran a jossain pisteessd X. Talloin suorat £(A,X) ja £(B,X) a
muodostavat yhtd suuret kulmat suoran a suhteen. X
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Todistus. Olkoon A" = p,(A) ja merkitddn X = a N {(A,B).
Kun P = a N {(AA'), niin AAPX = AA'PX. Ristikulmista
paéatellaan, ettd suorat £(A,X) ja £(B,X) muodostavat yhta
suuret kulmat suoran a suhteen.

Todetaan vield, ettd AX B on haluttu reitti. Olkoon Y € a jokin
piste. Nyt AY =AY, jasiten AYB=A'YB=AY+YB>AB =
A’XB = AX B kolmioepayhtiloa kiyttien. |

Seuraavan lauseen piste F on Fermat’n piste, jota kutsutaan myos Steinerin pisteeksi.’

Lause 4.17 (Fermat-Torricelli). Olkoot kolmion AABC kulmat korkeintaan 120°. Tdlléin
sisdpiste F, jolle AF + BF + CF on mahdollisimman pieni, on piste josta kukin sivu ndkyy
kulmassa 120°. C

Todistus. Olkoon o = 0400, ja P = C7, jolloinka

AACP on tasasivuinen. Olkoon F kolmion jokin sisé-

piste, ja Q = FY. Todetaan ensin, ettd jos piste F ni- P

kee sivut kulmassa 120°, niin F ja Q kuuluvat suoralle ‘n’ B
((B, P). A

Yleisesti on AAPQ = AACF. Eritoten siis QP = FC.

Tasasivuisuuksista saadaan

AF +BF +CF =FQ+BF + QP =BFQP,

N
V

missd oikea puoli on pienin, kun B, F,Q, P ovat kolli-
neaariset (kolmioepayhtélo), jolloin ZAFB = 180° —

ZQFA=120° ZCFA= /ZPQA=180°— ZAQF = 120° A
ja ZBFC =360° —240° = 120°.
Nain ollen vaadittu F on piste, josta kukin sivu ndkyy kulmassa 120°. O

Geometriset kisitteet
Seuraava lause on hyodyllinen apuvéline operoitaessa isometrioilla.

Lause 4.18. Olkoot a € & ja a suora. Talloin Py )& = AP, eli Pyq) = AP,A

Todistus. Ensinnékin jokainen isometria on affiini, joten a®* (= a(a)) on suora. Olkoon
P €a?, eli P = a(Q) jollain Q € a. FErityisesti Q = p,(Q), ja siten

ap,a (P)=ap.(Q)=a(Q) =P

Siis apa ! kiinnittia suoran a® pisteittiin, ja se ki4ntia suunnan, koskapa p kdintid suun-
nanja a ! ja a yhdessi toimivat suunnansiilyttiavini: (£1)-(—1)-(£1) = —1. Néin ollen

apa~! on peilaus suoran a® suhteen. O

! Fermat (1601 — 1665); konstruktio: Torricelli 1640. Taydellinen todistus: Heinen 1834
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Esimerkki 4.6. Seuraavassa kaksi geometrista peruskasitteitd on esitetty isometrioiden avul-
la. Olkoon p(a, b) toistensa leikkaavien suorien a ja b muodostaman kulman puolittaja, ja
olkoon p suora. Tall6in

(1) p=p(a,b) < PpPLPaPp =t < PPy = PpPa-
(Dalb << a#bjap.pp=pPpPa-
Tapaus (1) jaa harjoitukseksi. Osoitetaan vain (2).
Todetaan, etté jos a # b, niin

alb = ppla)=a < py,)=Pa < PLPaPH=Pa < PaPb = PbPa>

missd viimeistd edeltdva yhtédpitdvyys on lauseen 4.18 sovelletus tapaukseen a = py, ja
viimeinen yhtépitivyys seuraa siitd etti peilauksille on aina p~! = p. O

Lause 4.19. Eri suorat a, b, ¢ ovat konkurrentit tai yhdensuuntaiset jos ja vain jos tulo a =
P:LPpP4 ON peilaus.

Todistus. Isometria a = p.p,p, kddntdd suunnan, joten se on joko peilaus tai siirtopeilaus.
Mikali suorat a, b ja c leikkaavat pisteessda P, on P kuvauksen a kiintopiste, ja siten a on
peilaus. Samoin jos suorat a, b ja ¢ ovat yhdensuuntaiset, on a peilaus, silld se kiinnittaa
kaikki suorat (ei kylldkdan pisteittdin), jotka ovat kohtisuorassa suoran a kanssa, mutta
siirtopeilaus kiinnittda vain yhden suoran, akselinsa kuten helposti voidaan todeta.
Toisinpdin, oletetaan, ettdi @ = p, on peilaus. Todetaan ensin, ettd jos { = c, niin
PcPbPa = Pe, ja tassa tapauksessa a = b, ja viite on selvio. Oletetaan sitten, ettéd £ # c. Jos
P =anb, niin p,p,(P) = P, ja siten p,(P) = p.(P), josta seuraa P = { Nc, silld p, # p..
Siten a, b ja ¢ ovat konkurrentit. Aivan samoin, ehdosta b Nc¢ # (@ seuraa, ettd a, b ja c ovat
konkurrentit. Muussa tapauksessa taytyy olla a|| b||c. O

Fagnanon ongelma

Seuraavissa todistuksissa a = £(B,C), b = (A, C) ja ¢ = (A, B) ovat kolmion A = AABC
sivusuorat. Lauseen 4.19 mukaan isometria p_p,p, on siirtopeilaus.?

Lause 4.20 (Fagnano). Olkoon A terdvikulmainen kolmio. Talloin sen sivusuorien suhteen
otettujen peilausten tulo a = p.ppP, On siirtopeilaus, jonka akselina on ortokolmion A, sivu
ja jonka pituus on kolmion A, piirin pituus.

Todistus. Olkoot s; = £(Hx,H¢), so = £(Hy, Hg) ja s3 = £(Hg, H.) ortokolmion sivusuorat.
Koskapa p.ppp, on siirtopeilaus, etsitddn sen akseli. Esimerkin 3.1 mukaan kolmion A
korkeusjanat ovat sen ortokolmion A, kulmien puolittajat, mistd seuraa ettd ZH-H,B =
/CH,Hy, /H,HzC = /AHzH ja ZHgH A= /BH.H,, jolloin

a(s1) = pcPpPa(s1) = PcPp(s2) = pc(s3) =51

2 Fagnano 1775
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ja siten sivusuora s; on siirtopeilauksen akseli. Pituutta koskeva viite paatelldan kuten ku-
vassa, missd a(Z) = p.pp(Hg) = p.(Hg) =Y, ja pisteet Z ja Y ovat akselilla s;. Janan ZY
pituus on ortokolmion piirin pituus. O

//

Kolmio ADEF on kolmion AABC sisdkolmio, jos pisteet D, E, F ovat kolmion AABC eri
sivuilla.

Lause 4.21. Olkoon A = AABC terdvdkulmainen kolmio. Ortokolmiolla A, on pienin piiri
kolmion A sisdkolmioista.

Todistus. Olkoot a = £(B,C) ja b = £(A, C) kolmion A sivusuoria. Ajatellaan ensin, ettad
piste P € AB on Kkiinnitetty sivulta AB. Olkoon APQR kolmion A sisdkolmio, missd Q € AC
ja R € BC. Merkitaan

P'=PPs ja P"=pP

Tilléin PQ = QP’ ja RP = RP”, joten sisikolmion piirin pituus on reitin P’QRP” pituus.
Naiin ollen timé pituus on pienin kun Q = £(P’,P”)NBC jaR = £(P’,P”")NAC, jolloin reitin
pituus on janan P’P” pituus.

B

Etsitdan sitten pisteen P paras paikka sivulla AB. Koska peilaukset p, ja p} kiinnittdvat
pisteen C, niin CP’ = CP = CP”, ja siten CA puolittaa kulman ZP”CP ja CB puolittaa
kulman ZPCP’. Siis ZP”CP’ =2- ZC on pisteesta P riippumaton vakio.
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Nyt janan P’ P” pituus on pienimmilldin kun CP’ = CP” on pienin, eli kun CP on pienin.
Tama tapahtuu kun CP on normaali, eli kun P = H. Samoin tdytyy olla, ettéd sisdkolmion
muutkin kérjet ovat korkeusjanojen kantapisteet. O

Peittavat ikkunat*
Sanotaan, ettd suorakulmio I' on tason jatkuvan kédyran ikkuna, jos y on kokonaan sen

sisdlla. Talloin ' peittaa kayran y.

Lause 4.22. Olkoon v pituutta 1 oleva jatkuva tasokdyrd, ja T’
sen pienialaisin ikkuna. Talloin ala(T") < 1/4.

Todistus. Sopivaa rotaatiota kiyttdmalla voidaan olettaa, ettd kuvassa A ja B ovat “samassa
tasossa”.

Olkoon I' peittdva suorakulmio, jonka sivut ovat a|| b ja c d

c||d niin, ettd a || £(A, B), ja nAma suorat sivuavat kayrda b
y. Liséksi olkoot PQ,R ja S kiyrdn y ensimmadiset sivua-
mispisteet ndilla suorilla kuljettaessa kédyra y pisteestd A Q B S
pisteeseen B. Talloin reitin APQRSB pituus on korkeintaan / A
kayrén y pituus, ja siis se on korkeintaan 1. p

(Huomaa, etti reitti voi olla hieman erindkéinen.) Olkoot
A = p,(A), A" = p.(A), B = py(B) ja B” = p4(B’). Tal- Q B XS
16in janan A”B” pituus on korkeintaan reitin APQRSB pi- A
tuus ja siten A”B” < 1, silld p

A'B”" <A"Q+QR+RB"=A'Q+QR+RB’
=AP +PQ+QR+RS+SB=AQRSB <1.

Olkoon z = AB, ja merkitddn suorakulmion sivujen pituuksia kirjaimilla x ja y, jolloin
Pythagoraan lauseen nojalla on (A”B”)?> = (2x —z)? + (2y)?. Lisiksi todetaan, ettd yh-
talosta (x —2y)? + (x —2)? + 2x(x —2) > 0 seuraa, etti (2x — )% + (2y)? > 4xy, ja siten
1> (A"B"”)?> > 4-ala(T). O
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B /7

L
=

/-

A//

Huomio. Olkoon y = ABC, missd AABC on tasakylkinen kolmio, AB = 1/2 = AC (niin ettad
y = ABC). Todetaan, ettd jos ZA < 90°, on peittdvéan suorakulmion ala pienempi kuin 1/4,
ja jos ZA=90°, on ala tarkalleen 1/4, eli lauseen 4.22 raja on tarkka.

Hieman ylldttden ongelman ratkaiseminen suljetuille kdyrille on vaikeampaa.

Lause 4.23. Olkoon y pituutta 1 oleva jatkuva ja suljettu tasokdyrd, ja I sen pienialaisin
ikkuna. Talloin ala(T") < 1/72, ja tdmd raja saavutetaan kun y on ympyrd.

Todistus vaatii Cauchyn kaavan suljetun konveksin kdyrdn pituudelle:

1 27
L(y) = Ef w(0)d0 (=wmn),
0

missd w(6) on kdyran leveys (eli ikkunan korkeus) suunnassa 6 (ja w on kiyran keskimaé-
rdinen leveys).



5 Yleisemmat kuvaukset

5.1 Similaarisuus

Transformaatio a on kutistava, jos on olemassa vakio O < ¢ < 1 niin, ettd kaikilla bQ € E,
P*Q% < ¢ - PQ. Vastaavasti, a on laajentava transformaatio, jos on vakio ¢ > 1 niin, etti
kaikilla PQ € E, P*Q* > ¢ - PQ.

Sanotaan, ettd transformaatio a on similaarikuvaus eli yndenmuotoisuuskuvaus, jos
on olemassa laajennusvakio c niin, ettd P*Q® = ¢ - PQ kaikilla P, Q.

Kolmioepayhtilon avulla todetaan helposti:

Lause 5.1. Similaarikuvaus a on affiini ja kuvaa janan janaksi: a(PQ) = P*Q“.

Todistus. Harjoitus. O

Lause 5.2. Transformaatio a on similaarikuvaus jos ja vain jos se kuvaa kolmiot yhdenmuo-
toisiksi kolmioiksi.

Todistus. Jos a on similaarikuvaus, niin kaikille kolmioille A ~ A% verrannollisuuskriteerin
(855~) nojalla.

Toisaalta, oletetaan ettd a on kuvaus, joka kuvaa jokaisen kolmion yhdenmuotoiseksi
kolmioksi. Olkoot AB ja PQ kaksi janaa. Yhdenmuotoisuuden AABP ~ AA*B*P* mukaan

A°B* B%p¢

AB  BP
Samoin ABPQ ~ AB*P*Q%, jolloin

Bapa  paqa

BP  PQ

Saadaan ettd A*B*/AB = P*Q%/PQ, misti seuraa, ettd a on similaarikuvaus, jonka laajen-
nusvakio on kyseinen suhde. O

Kaksi tason kuviota F; ja F, ovat similaareja (eli yhdenmuotoisia), jos on olemassa
similaarikuvaus a, jolla a(F;) = F,. Similaarisuus siis yleistia monikulmioita koskevan yh-
denmuotoisuuden kaikille tasokuvioille.

Aivan samoin kuin isometrioille voidaan nyt todistaa similaarikuvauksille:

Lause 5.3 (Kolmen pisteen sdinto). Kolme epdkollineaarista pistettd mddrddvdt similaa-
rikuvauksen.

Todistus. Harjoitus. O
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Jotta my6s yhdenmuotoisuus saataisiin esitettyd konkreettisten transformaatioiden avul-
la, tarvitaan uudenlainen kuvaus, joka pystyy muuttamaan janojen pituuksia. Tallainen ku-
vaus on homotetia, joka on puolikierron yleistys.

Piste O ja reaalivakio u # 0 maaraavat homotetian O, joka kuvaa pisteen A pisteeksi
B € ((0,A) siten, ettd OB = u.- OA. Tassé, jos u > 0, niin homotetia kuvaa pisteen A samalle
puolelle pistettd O ja jos u < 0, niin homotetia kuvaa pisteen A vastakkaiselle puolelle
keskuspistetti O.

Lause 5.4. Homotetia O,, on suunnansdilyttava similaariku-

vaus. A
o O, — & Ou(B)

(1) Jos u =1, niin O, =t ja jos u = —1, niin O, = &y,

(2) Homotetialla O, # t on tarkalleen yksi kiintopiste O. B 0 OM(A)

Todistus. Harjoitus. O

Lause 5.5. Homotetia a kuvaa suoran { yhdensuuntaiseksi suoraksi, eli £ || a({).

Todistus. Olkoon a = O,, ja { = {(P,Q) suora. Jos O € ¢,
niin selvésti a(f) = £. Jos O, P ja Q ovat epékollineaariset,
niin AOPQ ~ AOP*Q%*, koskapa homotetia sdilyttaa sivujen
pituuksien suhteet. Vdite seuraa, kun huomataan, ettd P* €

£(0,P) jaQ* € £(0,Q). O

Homotetia on suunnansailyttava, joten pelkistian homotetioiden avulla ei saada aikaan
kaikkia kuvauksia, jotka sailyttavat yhdenmuotoisuuden.

Lause 5.6. Jokainen similaarikuvaus a on isometrioiden ja homotetioiden yhdiste: a = f3h,
missd h on homotetia ja 3 on isometria.

Todistus. Olkoon a similaarikuvaus, jonka laajennusvakio on u, ja olkoon A = AABC kol-
mio. Tallgin kun h = Ay, on A%* = A" (SSS). Lauseen 4.15 mukaan on isometria B, jolle

A% = 3(AM), ja siten Bh on kysytynlainen kuvaus. O

Lause 5.7. Jos similaarikuvauksella a ei ole kiintopisteitd, on se isometria.

Todistus. Oletetaan, ettd similaarikuvaus a ei ole isometria. Jos a kuvaa suorat yhdensuun-
taisiksi suoriksi, on helppo todeta etta silla on kiintopiste tarkastelemalla jotain janaa AB
ja sen eripituista kuvaa A*B“®. Olkoon ¢ /|{%, sanokaamme P = { N {%. Oletetaan, ettd
P®* # P. Olkoon a suora, jolle a || £ ja P* € a. Nyt a® || £* lauseen 4.2 mukaisesti. Merkitdan
Q = ana®. Tassd PQ /| P*Q%, silli muutoin a olisi isometria. Olkoon X = PQ N P*Q%,
jolloinka

PX* PX P%X

X*Q% - XQ - XQ¢ ’
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silla APP*X ~ AQQ%X. Paitellddn tdstd, ettd X = X%, O

Oheinen Eulerin lause seuraa edellisestd, koska on aina similaarikuvaus, joka kuvaa an-
netun janan toiseksi annetuksi janaksi

Lause 5.8 (Euler). Olkoot AB ja PQ kaksi janaa, jotka eivdt ole samalla suoralla. On ole-
massa piste X niin, ettd kolmiot AABX ja APQX ovat yhdenmuotoiset.

Todistetaan seuraavaksi kolmion merkillisia pisteitd koskeva merkillinen tulos uudelleen
homotetioita kéyttien.

Esimerkki 5.1 (Eulerin suora). Kolmion AABC ortosentri H, painopiste G ja ympdripiir-
retyn ympyrén keskipiste O ovat kollineaariset. Erityisesti homotetia a = G_; /, kuvaa kor-
keusjanan sivun keskinormaaliksi, ja siten H* = O.

Todistusta varten todetaan ensin, ettd AG/GM, = 2 ja siten A* = M,. Samoin B* = Mp
ja C* = M. Olkoon £ korkeussuora pisteestd A. Talloin a(¢)||¢ ja M, € a(£). Nain ollen
a(l) L £(B,C), ja a(f) on sivun BC keskinormaali. Samoin kdy muille korkeusjanoille.
Koska H on korkeusjanojen leikkauspiste, niin H* on keskinormaalien leikkauspiste, eli

H® = 0. Erityisesti H, G ja O(= H*) ovat samalla suoralla. O
A
M; o
B He M, ¢

5.2 Affiinit kuvaukset

Isometriat ja homotetiat ovat affiineja, ja niin muodoin my6s similaarikuvaukset, mutta
yleisesti affiinius ei sdilytd yhdenmuotoisuutta.

Esimerkki 5.2. Olkoot a ja b kaksi suoraa, a }t b ja u # 0 vakio.

Kun P on piste, piirretdén £(P,P’)|| b, missi P’ € a kuten ku- a4
vassa. Olkoon P% € {(P’, P) niin ettd P*P = u, - PP’. (Erityi- b

sesti, jos P € a, niin P* = P). Talloin a on affiini kuvaus,

vinodilaatio (eli perspektiivinen affiinikuvaus) suoralle a P / P’ pa

suoran b suuntaisesti.
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Jos lisdksi 8 on vinodilaatio suoralle b suoran a suuntaisesti, jonka kertoimena on i,
niin saadaan affiini kuvaus fa. Taméa on hyperbolinen rotaatio. O

b a

Lause 5.9. Affiini kuvaus a kuvaa epdkollineaariset pisteet epdkollineaarisiksi.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettd pisteet A, B ja C ovat epakollineaariset, mutta A*, B*,C* €
{. Olkoon P piste niin, ettd P* ¢ £.

B
Olkoon a = £(P,Q,R) # {£(P,A) kuten kuvassa. Talloin Q% €
L(A*,B*) = jaR* € {(B*, C*) =, ja siten Q*,R* € £. Nédin
muodoin a* = £(Q%*,R*) = (, ja erityisesti P* € £, miki on

vastoin pisteen P valintaa. O A Q c

P

Lause 5.10. Olkoon a affiini kuvaus ja C janan AB keskipiste. Tdlloin C* on janan A*B*
keskipiste.

Todistus. Muodostetaan suunnikas QAXBY, jolloin l4vista- A X
jien leikkauspiste (puolituspiste) on C. Lauseen 4.2 mukaan
myos ¢’ = QA*X*B*Y* on suunnikas. Koska C = {(A,B) N
£(X,Y),niin C* =L(A*,B*)NL(X*,Y?),ja siten C* suunnik-
kaan ¢’ lavistijien leikkauspisteena puolittaa janan A*B®. Y B
O

Lause 5.11. Jos tason affiini kuvaus a kiinnittdd suoran a kaksi pistettd, niin se kiinnittdd
suoran a kaikki pisteet.

Todistus. Olkoon «a affiini kuvaus, joka kiinnittda (suunnatun) suoran a, eli a® = a, ja kaksi
sen pistettd O, € a, eli O = O ja I* = I. Nyt suora a voidaan ajatella reaaliakselina, jonka
origona on O ja jonka yksikkojana OI on, eli jokainen piste X € a ajatellaan reaalilukuna

OX. Olkoot A ja B suoralla a.
Kahden pisteen A ja B summa C = A + B méairatdan geo- p P Q

metrisesti kuten kuvassa, missid a|| b, £(O,P)|£(B,Q), ja
L(A,P) || £(C,Q). Selvasti, OA+ OB = OC.

Koska a kuvaa yhdensuuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi
suoriksi, on kaikille A, B € a voimassa

A*+B*=(A+B)“. (5.1)
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Pisteiden A ja B tulo C = A- B méaratdan oheisesta kuvios- Q
ta, missa £(P,I)||£(Q,B)jal(PA)|£(Q,C). Yhdenmuotoisista

kolmioista saadaan, ettd OC = OA- OB. p

Kuten edelld paatelldin, ettd kaikille A, B € a on voimassa

A*-B*=(A-B)*. (5.2) o] I AB C

Yhtéloista (5.1) ja (5.2) seuraa, ettéd a on reaalikunnan R automorfismi. Mutta kunnalla
R on vain yksi automorfismi, identiteettikuvaus ¢ (algebran harjoitus) ja siten P* = P kai-
kille P € a. O

Huomaa, ettéd edelld ei todistettu ettd o = ¢, vaan vain etti a kiinnittda suoran a pisteit-
tain.
Lause 5.12. Affiini kuvaus 3 kuvaa janan janaksi, eli B(PQ) = PPQP. Lisiksi kun R € PQ,
niin
PR PPRP
RQ RPQF
Edelleen, kolme epdkollineaarista pistettd mddrddvdt affiinin kuvauksen.

Todistus. Olkoot P,Q kaksi eri pistetti, ja olkoon y jokin similaarikuvaus, jolle PY = PP
ja Q" = QP. Tillsin affiini kuvaus a = y~!f kiinnittid pisteet P ja Q. Edeltivin lauseen
mukaan a kiinnittda suoran a = £(P, Q) pisteittidin. Koska y on similaarikuvaus, niin y(a) =
¢(PP,QP), ja kun R € PQ, niin

PR _ PYRY

RQ R'Q’’
Nyt R? = ya(R) =R ja siten 8 kuvaa janan PQ janaksi PPQFP suhteet sdilyttien.

Toisen véitteen osoittamiseksi riittda (taas) osoittaa, etta jos affiini £ kiinnittda kolmion

APQR Kérjet, niin § = t. Olkoon X tason jokin piste.

Lauseen 5.11 mukaan f kiinnittda suorat £(P,Q) ja £(Q,R)

pisteittiin. Piirretddn oheinen suunnikas ¢ = OXR'QP’, mis- X R
sa R’ € £(Q,R). Nyt f3 kiinnittaa pisteet R’,Q, P’. Koska affiini

B kuvaa yhdensuuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi, niin kuva R
B(O) on myos suunnikas, ja siten sen neljas karki on véltta-

mattd X, joka sekin siis kiinnittyy. o p p/ Q

Affiini kuvaus a on affiniteetti, jos se kiinnittda yhden suoran pisteittdin. Edeltdvén to-
distuksen mukaan:

Lause 5.13. Jokainen affiini kuvaus a on similaarikuvauksen ja affiniteetin yhdiste: a = y[3.

Esimerkki 5.3. Edeltévien tulosten mukaan affiinit kuvaukset tuntuvat muistuttavan simi-
laarikuvauksia. Kaikesta huolimatta yhtéldisyydet ovat melko rajoitetut. Voidaan nimittiin
osoittaa, ettd jos A ja A’ ovat mitd tahansa kolmioita, on olemassa yksikasitteinen affiini
kuvaus a, jolla A’ = A%, O
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P

Esimerkki 5.4. Olkoot k > 0 vakio ja £ annettu suora. Trans-
formaatio A, joka kuvaa pisteen P suoran £ normaalille £(P,Q)
(Q € 1) siten, ettd P*Q=k- PQ, on litistys (venytys) suoran
¢ ja vakion k suhteen. p2
Litistys on aina affiniteetti, ja voidaan osoittaa ettd jokainen |i|
affiini kuvaus a voidaan esittda similaarikuvauksen f ja litis-

tyksen A yhdisteend: a = A8 O |

5.3 Inversio

Inversio on erityislaatuinen kuvaus, joka vaihtaa ympyran ulkopuolisen alueen ja sisdpuoli-
sen alueen keskendin. Samoin inversio tuottaa tasoon dualiteetin, missé piste ja suora ovat
samanarvoisia kasitteita.

Olkoon w = w(O0, r) annettu ympyrd. Maaritelldan inversio I = I, niin ettd se kuvaa
pisteen P # O pisteeksi I(P) = P/, jolle

P’ €¢(0,P) ja OP-OP' =r2.

Tarkasti ottaen inversio I = I, (annetun ympyrédn w suhteen) ei ole tason transformaatio,
silla se ei ole maaritelty erikoispisteelle O, mutta I on bijektio E \ {0} — E \ {O}. Kuten
myohemmin tehdédén, voidaan pisteen O kuva ajatella olevan ddrettomyydessa. Lisdksi, I
kiinnittda jokaisen pisteen ympyran w kehalta.

Esimerkki 5.5. Etsi I ,(P).

Ratkaisu. Jos P on ympyrén w sisdlld, piirretdédn janalle OP

normaali pisteeseen P, jolloin sen ja ympyran w leikkauspis-

teeseen Q piirretty tangentti leikkaa suoran £(O, P) inversio- Q
pisteesséd P’.

Todistus. AOPQ ~ AOQP’ jasiten OP/0Q = OQ/OP’, misti P P

viite seuraa. O
Jos P on ympyran ulkopuolella, niin tehdddn operaatiot kddnnetyssa jarjestyksessa.
Sanotaan, ettd £, on O-suora, jos se saadaan suorasta O € { poistamalla siitd piste O.

Vastaavasti O-ympyra saadaan ympyrastd O € w poistamalla siitéd piste O.

Lause 5.14. Olkoon inversioympyrd w = w(O, r) annettuna, ja merkitddn I =I,.

(1) Olkoon (£ suora, O ¢ (. Suoran { inversio on O-ympyrd.

(2) Olkoon w’ O-ympyrd. Talloin I(w’) on suora, joka on kohtisuorassa ympyrdn «’ halkai-
sijaa vasten.
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Todistus. Olkoot {; L ¢ siten, ettd O € £ jaolkoonA={N¢. P
Kun P € ¢, niin AOPA ~ AOA'P’, missa A = I(A) ja P’ =

I(P). Titen P’ on sen ympyrin kehilld, jonka halkaisijana p’
OA’ on.

Toisaalta, jos P on tuon ympyran kehilld, niin vastaavasti A
péétellen todetaan, ettd sen inversio P’ on vaaditulla suoral- ¢, OU W
la. O ,

Lause 5.15. Inversiossa seuraavat kuvautuvat itselleen: inversioympyrd ; ne suorat, jotka
kulkevat inversion keskuksen O kautta; ja ympyrdt, jotka leikkaavat ympyrdn w kohtisuorasti.

Todistus. Harjoitus. O

Ensimmaisestd lauseesta saadaan (tdssa kaksi O-ympyraa sivuavat toisiaan, jos tdyden-
netyt ympyrat sivuavat pisteessa O):

Lause 5.16. Jos £, ja £, ovat yhdensuuntaisia suoria, jotka eivdt kulje pisteen O kautta, niin
ne kuvautuvat inversiossa O-ympyroiksi, jotka sivuavat toisiaan.

Lause 5.17. Olkoon w, ympyrd, O ¢ w;. Talloin I ,(w;) on ympyrd, O ¢ I,(w;).

Todistus. Olkoot A ympyran w; keskipiste, P € w; ja

Q € {£(0,P) N w; toinen leikkauspiste. Piirretddn pis-

teen P inversion P’ kautta suoran {(A,Q) kanssa yh- P
densuuntainen suora, ja olkoon B niin saadun suo-
ran ja suoran £(0,A) leikkaus. Nyt OP - OP' = r? ja
OP’/0Q = BP’/AQ. Laskemalla todetaan, etti BP' =
AQ-r%/0OP-0Q, missi AQ on ympyrin w, side ja OP-OP’ 0 A
on ympyrdn potenssina pisteen P valinnasta riippuma-

ton vakio. Taten BP’ on pisteen P valinnasta riippuma-

ton vakio ja siis ympyréan side. O

P/

Lause 5.18 (Ptolemaios). Olkoot A, B, C ja D tason E pisteitd. Talloin
AD-BC+AB-CD =AC-BD.
Lisdksi yhtdsuuruus on voimassa tarkalleen silloin kun ABCD on konsyklinen.

Todistus. Olkoon w r-siteinen ympyra piste A keskuksena, ja merkitdan X’ = I, (X) pisteille

X. Talloin
AC AB’

AB ~ AC”’
ja siten AABC ~ AAC’B’, eli BC/AC = B’C’/AB’, misti saadaan, ettid
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T'2

B'C’=BC-——.
AB -AC

Kolmioepéyhtdlén mukaan B'C’ + C’D’ > B’D’, josta siirtymallé edelleen pisteisiin A, B,
C ja D saadaan

r2 r2 T‘2

+—— +CD-———>BD - ———.
AB -AC AC -AD AB -AD
Yhtisuuruus on voimassa vain jos C’ € B’D’, eli kun C on ympyrin w; = w(A, B, D) kaarella

BD, joka on vastapaata pistettd A. Kertomalla edellinen yhtilo puolittain luvulla AB - AC -
AD/r? saadaan Ptolemaioksen tulos. O

BC

Huolimatta siitd, ettd inversio vaaristda kuvioita, se sailyttda kulman suuruuden.
Seuraava tulos jaa harjoitukseksi.

Lause 5.19. Niiden pisteiden P ura, joiden etdisyydet kahdesta annetusta pisteestd A ja B ovat
annetussa suhteessa r:
BP =r-AP

on Apolloniuksen ympyrd, joka invertoi pisteen A pisteeksi B.

Inversiotaso

Inversiossa ympyrén w suhteen keskipiste O on erikoisasemassa. Tastd voidaan paédsti eroon
laajentamalla tasoa E ideaalipisteelld co. Merkitddn E , = E U oo, ja madritellddn pisteet
O ja oo toistensa inversiopisteiksi ympyran w suhteen.

Inversiotulosten ja Apolloniuksen lauseen mukaisesti voidaan suoraa pitdd ympyrana,
jonka sade on ddrettdméan suuri. Kun timéa samaistus on tehty, kutsutaan tasoa E, inver-
siotasoksi. Tassé tasossa siis ‘suorat’ ovat ympyroita.

Inversio (saman ympyrdn w suhteen) on tason E,, transformaatio ja

Lause 5.20. Inversio kuvaa ympyrdn ympyraksi.

Huomaa, ettd kaksi yhdensuuntaista suoraa kuvautuvat inversiossa ympyroiksi, jotka
sivuavat toisiaan. Ndin ollen yhdensuuntaisuus inversiotasossa on ajateltava ympyroiden
sivuamisena.

Esimerkki 5.6. Olkoon w; ympyra tasossa E ja P, Q sen siséllé olevia pisteitd. On olemassa
tarkalleen kaksi ympyraa, jotka kulkevat pisteiden P, Q kautta ja jotka sivuavat ympyraa w.

Todistus. Olkoon w (Aarellissdteinen) ympyra P keskipisteend. Talloin inversiossa tdméan
ympyrén suhteen: I(P) = 00, I(Q) = Q" ja I(w;) = w]. Piste Q" on ympyran w] ulkopuolella
(koska oo on ulkopuolella). Piirretdén tangentit pisteestd Q’ ympyrille . Nama kulkevat
pisteen oo kautta, ja niiden kuvat inversiossa (ympyran ¢« suhteen) ovat vaaditut ympyrét.

O
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Polari

Olkoon « ympyra O keskipisteend ja k sidteend. Pisteen p
P # O polari ympyrin w suhteen on suora p, jolla p L
£(0,P) jaI(P) € p. p’
Olkoon p suora, O ¢ p. Talldin P on suoran p napa, jos p
on pisteen P polari.

Jaljempéni pisteiden polareja merkitdan vastaavilla pienilla kirjaimilla.

o

Lause 5.21. Piste A on suoralla b jos ja vain jos a kulkee pisteen B kautta.

Todistus. Olkoon { = £(A, C) suora, jolla £ 1 £(O,B). Nyt
AOAC = AOBA' (KK) ja siten OB/OA = OA'/OC, misti t ¢
OB -0C = OA- OA’ = k2. Niin ollen C = B’, eli pisteen
B inversio, ja siten £(A, B’) on pisteen B polari. Toisinpdin A
todistus on vastaavanlainen. O o] A

Tama lause on duaalisuustulos. Pisteet ja suorat vaihtavat paikkaansa: Jos F on pisteis-
td ja suorista koostuva tasokuvio, missa tietyt pisteet sijaitsevat tietyilla suorilla, niin sen
duaalisessa kuviossa tietyt suorat kulkevat tiettyjen pisteiden kautta.

Esimerkki 5.7. Nelikulmio ABCD lévistdjineen muuntuu duaaliseksi kuvioksi, jossa on nelja
suoraa ja kuusi pistetté. |

Polari tarjoaa uuden mallin Euklidiselle geometrialle. Sanakirja on seuraava:

piste — suora
piste suoralla — suora kulkee pisteen kautta
kollineaariset pisteet — konkurrentit suorat
napa - polari
tangentti — sivuamispiste
ympyra —ympyra

(Edella ympyra katsotaan tangenttiensa kokoelmaksi.)

Polaria kasiteltdessad piste O on jélleen erikoinen: silla ei ole polaria. Taima erikoisuus
paikataan lisddmalla tasoon ideaalisuora, /,, ja sopimalla, ettd tdméa suora on pisteen O
polari. Néin laajennettua tasoa kutsutaan projektiiviseksi tasoksi.

Projektiivinen taso kuvastaa perspektiivistd ndkemysté: Kaksi suoraa leikkaavat aina toi-
sensa (tasossa tai ideaalisuoralla). TAmé& on duaalinen versio postulaatista: Kahden pisteen
kautta kulkee tarkalleen yksi suora. Niinpa projektiivinen geometria on duaalinen, eli pis-
te ja suora ovat késitteind samanarvoisia duaalisia kasitteitd; jos projektiivisen geometrian
tuloksessa ’piste’ ja ’suora’ vaihtavat paikkaansa, saadaan duaalinen tulos. (Euklidinen geo-
metria ei ole duaalinen, silla kaksi suoraa eivat méaraa yksikasitteista pistetta — silloin kun
ne ovat yhdensuuntaiset).
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Matriisiesitykset

Tason isometriat voidaan reaalitasossa esittid matriisien avulla. Nama esitykset ovat erityi-
sen mielekkaitd ohjelmoinnin kannalta. Reaalitasossa kukin piste esitetdan koordinaattiensa
avulla P = (x, y). Yleisesti, tason lineaarimuunnos maaraytyy annetusta 2 x 2-matriisista ja
vakiovektorista:

T(x,y) = (x,) (‘j §)+(p,q).

. . . . .. 10 L . .
Esimerkki 5.8. (1) Identiteettimatriisi I = (0 1) kuvaa jokaisen pisteen itselleen.

(2) Kaikki translaatiot P — P’ voidaan esittda muodossa (x’, y’) = (x, y)I + (a, b).

(3) Rotaatio origon ympari kulman 6 verran voidaan esittda matriisina

cos —sinf
sin@ cosf |

(", y)=(x,y) (

(4) Peilaus origon kautta kulkevan suoran { suhteen, joka muodostaa kulman 6 x-akselin
suhteen, voidaan esittid matriisina

;o cos20 sin260
(x%y )_(x,y)( sin 260 —c0529) '

Toisaalta, jos p on peilaus suoran £ suhteen, joka ei kulje origon kautta, voidaan se esittda
aina muodossa 77! p; T, missi T on translaatio, jolle £° kulkee origon kautta ja p; on peilaus
suoran £* suhteen. |

Seuraavan lauseen mukaan jokainen isometria sdilyttdd pistejoukon painopisteen. Tata
varten maédritellaan pistejoukon & = {P;, P,, ..., P,} painopiste ehdosta

1 n
G@)==-> P,
i=1

(kyseessa on vektorien summaus). Merkitddn myos a(2) = {a(P;), a(P,),...,a(P,)}.

Lause 5.22. Olkoot a isometria, ja & tason ddrellinen pistejoukko. Talloin a(G(2)) =
G(a(2)).
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Tasta lauseesta ja ryhmien perusominaisuuksista saadaan

Lause 5.23. Jos ¥ on ddrellinen ryhmd isometrioita, niin on olemassa piste jonka kaikki a €
4 kiinnittdvdt.

Itseasiassa, voidaan osoittaa, ettd jokainen darellinen isometrioiden ryhma on joko sykli-
nen tai dihedraalinen.

Tason symmetriat

Olkoon K tason kuvio (eli pistejoukko). Talloin sen symmetriaryhmé Sym(K) koostuu kai-
kista isometrioista, jotka kiinnittdvat K:n pisteittdin. On helppo todeta, ettd Sym(K) on
ryhma.

Esimerkki 5.9. Nelion QABCD symmetriaryhma koostuu

(1) rotaatioista 0 g, missa 6 = 0°,90°,180°,270° ja O on nelién D | C/
keskipiste (mukaanlukien identiteettikuvaus), ja N7
(2) peilauksista diagonaalien £(A, C) ja £(B, D) suhteen, \\i/(;

(3) peilauksista sivujen keskinormaalien £(X,Z) ja £(y,R) suh- RN
teen. PO EERN
Selvisti jokainen symmetriaryhmén alkio permutoi kérkipisteet. A ! B\
Symmetriaryhméan kuuluu siis 8 isometriaa. O

Jos kuvio K on rajoitettu (eli se voidaan piirtdd jonkun ympyran sisdin), on sen sym-
metriaryhméa &darellinen, ja siten kuviolla on aina ‘keskipiste’, jonka jokainen isometria
a € Sym(K) kiinnittda. Toki Sym(K) voi olla triviaali eli Sym(K) = {t}, jolloin kaikki pisteet
ovat ‘keskipisteitd’. Kuten tiedimme, jos kuviolla on viahintdan kolme ‘keskipistettd’, on sen
symmetriaryhma triviaali.

Olkoon Z; on tason kaikkien translaatioiden muodostama ryhmaé. Jos ¢ on jokin iso-
metrioiden ryhmé, samoin on siind esiintyvien translaatioiden muodostama joukko, jota
kutsutaan ¥:n translaatioryhmadksi:

(1) Mikili ryhmé Ty on syklinen eli Ty = {...,77%,1,7,72...} on ¥ friisiryhmé (eli or-
namenttiryvhma). Friisiryhm4 on jonkin ornamentin symmetriaryhma, eli sellaisen kuvion,
jossa osakuvio toistuu tasavilein suoran suunnassa.

Lause 5.24. Jokainen friisiryhmd % on yhtd seuraavista tyypeistd. Ryhmdn % generoi
(1) translaatio,

(2) translaatio 7 || a ja peilaus py, missd b L a,

(3) translaatio 7 || a ja peilaus p,,

(4) translaatio 7 || a ja puolikierto &p, missd P € a,

(5) siirtopeilaus,

(6) siirtopeilaus p’ || a ja puolikierto &p, missi P € a,

(7) siirtopeilaus F | a, peilaus py, ja puolikierto &p, missd b L 7 ja P € a.
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Friisiryhmien symmetriat voidaan esittdd oheisten ornamenttikuvioiden avulla.

€8] y

y

y

y

(2)

()

€))

()

=l N PN LA

6)

(7

4,17417 D =T L]

=T u?l ~ N T ~

/

=T u?l ~ N P ~
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(2) Kideryhma (eli tapettiryhmé) on isometrioiden ryhma, jonka generoijajoukkoon kuu-
luu tarkalleen kaksi translaatiota, joiden suunnat eivét ole yhdensuuntaisia. Ndiden ryh-
mien kiinnittdméat kuviot toistavat itseddn tasossa, jonka ne tayttdvat periodisesti perusku-
vion avulla. Peruskuvio on monikulmio (jonka sisélle voidaan piirtda symmetriaa rajoittava
kuvio). Kideryhmia on 17 eri tyyppisté riippuen niiden (muiden) generaattorien luonteesta.
Tallaisessa ryhmassé voi olla vain sellaisia rotaatioita, joiden rotaatiokulmat ovat 360°/n,

missd n = 2, 3,4 tai 6.
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Kuvat Bar-Natanin kotisivulta:
www.math.toronto.edu/~drorbn/Gallery/Symmetry/Tilings

(3) Mikéli translaatioryhmd Ty, sisdltdd vdhintddn kolme riippumatonta translaatiota, on
ryhma ¢ jatkuva: jokaiselle reaaliluvulle » > 0 ja tason pisteelle P on olemassa a € ¥, jolle
PP% < r, eli piste kuvautuu mielivaltaisen ldhelle annettua pistettd ryhmén ¥ translaatioita

kayttéen.
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Fraktaali on darimmadisen hienorakenteinen epdsaannollinen kuvio, jossa on (likimaaréai-
sesti) itseddn toistavia kuvioita. Usein fraktaali saadaan aikaiseksi toistamalla loputtomiin
annettua laskukaavaa. Fraktaaleja voidaan saada aikaan hyvin monella iteratiivisella taval-
la. Esimerkiksi Mandelbrotin joukko ja Julia-joukot syntyvit kompleksitasoon toistamalla
kuvausta

z— 22 4.

Samoin Newtonin metodi polynomien juurien etsimiseksi voidaan muokata tuottamaan
fraktaaleja. Toisaalta Lindenmayer suunnitteli 1960-luvun lopulla kuvaamaan biologisia
kasvuprosesseja. Ndma L-systeemit tuottavat (usein ‘kasvustollisia’) fraktaaleja toistamalla
tiettyja formaalisia sdiant6ja. Myos ddrelliset automaatit ja soluautomaatit generoivat frak-
taaleja.

Esimerkki 5.10 (Mandelbrotin joukko). Tarkastellaan kompleksilukujen jonoa
21,%95 -,
joka madritelldan rekursiivisesti alkuarvosta ¢ € C lahtien: z; =c ja
Znp1 = zﬁ +c. (5.3)
Mandelbrotin joukko M koostuu niistd kompleksitason pisteistd ¢ € C, joilla jono (5.3)

pysyy rajoitettuina |z,| < d jollain vakiolla d.

Esimerkki 5.11. ¢ Kun ¢ = 1, on jono nopeasti kasvava: z; = 1, 29 = 2127 +¢ = 2, 23 =
Z9%9 +C = 5,24 = 2323 +C = 26, 25 = 2424 + ¢ = 677, 26 = 2525 + ¢ = 458330. Tassa
tapauksessa z,, etdantyy origosta, lim,_, |z,| — 00, eli 1 ¢ M.

e Kunc=1i,niing =i,2 =i-i+i=—1+i,23=(—14+0)(-1+i)+i=—1,24 =

(—i)(—i)+i=—1+1i, ja jono on (lopulta) periodinen: joka toinen jonon jisen on —i ja
joka toinen —1 + i. Erityisesti jono {z,} pysyy rajoitettuna: |z| < v/2.
e Myos kun ¢ = —2 saadaan periodinen jono, silld nyt 2, =—2, 2, =2,23 =2, ....

e Kun ¢ = —0.5 + 0.5i, niin 25 = —0.5, 23 = 0.25+ 1, 2, = —0.6875 + 0.25i, ja nyt on
hieman vaikeampaa sanoa miten jono {z,} kéyttdytyy. Kun iterointia jatketaan voidaan
aavistaa, ettd jono gz, suppenee téssa tapauksessa kohti raja-arvoa, joka on likimaaréaisesti
—0.41 +0.28i. O
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Invariantit kuviot

Olkoot ay, ..., a,, kutistavia kuvauksia,
P%Q% <¢;-PQ, (i=1,2,...,m; ¢;<1).

Tason kuvio F on invariantti ndiden kuvausten suhteen, jos
m
F=|Ja(F).
i=1

Néin ollen F on invariantti kuvausten a; suhteen, jos joukot a;(F) peittdvat kuvion F tar-
kalleen kuitenkin sallien paillekkéisyyden.

Tason kuvio F on itsesimilaari, jos se on invariantti joidenkin kutistavien similaariku-
vausten a,..., &, suhteen. Itsesimilaari kuvio on siten omien pienenndstensd, a,(F), ...,
a,,(F), yhdiste. Talloin F ~ a;(F) ~ a?(F) ~ ..., missi kukin pienenndksen pienennés
a’(F) on osa kuviota F. Néin ollen itsesimilaari F sisaltd4 itsensd toiston ddrettdman monta
kertaa. Myohemmin fraktaaleja késitelldan invariantteina kuvioina.

Esimerkki 5.12 (Von Kochin kéyra). Tama kiyrd K on neljan kutistavan similaarikuvauk-
sen unioni. Kdyra K kuvautuu a;:n avulla similaariksi kayraksi valille A; —A; ;.

O 1 GNP X TSN 1 P

Kochin kayréd saadaan iteroimalla seuraavaa muunnosta: kuvion jokainen jana jaetaan kol-
meen yhté pitkdan osaan, ja keskimmainen korvataan tasasivuisen kolmion kahdella muulla
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kyljella. Von Kochin kdyréd K on raja-arvo tésté iteraatiosta Ky, K, K5 . . ., missd murtoviivan
K; pituus on (%)i kertaa alkuperdisen janan K, pituudesta. Niinpa Kochin kdyrdn pituus on
ddreton, vaikka se kulkee rajoitetulla alueella. Fraktaalien teoriassa téllaisille kayrille 16y-
detdan dimensio. Kochin kdyran fraktaalinen dimensio on

log(4)
log(3) " O

Tason topologiaa

Fraktaalien teoriaa varten tarvitaan muutama topologinen kasite: Kullekin r > 0
B.(P)={Q:PQ<r}

on P-keskinen avoin r-ympaéristd. Kuvio F on avoin, jos sen jokaisella pisteelld on avoin
ympdristd F:sséd, B,.(P) C F jollain r > 0. Kuvio F on suljettu, jos sen jokainen reunapiste
kuuluu F:aén. Todetaan, ettd kuvio F on suljettu jos ja vain jos sen komplementti E \ F on
avoin.

Kaikki kuviot eivét kayttdydy tarpeeksi siististi, jotta niille voitaisiin méaritelld dimensio.
Siksi kompaktit kuviot nayttelevait keskeistad osaa fraktaalien maailmassa. Kuvio F on kom-
pakti, jos sen jokaisella avoimella peitteelld on dérellinen osapeite: Jos F C U;;A;, missa
kukin A; (i € I) on avoin joukko, niin on olemassa &arellinen osaperhe A; ,A; ,...,A; siten,
ettd F C UT=1A1',- . Tasossa kompaktit kuviot voidaan luonnehtia helposti:

Lause 5.25. Tason kuvio F on kompakti jos ja vain jos se on suljettu ja rajoitettu.

Kuvio F on rajoitettu, jos on olemassa r > 0 ja piste P, joilla F C B,.(P). (Vertaa edellista
tulosta Heine-Borel lauseeseen).

Lause 5.26. (1) Jos F; D F, D ... on pienenevd jono kompakteja kuvioita, niin N2, F; on
epdtyhjd kompakti kuvio.
(2) Jos a on kutistava kuvaus ja F on kompakti kuvio, niin myos a(F) on kompakti.

Maééritellaan viela kullekin kuviolle F sen avoin ja suljettu r-ympéristo:
B,(F)=1{Q : PQ<rjollain P € F} ja B.(F)={Q : PQ <rjollain P € F}.

Pisteiden vélinen etdisyys PQ ei miérittele kompaktien ku-
vioiden vilistd etdisyyttd suoraviivaisesti vaan tarvitaan
hieman erilainen mééarittely: Kun F ja G ovat kompakte-
ja, madritellaan niiden Hausdorff-etaisyys seuraavasti

dy(F,G)=inf{r : F c B.(G)ja G C B,(F)}.
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Lause 5.27. dy on hyvin mddritelty etdisyys: kaikille kompakteille F, G,K
(1) dy(F,G) = 0, ja dy(F,G) =0 vain jos F = G,

(3) dy(F,G) < dy(F,K) +dy(K,G).
Siten kompaktit kuviot muodostavat metrisen avaruuden Hausdorff-etdisyyden suhteen.

Invarianttien kuvioiden ominaisuuksia

Seuraava lause sanoo, ettd kutistavat kuvaukset maaraédvat aina yksikasitteisen invariantin
joukon (fraktaalin).

Lause 5.28. Olkoot a;, i = 1,2,...,m, kutistavia kuvauksia,
PaiQai SCi'PQ (Ci<1).

Tdlléin on olemassa yksikdsitteinen kompakti kuvio F, joka on invariantti ndiden kuvausten
suhteen:

F = O ai(F).
i=1

Todistus. Olkoon K jokin kompakti kuvio, jolle a;(K) C K. (Tallaisia kuvioita on olemassa,
esimerkiksi B, ({P}) jollain P ja r.) Koska kukin a; on kutistava, my6s a;(K) on kompakti,
ja siten af(K ) on kompakti kaikilla i ja k. Merkitdan

a(K) =] a;(K).
i=1

Oletuksen nojalla, a(K) C K, ja edeltivin perusteella a¥(K) on kompakti kaikilla k. Siten
a*1(K) c ak(K) kaikilla k, ja ndin ollen K, a(K), a®(K), ... on pienenevi jono kompakteja
kuvioita. Niiden leikkaus

oo
F={)akK)
k=1
on epatyhja kompakti kuvio. Koska edellinen jono on pieneneva, niin selvasti a(F) = F, eli
F on invariantti kuvausten a; suhteen.
Yksikésitteisyyttd varten huomataan, etti jos K ja G ovat kompakteja, niin

dy(a(K), a(G)) < max{dy(a;(K),a;(G)) : i=1,2,...,m},
(miksi?), ja siten
dy(a(K),a(G)) <max{c; : i=1,2,...,m}-dy(K,G),

misté seuraa, ettd jos a(K) =K ja a(G) = G, niin dg(K,G) =0, eli K =G. O
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Lause 5.29. Olkoot a; (i =1,2,...,m) kutistavia kuvauksia kuten edelld, K kompakti kuvio,
jolla a;(K) € K. Merkitddn

a(K)=|_Ja;(K).
i=1
Tilléin N
F={akK).
k=1

Todistus kertoo vield enemmain: Olkoon K miki tahansa kompakti joukko. Télloin a*(K)
ldhenee invarianttia joukkoa F, kun k kasvaa, eli dH(ak(K),F) — 0 kunk — oo. Tami
voidaan helposti johtaa todistuksen viimeisestd epayhtalosta.

Esimerkki 5.13. Sierpinskin kolmio saadaan poistamalla tasasivuisen kolmion ‘keskuskol-
mio’ ja toistamalla titd loputtomiin kaikkiin jiljelld oleviin kolmioihin. TAma tarkoittaa, etta
on kéytetty kolmea similaarikuvausta a; (i = 1,2, 3), joista kukin kuvaa tasasivuisen kol-
mion yhdeksi ‘karkikolmioksi’. Edeltdvan lauseen nojalla alkukuvioksi olisi voitu valita vaik-
kapa yksi piste (koko kolmion asemesta) ja silti pdadytaan samaan lopputulokseen. O

s 4n A

Seuraavaksi nyt ettd annetuilla kutistavilla kuvauksilla on sama kutistusvakio c. Télla
edelletykselld johdetaan kollaasilause, joka sanoo, ettd miten hyvd (kompakti) arvio K on
invariantista kuviosta F.

Lause 5.30 (Kollaasilause). Olkoot a; (i = 1,2,...,m) kutistavia kuvauksia ja F niiden
invariantti kuvio siten, ettd P*Q% < ¢ - PQ, missd c < 1. Tdll6in

m

1
dy(K,F) < dy(K, U a;(K))- 1T—c°
i=1

missd K on kompakti kuvio.

Todistus. Kolmioepayhtédload kdyttden saadaan

m

dy (K, F) < dy (K, |_J a;(K) + dy(| ] a,(K), F)
i=1 i=1

= dy(K, | ai(K)) + (| ai(®), | ai(F))
i=1 i=1 i=1

< dy(K, CJ a;(K))+c-dy(K,F)
i=1

missd viimeinen epayhtélo seuraa edeltdavan todistuksen viimeisesta epéayhtalosta. O
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Lause 5.31. Olkoot K epdtyhjd kompakti kuvio ja € positiivinen. Tdlléin on olemassa inva-
riantti kuvio F kutistavien similaarikuvausten suhteen, jolla dy(K,F) < €

Todistus. Olkoot B; = B,.(P;) pisteiden P; (i € I) ympdristéjoukko, jolla r < %e ja joka peit-
tdd K:n, K C U;¢;B;. Koska K on kompakti, niin ndistd ymparistoistd 1oydetdan darellinen
osapeite, sanokaamme K C U;" | B;. Talléin r:n valinnan nojalla,

m
KcC UlBi < BL(K).
1=

Olkoon a; kutistava similaarikuvaus, joka kuvaa K:n B;:hin ja jonka kutistusvakio on kor-
keintaan % Néin ollen a;(K) C B; € B1 (a;(K)), ja siten
2

LmJai(K)UB%E(K) ja KcC UB%E(ai(K)),
i=1 i=1

mista saadaan, etti

m 1
dy(K (K) < ze.
Al ety < 5e

Tésté edeltdvan lauseen nojalla johdetaan vaadittu tulos: di (K, F) < €, missa F on kutista-
vien similaarikuvausten a; (i = 1,2, ..., m) invarianttikuvio. O

Kollaasilause tarjoaa kdytdnnollisen tavan esittda kuvioita: Piirretdan ensin F likim&arai-
sesti ja peitetddn se sitten mahdollisimman tarkasti similaareilla kopioilla. Ndma similaarit
kuviot méaaradvat invariantin kuvion K, joka on hyvé arvio alkuperaisesta kuviosta F kol-
laasilauseen mukaan.

Jokainen tasokuvio voidaan esittdd mielivaltaisen tarkasti kutistavien similaarikuvaus-
ten invarianttina joukkona, ja siten saada timaé kuvio aikaan iteroimalla similaarikuvauksia
jostain kompaktista kuviosta ldhtien. Télld on kiytannollisid sovellutuksia, silla esittamalla
kuvio (valokuva, tietokonegrafiikka ja niin edelleen) pisteittdin (kuten tietokoneen tiedos-
tot normaalisti tekevit), vaaditaan suuria tiedostoja, mutta esittdmaélla sama kuvio luette-
lemalla vain iteraatioon tarvittavat kuvaukset, padstdan usein huomattavasti vihemmalla
tietomaaréalla. Taman pakkauksen varjopuolena on se, ettéd kdytettavat kutistavat kuvaukset
valttamatta luovat jonkinverran symmetrisyytta tuloksena olevaan kuvioon, vaikkei moista
symmetrisyytta esiintyisikdin alkuperiisessa kuviossa.
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