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1 Virheanalyysi

1.1 Virheet numeerisissa laskuissa

Kaytannon laskuissa esiintyy vain dérellisen monta desimaalia ja laskutoimi-
tusta; tulokset ovat siten yleensé likiarvoja.

Jos suureen tarkka arvo on a ja likiarvo a, niin erotus

e=a—a
on (absoluuttinen) wvirhe likiarvossa a. Toisin sanoen
a=a-+e,
eli likiarvo on tarkan arvon ja virheen summa.

Esimerkki.
0.5, a=102 =e=0.3

a=1
a=160, a=182 =¢c=-0.22
Likiarvon a suhteellinen virhe <, on

a—a virhe

€
" a a tarkka arvo (a70)
Selvésti
5
Er R <
a
jos |e| on paljon pienempi kuin |a|. Virheen vastaluku v = @ —a = —¢ on

korjaus, jolloin tarkka arvo saadaan likiarvon ja korjauksen summana

a=a-+r.
Virheen yldraja on luku f siten, etté
la —a|l < p, siis e < B.
Virheldhteet
1. Idealisoinnit matemaattisessa mallissa

2. Lahtoarvovirheet



3. Katkaisuvirheet (&érellisten tai &érettomien prosessien ennenaikaises-
ta keskeyttamisesté aiheutuvat virheet tai muut yksinkertaistukset nu-
meerisessa mallissa)

4. Pyoristysvirheet

Liséksi ajatus-, kirjoitus-, lasku- ym. huolimattomuusvirheet.

1.2 Liukuluvut

Reaaliluvun desimaaliesityksessé tarvitaan yleensa ddrettomén monta nume-
roa. Laskimet ja tietokoneet kykenevéat kuitenkin késitteleméan vain darellisia
merkkijonoja. Sen vuoksi reaaliluvut on laskutoimituksia varten korvattava
ns. liukuluvuilla, jolloin merkitsevien numeroiden lukumaéra kussakin luvus-
sa on jokin koneesta riippuva vakio. Tata varten on kukin reaaliluku ensin
pyoristettavda kayttamalla seuraavia pyoristyssaantoja:

Luku pyoristetadn n:ddn desimaaliin siten, etta
- poistetaan kaikki n:nnen oikealla puolella olevat desimaalit

- jos poistettu luku on > % -10™", korotetaan n:s desimaali yhdella yksi-
kolla

- jos poistettu luku on = % - 107", korotetaan n:s desimaali vain mikali
se on pariton

Esimerkki. Pyoristetdan muutamia lukuja kolmeen desimaaliin.

04711 =~ 0.471
0.4716 ~ 0.472
0.4715 =~ 0.472
0.4705 ~ 0.470

Viimeinen s&anto johtuu siitd, ettd pyritddn eliminoimaan systemaattinen
pyoristysvirhe. Desimaalin korotus tapahtuu "yhté usein" kuin korottamatta
jattaminen.

Pyoristettaessd n:dan desimaaliin syntyva virhe on ns. pyoristysvirhe on it-
seisarvoiltaan enintdan % =107



Askeisen esimerkin mukaan pyoristetyissé luvuissa on kolme merkitsevii nu-
meroa. Sanomme, ettd jonkin reaaliluvun likiarvossa on n merkitsevid nu-
meroa, jos n on suurin luonnollinen luku siten, ettd absoluuttinen virhe on
itseisarvoltaan korkeintaan ensimmaéisen nollasta eroavan numeron yksikko
kerrottuna luvulla 5- 107",

Jos esimerkiksi tarkka arvo a = 1.1996 ja likiarvo a = 1.200, niin likiarvossa
a on nelja merkitsevaa numeroa.

Vastaavasti sanotaan, etto likiarvossa on n oikeaa desimaalia, jos absoluut-
tinen virhe on enintdin % -107™.

Merkitsevien numeroiden lukuméara kuvaa suhteellista tarkkuutta ja oikei-
den desimaalien lukumaéran absoluuttista tarkkuutta.

Esimerkki.

(a) a=47.11, le] <0.5-1072 2 oik. des., 4 merk. nroa
(b) @ =0.0047110, |e] <0.5-107" 7 oik. des., 5 merk. nroa
(c) a=4710-10% |¢] <0.5-10* 0 oik. des., 4 merk. nroa
(d) a= 47100, le| <0.5-10% 0 oik. des., 3 merk. nroa

Q

Merkitsevien numeroiden lukuméara saadaan seuraavista yhtaloista:

(a) 05-1072=10-5-10" <& n=4
(b) 05-1077=10"2-5-107" & n=>5
() 05-102=10°-5-100" & n=4

Reaalilukujen desimaaliesityksesséa kantalukuna on 10. Tietokoneiden luku-
jarjestelmén kantalukuna on usein jokin muu luku 8 > 2, esimerkiksi § = 2
tai § = 16. Téllaisessa lukujarjestelméssa jokaista reaalilukua vastaa péat-
tyméton merkkijono

(tdpdyy_y ... dodydo.d_yd_s.. )5

missé d,,d,_1,... ovat lukujen 0 ja § — 1 valilld sijaitsevia kokonaislukuja.
Merkkijonoa vastaava reaaliluku on

dpB" 4+ dp 1B+ doBP+ A+ dpBY Hd BT+ d BT
Esimerkiksi # = 3.1415...=3-10+1-107'4+4-1024+1-103+.--.



Esimerkki.

(760)g = 7-8>4+6-8' +0-8" = (496)¢
(101.101)g = 1-224+0-2' +1-2°41-27' +0-272 4 1.273

— (5.625)10
1
(0333)10:31071—0—310724—310*34_ — §
1
= = (0:2)10 = (0.00110011...),
1
5 =2747r

Tietokoneissa reaaliluvut korvataan ns. liukuluvuilla, jolloin kullekin luvulle
varataan kiinted ma#dra muistitilaa. Jos lukujirjestelméan kantaluku on S,
jokainen nollasta eroava reaaliluku voidaan esittda muodossa

X=Mp
missé e on kokonaisluku ja
M =+Dy.D1DyDs5. ..
0<D;<p-1
Dy # 0.
Liukulukuesityksessa M pyoristetdaan aérelliseksi merkkijonoksi
m = xdy.dids . . . d;,

jossa on kiinted mééra (¢ + 1) numeroita. Tietokoneen muistiin varastoidaan
téalloin luku

r=m-[°
(tai x = BT, mikili esimerkiksi Dy = Dy = Dy = ... = 3 — 1). Téssd m on
ns. jaososa eli mantissa ja e eksponenttiosa. Koska 0 < d; < 8 —1ja dy # 0,
jokainen nollasta eroava liukuluku on normalisoitu siten, ettd 1 < |m| < f.

Eksponentille e varatusta muistitilasta riippuu kuinka suuria tai pienié lukuja
kone kykenee kisittelemadn. Eksponentille e asetettava rajoitus on muotoa

L<e<U

4



missd L on negatiivinen ja U positiivinen kokonaisluku. Jos jonkin laskutoi-
mituksen tuloksena saatavan liukuluvun eksponentille patee e > U, syntyy
ns. ylivuoto ja kone antaa virheilmoituksen. Alivuoto e < L ei yleensa aiheuta
prosessin keskeytymista.

1.3 Numeerinen stabiilisuus

Numeeriseen probleemaan liittyva algoritm: on tdydellinen kuvaus niista aa-
rellisen monesta laskutoimituksesta, joiden vélityksella probleeman lahtoar-
voista saadaan selville tulokset eli probleeman ratkaisu.

Algoritmi on stabiili, jos siihen liittyvilla katkaisu- ja pyoristysvirheilla on
vain pieni vaikutus lopputuloksiin. Painvastaisessa tapauksessa algoritmi on
epdstabuili. Tallainen numeerinen epdstabiilisuus voidaan usein valttaa valit-
semalla parempi algoritmi.

Niin sanotun matemaattisen epdistabiilisuuden tapauksessa tilanne on toinen;
probleemaa kutsutaan tallin pahanlaatuiseksi tai hdirioalttitksi ja lopputu-
los voi olla epdtarkka riippumatta kiytetysta algoritmista.

Esimerkki. Etsi yhtaloiden
(a) 2 — 4z +2=0 ja (b)2®>—400+2=0 (1)
juuret kiyttamaélla laskutoimituksissa neljaa merkitseviad numeroa.

Toisen asteen yhtélén az? + bx + ¢ = 0 juuret x; ja x5 saadaan kaavoista

1 1
2= o (—b—l—\/b2—4ac>, ZE (—b—\/b2—4ac>. (2)
a a
Koska 2179 = £, vaihtoehtoiset kaavat ovat
. c
x1 kuten edelld, x5 =—. (3)
axq

Yhtéalolle (1a) saadaan kaavoista (2)

z, = 3.414

r=2+v2=200041414 = {x220_586



ja kaavoista (3)
2,000

©3.414

Virhe jalkimmaéisessi zom arvossa on < 1074

v, = 3.414, 1y = (.5858.

Yhtalolle (1b) saadaan kaavoista (2)

r=20=£v398 =20.00£19.95 = 1 = 39.95
xo = 0.05
ja kaavoista (3):
2.000
=39.95 = —— = (.05006.
o "7 3995

Ensimmaéisessa likiarvossa xo = 0.05 on vain yksi merkitsevd numero, mutta
Y
jalkimmaéisessd niitd on 4. Virhe jalkimméisessi zom arvossa on < 1075,

1.4 Differentiaalilaskennan kaytto virheanalyysissa

Lasketaan funktion f(x) = %2 arvo pisteessa z = 0.015, mutta pyoristetaan
ensin x kahteen desimaaliin. Talloin syntyy virhe

£(0.02) — £(0.015) = (0'32? _ (O'0115)2 — 1044,

Pieni héiri6 (0.005) x:n arvossa aiheuttaa suuren virheen. Tehtéava on hdirid-
altis.

Lopputuloksen virheen suhde l&htéarvon virheeseen (virheen suurennussuh-
de) on téssa tapauksessa

1944

Tutkimalla vastaavaa osamaériad eri lahtoarvoilla saadaan késitys tehtéavan
héirioalttiudesta.

Jos f on jatkuvasti derivoituva funktio, niin véliarvolauseen nojalla
flz+e) = f(x) = (&,
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missa € on lukujen x ja x + ¢ vilissa.

[f(z+¢e) — (=)

el

< max [f*(§)]

[f(z +¢) = f()] < |e|max | f'(£)] (1)

Virheen suurennussuhde laskettaessa arvoa f(x) on siis korkeintaan f:n de-
rivaatan itseisarvon maksimi pisteiden x ja x + ¢ vélissd. Samoin ndhdéaén,
ettd suurennussuhde on itseisarvoltaan vahintédén min | f/(€)|.

Useamman muuttujan funktioille voidaan johtaa vastaava tulos. Merkitdan
f = f(x1,29,...,x,) funktion tarkkaa arvoa pisteessi (x1,zs,...,2,) ja ol-

koon f = f(xy +€1,22 + €9,...,2, + €,) vastaava likiarvo. Silloin
- "L Of
f—f= Za_m(x+9€)€k’
k=1
missd 0 <0 <1, x = (x1,...,2,) jaec=(e1,...,6n).

= 1= 1< Y Jex max @)
k=1

ﬁxk ’

missé maksimit lasketaan pisteitd z = (x1,...,x,) jaz+e = (z1+e€1,. .., T+
e,) yhdistavalld janalla.

Esimerkki 1. Arvioi ylospéin virhetté, joka syntyy laskettaessa funktion

Iy
f($1>$2,953) = m

arvoa pisteessi (1.0,1.0,1.0), missé koordinaatit on annettu kahden merkit-
sevan numeron tarkkuudella.

Virhe ¢, koordinaatin zj arvossa on itseisarvoltaan < 0.05 (1 <k < 3).

8f . 1 8f . —2$2I1 (9f —21'3.1’1

or,  z2+422 Ory (224222 Oxg (224 22)?
5+ 13 5+ 13 5+ 13




of 1
< — 056
e 1= 0,052 1 0.952

of 2-1.05-1.05
dzs| = (0.952 + 0.952)2
Of | . 2-1.05-1.05
dxs| — (0.952 + 0.952)2

=0.68

max

= 0.68

max

Epéyhtélon (2) nojalla

|f_f| = |f<1+€171+€271+53)_f(1’171)|
< 0.05-0.56 +0.05-0.68 + 0.05 - 0.68 = 0.096.

Esimerkki 2. f =21 4+22+ ...+ 2,
of

=1
&rk

2) = [f=F1 <D lexl
k=1

Yhteen- ja vihennyslaskussa absoluuttisten virheiden ylarajat lasketaan yh-

teen.

Oletetaan, ettd n = 1000 ja |ex| < 0.5 107°. Kaavan (2) nojalla
If — f] <1000-0.5-107° = 0.5 - 1072,

Todellinen virhe on todennikoisesti paljon pienempi. Yliraja 0.5-1072 saavu-
tetaan vain jos kaikki £;:t ovat samanmerkkisid ja itseisarvoltaan = 0.5-1075.

Esimerkki 3. f =2, — 2o

of

al’l

of

al‘l

=1

Absoluuttinen virhe: 3
|f = f] < lex] + |e2]

Suhteellinen virhe: _
|f =/l < le1] + [e2]
fl 7 o —

8



Jos 1 = 0.5763 £ 0.5 - 107 ja x5 = 0.5765 £ 0.5 - 10~*, saadaan

f-f 10
7 S0

=1=100%.

Kun vihennettava ja vahentédja ovat likimain samat, voi syntya suuri suh-
teellinen virhe. Téma voidaan usein vélttaa kayttamaéalla sopivaa kiertotieta.

f=apreags e = ) ol
L

of | _(_f L.y
0z}, z* Pk T

Absoluuttisen virheen ylaraja epéyhtélon (2) nojalla:

Esimerkki 4.

n
~ m
= 1< lenlmax x—:f‘
k=1

Suhteellisen virheen ylaraja:

If=fl _ < maX|f/Ik\ 2
7] S;‘%H |f| kz kH ‘

Kerto- ja jakolaskussa suhteellisten virheiden ylérajat lasketaan yhteen.

Esimerkki 5. Olkoot x ja y lukuja siten, ettd 5 < x < 10 ja 1 <y < 2. Ole-
tetaan, ettd x on annettu kolmen ja y neljan oikean desimaalin tarkkuudella.
Arvioi absoluuttista virhetté luvussa @),

f(il?, y> _ esin(:cy)
8f’

(2) = |f — f| < |e.| max o + |e,| max

of
dy

1073 ja lg,| < 5 - 1074

Téssi [e,] < 3

0 ) )
of = y cos(zy)e @), of = x cos(zy)e @)

ox dy
Kun 5 <x <10jal <y <2, niin
of of

<2-1-¢'=2¢ ja ‘—‘§10~1-61:106,
dy

Ox

9



joten
3 1 -3 1 —4 -3
]f—f\§§-10 -26+§-1O -10e = 1.5e - 107 < 0.005.

Esimerkki 6. Kuinka monta termié saa esiintyd summassa

al 1
kz:; v/ 1+ coszy,

kun vaaditaan, etti absoluuttisen virheen itseisarvo on < 1072 ja oletetaan,
ettd luvut x5 on annettu kolmen desimaalin tarkkuudella ja 0 < zp < 1 kai-
kille k. Muita virhelahteita ei oteta huomioon.

Yksittaisen termin aiheuttama virhe on enintain

el max | f'(£)],
missa, 1 1
-~ 0<£&<1, Jel<=-1078
f(z) Trans 05 £< el =3
Koska
sin x
e e
@) 2(1 + cosz)2
on kasvava valilla 0 < z <1,
sin 1
max | £/(¢)] < ————— ~ 0.2201.
322 17©) 2(1 + cos1)?

Yksittaisen termin virhe on siis < % 1073 -0.2201. Summan virheen yliraja
saadaan kertomalla tassad luvulla /N. Néin ollen N voi olla korkeintaan niin
suuri, etta epayhtalo

1
N - 5 1072-0.2201 < 1072

patee. Ratkaisemalla tastd N saadaan
2-1072
< - 7
— 1073-0.2201

Suurin lukua 90.9 pienempi kokonaisluku on 90, joten vastaus on N = 90.

= 90.9.

10



1.5 Tilastollinen virheanalyysi

Jos laskutoimituksia on paljon kuten esimerkeissa 2 ja 6, ovat yo. arviot vir-
heen ylarajalle yleensa liian pessimistisia. Realistisempi arvio saadaan toisi-
naan kdyttamalla tilastollista analyysia.

Esimerkiksi jos kerrotaan keskendéan 1000 lukua, joissa on kolme merkitsevaa
numeroa, niin kussakin luvussa suhteellinen virhe on enintdan 0.5 %o mutta
tulon suhteellinen virhe on < 50 %. Tilastollisella analyysilld nahdaan kui-
tenkin, etta 68 prosentin todennakoisyydella virhe on < 3,2 %.
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2 Numeerinen integrointi

2.1 Puolisuunnikassianto ja Simpsonin saanto

Haluamme laskea numeerisesti integraalin

/b f(x)dz.

Jos integroitava funktio f on jonkin tunnetun funktion F' derivaatta, ts.
f(z) = F'(x), saadaan analyyttinen ratkaisu

F(b) — F(a) = /F'(x)dx = /f(x)dx (1)

Vaikka F' tunnettaisiinkin, niin oikea puoli voi olla niin hankala laskea, etta
on parempi turvautua johonkin numeeriseen ratkaisumenetelmddn.

On laskettava likiméaréisesti viivoitetun alueen pinta-ala. Jaetaan alue vyo6-
hykkeisiin kuten kuvassa. Approksimoidaan kunkin vyohykkeen pinta-alaa ja
lasketaan likiarvot yhteen, jolloin integraalin f: f(x)dx arvolle saadaan arvio

/bf(:)s)dx = 7f(:v)d:v + 7f(93)d93 +-- 4 /b f(z)dz. (2)

Jos merkitdén xo = a ja x, = b, niin (2) voidaan kirjoittaa

Th+1

/b f<x>dx::§f | swe 3)

Oletetaan, etté jakopisteet xy on valittu siten, etté kaikilla osavéleilld [z, 251 1]
on sama pituus h. Approksimoidaan osavalia [xy, zx, 1] vastaavan vyohykkeen
pinta-alaa kuvaan piirretyn puolisuunnikkaan pinta-alalla. T&ll6in saadaan

likiarvo -
f(x)de ~ hf(xk) +2f($k+1)'

Tk

12



Sijoittamalla tdmé kaavaan (3) saadaan

b n—1
/f(x)da: ~ Z hf(fck) +2f($k+1). (4)

Funktion f kuvaajaa on approksimoitu murtoviivalla.

Kaavassa (4) jokainen arvo f(xy) esiintyy kahdesti (paitsi f(zo) ja f(z,)).
Néin ollen (4) voidaan kirjoittaa

2

()

b
/f(x)dx ~ h {f(go) + f(z) + fxg) + -+ fTn) +

T&amaé on ns. puolisuunnikassaanto.

Jos f on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva véalilla [a, b], niin voidaan néyttaa,
ettéd virhe approksimoitaessa on muotoa

(b—a)

- pe),

misséa & on jokin piste valilla [a,b] (a = zg, b = x,,).

Puolisuunnikassaanto

b
[ stz =n [ T50 4w+ ptaa) 4k st + 15 m )
missa
r=-"" e, aa<e<a,=b
Jaannostermille R saadaan arvio
b
Bl < O D2 s 77(6)) )

12 a<é<h

Virheen yldraja saadaan mielivaltaisen pieneksi lisdédmalla osavilien luku-
maarad, silla R — 0 kun h — 0.

13
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8

Esimerkki 1. Sovelletaan puolisuunnikassdintoa (6) funktioon f(x)
valilla [0, 1]. Valitaan

1 k
h=—, x9=0, x,=1, x,=kh=—.
n n

Silloin f'(x) = 2z ja f"(x) = 2, joten

1-0/1\2 1
=_- " ([Z) .9=—"—_
R 12 (n) 6n?

1
1 M2 2
gz/a:?dx:h %+x%+x§+~~+xil+%}+fi
) i
_h0+12+22++n—121 1
2 n n n 2 6n?
hoo1
:—2[12+22+~--+(n—1)2]+§—@
:>12_|_22+..._|_(n_1)2—n_2 l_ﬁ 1
k3 2 6n?
3 2

2 3_3 2
12+22+--~+(n—1)2+n2_nT”+n n?
_2n3—|—3n2+n
S

Jos mingep 5 f(7) << maxgepy f”(), virthearvio (7) on yleensa karkea. Jos
taas mingepe ) f”(2) = max,cpy f” (), voidaan virhettéd arvioida tarkemmin
kayttamalla ns. Richardsonin ekstrapolointia seuraavasti:

14



Kaytetaan puolisuunnikassaéantod ensin siten, ettd osavilien lukumééra on n

(h = =4); saadaan

b 2
/f(m)d:c =Ti+ Ry, missd Ry = _(bl—za) (b ; a) f1(&). (8

Sitten puolitetaan jokainen osavili ja sovelletaan puolisuunnikassaéntoa si-

ten, ettd osavilien lukuméird on 2n. Talloin jokaisen osavilin pituus on 2

27
ja saadaan

b 2
[rrte =1+ Ry, miss Ry =00 (b;n ) &), )

Jos mingepp) [ (%) & maxyeay f7(2), niin f(&1) = f(&). Talldin Ry = 4R,,
joten yhtaldiden (8) ja (9) nojalla saadaan

;

b
/f(x)dx ~ T+ 4R,

b
/f(:c)d:c =T+ Ry

Viahentamalla saadaan kolmasosasadanto

T, — T
Ry ~ 23 L (10)

Tamé on arvio puolisuunnikassddnnon jadnnostermille kun osavileja on 2n
kappaletta.

Koska ff f(z)dx = Ty + Ry, niin kaavan (10) avulla voidaan parantaa puoli-
suunnikassdannon antamaa likiarvoa 75, integraalille fab f(z)dz. Saadaan

b

/f(m)dm ~T +

a

T, — Ty
3 .

(11)
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Huomautus. Kaava (11) on itse asiassa ns. Simpsonin kaava tavanomaisesta
poikkeavassa muodossa. Tavallisesti Simpsonin kaava johdetaan jakamalla
vali [a, b] osavéleihin, joiden lukumé&érd 2n on parillinen, ja kirjoittamalla

T2k+2

/bf(x)dx:nz_l / f(a)dz. (12)

Téssé kullekin integraalille f;;i’““ f(z)dz haetaan likiarvo siten, etta approk-
simoidaan funktiota f vAlill4 [xoy, zor1o] korkeintaan toisen asteen polyno-
milla, jolla on samat arvot kuin f:ll& pisteissé ok, Topi1 ja Topia-

Simpsonin kaava

b

[ o =

a

w| >

[f(20) +4U +2J + f(zan)] + R, (13)

missa

U= f(x1) + flxs) + -+ f(z2n-1)

b =a), 4
50 R fPE), a<e<b

Néytamme, ettéd (11) ja (13) ovat yhtépitéavat, ts.

R=—

missa T} ja T, saadaan soveltamalla puolisuunnikassaéntoa osavélien pituuk-
sien ollessa vastaavasti n ja 2n.
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—

(o)
2

ATy = ah | T80 4 flan) 4 flo) + flos) + Floa) -

f(x2n>
+f(Ton—2) + f(720-1) + 5 }

+2f (w2n-2) + 4f(22n-1) + [(220)]

Huomautus 1. Tapauksessa n = 2 Simpsonin kaavassa J = 0, ja kaava
voidaan kirjoittaa

/b f(x)dz ~

Huomautus 2. Kolmannen asteen ja sitd alempaa astetta olevien polyno-
mien integraaleille Simpsonin kaava antaa tarkan arvon, silld jadnnostermi
R kaavassa (13) on t&llsin 0 (f(x) = 0 téllaisille polynomeille).

wl >

s+ (450) + )

Esimerkki 2. Sovelletaan Simpsonin kaavaa (h = 0.1) integraaliin

1

/ (z° + sin (p\/§x))dx

0

Mill# p:n arvoilla virhe on enintdin < 2 -1073 ?

1
2

17



f(x) = 2* + sin (pV/3z)
f'(x) = 32 + pv/3 cos (pV/3x)
f"(z) = 62 — 3p?sin (pv/3z)
f"(w) = 6 — 3V/3p” cos (pv/3x)
FO () = 9p*sin (pv/32)

— —0/1\* 1
= 1] < Pt s 1O = S () 991 = 5107
Valitaan p siten, etté
% 1074t < % 1073
= p* <100
= p? <10
= |pl < V0.

Virhe on siis enintéén 5 - 107% ainakin jos [p| < v/10 edellyttéen, etté lasku-
toimituksissa syntyvia virheité ei oteta huomioon.

Aivan kuten kolmasosasddntod (10) johdettaessa voidaan 16ytédd arvio R:lle
Simpsonin kaavassa edellyttiien, ettd funktion f(¥(z) arvot ovat lidhelld toi-
siaan valilla [a, b]. Simpsonin kaava:

(b—a)
180

b
/f(l’)dx =5 +R;; Ri=-— WO (&)

Puolitetaan osavilit ja sovelletaan Simpsonin kaavaa uudestaan:

b 4
/f(l’)dl’ = 52 + RQ; RQ = — (blg()CL) : (g) f(4) (52) (14)

18



Jos fW(&) = fW(&), saadaan R ~ 16R; ja

/

b
/f(x)da: ~ S+ 16 R,

b
/f(x)dx = Sy + Iy

Vahentamalla saadaan viidestoistaosasdadnto

Sy — 51
Ry ~ T

(15)

Jos integraali halutaan laskea tietylla tarkkuudella, voidaan kidytannossa so-
veltaa Simpsonin sdantod toistuvasti siten, ettéd osavélien lukuméaré on 2, 4,
8, 16 jne. ja lopettaa laskut silloin kun kahden perattaisen tuloksen erotuk-
sien viidestoistaosa on itseisarvoltaan pienempi kuin sallittu virhe. Lopuksi
lisataan korjaus
Sy — 51
15
viimeisené laskettaessa likiarvoa Ss.

2.2 Esimerkki

Sovelletaan puolisuunnikassdantod ja Simpsonin sdantoa integraaliin

1

1$5 1
/:L'4d:c:/—:—:().2
4 5 5

0

Puolisuunnikasséénto yhdella osavélilla (pituus A = 1):

0* 14
Ti=1-1—+—| =0.5
1 {2—%2}

Kun osavileja on kaksi (pituus h = %), saadaan

0t /1\* 1¢
3*(5) T

19

1
T, = 3 = 0.28125




Tassa todellinen virhe on 0.08125. Kolmasosasaanto antaa virheelle arvion

1
Ty — T, 0.28125 — 0.50000
Tz—/x4dx%—2 LR

= = (0.07292
3 3

0

Kaavan (7) avulla saadaan arvio

|R| <

b= A2 ()] = 220 (2 2 1122%| = 0.25000
12 " amn T T g) s e

Kolmasosasddnnon antama arvio (0.07292) todelliselle virheelle (0.08125) on
aika hyvé, kun taas kaavan (7) antama arvio (0.25000) virheen ylarajalle on
pessimistinen. Viidesosasadnnon seké kaavan

b—a

R=———n'fW

—Cht 0 e)
antamassa virhearviossa on kummassakin 5 oikeaa desimaalia. Jalkimmaéinen
virhearvio antaa itse asiassa integraalin tarkan arvon, silld lauseke f® (&) =
4-3-2-1 eiriipu &:stéa.

2.3 Laskentavirheet

Laskentavirhe on se kokonaisvirhe, joka aiheutuu integroitavan funktion ar-
voissa f(x) esiintyvistd virheista.

Lause. Olkoon f(x;) funktion f arvon f(x;) laskettu likiarvo ja &; siind esiin-
tyvd virhe, jolloin siis .

f(z) = flzi) + &
Oletetaan, ettd |e;| < e kaikilla i. Silloin puolisuunnikassddntod tai Simp-

sonin kaavaa kdytettiessa syntyva laskentavirhe on itseisarvoltaan enintddan
e(b—a).

Todistus. (Puolisuunnikassaannolle) Merkitdin fi = f(zi) ja fo = f(zp).

20



Laskentavirhe puolisuunnikassadnnossa:

Jo fn Jo In
L= (2+ﬁ +h¢+2> p(Br st st 2)

::(ﬁ_h %ﬁﬂ~wﬂﬁ4—hﬂ+h_h>

2 2

En
—h( +e1 4+ - —|—6n_1+?)

Koska |g;| < ¢ kaikilla i, saadaan kolmioepéyhtéalon nojalla arvio

En
uq<h<|d+¢1+ +knﬂ+|;)

<h(—
=3
<he(fqiq oyl

8 f— o« o . J—
=g 2

+5+-‘~+5—|—%> (16)

Téassé esiintyva lauseke h (% +14--+1+ %) saadaan tulokseksi myos sil-

loin kun sovelletaan puolisuunnikassédantoa integraaliin fab ldx. Télle inte-
graalille puolisuunnikassaanto antaa tarkan arvon koska jadnnostermissa esiin-
tyvén funktion ¢(z) = 1 toinen derivaatta ¢”(xz) = 0. Néin ollen

b
/1dx:b—a:h(%+l+---+1+%>.

a

Epéyhtélon (16) nojalla saadaan siis
L] < e(b—a).

Todistus on analoginen Simpsonin kaavan tapauksessa. O

2.4 Epaoleelliset integraalit

Edella tarkasteltuja numeerisia integrointikaavoja voidaan soveltaa vain sil-
loin kun seuraavat kaksi ehtoa on taytetty:

1. Integroimisvali a < x < b on aéarellinen
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2. Integroitava funktio f on rajoitettu

Ongelma 1. Sovelluksissa kohdataan usein integraaleja, joissa integroimis-
vali on ddreton, esimerkiksi

oo

a

A

/f(x)dx = jl_rgo f(z)dz.

a

Maaritelman mukaan

Jos tdmé raja-arvo on olemassa, niin "héntdintegraali" f:o f(z)dz saadaan
miten pieneksi hyvinsé valitsemalla A kyllin suureksi.

Ongelma 1 ratkaistaan jakamalla integroimisvéli dérelliseen osaviliin, jossa
suoritetaan numeerinen integrointi, ja ddrettoméan osaviliin, jossa tehdain
ns. hantaarvio.

Jos halutaan laskea faoo f(z)dx siten, ettd virhe on < e, voidaan esimerkiksi

valita A yhtélossa
[e%s) A )
flx)de = | f(x)dx+ | f(x)dx
[ e [t |

a

siten, ettd hantadintegraalin f:o f(x)dx itseisarvo on < 5. Sitten sovelletaan

esimerkiksi Simpsonin kaavaa integraaliin faA f(z)dz ja kaksinkertaistetaan
osavalien lukumééra niin monta kertaa, etté virhe on lopulta 5. Talloin saatu

likiarvo integraalille faA f(z)dx poikkeaa integraalista [ f(z)dx korkeintaan
£:1 verran.

Vastaavalla tavalla kasitellddn integraalit

/a f(z)dr  tai 7 f(z)dz.
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Esimerkki hantaarviosta

00 A 00
2 )2 2
/ (sinz) dp — / (sinx) 4 / (sinz) J
x®+1 x® 41 x®+1
0 0 A

Haluamme valita A:n siten, ettd héntédintegraali

o

: 2
/ (sinz)” < 0.001

>+ 1

A

Korvataan integroitava funktio majorantilla, joka on helppo integroida. Kos-

ka

(sinz)? <1 ja L < L
e
niin - -
(sin z)?2 1 DA 1
de < | =de =/ —— = —
/ x5 +1 = 4ot 4A4
A A A
Jos valitaan A = 4, niin
L _1_ 1 < 0.001
4A% 45 1024 — T

joten

Huomautus. Hantdarviossa voidaan usein tyytya arvioimaan integroitavaa
funktiota melko karkeasti.

Ongelma 2. Jos integroitava funktio f ei ole rajoitettu, yritetddn integraa-
li esimerkiksi sijoituksella palauttaa jonkin rajoitetun funktion integraaliksi.
Talloin integroimisvali muuttuu usein darettoman pitkéksi, jolloin joudutaan
soveltamaan Ongelma 1:n yhteydesséd kuvattua menettelya.
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Esimerkki. )

1+sinx
——dx
NS
Tehd#én sijoitus x = %, do = — L dy, jolloin saadaan
y y

1+sm— d OO1—|—sinl
/ <__32/):/ 3 ydy
) / y2

Nain saatu integraali on rajoitettu, kun 1 <y < oo.

Toinen tapa laskea integraali on jakaa integraali osiin

1 )
+smmdx _/ 4 smmdx
v

ja korvata sin z sen Taylorin sarjalla

x>

Smx—x—g—i-y—”-.

2.5 Esimerkki

Funktion f(x) = e * integraalifunktiota ei voida lausua alkeisfunktioiden

avulla. Kuitenkin .

/ ey = ? — 0.88623

0
Lasketaan tdmé integraali numeerisesti neljan desimaalin tarkkuudella. Kir-

joitetaan
[e9) A o)

/ e da

0 0 A

|
—
[
ELM
I~y
S
_l’_
—
[
&‘NJ
=y
S

ja pyritddn maardamaan A siten, etta

T 1 11
dr<--104=2=.-.107%

/e 4 29

A
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Tamaéa voidaan tehdé eri tavoin. Jos esimerkiksi x > A > 1, niin
1 1
e = <x26_$2) - — < Aze_A2—27
x x

2, —a?

silld funktio z“e™*" on vahenevéa arvoilla 1 < z < oo. Siis

o0 o0 1
/e‘$2dx < A2 / d—f = A2 = = Ae ¥
x A

A A
Valitsemalla A = 4 saadaan

o0

1
/e"”Qd:c <4-e0x4.107< 1 1074
4

. . .. 4 2
Sovelletaan puolisuunnikassdantod integraaliin fo e " dx.

2.6 Askelpituuden h valinnasta

Jos integroitava funktio heilahtelee voimakkaasti jollain integrointivélin [a, b]
osavililla [a, |, voidaan integraali kirjoittaa muotoon

/bf(x)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx

ja laskea erikseen integraalit yli osavéilien. Talloin paastaan vihemmillad las-
kuilla, silla integraalia fcb f(z)dz laskettaessa voidaan tarvittava tarkkuus
saavuttaa kiyttdmélla suurempaa askelpituutta h kuin valilla [a, c].

2.7 Huomautus

Vaikka integraali fab f(x)dx voitaisiinkin laskea analyyttisesti mikéli f on
jonkun tunnetun funktion F' derivaattafunktio, ts. F” = f, on toisinaan kan-
nattavampaa kayttdd numeerista ratkaisutapaa jolloin valtytddn hankalilta
laskutoimituksilta. Téllaiseen tilanteeseen paadytéan esimerkiksi integraalis-

Sa
4

/ dx
5— a3

2
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3 Yhtaloiden numeerinen ratkaiseminen
Téassé luvussa pyritddn madrdamadan likimaaraisesti yhtalon
f(z) =0, f jatkuva (1)

reaaliset juuret ja arvioimaan virhetta ko. likiarvossa.

3.1 Graafinen analyysi

Alustava kuva yhtélon (1) juurien sijainnista z-akselilla voidaan saada hah-
mottelemalla funktion y = f(z) kuvaajan kulku zy-koordinaatistossa. Ku-
vaajan ja x-akselin leikkauspisteet antavat talloin likiarvot etsityille juurille.

Toisinaan yhtélo (1) voidaan korvata yhtalolla fi(x) = fo(x) (mikéli esimer-
kiksi f = fi — fz). Télléin funktioiden y = fi(x) ja y = fo(z) kuvaajien
leikkauspisteiden x-koordinaateista saadaan likiarvot halutuille juurille.

Esimerkki 1. Jos
f(z) = 2* — cos x,

niin (1) voidaan kirjoittaa muotoon
2% = cos x.

Positiiviselle juurelle saadaan ensimmainen likiarvo zy = 0.8.

3.2 Taylorin kaava

Palautetaan mieleen Taylorin kaava yksinkertaisimmissa tapauksissa.

Viliarvolause. Jos funktio f on derivoituva vélilld [a, b], niin ko. vililld on
piste & siten, etta
f@) = fla) = (b—a)f(§). (2)
Graafisesti tdmé& merkitsee sité, ettd funktion y = f(x) kuvaajalla on tan-
gentti, joka on pisteiden (a, f(a)) ja (b, f(b)) yhdistysjanan L suuntainen.
L:n kulmakerroin
f(b) — f(a)

b—a
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on nimittain sama kuin pisteeseen (5 L f(& )) piirretyn tangentin kulmakerroin

f'€).
Seuraavaksi yksinkertaisin tapaus Taylorin kaavasta on muotoa

(b—a)*
2

f(b) = fla) = (b—a)f'(a) + (&), (3)

missd a < £ < b. Jos merkitdan h = b — a, niin voidaan kirjoittaa
h2
fla+h) = fla) = Rf'(a) + 5 [(). (4)

3.3 Yleinen virhearvio

Oletetaan, ettd a on likiarvo yhtalon f(z) = 0 juurelle T. Jos a on hyva li-
kiarvo, niin |f(a)| on yleensé pieni (f jatkuva). Kéénteiseen suuntaan pétee
seuraava arvio.

Lause 1. Jos T ja a ovat kuten edelld, niin

|/ (a)]

rT—al < ——-——
Tl S e @

missd I on vali, jonka pddatepisteet ovat a ja T.
Todistus. Véliarvolause (2) ja oletus f(Z) =0
= —fla) = f(@) = fla) = f(O)T—0a)
= |f(@)| =/ OlF = al = min |f'(2)[|7 - a

o< )

= xr — —_—.
=l s e 1@

]

Huomautus. Kéytannossi on otettava huomioon myos funktion arvojen
laskentavirhe. Jos f(a) on laskettu f(a)m likiarvo jonka tarkkuus on < ¢,
niin | f(a)| < |f(a)| + €. Silloin

[f(a)l +e

r—a < ————,
Tl S i @)
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Suurin mahdollinen tarkkuus saavutetaan, jos f(a) = 0. Silloin virhe on

g
rT—a < —\
Tl S e @)

3.4 Iterointimenetelmat

Kirjoitetaan yhtélo f(z) = 0 ekvivalenttiin muotoon « = F(z) (kaksi yhté-
164 ovat ekvivalentteja, jos niilld on samat juuret). Taméa voidaan tehda eri
tavoin, esimerkiksi

v=uz— f(z)=F(z)
x=x—cf(x) = Fy(z) (¢ # 0 vakio)
v=1x—g(x)f(z)=Fx) (0<]g(z)] <o0)

Yhtalolla f(xz) = 0 ja x = Fi(z) on samat juuret (i = 1,2, 3).

[terointimenetelmissa lahdetdaan liikkeelle jostakin alkuarvosta xy ja maari-
telladn jono xy, xo, . .. iterointikaavalla

Tpr1 = F(z,) (n=0,1,2,...). (5)

Ongelma. Milloin lukujono {z,} suppenee kohti etsittyd yhtélon z = F(x)
juurta 7

Lause 2. Jos lukujono {x,} suppenee kohti raja-arvoa o ja F on jatkuva,
niin « on yhtdlon © = F(z) juuri.

Todistus. Annetaan n — oo yhtélossd z,11 = F(x,).

Vasen puoli: z,,11 — «

Oikea puoli: Koska F' on jatkuva, niin F(z,) — F(«).
Siis

a= nh_)IIolo Tpy1 = nh_)lgo F(z,) = F(a).

Iteroinnin suppenemista koskeva peruslause on:
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Lause 3. Oletetaan, ettd epiyhtilo |[F'(x)] < m < 1 on voimassa jollakin
valilld, joka sisdltdd juuren T ja kaikki pisteet x,,. Silloin lim, . x, = T.

Todistus.
r1 = F(xo)
T = F()
Viliarvolauseen (2) nojalla saadaan F(xg) — F(ZT) = F'(§)(xo — T). Koska
|F'(€)] < m, saadaan

} = x1—T=F(x) — F(T)

|21 = T = |[F(zo) — F(T)| = [F'(§)]|z0 — 7| < mlxo —7I.
Siis |x; — Z| < m|zg — T|. Samalla tavoin saadaan edelleen
22 — 7| = |F(w1) — F@)| = |F' (&)l — 7] < mies — 3.
Koska |z1 — T| < m|zy — T|, tistd seuraa
|ze —Z| < mlx; — 7| < mQ\:UO — 7.
Jatkamalla tatd menettelya saadaan
20 —Z| < m|zp_1 —T| < mP2p_0 —T| < - <mzo — T

Kun n — oo, niin m™ — 0 (koska m < 1), joten oikea puoli — 0. Siis
|z, —Z| — 0 ja lause on todistettu. O

Esimerkki 3. Miiras yhtilon 23 — 2 — 1 = 0 reaalinen juuri.

Esimerkiksi graafisesti ndhdééan, etté reaalinen juuri on T &~ 1.3. Kirjoitetaan
yhtélo ekvivalenttiin muotoon

r=1°-1=F(x).

Funktion F' derivaatta on F'(x) = 3z2, joten F'(z) > 1 pisteen z = 1.3 ym-
péristossa. Ei siis ole odotettavissa, ettd lukujono z,, = F(x,_1) suppenee.

Jos esimerkiksi zg = 1.3, niin 21 = 1.197 ja x5 ~ 0.71506, joten etaisyys juu-
resta T kasvaa. Eli 7 > 1.3.
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Esimerkki 4. Kirjoitetaan Esimerkin 3 yhtdlo muotoon

1

x:F(x):J,Q—l'

Talloin
2z
@ =1

joten |F'(x)| > 1 pisteen x = 1.3 ympéristossa.

F'(z) = —

Jos o = 1.3, niin x; = 1.4493 ja x5 = 0.9087. Iterointi hajaantuu.

Esimerkki 5. Kirjoitetaan Esimerkin 3 yhtdlo muotoon
r=F(x)= (:c—l—l)é.
Talloin ]
Fle) = 5 (e +1)7
ja
/ 1 -2
F'(1.3) = 5(2.3) 3 < 1.

Itse asiassa |F'(z)| < & kun z > 0. Induktiolla ndhdéén, ettd x, > 0 kaikilla
n € N jos zy > 0. Lauseen 3 nojalla iterointi suppenee jos xy > 0.

Jos xyp = 1.3, saadaan x; = 1.3200, x5 = 1.3238, x3 = 1.3245, x4, = 1.3247.

Namaé esimerkit osoittavat, ettd iteroinnin suppeneminen riippuu ratkaise-
vasti esityksen x = F(x) valinnasta.

Lauseen 3 todistuksessa saatiin
|z, — T < m"|xy — T (6)

Tamén perusteella voidaan arvioida iteroinnin tarkkuutta, jos luvuille m ja
|zo —Z| tiedetéaén yliraja. Kuinka pystymme yleisesti arvioimaan suppeneeko
iterointi jollakin alkuarvolla xy?

Lauseessa 3 oletettiin, ettéd ehto |[F”(z)| < m < 1 on voimassa sellaisella vilil-
14 I, joka sisaltad juuren T ja kaikki pisteet x,,. Miten kiytdnnossa loydetadn
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tallaiset m ja I7

Vastaus:

- Ensin etsitdan sellainen vili a < x < b, joka sisaltdd juuren T ja lahto-
arvon I

- Iksi valitaan vili, jolla on sama keskipiste mutta kolme kertaa niin
suuri pituus kuin valilla a <z < b

- m valitaan siten, ettd |F'(x)| < m valilla [

- Jos talléin m < 1, niin Lauseen 3 ehdot ovat voimassa valilla I, kaava
(6) patee ja iterointi suppenee

- Jos taas m > 1, yritetdan uudestaan valitsemalla jokin pienempi vali
a<z<b

Esimerkki 6. Kuinka monta iterointia on suoritettava kaytettdessa kaavaa

Tntl = — ja lahtoarvoa zy = —0.5

n

+2

yhtélon 22 + 22 + 1 = 0 reaalisen juuren Z méérddmiseen neljin desimaalin
tarkkuudella?

Kiytetddn kaavaa (6). Koska polynomi x® + 2z + 1 vaihtaa merkkid valilla
—0.5 <z < =04, niin |zg — Z| < 0.1 ja I voi olla esimerkiksi vili —0.6 <
z < —0.3.

—1 2x
= F = — F/ =
! (@) x4+ 2 (@) (2 +2)2
Kaikille x € I pétee
2-0.6 2-0.6
|F'(z)| < = <0.3,

((—0.3)242)2  2.092
joten voidaan valita m = 0.3. Kaavasta (6) saadaan
|z, — 7| <0.3"-0.1

Arvolla n = 7 oikea puoli on < % -1074,
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Iteroinnin tarkkuutta arvioitaessa on syytéd ottaa huomioon myo6s funktion
arvojen laskemisesta aiheutuva virhe.

Lause 4. Olkoon T yhtdlon x = F(x) juuri, ja olkoon e, virhe funktion F
arvossa F(x,), so.
Tn1 = F(x,) + €. (7)

Oletetaan, ettd |e,| < € ja etti
|F'(z)| <m <1 (8)

kaikille lukujen T ja x, vdilisille arvoille x. Silloin

€

|Tpi1 — Tp| +

-7 <

Todistus.

Tnst — T 2 F(z,) +en — T = F(an) + 0 — F(T)

= |enp =7 <[F(2n) = F(T)] + [en
Viliarvolauseen ja epayhtélon (8) nojalla |F(x,) — F ()| < m|x, — T|. Siis

[Zp1 — T < mfz, —T[ + [e,]
= m|Ty, — Tpt1 + Tni1 — T| + |€n]

<m|z, — Tpgr| FM|Tps1 —T| + €
= (1—=m)|zpy — T <mlx, — Tpia| +¢
Koska m < 1, tésta seuraa (9). O
Esimerkki 7. Sovelletaan Lausetta 4 esimerkkiin 5.
flz) =2z —1; x=F(z)=(z+1)3

2o =13, x=1.3200, z,=1.3238
Koska f(1.3) = —0.103 < 0 ja f(1.4) = 0.344 > 0, niin 1.3 < 7 < 1.4.

Kyseisella valilla péatee

|F'(x)] =




Koska x; = 1.3200 sijaitsee selvasti valillda 1.3 < z < 1.4, voidaan sovel-
taa Lausetta 4 arvolla n = 1. Jos oletetaan, ettd luvun zs laskentavirhe on
enintdén 3 - 1072, saadaan

0.2 11
2 — 7| < 5 13238 — 1.3200] + - 51077

08 2
1 ) , )
< 1-4-10*3 +0625-10%<2-1073

Luvun x5 poikkeama juuresta T on enintaén 0.002.

Esimerkki 8. Oletetaan, ettd Lauseessa 4 ¢ = 10712 jam = % Jos halutaan
méiriti T niin tarkkaan, ettd virhe < 10710, jatketaan iterointia kunnes

3 - 10
2 —
11 [ =@l + 7 <1075
2 2

so. kunnes
|Zp1 — 2n| <1070 —2.1072 =0.98 - 1071,

Huomautus. Ensimméinen termi epéyhtélon (9) oikeanpuoleisessa lausek-
keessa kuvaa katkaisuvirhetté ja toinen laskentavirhetta.

Lausetta 4 sovellettaessa valitaan jokin T:n siséltdva véli I, jolla (8) pétee
jollekin m < 1 jos x,, € I, lasketaan x,.1 ja arvioidaan virhetta |z, — T|
kaavan(9) avulla. Jos x,,1 € I, voidaan sama menettely toistaa jne. Iterointi
lopetetaan, kun virhe on riittdvéan pieni.

Kaavan (9) antama ylaraja z,1:n virheelle on aina vihintdén yhtasuuri kuin
laskentavirhe arvossa F'(z,). Todellinen z,1:n virhe voi kuitenkin olla pie-
nempi.

3.5 Newtonin menetelma

Kirjoitetaan yhtdlo f(x) = 0 muotoon
f(@)

r=ux = F(z).

 f(=)

Iterointikaava

To = lahtoarvo

I fa)
n

33
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[terointi voidaan suorittaa graafisesti piirtdmalla kiyrélle y = f(x) tangentti
pisteeseen (xn, f (wn)) ja maarataan ko. tangentin ja x-akselin leikkauspiste.
Tangentin yhtalo on nimittdin

y — fzn) = fl(zn) (@ — 2p)

ja mainitun leikkauspisteen z-koordinaatti on siis

0— f(zn) = f'(2n)(x — 24),

siis

T =Ty — )
f'(@)

SO. T = Tpy1.
Esimerkki 9. f(z) =2% —x — 1

Ty = 1.3

f(zy) -z, —1 223 +1
an = an — = n — =
H f(xy) 322 —1 322 —1

Laskutoimitukset ovat yksinkertaisempia kuin esimerkissa 5.

Jos xg = 1.3, saadaan xy = 1.3253, zo = 1.32472.
Esimerkki 10. NeliGjuuren laskeminen.

Vva on yhtilon f(z) = 22 —a = 0 juuri. Téssd f'(z) = 2z, ja likiarvo juurelle
saadaan jaannoslaskennalla

22 —a 1 n a
Tyl = Ty — =—|zpn+— ).
1 22, 2 T

Algoritmi on kiytdnnollinen: jokaisessa vaiheessa on vain yksi jakolasku ja
aritmeettinen keskiarvo.

Jos a =5 ja xg = 2, saadaan
r1 = 2.25, x9 =2.235, x3=2.23061.

Tarkka arvo v/5 = 2.23607.
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Esimerkki 11. Kiinteisluvun méaaradaminen.

L on yhtdlon f(z) =+ —a =0 juuri. Téssi f'(x) = —= ja juurelle saadaan
likiarvo jadnnoslaskennalla

Tpi1 = Ty + 25— = 2,(2 — axy).

Jos a =13 ja g = 0.1, saadaan
x1 =0.07, x5 =0.0763, x3= 0.076918.
Tarkka arvo % = 0.076923.

Newtonin menetelmin suppenemista voidaan tarkastella Lauseen 3 avulla.
Merkitaan

W)
PO == oy
jolloin
PR S @)
Fla)=1 ()2 Flae

Jos f(x) on kaksi kertaa derivoituva, niin iterointi suppenee siis jos
o) - |10 @)
f'(@)?

jossakin juuren T ympaéristossa ja |ro — T| on tarpeeksi pieni.

‘§m<1

Lausetta 4 voidaan soveltaa iteroinnin tarkkuuden arvioimisessa. Talloin e
on maksimaalinen laskuvirhe funktion f arvossa

f'(@n)
Koska x, on kiinted, on ko. virhe yhtédsuuri kuin virhe lausekkeessa %

Esimerkki 12. Sovelletaan Lausetta 4 Esimerkkiin 9.

flx)=a% -z -1, f'(x)=32" -1, f'(x) = 6x
F(1.3) = —0.103 < 0
F(1.4) = 0.344 > 0
= 13<7<14
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Kuten Esimerkissd 7 arvioimme derivaattoja valilla 1.3 < x < 1.4. Saadaan

flz)f"(x) 0.344-6-1.4
F’ = < <0.2
Pl = | KDL < |02 1)
Jos oletetaan, ettd ¢ = % -107°, saadaan
L.10-3
— 7] € ———11.32472 — 1.32 .
|2 m|_1_0.2| 3247 353|+1_0.2

1 1
= .0 —.107°
1 000058 + —

= 0.000145 + 0.625 - 107°
< 0.000152.

Lause 5. Oletetaan, ettd funktio f on kaksi kertaa derivoituva, f(T) =0 ja
(@) # 0. Jos x,, on kyllin lahelld juurta T, niin on olemassa lukujen x,, ja
T valilld sijaitseva piste & siten, ettd

f"(€)
2f’(xn)

Todistus. Olkoon Az =T — x,, (korjaus), so. T = x,, + Ax. Taylorin kaavasta
(4) saadaan siten

e, — 7’ (10)

|xn+1—-f|=:'

(Az)*

0= f(T) = f(z,+ Az) = f(z,) + Axf'(z,) + 9

). (1)

Oletuksen nojalla f’ on jatkuva ja f'(Z) # 0. Jos x,, on kyllin ldhelld juurta
T, on siis my6s f’'(z,) # 0. Silloin (11) =

S (AR e

O= P T T2 e

L Eem) e

= T Ta T O
= Ty —T= (T =) J7(E) = (10).

2]”(3311)
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Kaava (10) osoittaa, ettd Newtonin menetelmé on kvadraattisesti suppeneva:
ZTpa1:n virhe on verrannollinen x,,:n virheen neli6én. Jos verrannollisuusker-

roin
‘ f"(&)
2f"(n)

on suuruusluokkaa 1, niin oikeiden desimaalien lukumééara kaksinkertaistuu
jokaisessa iteraatioaskeleessa.

Yleisessé iterointikaavassa (5) suppeneminen on lineaarista, silla kaavaa (10)
vastaa yhtalo

i1 = T| = [F(§)|lxn — TI.
Tétda kutsutaan 1. kertaluvun menetelméksi. Kvadraattisen suppenemisen
tapauksessa on kyseessd 2. kertaluvun menetelmé. Yleisesti suppenemisen
kertaluku maéritelladn suurimpana lukuna p, jolle patee

limwzc<oo.

n—00 |xn — 1‘|P

3.6 Sekanttimenetelma

Jos Newtonin menetelmén iterointikaavassa esiintyviaa derivaattaa f’(z,) ap-
proksimoidaan erotusosamaaralla

f(@n) = flan1)

Tn — Tp—1

saadaan iterointikaava

Ty — Tp—1 o xnf(-rnfl) - xnflf(xn>

f(zn) = f(wn1) B f(@n1) — f(zn)

Néin saatu sekanttimenetelmd eroaa tarkastellusta maaritelmésta, silla

Tpt1 = Tp — f(mn) (12)

- iterointikaava ei ole endd muotoa x,1 = F(x,)
- tarvitaan 2 ldhtéarvoa x( ja x,

Menetelméé voidaan kiyttdd esimerkiksi silloin, kun derivaatan f’(x,) las-
keminen on vaivalloista (f(z,) voi olla mééritelty implisiittisesti tms.).
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Sekanttimenetelméa suppenee "superlineaarisesti", so. nopeammin kuin line-
aarisesti mutta hitaammin kuin kvadraattisesti. Suppenemisen kertaluku on

p="3 ~1618...

Jos kaavassa (12) pisteen (z,,_1, f(z,-1)) asemasta kiytetidn pistetté

($07 f(xo));

saadaan ns. Regula Falsi. Talloin kuvissa kaikki sekantit kulkevat pisteen
(2o, f(z0)) kautta. Menetelmé on huonompi kuin (12).

Toisessa menetelmén (12) muunnoksessa huolehditaan siité, ettd perdkkiiset
likiarvot x,, ja x,,_1 ovat aina eri puolilla etsittya juurta, jolloin

f(xn)f(xn—l) < O'

Lasketaan x,; kaavan (12) avulla ja tutkitaan onko f(z,)f(z,+1) < 0. Jos
on, suoritetaan seuraava iterointi. Jos taas f(x,)f(x,+1) > 0, niin seuraa-
vassa iteroinnissa asetetaan x, = x,_1. Jokaisella askeleella saadaan talloin
virhearvio, silla juuri on

- Ty ja T, 1:n valissa
- Tpy1:D ja x,:n valissd jne.

f(x,)m merkkid arvioitaessa on kuitenkin otettava huomioon laskentavirhe.
Jos f(zn)m laskentavirhe on véhintéén e, niin f(z,)m merkki on positiivinen
jos lasketulle likiarvolle f(z,) pétee f(z,) —e > 0.

3.7 Hornerin kaavio

Hornerin kaavio on menetelmé, jonka avulla voidaan laskea annetun poly-
nomin p(z) ja sen derivaatan p’(x) arvo annetussa pisteessi .

Esimerkiksi polynomi
p(x) = 22° + 52* — 4o + 3
voidaan kirjoittaa muotoon

p(z) = ((2z + 5)z — 4)z + 3. (13)

38



Polynomin arvo p(z() voidaan laskea vaiheittain seuraavasti:

cp=2x9+5
022011‘0—4
632621’0+3

Kaavan (13) nojalla p(xg) = cs.

Yleinen tapaus: Olkoon
p(z) = apz™ + a2+ -+ a1+ ay,.

Arvo p(xg) voidaan laskea kiyttamélld palautuskaavaa:

Co = Qo
k=cCr1xot+ap (1 <k<n) (14)
p(xO) = Cn

n:nen asteen polynomin arvo pisteessa xy voidaan siis laskea suorittamalla n
kertolasku- ja n yhteenlaskutoimitusta.

Derivaatan p'(zo) laskeminen:

P (x) =nagz" '+ (n— Dapx" > + -+ ap

do = ¢o
dk = dk_lxo + ¢y, (1 S k S n — 1) (15)
p/(iUo) =dy

Viite. p(z) = (z — 20)q(x) + ¢, missd q(z) = cox™ ' + 12" 2+ + cp1.

Todistus.
(& = 20)q(2) + cn = 2q(2) = 20q(2) + C2
=cor" + " 4 T
—zo(coz" ' a4 ) F G
= coz" + (c1 — coxo)x”_l + (c2 — clxo)gg”_z 4.
+ (6t = Cno20)0 + (6 — Ca-170)
= apz™ + a1 2" + asz" 2 4 -+ a7 + ay

= p(w).
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Edellisen nojalla saadaan

p(ro) = (w0 — 20)q(x0) + Cr = Cn
p(z) = (v —x0)q () +q()
= p'(w0) = (2o — 0)q (o) + q(w0) = q(x0)

P () voidaan siis laskea Hornerin algoritmilla korvaamalla kertoimet ay lu-
vuilla ¢y, ¢q, ..., c,—1. Edelleen

p'(x) = (x —2o)q"(x) +2¢ ()
= p"(z0) =24 (7o)

Esimerkki 13. p(z) = 22° + 522 — 42 + 3; 2 = 1.

Arvojen p(zg) ja p'(zo) laskemiseksi muodostetaan ns. Hornerin kaavio.

2 5 -4 3
Ch_1To — Xop =1 2 7 3
ck — 2 7 3 6=p)
dk,1$0 — xp=1 2 9
dp — 2 9 12 =p'(1)

Kaavoista (14) ja (15) ndhdédén, ettd derivaattaa p'(z¢) laskettaessa luvuilla
cr on sama merkitys kuin luvuilla a, laskettaessa arvoa p(xg). Néin ollen
alimmalta riviltd voidaan lukea

do, dy,dy = p’(l).
Esimerkki 14. Mairia kaikki yhtélon p(r) = 23 —2x—5 = 0 reaaliset juuret.

Piirtdmalla kuvaaja ndhdéan, ettd yhtalolla on tadsmélleen yksi reaalinen juu-
i 7, joka sijaitsee vililla 2 < x < 3. Newtonin menetelmalld saadaan valitse-
malla xo = 2

To — 2

() 3 -2, -5
= :L'n __—

P () 322 —2

Tnt1 = Tp —
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Kéytetddn Hornerin kaaviota arvojen p(2) ja p’(2) laskemiseen

1 0 -2 -5
Ty = 2 +1-2 +2-2 4+2-2
1 2 2 —1=p(2)
Ty = 2 +1-2 +4.2
1 4 10 =92
Siis ) .
xlzxo—pl(ﬂZQ—p/( ) 9 =Ly,
P’ (20) Y (2) 10
Seuraavalle kierrokselle saadaan kaavio
1 0 -2 -5
z=2.1 +1-2.1 +2.1-21 +241-2.1
1 2.1 2.41 0.061 = p(2.1)
z=2.1 +1-21 +4.2-2.1
1 4.2 11.23 =p'(2.1)
2.1 0.061
ry—21_ PN o, — 2.094568

p(21) 77 11.23

Kaikki iteroinnit tdmaén jilkeen antavat tuloksen x,, = 2.094551.

Iterointia ei siis kannata jatkaa, kun huomataan, ettd x4 = x3.

Huomautus. Esimerkki 14 osoittaa, miten Hornerin kaaviota voidaan kayt-
tda Newtonin menetelmén yhteydesséd. Téassé erikoistapauksessa padstéisiin
kuitenkin vahemmilla laskuilla kirjoittamalla iterointikaava muotoon

xi—an—5_2x3+5
312 —2 322 -2

Tpt+l = Tp —

3.8 Iterointi useamman muuttujan tapauksessa

Esitdmme Newtonin iterointikaavalle perustelun, jonka avulla menetelmé voi-
daan yleistdd useamman muuttujan tapaukseen esimerkiksi epélineaaristen
yhtéaloryhmien numeeriseksi ratkaisemiseksi.
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Olkoon T yhtélon f(z) = 0 juuri. Jos x,, on Z:n hyva likiarvo, niin Az = T—=x,
on pieni. Taylorin kaavan (4) nojalla
(Az)®

0= J(@) = [(rn + A2) = flan) + Aaf(a) + =

f1(€).
Jos f"(§) ei ole kovin suuri, niin viimeinen termi on pieni, joten

0= f(@) = f(zn) + Az f'(zn)

- f(xn)
= Arx _f’(ivn)
Siis
Tn + Ax = ), — ff/((zzz = Tn+1,

joten x,,q pitéisi olla parempi Z:n likiarvo kuin z,,. Néin saatiin analyytti-
nen perustelu Newtonin menetelmalle.

Kahden muuttujan tapauksessa etsitddn likiméaaraista ratkaisua yhtaloryh-

malle
f(z,y) =0
{ g(z,y) =0 )

[terointimenetelma loydetdaan kuten edelld kiyttamélla Taylorin kaavaa.

Olkoon (Z,7) yhtéléryhmén (19) tarkka ratkaisu ja (x,,y,) likiarvo. Silloin
Ar =T —x, ja Ay =7 — y, ovat pienid ja T = xz, + Az, § = vy, + Ay.
Taylorin kaavasta saadaan

0= f(@9) = fza + Az, yn + Ay)
= f(xm yn) + Axle(:Cmyn) + AyDZf(xnayn) + Tl
of of

= f(xna yﬂ) + Ax_(xmyn) + Aya_y

aSL’ (xm yn) + Tl

Vastaavasti

0 0
0=9(Z,7) = 9(xn, yn) + Axa—i(:cn, Un) + Aya—z(fvm Yn) + Tt
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Jaannostermi 77 on muotoa

BYRN

2

0
82
+ Ayzﬁ_yzf<xn+€Axayn+§Ay)) (0<&<1)

Ty :n kussakin termissi on joku luvuista (Az)?, (Ay)? ja AzAy. Jos f:n toisen
kertaluvun derivaatat eivét ole kovin suuria, niin 7} (ja samoin 73) on pieni,
joten likimain

0 0

Ox (20)
0=g(x )+Ax@(a: )+ A @(LE )
- g n?yn ax n?yn yay n)yn

Ratkaistaan tésta yhtaloryhmastda Az ja Ay, ja asetetaan

Tpi1 = Ty + Az, Ynt1 = Yn + Ay
Tamé on Newtonin menetelmé yhtéloryhmén (19) ratkaisemiseksi.

Esimerkki 15. Tarkastellaan yhtéléryhméaa

x2_y2:1
x2+y2:4

of of
= 2 _ 2= 1 - =2 b = -2
f(l',y) T y ? ax x? ay y
dg 99
gla,y) =" +y" =4, o Ty, =W

Talla yhtaloryhmalld on ratkaisu 7 = /2.5 = 1.5811 jay = /1.5 = 1.2247.
Yhtaloryhmé (20) on nyt

0=a —y2 1+ Ax-2z, + Ay - (—2y,)
0=ua2+1y2—4+Ax- 2z, + Ay -2y,
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Ratkaisu:

5 — 222
202 —5+4dx, - Az =0 = Ar= “n
4z,
3 — 292
202 — 3+ 4y, - Ay =0 = Ay:—yn
4y
Iterointikaava:
LA _21;%—1—5_1 _|_5 1
Tnl = A T Tt T
22 +3 1 3 1
n = Yn Ay = L = ZYn -
Ynt1 = Yn + AY iy, 2y+4 "
Alkuarvolla z¢g = 39 = 1.4 saadaan
1 5 1
=14+ 2. — =1
TL= +4 T4 593
1 3 1
=—-144--—=1.236
=g AT
Ty = 1.5812
Yo = 1.2248

3.9 Esimerkki

Tarkastellaan yhtéloa p(z) = C, missd p on polynomi. Joskus pieni héirié p:n
kertoimissa saattaa suuresti muuttaa yhtélon p(z) = 0 juuria.

Maaritellaédn polynomi p esimerkiksi siten, etta

p(z) = (r—1)(z —2)--- (z —20) = 2*° — 210" +--- +20!.
Yhtalolld p(x) = 0 on téll6in juurina x = 1,2 = 2,..., 2 = 20.
Muutetaan polynomin p 19. asteen kerrointa —210 korvaamalla se luvulla

—210 — 2723, Tamin tyyppisen yhtilon juurien méirdimiseksi on laskuissa
kiytettivia huomattavasti suurempaa tarkkuutta kuin 2723,
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4 Approksimointi polynomilla

4.1 Johdanto

Funktion approksimointi toisella funktiolla on tarpeen mm. seuraavista syis-
ta:

- approksimoimalla annettua funktiota yksinkertaisemmalla funktiolla
jotkin tehtavit helpottuvat (esimerkiksi funktion arvon laskeminen, nu-
meerinen integrointi ja derivointi)

- jos funktion arvot tunnetaan alunperin vain darellisen monessa pistees-
sé (esimerkiksi mittaustuloksissa), voidaan sopivasti valitun jatkuvan
funktion avulla approksimoida funktion arvoja sellaisissa pisteissé, jois-
sa niita el tunneta

Approksimoivina funktioina tulevat kysymykseen esimerkiksi
- polynomit

. . . P(gj)
- rationaalifunktiot 0@

- eksponentti- ja trigonometriset funktiot

Esimerkiksi voidaan approksimoida annettua funktiota f jollakin rationaali-
funktiolla R. Jotta téllainen approksimointi antaisi valilla ¢ < x < b arvot
f(z) n:n desimaalin tarkkuudella, on oltava

max |f(z) — R(z)] < = -107".

a<z<b

DN | —

Sanomme, ettd luku max,<,<p |f(x) — R(x)| on funktioiden f ja R vélinen
etdisyys valilld [a, b] tai funktion f— R normi vililld [a, b], merkitadn || f — R

Usein kdytdnnosséd tunnetaan f:n arvot vain &irellisen monessa pisteesséa
X1, To, ..., T, (esimerkiksi mittaustuloksissa). T&lloin voidaan kdyttaa nor-
mia

If = Rl = max [f(z:) — R(x:)]

ja pyrkié siis loytdmaén rationaalifunktio R, jonka arvot pisteissd x; poik-
keavat kyllin vdhén arvoista f(z;).
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Probleema. Kun f on annettu, etsi rationaalifunktio R siten, ettd deg R <
m ja
If — Rl (%)

on mahdollisimman pieni.

Ratkaisu riippuu kilytetystd normista || f — R||. Esimerkiksi ylldolleita mak-
siminormeja kiytettiessd yksittaiset mittausvirheet voivat aiheuttaa suuren
muutoksen ehdon (x) toteuttavassa approksimaatiossa R. Siksi on usein pa-
rempi mitata funktioiden f ja R vélinen etéisyys kdyttamallé ns. pienimmdn
nelion normia

If =Rl =D (fz:) - R(x»)?] (1)

i=1

Huomautus. Etiisyyslausekkeessa (1) esiintyy nelijuuri sen takia, etta ns.
sisdtuloavaruuden aksioomat olisivat voimassa. Normi (1) toteuttaa esimer-
kiksi kolmioepéayhtalon

Lf+gll < WA+ Mlgll,

missa ||f|| = ||f — 0]|. Vertaa normiin tasossa: jos (z1,y1) ja (z2,y2) ovat
tason pisteita, niin

(21, 91) — (22, 92) || = [(1171 - 932)2 + (y1 — yg)z}% .

4.2 Polynomiapproksimaatioista

Seuraavassa tarkastellaan ldhinné approksimointia polynomeilla. T&ll6in on
voimassa seuraava peruslause, jonka mukaan jatkossa funktioita voidaan ap-
proksimoida polynomeilla maksimoinnin suhteen mielivaltaisella tarkkuudel-
la.

Weierstrassin approksimointilause. Jos f on vililld [a, b] jatkuva funktio
ja e > 0, niin on olemassa polynomi p(x) siten, etta

max |f(x) —p(z)] < e.

a<z<b

Kaytannon kannalta on tarkedd osata 16ytéaa sellainen approksimoiva polyno-
mi, joka ei ole liian korkeaa astetta. Taloudellisinta on usein etsia rationaali-
nen approksimaatio. Approksimaatio 10ydetdan yleensa kdyttamalld jotakin
seuraavista menetelmistéa:
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Taylorin kehitelmé

interpolointi

pienimman nelion approksimointi

splinit

4.3 Taylorin kehitelma

Jos funktio f on n kertaa derivoituva pisteen a ympéristosséd, niin f:114 on
Taylorin kehitelma

f(@)=fla+(@x—a)= o (x —a)* +

missd € on silla véililla I, jonka péatepisteitd ovat = ja a. Téssa Taylorin
polynomi

n—1
f¥(a)
pa) =) @ —a)
k=0
on korkeintaan astetta n—1 oleva polynomiapproksimaatio funktiolle f. Virhe
on
()

pa) = (@) = - =y

ja sille saadaan vélilla a < x < b ylaraja

1 — pll = max [f(z) — p(a)] < "X

n
a<z<b n! ‘ '

max | — «
Jotta ko. yldraja olisi mahdollisimman pieni, on syyta valita a = “T“’, jolloin

« on siis valin a < x < b keskipiste.

Esimerkki 1. Haluamme approksimoida funktiota e™* valillda 0 < z < 10
kolmen desimaalin tarkkuudella. Taylorin kehitelmé pisteessa o = 0:

22 2
€ :1+IE+§+§+"'
2 [L’3
n—1
—1)k 3



Taylorin polynomilla saadaan haluttu tarkkuus, jos

< max |(—=1)"¢"*| max Ja[* = — <0510
0<e<10 7! n!

e’ —

max
0<z<10

Pienin n:n arvo, jolla viimeinen epayhtalé on voimassa, on n = 32.

Taylorin kehitelmé valin keskipisteessd o = 5 on

n—1
—1)ke—5 =£
et — 6—[5-}—(95—5)] — ¢ P (@=5) — Z %(z _ 5)k + (—l)ne—'(l' _ 5)n
—0 : n:
Virheelld on ylaraja
n—1
B (_1)]6675 ) 5n
xr N /7 - _ < -
0zr<io |© e~ K (z=5)7) < n!

Téasséd on oltava n > 19, jotta % < 1.1073.

N[ =

Taylorin kehitelmalla saadaan seuraavanlaisia polynomeja:

kehityskeskus ‘ polynomin aste
a=0 31

a=2>5 18

Muilla menetelmilla voidaan ratkaista astetta 5 oleva polynomiapproksimaa-
tio.

Huomautus. Taylorin kehitelmé ei siis yleensd anna tarkoituksenmukaista
polynomiapproksimaatiota maksimoimisen suhteen. Téaméa onkin luonnollis-
ta, silld ko. menetelmé riippuu vain funktion f lokaalisesta kiyttdytymisestéa
pisteen x ymparistossé. Toisaalta tassd ympdaristossd kehitelmé approksimoi
varsin hyvin funktiota f.

Esimerkki 2. Haluamme approksimoida funktiota arctan x valilla —1 < x <
1 kuuden desimaalin tarkkuudella. Taylorin kehitelmé pisteessd av = 0:

T T
3 5 7

dx T x T
arctanx:/ :/(1—$2+5L’4—$6+...)da::x——+————|—,,_

1+ 22 3 5 7
0 0
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Leibnizin lauseen avulla saadaan jadnnostermille arvio

n—1

(=" 22k < 1
2k +1 T 2k+1

max |arctanx —
—1<z<1

(]

k=0

Jotta saataisiin riittéava tarkkuus ﬁ < % 1075, olisi kilytettdvi 1 999 999

asteen polynomia. Toisilla menetelmilld voidaan 1oytaa 15. asteen polynomi,
joka antaa vaaditun tarkkuuden. Kayttdmalla rationaalista approksimaatiota

apx + a1z + azx®

R =
<x> 1+ CLQ.%'Q + a4:c4

voidaan kertoimet ag, ..., ay méaarata siten, etta

max |arctanz — R(x)| < = -107°.

1
lz|<1 2

4.4 Interpolointi

Olkoot (xo, fo), (1, f1), - - -, (%, fr) annettuja reaalilukupareja siten, ettd lu-
vut zg, 1, . . . , T, ovat keskenédén erisuuret Haluamme 16yt44 polynomin p, (),
joka saa kussakin pisteessd x; annetun arvon f;, so.

pn(xO) = va pn(‘rl) = fla ce 7pn($n) = f’m

ja jonka aste on korkeintaan n. Téllainen p,, on interpolointipolynomi. Pisteita
x; kutsutaan solmupisteiksi. Niihin liittyvat luvut f; voivat olla jonkin tun-
netun funktion f (esimerkiksi Inz,sinz, tms.) arvoja siten, ettd f(x;) = f;;
talléin p,(x) on funktion f polynomiapproksimaatio, joka yhtyy funktioon f
solmupisteissa.

Luvut f; voivat my0s olla kokeellisesti saatuja mittaustuloksia tai havain-
toarvoja. Polynomia p, kiytetddn hyvéksi, jotta saataisiin likiarvoja funk-
tiolle f mielivaltaisissa pisteissd x tai kokeellisesti méaarattéavalle funktiolle
sellaisissa pisteissd x, joissa ei suoriteta mittausta. Tama on interpolointia
tai ekstrapolointia riippuen siité, sijaitseeko mielenkiinnon kohteena oleva x:n
arvo solmupisteiden vélissa vai ei. Jalkimmaisessa tapauksessa menetelméa on
yleensd vihemman tarkka.
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Myohemmin nahdéan, ettd téllainen korkeintaan astetta n oleva interpoloin-
tipolynomi on olemassa ja yksikésitteinen. Yksikésitteisyys seuraa siitd, etta
kahden mahdollisen interpolointipolynomin erotus d,, = p, — ¢, on korkein-
taan astetta m oleva polynomi, jolla on ainakin n + 1 nollakohtaa [solmu-
pisteet xg, 1, ..., T,, joissa oletuksen nojalla p,(z) = ¢,(z)|; siis d,, havida
identtisesti, jolloin p,(x) = g, (z).

Seuraavassa tarkastelemme eri menetelmié p,(x):n 16ytadmiseksi. Kaikki me-
netelmat antavat yksikasitteisyyden nojalla saman polynomin, mutta polyno-
min esitysmuodot ja tarvittavien laskutoimitusten méara eroavat toisistaan
eri menetelmissa.

Erikoistapauksena: Lineaarinen ja kvadraattinen interpolointi

Lineaarisessa interpoloinnissa kiytetaan pisteiden (xq, fo) ja (z1, f1) kautta
kulkevaa suoraa, johon liittyva interpolointipolynomi on

pi(z) = fo + (x — 20) flT0, 71], (1)
flwo, x1] = Q :f; (2)

on enstmmdainen jaettu erotus.

Kaavasta (1) ndhdéén, ettd pi(zo) = fo, ja yhtéloista (1) ja (2) seuraa
pi(r1) = fi.

Esimerkki 1. Arvioi Suomen vakilukua vuonna 1978 seuraavan taulukon
avulla

Vuosi 1970 1982
Vékiluku (1000) 4508 4842

Ratkaisu.

4842 — 4598

1978) = 4 o T
p1(1978) = 4598 + 1982 — 1970

(1978 — 1970) = 4761 (oik. 4758)

Huomautus. py(xg) = fo.
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Kuvadraattisessa interpoloinnissa kiytetdan sitéd korkeintaan astetta 2 olevaa
polynomia po(z), jonka kuvaaja kulkee pisteiden (xg, fo), (21, f1) ja (22, f2)
kautta.

pa(x) = fo + (x — 20) fl20, 71] + (T — 20) (2 — 21) flT0, 71, T2], (3)

missé f[zg, z1] on kuten edelld ja

f[$0,$1, xQ] _ f[ﬂfl,.’L"Q] - f[:l:o,gjl] (4)
To — X
on toinen jaettu erotus.
Kaavasta (3) ndhdéén, ettd py(xo) = fo ja pa(z1) = fo+ (21 — xo)ﬁ:ﬁ‘; _y

lisdaksi pg(l’g) = fQ.
Esimerkki 2. Tiedetéén, ettd In8.0 = 2.0794, In9.0 = 2.1972 ja In9.5 =
2.2513 mutta mitd on In9.27 Lasketaan jaetut erotukset kaavoista (2) ja (4):

Ty = 80, fo = 2.0794
21 =9.0, fi = 2.1972
To = 95, f2 = 2.2513

f[ill'o, l’l] =0.1178

flr1, 29] = 0.1082 flzo, 71, 2] = —0.0064

(3) = polx) = 2.0794 + (x — 8.0) - 0.1178 + (2 — 8.0)(z — 9.0) - (—0.0064)
— 0.6762 + 0.2266z — 0.00642>

P2(9.2) = 2.2192 = In 9.2 neljdn desimaalin tarkkuudella.

Newtonin interpolointi ja jaetut erotukset

Kaavat (1) ja (3) ovat erikoistapauksia yleisemmésté interpolointikaavasta.
Kaavan (3) perusteella p, saadaan p;:sté lisédmalla sithen (3):n viimeinen
termi. Samaan tilanteeseen voitaisiin pyrkid myos yleisessé tapauksessa

Pn(x) = pno1(x) + gn(x) (5)
missi pp,_1(20) = pu(z0) = fo, -, Pn1(Tn_1) = Pu(Tn_1) = fro1 japa(z,) =

fn. Funktion
gn(2) = pn(2) = pnr(2) (57)
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maédrittelemiseksi toteamme, etté dskeisten ehtojen perusteella g, havida pis-
teissé wo, . .., r,_1. Koska g, on korkeintaan astetta n oleva polynomi (kuten
Pn), Sen on siis oltava muotoa

gn(®) = an(x = xo)(x —21) -+ (& = Tpa). (57)

Vakion a,, midrdédmiseksi sijoitetaan x = x,, ja ratkaistaan (5”) a,:n suhteen.
Koska (5’):n nojalla g,(x,) = pn(n) — pn1(zn) = fu — pn_1(z,), tulokseksi
saadaan

Ay =

Jn _pn71($n)
R [Py e ey (6
Tapauksessa n =1 on p,_1(x1) = po(x1) = fo, joten (6):n nojalla
_ J1 = po(z1) _ Ji—Jfo

ai = f[xoal’ﬂ,
1 — Xy T — Zo

ja siten (5) antaa tulokseksi kaavan (1). Samalla tavoin arvolla n = 2 saadaan
kaava (3) kun (6):ssa sijoitetaan

f2 —p1(2) 8 fo = fo — (x2 — o) flzo, 21,
jolloin
_ fo— fo— (w2 — x0) fw0, 71]
a (1’2 - $0)($2 - 1’1)

Kaava (3) saadaan siis kaavasta (5), kun siihen sijoitetaan arvolla n = 2
yhtélon (57) mukainen go(x). Samalla tavoin

a2 = f[930>$1,$2]-

f[l'l,ajg,l'g] - f[$07x17x2]

az = f[$0,$1,$27173] =

I3 — X
ja yleisesti
flz1, -z — flxo, -+ 1]
(lk:fx(),...,xk: ) 7
o, L @)
missi f[zo, ..., x| on k:s jaettu erotus.

Yhtéalosta (5) saadaan arvolla n = k
pr(z) = pr-1(x) + (x — mo)(x — 1) -~ (2 — wp—1) f 2o, - - -, k) (8)
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Antamalla k:lle perdkkiin arvot k = 1,2, ... tistd saadaan jélleen kaavat (1)
ja (3), ja arvolla k = n saadaan Newtonin interpolointikaava

f(z) = pu(z) = fo+ (¥ — 20) flro, 21] + (T — 20) (T — 1) fl0, 71, T2
+- ot (x—x0) - (x — xp 1) flTo, - - -, X0

(9)

Todistuksen hahmotelma: Merkitadn p, ;:1la solmupisteisiin 1, . . ., z; kuulu-
vaa interpolointipolynomia (aste < k) ja po x—1:lla solmupisteisiin o, . . . 251
kuuluvaa interpolointipolynomia (aste < k). Silloin

pulz) = (x — xo)pl,k(Iik—_(IxO— xk)p07k_1(x)7

josta saadaan pj:hon johtavaksi kaavaksi

flza, - xk) = flro, .- ]
T — o

= f[xo, e ,,I‘k].

Kaytannon laskuissa on hyva kiyttaa seuraavan esimerkin mukaista ns. jaet-
tujen erotusten kaaviota.

Esimerkki 3. Lasketaan In9.2:n likiarvo annettujen arvojen avulla.

xj  fi= ) | flrg, ] fleg xien ] flrg, . 254
8.0 2.079442
0.117783
9.0 2.197225 —0.006433
0.108134 0.000411
9.5 2.251292 —0.005200
0.097735
11.0 2.397895

Esimerkiksi
0.097735 — 0.108134

~0.005200 =
0.005200 T

Kaavasta (9) saadaan

ps(z) = 2.079442 + 0.117783(z — 8.0) — 0.006433(x — 8.0)(z — 9.0)
+0.000411(2 — 8.0)(z — 9.0)(x — 9.5),
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johon sijoittamalla x = 9.2 saadaan
£(9.2) =1n9.2 = 2.079442 + 0.141340 — 0.001544 — 0.000030 = 2.219208

Tarkka arvo (6 oikeaa desimaalia) on In9.2 = 2.219203. Interpoloinnin tark-
kuus kasvaa termi termilté, silla

p1(9.2) = 2.220782; py(9.2) = 2.219238; p3(9.2) = 2.219208.

Newtonin interpolointi ja eteenpiin otetut erotukset

Newtonin interpolointikaavassa (9) solmupisteiden vélit ovat mielivaltaisia.
Monissa sovelluksissa perdkkiisten solmupisteiden etdisyys on kuitenkin h,
jolloin voidaan kirjoittaa

r1 =29+ h, x9=2x0+2h, ... 2, =20+ nh. (10)

Talloin (7) ja (9) voidaan kirjoittaa yksinkertaisemmin kiyttamalld ns. eteen-
pain otettuja erotuksia seuraavasti.

Maééritelladn aluksi f:n ensimméinen eteenpdin otettu erotus pisteessd x;
yhtalolla

Afi = fiw1— 1,

toinen eteenpéin otettu erotus pisteessa x; yhtalolla
A’fy = Afj — Af
ja yleisesti fm k:s eteenpdin otettu erotus pisteessd z; on
Arfi= A A (k=1,2,..) (11)

Jos solmupisteille x; pitee (10), niin jaettujen erotusten ja eteenpéin otettu-
jen erotusten valilla vallitsee yhteys

1

— A, (12)

flzo, .-, xx

Todistetaan tamé induktiolla. Arvolla k = 1 saadaan

f[l’o,ﬂ?l] = Q : Q) = % [fl - fo] = %Afo-
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Jos (12) pétee arvolla k, niin

f[xl""7$k+1:| k'hkAkfl,
flzo, ... 2] = k'hk AF fy
Arvolla k 4 1 saadaan siten kaavasta (7)
T1,...,T — flxo,...,x
f[xo,...,:ckﬂ]:f[ ! k+1] — flzo k)
xk+1 — Zo
1

Tke1 — o k'hk k'hk
Téssd on (10):n nojalla x4 — xg = (k + 1)h, joten

1 1
flwo, s @] = (k+ 1)h k"hk’ (Akfl Akf()) - (k + 1)Ipk+1 (Ak+1f0)

Siis (12) patee myos arvolla k + 1 m.o.t.

Asetetaan seuraavaksi kaavassa (9) * = xo + rh, misséd r on positiivinen
reaaliluku. Silloin * — zg = rh, v — 21 = (r — 1)h (koska 3 — xy = h)
jne. Kayttamaélla lisdksi kaavaa (12) saadaan Newtonin interpolointikaavalle
esitys eteenpiin otettujen erotusten avulla:

Afo + T’h(’l“ — 1)h—A2f0 + -

pu(x) = f0+Th11h1 thz
rh(r—Dh- (r—n+ )h—A”fO

= fo+ (I) Afo+ (;)AQfo +- (n) A" fo,

missé yleistetyt binomikertoimet madritellaan

<T> . (Z) _rr=1)---(r—s+1) (s > 0 kokonaisluku) (13)

0 s!
Saadaan
" /r Tr—x
pn(x):;(S)Asfo (:c::t:o—l—rh,'r: : 0>
—1 —1)-(r—n+1
= 0+TAf0+—T(T2' )A2f0—|-..~—|—r<r ) n$r i )Anfo

(14)
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Jos f on n + 1 kertaa jatkuvasti derivoituva, voidaan nayttaa, ettd kaavaan
(14) liittyva virhe on muotoa

1 n+1
hn+1 (15>
= = 1) (= ),

(n+1)!

missd £+ on fn (n 4+ 1):s derivaatta ja t on zg:n ja x,:n vilissd (edellyt-
téen, ettd myos z sijaitsee ko. valilla).

Todistuksen idea pohjautuu Rollen lauseeseen. Maaritellaan apufunktio
Qn(z) = f(z) = pulz) = v(x — 20) - - - (x — ),
jolle pétee @, (%) = 0. Télloin
@):lla on n + 1 nollakohtaa
@:1la on n nollakohtaa
Q%"H):Ha on 1 nollakohta ¢,

jolloin

(n+1)
QU = f7 ) A+ D=0 = 9=

Esimerkki 4. Laske cosh 0.56 kiyttamalld kaavaa (14) ja seuraavan taulukon
arvoja. Suorita virhearvio. Eteenpéin otettujen erotusten kaavio

j Z; fj = cosh T Afj Aij Adf]
0 0.5 1.127626
0.057839
1 0.6 1.185465 0.011865
0.069704 0.000697
2 0.7 1.255169 0.012562
0.082266

3 0.8 1.337435
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- 0.56—0.5
Kaavasta (14) saadaan (z = 0.56, joten r = ==57>> = 0.6)

0.6(—0.4)

cosh 0.56 ~ 1.127626 + 0.6 - 0.057839 + -0.011865
0.6(—0.4)(—1.4
+ ( 6)( ) -0.000697
= 1.127626 + 0.034703 — 0.001424 + 0.000039
= 1.160944.

Virhearvio: Koska % cosht = cosht, kaavasta (15) saadaan

0.1%
£3(0.56) = T 0.6(—0.4)(—1.4)(—2.4) cosht = Acosht,

missd A = 0.00000336 ja 0.5 < ¢t < 0.8. Koska cosht on vililld [0.5,0.8]
kasvava funktio, tdsté seuraa

Acosh0.5 < £3(0.56) < Acosh0.8.
Koska f(z) = p3 — e3(x), saadaan edelleen
p3(0.56) — Acosh0.8 < f(z) = cosh 0.56 < p3(0.56) — A cosh 0.5.
Lasketaan yla- ja alarajojen numeroarvot:
1.160939 < cosh 0.56 < 1.160941
Tarkka arvo (6 desimaalia) on cosh 0.56 = 1.160941.

Lagrangen interpolointikaava

Oletetaan, ettd interpolointitehtévdan liittyvissa reaalilukupareissa (o, fo),
..., (@p, fr) solmupisteiden z; vilit ovat mielivaltaisia. Méaritelldén polyno-
mit lo(z), 1 (z), ..., l,(z) yhtélolla

() = (z—@1)(x —x2) - (v — )
e(x) = (x — o)+ (¢ — 2p—1) (& — Tpy) -+ (2 — )
() =

lo(z) = (x —x0)(x —21) -+ (x — 1)

l()l‘

Néiden avulla muodostettu ns. Lagrangen interpolointikaava on

(o) * (19)

f(z) &~ Ln(2) = Z
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Oikeanpuoleisessa summassa kukin termi edustaa polynomia, joka saa yh-
dessé solmupisteessid arvon fj ja muissa solmupisteissd arvon 0. Nain ollen
L,(zx) = fr kaikille k, joten L, on annettuihin lukupareihin liittyva inter-
polointipolynomi.

Esimerkki 7. Etsitddn In9.2 soveltamalla Lagrangen interpolointikaavaa
(19) ja seuraavan taulukon arvoja

z | 9.0 9.5 100 110
Inz |2.19722 225129 2.30259 2.39790

_ lo(l’) ll(fE) f1+ lg(l’)

19) =  Ls(z i i ,
( ) 3( ) lo(xo) fO ll(.ffl) lg(x2>f2 13(333) f3
misséa
lo(x) = (x —9.5)(z — 10)(z — 11)
li(z) = (x — 9)(x — 10)(z — 11) jne.
Siten 0.43200 0.28800
n92~ — """ .919722 + — .2.9512
n9.2~ — 000 - 2172+ g37a00 201
0.10800 0.04800
0 9302 .2,
050000 239299+ 3000 23970

= 2.21920 (5 oikeaa desimaalia)

Kaytannon laskuissa polynomien L,, kiytto on hankalaa, silla laskutoimituk-
set ovat tyolditda ja polynomien astetta kasvatettaessa aikaisempi laskutyo
menee hukkaan. Lagrangen polynomeilla on kuitenkin huomattava teoreetti-
nen merkitys.

4.5 Pienimman nelion approximointi

Esimerkki 1. Annettu 5 tason pistettéd (z;,y;) seuraavasti:

| ox |y
1110110
211517
3120122
4125125
5130125
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Etsimme toisen asteen polynomia py(z) = a + bz + cz? siten, etti

5
2
(yi - pz(iUz'))
i=1
on mahdollisimman pieni. Toisin sanoen, haluamme 16ytaa vakiot a,b ja ¢

siten, etta

5
F(a,b,c) = Z (yi —a — bx; — c:v?)2
i=1
on mahdollisimman pieni. Valttamaton aériarvoehto
or oF OF
da  Ob  Oc

johtaa lineaariseen yhtaloryhmaén, ns. normaaliyhtdloihin

(

5
—QZ (y; —a —bx; — cx?) =0
i=1

5
—22 zi(y; — a — bx; — cx?) =0
i=1

5
—22 23 (yi —a —br; —cxi) =0
i=1

\

Matriisimuodossa:
U X w Y a > Y
PRI DI D D b | =1 X zw
Sooap ol Y c >y

missé kaikki summausindeksit juoksevat 1:sté 5:teen. Kerroinmatriisi on sym-
metrinen ja voidaan osoittaa, ettd yhtaloryhmalla on yksikésitteinen ratkaisu,
joka antaa funktiolle F'(a,b, c) pienimmén arvon. Kerroinmatriisi ja oikean-
puoleinen vektori lasketaan kayttamalla taulukkoa:

2
T; Yi T;

1 1.0 1.0
1.5 1.7 2.25
2.0 2.2 4.0
2.5 2.5 6.25

3 2.5 9.0
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Muodostetaan ensin summat

5 5

5
d =10, D yi=99, > al =225
=1

i=1 i=1
Lasketaan sitten taulun pystyvektorien "sisétulot"

5

5 5 5
STat=55 Y al=142125, Y wy =217, Y aty, =51.75
=1 =1 =1

i=1

Koska $°°_ 1 = 5, voidaan normaaliyhtilst kirjoittaa
=1

D 10 22.5 a 9.9
10 225 5Y) b | = 21.7
22,5 55 142.125 c 51.75

Ryhma ratkaistaan esimerkiksi Gaussin eliminointikeinolla. Ratkaisu on
a = —1.1400, b= 2.5886, c= —0.4571.

Esimerkki 2. Sama probleema kuin Esimerkissé 1, mutta ps(x) kirjoitetaan
muotoon
po(r) =ad +V(x—2) +(z—2)>

Télloin saadaan yhtaloryhma

> 1 0 > (z —2)° a > Vi
0 > (zi —2)? 0 ol =1 X @i—2u
> (zi —2)? 0 > (z—2)* c > (2 —2)%y

jonka kertoimista muutamat ovat nollia symmetrian vuoksi. Keskimméisesta
yhtalostd saadaan b, kun taas yhtalot 1 ja 3 muodostavat yhtaloparin, jossa
tuntemattomina ovat a’ ja ¢

Huomautus. Yritteessd kannattaa yleensdkin kiyttaéd sellaisia muuttujan
x — « polynomeja missé « sijaitsee arvojen x; keskivaiheilla.

Esimerkit 1 ja 2 kuvaavat ns. pienimmdn neliésumman approksimointia (PNS):
funktiota y = f(x) approksimoidaan polynomilla py(x) siten, ettd virheen
—(f(x) —pa(x)) pisteissé x1, T, . . ., x5 saamien arvojen nelibsumma on mah-
dollisimman pieni.
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Esimerkissé 1 olisi lausekkeen F(a,b,c) asemasta voitu yrittdd minimoida
esimerkiksi funktiota

5
F1<Cl,b,0) = Z|y1_a—bxz_cx?|
=1

tai "maksiminormia" (vrt. §4.1)

— g —br — cx?
Fy(a,b,c) = max lyi — a — bx; — cxf|.
Tallaiset approksimointitehtavit ovat laskennallisesti hankalampia kuin pie-

nimman nelidsumman keino.

Huomautus. Esimerkissd 1 ei ole olemassa toisen asteen polynomia, joka
saa pisteessa x; arvon y; kaikille ¢. Téssa ei siis etsita interpolointipolynomia.

Jos halutaan approksimoida annettua funktiota f m:nnen asteen polynomil-
la, missd n # 2, voidaan menetelld kuten Esimerkeissd 1 ja 2. T&ll6in nor-
maaliyhtdloitd on n 4 1 kappaletta, silld n:nnen asteen polynomilla on n + 1
kerrointa. Tapauksessa n = 1 approksimoivan polynomin kuvaaja on suora,
ns. pientmmdn neliosumman suora.

Jos funktio f tunnetaan koko valilla [a, b] ja halutaan f:lle pienimmén nelion
approksimointi n:nnen asteen polynomilla, voidaan yrittdd minimoida

b

Feo,c1y.ny0) = / (f(a:) — ickxk>2dx.

a

Tassa siis mitataan "virhettd" integraalilla summan asemasta.

Normaaliyhtédloiden ratkaiseminen saattaa olla numeerisesti hankalaa siksi,
ettd pienet hairiot kertoimissa voivat suuresti muuttaa ko. yhtaloiden ratkai-
suja. Sen vuoksi on usein syytd kiyttdd muita menetelmia approksimaation
l6ytamiseksi erityisesti mikali n on suuri.

Erés keino on kéyttad yritteend polynomin » ) _, crx” asemasta lineaarikom-
binaatiota

p(x) = arli(z),
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missé astetta k olevat polynomit Ly (x) on valittu siten, ettd normaaliyht&loi-
den kerroinmatriisi muuttuu diagonaalimatriisiksi. Téllaiset polynomit ovat
annettuun approksimointitehtavaan liittyvia ortogonaalisia polynomeja.

Havainnollistamme ylla kuvattua menettelyd esimerkin avulla. Yksinkertai-
suuden vuoksi kiiytdmme "integraalinormia"

1
1

I£ =5l = ([ (H(a) = p(w)ax) "

-1
mutta samaan tapaan voidaan tarkastella "summanormia"
m ) 1
2
1F =2l = (3 (Flw) = p(@)*) "
i=1

Esimerkki 3. Approksimoidaan funktiota sin mx kolmannen asteen polyno-
milla valilla —1 < x <1 siten, etté

1 3 2
/(Sinmc— E ckxk) dz
k=0

-1

on mahdollisimman pieni. Tehdaén yrite

k=0
missa
3 1 5 3
Lo(x) =1, Li(z) ==z, Ls(x)= 5‘762 —5 Ja Ly(e) = 5903 — o
Lausekkeen

F(ao,al,a2,a3) =

|
’_‘\»—*
VRS
<
B
N
8
|
-
Q
ol
~
o
=
N——
)
QU
S

minimoimiseksi asetetaan
oF

—— =0 k=0,1,2,3).
(9ak ( 777)



Talloin saadaan normaaliyhtalot

( 1

2/L0(Sin L — akLk dr =

-1
1

)
Z/Ll(sinﬂx— ap Ly (z )dx
)

1

2/L2(sin L — akLk dr =

y 3
2/L3(sin7m: - ZakLk(x))da: =0

\ -1 k=0

Kertoimien ag, a1, as, as ratkaisemiseksi (1) voidaan kirjoittaa my6s muotoon

(

\

Qo /LgLod(L’ + aq

1 1 1 1 1

ao/Lgdm—|—a1/LOlex—|—a2/L0L2dx+a3/L0L3dx = /LO sin rxdz

-1 -1 -1 -1
1 1 1 1

ao/LlLod(E + aq /L%dl’ + CLQ/LlLQdZL' + ag/Lngdl' = L1 sin mxdx

-1 -1
1

21
1
1 /
1
LoLidx + ag/Lgdx + ag/Lngdx = /L2 sin mxdx
LsL /
21

1

-1 -1
1

-1

/LgLod(L’ + (11/
-1

-1

Ljsin rzdzx

1dx+a2/L3L2dx+a3/L dr =

(2)

Yhtaloryhmén (2) kerroinmatriisi on diagonaalimatriisi, silla

1

/LiLjd:c =0, kunij,

-1
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ja

Ratkaisu on néin ollen

1

1
ap = (k+ 5)/Lk(x) sin mxdx (0<k<3)
s

Esimerkiksi

1 1
1 3 3
ag = — /sinwxdm =0; a = —/:Csinﬂxdx = — jne.
2 2 s
-1 -1
Huomautus. Polynomit Li(z) ovat ns. Legendren polynomeja. Ne voidaan
maaritelld palautuskaavalla

2k+1 k

Lyyi(z) = E xLy(x) — o 1Lk_1(:1:); Lo(x) =1, Li(z)==.

4.6 Splinit

Interpolointipolynomin asteluvun korottaminen ei aina paranna interpoloin-
nin tarkkuutta. Esimerkiksi funktion

fla) = —

1 + 2522

valilla [—1, 1] muodostettujen interpolointipolynomien solmupisteet voidaan
valita siten, ettd interpoloinnin maksimivirhe kasvaa rajatta polynomin as-
teluvun kasvaessa. Téllainen epéstabiilisuus voidaan vélttaa kayttamaélla ns.
splineja.

Splinit ovat ns. palapolynomeja, so. jatkuvia funktioita joiden rajoittuma kah-
den perakkaisen solmupisteen maaradmalle vilille on polynomi. Liséksi vaa-
ditaan, ettd solmupisteisséd funktio on riittdvin monta kertaa derivoituva.
Interpolointi téllaisilla funktioilla on yleensé numeerisesti stabiilia.
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Yksinkertaisimman esimerkin approksimoinnista palapolynomeilla antavat
paloittain lineaariset funktiot (esimerkiksi puolisuunnikassidénto). Téllaisen
funktion kuvaaja on kuitenkin sérmikés, eiké funktio ole derivoituva sdrmien
kohdalla. Splineihin paadytdan vaatimalla derivoituvuus myds solmupisteis-
Sé.

Kaytannossa tarkeimmét lienevit ns. kuutiosplinit, jotka maéritelladn seu-
raavasti. Olkoon f funktio, jota halutaan approksimoida valilld a < x < b.
Oletetaan, etté vili on jaettu osavéleihin, joiden padtepisteind ovat seuraavat
solmupisteet:

a=xy<x <---<xp,=D>. (1)

Solmupisteisiin (1) liittyva kuutiosplini on vélillda a < x < b kaksi kertaa
jatkutvasti derivoituva funktio, jonka rajoittuma kullekin kahden periakkéisen
solmupisteen rajoittamalle vilille on korkeintaan astetta 3 oleva polynomi.
Funktiota f interpoloiva kuutiosplini g saadaan vaatimalla lisdksi, etta

9(zo) = f(z0) = fo, g(x1) = f(x1) = f1,. ., (@) = f(zn) = fu. (2)

Seuraavassa osoitamme, etté téllainen ehdot (2) tdyttéva kuutiosplini on ai-
na olemassa. Se ei kuitenkaan ole yksikasitteinen, silla derivaatoille vélin
a < x < b padtepisteissé voidaan antaa mielivaltaiset arvot:

Lause 1. Olkoon f wvdlilli a < x < b madritelty funktio. Oletetaan, ettd
valilld a < x < b on annettu solmupisteet (1), ja olkoot ky ja k, mielivaltaisia
reaalilukuja. Silloin on olemassa tismdlleen yksi solmupisteisiin (1) liittyvd
kuutiosplini g siten, etti (2) pdtee ja lisiksi

g'(x0) = ko, g'(wn) = kn. (3)

Todistus. Helposti ndhddén, ettd jokaisella osavélilld I; = [x;, z;41] 10ytyy
tasmélleen yksi korkeintaan astetta 3 oleva polynomi p;(z) siten, ettd

pi(w;) = f(x5), pi(xje1) = f(T541) (4)

ja p} saa osavilin padtepisteissd ennalta annetut arvot

p;(xj) = kj, P}(ﬂﬁjﬂ) = Kj41- (5)
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Téllaisen polynomin lauseke saadaan merkitsemalléd ¢; = $_+11_x_ seuraavaan
J J
muotoon
pi(@) = fla;)cj (@ — 2j0)*[1 + 2¢5(z — ;)]
+ flaj)ef (@ — 25)°[1 = 2¢5(z — 2j44)] (6)
+ ki (@ — x5) (@ — j41)° + kj & (2 — 25)% (2 — 2j41)

Yksikasitteisyys on harjoitustehtéva.

Etsittévén kuutiosplinin g(x) rajoittuma vélille I; on muotoa (6). Jotta g(x)
olisi kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva my6s solmupisteissé x;, on oltava

pja(z;) =pilz;)  (1<j<n—1) (7)
Kaavasta (6) saadaan derivoimalla

Pi(x) = 2f (2;)c5[1 + dej(x — zj41) + 2¢5(z — ;)]
+2f(2j11) 31 — i (x — x) — 2¢5(x — xj41))] (8)
+ (4]{7] + 2kj+1)6j2<l’ — 'Ij+1) + <4kj+1 + 2]63)03(.1’ — l’j)

Yhdistamaélla kaava (8) ja ehdot (7) saadaan

6 (2-1)cj 1 — 6 (x;)c; 1 + (4h; + 2kj1)cj (9)
= —6f(xj)c? + 6f(xj+1)c§ — (4k; +2kj1)e; (1<j<n-—1)
Merkitsemélla Afj—l = f(ZL’j) — f([)’}j_l) ja Af] = f(ZL’j_H) — f([E]) kuten

luvussa § 4.4 kaava (9) voidaan kirjoittaa muodossa
cjmkjo1 +2(cjm + )k + ek = (G Afim + GAS)  (10)

Yhtélot (10) muodostavat arvoilla 1 < j < n — 1 lineaarisen yhtaloryhmén,
jossa tuntemattomia ovat luvut kq, ..., k,_1. Tdméan yhtaloryhmén kerroin-
matriisi on sddnnéllinen (ilman todistusta), joten systeemilla (10) on tés-
mélleen yksi ratkaisu kq, ..., k,_1. Sijoittamalla tdmé ratkaisu yht&l6ihin (6)
saadaan polynomit pg, pi,...,pn_1, joiden vilillda ¢ < x < b maaritteleméa
funktio g(z) on ainoa ehdot (3) ja (7) toteuttava funktiota f(x) interpoloiva
kuutiosplini. O
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Analysoimalla Lauseen 1 todistusta saadaan algoritmi splinin méérittelemi-
seksi. Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan tapausta, jossa perdkkaisten
solmupisteiden etaisyys on vakio h, so.

r1=x9+h, x9=29+2h, ..., v, =nh

Silloin ¢; = w_Hl_x_ = +, joten kertomalla (10) puolittain h:lla ja merkitse-
J J

mélla f(z;) = f; saadaan

3 . )
kj1+4k; + kja = E(fj+1 —fim1) ((<j<n-1) (11)

Téssd ko ja k, ovat annettuja, esimerkiksi kg = f(a), k, = f'(b). Algo-
ritmin ensimmaisessé vaiheessa ratkaistaan kq, ..., k,_; lineaarisesta yhtalo-
ryhmésté (11). Toisessa vaiheessa médritelldan splinin g(x) kertoimet. Vélilla
x; < x < xj41 = x; + h splini g(z) voidaan kehittédéd Taylorin polynomiksi

pi(x) = ajo + aji(x — ;) + ajp(x — x;)* + ajs(z — z;)°, (12)
misséa
ajo = pi(r;) = fj
aj1 = pji(x;) = k;  (5)m nojalla (13)
1 3 1
aj = Qp;‘/(xj) = ﬁ(f]#l — fi) = E(kj—i-l + 2k;)

(vertaa kaavan (9) oikea puoli). Kertoimien a;3 laskemiseksi todetaan, etté
(8):m perusteella

2

h(%‘”l + k;)

6
Pi(wj41) = 72 (fi — fir1) +
kun taas (12):n nojalla

p;/(l'j+1> = 2aj2 + 6Clj3h

Merkitsemaélla oikeat puolet yhtasuuriksi saadaan yhtélo, josta a;3 voidaan
ratkaista:

1 3 1
aj3 = o {ﬁ(fj = fir1) + 7 (kj + 2kj) — aj?}

Kun téhén sijoitetaan ajo:n lauseke kaavasta (13), saadaan lopulta

i3 = (s = o) + (b + Ky) (14)
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Esimerkki 1. Etsitééin funktiota f(z) = 2 vililli —1 < z < 1 interpoloiva
kuutiosplini g(x), kun solmupisteet ovat zp = —1, 1 = 0, 2o = 1 ja vilin
péédtepisteissd vaaditaan, ettd ¢'(—1) = f'(—1), ¢'(1) = f'(1).

Koska n = 2, yhtaloryhmé (11) surkastuu yhtéloksi
3
ko + 4ky + ko = E(fQ — fo)-

Téassa l{?(] = f/(—l) = —4, ]{32 = f/(1> = 4, h = ]., f2 = f(].) =1 ja f() =
f(=1) =1, joten yhtélon ratkaisuksi saadaan k; = 0. Kaavoista (13) ja (14)
seuraa siten arvolla j =0

agp = fo=1

ap]p — k'o =—4

Qo2 — 3(f1 — f()) (k‘l -+ 2]{30) = 3(0 — 1) (0 — 8) =5
aos = 2(fo — f1) + (k1 + ko) =2(1 —0) + (0 —4) = =2

Nain ollen
po() =1—4(x+1) +5(x+1)* = 2(x +1)* = —2? — 22°.
Samalla tavoin saadaan arvolla j =1

aro = f1 =10
ayp = ]Cl =0
Siis
po(7) = —2® + 22°.
Etsitty splini g(z) toteuttaa siis ehdot

(2) = —x2—2x3, kun —1<2<0
KL= — 224223, kun 0<z<1

Esimerkki 2. Funktiosta f tiedetdén seuraavat arvot
fo=f0)=1, fi=[f(2)=9, f2=/f(4) =41, f3=f(6) =41
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Etsitdén interpoloiva kuutiosplini, joka toteuttaa ehdot ky = 0, k3 = —12.
Koska n = 3 ja h = 2, yhtéléryhmé (11) on

ko + 4ky + ko = g(fg — fo) =60

ki + 4ky + ks = g(f:s — f1) =48

Arvoilla kg = 0, k3 = —12 ratkaisuksi saadaan k; = 12, ky = 12. Kaavoista
(13) ja (14) saadaan splinin kertoimiksi arvolla j = 0

agp = fo=1
ap1 :/{0:()
3 1 3 1

(g3 = %(fo - fi)+ i(kl + ko) = 2(1 —9)+S(1240)=1

W

Valilla 0 < x < 2 pétee siis
g(x) =po(z) =1+ 2.
Arvolla j =1

g(x) = p1(x) =9+ 12(x — 2) + 6(z — 2)* — 2(z — 2)°
= 25 — 367 + 1827 — 22° (2<z<4)

Arvolla j = 2

g(x) = pa(x) = 41 + 12(x — 4) — 6(z — 4)*
= —103 + 60z — 62° (4 <z <6)

Splineilld on seuraava minimiominaisuus:

Lause 2. Olkoon f wvililli a < x < b kakst kertaa jatkuvasti derivoituva
funktio, ja olkoon g solmupisteisiin (1) liittyvd funktiota f interpoloiva kuu-
tiospline siten, ettd

gla)=f(a) ja g'(b)=[(b) (15)



Silloin
b b
/f"(x)QdmZ /g"(x)2dx,

ja yhtdsuuruus pitee vain jos f(x) = g(x) vdlilli a < x <b.

Todistus. Yhtalosta (15) seuraa osittaisintegroinnilla

[o@ i@ -gaa =Y [ 5@ - @

=Y/ A@ @ - @) - [ 5@ @ - g @) ds

Zj

Téssa viimeinen integraali havida, koska p/’

/() on vakio ja

/ﬁfu»—yumm: /Lﬂ@—g@ﬂzo

My®6s sijoitustermien summa on nolla, silla

n—1 Tj+1

>/ B@f @) - g @)

7=0 Tj

= po(@1)[f'(21) — g(z1)] — po(20) [f'(20) — ¢'(w0)]

+ Py (w2)[f (22) — g(w2)] — P (@) [f (21) — ¢’ (@1)] + - -

kaavan (15) nojalla. Siis

b

/ f(x)g" (w)da = /b g"(x)*dz,

a
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josta seuraa

/b [f"(x) = g" ()] da = /b (@) dr —2 /b " (@)g" (w)d + /b g (x)*dx

_ / (@)de — /b §"(2)%da

a

Koska vasen puoli on ei-negatiivinen, ndhddan ettd (15) pétee ja ettd yhté-
suuruus on voimassa vain jos f”(z) — ¢"(x) = 0, jolloin f(x) = g(z) vililla

la,b]. O

4.7 Polynomiapproksimaatioiden kiyttomahdollisuuksia
1° Funktion approksimointi tietokoneessa

Esimerkiksi funktio sin .

2° Numeerinen integrointi

Laskettaessa likiarvoa integraalille fab f(z)dx voidaan f(x) korvata jollakin
approksimoivalla polynomilla p(x) siten, ettd virhe

/ (f(x) - p(x))dz

a

on kyllin pieni. Jos kiytetéén pisteisiin 2 = a + k=% (0 < k < n), liittyvéid
interpolointipolynomia, jolloin siis p(zy) = f(z), saadaan ns. n:nnen kerta-
luvun Newtonin-Cotesin integrointikaava. Arvolla n = 2 saadaan Simpsonin
kaava.

Toisinaan on paikallaan kayttaa katkaistua Taylorin kehitelméa. Esimerkiksi
kiyttamalld esitysta

71



saadaan laskettua integraalin

N|=

sin x
dz
T

arvo tarkkuudella +10796.

3° Numeerinen derivointi

Jos p(z) is funktiota f(z) approksimoiva polynomi, niin funktion derivaattaa
f'(x) voidaan approksimoida polynomilla p’(z). Jos halutaan approksimaa-
tio kokonaisella vililld a < z < b, niin p(x) voi olla esimerkiksi interpoloiva
kuutiosplini tai pienimmén nelion approksimointi. Interpolointipolynomeja
kiytettdessd voi virhe |f'(x) — p/(x)| kasvaa rajatta polynomin asteluvun
kasvaessa.

Lokaalinen likiarvo derivaatalle f’(x) 10ydetdén derivoimalla sopivaa inter-
polointipolynomia. Kun funktiota approksimoidaan pisteita (x —h, f(x— h))
ja (a: + h, f(z+ h)) yhdistavalla suoralla, saadaan likiarvo

fx+h) = flz—h)
2h '

f'(x) ~

Téassé esiintyva virhe voidaan laskea kdyttamalla Taylorin kaavaa. Vahenta-
maélla puolittain yhtalot

Fla+ 1) = £(&) + @) + 5 ) + )

2
! h 1" h3 "
fla = h) = f(2) = hf'(@) + 5 1@) = - 1"(E)
saadaan (et h ( B
iy = LEIDTEZH) R ey, )
silla
f (gl)gf (£2> :f”/(f)

jollakin & (mikdli f"”(z) on jatkuva).
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Derivaatan f”(x) approksimointiin voidaan kdytta4 toisen asteen interpoloin-
tipolynomia, jonka kuvaaja kulkee pisteiden

(x—h, flx=h)), (= f(z)) ja (z+h, flz+h))

kautta. Kaava (1) vastaava kaava on talloin

f”(l‘) _ f($ + h) B 2];(2‘%‘) + f(:L“ B h) . %f(4)(§)- (2>

Kaavoissa (1) ja (2) esiintyvit jadnnostermit saadaan miten pieniksi hyvinsa
pienentamalld h:ta. Néin ollen derivaatoille f'(x) ja f”(z) voidaan saada
(periaatteessa) mielivaltaisen tarkat approksimaatiot kdyttdmalla funktion
arvoja pisteissd f(x) ja f(x £ h), missd h on kyllin pieni. Jos arvot f(z + h)
ja f(x—h) voidaan laskea tarkkuudella ¢ ja | f"”(x)| < M vélilla [x—h, z+h],
niin kokonaisvirhe derivaatan f’(z) approksimaatiossa

fle+h) = flz—h)
2h

on kaavan (1) nojalla enintéaén

e+e+h2M_5+h2M
2h 6 h 6

Katkaisuvirheesté —%2 1" (&) aiheutuva termi %QM pienenee kun A — 0, kun
taas funktion arvojen epéatarkkuudesta aiheutuva termi ; kasvaa kun h — 0.
Kokonaisvirheen minimoimiseksi olisi h valittava niin, etté

e  h*M

T(h) = 7 +—

on mahdollisimman pieni. Asettamalla 7"(h) = 0 saadaan

3€ 3
- ()

Toinen keino on asettaa molemmat virhetermit yhtasuuriksi:

1
e WM ikh_(&y

h 6 M
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5 Differentiaaliyhtalot

5.1 Johdanto

Esitdmme joitakin menetelmia alkuarvotehtavin

y(a) =1

ratkaisemiseksi. Ratkaisulta y(z) vaaditaan, ettd se on derivoituva jollakin
annetulla vélilld a < z < b ja saa pisteesséd © = a arvon 7. Lisdksi y/'(z) =

Lause 1. (Picardin lause) Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva ja ettd

‘W(% 0 '

RCASSEVA I ¢
dy

kaikilla © € [a,b] ja kaikilla y. Silloin alkuarvotehtivdlld (1) on yksikdsittei-
nen ratkaisu.

Esimerkki 1. Osoitetaan, ettd alkuarvotehtéavalla

J = r?siny
1+ 22
y(0) =1

on yksikésitteinen ratkaisu valilla 0 < z < oo.

Funktio f(z,y) = % on kaikkialla differentioituva ja siten myos jatkuva.
of 2
oyl

2% cosy x

a2 <1

T 14a2%T

Lauseen 1 ehto on siis taytetty.

Seuraavassa tarkastellaan ns. askelmenetelmié, joissa lasketaan likiarvoja rat-
kaisulle y(x) dérellisen monessa vélin a < z < b pisteessi x1, s, ..., zy. Rat-
kaisu voidaan tietenkin loytad myos suljetussa muodossa. Téméa on kuiten-
kin harvinaista ja saattaa johtaa niin hankaliin laskuihin, ettd numeerinen
ratkaisu on edullisempi.
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Esimerkki 2. Alkuarvotehtavalla

2y
I
y _x+1—x4

y(0) =1

on ratkaisu

I+ ¢ 1—u ~aret
— arctanx arc al’l’LLd 1
y(@) (l—x) /u<1+u) ut
0

5.2 Askelmenetelmat

Askelmenetelmisté yksinkertaisin on FEulerin menetelmd. Tarkastellaan al-

kuarvotehtavaa
y' = f(z,y)
_ (1)
yla) =1
valilld a < x < b. Jaetaan vili N:4dn osavéliin, joiden pituus on h = I’_T“ ja
paatepisteet
Ty =a+kh (0<k<N).

Merkitddn y:lla ratkaisun y(z) likiarvoa pisteessd x = xj. Virhe pisteessd
xy on siis yg — y(zx). Eulerin menetelméssé lasketaan likiarvot v, yo, ..., yn
perakkiin kiayttamaéalla kaavaa

Yn+1l = Yn + hf(xna yn) (2>
T&ll6in xg = a ja yo = y(a) = n, joten

y1 =y +hf(a,n)
Yo =1 + hf(z1,y1)
Ys = Y2 + hf(22,92) (3)

yn = yn—1 + hf(xn_1,yn-1)
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Esimerkki 3. Kasitellddn Esimerkin 2 alkuarvotehtdvaa Eulerin menetel-
malla. Kayttamaélla askelpituutta h = 0.1 saadaan

y(0) =y =1
y0.)~y;=1+01-2=1.2

2.1.2
Dy =12+01(014 ") =14
y(0.2) = ys +0 <0 +1_10_4> 5

2.1.45
By =145+01(02+ — ") =1.
y(0.3) ~ s 540 (0 +1_16.10_4) 76
y(0.4) ~ yy = 2.118

y(0.5) = y5 = 2.593

Perustellaan Eulerin menetelméé ensin analyyttisesti ja sitten graafisesti.
Likiarvo yo = n saadaan alkuehdosta y(a) = 7. Oletetaan, etté ratkaisu y(x)
on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva. Taylorin kaavastaa saadaan

2

y(zo + h) = y(xo) + hy' (o) + 71/’(5)-

Jattamalla téssd pois jadnnostermi saadaan arvolla y(zo+h) = y(z1) likiarvo

y1 = y(xo) + hy'(zo) = 1+ hf(zo,40) = n+ f(a,n).
Néin saatiin ensimméinen kaavoista (3). Virhe likiarvossa y;

h2
y1 —y(x) = —Ey"(ﬁ)

Koska 3" on jatkuva, tdmé virhe saadaan miten pieneksi hyvéansa valitsemalla
h tarpeeksi pieneksi. Toinen kaavoista (3) perustellaan samalla tavoin, ja
yleisesti kaavasta

2
y(xn + h) = y(z,) + hy'(z,) + gy”(én)
saadaan likiarvo
Yn+1 = Yn + hf(xnv yn)
jattamalla pois %2y” (&n) ja korvaamalla y'(z,) = f (xn, y(xn)) likiarvolla

f(zpn, yn). Jalkimmaéisestd toimenpiteestéd aiheutuvaa virhetta voidaan arvioi-
da valiarvolauseen avulla, jos Lauseen 1 ehto

of (z,y)
e
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on taytetty:

| (@, y(20)) = f(@n, )| < K y(20) = ¥l
Jos liséksi |y”(x)| < M kaikilla x € [a, b], voidaan osoittaa, ettéd globaalille
katkaisuvirheelle pétee

hM ef@n=a) 1

—yl <
[y(n) =yl < = I
Virhe oikeanpuoleisessa paétepisteessd zy = b on siis enintdén
hM K(b—a
o (=),

jos laskentavirhetté ei oteta huomioon.

FEulerin menetelma

Probleema:
y' = flx,y)
y(a) =n
Algoritmi:
yn+1 = yn + hf(,’]j‘n7 yn)

v b—a (4)

Tp=a+nh, h= ~
Virhearvio: .

ly(en) = yul < 5 (07 —1).

Jos Lauseen 1 ehdot on téytetty, differentiaaliyhtéalolla v = f(z,y) on tés-
mélleen yksi annetun pisteen (x,y) kautta kulkeva integraalikiyra. Eulerin
menetelméssé piirretdén integraalikiyrille tangentti pisteeseen (x,,y,), jol-
loin y,,+1 on ko. tangentin ja suoran z = x,,,1 leikkauspisteen y-koordinaatti:

Yk+1 = Yk + hf(l‘n, yn)

Huomautus. Eulerin menetelmén sijasta kiaytetddn tavallisesti tarkempia

menetelmid, joissa virheen ylérajalla on samantapainen lauseke, mutta h:n

sijasta esiintyy tekija h?, missd p > 1. Suuremman tarkkuuden ansiosta voi-

daan talloin kayttda suurempaa askelpituutta h, jolloin tarvittavien askelei-
b—a

den lukuméara N = ~ vahenee.
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Eulerin menetelmé on esimerkki yksiaskelmenetelmdsta. Sellaista menetel-
maéd, jossa likiarvon y,,,; laskemiseen kiytetddn useampia aikaisempia likiar-
voja, esimerkiksi ¥y, Yn—1, Yn—2, - - -, Yn—p, kKutsutaan moniaskelmenetelmiksi.
Tallainen on esimerkiksi kaksiaskelmenetelmd

Yntl = Yn—1 T th(xna yn> (5>
Perustelu: Integroidaan yhtélé y'(z) = f(z,y(x)) yli vélin [2,_1,2,41] ja
approksimoidaan integraalia

Tn+1

/ f(t,y(t))dt

Tn—1

tulolla
f(xna y(~rn)) (xn+1 - xnfl) = 2hf (SL’n, y('rn))v

jolloin saadaan

Tn+t+1

Y(@ni1) — y(xn-1) = /f(t,y(t))dt%2hf(wmy(wn))

Tn—1

Jos téssd tarkat arvot y(zy) korvataan likiarvolla y,, saadaan (5). Voidaan
nayttaa, ettd n:n askeleen jalkeen virheelle péatee

’y(xn) - yn’ <M- h2>
missa M on vakio.

Huomautus. Moniaskelmenetelmét vaativat erillisen kiiynnistysmenetelmén,
silld alussa tiedetdén vain yksi alkuehto yo = 7. Esimerkiksi kaavaa (5)
kiytettiessa tarvitaan arvon yo laskemiseen yg:n lisdksi myos yq, silla yo =
yo+2hf(x1,y1). Kédynnistysmenetelména voidaan kiyttad esimerkiksi jotakin
yksiaskelmenetelméa.

Heunin menetelma eli parannettu Eulerin menetelma

Olkoon

yfze—f)—l = Yn + hf(xnv yn)
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Eulerin menetelmén antama likiarvo pisteesséd x,11 ja

kl - hf(il)n, yn)

vastaava funktion arvon muutos. k;:lle saadaan toinen likiarvo approksimoi-
malla integraalikidyrad pisteeseen (x,,, y,) piirretyn tangentin asemasta sekan-
tilla, jonka suunta on integraalikdyrén tangentin suunta pisteessé (.1, yff_il):

ko = hf(2n1,900) = hf (@0 + hyyn + k1)

Heunin menetelmaé: ]
Ynt1 = Yn + §(k’1 + ko)

Katkaisuvirhe Heunin menetelméssé on luokkaa O(h?), ts. virhe < M - h%

Klassinen Runge-Kutta-menetelma:

ki = hf(mn: yn)

h ky

hf(zn + 50U+ 2)

B h ke
s =hf ( +h yn+k3)

1
Ynt1 = Yn + 6(7%’1 + 2ky + 2k + ky)
Katkaisuvirhe on suuruusluokkaa O(h?).

Esimerkki. Lasketaan alkuarvotehtavan

ratkaisukdyran y(z) likiarvo pisteessd z = 0.4 kiyttamélla klassista Runge-
Kutta-menetelmaé ja askelpituutta h = 0.4.
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Nyt f(z,y) = zy, joten saadaan

]{71 = h(L’OyO =0
k2:h(x0+g)(yo+%) :h-g-1:o.08
h ko h
ks = h(wo +5) (o + 5) = - (1 +0.04) = 0.0832

ka = h(xo + h) (yo + ks) = 0.173312

1
y(04) =y =1+ (0 +2-0.08 +2-0.0832 +0.173312) = 1.083285

Katkaisuvirhe ~ 2 - 1076.

5.3 Implisiittiset menetelméat

Integroidaan yhtalon
y'(2) = f(z,y(x))
vasen puoli yli vélin [z, x,.1], jolloin saadaan

Tn+1

y/(t>dt = y(*rnJrl) - y(xn)
Arvioidaan oikean puolen integraalia

Tn+1

/ f(:v, y(:x))da:

Tn

likim&araisesti puolisuunnikassaannolla:

Tn+1
h

[ #y@)de 3 7o vlw) + £ s o)

Tn

Korvaamalla vasemmalla ja oikealla tarkat arvot y(x,,) ja y(z,.1) likiarvoilla
Yn ja Yny1 saadaan:
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Trapetsikaava

Ynt1 = Yn + g [f(‘xn? yn) + f(anrla yn+1)] (1>

Globaalinen katkaisuvirhe on O(h?).

Trapetsikaava on esimerkki implisiittisestd menetelmésta: vy, el riipu ek-
splisiittisesti muun muassa luvuista z,, v, kuten tdhan asti tarkastelluissa
eksplisiittisissd menetelmissa, vaan y,,,1:n laskemiseksi on ratkaistava yhtalo
(1), joka saattaa olla epélineaarinen.

Esimerkki. Tarkastellaan vielda probleemaa y' = xy, y(0) = 1. Differenti-
aaliyhtélon lineaarisuuden takia trapetsimenetelméssa ratkaistava yhtalo (1)
on lineaarinen:

h
Ynt1 = Yn + B} [$nyn + $n+1yn+1]-

Kayttamalla askelpituutta h = 0.2 saadaan

Y1 = Yo -+ 01 [l‘nyn + $n+1yn+1i| = 1 + 01(0 =+ 02y1)
&y~ 1.0204

Arvolla n = 1 saadaan vastaavasti

Yo = y1 + 0.1[z1y1 + xays] = 1.0204 4 0.1[0.2 - 1.0204 + 0.4 - y5]

1.0408

Katkaisuvirhe on &~ 9 - 10~4.

Esimerkki. Tarkastellaan alkuarvotehtivaa

y =e?
y(0) =1

Differentiaaliyhtdlé on nyt epélineaarinen. Arvolla n = 0 kaava (1) on

h h
m=yo+ gl +e ] =14+
Jos esimerkiksi A = 0.2, niin y; on ratkaistava yhtalosta

y1=1+0.1[e" +e ).
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Madritellaan apufunktio g(y) siten, etta
gly) =y1 —0.1e™ — (1 +0.1e7") =0,

jolloin ratkaisu 10ytyy esimerkiksi Newtonin menetelmalld. Lahtoarvoksi kay
Eulerin menetelmén antama likiarvo

y%o) =1yo + he ¥ = 1.0736.
Newtonin menetelméalla saadaan talloin

y =1.071053
yt? =1.071053

Siis 17 = 1.071053, ja voidaan siirtyéd tapaukseen n = 1.

Trapetsikaavaa kiytettdessi v, ratkaistaan muotoa g(y) = 0 olevasta yh-
talosta, missa

h

g(y) =y — §f(xn+1, y) — {yn + gf(xn,yn)] :

Jos ratkaisu tapahtuu Newtonin menetelméalld kuten ylla olevassa esimerkis-
sd, joudutaan kullakin iteraatioaskeleella laskemaan derivaatta

iy, hof
gy =1 23y(:vn+1,y)-

Vaihtoehtoinen tapa yhtélon g(y) = 0 ratkaisemiseksi on kiintopisteiterointi:

3/7(31)-1 = Yn + hf(xm yn)

(k+1)

h
Ynr1 = Yn + § [f(x7H yn) + f(xn-l-la ygﬂl)] (k = 07 1a 27 < )

Lahtoarvo on téassikin laskettu Eulerin menetelmaéllé, joka toimii ns. ennus-
tajana. Saatua likiarvoa korjataan trapetsikaavalla. Algoritmi on esimerkki
ns. ennustaja-korjaaja-menetelmastd. § 3.4:n mukaan riittava ehto iteroinnin
(2) suppenemiselle on epéyhtilon

hof
2 Oy

(2)

<1 (3)

voimassaolo jossakin pisteen (z,y1,yn+1) ympéristossd. Askelpituuden h on
siis oltava kyllin pieni.
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Esimerkki. Tarkastellaan alkuarvotehtavian

y =eY
y(0) =1

ratkaisemista ennustaja-korjaaja-menetelmalld (2). Iterointi suppenee kohti
yhtélon (1) ratkaisua, jos

hof| h

S o 2o e

‘ 20y 2°
jossakin pisteen (,,41,yns1) ympéaristossi. Koska e™¥ > 0 kaikilla y:n arvoil-
la, kaavoissa (2) kaikki termit ovat positiivisia. Koska lisdksi y(0) = yo = 1,
nidhdéén induktiolla, etta ygfll) > 1 kaikille k£ ja n. Ehto (3) on siis voimassa

pisteen (11, Yn11) ympéristossé, jos esimerkiksi A = 0.1.

Jos )g—i‘ on suuri, on iteroinnoin (2) suppenemiseksi kiytettdva hyvin pientéd

h:n arvoa. Talléin Newtonin menetelmé on yleensé tehokkaampi.

Muutamia menetelmid mainitaksemme Adams-Bashfort on eksplisiittinen en-
nustajamenetelmé kun taas Adams-Moulton on implisiittinen korjaajame-
netelma. Liséksi esimerkiksi seuraavalla ennustaja-korjaaja-menetelmélla on
globaalinen katkaisuvirhe O(h*):

h
Yn+a = Yn+3 + ﬂ(55fn+3 — 59 fpio + 37 i1 — 9fn)

h
Yntd = Ynts + ﬂ(9fn+4 +19fnis = Sfnv2 + frt1)

5.4 Reuna-arvotehtavat

Tarkastellaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloon liittyvad reuna-arvo-

tehtavaid
y'=fla,y.y)
yla) =
y(b) =5
misséd f on annettu funktio. Tehtavissa haetaan sellaista differentiaaliyhtalon

valilla [a, b] maariteltya ratkaisua, jolla on annetut arvot vélin reunapisteissa.
Ehtoja y(a) = « ja y(b) = 5 kutsutaan reunaehdoiksi.
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Esimerkki. Yksiulotteisen lampdoyhtélon stationaarinen tapaus

d dy

— | k(x)— ] =0

dz < ( )d:r>
reunaehdoin y(a) = «, y(b) =  kuvaa lampotilaa x-akselin valilla [a, b] si-
jaitsevassa eristetyssd tangossa, jonka lampétila y(x) pisteessd = on ajan suh-
teen vakio. Jos lamméonjohtuvuudesta riippuva funktio k(x) on vakio, reuna-

arvotehtévén ratkaisu on 1. asteen polynomi. Jos k(x) ei ole vakio, tehtéva
joudutaan yleensé ratkaisemaan numeerisesti.

Tahtaysmenetelma

Tarkastellaan reuna-arvotehtavan

y' = f(z,y,9)
y(a) = (1)
y(b) =8
ohella alkuarvotehtavaa
y' = f(z,y,9)
y(a) = a (2)
y'(a) =7

ja oletetaan, ettd kummallakin tehtéavalld on yksikésitteinen ratkaisu. Tah-
taysmenetelméssa pyritdan loytaméadn v siten, ettd alkuarvotehtévin (2) rat-
kaisu toteuttaa reunaehdon y(b) = . T4lloin reuna-arvotehtéva (1) palautuu
alkuarvotehtéviksi (2). Kun v on 16ydetty, (2) voidaan esittdd ensimméisen
kertaluvun systeeminé

Yy =v

U, = f($7 y,U)
y(a) =« ®)
v(a) =1

Tama voidaan ratkaista esimerkiksi Runge-Kutta-menetelmalla. v 16ytyy pa-
rantamalla sopivaa alkuarvausta iteroimalla.

Esimerkki. Reuna-arvotehtavian

y'=-y, y(0)=0, y(5)=1



analyyttinen ratkaisu on y(x) = sinz. Jos ratkaisua approksimoidaan reu-
nachdot toteuttavalla lineaarisella interpolointipolynomilla, saadaan v:lle al-
kuarvaukseksi vastaavan suoran kulmakerroin

1-0 2
Yo = = — = 0.637.
9 = 0 ™
Alkuarvotehtavé (2) on nyt
y'=—y
y(0) =

ja systeemi (3) on nyt

Yy =v
v'=—y
y(0)=0
(0) = 0.637
Runge-Kutta menetelmélld (h = 55) saadulla ratkaisulla patee y(5) = 0.637.

Téhdéattéessé vo:n suuntaan osuttiin siis maalin (y(%) = 1) alapuolelle. Muu-
tetaan tahtdyssuuntaa ylemmaés ja valitaan esimerkiksi ¢’ (0) = 7 = 1.2. Rat-
kaisemalla systeemi (3) kuten ylld saadaan talléin y(5) = 1.2.

Yritys-erehdysmenetelmén asemasta voidaan oikeaa v:n arvoa etsia myos ite-
ratiivisesti. Olkoon y(x,~) alkuarvotehtdvén (2) ratkaisu :n funktiona ja
merkitadn

9(7) = y(b,7).

Talloin y(z,vy) on (1) ratkaisu tédsmélleen silloin kun ¢g(v) = 8. y:n méé-
raamiseksi on ratkaistava yhtalo

g(y) —B=0. (4)

Koska g:lla ei ole eksplisiittistd lauseketta, g:n arvot on laskettava numee-
risesti. My6s g:n derivointi on hankalaa, joten yhtdlod (4) voidaan yrittaa
ratkaista sekanttimenetelmalld

o 9(m) = B
T = S ) ©)
’Yn - 771—1



Esimerkki. Edellisen esimerkin alkuarvotehtavalle laskettiin

9(1) =0.637 ja g(n) =12,

missé o = 0.637 ja 71 = 1.2. Sekanttimenetelmélld saadaan (n = 1)

=12 12-1 —12-02=1
T T 063 T YT
1.2 — 0.637

Iterointia jatkettaessa huomataan, ettd g(72) = y(5, 1) = 1.0000; nyt osuttiin
siis suoraan maaliin ja yhtdlon (4) ratkaisu on 75 = 1.

Voidaan néyttaa, ettd funktion f riippuessa lineaarisesti y:sté ja y':sta ku-
ten ylla olevassa esimerkissé, g(vy) on astetta 1 oleva y:n polynomi. Téstéa
johtuen sekanttimenetelmé antoi heti tarkan ratkaisun. Differentiaaliyhtdlon
ollessa epélineaarinen joudutaan yhtdlod (4) ratkaistaessa yleensi suoritta-
maan useampia iteraatioita.

Esimerkki. Ratkaistaan reuna-arvotehtava
"=1+yy, y(0)=1, y(0.6) =2

tahtaysmenetelmalla kdyttamaélla alkuarvotehtavissa Runge-Kutta-menetelméa
askelpituudella A = 0.01. Lineaarisella interpoloinnilla saadaan alkuarvaus

2—-1

= = 1.67
0.6 -0

o
jolloin g(vp) = 2.8788. Tahtdamalld alemmas (y; = 0.8) tulee g(v1) = 1.3544.

Sekanttimenetelmélld saadaan v, = 0.8429; t&lloin g(,) = 1.9965. Edelleen
v3 = 0.8465 ja g(~3) = 2.0000 on jo varsin ldhelld oikeaa reuna-arvoa.
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