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LUKIJALLE

Taméa on Itd-Suomen Yliopiston Joensuun kampuksella luennoitavan kurssin
Topologia luentorunko. Sisilto ja esitysjarjestys perustuvat suurelta osin Jussi
Viisélan kirjaan Topologia 11 (Limes ry, Helsinki 1981). Mahdolliset kirjoitus-
virheet ovat kuitenkin kdantajén vastuulla.

I Peruskasitteet

1. TOPOLOGINEN AVARUUS

1.1. Kertausta. Olkoon X joukko. Kokoelma 7" X:n osajoukkoja on X:n to-
pologia, jos seuraavat ehdot ovat voimassa

(1) T sisaltda jasentensd mielivaltaiset yhdisteet
(2) T sisdltda jasentensd darelliset leikkaukset
3)0eTijaXeT.

Ehto (2) on yhtépitavéd seuraavan ehdon kanssa:
(2)JosUeTjaVel ninUNVeT.

X joukko, T" on X:n topologia = Pari (X, T") on topologinen avaruus, lyhyem-
min voidaan sanoa, ettd X on topologinen avaruus tai X on avaruus.

Kokoelman T jésenid sanotaan avaruuden (X, T') avoimiksi joukoiksi. Ehto (1)
= avoimien joukkojen mielivaltaiset yhdisteet ovat avoimia. Ehto (2) = avoi-
mien joukkojen aarelliset leikkaukset ovat avoimia. Jos U C X ja U on avoin,
merkitédén U @ X (o=open) .

Olkoot T} ja Ty X:n topologioita. Jos T7 C T3, niin T7 on karkeampi kuin T,
ja vastaavasti T, on hienompi kuin Tj. Joukon X potenssijoukko on potX =
{A:ACX}.

1.2. Esimerkkeja. 1. Joukon X diskreetti topologia on Ty, = potX. Se on
hienoin kaikista X:n topologioista. Avaruus (X, 7T) on diskreetti, jos T' = Ty;s.
2. Avaruuden X minitopologia on Ty, = {X,0}. Se on karkein kaikista X:n
topologioista.

3. Reaaliakselin R'(= R) tavallinen topologia saadaan méérittelemilld U C R!
avoimeksi, jos V oz € U 3 r > 0 siten, ettd vili (z —r,x+17) C U.

4. Olkoon d metriikka joukossa X. Téalloin d indusoi X :ssé topologian 7). Jouk-
ko U C X on Tyn jésen & V x € U 3 kuulaympéristo

B(z,r)={ye X :d(z,y) <r} CU.
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Jos X = R” ja d euklidinen metriikka, on 7; R™:n tavallinen topologia. Ta-
pauksessa n = 1 saadaan edellinen esimerkki. Ellei toisin mainita, kiaytetaan
metrisissa avaruuksissa metriikan indusoimaa ja R™:ssa tavallista topologiaa.

1.3. Kertausta. (X,7T') annettu topologinen avaruus. X:n alkioita sanotaan
X:n pistetksi. Pisteen x € X ympdristé on avoin joukko U C X, joka sisaltaa
r:n. Joukon A C X ympéristé on avoin joukko, joka sisaltdd A:n.

1.4. Lause. Joukko U C X on avoin < U:n jokaisella pisteelld x on ympéris-
to V(z) CU.

Todistus.

(=) Oletetaan, ettd U on avoin
= U on jokaisen pisteensa ymparisto
= voidaan valita V(z) =U Vz € U.
(<) Olkoon lauseen ehto voimassa ja olkoon x € U mielivaltainen piste
= 3 ymparisto V(z) C U
=zxeV(x)CcU
= U= Uer{ZE} C UerV(ﬁ) cU
= U = U,y V() on avoin.
O

1.5. Kertausta. (X,7) annettu avaruus. Joukko F' C X on suljettu, jos sen
komplementti X \ F' on avoin. Suljettujen joukkojen mielivaltaiset leikkaukset
ja aarelliset yhdisteet ovat suljettuja. Joukot X ja () ovat aina suljettuja. Jos
F C X ja F on suljettu, merkitdén F' @ X (c=closed).

Olkoon A C X ja x € X piste. Piste x on A:n kosketuspiste, jos jokaisessa x:n
ympéristossa on jokin A:n piste. Jos jokaisessa z:n ympéristossi on jokin A:n
piste y # x, niin x on A:n kasautumispiste. Siis A:n kosketuspisteitd ovat

(1) A:mn pisteet ja

(2) A:n kasautumispisteet.
Piste voi olla yhtaikaa A:n piste ja sen kasautumispiste. Jos piste a € A ei ole
A:n kasautumispiste, silla on sellainen ympéristé U, ettd UNA = {a}. Tall4is-
ta pistettd sanotaan A:n eristetyksi pisteeksi.

Joukon A C X kosketuspisteiden joukko on A:n sulkeuma, jolle kiiytetdan mer-
kintds A tai clA (cl=closure). Vaihtoehtoisesti voidaan A méiritelld pienimpé-
néd X :n suljettuna joukkona, joka siséltdd A:n. Joukko A on suljettu tdsméalleen
silloin kun A = A eli kun A siséltéd kaikki kasautumispisteensé. Sulkeumalla
on seuraavat ominaisuudet:

(1) AcC A.



(2) Jos A C B, niin A C B.

Piste x € X on joukon A C X sisdpiste, jos x:114 on ympéristo, joka sisiltyy
A:han. Jos x:1l& on on ymparistd, joka ei kohtaa A:ta, on = A:n ulkopiste.
Piste, joka ei ole A:n sisé- eikd ulkopiste, on A:n reunapiste. Siis x on A:n
reunapiste < jokainen z:n ympéristo kohtaa sekd A:n ettd X \ A:n. Joukon A
sisépisteiden joukolle kiytetadn merkintad int A, ulkopisteiden joukolle extA ja
reunapisteiden joukolle eli reunalle A. Niille on voimassa

e intA=X\X\A4,

e extA=X \Z,

e IA=ANX \ A.
Joukko A C X on tihed, jos A = X eli jos jokainen ei-tyhji avoin joukko koh-
taa A:m.

Avaruuden X pistejono on kuvaus s : N — X. Yleensd merkitaén luvun n € N
kuvaa s(n) s,:lla. Jonolle s kiytetdan myos merkintdéd (s, ),en tai vain (s,).
Jono s suppenee kohti pistettd a € X, jos V a:n ymparistolle U d ng € N siten,
ettd s, € U V n > ng. Talloin merkitddn s, — a. Voidaan kidyttdd merkintas
a = lim,_,o0 Sp.

1.6. Lause. Olkoon A C X ja s pistejono A:ssa. Jos s, — a € X, niin a € A.

Todistus. Olkoon U a:n ympéristo. Koska s, — a, niin s, € U, kun n > n,.
Koska s,, € A, niin U N A # (), joten a € A. O

1.7. Huomautus. Kéiintéen ei chdosta a € A seuraa, etté jokin jono suppenee
kohti a:ta.

1.8. Kertausta. (X,T) annettu avaruus. Kokoelma B C T on T':n kanta, jos
jokainen T:n jésen voidaan lausua yhdisteena joistakin B:n jésenistd tai on
tyhja. Kanta B maarda yksikésitteisesti T:n, silla

T ={U :U = () tai U on yhdiste joistakin B:n jdsenista}.

Joskus sanotaan, hieman epatasmallisesti, ettd B on X:n kanta. Se, onko an-
nettu B annetun 7T':n kanta, saadaan yleensa selville seuraavan tuloksen avulla:

1.9. Kantakriteeri A. Olkoon (X,7) avaruus. Kokoelma B on 7:n kanta <

(1) BC T.
(2)VU€eTjaVxeU3TB e Bsiten, ettd x € BC U.
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Yleensd ei annettu joukon X osajoukkojen kokoelma ole X:n minkdén topolo-
gian kanta. Asian voi yleensa selvittaéd seuraavan tuloksen avulla:

1.10. Kantakriteeri B. Olkoon X joukko ja B kokoelma X:n osajoukkoja.
T&lloin B on X:n erdén topologian kanta <

(1) X =UB eli B on X:n peite.
(2) Jos U,V € Bjax e UNV, niin 3 B € Bsiten, ettaz € BCUNV.

1.11. Huomautus. Ehtoa (2) vahvempi ehto on seuraava:
(2) JosU,VeBjalUNV 0, ninUNV € B.

1.12. Esimerkki. Tason R? tavallisen topologian erdin kannan muodosta-
vat kiekot B(x,r),z € R* r > 0. Toisen kannan muodostavat suorakulmiot
{(myy) ER*:a <z <b c<y<d, a<b c< d} Niistd jilkimméiinen
toteuttaa ehdon (2’), edellinen ei.

1.13. Lause. Olkoot T} ja T5 joukon X topologioita, joilla on kannat B, ja Bs.
Talloin Ty C T, < V By € By jaV x € By 4 By € By siten, ettd x € By C By.

Todistus.

(=) Olkoon Ty C T5. Olkoon x € By € By. Koska B; € T5, 3 sellainen
BQ G&, etta x € BQ C Bl-

(<) Olkoon U C Ty. Olkoon x € U = 3 By € B, siten, ettd x € B; C U.
Lauseen ehto = 3 By € By siten, ettd x € By C By C U. Siis U € 1.

t

1.14. Esimerkki. Lauseen 1.13 avulla ndhd&an helposti, ettd kohdissa 1.12
mainitut kaksi tason kantaa maéaritteleviat saman topologian.

1.15. Maaritelm&. Olkoon X avaruus ja a € X. Kokoelma B(a) a:n ympéris-

t6ja on a:n ymparistokanta, jos jokainen a:n ympéristo siséltad jonkin B(a)m

jasenen.

1.16. Esimerkkeja. 1. Jos B on avaruuden X kanta ja jos a € X, niin
B(a)={B:a€ Be€ B}

on a:n ympéristokanta.
2. Jos X on metrinen avaruus ja a € X, niin erds a:n ymparistokanta on

{B(a,r):r >0}
ja toinen

(B(a. %) .n € N}.
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1.17. Maéritelmé&. Olkoon (X, T') avaruus. Kokoelma A C T on T'n esikanta
eli alikanta, jos A:n aérelliset leikkaukset muodostavat 7:n kannan.

1.18. Esimerkkeja. 1. Jokainen 7':n kanta on myds esikanta.
2. Reaaliakselin R! tavallisen topologian erééin esikannan muodostavat vilit

(—00,b) ja (a,00), a,b € R,
silla
(a,b) = (—o0,b) N (a,0).

1.19. Lause. Olkoon X joukko ja A kokoelma X:n osajoukkoja, jotka peitté-
viat X:n. Télloin A on X:n erdén topologian T esikanta. A méaarad T :n yksikéa-
sitteisesti, ja T on karkein niistd X :n topologioista, jotka siséltavit A:n.

Todistus. Olkoon B A:n aarellisten leikkausten kokoelma. Osoitamme, ettd B
toteuttaa kohdan 1.11 ehdon (2’). Jos U,V € B, niin

U=AN--NA, jaV=AnN---NA,
missih A; € Aja AL € A i=1,...,mjaj=1,...,n Siis
UnNnvV=An---NA,NAN---NA,

joten (2’) on voimassa. Siis B on X:n erdin topologian 7" kanta. Koska kanta
maarad topologian yksikasitteisesti, T on yksikésitteisesti madratty.

Olkoon T7 X:n jokin topologia, joka sisiltdd A:n. Topologian maaritelmésta
seuraa, ettd 717 sisaltdd B:n ja siis my6s T:n. O

1.20. Maaritelma. Olkoon X joukko ja A X:n peite. Sitd X:n topologiaa,
jonka esikanta on A, sanotaan A:n wvirittdmdksi X:n topologiaksi.



2. TOPOLOGISEN AVARUUDEN KUVAUKSET

2.1. Kertausta. Téssa pykalédssa tarkastelemme kuvauksia f : X — Y, kun
(X,T) ja (Y,T") ovat topologisia avaruuksia. Kuvaus f on jatkuva pisteessi
x € X, josV f(z)m ympéristod V kohti 3 z:n ympéristo U siten, ettd fU C V.
Kuvaus f on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessd x € X.

2.2. Lause. Olkoot X ja Y avaruuksia ja f: X — Y. Talléin seuraavat ehdot
ovat yhtapitavat:

(1) f on jatkuva.

(2) V avoimen joukon V' C Y alkukuva on avoin.

(3) V suljetun joukon F' C Y alkukuva on suljettu.

(4) Y:ll4 on esikanta A, jonka jokaisen jiasenen alkukuva f~'V on avoin.

(5) fEC fE VECX.
Todistus. (osittain) Triviaalisti (2) = (4). Olkoon (4) voimassa. Jos V G Y,

voidaan kirjoittaa
jEJ keK;
missd Aj, € A ja joukot K ovat darellisia. Siis

flv=r71 U ﬂAjk ZU mf_lAjk-

jeJ keK; jeJ kek;
Koska joukot f~'A;;, ovat avoimia, samoin on f~'V. Siis (2) on voimassa. [

2.3. Kertausta. Jos f: X — Y on jatkuva pisteessi a € X jajosg:Y — Z
on jatkuva pisteesséd f(a), niin yhdistetty kuvaus ¢gf : X — Z on jatkuva a:ssa.

Olkoot f,g: X — R! jatkuvia pisteessid a € X. Talloin kuvaukset f +g, f — g,
tulofunktio fg, | f|, max(f, ¢) ja min(f, g) ovat jatkuvat a:ssa. Jos g(a) # 0, on
osamadrafunktio g méaritelty erddssé a:n ympéaristossi ja jatkuva a:ssa.

Jos f: X — Y on jatkuva pisteessid a € X ja jos s on sellainen jono X:ssa, ettd
Sp — a, niin f(s,) — f(a). My6hemmin osoitetaan, etté erdissé tapauksissa,
esim. jos X on metrinen avaruus, kiidntéden tastd ehdosta seuraa f:n jatkuvuus
a:ssa.

Olkoot (X, d) ja (Y, d') metrisid avaruuksia ja f : X — Y. Talléin f on jatkuva
pisteessd a € X & Ve > 046 > 0 siten, ettéd

d'(f(x), f(a)) <e,
kun d(z,a) < 0.
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2.4. Maaritelma. Olkoot X ja Y avaruuksia. Kuvaus f : X — Y on avoin,
jos X:n V avoimen joukon kuva on avoin. Kuvaus f on suljettu, jos X:n V
suljetun joukon kuva on suljettu.

2.5. Esimerkkeji. 1. Projektio P, : R? — R!, Py(z,y) = x, on avoin, mutta
ei suljettu.
2. Olkoon f:R! = R!, f(z) =sinz. Koska f kuvaa suljetun joukon

1
{2nm + —ne N}
joukoksi
1
in(—) : N
{Sln(n) n € N},

niin f ei ole suljettu. Koska fR! = [—1, 1], niin f ei ole avoin.
3. Olkoon G € C alue ja f : G — C sdannollinen analyyttinen funktio. Tall6in
f on funktioteorian nojalla avoin kuvaus.

2.6. Lause. Olkoot X ja Y avaruuksia, f : X — Y ja B X:n kanta. Jos fB
on avoin V B € B, niin f on avoin.

Todistus. Olkoon U @ X. Talléin U on muotoa U{B; : j € J}, missd B; € B.
Siis

fU=f(U{Bj:jeJ})=U{fB;:je J}.
Koska fB; @ Y, niin fU G Y. 0

Osoitamme seuraavaksi, ettd kuvaus voidaan usein paételld suljetuksi kompak-
tisuuden avulla.

Kertausta. Olkoon X joukko, ja A sen osajoukko; jos P;:t (i € I) ovat X:n
osajoukkoja, joiden yhdiste sisdltdd A:n, niin sanotaan, ettd perhe (P;);c; on
A:n peite. Osaperhetti (P;);es (J C I), joka on my6s A:mn peite, sanotaan A:mn
peitteen (P,);c; osapeitteeksi. Peite (P;);cr on ddrellinen, jos sen indeksijoukko
I on aérellinen.

Topologisen avaruuden X osajoukon A peitetté (U;);c; sanotaan A avoimek-
st peitteeksi, jos joukot U; ovat avoimia.

Maaritelma. Topologista avaruutta X sanotaan Hausdorffin avaruudeksi, jos
sen topologia toteuttaa Hausdorffin ehdon:

(H) Jos z ja y ovat kaksi X:n eri pistettd, niin 3 sellaiset X:n avoimet jou-
kot UjaV,ettaxeU, yeVijalUNV =0.

Kompaktisuusehto. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X. Joukko A on
kompakti, jos sen jokaisella avoimella avoimella peitteella on darellinen osapeite.
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2.7. Lause. Olkoon X kompakti, Y Hausdorff ja f: X — Y jatkuva. Téalloin
f on suljettu.

Todistus. Olkoon F' C X. Kompaktin avaruuden X suljettuna osajoukkona
F on kompakti. Koska kompaktisuus sdilyy jatkuvassa kuvauksessa, fF' on
kompakti. Hausdorff-avaruuden Y kompaktina osajoukkona fF on suljettu.

O

2.8. Esimerkki. Jokainen jatkuva kuvaus f : [a,b] — R! on suljettu.

2.9. Kertausta. Olkoot X ja Y avaruuksia. Kuvaus f : X — Y on homeo-
morfismi, jos

(1) f on bijektio,

(2) f on jatkuva,

(3) f7':Y — X on jatkuva.

Ehdon (3) voi korvata kummalla tahansa ehdoista

(3’) f on avoin,

(3”) f on suljettu.
Sité ei yleensé voi jattad kokonaan pois (poikkeus: kompaktit avaruudet; Lause
2.11). Jos esim. T, T ovat joukon X topologioita ja Tp C Tj, niin identtinen
kuvaus id : (X,T1) — (X, T,) toteuttaa ehdot (1) ja (2). Ehdon (3) se toteut-
taa vain jos Ty = Ts.

Jos f: X — Y on homeomorfismi, merkitddn f : X ~ Y. Avaruus X on ho-
meomorfinen Y :n kanssa, jos on olemassa jokin homeomorfismi f : X — Y.
Télloin merkitdan X ~ Y. Tama on ekvivalenssirelaatio kaikkien avaruuksien
luokassa.

Esimerkki. tan : (=3,7) ~ R!, joten (—%(, 7))~ R!, mistd helposti seuraa

(a,b) ~ R! aina kun a < b (méaéritelldén & : (a,b) = (=3, 5),
a+b

b—a

T
= T
b—a

homeomorfismi = tan o k homeomorfinen).

us
2

Jos X = Y, niin X:ll4 ja Y:ll4 on aivan samat topologiset ominaisuudet. Jos
esim. X on Hausdorff, yhtenédinen tai kompakti, samoin on Y. Puhtaan topo-
login silmin katsottuna avaruuksilla X ja Y ei ole mitdan eroa. Topologi on
tapana maéritelld henkiloné, joka ei nde eroa kahvikupin ja munkkirinkilan vé-
lill&.

Kuvaus voidaan usein péatelld homeomorfismiksi seuraavan lauseen avulla:
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2.10. Lause. Jatkuva kuvaus f : X — Y on homeomorfismi < on olemassa
jatkuva kuvaus ¢g : Y — X siten, ettd fg = idy ja gf = idx. Liséksi talloin
g=1r"

Todistus.

(=) Jos f on homeomorfismi, niin g = f~! toteuttaa selviisti lauseen ehdon.
(<) Olkoon 1, xs € X siten, ettd f(z1) = f(x2). Télloin

r1 =idx(z1) = (9f)(x1) = g(f(xl))
= g(f(x2)) = (9f)(22) = idx(22) = x5

= f: X — Y on injektio.

Olkoon y € Y mielivaltainen. T&lloin oletuksesta fg = idy seuraa

y =idy(y) = (f9)(y) = f(9(v))
= f kuvaa alkion g(y) € X alkiolle y € Y
= f: X — Y on surjektio.

. f: X — Y on bijektio ja g = f~!, miki on jatkuva.
[

2.11. Lause. Olkoon X kompakti, Y Hausdorff ja f : X — Y jatkuva bijektio.
Télloin f on homeomorfismi.

Todistus. Lauseen 2.7 nojalla f on suljettu. U
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II Indusointi ja koindusointi

Olkoot X ja Y joukkojaja f: X — Y. Jos Y:ssé on annettu topologia, esitdm-
me, kuinka f indusoi siitd X:4én erdén topologian. Jos taas X:ssé on annettu
topologia, osoitamme, ettéd sen ja f:n avulla saadaan Y:hyn topologia, jota sa-
notaan f:n koindusoimaksi topologiaksi. Siis indusointi tapahtuu vastavirtaan,
koindusointi myotavirtaan.

3. INDUSOINTI JA RELATIIVITOPOLOGIA

3.1. Maéaritelma. Olkoon X joukko, (Y,7”) avaruus ja f : X — Y kuvaus.
Talloin f:n T":sta indusoima X :n topologia on

T={f'v.veT}
3.2. Lause. T on karkein niitd X:n topologioista, joiden suhteen f on jatkuva.

Todistus.

(a) Aluksion osoitettava, ettd T todella on topologia X :ssi. Olkoot V; € T",
j € J. Talloin

V{7V e Iy = UV i e J}).

Koska yhdiste U{V; : j € J} € T’, niin U{f'V; : j € J} € T. Sa-
maan tapaan nahdaén, ettd T sisdltda jasentensa adérelliset leikkaukset.
Lisiksi ) = f~'0 € Tja X = flY € T.

(b) Koska avoimien joukkojen alkukuvat ovat avoimia, niin f on jatkuva
T':n suhteen.

(c) Olkoon T; toinen X:n topologia, jonka suhteen f on jatkuva. Talléin
Y n avointen joukkojen alkukuvat kuuluvat 7}:een, joten T° C T7.

t

3.3. Huomautus. Jos edelld f on bijektio, niin se on homeomorfismi

f:(X,T) =~ (Y, T).

3.4. Relatiivitopologia. Olkoon (X,7T) avaruus ja A C X. Olkoon f: A —
X inkluusio, ts. f(x) =z V z € A. Tallin f~'V =V N A kaikilla V C X. Siis
f:m indusoima A:n topologia on

{VNA:VeT}.
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Merkitsemme sité 7’| 4:lla. Sanomme, ettéd 7|4 on A:n relatiivitopologia, jonka
A perii X:Ita. SiisU @ A< U =VNA, missa V @ X. Kasiteltdessa topologis-
ten avaruuksien osajoukkoja topologisissa avaruuksissa kdytetddn niissd aina
relatiivitopologiaa ellei toisin mainita.

3.5. Lause. Olkoon Y avaruus ja olkoon X:ssé kuvauksen f : X — Y indusoi-
ma topologia. Jos F C X, niin £ = f~![fF]. Lisdksi

FcX © E=f'F FcY.

Todistus. Merkitain E, = f~'[fE]. Koska f on jatkuva, niin E; on suljettu
joukko. Koska lisdksi

Ey = f7'[fE] > f'[fE] D E,

niin £ C E;. Olkoon z € E ja U x:n ymparisté. Talloin U on muotoa f~'V,
missd V on f(z)mn ympiristd. Koska z € By = f~![fE], niin f(z) € fE. Siis
V sisiltidd pisteen y € fE. Télloin y = f(a) jollakina € EN f~'V = ENU.
Titen U kohtaa E:n jasiis ¢ € E = E; C E. Siis E = E.

Jos E @ X, niin £ = E, joten edellisen nojalla
E=f7fE]=f'F,

missi F = fE C Y. Kéédntéen, jos F G Y, niin f~'F C X, koska f on
jatkuva. 0

3.6. Seuraus. Olkoon X avaruus ja £ C A C X. Télloin En sulkeuma A:ssa
on cluF = E N A. Lisdksi

FcA & E=FnNA,

missa F c X.

3.7. Lause. Olkoot X ja Y joukkoja ja (Z,T") avaruus. Olkoot f: X — Y
jag:Y — Z. Olkoon T" g:n T":sta indusoima topologia Y:ssd ja T f:n T":sta
indusoima topologia X:ssd. Talloin T on ¢ f:m T":sta indusoima topologia.

Todistus. Joukko U C X kuuluu ¢gf:n indusoimaan topologiaan tarkalleen sil-

loin, kun se on muotoa (gf)~'V = f~l¢7'V, missa V € T”. Téstd viitos
seuraa. 0

3.8. Seuraus. Olkoon (X,T') avaruus ja A C B C X. Télléin T'|4 = (T'|5)|a.
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3.9. Kuvausperheen indusoima topologia. Yleistdmme méaaritelméan 3.1.
Olkoot f; : X — Y; kuvauksia, j € J, missd X on joukko ja Yj:t avaruuksia.
Haluamme maééritelld X :ssd topologian T'. Jotta kuvaukset f; olisivat jatkuvia,
on T:hen valittava ainakin joukot f;lv, V @Y;, j € J. Toisin kuin yhden
kuvauksen tapauksessa, namé eivat yleensd muodosta X:n topologiaa. Siksi
asetetaan seuraava méaritelma:

Kuvausperheen (f;);es indusoima X:n topologia 1" on kokoelman
{fi'V:VaY,jel}

virittdma topologia. Siis 7" on karkein niistd X:n topologioista, joiden suhteen
jokainen f; : X — Y; on jatkuva. Téarkein esimerkki kuvausperheen indusoi-
masta topologiasta on tulotopologia, joka kisitellaédn seuraavassa pykéléssa.

Seuraava tulos on Lauseen 3.7 yleistys.

3.10. Lause. Olkoot f; : X = Y;, j € Jjagy =Y, = Zy, k € Kj.
Olkoot Zj;:t avaruuksia, jolloin perhe (gji)rek; indusoi Yj:hin topologian T
ja perhe (f;)jes nédistd X&én topologian T'. Téllin 7' on sama kuin perheen
(9jxfi)jes, kek, indusoima X' topologia.

3.11. Lause. Olkoon X:ssd kuvausten f; : X — Y, j € J, indusoima topo-
logia, Z avaruus ja g : Z — X. Talloin g on jatkuva < kuvaukset f;g ovat
jatkuvia V j € J.

Todistus.

(=) Jos g on jatkuva, niin f;g on jatkuvien kuvausten yhdisteend jatkuva.
(<) Oletamme, ettd V f;g on jatkuva, j € J. X:n erééin esikannan muodos-
tavat joukot fj_IV, V @Y. Naiden alkukuvat

gV =9V

ovat avoimia, koska f;g:t ovat jatkuvia. Siis Lauseen 2.2 ehto (4) on
voimassa ¢:lle, joten g on jatkuva.

O

3.12. Seuraus. Olkoot X ja Y{ avaruuksia, Y C Yy ja f: X — Y. Talloin f
on jatkuva < f:n maédrittelema kuvaus fy : X — Y on jatkuva.

3.13. Huomautuksia. Tulos 3.12 sanoo ettei maaliavaruuden suurentaminen
tai pienentaminen vaikuta kuvauksen jatkuvuuteen. Tietenkddn ei maaliava-
ruutta voi pienentda pienemmaksi kuin kuvajoukko fX.
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Myo6s lahtbavaruutta voi pienentéé (ei suurentaa) kuvauksen jatkuvuuden siité
kiarsimatta. Olkoon f : X — Y jatkuva ja A C X. Télloin f:n rajoittuma A:han
fla : A = Y on jatkuva, koska se on yhdistetty kuvaus fj, missd j : A — X
on inkluusio.

Tarkastamme seuraavaksi kddnteistd kysymysta: Olkoon f : X — Y kuvaus,
missé X ja Y ovat avaruuksia. Olkoon X = U{A; : j € J} ja olkoon f|4; jat-
kuva V 5 € J. Téasta el yleensd seuraa, ettd f olisi jatkuva.

Esimerkki. X on yhdiste yksidistd {z}, = € X, ja f|{;; on aina jatkuva
((flgz3) 'V =0 tai {2} ts. koko avaruus jollekin avoimelle joukolle V),

vaikka f olisi epajatkuvakin. Seuraava lause antaa riittédvia ehtoja f:n jatku-
vuudelle:

3.14. Lause. Olkoot X ja Y avaruuksia, f: X — Y, X = U{A, : j € J}, ja
olkoon f|4, jatkuva V j € J. Jos lisdksi joko
(1) V A, on avoin
tai
(2) indeksijoukko J on dérellinen ja VA, on suljettu,

niin f on jatkuva.
Todistus. Merkitddn f; = f|4,. Jos E' C Y, niin
JTTE=U{ANfE:jely=U{f/'E:jeJ}.

Jos E @Y, niin fj_lE @ Aj, joten tapauksessa (1) fj_lE =VNA; cX,silla
joukot V' ja A; ovat avoimia. Siis f~'F @ X, joten f on jatkuva.

Jos F @Y, niin fj_lE @ A;, joten tapauksessa (2) fj_lE < X. Siis
JT'E=U{f'E: j € J direllinen} @ X,
joten f on jatkuva. O

3.15. Esimerkki. Olkoon X avaruus, f :[0,1] — X, g : [1,2] — X jatkuvia
ja f(1) = g(1). Talléin f ja g maarittelevit jatkuvan kuvauksen h : [0,2] — X,
jota voi merkitd h = fUg.

3.16. Maaritelma. Olkoot X ja Y avaruuksia. Kuvaus f : X — Y on upotus,
jos sen madrittelemé kuvaus fy : X — fX on homeomorfismi.

3.17. Esimerkki. Jos A C X, niin inkluusio j : A — X on upotus.

3.18. Huomautus. Upotus on aina jatkuva injektio. Jos X on kompakti ja Y
Hausdorff, seuraa Lauseesta 2.11, ettd jokainen jatkuva injektio f : X — Y on
upotus.
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4. TULOTOPOLOGIA
4.1. Kertausta ja tdydennysti. Olkoot Xi,..., X, avaruuksia ja
X=X x---xX,.

Siis X':n alkiot ovat muotoa x = (x1,22,...,x,), missd x; € X;, 7 =1,...,2,.
Lause 1. Jos X1,..., X, ovat avaruuksia, niin
n
B= {HUk | Uk@Xkazl,...,n}
k=1

on erain topologian kanta tulojoukossa
n
X=][Xr=X1x - xX,.
k=1

Todistus. Kantakriteerin B mukaan riittda osoittaa, ettd kahden B:n joukon B
ja B’ leikkaus on B:ssa silla X € B. Jos

B:ﬁUk ja B’:ﬁU,;,
k=1

k=

—_

missd Uy, @ Xy, U, @ Xy, (k=1,...,n), niin

n

BﬂB’zﬁUkﬂﬁU,QZH(UkﬂU,Q).
k=1 k=1

k=1
Koska U, NU, @ X (k=1,...,n), patee BN B’ € B. O
Lause 2. Jos X = X; x --- x X,, on topologisten avaruuksien tulo, niin pro-

jektiot P; : X — X, Pj(x) = Pj(z1,...2,) = z; (1 < j <n) ovat jatkuvia.
Todistus. Olkoon U; G X;. Télloin alkukuva
.Pj_lUj:Xl XX Xjog x Uy x Xjp x - x X,
on Lauseen 1 mukaan avoin X:ssd. Téten P; on Lauseen 2.2 nojalla jatkuva. [
Olkoot U; @ X;, j =1,...n. Talloin
Uy x--xU,={reX:z; € Uj kaikilla j}

= {x € X : Pj(z) € U; kaikilla j}

={z € X : 2 € P 'Uj kaikilla j}

=P 'Uin---NPU,.
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Koska lisdksi joukot Pj’IUj ovat avoimia X:ssd, ne muodostavat tulotopologian
esikannan. Siis tulotopologia on projektioiden P; : X — X indusoima topolo-

gia.

Euklidisen avaruuden R” = R! x ---R! tulotopologia on sama kuin tavallinen
topologia.

4.2. Yleinen karteesinen tulo. Siirrymme tarkastelemaan karteesisia tuloja,
joissa avaruuksia X; voi olla dérettomén monta. Aluksi késittelemme tapausta
puhtaasti joukko-opillisesti, ilman topologiaa.

Olkoon J # () joukko, jota sanomme indeksijoukoksi. Olkoon jokaista j € .J
kohti annettu joukko X;. Karteesinen tulo

xX=1[x;
Jj€J
on niiden funktioiden z : J — U{Xj : j € J} joukko, joilla z(j) € X; V 5 € J.
Alkiota z(j) € X; merkitédén yleensd z;:114. Sitd sanotaan z:m j-koordinaatiksi.
Siis X:n alkio on méaratty, kun tunnetaan sen koordinaatit z; V j € J. Jos
J = {1,2,...,n}, saadaan kohdassa 4.1 kisitelty tulo X = X; x --- x X, .
Jos J =N(={1,2,...}), ovat X:n alkiot jonoja z = (x1,xs,...), joilla z; € X;.

Jokaista j € J kohti maaritelldén projektio P; : X — X; asettamalla

Py(z) = ;.

Jos A; C X; V j € J, niin joukkojen A; karteesinen tulo
A=1T4
jed

on X = []..; X;m osajoukko.

jeJ
Tosin A:n alkiot ovat mééritelmén mukaan funktioita = : J — U{A, : j € J},
mutta téssé yhteydessa pidetaén samoina funktioita, joilla on sama lahtéjoukko
samat arvot kussakin pisteessad vaikka niilld olisikin eri maali. Olkoon erityisesti
X sama joukko YV j € J. Téllsin merkitéddn tulojoukkoa XY 7:114. Siis Y7/ on
kaikkien kuvausten z : J — Y joukko. Projektio P; : Y7 — Y liittdd funktioon
x sen arvon z(j) Y :ssé.

4.3. Maéritelma. Olkoot (X;,T;) avaruuksia, j € J. Karteesisen tulon
x=1Ix
jet

tulotopologia T' on projektioiden P; : X — X indusoima topologia.
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4.4. Huomautuksia. Siis T on karkein niistd X:n topologioista, joiden suh-

teen jokainen P; on jatkuva. Sen esikannan muodostavat joukot Pj_lU,U €

T;, 7 € J. Naiden &érelliset leikkaukset muodostavat T:n kannan. Koska
PUNP'V = PHUNV],

voidaan samaan indeksiin liittyvét joukot yhdistda. Siis 7:n kannan yleinen

jasen on muotoa

(4.5) B= ()P,

JEK
missd U; @ X; ja K C J on #édrellinen. Jos asetetaan U; = X, kun j € J \ K,
saadaan B muotoon

(4.6) B=]]v;

jeJ
Téssa on siis U; @ Xj kaikilla j € J ja U; = X; lukuunottamatta aérellista
maarad indekseja j. Jos J on ddrellinen, saadaan sama késite kuin kohdassa 4.1.

Yleensa ei avoimien joukkojen U; @ X tulo ole avoin. Jos ndet U @ X ja
U # 0, niin P;U = X, lukuunottamatta &érellistd mééras indekseja. TAmé&
seuraa siité, ettd U sisaltdd muotoa (4.6) olevan kannan joukon, missé U; # ()
kaikilla j ja U; = X paitsi darellistd méaraa indeksejé j.

4.7. Esimerkkeja. 1. Olkoon J = N ja X; = {0, 1} kaikilla j € N. Kéytdmme
X;:ssd diskreettié topologiaa. Tuloavaruuden X = {0, 1}" alkiot ovat luvuista
0 ja 1 muodostettuja jonoja, esimerkiksi

x = 011010001 - - - .

Jos x € X, niin yksién {z} kuva projektiossa P; on yksié {z;}. Ylldolevan
huomautuksen nojalla {x} ei ole avoin X:ssé. Siis X ei ole diskreetti, vaikka
jokainen X on.

Alkion z € X ympéristokannan muodostavat joukot
U(@) = {y € X 1y = ;¥ j € K},
missd K C N on &arellinen, silla
Uk(z) = n{P; {z;} : j € K}.

2. Olkoon J = N ja X; = [0,1] = I V j € N. Tuloavaruutta ) = I sanotaan
Hilbertin kuutioksi. Sen alkiot ovat jonoja x = (z1,22,...), missd 0 < z; <1
vV j € J. Se on n-kuution daretonulotteinen vastine. Sen ominaisuudet ovat
kuitenkin monessa suhteessa erilaiset kuin I™:m. Jos § # U G @, niin P;U # I
vain dérellisen monella indeksilld j. Siis joukko s = (0, 1)N ei ole avoin (Pjs =

(0,1) A1V 7).
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4.8. Lause. Olkoon f kuvaus avaruudesta X tuloavaruuteen Y = [[,;Y;.
Télloin f on jatkuva < P;f : X — Y on jatkuva kaikilla j € J.

Todistus. Téaméa on Lauseen 3.11 erikoistapaus. 0

4.9. Huomautuksia. 1. Olkoon f : X — Y kuten Lauseessa 4.8. Kuvauksia
fj = P;f : X =Y, sanotaan f:n komponenttikuvauksiksi. Siis f on jatkuva <
vV komponenttikuvaukset ovat jatkuvia.

2. Olkoot f1: X — Y] ja fo: X — Y5 jatkuvia. Ne méérittelevit kuvauksen

f : X _>Yi X }/27 f(x) = (fl(x)va(x))

Edellisen nojalla f on jatkuva. Sille kiytetdan merkintaa

f= (f17f2)'

Olkoot f1: X7 — Y] ja fo : Xo — Y5 jatkuvia. Ne méarittelevat kuvauksen
g: X1 xXo =Yy xYs, g(a,20) = (fl(xl)an(xQ))'

Lauseen 2 ja edellisen nojalla myos ¢ on jatkuva, silla g = (f1 Py, foP»). Sille
kiytetdan merkintaa

g=fix fa

4.10. Lause. Olkoon s jono tuloavaruudessa X = HjeJ X;. Talloin

sp = & Pi(s,) =z Vjied

Todistus.

(=) Jos s, = x, niin P;:n jatkuvuuden nojalla Pj(s,) — Pj(x) = x;.
(<) Oletamme, ettd P;(s,) — z; V j € J. Olkoon U z:n mielivaltainen
ympaéristo. Talloin U sisdltda muotoa

B=n{P'U;:je K}

olevan z:n ympariston, missa K C J on darellinen ja U; on xj:n ympa-
rist6 kullakin j € K. Koska P;(s,) — z;, niin V j € K 3 n; € N siten,
etta

Pi(sn) € U,
kun n > n;. Koska K on &arellinen, niin lukujen n;, j € K, joukossa
on suurin; olkoon se ng. Kun n > ng, niin P;(s,) € U; V j € K, joten
sner_lUjVjEKjasiissnEBCU. Siis s, — .

d
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4.11. Sovellus. Olkoon X; =Y kaikilla j € J ja siis X = Y/ (ks. kohta 4.2).
Talloin X:n alkiot ovat kuvauksia f : J — Y. Lauseen 4.10 nojalla kuvausjono
(fn) suppenee kohti kuvausta g : J — Y X:n tulotopologiassa tarkalleen silloin,
kun

fu() = g(j)  kaikilla j € J

ts. kun jono (f,,) suppenee pisteittdin kohti g:td. Tdmé&n nojalla sanotaan tu-
lotopologiaa my0s pisteittdin suppenemisen topologiaksi.

Usein on kuva-avaruudessa Y7 ja sen osajoukoissa tarkoituksenmukaista kiyt-
td4 muitakin topologioita. Jos esimerkiksi myds J on topologinen avaruus, voi-
daan tarkastella kaikkien jatkuvien kuvausten f : J — Y joukkoa

C(JY)CY,

ja siind topologioita, jotka ottavat huomioon my6s J:n topologian.

Olkoon esimerkiksi X = {0, 1}V, kuten esimerkissi 4.7.1. Olkoon s se X:n jono,
jolla (s,)n =1 ja (s,); = 0, kun j # n. Siis s,, on tyyppid

s, =00...0_1 0...
v
oleva X'm alkio. T&lloin P;(s,) = 0, kun n > j, joten Pj(s,) "= 0. Siis (Lause
4.10) s suppenee kohti jonoa 00.... Tamé osoittaa, ettei X ole diskreetti.
4.12. Lause. Olkoon X avaruuksien Xj;, j € J, tulo ja olkoot A; C Xj.

(1) Joukon A = [],.;A; tulotopologia on sama kuin sen X:std perimd
relatiivitopologia.

(2) A= HjGJ A_J

Todistus. (1) Muodostamme kuvauskaavion

N

X

Py P}: fiP; ipj
N

A — o X,

J fj J

missa vaakanuolet ovat inkluusioita ja pystynuolet projektioita. Kaavio kom-
mutoi ts. P;f = f;Pf. Siis ndméa kuvaukset indusoivat A:han avaruuksista X;
saman topologian. Lauseen 3.10 nojalla tdmé& on yhtédédltd sama kuin f:n in-
dusoima relatiivitopologia, toisaalta sama kuin kuvausten P; indusoima tulo-
topologia.

O
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4.13. Lause. Olkoon X avaruuksien X; tulo, j € J. Téll6in projektiot P; :
X — Xj ovat avoimia kuvauksia.

Todistus. Lause 2.6 = riittaé osoittaa, ettd P; kuvaa X:n kannan jasenet avoi-
miksi joukoiksi. Olkoon B X:n kannan jésen, jonka esitdmme muodossa (4.6).
Jos jokin U; = 0, niin B = ) ja P;B = (). Muutoin P;B = U; G X;. Siis P; on
avoin. U



20

5. KOINDUSOINTI

5.1. Masritelméa. Olkoot (X;,7;) avaruuksia, j € J. Olkoon Y joukko ja
fi + X; = Y kuvauksia. Kuvausperheen (f;);es koindusoima Y :n topologia on

T ={UcCY:ff'UeT; VjeJ}.

5.2. Lause. 7" on hienoin niistd ¥ :n topologioista, joiden suhteen jokainen f;
on jatkuva.

Todistus.

(a) Aluksi on osoitettava, ettd T" todella on topologia. Olkoot U, € T’,
ac A jalU=U{U,:ac A}. Jos j € J, niin
[0 =7 (U{Ua: e AY) =U{f;'Us : a € A} € T},

koska T; on topologia. Siis U € T". Samoin néhdaén, ettd 7" siséltaa
jasentensa aarelliset leikkaukset. Koska fj’lY =X; €Ty, niinY €T
Koska f;'0 =0 € T}, niin ) € T".

(b) Jokainen f; on jatkuva 7":n suhteen, koska avointen joukkojen alkuku-
vat ovat avoimia.

(c) Olkoon T toinen Y:n topologia, jonka suhteen jokainen f; on jatkuva.
Jos U eT” niin f{'UeT; VjeJ jotenUeT” SiisT" CT.

O

5.3. Esimerkkeja. 1. Tarkein esimerkki koindusoinnista on tekijaavaruus, jo-
ta késitelldan lahemmin seuraavassa pykalassa.
2. Olkoot (Xj,T}) avaruuksia, j € J. Olkoon

X =Jx;
jet
joukkojen X erillinen yhdiste. Jos X;:t ovat erillisid, voidaan méaritella
X=U{X;:jeJ}.
Muussa tapauksessa ne "tehdaan erillisiksi"korvaamalla X; joukolla
Xi={(z,j) :x € X;}.
Téllsin X = U{X7 : j € J}. Kullakin j € J 3 luonnollinen bijektio
aj: X7 — X, aj(z,j) ==,
joka indusoi X7:een topologian, jolloin X7 ~ X;. Merkintojen yksinkertaista-

miseksi oletamme seuraavassa, ettd X;:t ovat erillisia.

Olkoon f; : X; — X inkluusio. Télloin perhe (f;);es koindusoi X:&én topo-
logian T'. Siitd kukin X perii relatiivitopologian Tj. Osoitamme, ettd 7] on
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sama kuin X;m alkuperéinen topologia Tj.

Jos U € T}, niin U on muotoa X; NV, V € T. Koska [V € Tj ja toisaalta
[TV =U, niin U € Tj. Siis T} C Tj.

Olkoon U € T;. Tillsin U € T, silld f~'U = U ja f;'U = 0 € T;, kun i # j.
Siis U = X; NU € T7. Siis T; C Tj ja titen on osoitettu, ettd T; = Tj.

5.4. Lause. Olkoon Y:ssd kuvausten f; : X; — Y, j € J, koindusoima topo-
logia ja olkoon B C Y. Télléin B on suljettu < fj_lB on suljettu 'V j € J.

Todistus. Lause seuraa paattelyketjusta

BcY&<Y\BagY
& fIY\BleX; VjelJ
SX;\ff'BeX; Vjel
s fi'BeX; Viel
O

5.5. Lause. (vrt. Lause 3.11). Olkoon Y:ssé kuvausten f; : X; = Y, j € J,
koindusoima topologia. Olkoon Z avaruus ja g : Y — Z. Talléin g on jatkuva
& kuvaukset gf; ovat jatkuvia V j € J.

\gfj

oy

e

/i

>~< <

Todistus.

(=) Jos g on jatkuva, niin ¢ f; on jatkuvien kuvausten yhdistettyné kuvauk-
sena jatkuva V j € J.

(<) Oletamme, ettd jokainen gf; on jatkuva, j € J. Olkoon V @ Z. Jos
j € J, niin fj_lg’lv = (9f;)"'V @ Xj. Siis ¢7'V @ Y, joten g on
jatkuva.

O

5.6. Maaritelma. Olkoot X ja Y avaruuksia. Kuvaus f : X — Y on samais-
tuskuvaus, jos

(1) f on surjektio,

2)VaeY & f[['VaeX.
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5.7. Huomautuksia. Samaistuskuvaus on aina jatkuva. Jos T ja T, ovat
joukon X topologioita ja 77 D Ty, mutta 177 # T5, niin identtinen kuvaus
(X,T1) — (X, T3) on jatkuva, muttei samaistuskuvaus.

Esimerkkeja samaistuskuvauksista saadaan helposti seuraavan lauseen avulla:

5.8. Lause. Olkoon f : X — Y jatkuva surjektio ja joko avoin tai suljettu.
Télloin f on samaistuskuvaus.

Todistus. Olkoon f avoin. Jos V C Y ja f~'V @ X, niin
V=ffVaY,

joten f on samaistuskuvaus.

Olkoon f suljettu ja V C Y, f~'V @ X. Talldin X \ f'V = f7Y \ V] on
suljettu, joten

I\ VI=Y\V
on suljettu. Siis V' on avoin ja lause on todistettu. U

5.9. Esimerkki. Jokainen jatkuva f : [a,b] — R™ méérittelee samaistusku-
vauksen fo : [a,b] — f[a,b], silld fy on suljettu (Lause 2.7).
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6. TEKIJATOPOLOGIA
6.1. Tekijdjoukko. Olkoon X joukko, ei siis vélttamétta avaruus. Olkoon R
ekvivalenssirelaatio X :ssé. Siis seuraavat ehdot ovat voimassa Vz,y, z € X:
(1) zRx (refleksiivisyys)
(2) Jos xRy, niin yRx (symmetrisyys).
(3) Jos xRy ja yRz, niin xRz (transitiivisuus).
Talloin X jakautuu ekvivalenssiluokkiin
p(z) ={y € X : yRa}.
Néiden joukkoa merkitaan
X/R={p(x):xz € X}
ja sanotaan X:m tekijdjoukoksi R:n suhteen. Kuvausta
p: X - X/R

sanotaan projektioksi; alkion x kuva p(z) on siis se ekvivalenssiluokka, johon
x kuuluu. Tekijajoukko X/R on X:n ositus, ts. jokainen X:n alkio kuuluu yh-
teen ja vain yhteen X/R:mn jaseneen. Kdéntéden jokainen X ositus P médraa
yksikésitteisesti ekvivalenssirelaation R, jolla X/R = P.

Kirjaimen R sijasta merkitdan ekvivalenssirelaatiota usein symbolilla ~ tai jol-
lain samantapaisella merkilla.

Tassa pykélassa kasittelemme tilannetta, jossa X on lisdksi avaruus. Maaritte-
lemme X/R:ssé topologian ja tutkimme sen ominaisuuksia.

6.2. Maaritelma. Olkoon X avaruus ja R X:n ekvivalenssirelaatio. Joukon
X/R tekijitopologia on projektion p : X — X/ R koindusoima topologia. Jouk-
koa X/R varustettuna tekijitopologialla sanotaan X:n tekijiavaruuseksi R
suhteen.

6.3. Huomautuksia. Projektio p : X — X/R on jatkuva (Lause 5.2), vielapa
samaistuskuvaus. Joukolle

Ve X/R & (X/R)\V & X/R
Sp  (X/R)\V] X
& X\p'VeX
s p'VaeX
Toisaalta p~'V = UV (V. = {p(z;) : j € J}) .

Siis joukko on avoin tekijatopologiassa < sen jésenten yhdiste on avoin X :ssi.
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6.4. Lause. Olkoon f kuvaus tekijaavaruudelta X/R avaruuteen Y. Talloin f
on jatkuva < fp: X — Y on jatkuva.

I

X/R1 >y
Todistus. Téma on Lauseen 5.5 erikoistapaus. U

6.5. Esimerkki. Maarittelemme n-pallon
S"={xr e R |z| =1},

missé || on vektorin z euklidinen normi, |z* = 3+ - +a2_,, v = (z1,..., Tpt1),
ekvivalenssirelaation R valitsemalla luokiksi parit {z, —x}. Tekijaavaruus
P"=S"/R

on n-ulotteinen projektiivinen avaruus. Voidaan sanoa, ettd P™ on saatu S™:stéd
samaistamalla sen vastakkaiset pisteet. Samaistuksen suorittaa projektio p :
S™ — P,

Olkoon « : S™ — S™ antipodikuvaus: a(x) = —x
= « on homeomorfismi, A C S"
= ppA=AUaA, A avoin
= «aA avoin
= p~lpA avoin
= pA G P"
= p on avoin kuvaus.
Jos p(x) # p(y), niin = # y ja r # —y = I x:n ympéristé U ja y:n ympéaristo
V siten, etta
Un(VuaV)=1
= pUNpV =10
= P" on Hausdorff-avaruus.

Osoitamme, ettd P! ~ S'. Kiyttien kompleksimerkintéji médrittelemme ku-
vauksen f: S' — St f(z) = 22, f surjektio,
fl@)=fly) & z=y ta z=-y < pa)=py)
= 3 yksikisitteisesti midritty kuvaus f*: P* — S!, jolla f*p = f. Lisiksi f*
on bijektio, silla
fr(p(x) = f(p(y)) = f(=)=fly) = p(z)=ply) = [ injektio

ja f*:n surjektiivisuus seuraa siité, ettd f on surjektio.
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Lause 6.4 = f* : P! — S! jatkuva & f = f*p : St — S! jatkuva, miki
polynomina pitdi paikkansa. Siis P! = p(S') on kompakti, jolloin Lauseesta
2.11 seuraa, ettd f* : P! — S' on homeomorfismi. Voidaan osoittaa, etteivit
P™ ja S™ ole homeomorfiset, kun n > 2.

6.6. Merkinti. Olkoon X avaruus ja A C X. Merkinnalla

X/A
tarkoitetaan X:n tekijaavaruutta, jonka luokkina ovat A ja yksiot
{z}, € X\ A

6.7. Huomautuksia. X/A:n voidaan ajatella syntyvin X:sté, kun joukko A
luhistetaan pisteeksi. Luhistamisen suorittaa projektio p : X — X/A. Se méaé-
rittelee jatkuvan bijektion

po: X\ A — (X/A)\ {A},

joka ei aina ole homeomorfismi. Osoitamme, ettd ndin kuitenkin on, jos A on
suljettu.

Jos U @ X\ A, niin U G X ja koska U = p~'pU, niin pU @ X /A, misti seuraa,
ettéd po on avoin ja siis homeomorfismi. Lisdksi p on suljettu, silla jos F' & X,

niin p~'pF on F tai F'U A ja siis suljettu, mistd Lauseen 5.4 nojalla seuraa
pF @ X/A.

Kasitettd X /A kiytetddnkin lahes yksinomaan suljetuilla joukoilla A.

6.8. Esimerkki. Jos X on avaruus ja zo € X, on pari (X, zg) kantapisteava-
ruus ja xo sen kantapiste. Siis kantapisteavaruus on avaruus, jossa yksi piste
on asetettu erikoisasemaan.

Olkoot {(X, z;)},es perhe kantapisteavaruuksia. Niiden yhden pisteen yhdiste
x=\/X;
j€J
saadaan liimaamalla avaruudet X; yhteen kantapisteistédén. Téasmallisesti taméa
tehdaén seuraavasti: Muodostetaan ensin erillinen yhdiste

X' ={]JX;
j€d
(kohta 5.3). Merkintojen helpottamiseksi oletamme, ettd X;:t ovat erillisig, jol-
loin X’ on tavalllinen yhdiste U{X; : j € J}. Olkoot A = {z; : j € J} C X".
Téalloin X = X'/A.
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Oletamme, ettd jokainen yksié {z,} on suljettu, nédin on esimerkiksi jos X;:t
ovat Hausdorff-avaruuksia. Merkitsemaélla kuten 5.3:ssa inkluusioita f; : X; —
X’ ndhdéaan, ettéd
fj_lA = {QZ’]} (c Xj,

mistd Lauseen 5.4 nojalla seuraa A < X'. Siis 6.7:n nojalla p : X’ — X on
suljettu. Koska X; @ X' (kohta 5.3), niin p|x, upottaa X;mn X:n suljetuksi os-
ajoukoksi. Voidaan osoittaa, ettd X:n topologia on upotusten p|x, : X; — X
koindusoima.

Jos X| = X, = R! kantapisteeni origo, niin X; V X, on homeomorfinen tason
R? koordinaattiakselien muodostaman joukon kanssa (tehtivd 10). Vastaava
adaretonulotteinen tulos ei pida paikkaansa.

6.9. Kuvauksen kanoninen hajotelma. Olkoon f : X — Y kuvaus, mis-
sd, aluksi oletamme vain, ettd X ja Y ovat joukkoja. Méaéarittelemme X:ssé
relaation Ry asettamalla

aRyb, jos f(a) = F(b).

Selviisti Ry on ekvivalenssi. Ekvivalenssiluokat ovat p(x) = f~'{f(x)}. Siis
X/Rym alkioina ovat fX:n pisteiden alkukuvat eli sdikeet. Olkoon f* : X/R; —
Y se kuvaus, joka kuvaa siikeen f~'{y} y:hyn, ts. f* (p(x)) = f(x). Télloin
saadaan f:n kanoninen hajotelma f = f* o p eli kaaviolla

X d Y
DN

X/ Ry

Téssé p on surjektio ja f* injektio.

Siirrymme késittelemédén tapausta, missd X ja Y ovat avaruuksia ja f on jat-
kuva.

6.10. Lause. Jos f : X — Y on jatkuva, niin f* : X/R; — Y on jatkuva.
Lisdksi f* on homeomorfismi < f on samaistuskuvaus.
Todistus. Koska f*p = f on jatkuva, seuraa f*:n jatkuvuus Lauseesta 5.5.

(<) Olkoon f samaistuskuvaus = f on surjektio = f* on jatkuva bijektio.
Osoitamme, ettd f* on avoin. Olkoon U @ X/R;. Télléin

U= (fp) fU=p T U =p7',

koska f* on bijektio = f~!f*U @ X. Koska f on samaistuskuvaus
= f*U @Y = f* on homeomorfismi.
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(=) Oletetaan, ettd f* on homeomorfismi = f on selvésti jatkuva surjektio.
Olkoon V C Y ja f~'V @ X; on osoitettava, ettd V @ Y. Nyt

p iV =f1 = Ve X/R
Huomautuksen 6.3 nojalla. Koska f* on homeomorfismi,

V= vay.

6.11. Esimerkkeji. 1. Olkoon f : I — S! kuvaus
f(t) = e*™ = (cos 2rt, sin 27t) = cos 27t + i sin 27t

missia [ = [0,1]. Talléin f on surjektio. Koska I on kompakti, f on suljettu
(Lause 2.7) ja siis Lauseen 5.8 nojalla samaistuskuvaus. Saikeet f~*(y) ovat

{0,1} ja yksiot {t}, 0 <t < 1.

Siis f* : 1/{0,1} ~ S'. Havainnollisesti voidaan ajatella, etti janan I péiite-
pisteet liimataan yhteen, jolloin syntyy ympyré.
2. Olkoon X nelit I?. Olkoon R se X:n relaatio, jonka luokkina ovat parit

{(0,9), (1,y)} ja yksiot {(z,y)}, 0 <z <1, 0<y <L

Kuten esimerkissi 1 nihdéén, ettid X /R on homeomorfinen lierion vaipan S*x I
kanssa. Se siis syntyy kun I? kierretiiéin rullalle ja pystysivut liimataan yhteen.
3. Olkoon taas X = I?, jossa relaation R luokiksi valitaan edellisessi esimer-
kissa esitettyjen parien lisdksi parit

{(z,0),(z,1)},0 <z < 1;

lisdksi luokkina ovat nelion sisédpisteiden yksiot ja nurkkapisteiden muodostama
neljan pisteen joukko. Ts.

(z,y)R(2',y") < {lv—2'|,ly —y'|} {0,1}.

T&llsin X/R =~ S' x S*, mistd seuraa, ettd X/R on homeomorfinen toruksen
kanssa. Témén voimme havainnollisesti ajatella syntyvit lierion vaipasta S x I
liimaamalla sen paéaty-ympyrét yhteen.

4. Olkoon jélleen X = I2. Relaation R luokiksi valitsemme parit

Tekijiavaruus X/R on nimeltiin Mdbiuksen nauha. Se syntyy, kun I*:n pys-
tysivut liimataan yhteen siten, ettd toinen niista kid&dnnetdédn ennen liimausta
ylosalaisin.

5. Liimaamme edellisessd esimerkissa myos vaakasivut yhteen. Taté ei voi teh-
da konkreettisesti, ja tuloksesta on vaikea saada havainnollista mielikuvaa. Jos
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yhdistetdén paallekkéiset pisteet (x,0) ja (z,1), saadaan Kleinin pullo. Jos yh-
distetdéan pisteet (z,0) ja (1 — x,1), saadaan projektiivinen taso P%, joka on
homeomorfinen esimerkissi 6.5 maaritellyn P?:n kanssa.
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7. METRISET JA METRISTYVAT AVARUUDET

7.1. Kertausta ja tdydennysta. Joukon X metriikka on kuvausd : X x X —
R!, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2),
(2) d(z,y) = d(y, z),
(3) d(x,x) =0,
(4) Jos d(x,y) = 0, niin = = y.
Jos d toteuttaa ehdot (1), (2) ja (3), se on X:n pseudometriikka. Néista seuraa
d(z,y) > 0, silla

0=d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) = 2d(z,y).
Jokainen metriikka on pseudometriikka. Tasossa R? kaava

d(z,y) = |x1 =],

missé ¢ = (21, 22) ja y = (Y1, y2), madrittelee pseudometriikan. Se ei ole met-
riikka, silla valitsemalla pisteet x = (z1,1), y = (71, 2) saadaan

d(z,y) = |z1 — 1] =0,
mutta = (x1,1) # (21,2) = y.

Olkoon d joukon X pseudometriikka. Jos z € X ja r > 0, méaérittelemme
avoimen kuulan

B(z,r)={y € X : d(y,z) < r},

jolle voimme tarvittaessa kiyttaa merkintdd By(z, ). Pseudometriikka d maa-
rittelee X:n topologian Ty, jonka kantana ovat kuulat B(z,r). Se, ettd ne to-
della muodostavat kannan, todetaan kuten metriikkojen tapauksessa (Kanta-
kriteeri B). Kuulat B(z,r),r > 0, muodostavat pisteen z ympéristokannan.

Jos pseudometriikka d ei ole metriikka, on olemassa X:n pisteet = # y, joilla
d(z,y) = 0. Talléin y € B(z,r) ¥ r > 0, joten néilld pisteilld ei ole erillisia
ympéristoja, eika siis (X, Ty) ole Hausdorff-avaruus. Kééntéen, jos d on met-
ritkka, niin (X, 7T;) on Hausdorff. Siis pseudometriikka on metriikka jos ja vain
jos se maarittelee Hausdorff-topologian.

Pari (X,d) on pseudometrinen (tai metrinen) avaruus, jos d on X:n pseu-
dometriikka (tai metriikka). Vaikka d mééritteleekin topologisen avaruuden
(X, Ty), on vddrin sanoa (X, d):td topologiseksi avaruudeksi. Esimerkiksi (X, d)
ja (X, 2d) ovat yleensi eri pseudometrisid (tai metrisid) avaruuksia, mutta vas-
taavat topologiset avaruudet (X, Ty) ja (X, Tyy) ovat samat (kunkin muodos-
tamat topologioiden kannat ovat samat). Téllaisia pseudometriikkoja, jotka
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maéaarittelevat saman topologian, sanotaan topologisesti ekvivalenteiksi.

Kaikkia joukon X topologioita ei yleenséd voida méaaritelld metriikan tai pseu-
dometriikan avulla. Topologinen avaruus (X, T') on metristyvd, jos on olemassa
sellainen X:n metriikka d, ettd T, = T. Vastaavasti méaaritelldan pseudomet-
ristyvd avaruus.

Esimerkiksi avaruus (R, T,,;,;) ei ole metristyvi. Se on kuitenkin pseudomet-
ristyvi. Asetetaan d(z,y) = 0V z,y € R!. Pitdd paikkansa Ty = Ty, silld
topologian T, kannan joukot ovat muotoa

B(z,r) ={y e R' : d(z,y) <r} =R

missd r > 0. Viite seuraa. Avaruus (R!,T},;,;) ei ole metristyvi, koska jos
jollekin x,y € RY, d(z,y) = r > 0, silloin

B<x,g>€Td ja yQB(x,i>

2
=B <$, g) #+ R!
=Ty # Tini
Jokainen diskreetti avaruus on metristyva; vaadittu metriikka saadaan aset-
tamalla d(z,y) = 1, jos © # y, ja d(x,x) = 0. Metriikkan d méérittelemén
topologian T, kannan joukko on muotoa
Br,(w,r) = {y € X : d(y,x) < }.

Valitaan r = 1 = Br,(z,1) = {y € X : d(y,z) < 1} = {z} eli {z} € T} ja siis
T, on diskreetti topologia, misté viite seuraa.

Kahden pisteen avaruus X = {a, b}, jossa avoimia joukkoja ovat 0, {a} ja X,
ei ole pseudometristyvé. Jos d on pseudometriikka X:ssé, on joko

1) d(a,b) > 0 tai
2) d(a,b) = 0.
T4lloin tapauksessa 1) topologian T, kannan joukko

Br, (b, d(‘;’b)) - {y € X :d(y,b) < @} = (b}

eli {b} € T,. Mutta {b} ei ole avoin joukko X:n alkuperdisessé topologiassa.
Tapauksessa 2) kaikki kannan joukot

Br,(a,7) = X = Brg,(b, 1)
eli Ty = Tyni ja siis {a} € Ty. Kaiken kaikkiaan Ty # {0, {a}, X }.
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Yksinkertaisuuden vuoksi rajoitumme seuraavassa metrisiin avaruuksiin, vaik-
ka monet tulokset voidaan helposti todistaa myos pseudometrisille avaruuksille.

Metrisyys on perinnéllinen ominaisuus: Jos X on metristyva ja A C X, niin
A on metristyva. Vaadittu A:n metriikka saadaan X :n metriikan rajoittumana.

Metristyvyys on topologinen ominaisuus: Jos X on metristyvé ja Y =~ X, niin
Y on metristyva.

Todistus. Olkoon f : Y ~ X ja d X:n topologian madraama metriikka. Asetta-
malla e(a,b) = d(f(a), f(b)) saadaan Y:n metriikka e. Koska f on homeomor-

fismi, niin Y:n kannan muodostavat joukot f~'By(z,r) = B.(f '(z),r). Siis
T, on Y:n alkuperéinen topologia.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja () # A C X. Joukon A ldpimitta eli halkaisija
on

d(A) = sup{d(z,y) :z € A,y € A}.
Lisdksi méaaritelldan d(0) = 0. Jos ) # A C X ja () # B C X, on joukkojen A
ja B vilinen etdisyys

d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}.
Pisteen x etédisyys joukosta A # () on d(z, A) = d({z}, A).

Jos d(A) < oo, A on rajoitettu. Jos d(X) < oo, sanomme myos, ettid d on
rajoitettu. Kuvaus f : Y — X on rajoitettu, jos fY on rajoitettu joukko.

7.2. Lause. Jos d on X:n metriikka, niin kaava
e(x,y) = min (1,d(z,y))

madrittelee X:n metriikan e, joka on topologisesti ekvivalentti d:n kanssa.

Todistus.
(a) Todetaan heti, ettd metriikan ehdot (2),(3) ja (4) ovat voimassa e:lle.
Todistaaksemme kolmioepayhtélon (1) oletamme z,y, 2z € X. Talloin
e(z,2) < d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Jos téassd molemmat yhteenlaskettavat ovat pienemmét kuin yksi, an-
taa tdmé heti kolmioepédyhtélon e:lle. Jos taas toinen on > 1 (esim.
d(x,y) > 1) saadaan

e(z,2) <1< e(z,y) < ex,y) +e(y, 2).

Siis e on X:n metriikka.
(b) Jos r < 1, niin By(x,r) = Be(x,r). Koska téllaiset kuulat muodostavat
topologioiden Ty ja T, kannat, Ty = T..
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O

7.3. Seuraus. Jokainen metriikka on topologisesti ekvivalentti rajoitetun met-
riikan kanssa.

7.4. Karteesiset tulot. Olkoot (Xj,d;), j € J, metrisid avaruuksia. Muodos-
tamme tulojoukon
x =[x

jeJ
Topologioiden Tj; tulotopologia tekee X:sté topologisen avaruuden. On luon-
nollista kysyé, onko X metristyvd. Voidaan osoittaa, ettd jos J on &dérellinen,
esim. J = {1,2,...,n}, niin vastaus on myonteinen ja erdéan metriikan méaarit-
telee kaava

d(z,y) = max{d;(z;,y;) : 1 < j < n}.

On helppo osoittaa, ettd myos kaavat

n 3
"(z,y) = Zdj(xjayj)a d"(z,y) (Zd 5, ;) )
j=1

maéadrittelevat X:lle metriikat, joiden madraamét topologiat ovat samat kuin
X tulotopologia ja jotka siis ovat d:n kanssa topologisesti ekvivalentteja. (Nyt

d(fb,y) < d,(x,y) < nd(x,y) = Ty=Ty.
Lisaksi

d"(z,y)* Zd j,y;)" < (Zdj(iﬂj,yj)f =d'(x,y)’
7j=1

ja

2oy = (Y diasn)) <0t (3 dylayon)?) = "Gy

=1 =1
joten
d"(z,y) < d(x,y) < Vnd"(z,y) = Ty = Td,,.>

Jos J on ylinumeroituva, ei X ole metristyvé, mikili avaruuksissa X; on vi-
hintdén kaksi alkiota kussakin (Huomautus 9.3). Numeroituvalle J:lle antaa
seuraava lause vastauksen:
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7.5. Lause. Metristyvien avaruuksien numeroituva tulo on metristyva.

Todistus. Koska darellinen tapaus on jo kéasitelty, voimme olettaa, ettd J = N.
Kohdassa 7.4 méaériteltyjen metriikkojen d, d’, d” suora yleistys johtaisi daretto-
miin etéisyyksiin. Voimme kuitenkin mééritelld avaruuden X = [] jen Xj met-
ritkkan modifioimalla ensin sopivasti mité tahansa néistd metriikoista. Teemme
taman d:lle. Lauseen 7.2 nojalla voidaan olettaa, korvaamalla tarvittaessa d;
metriikalla min(1, d;), ettd d;(z;,y;) < 1 Vz;,y; € X;. Viitamme, ettéd kaava
di(z,v;
d(z,y) = maX—J( J %)
jEN i
maéaarittelee X:n metriikan d ja ettd T; on X:n tulotopologia. Koska

dj(wj,9;) - 1iog

J J
maksimi todella saavutetaan.

Olkoot z,y,z € X. Talloin V 57 € N on voimassa
dj(wj, %)  dil5,95) | 45, %)
J J J
misté seuraa kolmioepayhtalo d(z, z) < d(z,y)+d(y, z). Metriikan ehdot (2) ja
(3) ovat selviisti voimassa. Todistaaksemme ehdon (4) oletamme, d(z,y) = 0.
Talléin d;(z;,y;)/j =0V j €N, jotenz; =y; Vj e Neli x =y. Siis d on X:n
metriikka.

<d(z,y) +d(y, 2),

Seuraavaksi osoitamme, ettd T; C T. Tata varten riittdéd todistaa, ettd mieli-
valtainen d-kuula B(z,r) € T. Tami seuraa yhtalosta

1
B(x,r) = O{Pj_lB(xj,jr) 1 < —},
,
mika todetaan paattelyketjulla

y € B(z,r) & d(z,y) <r
& dj(z;,y;)/j <rVjeN

1
= dj(l’j,yj) < j’l“, kunj S —
r

S | =

& y; € Bz, jr)Vj <

IN

AN Iz

& Py(y) € Blaj,jr) ¥ j

& ye P B(y,jr) ¥ j <

—
—

S oy € ﬂ{Pj_lB(xj,jr) g
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missé on kaytetty tietoa d; < 1.

Lopuksi todistamme, ettd T° C Ty. Tata varten riittda osoittaa, ettd 7T':n esi-
kanta sisaltyy Ty:hen. Olkoon siis U @ Xj; on osoitettava, etté P]71U e Ty

Olkoon z € P;'U (U € Ty)

= T = P](l') eU

= U € Ty, silld Ty, = T; (X; metristyvd), joten 3 r > 0 siten, ettd
B(z;,r)CcU

= B(z,r/j) C Pj_lU, koska jos y € B(x,r/j), niin d(y,z) <r/j

= erityisesti d;(x;,y;)/7 <1/j

= dj(z;,y;) <7

= y; € B(z,7)

= Pi(y) € Blay,7)

= y € P 'B(x;,r) C P'U

= B(x,r/j) C ]DflU

= Tulotopologian T" esikannan joukko Pj_lU on avoin metriikan d maarit-

teleméssa topologiassa Ty
PrU €Ty,

4

7.6. Seuraus. Hilbertin kuutio /™ on metristyvi.

7.7. Lause. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja ) # A C X. Talloin
|d(x, A) — d(y, A)| < d(z,y)
kaikilla z,y € X, joten kuvaus f: X — R, f(z) = d(z, A), on jatkuva.
Todistus. Jokaisella a € A on voimassa
d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) +d(y,a).
Ottamalla infimum yli @ € A saadaan
d(z, A) < d(z,y) +d(y, A)
ja siis
d(z, A) —d(y, A) < d(z,y).
Vaihtamalla z:n ja y:n roolit saadaan
d(y, A) —d(z, A) < d(x,y).
Lopuksi saamme

—d(l’,y) < d($7A) - d(yaA) < d($7y)
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7.8. Lause. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja ) # A C X. Talloin
A={z € X :d(x,A)) =0}

Todistus. o
r€ X\ A < zeiole An kosketuspiste

< I B(x,r)Cc X\ A
< d(x, A) > 0.
O

7.9. Mééaritelméa. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Télloin X:n jono s on
Cauchy-jono, jos V € > 0 3 ny € N siten, ettd

d(sn, sk) < €,

kun n > ng ja k > ny.

Metrinen avaruus on tdydellinen, jos sen jokainen Cauchy-jono suppenee.

7.10. Lause. Metrisen avaruuden jokainen suppeneva jono on Cauchy.

Todistus. Olkoon s X:n jono, joka suppenee kohti pistettd a € X. Olkoon
e > 0. Talloin 9 ny € N siten, ettéd

€
d(sp,a) < =,
2
kun n > ng. Jos n > ng ja k > ng, niin

d(sp, sg) < d(sp,a) +d(sg,a) < =+

DO ™

Siis s on Cauchy-jono. O

7.11. Lause. Taydellisen metrisen avaruuden osajoukko on téaydellinen jos ja
vain jos se on suljettu.

Todistus.

(<) Olkoon (X,d) téydellinen ja A C X suljettu. Olkoon s Am Cauchy-
jono. Talléin s suppenee kohti pistettd = € X. Koska A on suljettu,
niin + € A = A (Lause 1.6). Siis 4 on tiiydellinen.

(=) Oletamme kiifintiien, etti A C X on tiydellinen. Olkoon x € A
=VneNds,e AN B(x,1/n)
= néin saatu jono s = (s,) suppenee kohti pistetta x
= s on Cauchy-jono (Lause 7.10)
= A on tdydellinen
= s suppenee kohti Am pistettd z € A (d(sn, ) "= 0)
= AC A, jolloin A=A
= A on suljettu
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O

7.12. Huomautuksia. On tunnettua, etti R ja R"™ ovat téiydellisii. Myos
[0, 1] on tdydellinen, mutta (0, 1) ei ole. Taydellisyys ei ole topologinen ominai-
suus (el siily homeomorfismeissa), silla R! ja (0,1) ovat homeomorfiset. Téy-
dellisyydesta seuraa kuitenkin térkeitd topologisia ominaisuuksia, joista huo-
mattavin on seuraava Bairen lause.

7.13. Bairen lause. Olkoon (X, d) tdydellinen metrinen avaruus ja Gy, Gs, . . .
jono X:n tiheitd avoimia joukkoja. Talloin

G = ﬂ{G] : j S N}
on tihea.

Todistus. Olkoon () # U @ X; on osoitettava, ettd U N G # (). Konstruroimme
induktiolla X :n pistejonon 1, z,, . .. ja jonon kuulia V; = B(z;, r;) seuraavasti:

Koska (7 on tihed, voidaan valita piste 1 € U N G1. Koska U N (G on avoin,
on olemassa sellainen V; = B(x1,71) etta Vi c UNGs jar < 1. Oletamme,
ettd x; ja Vj; on valittu, kun 7 < n. Koska G,, on tihed, voimme valita pisteen
Ty € Vo1 NG,. Koska V,,_1 NG, on tihed, on olemassa sellainen V,, = B(x,,,7,,)
etti V,, C Vo1 NG, ja 1, < 1/n. Télléin siis V41 C V,, kaikilla n € N.

Osoitamme, etté jono (x,) on Cauchy-jono. Olkoon ¢ > 0. Valitsemme sellaisen
luvun ny € N ettd 2/ng < €. Jos nyt n > ng ja k > ng, niin z,, € V,, C V,,, ja
xr € Vi C Vyp, joten

d(zp, ) < d(@p, Tny) + d(Tpg, Tk) < Tog + Tng = 27 < 2/np < €.
Siis (x,,) on Cauchy.

Koska X on téydellinen, (z,) suppenee kohti jotakin X:n pistettd a. Osoitam-
me, ettd a € UNG. Koska z,, € V,, C Vi, kunn > k,niina € V, C Gy Vk €N,
Siis a € N{Gy : k € N} = G. Liséksia € V; C U. O

7.14. Seuraus. (Bairen lauseen toinen muoto) Olkoon X téydellinen metrinen
avaruus ja Fp, Fy,... jono X:n suljettuja joukkoja, joilla ei ole sisdpistetté.
Télloin joukolla

U{F;:j €N}
ei ole sisépisteité.

Todistus. F; on X:n suljettu joukko, jolla ei ole sisépistetta
=>VeeFjavVUaeX,zeU UNX\F#0 U ¢ F)
= X \ F; on avoin joukko ja X \ F; on tihed X:ssi
= X \ UjenF; = NienX \ F; on tihed X:ssd (Bairen lause)
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=VUGX,UN(X\UenEF) #0
=VUGX,U ¢ UgenF;
= joukolla U;cn F; ei ole sisédpisteita. O

7.15. Lause. Jos X # () on numeroituva taydellinen metrinen avaruus, niin
X:ssé on ainakin yksi eristetty piste.

Todistus. Koska X on numeroituva, se voidaan esittdd muodossa
X =U{F;:j e N},

missé jokainen Fj on yksi6 {z;}. Jos z; ei ole eristetty piste

= U e X, z; CU, UNX sisaltda vihintdan 2 pistetta

= U ¢ {z;}

= x; ei ole joukon {x;} = Fj sisépiste

= intF; = int{z;} =0
Lisdksi jokainen F; on suljettu. Jos lause ei ole totta, seuraa Seurauksesta 7.14,
etta

intU{F;:jeN}=intX =X # 0,

miki on ristiriita. U

7.16. Huomautuksia. Jos Lauseessa 7.15 X on dérellinen, sen jokainen piste
on eristetty. Jos X on &ireton, silld on &drettoman monta eristettyd pistet-
td. Jos néet niitd olisi vain darellinen joukko, sanokaamme {x1,...,2,} = A,
niin X \ A olisi suljettu ja siis tdydellinen, joten my®s siind olisi eristetty piste
(Lause 7.15), joka on selvisti eristetty myos X :ssé.

Lauseesta 7.15 saamme vilittomésti uuden todistuksen sille, ettd R! on ylinu-
meroituva.

7.17. Tasainen suppeneminen. Olkoon X joukko ja (Y, d) metrinen ava-
ruus. Jono kuvauksia f,, : X — Y suppenee tasaisesti kohti kuvausta g : X —
Y, jos

lim sup d(fu(), g(x)) = 0.

n—oo reX

Madritelmé on sama kuin tapauksessa Y = R! ja X C R!. Jos erityisesti Y on
R! tai yleisemmin normiavaruus, voidaan tavalliseen tapaan miiritelld sarjan
tasainen suppeneminen palauttamalla se osasummien muodostamaan jonoon.

Maaritelméassa on olennaista, ettd Y on metrinen. Jos maaliavaruus on vain
topologinen, ei tasaisesta suppenemisesta puhuminen ole mielekasté.

7.18. Lause. Olkoon f, : X — Y jono jatkuvia kuvauksia topologisesta ava-
ruudesta (X, 7T') metriseen avaruuteen (Y, d). Jos f, — g tasaisesti, niin g on
jatkuva.
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7.19. Lause. (Weierstrassin testi) Olkoon X joukko, u, : X — R! kuvauksia
ja M, > 0 siten, etta
\up ()| < M, YVeeXjaVneNl.

Jos sarja ) M, suppenee, niin sarja ) u, suppenee tasaisesti.
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8. EROTTELUAKSIOMAT

Téassé pykélassa esitimme ns. erottelu- eli T-aksiomat. Néistéd Ty eli Hausdorffin
aksioma on tuttu.

8.1. Maaritelméa. Avaruus X on Tj-avaruus, j = 0,1,2, 3,4, jos se toteuttaa
alla olevan ehdon T}:
Ty: Jos a,b € X ja a # b, niin ainakin toisella pisteistd a,b on ympéristo,
johon toinen ei kuulu.
Ti: Jos a,b € X ja a # b, niin kummallakin pisteistd a,b on ympéristo,
johon toinen toinen ei kuulu.
Ty: Jos a,b € X ja a # b, niin pisteilld a ja b on erilliset ympéristot.
Ts: Josa € X, B & X jaa¢ B, niin a:lla ja B:ll4 on erilliset ympéristot.
Ty: Jos A C X ja B C X ovat erillisia ja suljettuja, niin niilla on erilliset
ymparistot.
Jos X on Ty, se on Hausdorff-avaruus. Jos X on T} ja T3, se on sddnndllinen.
Jos X on T ja Ty, se on normaali.

8.2. Huomautuksia. Kisitteiden Ty ja T merkitys on melko vihdinen, koska
tarkeimmét avaruudet ovat Hausdorff-avaruuksia ja toteuttavat aina ehdot Tj
ja Tl.

8.3. Lause. Avaruus on 7} jos ja vain jos jokainen yksi6 {a} on suljettu.

Todistus.

(=) Olkoon X Tj-avaruus ja a € X. Jos b € X \ {a}, niin on olemassa b:n
ympéristo U, joka ei sisélla a:ta
=UcC X\ {a}
= X \ {a} on avoin
= {a} = X \ (X \ {a}) on suljettu.

(<) Oletamme, ettd X:n jokainen yksi6 on suljettu. Olkoot a,b € X, a # b
= X \ {b} on a:n ympéristo, joka ei sisdlld b:td, ja X \ {a} on bmn
ymparisto, joka ei sisalla a:ta
= X on T;.

8.4. Seuraus. Normaali = sdannollinen = Hausdorff = 177 = 1.

8.5. Esimerkkeja. 1. Jos X:ssd on minitopologia ja vahintdan 2 pistettd, X
ei ole Ty, silla jos (X, Truini) = (X, {X,0}) ja X sisdltaa vihintddn 2 pistettd =
jokaisen alkion ymparisto on koko avaruus X, joka siséltaé toisenkin pisteen.

2. Olkoon X = {a,b} kahden pisteen avaruus, jossa avoimia joukkoja ovat
0,{a} ja X. Talloin a € {a} (ympéristo) ja b € {a} = X on Ty. Pisteen b
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ainoa ymparisto on X ja X 3 a = X ei ole T}.
3. X &déreton joukko, U @ X <« U = () tai X \ U on &érellinen.
Viite: Jokainen yksié on suljettu.

Todistus. Olkoon a € X
= {a} = X \ (X \ {a}) on irellinen
= X\{a}c X
= {a} c X
= X on T1 D

Vaite: X ei ole Ts.

Todistus. Olkoot a # b ja olkoot U,, U, pisteiden a, b mielivaltaisia ymparistojéa
= X \ Uy, X \ U, ovat &dérellisia
= U, ja Uy, ovat dérettomia ja X = U, U (X \U,) = U, U (X \ U))
= U,:lla ja Uy:lla on ddrettoméan paljon yhteisid alkioita
= X eiole T, O

8.6. Lause. Avaruus X on Tz-avaruus < V r € X ja V ympéristod U > z
kohti 4 x:n ymparistdé V siten, etta V C U.

Todistus.

(=) Olkoon X Tj3. Olkoon z € U @ X. Koska F' = X \ U on suljettu
= 3 ympéristd V > x ja ympéristé W D F siten, ettda VW =0
=V C X\ W suljettu
=VCcX\WcU

(<) Olkoon F € X jaz € X \ F
= U = X \ F on x:n ympéristo
= 3 zm ympéristo V siten, ettd V C U
=W=X\VonavoinjaW D X\U=X\(X\F)=F
= V ja W ovat x:n ja F':n erilliset ympéaristot
= X on T53.

8.7. Lause. Ominaisuudet Ty, T7,T5 ja T3 ovat perinnollisia.

Lause. Olkoon X avaruuksien X; tulo, i € I, so. X = []
Az‘ CXz Jos A:H Ai, niinZ:HidE.

e1 Xi Jja olkoot
iel
Todistus. Olkoon x = (;);c; € A mielivaltainen piste. Olkoon i € I ja olkoon
x; € U; @ X; (U; on x;:n mielivaltainen ympérist6). Projektiokuvaus

pi: X = HXi — Xi,  pilz) =i,

el
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on jatkuva = pi’lUi on pisteen z ympéaristo, x € A
= ANp; U #0

= olkoon y = (y;)je1 € ANp;'U;

=y, =pi(y) € AN

= 1; € A;, i € I mielivaltainen indeksi

= ¢ = (@i)ier € [ic; Ai

= AC [l A

Olkoon = = (2;)ier € [];c IE mielivaltainen piste ja olkoon U pisteen = mieli-
valtainen ymparistd. Kohdasta 4.4 Huomautuksia

= J kannan joukko [, ., U; siten, ettd x € [[,.,U; CU

= x; € U; ja U; on x;:n ymparisto V i € .

Koska x; € A; = A,NU; # 0

= olkoon y; € A,NU;, i €1

=y = (Yi)ier € [Lie; AiNUi = (I1ier 4) N (Iie, Us) € ANU. O

el

8.8. Lause. Ominaisuudet Tg, 17,75, ja T5 séilyvit karteesisissa tuloissa.

Todistus. Todistamme tapauksen T3. Olkoon
x =[x
jeJ

missé jokainen X; on 75. Olkoon z € X ja U xm ymparisto. Talloin U siséltéaéa

muotoa
B=]]v;

jeJ
olevan xm ympariston, missa U; @ X; V j € J ja U; = X; lukuunottamatta
aarellistd indeksijoukkoa K C J. Koska X; on T3, voimme V j € K valita
sellaisen x;:n ympériston V; ettd V; C U; (vrt. 8.6. Lause). Merkitsemme V; =
Xj, kun j € J\ K. Talléin V = [, ; V; on z:n ympéristd ja
v=[[vi=]]vicBcU

jeJ jeJ

Lauseen 8.6 nojalla X on T5. 0

8.9. Huomautus. Ominaisuus T} ei ole perinnéllinen. Se ei myoskédédn séily
karteesisessa tulossa.
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8.10. Lause. Metristyva avaruus on normaali.

Todistus. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Tunnetusti X on Hausdorff ja siis

Ty. Tamaé johtuu siité, ettd jos on a # b, niin B(a,r)NB(b,r) = 0, kunr = @.

Todistamme ehdon T}. Olkoot A, B C X erillisid suljettuja joukkoja. Voimme
olettaa, ettd ne eivit ole tyhjii, silla muutoin X ja () ovat haetut ympéaristot.
Merkitaan

U={x:d(z,A) <d(z,B)} ja V={z:d(z,B)<d(z,A)},
jolloin A C U ja B C V. (Olkoon x € A. Télloin
d(z,A) = inf{d(z,y)|ly € A} =d(z,z) = 0.

Toisaalta z € X\ B avoin = 37 > 0s.e. B(z,r) C X\B=d(z,y) >rVyeB
= d(z,B) = inf{d(z,y)ly€ B} >r >0= 2 € U = A C U ) Lauseesta 7.7
(sekéd d(x, A) ettd d(x, B) ovat jatkuvia funktioita) seuraa, etta kaava

g(x) =d(z,A) — d(x, B)
miéirittelee jatkuvan kuvauksen g : X — R!. Koska
U=g'(-00,0) ja V=g""(0,00),
U ja V ovat avoimia. Koska U NV = (), on ehto T} tullut todistetuksi. 0

8.11. Seuraus. Euklidinen avaruus, Hilbertin kuutio ja kaikki niiden osajou-
kot ovat normaaleja.
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9. NUMEROITUVUUSAKSIOOMAT

Téassa pykalassa kasittelemme ehtoja, joissa numeroituvuus tulee esille. Néaita
on nelja: Ny, Ny, Lindel6f-ominaisuus ja separoituvuus. Téarkein naistd on Ns.

9.1. Maéritelma. Avaruus X on Nj-avaruus, j = 1,2, jos se toteuttaa allao-
levan ehdon N;:

Ni: Jokaisella pisteelld a € X on numeroituva ympéristokanta.
Ny: X:1l4 on numeroituva kanta.

9.2. Lause. Jokainen N,-avaruus on Nj.

Todistus. Jos B on X:n kanta, niin B(a) = {B :a € B € B} on a:n ympéris-
tokanta. 0

9.3. Esimerkkeji. 1. R! on N,-avaruus, silld sen numeroituvan kannan muo-
dostavat vélit (a,b),a € Q,b € Q. Yleisemmin R"™ on N,; sen numeroituva
kanta saadaan téallaisten vilien karteesisista tuloista.

2. Diskreetti avaruus X on aina Ny, silla {a} yksindén muodostaa a:n ympéris-
tokannan. X on N, vain jos X on numeroituva, silld jokaisen yksion {a},a € X,
on kuuluttava kantaan. Siis Ny on aidosti vahvempi ehto kuin V;.

9.4. Lause. Metristyvé avaruus on Vy.
Todistus. Olkoon a € X. {B(a, +) : n € N} on a:n ympéristokanta. O
9.5. Lause. Ominaisuudet N; ja Ny ovat perinnollisié.

9.6. Lause. Olkoon f: X — Y, missd X on Nj-avaruus ja Y avaruus, ja ol-
koon a € X. Télloin f on jatkuva pisteessd a < f(z,) — f(a) V X:n jonolle
(xn), jolle x,, — a.

Todistus.

(=) Oletetaan, ettd f on jatkuva pisteessi a € X. Olkoon V pisteen f(a)
mielivaltainen ymparisto
= 3 a:n ympdristo U siten, ettd f(U) C V. Olkoon z,, = a
=ux, €UV n>ng
= f(z,) € f(U)CVVn>ng
= f(xn) = fla).

(<) Oletetaan, etté lauseen ehto on voimassa. Olkoon V' f(a):n mielivaltai-
nen ympéristo ja {B, : n € N} amn numeroituva ympéristokanta. Kor-
vaamalla B,, joukolla B;N---N B, voidaan olettaa, ettd By D By D - -.
Osoitamme, ettd f(B,) C V jollakin n € N. Jos néin ei ole, voidaan
valita sellaiset pisteet x, € B, etta f(x,) ¢ V. Talléin x,, — a, mutta
f(z,) # f(a), mikd on ristiriita.
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O

9.7. Lause. Olkoon X Nj-avaruus, A C X jaxr € X. Téllsin z € A < 3 Am
pisteiden jono, joko suppenee kohti z:aa.

Todistus.

(=) Olkoon x € A. Olkoon {B, : n € N} x:n numeroituva ympéristokanta.
Valitaan kullakin n € N piste a,, € AN By N---N B,. Osoitamme, etti
a, — x. Olkoon U x:n mielivaltainen ympéristo. Télloin U sisaltda
jonkin Bj:m. Siis
a, € ANBN---NB,=ANBN---NB,NBgy1N---NB,
CANBN---N B
C B, CU,
kun n > k, joten a,, — x.
(<) Kaénteinen viite pétee jopa ilman ehtoa N; (Lause 1.6).
O

9.8. Huomautus. RF ei toteuta Lauseen 9.7 ehtoa, siis se ei ole N; eiki siis
myo6skaan metristyva. Numeroituville tuloille on kuitenkin voimassa seuraava
tulos:

9.9. Lause. Ominaisuudet NV; ja N, siilyvit numeroituvissa karteesisissa tu-
loissa.

Todistus. Todistamme vain tapauksen Ns. Olkoon
x =[x
jeJ
missé avaruudet X; ovat Ny-avaruuksia ja J numeroituva. Siis voitaisiin valita
J =Ntai J = {1,...,m}. Olkoon B; X;m numeroituva kanta. Se voidaan

esittdd muodossa B; = {Bj;(n) : n € N}. Jokaista &ddrellistd K C J kohti
merkitadn B:lla niiden joukkojen kokoelmaa, jotka ovat muotoa

(9.10) B = () P7(By(ny)),

jEK
missd n; € NV j € K. Osoitamme, ettd B = U{By : K C J &érellinen} on
X:n numeroituva kanta.

B on tulotopologian kanta: Selvisti B:n jasenet ovat avoimia. Olkoon = € U C
o X; on osoitettava, ettd x € B C U jollakin B € B (x:n ympéristokannan ole-
massaolotodistus). Tulotopologian méaritelmén nojalla on olemassa sellainen



45

muotoa
V=[5
jEK
oleva kannan joukko, jolla € V' C U. Tassa K C J on aérellinen ja U; G Xj,
kun j € K. Koska z; € Uj;, niin kullakin j € K 3 sellainen B;(n;), ettd z; €
Bj(n;) C U;. Télloin (9.10) méérittelee joukon B € B, jollax € BCV C U.

B on numeroituva: Numeroituvan joukon &airellisten osajoukkojen kokoelma
on numeroituva, joten B on numeroituva yhdiste kokoelmista Bj. Siis riit-

tda osoittaa, ettd kukin B on numeroituva. Tunnetusti N% on numeroituva.
Kuvaus f: N¥ — B,

FIn) =) B (Bi(n)

jeK jeK
on surjektio, joten B on numeroituva. 0

9.11. Seuraus. Hilbertin kuutio IN on Nj.

9.12. Kertausta. Jos X on joukko ja A C X, niin kokoelma P X:n osajouk-
koja on A:n peite, jos jokainen A:n piste kuuluu johonkin P:n jéseneen eli jos
A C UP. Tapauksessa A = X tadméa merkitsee X = P. Peitteen P osapeite on
osakokoelma () C P, joka myos on A:n peite. Jos X on avaruus ja peitteen
jdsenet ovat avoimia, sanomme, etté peite on avoin.

9.13. Maaritelma. Avaruus X on Lindeldf-avaruus, jos sen jokaisella avoi-
mella peitteelld on numeroituva osapeite.

9.14. Huomautuksia. Mairitelma muistuttaa kompaktisuuden méaaritelmaé,
jossa sanan "numeroituva" tilalla on "déarellinen". Jokainen kompakti avaruus
on Lindeldf. Késitteen nimi johtuu Helsingin yliopiston entisestd matematii-
kan professorista Ernst Lindelofistd (ddnnetdén Lindel66v), joka v. 1903 to-
disti, ettd R™:n osajoukoilla on méaéritelméan 9.13 ominaisuus. TAmé& on ainoa
topologiassa yleisesti esiintyvé késite, joka on saanut nimensa suomalaisen ma-
temaatikon mukaan.

9.15. Lause. Jokainen N»-avaruus on Lindelof.

Todistus. Olkoon {B; : j € N} avaruuden X numeroituva kanta. Olkoon P
X avoin peite. Jos Bj; sisaltyy johonkin P:n jiseneen, valitaan téllainen ja
merkitdan sita Uj:lla. Jos B; ei sisally mihinkddn Pm jéseneen, ei joukkoa Uj
maééritelld. Télloin joukkojen U; kokoelma on numeroituva. Osoitamme, ettéd
se on X:n peite. Olkoon z € X. Talloin x € U jollakin U € P. On olemassa
sellainen Bj, ettd « € B; C U. Siis U; on méiitelty ja x € U;. 0
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9.16. Maaritelma. Avaruus X on separoituva, jos se sisdltdd numeroituvan
tihedn osajoukon.

9.17. Esimerkkeji. R! on separoituva, koska Q on siini tihed (Q = R!) ja
numeroituva. Diskreetti ylinumeroituva avaruus ei ole separoituva (Olkoon X
diskreetti ylinumeroituva avaruus ja olkoon {z,} C X mielivaltainen numeroi-
tuva osajoukko; {z,} on suljettu joukko, koska

XN\ Het= U A}
n inX\Un{JJn}

on avoin joukko = {z,} = {x,} € X = {x,} e ole tihed X:ssd = X ei ole
separoituva).
9.19. Lause. Ny-avaruus on separoituva.
Todistus. Olkoon {B; : j € N} avaruuden X kanta. Valitaan jokaisesta epé-
tyhjastd Bj:std piste a;. Naiden joukko on numeroituva ja tihed, silld jos
0 # U @ X, niin U siséltédd jonkin Bjm ja siis a;m. O
9.20. Lause. Jos (X, d) on metrinen avaruus, niin seuraavat ehdot ovat yhtéa-
pitavia:

(1) X on N,

(2) X on Lindelof

(3) V¥ & > 0 3 numeroituva avoin X:n peite joukoilla joiden ldpimitta on

<e
(4) X on separoituva.

Todistus. Osoitamme, ettd (1) = (2) = (3) = (4) = (1).

Néisté (1) = (2) seuraa heti Lauseesta 9.15. Jos (2) on voimassa, voidaan X :n
peitteelle {B(z,-2) : x € X'} valita numeroituva osapeite, mistd seuraa (3).

Olkoon (3) voimassa. Jokaisella n € N valitaan sellainen X:n peite
{E]" :j € N}
etta d(E?) < % V j € N. Valitaan jokaisesta epatyhjésta £7:sté piste a}, jolloin
saadaan numeroituva joukko
A={d} :neN,jeN}

Osoitamme, ettd A on tihed. Olkoon () # U @ X. Valitaan a € U ja kuula
B(a,r) C U. Olkoon n € N sellainen, ettd + < r. Télléin a € EJ jollakin
j € N. Koska d(E}) < &, niin Ef C B(a,r) C U jasiis a} € U. Siis A on tihed,
joten (4) on voimassa.
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Olkoon (4) voimassa. Olkoon {a; : j € N} numeroituva tihed X:n osajoukko.
Osoitamme, etté kokoelma

Ez{B(aj,%) :j€N,neN}

on X:m kanta. Olkoon z € U Co X. Télléin B(x,r) C U jollakin r > 0.
Valitaan sellainen n € N, etta % < r. Kuula B(x,%) sisaltda jonkin a;m.

Talloin B(a;, 3-) € B ja
1
z € B(aj, %) C B(x,r) CU,
joten B on X:n numeroituva kanta, ja siis (1) on voimassa. U

9.21. Yhteenveto. Ominaisuudesta N, seuraa aina N7, Lindelof ja separoitu-
vuus. Jos X on metristyvé, niin Ny on aina voimassa, ja muut kolme ominai-
suutta ovat keskendédn yhtapitavét.

9.22. Lause. Sdannollinen Lindelof-avaruus X on normaali.

Todistus. Olkoot A, B C X suljettuja, erillisid ja ei-tyhjid. Koska X on sdén-
nollinen, niin jokaisella a € A on sellainen ympéristo U(a), ettd

Ul@)NB =1
(X séénnollinen, a ¢ B suljettu = 3 ympéiristot U(a) > a ja V D B siten, etté

U@)NV =0=U(a)NB =0, silld josolisi U(a)NB# 0 =3Iz € U(a)NB =
x € U(a) = V x:n ympéristo siis myos V (z € B C V) sisdltdd U(a):m pisteita
= Ristiriita). Samoin jokaisella b € B on sellainen ympéristo V' (b), etté

V(b)NnA=0.
Merkitadn W = X \ (AU B). Télloin
{U(a) :a € AyU{V(b) : be B} U{W}

on X:n avoin peite. Koska X on Lindeldf, silld on numeroituva osapeite, joka
voidaan kirjoittaa muotoon

{U(a,) :n e N}U{V(b,) :n € N}U{W}.

Merkitdaan

Up = Ulan) \U{V (b) : k < n},
Vo =V (b)) \U{U(ax) : k < n}.
Télloin U, ja V,, ovat avoimia. Liséksi
ACU{U,:neN}=U ja BcCU{V,:neN}=V.
(Olkoon z € A = = € U,U(a,) = = € Ulay,) jollekin ng € N = z €

Ulan,) \ U{V (b) : k < no}, koska V(b)) NA =0 Vk <ng=zxelU, =
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reU{U,:neN}=U=ACU).

Lauseen todistamiseksi riittda osoittaa, etta U NV = 0.
Vastaoletus: On olemassa

reUNV =0U,U,NU,V,, = UpnU, N V.
Télloin x € U,NV,, jollain n, m € N. Olkoon esimerkiksi n < m. Koska x € V,,,
niin x ¢ U{U(ax) : k < m} = x & Ula,) = = € U(a,) = « € U,, mikd on
ristiriita. U




