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Dynaamiset systeemit
3.11.2000

1. Etsi kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua systeemille

z' = Tzr + 6y
y' = 2z + 6y.
2. Selvitd systeemin
' = —2x + 3y
y'=z-3y

kriittisen pisteen luonne ja hahmottele systeemin radat.

3. Etsi systeemin
r'=1-zy

y'=$—y3

kriittiset pisteet ja maaritd niiden luonne Ja stabiilisuusominaisuudet tutkimalla
kunkin kriittisen pisteen kohdalla vastaavaa lineaarista, systeemia.

14) Méarittele autonomisen systeemin

f(z,y)

z =
v = g(z,y)

Ljapunovin funktio V(z,y) ja todista, ettd jokaiselle systeemin ratkaisuparille
(z(¢), y(t)) funktio ¢ V(z(t),y(t)) on pienenevi.
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Dynaamiset systeemit
1.12.2000

1. Hahmottele systeemin

radat.
@ Etsi systeemin
z' = sin(z + y)
y'=y
kriittiset pisteet ja maarita (mikali mahdollista) niiden luonne ja stabiilisuusomi-

naisuudet tutkimalla kunkin kriittisen pisteen kohdalla vastaavaa lineaarista, Sys-
teemia.

3. Populaatiossa on D kpl kaksi kromosomia sisiltavii soluja ja U kpl nelja
kromosomia siséltavia soluja. Populaation lisééntymistad mallinnetaan systeemilld

D'=(A—u)D
U':,uD—i—VU

missa A, p ja v ovat positiivisia vakioita. Osoita, ettd tapauksessa A > u + v
kaksi kromosomia sisiltivien solujen suhteellinen osuus koko populaatiosta lahes-
tyy alkupisteesta (Do, Up) riippumatonta raja-arvoa, kun ¢ — co. MAi#ritad tAma
raja-arvo.

4. Etsi systeemille
2’ =y
o sy o ff

Jokin Ljapunovin funktio.
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Dynaamiset systeemit
22.9.2000

<1J Mairittele homogeenisen lineaarisen systeemin

.7}! = au(t)ﬁ'} + G-lz(t)y
y' = ag(t)z + a(t)y

ratkaisujen {z1(t),y1(t)} ja {z2(t), y2(t)} Wronskin determinantti W (t). Todista,
ettd ratkaisut ovat lineaarisesti riippumattomat, jos W (t) # 0.

2. Ratkaise systeemi
gl s

y=-z+y

ja sithen liittyva karakteristinen yhtalo. Etsi kriittiset pisteet ja osoita, etta radat
ovat suoria viivoja. Osoita, ettd origo on epastabiili kriittinen piste.

3. Osoita, ettd origo on systeemin
z' = (sinz)(cos 1) + y*

y =y*—z -2’ +3y

kriittinen piste ja madrita ratkaisujen asymptoottinen kayttaytyminen origon yi-
paristossa.

B Todista Ljapunovin lauseen avulla, ettd origo on systeemin

&
I 2 z
g =zy’ — —
¥y =7
3 2
/ Yy Yy
y' = - 4 T
¥ 5 "5

asymptoottisesti stabiili kriittinen piste.
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Dynaamiset systeemit
25.8.2000

1. Etsi kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua systeemille

' = ~15z + 3y
y' =9z — 9y.
2. Selvita systeemin
7 =g
Yy =z+y

kriittisen pisteen luonne ja hahmottele systeemin radat.

# =1
y' =4z — 23
kriittiset pisteet ja maaritd (mikéli mahdollista) niiden luonne ja stabiilisuusomi-

naisuudet tutkimalla kunkin kriittisen pisteen kohdalla vastaavaa lineaarista sys-
teemia.

3. Etsi systeemin

4. Etsi jokin Ljapunovin funktio systeemille

f
r =Yy
f

y' =~z — ey

kun € on positiivinen vakio.
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Dynaamiset systeemit
6.11.1992

1. Etsi kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua systeemille
z' =3z + 2y
y' = -5z +y.

2. Maarittele tdsmaéllisesti, milloin autonomisen systeemin

¢’ = f(z,y)
y' = g(z,y)

kriittinen piste on a) stabiili, b) asymptoottisesti stabiili. Anna esimerkki systee-
mista, jonka jokainen kriittinen piste on stabiili mutta el asymptoottisesti stabiili.

3. Etsi systeemin
' = —z 4 22°
y =2y +y°
kriittiset pisteet ja m&aritd (mikali mahdollista) niiden luonne ja stabiilisuus-

ominaisuudet tutkimalla kunkin kriittisen pisteen kohdalla vastaavaa lineaarista
systeemia.

w Etsi vaimentamatonta heiluria kuvaavalle systeemille

0 = pu

W = —w?sind

jokin Ljapunovin funktio ja tutki sen avulla origon stabiilisuutta.
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Dynaamiset systeemit
16.2.2001

1. Etsi kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua systeemille

r=z+y

y' = —z+3y.
2. Selviti systeemin

' =xz+y

y' =—z—3y

kriittisen pisteen luonne ja hahmottele systeemin radat.

3. Tarkastellaan yhtaloa
"+ ar’ +z+ 22 =0,
missd 0 < a < 2. Korvaa yhtils autonomisella systeemilla sijoittamalla z' = y.
Osoita, ettd origo on saadun systeemin stabiili spiraalipiste ja ettd (—1,0) on
satulapiste.

4. Osoita Ljapunovin lauseen avulla, etti origo on systeemin

z' = —62%y

yl — 6.'1:3 _ 3y3

stabiili kriittinen piste.




D,

LI EAAIVEN VAWIOUCATUVMINEN WOuD GEELW €A ST¥ITeert (
i A
()= DY @
v vy Y
$Y ST eemiA A VASTAAVA WATAWTE RISTIV €D YHTALe o

) RS <
dQ'\_(_\ _;) s A "L\?\—t"'\: (/1-‘2) = Q)

7...-) & = 2 . Z.GM‘—!JEA) VA Y solS Joo e T A MUI
2 at -
Y WS M TUWALSY  ON  muoToA L, 2= (K, € g e ) missa
f
— p— /
weRTO WM ET {O('((’J,’S TOTECTTA VAT o TA Lo N

‘ oL, i ‘ L K R, =R as g oLy
(”‘ ;)(G’l\ -Q(Z‘X kn?—ozi-t’sﬁ?‘“—?p;'} | |

L 2[3?521/31 =7 161;;0(1_.__.7
b {X7('7’&2{‘6 e 3

Tolwen aATuatdoN WARNSSA vip, @ullomMaTNn PAT LAIDY oM MY OTUA

t At
(e 103 = L vty e (pue R tYe 3
¢
2
B+
s A ldetle (Byrt)e 3
Y 9\1- 9\'1' 2 ¥
Xp* € +2(612+J\'\C =X, v =at e + (& +p,)¢C

25 74
427 (a1 € = (w,+3,)E o5 (x24,=0,+@,

v

" 2t 2 & 2t

2+ 2+

Y. o= € 4 2d,€ + 2TC = - (a,¢+t)C L 3(p,+1)eE
¥ 7 T

{=7 (1+2a,)c = (38,-)¢ (=» l+ 26, = TE,~ &,

\Qf {\4—10(1“- O(L{-pl ::7—-"0(2—‘:: l—-@z_ => & _= "7
&

L& Lﬁbbz?’ﬁn"&z“”l*l’%z:“-'2551 o I ﬁzzo ’1_‘)




TOINEN LN, RUADUMATON RATLA (J o

Cxg 0,5 =f(+-1) e’ +c”§




B0

£ T
VAWIO METOLMUSTA 35 yTeEM /A v STAAY A WA LA WL TelSTINEN FHTA

6N
A 2
C\C‘\- (‘.-1 -3—?“3 - 7\, + 9\7\..'“2 - O

154%1

ul

—1*\1? > 0

( VASTA UVASME A UXI]TEN  gLeéal lVwrTEN

R'Ls"\-\;g < O TAPAUS )

=D LAVSGEN H.l FeRUSTae LW S92 STEEMIN  AWO A
WRUTT SERN ¢t §TE (x,41 = Co,0) o~ EPASTAGIIL !
(ATUCA fisTE |

YHT;«\.\ZL\\;‘; oNn  RKAWSL wuib . Yeupo mA Ton 1 A (AT LAWS U A

At
’t"‘u‘f,B = 4 d,e"
y

"sz i F 2.t
B’} {’“z,"/15={c(ze CBet %

(ﬂ,w:}s R'Z A

CHTALD QATLIEN

ML S A Luvae L ;{/o{{ { p;’s ov AT Jo1TA Wir
(l ‘>(d;> A [ % PRI € 1-TRIVIAA
% y = N ( =1 2 1=-7 (AALED A
l - 3 Itl\ i {3 '- > 1 ¢
MAT WALSOJ A | =D TARLLG\W SysTeemin R) yeecwepd
NAT UALS U oN Mmou dTO0A
At 2, ¥
2
% g B X, e
= C ’ + C 2
{ &) 1 ( A, f ) A / p e
P, € P, €
y. _ o
S T B i _—_-f__‘__ < ¥ £, v " 7<
X ,J P ! e e = E———
VO t X {jz 4.




v etNER TAQads c(-é-a & c, fto

A £ a1 (A -ANT
t A & ' ¢
X, = C:Fie -+ 027516 C1p‘\-& LG’LQ
¥ a t At a (R,- )+
< d. 1 ) z H
p By & tC, ol, € <\®€1.+CLO< ¢
_ L
75
¥ (-1
—_—7 liwmn :7=¢ -
-2 0 O<1
(2 “2 T
&
L. wg 61?16’ " Z’PL B _Z._..:_';z'
x 4 R R g X «
T + G2 A
R PREN PrsTeeN { xcr) (1) €TAVIYTS gl bosTA
o 1 ox
W Bl B PADAN  SvumT A LARESTYT  JvolAN ‘5 —-o<—-
SOUNTAN | W ON masTeenw  {x (1] ¢i4) S !
¢
ETAISYYS s ArcosTA FIEVESPCE fo PAN JoontFA LANEITYT JeoTaA

Y=-§?— WY SUONTAA

WA OAT - g ? oy




@)

s i :
AvTOoRoML M €P & P AMAN E AATUAN €N HOM O GEENINEN OY

W
X’t"o‘x\-'t")(-\-}(Q @) ¢ %)

EANREN VASTAM CORLIN ., AvTpUO MWEL swsTeewl

X b =z FO1D

» 'Q\ ( ~w )
\/ :’O‘V“K"'K wf?(xru;)

A T s = £ —=( ¢ =7
SYLTeeMl LA o WaeaTTISEI Pes FEeeN (0(0\ _\1&‘ ( t b "‘Z

)((010) = %(d(o) = +(——I’O‘)=‘- g_fnllc) = O )

J?JJ’(—éuM: (e £ ) VA STAAVA LN, Srateeml oN
> %
% \ - o “ w
v’ -1 . o 4

"thL
I&.AMMTT:VUJF?”‘"“ L

e T VA
—L:' CTITEEMIA va s TARAM

L
sk (:f\w‘_ﬂx =z A o+ o]

- 7

L
X i 2 l +l\/az-‘l
il o K ~ el

WuN 040\49\

.-
TALT &Y eUA &2k L0
= D w AAAWTE L STAIEN YHTALCON aou §z (
A PELLS[CEL
LM A Gow A ARISTA et To Lo LiudA ‘:T:\/' & 2 9. rvencsi (A
g,'(i-l’

" SPOAALLP ST —
(01‘” N biNv, S STecminl STA D el ¢ -

va S Cr ITeEEM N = )
W, S.h Teno;f’{,eLLA to,01 omM u¥e

( ASOMprOTTIS G ST ) STAB UL SATAACI P S TE

&




TWIT & ‘P‘,’1

TEHPAA N wmoueTTUIAN  valirTD
s ~
/{‘xsz L => ¥a x-1
lad
LA
ALY \
X 22X = ¥
o A 4 A~ » 2
=24 = -7 =X =% = =Y — (x—-() = (X=1)
pr ~ T (xxx
.-:"Ok)f.-x-f(/__x‘{_z;‘('* * ?
VALTAAVA e A s N — » ~ ~ 2
S - - X x LN = -ovrex - X

LA N. SYATEEMT
{ . | -
‘J( % © | (f
' | - Y
(—x 59 STEE MIA v ASTAAY A WMt = >

s aX -7 =20

1
( { ) | >0 ‘\7" a> O
- - 1
— > PisT e (‘,;‘:;-) = (0,6) o b N | S4sTEEUN (eﬂi;ﬂmrc{)
(x %< )

BATPARTETE w3 (34 )= fBue) ow opdlEEms

~
FSTE (-[!03 8

ENASTA prlte( JATVAFISTE
&

EPA ST ADUHC (ATUVAPISTE =

Sereen v (%)




D

2
- 66X Y = fex) L 5
(X 3. 37 =901

o
< X
J

I it

2
LOY O ETTAVA  FunwTIO \/(Xi%‘);ﬂ%-ﬂ-vﬂl 5 36 UA

O D AT LAOVASTL D enrivol TUV A ; TOS VL TONVISCsTl veen o TTT
o .
& Jon LA ©0E LIWVAATTA aL V(x,4) 59376 €min AT J A

NPT en oM WECATU L) ESTT SEeEMIOEFENUTT]

vV (X[H.] = VX)\/ + \/ j-(x‘-[ ?/(x (Z')

2

7TRITe: Vx4 = X "+ AXT7 (}‘f?\

3 2 2 2
=> V = (Qx+a?)-(—gx ¢)+ (AbY +0X)(x-27")
= - 19\><3>’- M&x272+ 126X V=LY + CL><L1

_*3‘9\><>’3

vasiTAAN A= 0 & (,,:“.-"(
4 4 A
= -l 6Y =_(y' L 0 ¥ oek

i 2
LESEXST  Vi(x,y) > 0 N (xmeR /42,08

i
—_— \/ ({Mn({): Xl"t"(f oN Sy ST Eémin O"B

EUNUTIO =) WIATO voytp  WAUSEeN nGALLE

3 AQUNONVN .
- ) & EA ULl UARTIVES

gt (50 0N s¢ § TeeM IV

P USTE




Dynaamiset systeemit
20.10.2000

1. Etsi kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua systeemille

&' =4y — Dy
! = Bg + 2.

2. Selvitd systeemin
& =%

y' =2y
kriittisen pisteen luonne ja hahmottele systeemin radat.

3. Btsi systeemin
' =z—-2*4+2y+3

Y =—w+2y

kriittiset pisteet ja méaritd niiden luonne ja stabiilisuusominaisuudet tutkimalla
kunkin kriittisen pisteen kohdalla vastaavaa lineaarista systeemia.

@ Tarkastellaan epélineaarisen jousen differentiaaliyhtilos
"+ f(zx) =0
missd f(z) on jatkuva ja samanmerkkinen kuin z. Korvaa yhtélé autonomisella

systeemilld sijoittamalla =’ = y. Osoita Ljapunovin lauseen avulla, ettd origo on
saadun systeemin stabiili kriittinen piste.
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