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1 Johdanto

Mielivaltaisesti annetun differentiaaliyhtélon ratkaisua ei yleensd voida esittdd suljetus-
sa, muodossa. Sen vuoksi on tarpeen tutkia differentiaaliyhtiloita kvalitatiivisesti ja etsia
tietoa ratkaisujen kiyttaytymisestd tuntematta ratkaisuja eksplisiittisesti.

Esimerkki 1.1. Tarkastellaan yht&loita
(a) 2"+ 32" +2x =0
(b) 2" =32 +2x =0
(c) 2"+ 2 =0.
Yleiset ratkaisut ovat
(a) z(t) = Cre~t + Che2
(b) z(t) = Cret + Cye?
(¢) z(t) = Cycost + Cysint.

Selviisti kaikki yhtédlon (a) ratkaisut lahestyviit nollaa kun ¢ — oo, kaikki yhtdlon (b)
ratkaisut kasvavat (tai pienenevit) rajatta, kun ¢ — oo ja kaikki yhtalon (c) ratkaisut ovat
jaksollisia, jaksona 27.

Y114 olevassa esimerkissé differentiaaliyhtélot olivat lineaarisia. Epélineaaristen yhtéloiden
kiyttaytymisestd voidaan saada tietoa approksimoimalla annettua differentiaaliyht&loa so-
pivalla lineaarisella yhtalolla.

Esimerkki 1.2. Tarkastellaan heiluria, jonka pituus on L ja joka heilahtelee vapaasti.

Vaimentamatonta heilahtelua kuvaa epélineaarinen toisen kertaluvun differentiaaliyht&lo

a?0
E5+w2sm(9:0, (1.1)

missid w? = 4. Koska

i sinQ_l
650 0
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niin pienilld kulman 6 arvoilla yhtdlod (1.1) voidaan approksimoida lineaarisella yhtalolld

d*0
w + w29 = 0. (1.2)

Yhtalon yleinen ratkaisu on jaksollinen:
6(t) = Cy coswt + Cy sin wt.
My6hemmin vertaamme néitd ratkaisuja yhtélon (1.1)) ratkaisuihin.
Esimerkki 1.3. Epilineaarisella ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtéalolla
' =—x+2° (1.3)

on kaksi vakioratkaisua x = 0 ja x = 1, kuten ndhd&én heti sijoittamalla. Jos z on ldhella
nollaa, yhtélon epélineaarinen termi 2 on pieni verrattuna lineaariseen termiin —x, silli

ratkaisuihin. Yhtélon (1.4]) yleinen ratkaisu on
z(t) = x(0)e".

Epiélineaarinen yht#lo (1.3) voidaan ratkaista erottamalla muuttujat. Kirjoittamalla 2/ =

% ja kertomalla puolittain termilla ﬂﬁﬂ saadaan yhtélo

dx

— dt,

josta edelleen puolittain integroimalla

/d—gj—/dt—wc
—ZL‘+ZL‘2_ - 0-

Yhtilon vasemmanpuoleisen integraalin arvoksi saadaan nyt osamurtohajotelmaa kaytta-

malla p | ) 1
/—CB:/( ——)dlen(m—l)—lnlenx_ .
—z + 2 r—1 = T

Yhtilo [L3] voidaan siis esittid muodossa

-1
lnm

:t_'_CO’

josta edelleen
—_ —= €t+CO = Oet7 (15)



missd C' = e®. Voidaan olettaa, ettd x(0) # 0, silld tapauksessa z(0) = 0 saadaan (yksi-
kéisitteisyyslauseen nojalla) triviaaliratkaisu z(¢) = 0. Sijoittamalla yhtdloon (L1.5) ¢ = 0

saadaan
z(0) —1

z(0)
Sijoittamalla nyt saatu vakion C' arvo yhtaloéon saadaan

=C.

z(t)—1 z(0) — 1€t
z(t) z(0)

josta edelleen seuraa
z(0)

t) = .
z(t) 2(0)(1 —et) + et

Ratkaisu on mééritelty vain jos nimittdja on nollasta eroava, so.

z(0)(1 —e) + €' #£ 0.

Toisin sanoen

t z(0) _l
=1
jolloin siis
z(0)
In———=—InC.
t# njy(o)_1 nC

Huomataan, ettd |z(0)|:n ollessa pieni ratkaisu (1.6) on likimain z(0)e™*, so. lineaarisen
vhtélon (1.4]) ratkaisu. Tehtavin kvalitatiivinen tarkastelu jakautuu kahteen osaan riippuen
saadun vakion C' arvosta:

1°) Jos 0 < z(0) < 1, niin yhtalon ((1.5]) jalkeisen paattelyn nojalla C' < 0. Néin ollen
1
t —
e # 8

kaikille ¢, joten ratkaisu (|1.6)) on méiritelty kaikilla muuttujan ¢ arvoilla ja ldhestyy
nollaa kun ¢t — co. Télloin yhtélsiden (1.3) ja (1.4) ratkaisuilla on sama asymptoot-
tinen kiyttdytyminen.

2°) Jos x(0) > 1, niin talléin C' > 0. Téssé tapauksessa emme ole enéé ldhelld triviaali-
ratkaisua z = 0 ja yhtilo el ole enéd hyvi approksimaatio yhtélolle (1.3). Ta-
pauksessa z(0) = 1 saadaan viliratkaisu = 1. Tapauksessa z(0) > 1on 0 < C < 1
ja —InC > 0, joten ratkaisu kasvaa rajatta, kun t — —InC.

Sanomme, ettd yhtélon (1.3)) ratkaisu 2 = 0 on asymptoottisesti stabiili, kun taas ratkaisu
xr =1 on epdstabiili.



Seuraavassa tutkimme paljon ensimmaiisen kertaluvun differentiaaliyhtélopareja, jotka voi-
daan esittdd muodossa

o' = f(t,x,y)
y =g(t,z,y)

missd f ja ¢g ovat muuttujien ¢, z ja y jatkuvasti differentioituvia funktioita, jotka on
miiritelty jossakin R3:n alueessa

(1.7)

D: a<t<b c<z<d e<y<h.

Voidaan todistaa, ettd jokaisen D:n pisteen (tg, zo,yo) kautta kulkee tdsmélleen yksi sys-
teemin integraalikdyri, jonka parametriesitys ¢ — (w(t), y(t)) on madritelty jollakin
to:n sisaltavalla valilla.

Sanomime, etti systeemi on autonominen (ajasta riippumaton), jos funktiot f ja
g eivit riipu muuttujasta t. Muussa tapauksessa on epdautonominen.

Esimerkki 1.4. Systeemi

=2ty
y/ - x4+ y2
on autonominen, kun taas systeemi
¥ =ty
'= -

on epdautonominen.

Systeemin yksityisratkaisut ¢ — (z(t),y(t)) ovat kiyrid xy-tasossa. TAm& on sys-
teemin faasitaso, ja jokainen ratkaisukdyrd on systeemin rafa. Systeemistd saadaan usein
paljon tietoa tutkimalla sen ratoja.

Esimerkiksi biologiassa kahden eldinlajin populaatiota voidaan kuvata seuraavanlaisella
systeemilld, missd funktiot z(t) ja y(t) merkitsevit vastaavasti saalis- ja petopopulaatiota
tietylla ajanhetkelld t.

| pedot nakevat
h p"lk" y / saalis viihenee
nalkaa

petoja véihan, . ;
edot lisddntyvat
¢ - saalis lisdantyy / P Y

|
I I il
¢ d x



Systeemin mallina ovat niin sanotut Lotkan-Volterran yhtalot
v = P — b112° — 0127y
y' = —Pay — 6nxy — Oy,
Esimerkki 1.5. Tarkastellaan harmonista virdhtelijad, jonka differentiaaliyhtélé on
2 +x=0

ja alkuehdot x(0) = 1 ja 2/(0) = 0. Yhtdlo voidaan korvata autonomisella systeemilld

ja alkuehdoilla 2(0) = 1, y(0) = 0. Systeemin rata voidaan saada selville kahdella tavalla:

1.tapa Tiedetdiin, ettd alkuarvotehtivilld on yksikésitteinen ratkaisu (z(t), y(t)) = (cost, —sint).
Koska cos?t + sin?t = 1, systeemin rata toteuttaa yhtilon 22 + 32 = 1, joka esittdi ympy-

rad xry-tasossa.

Y

(2(0), (0))

2.tapa Rata saadaan selville myos ratkaisematta systeemid. Soveltamalla ketjusdantoa
dy dydz
dt  drdt

systeemin diffetentiaaliyhtéléihin saadaan

d_y dy/dt Y

r
de dx/dt oy

Erotetaan muuttujat,

ydy = —xdx,
ja integroidaan, saadaan
y? 2 .
? - —? + C1,
josta edelleen
$2 4 y2 — C,



missd C' = 2C. Vakion ' médrdamiseksi todetaan, ettd hetkelli t =0 on z =1 ja y = 0,
joten
C =2(0*+y(0)?=1.

Radan séde riippuu siis alkuehdoista.

Esimerkki 1.6. Tarkastellaan edelleen harmonista véridhtelijaa uusin alkuehdoin
z(to) =1 ja y(to) =0.

Ratkaisu on jilleen yksikésitteinen; se on

(z(t),y(t)) = (cos(t — ty), —sin(t — to)).
Siis
2%+ y® = cos?(t — tg) +sin®(t — tg) = 1,

joten saatiin sama rata kuin edellisesséd esimerkissa.

Yleisemmin voidaan todistaa, etti kaikille autonomisille systeemeille rata (pistejoukkona)
riippuu vain alkuarvoista x(to) ja y(to) mutta on muuten rispumaton alkuhetkesta t.

Lause 1.1. Autonomisen systeemin

z' = f(m,y)

y' = g(z,y) (18)

alkuehtoja x(ty) = x¢ ja y(to) = yo vastaava rata ei rigpu luvun ty arvosta.

Todistus. Olkoot {x(t),y(t)} ja {xl(t),yl (t)} systeemin ([1.8)) ratkaisuja, jotka toteuttavat
vastaavasti alkuehdot
z(to) = o . z1(t1) = o

y(to) = Yo y1(t1) = yo

Olkoon 7 =t + (to — t1). Talloin yhtildiden zo(t) = x(7) ja y2(t) = y(7) miirittelema
funktiopari {xg(t),yg(t)} on systeemin 1) ratkaisu, silld

wy(t) = 2'(7) = f(2(7),y(7)) = f(a2(t), (1))
o(t) =y (1) = g(2(7),y(7)) = g(22(t), 12(t))-

Liséiksi {22(t), y2(t)} toteuttaa alkuehdot

ZEQ(tl) = l’(to) = 29 ja
y2(t1) = y(to) = Yo,

joten alkuarvotehtivin yksikéasitteisyyden nojalla

zo(t) = xq1(t) ja
y2(t) = y1 (1)
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kaikille ¢ > ¢;.
Jokainen ratkaisukiyrén ¢ — (z1(t),y:(¢)) piste on arvoilla ¢ > ¢; siis muotoa

(22(8), 12(1)) = (2(7),y(7))

ja kuuluu siten kiyrille ¢ — (z(t), y(t)).
Samalla tavalla nahdadn kidantien, ettd jokainen kdyran t — (aj(t),y(t)) piste kuuluu
arvoilla t > to kéyrélle t — (z1(¢), y1(1)). O

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd epdautonomisella systeemilld ei ole Lauseen ominai-
suutta.

Esimerkki 1.7. Tarkastellaan epdautonomista systeemia

1
.Z'/ = ;33 x(to) = 17

Yhtélot ovat riippumattomia, joten ratkaisu on helppo laskea:

(1), 5(0) = (+

0

, Qet*to).

to(wfl

Koska t = tgz, rata toteuttaa yhtilon y = 2e ). Rata riippuu siten oleellisesti alkuhet-

kesta tg.



2 Lineaariset systeemit

Téassd luvussa tarkastelemme kahden ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtilon muo-
dostamaa systeemié
QC/ = an(t):c + alg(t)y + f1 (t)

2.1

y' = a921 (t)l’ + agg(t)y + fz(t) ( )
ja vastaavaa homogeenista systeemié (so. f; = fo = 0)
2 =an(t)x + ap(t

11(t) 12(t)y (2.2)

y/ = CLQl(t)$ + agg(t)y.

Tillaisen systeemin ratkaisulla tarkoitetaan kahden derivoituvan funktion paria {z(t), y(t)},
joka toteuttaa systeemin yhtélot (jollakin t-akselin vélilld). Voidaan todistaa

Lause 2.1. Oletetaan, ettd funktiot ay1(t), aia(t), asi(t), an(t), fi(t) ja f2(t) ovat jatkuvia.
Silloin jokaista pistetti (xo, yo,to) € R> kohden on olemassa tismdlleen yksi systeemin
ratkaisu {z(t),y(t)}, joka toteuttaa ehdot x(ty) = zo ja y(to) = yo.

Funktiopari {z5(t), y3(¢)} on parien {z1(¢), y1(t)} ja {x2(t), y2(t) } lineaarikombinaatio, jos
on olemassa vakiot c¢; ja ¢, siten, ettd seuraavat kaksi yhtilod ovat voimassa:
x3(t) = c1x1(t) + caxa(t)

y3(t) =W (t) + 62y2(t), (2~3)

Nahdaan helposti

Lause 2.2. Jos {z1(t),11(t)} ja {2(t),y2(t)} ovat homogeenisen systeemin ratkai-
suja, niun kaikki nitden lineaarikombinaatiot ovat myds systeemin ratkaisuja.

Esimerkki 2.1. Tarkastellaan systeemié

¥ = —x+ 6y

. (2.4)
Yy =x—2y.

Sijoittamalla nihdéén, ettd tilld systeemilld on ratkaisut { — 2%, e~4} ja {3e’,e'}. Jos

1 ja co ovat mielivaltaisia vakioita, niin Lauseen (2.2)) nojalla pari

{ — 2cie M 4+ 3eqel, cre 4 cget}

on myos systeemin ([2.4) ratkaisu.

Sanomme, etté kaksi funktioparia {z1(t),y1(t)} ja {@2(t), y2(t)} ovat lineaarisesti riippu-
mattomia, jos yhtalopari
Cll'l(t) + CoXo (t)

. 2.5
ayi(t) + caya(t) =0 (2.5)
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toteutuu kaikilla ¢:n arvoilla vain mikili ¢; = ¢o = 0.

Médéritelldsin kahden ratkaisun {z1(¢), y1(t)} ja {@2(t), y2(t)} Wronskin determinantti yh-

talolla
I (t) hn (t) ‘
T2 (t) Y2 (t)

Lause 2.3. Olkoot {z1(t),y1(t)} ja {x2(t), y2(t)} homogeenisen systeemin ratkaisuja,
joiden Wronskin determinantti on nollasta eroava katkilla t:n arvoilla. Silloin on

systeemin yleinen ratkaisu, so. jokaista systeemin ratkaisua {x*,y*} kohden on
olemassa vakiot ci ja co siten, etld

W(t) =

= 21 (t)y2(t) — z2(t)y1(2). (2.6)

¥ (t) = c1x1(t) + coxa(t)

2.7
y (1) = cyi(t) + caya(t). 27)

Todistus. Valitaan t = 1y ja tarkastellaan yhtéiloparia
c171(to) + cawa(to) = 2™ (o) (2.8)

ey (to) + caya(to) = ¥y (to),

jossa tuntemattomina ovat ¢; ja co. Tamén yhtdlon determinantti W (ty) on oletuksen
nojalla nollasta eroava, joten parilla on tasmélleen yksi ratkaisu {cp,co}. Lauseen
(2.2) nojalla

{erei(t) + cama(t), cryn () + caya(t) }
on systeemin ([2.2)) ratkaisu, ja yhtdloparin (2.8)) perusteella se toteuttaa pisteessi ¢ty samat

alkuehdot kuin {z*(t),y*(¢) }. Ratkaisun yksikéisitteisyydesti (Lause[2.1)) seuraa niin ollen,
ettd systeemi (2.7) toteutuu kaikilla ¢:n arvoilla.

Esimerkki 2.2. Esimerkissi 2.1] Wronskin determinantti on
—26_4t e—4t
3et et
Systeemin ([2.4]) yleinen ratkaisu 16ytyy niin, kuten Lauseessa

Lauseen [2.3] soveltamista helpottaa
Lause 2.4. Olkoot {z1(t),y1(t)} ja {x2(t),y2(t)} homogeenisen systeemin ratkaisuja

valilld A. Oletetaan, ettd vastaavalla Wronskin determinantilla W (t) on nollakohta vdlilld

A. Silloin W (t) = 0 vdlilla A.

W(t) = = —2e % — 37 = —5e 7 £ 0.

Todistus. Koska W (t) = x1ys — x2y1, niin

W(t) = 21y, + T1y2 — Tayy — ThHys
= 21(an172 + axnys2) + (a1171 + a12y1)y2
— x2(a21 @1 + azyr) — (a1 + a12y2)y
= a11T1Y2 + A22T1Y2 — A11T2Y1 — A22T2Y1
= (au1 + axn)(T1y2 — T2y1)
= (a11 + axn)W(1).



Ratkaisemalla néin saatu differentiaaliyht&lo W (¢):n suhteen saadaan

W (t) = W(to) exp {/ [a11(u) 4+ age(u)]du| (t € A). (2.9)

to

Tastd seuraa viite. ]

Huomautus. Lauseesta [2.4]seuraa, ettd joko W (t) # 0 kaikille t € A tai W (t) = 0 kaikilla
t € A. Lausetta[2.3 voidaan siten soveltaa heti, kun tiedetéién, ettéd 1V (¢) on nollasta eroava
jollakin ¢:n arvolla.

Lause 2.5. Homogeenisen systeemin ratkaisut {x1(t),y1(t)} ja {za(t),y2(t)} ovat
lineaarisesti riippumattomat, jos ja vain jos W (t) # 0.

Todistus. Osoitetaan viite kahdessa osassa.
(a) Oletetaan, ettd W (o) = 0; silloin avaruuden R? vektorit (z1(to), y1 (o)) ja (z2(to), y2(to))
ovat lineaarisesti riippuvia (ks. lineaarialgebra). Siis on olemassa vakiot ¢ja ¢, siten, etté
i +c2>0ja
leL'l(to) + CQIg(to) =0
t 0

c1y1(to) + coya(to) = (2.10)

Merkitdan
A= C1T1 + C2Z2

Y= ay + ey
Lauseen nojalla {z*(t),y*(¢)} on systeemin ratkaisu ja yhtéloparin perus-
teella se toteuttaa pisteessé to samat alkuehdot kuin triviaaliratkaisu x(t) = y(t) = 0. Rat-
kaisun yks1ka81tte1syydesta (Lause [2.1} seuraa niin ollen, ettd 2*(t) = y*(t) = 0 kaikilla ¢:n
arvoilla. Silloin {3:1 } ja {a:z } eivit ole lineaarisesti riippumattomia.
(b) Oletetaan kééintaen ettéd {z1(t) y1 (t)} ja {@2(t), y2(t)} eiviit ole lineaarisesti riip-
pumattomia. Silloin on olemassa vakiot cjja ¢y siten, etti c? + ¢ > 0 ja

C1T1 + Coy = 0
c1y1 + cay2 = 0.
Jos esimerkiksi ¢; # 0, niin merkitsemalld ¢ = —i—f tadstd seuraa xr1 = cxo ja y; = cys. Néin

ollen
W(t) = z1y2 — oY1 = cxays — cxay2 = 0.

]
Lauseiden [2.2] - 2.5 tuloksista seuraa yhteenvetona:
Olkoot {xl,yl} ja {xg,yg} lineaarisen homogeenisen systeemin
¥ = ay(t)r + ap(t
11(8) 12(0)y (2.11)

Y = ag (t)x + an(t)y.

10



ratkaisuja ja W(t) vastaava Wronskin determinantti. Silloin
{01$1 + G2, 1Y + 02y2}

on systeemin (2.11)) yleinen ratkaisu, jos W(t) # 0, so. jos ratkaisut {z1,71} ja {z2, 92}
ovat lineaarisesti riippumattomat.

Epiéhomogeenisen systeemin (2.1 yleista ratkaisua koskeva peruslause on

Lause 2.6. Olkoon {a:p, yp} jokin systeemin yksityisratkaisu ja olkoon {c1x1+coxa, cryn+
coya} vastaavan homogeenisen systeemin yleinen ratkaisu. Silloin

{01351 + CoT2 + Tp, C1Y1 + CoY2 + yp}
on epahomogeenisen systeemin yleinen ratkaisu.
Esimerkki 2.3. Tarkastellaan systeemii

' =3x+3y+t

2.12
Yy =—-x—y+1 (2.12)

Vastaavalla homogeenisella systeemilla

¥ =3z + 3y

/

y=-x—y

on ratkaisut {1, —1} ja { — 3e?t, th}. Epdhomogeenisella systeemilld 1) on yksityisrat-
kaisu

1 1
{—Z@W+%+3%Z@W+Hn.
Systeemin ([2.12)) yleinen ratkaisu on siis

1 1
{ﬂwy@}:{q—&w%—jﬂ+%+$,erw”+ﬂﬂ+nn.
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3 Vakiokertoimiset systeemit

Tarkastellaan vakiokertoimista homogeenista yhtaloryhméaa

I/ = a1 + ay
, (3.1)
Y = a217T + ay,

missd x ja y ovat reaalimuuttujan ¢t derivoituvia funktioita. Téssd luvussa esitimme ns.
determinanttimenetelmén, jonka avulla loydetdén systeemin (3.1)) yleinen ratkaisu.

Tavallisten lineaaristen homogeenisten vakiokertoimisten differentiaaliyhtiléiden teoria huo-
mioonottaen on luonnollista etsid ryhmille (3.1) muotoa {ae™, BeM} olevia ratkaisuja,

missd «, [ ja A ovat vakioita.
Sijoittamalla z(t) = ae™ ja y(t) = BeM systeemiin (3.1) saadaan

= are™ = ajae™ + appfeM

3.2

y' = BreM = ag e + agyfe. (3:2)
Jakamalla luvulla e* saadaan lineaarinen yhtiléryhm#
— N)a+anb =0

(Cln )Oé a3 (3.3)

a1 — (a22 - )\)5 =0,

jolle haluaisimme 16ytaé ei-triviaaleja ratkaisuja {a, 15} } Télloin ratkaisuja 16ytyy (ks. li-
neaarialgebra) tasmélleen silloin, kun yhtéloryhmén determinantti

ap — A Q12
D =

)\' = (a,u — )\)(CLQQ — )\) — a21Q12 (34)

Q21 Q22 —
havida. Ehdosta D = 0 seuraa toisen asteen yhtalo
A’ — (a11 + ag2) A + (ar1a22 — azaze) = 0. (3.5)

Tamé on systeemin (3.1) karakteristinen yhtals. Tarkastelemme nyt erikseen tapauksia,
joissa yhtdlon (3.5) reaalisten juurien lukumidrd on 2, 1 tai 0.

3.1 2 reaalista erisuuruista juurta \; ja Ao

Olkoon {al, 51} jokin ryhmén 1) ei-triviaali ratkaisu arvolla A = Ay ja olkoon {042, Bg}
jokin téllainen ratkaisu arvolla A = Xo. Silloin ryhmalld (3.1) on ei-triviaalit ratkaisuparit

{aleht,ﬁle’\lt} ja {age’\2t,ﬁ26’\2t}. (3.6)

Lineaarisen riippumattomuuden tutkimiseksi tarkastellaan yhtaloparia

{ cra1eMt 4 coane™?t =0

c1B1eM + cofae™t =0
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josta saadaan edelleen

crap et =

—Co0g
A1—A2)t
01516( 1—Ae)t — —Ca39

Koska luvut —coan ja —co s ovat vakioita, taytyy olla
C10 = 0= Co(l9
c1f1 = 0= cf3

Koska o? + 8% > 0 ja a3 + 83 > 0, niin téstd seuraa ¢; = ¢ = 0. Siis ratkaisut (3.6) ovat
lineaarisesti riippumattomat.

Olemme todistaneet seuraavan lauseen:

Lause 3.1. Jos yhtalélla on kaksi eri juurta, niin yhtaloryhmalld on lineaari-

sesti risppumattomat ratkaisut

{ale)\lt7 ﬁleht} Jja {OézeAgta ﬁert}a

missd {al,ﬂl} ja {042,52} ovat yhtaldparin ei-triviaaleja ratkaisuja vastaavasti ar-
voilla A = A\ ja A = .
Esimerkki 3.1. Tarkastellaan Esimerkin [2.1] systeemia

¥ =—x+6
, ’ (3.7)
Yy =z —2y.

Téssd a1; = —1, a12 = 6, ag1 = 1 ja age = —2. Kirjoittamalla yhtalot (3.4)—(3.5) saadaan

D_‘—l—)\ 6

] _Q_A‘—(1+/\)(2+A)—6—A2+3A—4—0,

josta saadaan ratkaisut \; = —4 ja Ay = 1.
Arvolla Ay = —4 yhtéloryhma (3.3]) on
3041 + 661 =0
ap +28, =0
Molemmat yhtélot toteutuvat, kun oy = —20, joten esimerkiksi {—2, 1} on (erés) ratkaisu.
Ensimmiinen ratkaisupari on siis { — 2e™%, e~*}.
Arvolla Ay = 1 saadaan vastaavasti yhtalot
—2&2 + 6&2 =0
Qg — 3B2 =0
joilla on (esimerkiksi) ratkaisu as = 3, 3; = 1. Siten {3e’, '} on ensimmdisen ratkaisuparin

kanssa lineaarisesti riippumaton ratkaisupari.
Lauseen 2.3 nojalla yleinen ratkaisu on

{z(),y(t)} = { — 2c1e™ + 3cae’, cre™ + e}
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3.2 Reaalinen kaksoisjuuri \; = )\
Jos A1 = Ao, niin ensiméinen ratkaisupari
{@16/\1t,516)‘1t}

16ydetdén kuten Lauseessa ({3.1)). Toinen Lauseen muotoa oleva ratkaisupari

{OZQGAZt, /826)\2t}

on ensimméisen parin kanssa lineaarisesti riippumaton vain jos Wronskin determinantti

OéleAlt 616)\115

_ (A1+A2)t
= b) — e
062€>\2t 52€>\2t ( 172 261)

on nollasta eroava (Lause [2.5)). Néin on laita tédsmélleen silloin, kun yhtéloparin

(au — )\)Oé + algﬁ =0

a0 — (ag —N)B =0 (3.8)

ratkaisuvektorit (al,ﬁl) ja (ag,ﬁg) ovat lineaarisesti riippumattomia. Téllaiset lineaari-
sesti riippumattomat ratkaisut ovat olemassa vain jos yhtalopari toteutuu identtisesti, so.
jos a1 = age = A1 ja ajp = ag = 0. Silloin systeemin (3.1)) yhtdlot supistuvat muotoon

=Nz
Y =My

ja niilla on lineaarisesti riippumattomat ratkaisuparit

{0416)‘”,0} ja {O,Bge’\lt}.

Téssd tapauksessa systeemin (3.1)) yhtdlot ovat siis toisistaan riippumattomia, koska kum-
pikin siséltdd vain yhden tuntemattoman funktion.

Jos yhtalopari ei toteudu identtisesti, niin voidaan nayttad, etta systeemilld
on tapauksessa A\{ = Ay muotoa

{2(t),y(t)} = {(as + art)e™?, (Bs + Bit)e!} (3.9)

oleva ensimmiisen ratkaisuparin {a;e*?, 31e*'} kanssa lineaarisesti riippumaton ratkai-
supari. Vakiot ay ja (o médratadn sijoittamalla (3.9) yhtdloihin (3.1)).

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan systeemié

2= —4x —
, Y (3.10)
y=c—2y

Yhtalot (3.4) — (3.5) ovat

‘—4—)\ —1

D=1 4 —2 -\

‘:(4+A)(2+A)+1:A2+6A+9:0.
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Ratkaisuna on kaksoisjuuri Ay = Ay = —3. Yhtéaloista saadaan arvolla A\ = —3
yhtélopari
—a; — 31 =0
a1 + 51 =0

jonka ei-triviaali ratkaisu oy = 1, f; = —1 antaa ratkaisuparin {e¢=*, —e=3}. Muotoa (3.9)
olevan ratkaisun l6ytamiseksi sijoitetaan

{z(0),y(0)} = {(az + )™, (B — t)e ™}
yhtélsihin (3.10); saadaan
e (1 — 3ag — 3t) = —4(ag +t)e ™ — (By — t)e ™
e (=1 =3By +3t) = (g + t)e " — 2(By — t)e ™.
Jakamalla termilé e 3! saadaan yhtiléryhmé

]_—3042:—4012—52
—1 =By =0y — 205

joka edelleen pelkistyy yhtalopariksi

as+ Pa+1=0
as+P2+1=0
jolla on ei-triviaali ratkaisu ap = 1, = —2. Tdmi antaa systeemille (3.10)) toisen ratkai-

suparin
{(14t)e ™, (=2 —t)e},

joka on ensimmadisen parin {e‘ ,—e‘3t} kanssa lineaarisesti riippumaton, silla Wronskin
determinantti
o3t Bt o o
W(t) = =[(-2-t)+ (1 +t)]e ¥ =—e"£0.

(1+t)e 3t (=2 —1t)e ™

Lause 3.2. Jos yhtdlélld on reaalinen kaksoisjuuri X ja jos yhtalopars (@) et toteudu
identtisests, niin yhtdloryhmdlla on lineaarisesti ritppumattomat ratkaisut

{xl(t } = {ale’\t 516’\t}

{1’2@ } { 9 +C¥1t) At 62 +ﬁ1 At} (3.11)

missd {al, 51} on yhtaloparin jokin ei-triviaali ratkaisu ja vakiot oo ja B loydetidn
sijoittamalla jilkimmdinen yhtdldistd yhtdlibin (3.1).

Todistus. Sijoitetaan {xg(t),yQ(t)} yhtéloihin 1} ja jaetaan puolittain e*:ll4; saadaan

a1 + )\(042 + Oélt) = an(ozg + C(1t> + alz(ﬁQ + ﬂlt)
B+ (B2 + Bit) = ax (e + ait) + ax(Be + bit).
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Koska {041, 51} on yhtéloryhmén (3.3)) ratkaisu, niin ensimmaéisen asteen termit kumoutu-
vat ja jaljelle jaa yhtéalopari

(/\ - (l11)042 - G1252 = -0

—a10i — ()\ - a22)52 = —f

Koska A on (karakteristisen) yhtélon (3.5)) kaksoisjuuri, niin

(3.12)

20\ = an + a9,

josta edelleen
A — a1 = —()\ — a22).

Néin ollen joko aqo tai as; on nollasta eroava, silla ehdosta a;5 = a9y = 0 ja D = 0 seuraisi
myos A — aj; = A — ag = 0, jolloin vastoin oletusta yhtalopari (3.8)) toteutuisi identtisesti.

Olkoon esimerkiksi ajp # 0; silloin ensimmaéinen yhtaloistd (3.12)) toteutuu esimerkiksi
arvoilla

1
ay =1, fBo=—[A—a2+ ]
12

Samat arvot toteuttavat myos jalkimmaéisen yhtélon, silla

1
— 921 + ()\ — &Qg)a—[)\ — Q12 + Oél]
12

= L {0 = an)(h — az) — amans] + (A — am)an )

Q12

aq aq
= _—(\— = ———(\N—

12 ( a22) a12 ( an)
= _51‘

Viimeinen yhtélo seuraa siité, etté {041, ﬁl} on yhtéaloryhmén (3.3)) ratkaisu. Samalla tavoin
kasitelliin myos tapaus asl # 0.

Osoitamme lopuksi, ettd ratkaisut ovat lineaarisesti riippumattomat. TAtd varten
muodostetaan Wronskin determinantti

z1(t) yi(t)

W= ostt) (o)

’ = [01(B2 + Bit) — Bi(az + ont)] e
= (1 — 51042)‘3%-

Tapauksessa a1o # 0 saadaan kiyttamalld yhtaloitd (3.12) ja (3.3)

a1fy — Prag = a{ai [on + (A — an)az}} — fra2

12

1 1
= [_()\ - all)al] g — Brog + —a%
a2 12

I
= —00F.
Q12 !
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Edelleen oy # 0, silld muuten systeemin (3.3) ensimmaisesté yhtélosté seuraisi 51 = 0, eiké
{al, ﬁl} olisi ei-triviaali ratkaisu. Siis

1
W(t) = —a2e® #£0
ai2
jaratkaisut (3.11)) ovat lineaarisesti riippumattomat (Lause [2.5). Samalla tavoin késitelldéin
tapaus ag; # 0. O

3.3 Ei reaalisia juuria
Sanomme, ettd pari {u,v} kompleksiarvoisia funktioita
U =1u;+ iUy ja vV=1v1+ Vs

on systeemin (3.1)) kompleksinen ratkaisu, jos reaali- ja imaginaariosien muodostamat parit
{uy,v1} ja {ugz, v} ovat systeemin ({3.1) ratkaisuja.

Lemma 3.1. Jos karakteristisen yhtdlon Juuret ovat kompleksisia litttolukuja
)\1:a+ib ja )\gza—ib,

ja jos {aq, 51} ja {aq, Ba} ovat yhtdléryhmdn kompleksisia ratkaisuja vastaavasti ar-
voilla A\ = A\ ja A = Ao, niin parit

{ale)\lt7 ﬁle)\lt} ia {a2€A2t7 52€A2t}
ovat systeemin kompleksisia ratkaisuja.
Todistus. Jos ay = Ay + 1Ay ja B = By 4+ 15>, niin
et = (A; +iAy)e™ (cos bt + i sin bt)
BreMt = (By + iBy)e™(cos bt + i sin bt)

Néin ollen {Ozle)‘lt, 516>‘1t} on systeemin 1) kompleksinen ratkaisu, jos reaali- ja imagi-
naariosien muodostamat parit

{z1(t), 11 (1)} = {e™ (A1 cosbt — Aysinbt), e (By cos bt — By sinbt) }

3.13
{zo(t), y2(t) } = {€™ (A1 sinbt + Ay cosbt), e (By sinbt + By cosbt) } (3.13)

ovat systeemin ((3.1)) ratkaisuja. TAmé& todetaan sijoittamalla parit (3.13]) yhtéloihin (3.1)).
Esimerkiksi pari {acl(t),yl (t)} toteuttaa ensimmaisen yhtiloista 1} silla systeemin
(3.3) ensimmaéisen yht#lon nojalla

0= ()\1 — anay — alzﬁl)
= (CL —+ Zb) (Al + ZAQ) — Clll(Al =+ ZAQ) — all(Bl — ZBQ)
= [aAl — bAQ — allAl — algBl] + 1 [bAl + CLAQ — a11A2 — a12BQ],
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josta seuraa

Al —bAy —a1A1 — a1 B =0
{CL 1 2 — Q1141 — Q1207 (3'14)

bAl + CLAQ — (111/42 — CL12B2 =0
ja lopuksi

() — anzi(t) — apy (t) = e“t{aAl cos bt — aAysinbt — bA; sin bt — bA, cos bt
— a1 Ay cosbt + a1 As sin bt — a19B; cos bt + a2 B sin bt}
= e cos bt [aAl —bAs — a1 A7 — CngBl}
+ e gin bt[ —aAy — bA; + a1 Az + a12Bs]
=0

yhtéloiden (3.14) perusteella. Pari {zo(t),y2(t)} todetaan vastaavasti. O

Lause 3.3. Jos yhtdlolld on kompleksiset juuret
A =a+1b ja I =a—1b,

missd b # 0, niin parit ovat yhtdléryhmdan lineaarisesti ritppumattomia rat-
kaisuja aina, kun {ay, p1} on yhtdléryhmdan ei-triviaalt kompleksinen ratkaisu arvolla
)\ == )\1.

Todistus. Lemman [3.1] todistuksessa todettiin, ettd parit (3.13)) ovat systeemin (3.1) rat-
kaisuja. Niiden Wronskin determinantti on

W (t) = e**[(A; cosbt — Ay sin bt)(By sin bt + By cos bt)
— (A;sinbt + Ay cos bt)(B; cos bt — By sin bt)]
= g2t [AlBl(cos2 bt + sin® bt) — Ay B (cos? bt + sin? bt)}
= e (A1 By — AyBy)

Lausekkeen (A;Bs — Ay B;) tutkimista varten osoitetaan aluksi, ettd
(03] :A1+ZA2 7£0

Koska {ay, 81} on systeemin (3.3)) ratkaisu arvolla A = Ay, niin ehdosta {a; = 0} seuraisi
(age — NP1 = 0 ja edelleen 31 = 0, silla luvun (age — \) imaginaariosa on —b # 0. Taméa
on vastoin oletusta {ay, 81} # {0,0}. Siis oy # 0.

Systeemin (3.3) ensimmaéisestd yhtdlostd seuraa nyt
B By +1iBy (A —iAs)(By + iBy)

a1 — A\ = —Q1p— = —Q13————— = —0a12
aq Al + ZAQ A% + A%

Merkitsemailld tamén imaginaariosat yhtdsuuriksi saadaan

A1B2 - AgBl
AT+ A3

—b = —a12
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Koska b # 0, myds A; By — Ao By # 0 ja siten myos

W(t) == €2at(A1B2 — A2B1) 7é 0.

Esimerkki 3.3. Tarkastellaan systeemié

T =dx+y
y = —8x + 8y.
Nyt
4-x 1 ,
D=|" 0 ¢ |=@-NB=N)+8=7\-121+40=0.

Karakteristisen yhtalon juuret ovat Ay = 6 + 2¢ ja Ay = 6 — 2¢, joten Lauseen antamat
lineaarisesti riippumattomat ratkaisut ovat

{z1(t), y1(t)} = { (A1 cos 2t — Aysin2t), € (By cos 2t — By sin2t) }
{x(t), yo(t)} = {€* (A1 sin2t + Ay cos2t), € (By sin 2t + By cos 2t) }

Tassa vakiot Ay, Ag, By ja By on valittava siten, etté
{Oél, 61} = {Al + 7:142, Bl + ZBQ}
on yhtéaloryhmén (3.3) ei-triviaalinen ratkaisu arvolla A = 6 + 2i. Silloin

(4—6—20)a+B=0
—8a+(8—6—2i)8=0

eli
—2(1+i)a+p=0
—4da+ (1-14)8=0.
Yhtaloryhmé toteutuu esimerkiksi arvoilla o = 1 4 %i, = 1 + 3¢. Vastaavat lineaarisesti

riippumattomat ratkaisut ovat
. 1 ,
{@1(t), ya(t)} = {®(cos 2t — 5 sin 2t), e (cos 2t — 3sin2t)}
1
{zo(t), yo(t)} = {®(sin2t + 5 cos 2t), €% (sin 2t + 3cos 2t) }

Néiden ratkaisuparien lineaarikombinaatio on systeemin yleinen ratkaisu.
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4 Lineaaristen systeemien stabiilisuus

Tarkastellaan kahden ensimmadisen kertaluvun yhtidlon muodostamaa autonomista yht&lo-
ryhméa
o' = f(z,y)
y' =g(z,y).
Piste (xg, yo) on systeemin kriittinen piste, jos

(4.1)

f(xo0,90) = g(z0,y0) = 0.

Jokainen kriittinen piste (x¢, yo) antaa systeemille (4.1]) vakioratkaisun {z(¢), y(t)} = {xo, yo},
silld vakion derivaatta on nolla:

Kriittisessd pisteesséd (zg,yo) systeemi (4.1)) on tasapainossa: sen tila ei muutu ajan funk-
tiona.
Fysiikan sovelluksissa kriittinen piste on usein potentiaalienergian minimikohta. Esi-
merkkind tarkastelemme Esimerkin heiluria, jonka differentiaaliyht&lo
d*0

ﬁ+w251n9:0

palautuu sijoituksella p = Z—f systeemiksi

0 =pu
© = —w?sin 6.

Selvisti potentiaalienergia on pienimmilldén, kun 6 = 0, ja systeemi on tasapainossa pis-
teessd (0,0). Muitakin kriittisid pisteita l6ytyy:
Esimerkki 4.1. Askeisellsi systeemilld

/

r =1

y = —w’sinz

on darettoman monta kriittistd pistettd, nimittdin kaikki pisteet (km,0), missi k on koko-
naisluku.

Esimerkki 4.2. Systeemilld
- —

v =2ty
y/ — T — y2
on kaksi kriittistd pistettd, nimittdin pisteet (0,0) ja (1,1).
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Alkuarvotehtévéin ratkaisu ¢(¢) on stabiili, jos pieni muutos alkuarvossa ¢(ty) ei aiheuta
suurta muutosta ratkaisuun t > ¢y. Ratkaisu ¢(¢) on asymptoottisesti stabiili, jos se on
stabiili ja kaikki "lahelld"olevat ratkaisut ovat asymptoottisesti yhtasuuret, so. lihestyvét
toisiaan, kun ¢t — +oo. Ratkaisu ¢(t) on epéstabiili, jos se ei ole stabiili.

Esimerkissa tarkasteltu systeemi

on stabiili. Systeemin radat ovat nimittdin origokeskisid ympyroitd, joille side on

v x(0)? + y(0)2.

Pieni muutos alkuarvoissa z(0), y(0) muuttaa radan sidetta vain vihén, ja myos uusi rat-
kaisu on lahelld alkuperidista ratkaisua kaikilla arvoilla ¢ > 0

Stabiilisuuden méiritelmét voidaan tdsmentda kiyttamalla tason pisteiden (z1,y1) ja (z2, y2)
euklidista etéisyytta

1
d[(CCb y1), ($2, yz)] = [(Il - $2)2 + (y1 - 92)2} 2.
Olkoon {x(t,x*),y(t,y*)} se systeemin (vksikésitteisesti méadratty) ratkaisu, joka to-

teuttaa alkuehdot
z(0) = z”

y(0) =y

Sanomme, ettd systeemin (4.1)) vakioratkaisu (so. kriittinen piste) (zo,yo) on

(i) stabiili, jos jokaista £ > 0 kohden on olemassa § > 0 siten, ettd kaikille t > 0
d|:(l’(t,l’*),y(t,y*)), (x07y0):| <e (42)

aina kun d[(m*,y*), (xo, yo)] <.

(i) asymptoottisesti stabiili, jos (o, yo) on stabiili ja on olemassa ¢ > 0 siten, ettd

lim d[(m(t, "), y(t, y*)), (o, yo)} =0 (4.3)

t—o00
aina kun d[(x*,y*), (o, yo)] < 4.
(iii) epdastabiili, jos (zo,yo) €i ole stabiili.

Huomautus. Asymptoottisen stabiilisuuden mééritelméssi vaaditaan, ettd piste (xq, yo)
on stabiili. TAmé& vaatimus on oleellinen, silld ehto (4.2)) ei seuraa ehdosta (4.3).
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Esimerkki 4.3. Tarkastellaan jilleen harmonista vardhtelijad
a' =y
y = —x
Selviisti (0,0) on vakioratkaisu. Alkuehtoja z(0) = z*, y(0) = y* vastaava ratkaisupari on
(x(t, "), y(t, y*)) = (x* cost + y*sint, —z* sint + y* cost),

joten

[NIE

d[(x(t, %), y(t,y")), (0, 0)] = [(z" cost + y*sint)? + (—a*sint + y* cost)?]

1
= ((=")* + (y)?)?
=d[(z7,y"),(0,0)].
Stabiilisuusehto (4.2)) on siis voimassa, kun valitaan ¢ = ¢, ja (0,0) on stabiili.

Esimerkki 4.4. Tarkastellaan systeemié

=y
/ —_—

Yy = —2z — y.

Jalleen (0,0) on kriittinen piste. Alkuehdot x(0) = z*, y(0) = y* toteuttava ratkaisupari
on

(z(t,2%),y(t,y")) = (22" +y)e™" = (¢ +y e, =20 +y )" +2(z" +y")e ™).

Selvasti
lim z(t,2%) = lim y(¢t,y*) =0
t—r00 t—o0

riippumatta alkuarvoista x*, y* ja lisiksi (0,0) on stabiili. N&in ollen (0,0) on asymptoot-
tisesti stabiili. Ehto (4.3) on tdssd tapauksessa voimassa kaikille ¢ > 0; tdmé& ilmaistaan
sanomalla, ettd (0,0) on globaalisesti asymptoottisesti stabiili.

Esimerkki 4.5. Systeemilld
=y

y = —2x + 3y.

on kriittinen piste (0,0). Se on kuitenkin epéstabiili, silld ratkaisuparin

(z(t, "), y(t,y")) = (22" —y*)e' + (2" —y")e*, (22* —y*)e' +2(z* — y*)e*)

etdisyys origosta kasvaa rajatta, kun ¢ — oo aina jos (z*,y*) # (0,0).

Valitaan esimerkiksi € = 1 ja olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Asettamalla (z*,y*) = (g, g)
pétee d[(z*,y*),(0,0)] = \% < ¢, toisin sanoen etiisyys origosta on pienempéi kuin d,
mutta 5

[ (alt, 7). 5t y7), (0,0)] > a2 = Se' > 1=,

kun et > %.
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Esimerkeissé [1.3] — [4.5] systeemit olivat lineaarisia. Epélineaaristen systeemien stabiilisuu-
den tutkiminen on hankalampaa, silld yleensa ratkaisuja ei tunneta eksplisiittisesti. Systee-
mejd voidaan kuitenkin yrittdd approksimoida lineaarisilla systeemeilld, jotka ovat muotoa

/
T = a1+ apy

;L (4.4)
Y = a7 + ay
missd kertoimet a;; ovat reaalisia vakioita. Vastaava karakteristinen yhtilo on
/\2 — (CLH + CLQQ)/\ — (a11a22 — aglalg) =0. (45)

Osoittautuu, ettd systeemin (4.4) ratojen tyyppi voidaan péételld yhtélon (4.5) juurista
A1 ja Ag. Seuraavassa tutkimme erikseen kaikki ne tapaukset, joissa (0,0) on systeemin
ainoa kriittinen piste. TAm& on yhtépitivi sen kanssa, ettd yhtilon (4.5)) juuret ovat
nollasta eroavia.

4.1 Tapaus 1: A\ ja Ay ovat reaaliset, erisuuret ja samanmerkkiset
Voidaan olettaa A\; > \y. Lauseen nojalla jokainen ratkaisupari on muotoa
(z(t),y(t)) = (crare™ + comae™’, 1 f1eM" + 2 fae’?), (4.6)

missd {aq, 51} ja {ag, B2} ovat yhtdloparin (3.3)) ei-triviaaleja ratkaisuja. Vastaavasti ar-
voilla A = Ay ja A = Ay ¢, ¢y ovat vakioita. Jaetaan tapauksen tarkastelu kahteen osaan
juurien etumerkien mukaan.

Tapaus 1(a): Ay < A\ <0

Selvasti kaikki ratkaisut 1ahestyvit origoa, kun ¢ — oo. Ratojen tutkimiseksi tarkastellaan
esim. tapausta ¢; = 0, ¢ # 0. Silloin

fax = oy,

joten rata on suora viiva (puolisuora). Vastaavasti tapauksen c¢; # 0, ¢ = 0 rata on suora
frr = a1y.

Muiden ratojentutkimiseksi oletetaan, ettid ¢; # 0 ja ¢y # 0. Silloin

y(t) c1B1eMt + cofae?!
z(t)  crapeMt + coapetet’

(4.7)

josta termilli eM? jakamalla saadaan

y(t)  cafi+ Co M2
z(t)  craq + a2t
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Antamalla nyt t — oo saadaan

y(t) _ ap _ ﬁ

x(t) oy Qg

Origoa lahestyttiessa ratapisteen paikkavektorin suunta ldhestyy suoran fiz = aqy suun-
taa.

Samoin tavoin ndhdéin. ettd annettaessa ¢ — —oo ratapisteen paikkavektorin suunta la-
hestyy suoran fex = any suuntaa. On selvid, ettd vakioratkaisu (0,0) on asymptoottisesti
stabiili. Sanomme, etti origo on stabiili risteys (engl. stable node).

Tapaus 1(b): 0 < A2 < )\

Vakioratkaisua lukuunottamatta jokaisen ratapisteen (yc(t), y(t)) etiisyys origosta kasvaa
rajatta, kun t — oo. Siis (0, 0) on epéstabiili. Radat ovat muuten samanlaiset kuin tapauk-
sessa 1(a) mutta vastakkaissuuntaiset. Sanomme, ettd origo on epdstabiiliristeys (engl.
unstable node).

Kun ¢t — —oo, radat ldhestyviit origoa ja ratapisteen paikkavektorin suunta lahestyy
suoran [or = apy suuntaa. Annettaessa t — +o0o, ratapisteen suunta lidhestyy vastaavasti
suoran [ixr = a1y suuntaa.

4.2 Tapaus 2: \; ja \y ovat reaaliset ja vastakkaismerkkiset

Voidaan olettaa Ay > 0 > Ay. Yleinen ratkaisu on edelleen muotoa . Tapauksessa
c1 = 0, co # 0 pitee fox = agy ja (:c(t),y(t)) lahestyy origoa kun ¢ — oco. Tapauksessa
c1 # 0, cg = 0 pitee Sz = aqy, ja (x(t), y(t)) liikkuu talld suoralla origosta poispéin kun
t — oo, mutta ldhestyy origoa kun t — —oc.
Yleinen tapaus, jossa ¢; # 0 ja ¢3 # 0, on monimutkaisempi. Kirjoittamalla osamé&ira

(4.7) muodossa

y(t)  cafp+ CoBper2 =M1 B c1B1eM At 4 ¢y 3

x(t)  crag + cpapeP2=At T cra et 4 gy

ndhdain, ettd annettaessa t — oo (vastaavasti t — —oo) osamédira ldhestyy arvoa % (vas-
taavasti 5—2 ). Kummassakin tapauksessa ratapisteen (z(t),y(t)) etiisyys origosta kasvaa
rajatta, silla

(041751) = (070)-
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Radalla on asymptoottinen suora 1z = a1y (vastaavasti fox = any), kun t — oo (vastaa-
vasti t — —00).

Lauseennojalla vakioratkaisu (0, 0) on ainoa systeemin (4.4)) ratkaisu, jota vastaava rata
kulkee origon kautta. Suoralla Sor = any sijaitsevat radat ldhestyvit kuitenkin origoa,
kun t — oo; kaikkien muiden ratojen suhteen origo on "luotaantyontava". Ratakuvion
perusteella sanomme, etti origo on satulapiste. Se on selvisti epastabiili.

4.3 Tapaus 3: A\ = Ay = A (reaalinen kaksoisjuuri)

Kasittelemme erikseen tapaukset A < 0 ja A > 0.

Tapaus 3(a): A <0

Lauseen nojalla on kaksi mahdollisuutta sen mukaan toteutuuko yhtélopari (3.8)) ident-
tisesti vai ei. Jos (3.8) toteutuu identtisesti, niin

a11 = a22 =\ ja 91 = A12 = 0.

Systeemi (4.4) on silloin

¥ = \z

y' =Ny
ja ratkaisut ovat muotoa (z(t),y(t)) = (cieM, cae?). Rata toteuttaa siis yhtélon

Gl = (1Y,
joten kysymyksessd on origon kautta kulkeva suora. Ehdosta A > 0 seuraa
lim (1) = limy (1)

joten origo on asymptoottisesti stabiili. Sanomme téssi tapauksessa, ettéd origo on tdhden-
muotoinen stabiili risteys.

Jos (3.8)) ei toteudu identtisesti, niin Lauseen perusteella yleinen ratkaisu on muotoa

(z(t),y(t)) = ([clal + ca(a + agt)]eM, [e1Bi + ca(Ba + Bit) }e’\t> (4.8)

Silloin
y _abitaBtht)  (ab+eb)/t+ob
X c1aq + CQ(CYQ + alt) (clozl -+ CQCKQ)/t -+ 02061’
joten
t
lim w = &
t—+oo T t) o
Lisaksi

lim z(t) = lim y(t) =0

t—o0 t—o0
ja origo on asymptoottisesti stabiili. Ratapisteen paikkavektorin suunta lihestyy suoran
[rx = a1y suuntaa, kun ¢t — 4o0.
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Tapaus 3(b): A >0

Radat ovat samanlaiset kuin tapauksessa 3(a) mutta vastakkaissuuntaiset, silld pisteen
(x(t), y(t)) etdisyys origosta kasvaa rajatta, kun ¢ — oo. Origo on epéstabiili risteys.

4.4 Tapaus 4: \; ja A\, eivit ole reaalisia

Olkoot A\; = a+1b ja Ay = a — ib siten, ettd b # 0. Lauseen nojalla yleinen ratkaisu on

(z(t),y(t)) = <e“t [e1(A; cosbt — Aasinbt) + co( A sinbt + A cosbt)],
(4.9)
e [cl(Bl cos bt — By sinbt) + co( By sin bt + Bs cos bt)}) ,

missd (A; + @Ay, By +iBs) on jokin yhtéloryhmén (3.3) ei-triviaali kompleksinen ratkaisu
arvolla A = A\;. Merkitsemalld
ky = c1A1 + oAy

ky = —c1 Ay + oAy
]{Zg = C1B1 + CQB2
ks = —c1 By + c2 By

voidaan (4.9)) kirjoittaa muodossa

x(t) = e®(ky cos bt + ko sin bt)

4.10
y(t) = e (ks cos bt + kysin bt) (4.10)
Esitetdén tason pisteet (ki, —k2) ja (ks, —k4) napakoordinaattimuodossa:
ki, —ks) = (Acosay, Asi
( 1 2) ( aq in Ozl) 1)

(/{53, —k4) = (B COS (o, Bsin Oég)7

missid A = \/k2 + k3, B = /K3 + k2 ja a1, ay sijaitsevat valillid [0, 27]. Yhtalsisté (4.10)
ja (4.11)) seuraa

x(t) = Ae“t( cos arq cos bt — sin v sin bt) = Ae™ cos (bt + al)
y(t) Be“t( COS (vg cos bt — sin vy sin bt) = Be® cos (bt + ag)

Lauseen 3.3 todistuksessa totesimme, ettd A? + A3 > 0. Koska

(4.12)

A% =2 4 k5 = (1AL + caA2)? + (—c1 Ay + e Ap)?
= i(A] + 43) + (AT + A7) = (¢ + &) (AT + 43),
niin A hiiviid vain jos ¢ +c3 = 0, so. jos kysymyksessi on triviaaliratkaisu z(t) = y(t) = 0.
Samalla tavoin ndhdéin, etti ei triviaalin ratkaisun tapauksessa myos B # 0, ja alkuarvo-

tehtavin yksikésitteisyyden perusteella cos(bt + o) ja cos(bt + ) eivit hévid samanaikai-
sesti millidn muuttujan ¢ arvolla.
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Tapaus 4(a): a <0

Yhtéloiden (4.12)) esittdmé kiiyrd on spiraalimuotoinen, ja ehdon a < 0 nojalla ratapiste
(x(t), y(t)) lahestyy origoa, kun ¢ — oo. Origo on siis asymptoottisesti stabiili; sanomme,
ettd origo on stabiili spiraalipiste (stable focus).

Y
(-
>
Tapaus 4(b): a >0

Radat ovat samanlaiset kuin tapauksessa 4(a) mutta vastakkaissuuntaiset. Pisteen (z(t),y(t))
etdisyys origosta kasvaa rajatta, kun ¢ — oo. Origo on epdstabiili spiraalipiste (unstable
focus).

=%

Y

=N
)
Tapaus 4(c): a =0
Yhtéloista seuraa nyt
(z(t),y(t)) = (Acos(bt + o), Bcos(bt + o)) (4.13)

Funktioilla x(¢) ja y(t) on siten jaksona 27”, joten pisteestd (zo,yo) hetkelld t = ¢, alkava
rata palaa takaisin samaan pisteeseen hetkelld t = t( = 27“ Radat ovat siis suljettuja kayria
ja toteuttavat yhtalon

332 2
E + % = COS2(bt + Oél) + COSQ(bt + 042). (414)

Erikoistapauksessa oy = 0, ap = 7 yhtélén (4.14) oikea puoli on

cos? bt 4+ sin? bt = 1,
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jolloin yhtélo esittéé ellipsid, jonka akseleina ovat x- ja y-akselit. Myos yleisessé tapauksessa
(4.14) esittad ellipsid, joka kiertdd origon ympéri. Origo on néin ollen stabiili, mutta ei
asymptoottisesti stabiili, silld radat kiertdvat origoa mutta eivit ldhesty sitd. Sanomme

talloin, etta origo on keskus. ‘
Y

o)
N

4.5 Yhteenveto
Edella olleiden stabiilisuustarkastelujen tulokset voidaan koota yhteen seuraavasti.

Lause 4.1. Olkoot \y ja Ao vakiokertoimisen systeemin

/
xr =anx -+ a2y

Y = anx + asny

karakteristisen yhtdlon juuret. Oletetaan, ettd aj1as9 — asiaio # 0, jolloin origo on
ainoa kriittinen piste. Silloin

(a) origo on stabiili, jos Ny ja Ag ovat puhtaasti imaginaarisia
(b) origo on asymptoottisesti stabiili, jos Re A\; < 0 ja Re Ay <0
(c) origo on epastabiili kaikissa muissa tapauksissa.

Ratojen luonne origon ldhelld kiy ilmi seuraavasta taulukosta.
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Karakteristisen yhtalon juuret Ay ja Ao Kriittinen piste
reaaliset, erisuuret, negatiiviset stabiili risteys
reaaliset, erisuuret, positiiviset epastabiili risteys
reaaliset, vastakkaismerkkiset satulapiste (epéstabiili)
reaaliset, yhtasuuret, negatiiviset stabiili risteys
reaaliset, yhtisuuret, positiiviset epastabiili risteys
kompleksiset, reaaliosa negatiivinen stabiili spiraalipiste
kompleksiset, reaaliosa positiivinen epastabiili spiraalipiste
puhtaasti imaginaariset keskus (stabiili)

Esimerkki 4.6. Systeemin
¥ =x—3y

y=z-y
karakteristisen yht#lon A + 2 = 0 juuret ovat +/2i. Origo on siis stabiili ja keskus.

Esimerkki 4.7. Systeemin
¥ =dr—y
y = 6z — 3y
karakteristisen yhtilén A2 — X\ — 6 = 0 juuret ovat 3 ja —2. Origo on siis satulapiste ja niin
ollen epéstabiili.
Esimerkki 4.8. Systeemin
¥ = —4x —vy
y=z-2
karakteristisella yhtalolld A2 + 62 + 9 = 0 on kaksoisjuuri A\ = —3. Origo on siis stabiili

risteys ja myds asymptoottisesti stabiili.

Esimerkki 4.9. Tarkastellaan oheista RLC-piiria.
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[
I
C

Piirin virranvoimakkuus I toteuttaa differentiaaliyhtalon

d21+Rdl+ 11_0
a2 Ldt CL 7

joka voidaan palauttaa systeemiksi

I'=y
, 1 R
=——1——y.
eI A
Karakterisella yhtalolla
R 1
P W —
T ter =Y

on juuret

\._-R=R4L]C
12 = .
’ 2L

Kriittisen pisteen (0, 0) luonne riippuu diskriminantin R — 4L/C' suuruudesta:

(i) Jos R?—4L/C > 0, niin \; ja A\, ovat reaaliset, erisuuret ja negatiiviset; tilldin origo
on stabiili risteys.

(i) Jos R* —4L/C = 0, niin \; = \y = —%, joten origo on jalleen stabiili risteys

(iii) Jos R?*—4L/C < 0, niin A\; ja Ay ovat kompleksilukuja, joilla on negatiivinen reaaliosa;
origo on talloin stabiili spiraalipiste

Kaikissa tapauksissa kriittinen piste on asymptoottisesti stabiili, ja virran voimakkuus
lahestyy siten nollaa, kun ¢ — oc.
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5 Epdilineaaristen systeemien stabiilisuus
Tarkastellaan autonomista epélineaarista systeemié

r = f(xvy)

y' = g(z,y) (5-1)

missd f ja g ovat kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvia funktioita. Oletamme, etta

f(O?O) = 9(070> =0,
jolloin origo on kriittinen piste. Muodostetaan funktioille f ja g Taylorin kehitelmét

f(z,y) = f(0,0) + D1 f(0,0) + y D2 f(0,0) + fi(x,y)

9(z,y) = 9(0,0) + xD1g(0,0) + yD2g(0,0) + g1 (x, y) (52)

missa

filw,y) = %(le +yDy)? f(61, 61y)
(5.3)

1
g1z, y) = §($D1 + yD2)29(92$, 2y)

ja funktioista x ja y riippuvat luvut 6, 0, sijaitsevat vélilla (0,1). Téssd (xDy + yDy)? =
22Dy + y? Dy + 22y D15 Koska f(0,0) = ¢(0,0) = 0, kehitelmit (5.2)) voidaan kirjoittaa

f(z,y) = anz + apy + fi(z,y)
g9(x,y) = anx + axy + g1(x,y)

missé ayjp = le(07 0)7 a1 = Dgf(o, 0)7 91 = Dlg(O, 0) ja 99 = Dgg(O, O) Jadnnostermille

patee
lim fi(z,y) —  lim 91(7,y)

(z,y)—>(0,0) \/ LUQ =+ y2 (z,y)—>(0,0) \/ ZEQ + y2

Téama ndhdadn siirtymalld napakoordinaatteihin x = r cos, y = rsin 6.

~0. (5.4)




Kaavoissa (5.3) esiintyvit funktion f toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat nimittéin
jatkuvuuden perusteella rajoitettuja origon ympristossas:

|D11f(9195,91y)} + 2|D12f(91x,91y)‘ + ’D22f(9133,91?/)| < M < oo,

kun 7 on kyllin pieni. Téllaisilla r:n arvoilla
1
filz,y)| =5 $2D11f(91% 01y) + 2xyDio f (012, 01y) + y2D22f<911‘, 01y)
2

2
%‘ cos? 0Dy, f (6, Gly)’ + r2| cos O sin O D1s f (01, 91y)‘

IA

2
+ %| sin? 0 Dy f (01, Gly)|

2

Y
2

IA

ja edelleen
fl (x7 y) ’ S ZM — O,
r 2

kun r — 0. Samoin tavoin naytetdan, etti myos
x
i @y
(z.y)=(0,0) /22 4 92
Seuraavaksi oletamme lisiksi, etté
a1 — a12a2 # 0; (5.5)

tamé merkitsee sitd, ettd kuvauksen (f, g) Jacobin determinantti

Dif Dyf
Dig Dayg

on origossa nollasta eroava.

Esimerkki 5.1. Systeemi
v =2x 43y +a®

/ 4
Yy =x—2y—ys

toteuttaa ehdot (5.4)) ja (5.5)), silla

b

3
lim I lim y—:O.

(zy)=(0,0) /22 4 32  @)—00) /22 + y?

Kaymme tarkastelemaan systeemié

7' = anr + apy + fi(z,y)

5.6
Y = a1 + ay + g1(z,y) (5:6)
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joka toteuttaa ehdot (5.4) ja (5.5), ja vastaavaa lineaarista systeemid

¥ =apxr+a
/ 11 12Y (5'7)
Y = anx + axny

Molemmilla systeemeilld on kriittinen piste (0,0). Sen luonne voidaan paitella seuraavasta
lauseesta, jonka todistus sivuutetaan.

Lause 5.1. Olkoot A1 ja A\ lineaariseen systeemiin luttyvin karakteristisen yhtdlon
Juuret.

(i) Systeemien ja origossa sijaitsevilla kriittisilld pisteilld on sama tyyppz,
mikdl
(a) A1 # Ao ja origo on systeemin risteys
(b) A1 = A2 ja origo ei ole systeemin tihdenmuotoinen risteys
(¢c) origo on systeemin satulapiste
(d) origo on systeemin spiraalipiste
(i1) Systeemien ja origossa sijaitsevat kritttiset pisteet eivdt aina ole saman-
tyyppiset, mikdli
e) \i = Xy ja origo on systeemin (5. ahdenmuotoinen reisteys; silloin (0,0) on
A A2 J ' t m (5.7) tahd t t l 0,0
joko systeemin risteys tai systeemin spiraalipiste.
origo on systeemin (5. eskus; silloin (0,0) on joko systeemin (5.6]) keskus tas
' t in (5.7) kesk I 0,0 k t 5.6]) keskus t
systeemin, spiraalipiste

Epélineaarisen systeemin ({5.6)) stabiilisuutta voidaan tutkia seuraavan lauseen avulla,
jonka todistus myos sivuutetaan.

Lause 5.2.

(1) Jos origo on asymptoottisesti stabiili systeemissd , se on asymptootlisesti stabiili
myds systeemissd

(ii) Jos origo on epdstabiili systeemissi , se on epastabiili myos systeemissa

(111) Jos origo on systeemissa stabiili mutta ei asymptoottisesti stabiili, niin systee-
missd origo voi olla joko asymptoottisests stabiili, stabiili tai epdstabiili

Huomautus. Lauseentulos (i) patee myos tapauksessa, jossa ehto (5.5)) ei ole taytetty.
Téllainen tilanne esiintyy myos Esimerkissa [5.3|

Lauseet [5.1] ja on helppo uskoa sen perusteella, etti lihelli origoa systeemit (5.6) ja
(5.7) ovat likipitden samat; rajoituttaessa sopivaan origon ympéristoon voidaan ajatella,

ettd epélineaarinen systeemi (5.6) syntyy lineaarisesta systeemistd (5.7)), kun yhtéloissa
tapahtuu pieni héiirio.
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Esimerkki 5.2. Ensimmaéisessé luvussa tarkasteltuja Lotkan-Volterran yhtéloita

t' = o — 511I2 - 512~”Uy

(5.8)
Y = —Boy + 0nzy — G20y’
voidaan origon ympaéristdssd approksimoida vastaavalla lineaarisella systeemilld
¥ = P
, (5.9)
y =Py

jonka yleinen ratkaisu on
(), y(1)) = (cre™", cre™")

Ehdot (5.4) ja (5.5)) ovat selvésti voimassa, koska £, # 0 ja 2 # 0.

Lineaarisen systeemin (5.9 karakterisella yhtalolld on vastakkaismerkkiset reaalijuuret
A1 = (1 ja Ay = —[. Origo on siten (epéstabiili) satulapiste. Lauseen nojalla ori-
go on epastabiili myos systeemissé ((5.8)). Lauseen nojalla origo on myos systeemin ({5.8)
satulapiste.

Esimerkki 5.3. Systeemilld

o' = =2xy = f(z,y)

(5.10)
Yy =—-z+y+ay—y> =gz

on kolme kriittista pistetta, (0,0), (0, 1) ja (0, —1), jotka 16ydetaén ratkaisemalla yhtélépari

—2zy =0
—r+y+ay—y =0

Tutkitaan systeemid erikseen kunkin kriittisen pisteen ympéristossa.
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1. (0,0) Vastaava lineaarinen systeemi on

=0

5.11
R (511)

Siihen liittyvilld karakteristisella yhtilollid A2 — X = 0 on juuret \; = 0 ja Ay = 1.
Origo on epéstabiili systeemissé (5.11)), joten Lausetta seuraavan huomautuksen
nojalla origo on epéstabiili myos systeemissa ([5.10)).

2. (0,1) Kriittinen piste saadaan origoon suorittamalla muuttujan vaihto x = x ja z =
y — 1. Silloin systeemi ([5.10) tulee muotoon

¥ ==2x(z+1)
d=—x+z+1+z(z+1)—(z+1)?
=z+1+22—(2°+32+32+1)

=22 +4axz—322-2°

ja vastaava lineaarinen systeemi on

¥ =2
2 =2z
Karakteristisen yhtdlon juuret ovat \y = Ay = —2, ja origo on tdhdenmuotoinen

stabiili risteys. Lauseen [5.2] nojalla (0, 1) on systeemin (5.10) asymptoottisesti stabiili
kriittinen piste, ja Lauseen perusteella se on systeemissd ((5.10) joko risteys tai
spiraalipiste.

3. (0,—1) Nyt tarvittava tason siirto mééritelldsin yhtal6illa x = z ja z = y+ 1. Systeemin
yht#lét ovat silloin
¥ =-2x(z—1)
d=—x+z—1+z(z-1)—(2—-1)°
=-2r+z—1+zz— (2 -322+32-1)
=—2r—2z+ay+32°—2°

ja vastaava lineaarinen systeemi

=2

2= —2r — 22.

Karakteristisen yhtdlon juuret ovat A\; = 2 ja Ay = —2, joten piste (0, —1) on systee-
min (5.10)) epéstabiili satulapiste.
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Esimerkki 5.4. Esimerkissi [I.2] tarkasteltiin vaimentamattoman heilurin differentiaaliyh-
taloa
0" +w?sinf = 0.

Asettamalla y = ¢’ saadaan systeemi

o =
a (5.12)

= —w’siné

jonka kriittiset pisteet ovat (km,0), missd k = 0,41, £2,.... Koska

, 0 6
Sm@z&—g—i—a—-“

niin kriittisté pistetta (0,0) vastaava lineaarinen systeemi on

0 =u

W= —w

Télle systeemille origo on keskus, joten Lauseesta [5.2| ei voida padtelld mitdan origon sta-
biilisuudesta systeemissé (5.12). Kriittisen pisteen (m,0) luonne saadaan sen sijaan selville
suorittamalla muuttujanvaihto z = 6 — 7, jolloin systeemi saa muodon

Z=p
p = —w?sin(z + ) = —w?sin z cos T = w? sin z,

ja vastaava lineaarinen systeemi on

2 =p
W= wz
Karakteristisen yhtilon A\? — w? = 0 juuret ovat A\; = w ja Ay = —w. Niin ollen origo on

satulapiste, joten Lauseen nojalla (7, 0) on epéstabiili satulapiste my6s epélineaarisessa
systeemissi (5.12).

Energiaperiaatteen avulla voidaan osoittaa, ettd origo on todella keskus. Lauseen
nojalla origo on nimittdin joko keskus tai spiraalipiste. Systeemin konservatiivisuudesta
seuraa kuitenkin, ettd sen kokonaisenergia ei kasva eikd pienene. Sen vuoksi origo ei voi
olla spiraalipiste, silli stabiilin (vastaavasti epéstabiilin) spiraalipisteen tapauksessa koko-
naisenergian tulisi pieneta (vastaavasti kasvaa). Niin ollen origon on oltava keskus.

Koska funktiolla sin 6 on jaksona 27, niin kriittiselld pisteelld (km,0) on sama tyyppi

(a) origon kanssa, jos k on parillinen

(b) pisteen (m,0) kanssa, jos k on pariton.

Esimerkki 5.5. Tarkastellaan edellisen esimerkin heiluria, mutta oletetaan, etti heilahte-
lua on vaimentamassa kulmanopeuteen 6’ verrannollinen voima. Jos verrannollisuuskerroin
on vakio € > 0 saadaan differentiaaliyht&lo

0" + 0 + w?sinf = 0,
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jonka kanssa yhtéipitdva on systeemi

0 =
s (5.13)

W= —w?sinf — ep

Fysikaalisesti on ilmeistéd, ettd origo on asymptoottisesti stabiili kriittinen piste. Tamaéan
todistamiseksi tarkastellaan vastaavaa lineaarista systeemia

o =
s (5.14)

!/

W= —w0 —ep
jonka karakteristisella yhtalolla A2 + e\ + w? = 0 on juuret (vrt. Esimerkki

\ —e+Ve2 — 4w? . \ — —Ve2 —4w?
1= Ja 2 = .
2 2

Origo on systeemissé ([5.14]) siten

— stabiili risteys, jos € > 2w

— stabiili spiraalipiste, jos € < 2w

Lauseen perusteella origo on systeemissd (5.13]) aina asymptoottisesti stabiili.
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6 Ljapunovin lause
Miéritelma 6.1. Olkoon V : R? — R jatkuvasti mééritelty funktio ja V/(0,0) = 0.
> 0 kaikille (0,0), V on positivisesti definiitti

a) Jos V

( .y .y
(b

(z,9) (
Jos V(z,y) < 0 kaikille (x,y (0,0), V on negatiivisesti definiitti.

(z,9) (

( (

€ R?, V on negatiivisesti semidefiniitti.

d) Jos V(x,y) < 0 kaikille (z,y

) ) #
) ) #
(¢) Jos V(z,y) > 0 kaikille (z,y) € R%, V on positivisesti semidefiniitti.
(d) y)
(e) Jos V ei ole positiivisesti eikd negatiivisesti semidefiniitti, V' on indefiniitti.
Havainnollistetaan méiritelméa seuraavalla esimerkill4.
Esimerkki 6.1.
a) Funktio V(x,y) = 2% + y? on positiivisesti definiitti.
V(z,y) = —(2* + y?) on negatiivisesti definiitti.
(c

d) Funktio V(z,y) = —y? on negatiivisesti semidefiniitti.

(a)
(b)
) V(z,y) = 2? on positiivisesti semidefiniitti, silli V(0,a) = 0 kaikilla a € R.
(d)
)

(e) V(x,y) = zy on indefiniitti, silld
V(a,a) =a*>>0 ja V(a,—a)=—a*><0

kaikille a € R\ {0}.
Palautetaan mieleen neliomuotoihin liittyva tulos Analyysin kurssilta:
Lause 6.1. Funktio (neliémuoto) V(z,y) = x* + azy + by* on

(a) positiivisesti definiitti, jos ja vain jos 4b —a* > 0

(b) positiivisesti semidefiniitti, jos ja vain jos 4b —a® >0

(¢) indefiniitti, jos 4b — a* < 0.

Todistus. Kirjoitetaan funktio V' (z,y) muodossa

V(z,y) = 2* + azxy + by?

2 4 CL2
— 249 a a9 22— 2
7+ x2y—|—4y —|—4y 43/
a 1
= (z+5y)" + 7 (4b = a*)y”

Lause seuraa.
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Huomautus. Vastaava lause negatiivisesti definiiteille ja semidefiniiteille nelitmuodoil-
le seuraa siitd, ettd V(z,y) on negatiivisesti (semi)definiitti, jos ja vain jos —V'(z,y) on
positiivisesti (semi)definiitti.
Esimerkki 6.2.

(a) Funktio 2% — zy + 2y? on positiivisesti definiitti, silli 4b —a?* =4-2—(=1)2 =7 > 0.

(b) V(z,y) = —z*+4xy—4y* on negatiivisesti semidefiniitti, silld —V (z,y) = 2 —4zy+
4y on positiivisesti semidefiniitti (4b — a® =4 -4 — (—4)? = 0).

(¢) z* + 4zy — 49 on indefiniitti, silli 4b — a? = 4 - (—4) — 4% = —32 < 0.

Tarkastellaan autonomista systeemié

v’ = f(z,y)

y' = g(x,y) (6-1)

jolla on kriittinen piste origossa. Olkoon V' : R? — R jatkuvasti derivoituva positiivisesti
definiitti funktio. Médritelladn funktion V' deriwaatta systeemin ratoja pitkin yhtalolla

ov ., av oV

, B 4
Vi(z,y) = %l‘ + a_y = %f(‘ray) + a—yg(l‘ay)- (6.2)

Sanomme, ettd V on systeemin (6.1) Ljapunovin funktio, jos V'(z,y) on negatiivisesti
semidefiniitti.

Lause 6.2 (Ljapunovin lause). Olkoon V : R* — R jatkuvasti derivoituva positiivisesti
definiitti funktio.

(i) Jos V' on systeemin Ljapunovin funktio, niin origo on stabiils.
(i1) Jos V'(x,y) on negatiivisesti definiitti, niin origo on asymptoottisesti stabiili
(111) Jos V'(x,y) on positiivisesti definiitti, niin origo on epdstabiili.
Todistus, kohta (7). Annetaan € > 0 ja merkitddn
m = min{V (z,y) : d[(z,y), (0,0)] = }.

T#mi minimi on olemassa, silli V on jatkuva ja ympyrd 22 +y? = €2 on kompakti. Edelleen
m > 0, koska V' on positiivisesti definiitti. Koska

lim V(z,y)=V(0,0) =0,
L (z,y) = V(0,0)
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on olemassa 6 > 0 siten, ettd 0 < ¢ ja V(x,y) < 2 aina, kun

d[(x, ), (0, 0)} <.

m
2

Stabiilisuuden todistamiseksi valitaan (z*,y*) siten, ettd
d[(z*,y*),(0,0)] <é.

Sovelletaan véliarvolausetta funktioon f(t) = V(w(t, x*), y(t, y*)), missi x(t, z*) ja y(t, y*)
madritelladn kuin luvussa 4; saadaan

f@t) = f(0) =tf'(5),
missa
F1(€) = V' (2(& 2), y(& y7))-
Koska V'(x,y) on negatiivisesti semidefiniitti, niin f/(£) < 0, joten siis
f(t) = f(0)<0
kaikille ¢ > 0. Nain ollen

V(& 2),y(&y") < V(e y") < %

kaikille ¢ > 0, joten mikéén pisteistd (x(&, %), y(§, y*)) ei voi sijaita ympyralla.
Maaritellaan
g(t) = x(t,a*) +y(t,y")*.

Silloin funktio g on jatkuva arvoilla ¢ > 0. Edelleen

9(0) = (#*)° + (y)? < 6* < &
ja g ei saa arvoa €2. Niin ollen g(t) < &2 kaikille ¢ > 0, joten

d (m(t,x*),y(t,y*)),(0,0) <e
kaikille t > 0. Ehto (4.2)) on tiytetty, joten origo on stabiili. O
Esimerkki 6.3. Jouseen ripustetun massan liikettd kuvaa vaimennetun virédhtelyliikkeen

differentiaaliyht&lo
2" +ex' + px =0, (6.3)

missd € on vaimennussuhde ja p riippuu jousivakiosta.

e
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Oletamme, etté € ja p ovat vakioita, ja ettd p = 1. Silloin (6.3]) voidaan korvata systeemilld

/
r =1y
!

y=-x—¢ey

(6.4)

Funktio V (x,y) = 2* +y? on timin systeemin Ljapunovin funktio, silli V on positiivisesti
definiitti ja
oV, oV

V' = " + (‘3_ny =22y + 2y(—x — gy) = —2ey°

on negatiivisesti semidefiniitti. Lauseesta [6.2] seuraa siis, etté origo on stabiili.

Huomautus. Ljapunovin funktio on usein verrannollinen systeemin kokonaisenergiaan.
. . . . . . 1 2 . . . 1 2
Esimerkissa potentiaalienergian ;mz* ja liike-energian 5my” summa on

1 1
ém(f +9?) = §mV(x, Y).

Systeemissi (6.4)) origo on itse asiassa asymptoottisesti stabiili (vrt. vastaavaan systeemiin

(5.14) Esimerkissi [5.5). T#téd el kuitenkaan nidhdd Lauseen perusteella kiiytettiessi
funktiota V(z,y) = 2% + 3°.

Esimerkki 6.4. Edellisessid esimerkisséd jousivoima oli verrannollinen tasapainokohdasta
mitattuun poikkeamaan x. Epélineaarinen jousi syntyy, kun ko. voima on muotoa — f(z),
missé f(z) on jokin x:n epélineaarinen funktio. Jos vaimennussuhde ¢ oletetaan nollaksi,
systeemin liikeyhtdlo on silloin

"+ f(x) = 0. (6.5)
Oletetaan, ettda f on jatkuva ja ettd
f(0)=0 ja zf(x)>0 (6.6)

kaikille 2 # 0, so. z ja f(z) ovat samanmerkkiset. Korvataan yht&lo (6.5]) systeemilld

/

=y
y =—f(x)

Systeemilla (6.7]) on kriittinen piste vain origossa. Kokonaisenergia on verrannollinen lausek-
keeseen

(6.7)

Vi) = Fla) + 2.

xX
missi F(z) = bf f(t)dt edustaa potentiaalienergiaa ja % liike-energiaa.

Funktio V(x,y) on positiivisesti definiitti, silld x ja f(z) oletettiin samanmerkkisiksi
ehdossa (6.6)). Edelleen V on systeemin (6.7) Ljapunovin funktio, silld

Viz,y) = F'(z)a" +yy' = f(2)y +y(—f(z)) = 0.

Lauseen [6.2] nojalla origo on stabiili.
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Huomautus. Sopivan Ljapunovin funktion l6ytdminen voi olla vaikeaa erityisesti silloin,
kun systeemin kokonaisenergiaa ei kyetd arvioimaan. Usein kannattaa kuitenkin kokeilla

tyyppid
V(z,y) = 2* + axy + by®

olevia neliémuotoja.
Esimerkki 6.5. Tarkastellaan systeemié
v = zy’ + 2y + 2°
oy (63)
Y=y -z
Funktion V(x,y) = 2% + axy + by? derivaatta systeemin ratoja pitkin on
V'(z,y) = (22 + ay)(zy’ + 2%y + 2°) + (az + 2by) (y* — 2°).
Jos valitaan @ = 0 ja b = 1, niin 4b — a*> = 4 > 0 ja Lauseen nojalla V(z,y) on
positiivisesti definiitti. Edelleen
V'(z,y) = 2x(zy® + 2%y + 2°) + 2y(y° — 2°) = 2(2%* + 2" + ).
Siis my6s V' (z,y) on positiivisesti definiitti, joten Lauseen perusteella origo on epésta-
biili.
Todistetaan vield lopuksi Lauseen [6.2] kohta (ii). T#t# varten tarvitaan seuraava apu-

lause.

Lemma 6.1. Olkoon h(t) arvoilla t > 0 mddritelty derivoituva funktio siten, etta h'(t) <
0 < h(t) kaikille t > 0. Silloin
limsup /'(t) = 0.

t—o00

Todistus. Funktio h(t) on pienenevi ja alhaalta rajoitettu, joten on olemassa raja-arvo
A = limy_o0h(t).
Annetaan € > 0 ja valitaan T" > 0 siten, ettéd
MT)—X<e.
Viliarvolauseen nojalla on olemassa & > T siten, ettd
T+ 1) —h(T) = k().

Koska h on pienenevi, niin

o=
ja
A>h(T+1)>hT)> X +¢
Nain ollen
—e<h(T+1)-h(T) <0,
joten siis
—e<h (<0
Tasta seuraa viite. O
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Todistus, Lause (ii). Kohdan (i) perusteella origo on stabiili. Niiin ollen jokaista koko-
naislukua n = 1, 2, ... kohden on olemassa §,, > 0 siten, ettd §,, <1 ja

d|(z(t,2%),y(t,y*)),(0,0)| <27" (6.9)

kaikille £ > 0 aina, kun
d[(az*,y*), (0,0)] < 0,.

Annetaan € > 0 ja valitaan (z*,y*) siten, etti
d[(z*,y*),(0,0)) < 6.

Riittda nayttaa, ettd on olemassa T > 0 siten, ettd

d|(z(t,z*),y(t,y")).(0,0)| <e

kun ¢t > T'. Kiinnitetdén n siten, ettd 27" < ¢ ja merkitdan
M = max{V'(z,y)|6, < d[(z,y),(0,0)] <1}. (6.10)

Silloin M < 0, koska V'(z, y) on negatiivisesti definiitti. Funktio h(t) = V (x(t, 2*), y(t,y*))
toteuttaa Lemman [6.1] ehdot, silld

n'(t) = V’(x(t,x*),y(t,y*)) <0
kaikilla ¢ > 0. Nain ollen
limsup 1/ (t) = 0,
t—o00
joten on olemassa 7' > 0 siten, ettd A'(7") > M. Silloin
V’(:L‘(T, ), y(T, y*)) > M,

mikd on yhtalon (6.10) perusteella mahdollista vain jos joko

d{(a;(T, %), y(T,y%)), (0,0)] <6, (6.11)

tal

d[(x(T,x*),y(T,y*)),(0,0) > 1.
Jalkimmaéinen vaihtoehto ei kuitenkaan ehdon perusteella tule kysymykseen, koska

d[(x*,y*), (0,0)] < 0;.

Siis epdyhtalo (6.11) on voimassa, mistd seuraa, etti

i alt ) vt 0.0)] < =

kunt > T. O

43



	Johdanto
	Lineaariset systeemit
	Vakiokertoimiset systeemit
	2 reaalista erisuuruista juurta 1 ja 2
	Reaalinen kaksoisjuuri 1 = 2
	Ei reaalisia juuria

	Lineaaristen systeemien stabiilisuus
	Tapaus 1: 1 ja 2 ovat reaaliset, erisuuret ja samanmerkkiset
	Tapaus 2: 1 ja 2 ovat reaaliset ja vastakkaismerkkiset
	Tapaus 3: 1=2= (reaalinen kaksoisjuuri)
	Tapaus 4: 1 ja 2 eivät ole reaalisia
	Yhteenveto

	Epälineaaristen systeemien stabiilisuus
	Ljapunovin lause

