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1 Peruskasitteita

1.1 Vektorit

Skalaarit ovat yleensa reaalilukuja («, 3,7, .. .).
Vektori on euklidisen avaruuden alkio (x,y,a,b,...).

n-ulotteisen avaruuden R™ alkio on n-vektori:

T
Z2
x=1] T3 (1.1)
xn
Vektorin x komponentit x1, ..., x, ovat skalaareja; niiden lukumaééra on vek-

torin y dimensio. Vektorit x ja y ovat yhtdsuuret, jos niilla on sama dimensio
ja jos z; = y; kaikille 4. Vektorin (1.1) transpoosi x* on vaakavektori (1 x n-
matriisi):

T _ (

X 1'1,1'2,...,33’”).

Vaakavektoreita voidaan merkitd myos esimerkiksi y’ = (y1, Y2, ..., Yn)-

Vektori voidaan kertoa skalaarilla ~:

YT
Y2
x= .

TTn
Olkoot x1, ..., X, vektoreita, joilla on sama dimensio. Vektoreiden x, ..., xy
lineaarikombinaatio on muotoa

X1+ e VX (1.2)

missi 71, ..., 7, ovat lineaarikombinaation (1.2) kertoimet.

Lineaarikombinaatio (1.2) on triviaali, jos v; = 0 kaikille i, muussa tapauk-
sessa lineaarikombinaatio on epdtriviaali. Jos vektoreilla x ja y on sama di-
mensio n, niiden sisitulo x”y on skalaari

XT}’ =T1Y1+ToYo + ...+ TpYp = szyz
i=1

Sisatulo on



e vaihdannainen: x’y = y’x
e distributiivinen: a’(b +¢) = a’b +a’c

n-vektorin x euklidinen normi on

xT'x =/x?+.. .+ a2

Jos vektorin x euklidinen normi on 1, niin x on normalisoitu. Jokaisesta
vektorista x # 0 saadaan samansuuntainen normalisoitu vektori u jakamalla

x omalla normillaan: .

T

u = X

X X

n-vektorit ovat ortogonaaliset, jos xTy = 0.

1.2 Matriisit

Olkoon A m x n-matriisi (m vaakarivia, n pystyrivid). Merkitddn A;; tai a;;
alkiota, joka sijaitsee vaakarivilla ¢ ja pystyrivilla j.

Matriisin A alkio a;; on
e diagonaalinen, jos 7 = j
e epidiagonaalinen, jos i # j
e subdiagonaalinen, jos 7 > j
e superdiagonaalinen, jos 7 < j

Matriisit A ja B ovat yhtdsuuret, jos niilla on sama tyyppi (esim n x m) ja
jos a;; = b;; kaikilla 4, 7.

Nollamatriisin jokainen alkio on 0.
m X n-matriisin A transpoosi AT on n x m-matriisi, jolle pitee:

T . .
(A )ij:Aji (1<i<m, a<j<n)
Matriisi A on symmetrinen, jos AT = A, siis jos a;; = a;; kaikille 7, j. Sym-
metrinen madtriisi on aina nelidmatriisi.

Merkitédén matriisin A pystyvektoria j vektorilla a;.



Esimerkiksi

A f(r2-1ry oo (1 (-1
=134 &6 ,niin a; = 3 ,a3 = 6

CLU
. .. ce e . 2 . e
Yleisesti, jos A on m X n-matriisi, niin a; = i ja merkitaian
anj
A= (a1 az ... an) (13)
Joskus matriisin A vaakavektoria ¢ merkitdan a; = (a1, o, - - ., @), jolloin
/
a
ay
A= ) (1.4)
/
am

Kerrottaessa m x n-matriisi A skalaarilla v, saadaan m X n-matriisi vA, jolle
pétee (vA);; = vAqj.

Matriisin A ja n-vektorin x tulo on m-vektori Ax siten, etté

ajx
a,x
Ax =
!/
a),x
Siis vektorin Ax i:s komponentti on sisétulo ajx = > 7. a;Ty.
Toisin sanoen

I
T2

Ax:(a1 az ... an) . =a12] +axxrs + ...+ a,r,.
In

on matriisin A sarakkeiden lineaarikombinaatio, jonka kertoimet ovat vekto-
rin x komponentit.

Kuvaus x — Ax on lineaarinen, sill&

A(ax + fBy) = A(ax) + A (By) = aAx + Ay (1.5)

4



aina, kun « ja 3 ovat skalaareja ja x ja y n-vektoreita.

Kahden matriisin A ja B tulo AB on mééritelty, jos A on tyyppid m X [
ja B tyyppid [ X n.

Jos, kuten kaavassa (1.3), kirjoitetaan B = (b; by ... b,,), niin

Jokainen matriisin AB sarake on siis matriisin A sarakkeiden lineaarikombi-
naatio ja matriisin AB j:s sarake riippuu matriisin A ohella vain matriisin
B j:nnesti sarakkeesta. Nédiden pystyvektorien asemasta voidaan tulon AB
karakterisoinnissa kiyttad myos matriisin A vaakavektoreita:

a) a\B
al a,B

AB=| ?|B=|"" |, aB=(ab, ... alb,)
aj, a,B

Nahdaén, ettd matriisin AB i:s vaakarivi on matriisin B vaakarivien lineaa-
rikombinaatio, joka riippuu matriisin B ohella vain matriisin A vaakarivisté i.

Tulon AB ik:s alkio on alby.
Matriisin kertolasku on assosiatiivinen ja distributiivinen:
A(BC)=(AB)C ja A(B+C(C)=AB+ AC
aina, kun yhtiloiden vasemmalla puolella olevat lausekkeet on maéaritelty.
Matriisitulo ei kuitenkaan ole vaihdannainen: yleensd AB # BA.
Tulon transpoosille on helppo todistaa kaava:
(AB)" = BT AT,

jonka avulla voidaan my6s nahda, ettd kahden symmetrisen matriisin tulo ei
yleensd ole symmetrinen.

Neliomatriisin A k:s potenssi méaritelliin induktiivisesti seuraavasti:

AF = AL AR



Sovitaan myos: A° = I, kun A # 0

Usein joudutaan tarkastelemaan matriiseja, joiden alkiot ovat tarkastelta-
van matriisin alimatriiseja tai lohkoja.

Esimerkki:

1
0
_ (AL A]
A=12 = (AQ Ag)

2

1

2

300

45 0
10 21 200
misséiAlz(Ol),AQ: 30 jaA3: 030
45 001

Esitysta lohkomuodossa kdytetdan mm. silloin, kun lohkoilla on joitakin eri-
tyisominaisuuksia. Mikéli lohkomatriiseilla on sopiva tyyppi, voidaan niilla
suorittaa yhteen- ja kertolaskutoimituksia ikdankuin lohkot itsessdén olisivat
skalaareja.

T O - o
S W O O w
— o O Ot

Esimerkki:
Al A2 n By By _ Al + By A2 + By
Az Ay Bs B, A3+ Bs Ay + By

Ay Ay By By\ (ABy+ AyBs A1 By + AsB,
Ag A4 B3 B4 o A3B1 + A4B3 A3B2 + A4B4

ja

edellyttden, ettd kussakin lohkossa olevat lausekkeet ovat maariteltyja.

1.3 Tarkeiti nimityksii
Kertalukua n oleva yksikkomatriisi I,, (merkitain myos I).
100

Esimerkiksi I3 = | 010
001

Jos A on n X n-matriisi, niin Al,, = A ja [, A = A.

Yksikkomatriisin I, j:s sarake on avaruuden R"™ yksikkovektori, jota mer-
kitddn €;.



. — .- TA — aof. . — el Ae.
Huomautus: Ae; =a;; e; A=aj; a; =e; Ae;

Matriisi on diagonaalinen, jos kaikki sen epéddiagonaaliset alkiot ovat nol-
lia. Tekstissd nollat jatetddn yleensid merkitsematta.

—1
6 = diag(—1,6,8)
8

Yleisemmin diag(...) tarkoittaa diagonaalimatriisia, jonka lavistdjin alkiot
on ilmoitettu sulkujen sisdpuolella; talloin kysymys on yleensd neliomatrii-
sista. Jos esimerkiksi A on n x n-matriisi, niin diag(a;;) tarkoittaa matriisin
A diagonaalialkiosta muodostettua diagonaalimatriisia.

Esimerkiksi

oo
oo o
oo
I

Jos D = diag(d;), niin

dla'l dllA
bA= da, | 7| d/A

kun taas
AD = (d1a1 c. djaj) = (Adl C Ad])

Matriisi U on ylakolmiomatriisi, jos sen kaikki w;; = 0 kaikilla 7 > j ts. jos
subdiagonaaliset alkiot ovat nollia. Vastaavasti, matriisi L on alakolmiomat-
ritsi, jos kaikki [;; = 0 kaikilla ¢ < j ts. jos superdiagonaaliset alkiot ovat
nollia.

Joukko {p;,...p} nollasta eridvia vektoreita on ortogonaalinen, jos

pZij =0, kuni#j (1.6)
Jos liséiksi p/ p; = 1 kaikille i = 1,. .., k, niin vektorijoukko on ortonormaali.
Esimerkiksi vektoreiden
1 1
2 2
1 _1
pi=|%|jap.=| 1% (1.7)
2 2
1 1
2 2



muodostama joukko on ortonormaali.

m X n-matriisin P sarakkeiden joukko on ortonormaali, jos ja vain jos

P'P=1,
P; = Pej
p; =& P’
0, kun ¢ # j
pipj_ez‘ Q/Be] ezeJ {17 kuni:j

In

Talloin matriisin P vaakarivien joukko ei vilttdmétté ole ortonormaali, pait-
si tapauksessa m = n.

Esimerkiksi vektoreista (1.7) muodostettu 4 X 2-matriisin (p; p,) vaakari-
vit eividt muodosta ortonormaalia joukkoa.

Mairitelma 1. Neliomatriisi () on ortogonaalinen, jos sen sarakkeiden jouk-
ko on ortonormaali, ts. jos

QTQ =1 (1.8)
Tallsin myos QQT = I, joten myds vaakarivien joukko on ortonormaali.
Esimerkki
Q= \/75 _\/75 - i 1 -1
RS R CACE
T Y1
. T2 | . Y2 : oo
Vektoreiden x = i jay=1| . ulkoinen tulo on m X n-matriisi
Tm Yn
1Yt T1Y2 --- TilYn
T LoY2 L2Y2 --. L2Yn
Xy = . .

TmlY1 TmlY2 - -« TmYn

Alkeismatriisi on muotoa E = I — auv?, missi I on n x n-yksikkématriisi,
« skalaari ja u sekd v n-vektoreita. Jos x on mielivaltainen n-vektori, niin

Ex:([—auvT)x:x—au(vTx):x—fu,

8



missi £ = o (vIx) .
Néiin ollen Ex saadaan x:std vahentamalld siitd erds u:n suuntainen vek-

tori.

2 Vektoriavaruudet

2.1 Lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus

Joukko {ai,as,...,a;} jonkin euklidisen avaruuden vektoreita on lineaari-
sesti ritppuva, jos jokin sen eri vektoreista muodostettu epétriviaali lineaa-
rikombinaatio on yhtdsuuri kuin nollavektori. Muussa tapauksessa vektorit
ovat lineaarisesti riippumattomat.

Jokaisessa avaruuden R" lineaarisesti riippumattomassa osajoukossa on kor-
keintaan n alkiota, ja mikaan niisté ei ole nollavektori.

Matriisin A pystyvektorit ovat lineaarisesti riippuvia, jos ja vain jos
Az = 0 jollekin vektorille z # 0. (2.1)
Mikili Az = 0 toteutuu vain jos
z =0, (2.2)
niin matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.

Tarkastellaan lineaarista yhtdloryhmad
Ax = b, (2.3)
missd, A on matriisi ja x ja b ovat vektoreita.

Matriisin A ja vektorin b ollessa annettuja, sanotaan, ettd (2.3) on ratkeava,
jos on olemassa vektori x siten, ettd (2.3) pétee; muussa tapauksessa sano-
taan, ettd (2.3) on ratkeamaton.

Selvésti (2.3) on ratkeava, jos ja vain jos vektori b matriisin A sarakkei-
den lineaarikombinaatio.

Jos matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippuvia ja (2.3) on ratkeava,



niin systeemilld (2.3) on &ddrettomén monta ratkaisua. Kaavoista (2.1) ja
(2.3) seuraa nimittdin, ettd (vrt. (1.5))

Ax+az)=Ax+aAz=Ax=Db

jokaiselle skalaarille «. Siten myos x + oz toteuttaa yhtdlon (2.3). Vektorin
b esitys matriisin A sarakkeiden lineaarikombinaationa ei télloin ole yksiké-
sitteinen. Tapauksessa b = 0 nahdéaén, erityisesti, ettd homogeeniselld yhté-
16ryhmailld Ax = 0 on ei-triviaaleja ratkaisuja, mikali matriisin A sarakkeet
ovat lineaarisesti riippuvia. Jos sen sijaan matriisin A sarakkeet ovat lineaa-
risesti riippumattomat ja (2.3) on ratkeava, niin ratkaisu on yksikésitteinen.
Tama ndhdadn tarkastelemalla kahta ratkaisua x ja X, joille siis

Ax =b ja Ax =b.
Vihentdmaélla yhtélot puolittain, saadaan (vrt. (1.5))
Ax —Ax=A(x—Xx)=b—-b =0,
josta yhtdlon (2.2) perusteella seuraa x —x =0 eli x = x.
Pystyvektorien lineaarinen riippumattomuus takaa siis ratkaisujen yksiké-

sitteisyyden, mutta ei sen olemassaoloa (paitsi jos A on neliomatriisi, vrt.
luku 2.3).

Esimerkki:
1 1 2
1 0)lx=1|{3 (2.4)
1 -1 2

ei ole ratkeava.

2.2 Maaliavaruus ja nolla-avaruus

Olkoon S joukko m-vektoreita. Sanotaan, ettd S on avaruuden R™ aliava-
ruus, jos ehdosta x,y € S seuraa ax+fy € S aina kun a ja 3 ovat skalaareja.
Aliavaruus sisaltdd aina nollavektorin (vrt. jos o = 3 = 0).

Esimerkiksi avaruuden R? aliavaruuksia ovat kaikki origon kautta kulkevat
suorat ja avaruuden R? aliavaruuksia ovat kaikki origon kautta kulkevat suo-

rat ja tasot.

Sanotaan, ettd joukon S osajoukko {aj,...,a,} virittdd joukon S, jos jo-
kainen joukon S alkio on vektoreiden ay, ..., a; lineaarikombinaatio.

10



Nollavektorin muodostama yksié {0} on avaruuden R™ triviaali aliavaruus,
jonka dimensio on 0. Epétriviaalin aliavaruuden dimensio = kantavektorei-
den lukumairé. Joukon S kanta on mikd hyvinsa joukon S virittava osajouk-
ko, jonka alkiot ovat lineaarisesti riippumattomat.

m X n-matriisin A maalicvaruus tai maali (range) on avaruuden R™ osa-
joukko
R(A) ={Ax | x e R"}

R(A) on avaruuden R™ aliavaruus, jos x1,xs € R" ja aq, as ovat skalaareja,
niin kuvauksen x — Ax lineaarisuuden nojalla

(03] (AXl) —+ Qg (AXQ) =A (041X1 + OéQXQ) c R(A)
R(A) siséltiaa kaikki matriisin A sarakkeet (Ae; = a;) ja dim R(A) < m.

1 1
Esimerkiksi kaavasta (24) A = [ 1 0 | ja maaliavaruus R(A) kisittda
1 -1
kaikki ne vektorit, jotka ovat muotoa
11 Y1+ 2
A <71> =110 (71> = M ) (2.5)
I 1 -1 " Y1 2
missi 7y, ja 7, ovat mielivaltaisia skalaareja. Koska (2.4) ei ole ratkeava, niin
2
sen oikealla puolella oleva vektori | 3 | ei kuulu avaruuteen R(A).
2

Maaliavaruuden R(A) dimensio on matriisin A aste.

Selvésti dim R(A) < n, koska matriisin A sarakkeet ay, ..., a, virittavit maa-
liavaruuden R(A), jonka mielivaltaisessa kannassa on siten korkeintaan n al-
kiota.

Matriisin A sarakeaste on matriisin A sarakkeiden virittdméan avaruuden R™
aliavaruuden dimensio, ja matriisin A riviaste on matriisin A vaakavektorien
(transpoosien) virittdmén avaruuden R" aliavaruuden dimensio.

Jos matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, ne muodostavat
maaliavaruuden R(A) kannan, jolloin r(A) = dim R(A) = n; télloin sano-
taan, ettd A on tdyttd sarakeastetta. Vastaavasti matriisi A on tdayttd rivias-
tetta, jos dim R(AT) = m.

11



Matriisi on tdysasteinen, jos se on joko tayttad rivi- tai sarakeastetta. Jos
matriisi A ei ole tdysasteinen, siis jos 7(A) < min (n, m), sanotaan, ettd mat-
riisi A on wvajaa-asteinen.

Esimerkki
12 12
a=(or) s (o0} e (200). 0= (12 3)
10 12

Naiden matriisien asteet ovat < 2. Koska matriisin A sarakkeet ovat lineaa-
risesti riippumattomat, niin r(A) = 2 ja matriisi A on téyttd sarakeastetta.
Sen sijaan matriisi B on vajaa-asteinen, silld sen kumpikin sarake saadaan
toisesta skalaarilla kertomalla; néin ollen 7(B) = 1. Edelleen matriisi C' on
taytta riviastetta, mutta sarakkeet ovat lineaarisesti riippuvia, ja r(D) = 1.

Lause 2. Matriiseilla A ja AT on sama aste.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd dim R(A) < dim R(AT). Olkoon 7 = dim R(A”),
{vi,...,v,} on avaruuden R(AT) kanta ja V = (vy...v,) on vastaava n x r-
matriisi. Lisdksi C' = (¢; ... ¢,) 7 X m-matriisi.

Koska R(AT) sisiltdi kaikki matriisin AT sarakkeet, voidaan matriisin AT

sarake 7 esittdd muodossa
(AT)i = Ve

AT =VvC e A=0"VT

Ax = CTVTx matriisin C” sarakkeiden lineaarikombinaatio.

Jokainen Ax € R(A) kuuluu siis matriisin C7 sarakkeiden virittiméin ali-
avaruuteen R(C7T), jonka dimensio on enintiifin matriisin C7 sarakkeiden
lukuméiird r. Siis R(A) C R(CT), joten

dim R(A) < dim R(CT) < r < dim R(A")
Vastaavasti (korvaamalla matriisi A matriisilla A7) nihdéiin, etté
dim R(A") < dim R((A")") = dim R(A)

Siis
dim R(A) = dim(A”)

12



Matriisin A sarakeaste = matriisin A riviaste = matriisin A aste.

m x n-matriisin A nolla-avaruus N'(A) on lineaarikuvauksen x — Ax ydin
{x € R" | Ax = 0}. Selviisti N'(A) on avaruuden R" aliavaruus. N (A7) =
{zeR™ | ATz =0}.

Viite 3. Avaruus N(AT) koostuu niistd avaruuden R™ vektoreista, jotka
ovat kohtisuorassa jokaista avaruuden R(A) vektoria vastaan.

Todistus. Olkoon z € N(AT). Tillsin ATz = 0. Tésté seuraa
(Ax)"z = xT (ATz) =0 vx € R™.

Kiintien: oletetaan, ettd z L Ax Vx € R”. Valitaan x = ATz, jolloin
0=z2"Ax =2zTAATz = HATzH2 :
Tisté seuraa ATz = 0 =z € N(AT). O

Aliavaruudet R(A) ja N (AT) ovat toistensa ortogonaalisia komplementteja:
jokainen avaruuden R™ vektori voidaan esittdd kahden ortogonaalisen vek-

torin summana, joista toinen kuuluu maaliavaruuteen R(A) ja toinen nolla-
avaruuteen N'(AT). Edelleen

R(A)NN(AT) = {0} ja dim R(A) + dim N (AT) = m.

Jos matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, jolloin dim R(A) =
n < m, niin dim V(A7) = m —n. Korvaamalla matriisi A matriisilla AT niih-
diéin vastaavasti, ettéi jokainen n-vektori voidaan esittiifi avaruuksien R(A”)
ja N(A) vektorien summana, ja

dim R(A") + dim N (A) = n.

Esimerkiksi kaavan (2.4) matriisille A, AT = (1 (1) _1 ), péitee

<1
11 1 21+ 29+ 2
T, __ o 1 2 3
AZ_(10—1> = _( =y )

23

aina, kun z € R3. Niin ollen z € N'(AT) jos ja vain jos

21+Z2+23 . 0
Z1 — %3 o 0 ’

13



Téamén yhtalon ratkaisu on

V3
7z = —2’)/3 s (26)

V3

missé 3 on mielivaltainen skalaari. Niin ollen dim N'(AT) = 1.

Koska R(A) N N (AT) = {0}, jokaiselle m-vektorille b on yksikisitteinen
esitys muodossa

b =bg + by, missi br € R(A) ja by € N(AT) (2.7)
Perustelua:

b =bp+by = b+ by
b —bjy = by — by

Koska by ja by ovat ortogonaaliset ja bgb/\/ = 0, niin

b'b = bzb" +bib’.

Korvaamalla matriisi A matriisillla A7 nihdiin vastaavasti, etti jokaisen
n-vektorin x esitys

X = Xg + Xy, missi xp € R(AT) ja xn € N(4),

on yksikésitteinen.

Olkoon
11 2
A=1[10 jab=10
1 -2 4

Vektorin b esitys muodossa (2.7) saadaan kaavojen (2.5) ja (2.6) avulla:

2 Y1+ Y2 Y3
b=10]=bgr+by= g + | —273
4 Y1 — )2 V3

Tamén yhtaloryhmén
Mnt+ e+t 3 =2
gl — 293 =0
M-+ 3 =4
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ratkaisu on (v1,79,73) = (2,—1,1), joten

1 1
bR: 2 ja bN: —2
3 1

Edelleen bpby =1-14+2-(=2)+3-1=0jab’b =20 =bkbr+bi by
N N~

14 6

2.3 Saannolliset ja singulaariset matriisit

Neliomatriisi on sadnnollinen, jos sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumat-
tomat. Jos sarakkeet eivit ole lineaarisesti riippumattomat, niin sanotaan,
ettd neliomatriisi on singulaarinen. Jos A on sdédnndllinen n X n-matriisi, niin

R(A) = R(AT) = R" (vrt. luku 2.2, Lause 2). Tlloin
N(AT) = N(4) = {0}.
Luvun 2.1 tarkasteluista seuraa valittomésti, kun A on neliomatriisi:
e A on sddnnollinen, ja yhtdlolla Ax = 0 on triviaaliratkaisu x = 0.

e Jos A on sdannollinen, niin yhtalollda Ax = b on aina tdsmaélleen yksi
ratkaisu.

e A on singulaarinen, jos ja vain jos Ax = 0 jollekin vektorille x # 0.

e Jos A on singulaarinen ja yhtdlé Ax = b on ratkeava, silld on daretto-
mén monta ratkaisua.

Jokaisella sadnnolliselld matriisilla A on yksikésitteisesti maaritty kdadnteis-
matriisi A~! siten, ettd
ATTA=AA" =T

Kahden sdiannollisen matriisin A ja B tulo on sdidnnollinen, ja
(AB) ' =B7'A"".

Jos matriisi A on sidnnéllinen, niin matriisi A7 on sifinnéllinen ja
(AT) "= ()"

Jos D = diag (dy, ..., d,) on sdannéllinen, niin myds D! on diagonaalimat-
riisi ja D~ = diag (dl_l, . dil).

’'n
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Diagonaalinen neliomatriisi on singulaarinen tésmélleen silloin, kun joku sen
diagonaalialkioista on 0. Jos () on ortogonaalinen neliomatriisi, niin (1.8):n
perusteella Q7' = Q7.

Saannollisen alkeismatriisin B = I — auv! kiinteismatriisi on alkeismat-
riisi; jos cu’v # 1, niin voidaan niyttii, etti

El=(I-auw’) " =7 puv’, missif= .
( auv) Guv’, missi 3 o —

Kéinteismatriisin kiisite on teoreettisesti tirked, mutta sen laskemista tulee
valttaa.

3 Ominaisarvot ja singulaariarvot

3.1 Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Kompleksinen n-vektori on avaruuden C" alkio. Kompleksinen matriisi A =
(ai,...,a,) on jarjestetty joukko kompleksisia n-vektoreita.

Kompleksisille vektoreille ja matriiseille méaritelliin yhteen- ja vihennys-
laskuoperaatiot kuten reaalisessa tapauksessa.

I
Esimerkiksi, jos x = : on kompleksinen n-vektori ja « € C, niin
Tn
(65.9]
ax =
ax,

Maaritelmi 4. Kompleksinen n xn-neliomatriisi on singulaarinen, jos Ax =
0 jollekin x € C™ \ {0}.

Lause 5. Matriisi A on singulaarinen jos ja vain jos det A = 0.

Maéaédritelmi 6. Olkoon A n x n matriisi. Karakteristinen polynomi on as-
tetta n oleva muuttujan A polynomi

det (A — \I),

jonka nollakohtia kutsutaan matriisin A ominaisarvoiksi.
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Olkoon esimerkiksi
A 21
S \12
2—) 1
1 22—

jolloin

det(A—)\I):‘ ':A2—4)\+3
Matriisin A ominaisarvot ovat yhtilon A2 —4XA+3 = 0 juuret \; = 1ja Ay = 3.

Koska polynomilla, jonka aste on n, on korkeintaan n nollakohtaa, niin n x n-
matriisilla on korkeintaan n ominaisarvoa.

31
th
3—A 1

0 3-\

kun 3—X = 0 eli kun A\ = 3. Siis matriisilla A on vain yksi ominaisarvo A = 3.

Esimerkki: Olkoon

Talloin

det (A —\I) =

‘:@—Afzo

Jos A on m X m-matriisin A ominaisarvo, niin matriisi A — Al on singu-
laarinen. Né&in ollen on olemassa reaalinen tai kompleksinen vektori u # 0

siten etta
(A=X)u=0

Tallaista vektoria u # 0 kutsutaan matriisin A ominaisvektoriksi:
Au = A\u (3.1)
on ominaisarvoa A vastaava matriisin A ominaisvektori.

Edellisessi esimerkissd ominaisarvoa A = 3 vastaava ominaisvektori on esi-

merkiksi u = 1 , silla

- (33) ()~ 2)

Kompleksisen n X n-matriisin A nolla-avaruus N (A) on matriisin A miarii-
mén lineaarikuvauksen x — Ax C" — C” ydin ja on siten avaruuden C"
kompleksinen aliavaruus. ax € N'(A) aina, kun o € C ja x € N(A).

17



Vektorin x konjugaatti x saadaan konjugoimalla kaikki vektorin x kompo-

nentit:
X1

Matriisin A ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori on nolla-avaruuden N (A—
AI) nollasta eroava alkio, jolloin Au = Au.

. I 01 . -\ .o
E31merk1k31.A—<_10),)\—z,u—(1 ),JOHOIH
01 —1 1 =1
= () (1) -0) = ()

Konjugoimalla puolittain yhtilo6 Au = iu saadaan Au = —iu, joten 1 =
1
1

on ominaisarvoa A = —i vastaava ominaisvektori.
Kahden kompleksisen n-vektorin u ja v sisdtulo méaritelldin lausekkeella
[ _
u'Vv=uv+...+ U0y
Talloin

i'u=|u " +... 4 |up)* >0, u#0ja |u]| = Valu.

Jos u on ominaisarvoa A vastaava matriisin A ominaisvektori ja v # 0 on
skalaari, niin

A(yu) = yAu =y u = A (yu),

joten my6s yu on ominaisvektori. Néin ollen jokaista ominaisarvoa vastaa
aina normalisoitu ominaisvektori, jonka pituus on 1.

Huomautus:

Au = \u

AV:AV}éA(u—FV):)\(u—I—V)

Kertomalla (3.1) puolittain sddnnolliselld matriisilla S saadaan

SAu=SAS'Su=(SAS™') (Su) = A (Su 3.2
&3 ( . ) (Su) = A(Su) (3.2)
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Niin ollen Su on matriisin B = SAS~! ominaisarvoa \ vastaava ominaisvek-
tori, ja ndhdain, ettd jokainen matriisin A ominaisarvo on my6s matriisin B
ominaisarvo.

Itse asiassa matriiseilla A ja B on samat ominaisarvot.

Edelleen, kun B = SAS™!, saadaan S™'BS = S7!SAS™1S = A; T =
S Tl =8, eli
TBT'=A

Sanotaan, ettd matriisit A ja B ovat similaariset, jos niilld on samat omi-
naisarvot, mutta mahdollisesti eri ominaisvektorit. Kuvaus A — SAS~! on
similaarimuunnos.

Neliomatriisi on singulaarinen, jos ja vain jos sen ominaisarvo on 0. Saannol-
lisen matriisin A kiinteismatriisin A~! ominaisarvot ovat matriisin A omi-
naisarvojen kiédnteislukuja (kdénteisluvut).

Matriisin A on positiivisesti definiitti, jos
xTAx > 0

kaikille vektoreille x ## 0. Talloin kaikki matriisin A ominaisarvot ovat posi-
tiivisia reaalilukuja.

Ax =Xx = xTAx =x"(Ax) = A (x"x) > 0= A>0
0, x#0
>0, x

Esimerkiksi A = (3 X

1 3> ei ole positiivisesti definiitti, silla

(1,—1)A(_11) = 0.

Kuitenkin matriisin ominaisarvot ovat % (6 + v 20) > 0.

Olkoon esimerkiksi T = (Z 2

ominaisarvot saadaan toisen asteen yhtalon

> mielivaltainen 2 x 2-matriisi. Matriisin 7T

a—X b
c d— A

‘:/\2—(a+d))\~l—ad—bc:0
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juurina

1
)\1,)\2 = 5 (a—l—d:l: ((1,— d)2 +4b6) (33)

Lause 7. Olkoon A reaalinen symmetrinen n X n-matriisi. Silloin
(i) Matriisin A ominaisarvot ovat reaalisia

(1i) Matriisin A eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat ortogo-
naaliset

(111) Avaruudella R™ on ortonormaali kanta, jonka alkiot ovat matriisin A
ominaisvektoreita.

Todistus.
(i) Olkoon u ominaisarvoa A vastaava (mahdollisesti kompleksinen) ominais-
vektori.

Konjugoidaan ja transponoidaan yhtilo (3.1):

Au = \u
= Au=)\u
= al AT = \a”
= a’A=a"

_7 =T

=u zilu—/\uu

= al\u=ulu

= A=) alu =0
u#0 =>0

= A—-A=0

= A=A

= )\ reaalinen

(ii) Olkoon Au = Au ja Av = puv (A # u). Silloin (Au)” = M, ja siis
ul’ AT = \u’. Kerrotaan oikealta puolelta vektorilla v, jolloin saadaan

u'ATv = \ulv
Koska matriisi A on symmetrinen, on AT = A, siis vasen puoli on
u’Av =u’ (pv) = pu’v
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Niin ollen AMu’v = pu’v = (A —pu)ulv = 0, ja koska oletettiin, ett#

A # p1, niin u’v = 0 eli vektorit u ja v ovat ortogonaaliset.

(iii) Jos matriisilla A on n reaalista (erisuurta) ominaisarvoa A, ..., A,, 10y-
detddn ortonormaali kanta etsimalld kutakin ominaisarvoa A; vastaava nor-
malisoitu ominaisvektori u;. Kohdan (ii) perusteella vektorit uy, ..., u, ovat

nimittdin keskendén ortogonaaliset, ja niiden virittdméan avaruuden R™ ali-
avaruuden dimensio on n.

Jos matriisin A ominaisarvojen lukuméira on < n, todistus on hankalampi.
Rajoitutaan tapaukseen n = 2, jolloin A on muotoa

A= (Z Z) (3.4)

ja ominaisarvot ovat
1
)\1,)\2 = 5 <a+d:|: ((I—d)2+462) . (35)
Koska ominaisarvojen lukuméird on < n = 2, niin A\; = Ao, jolloin on oltava

(a — d)*> = 4b* = 0. Toisin sanoen A = al, ja kaikki avaruuden R? (nollasta
eroavat) vektorit ovat ominaisarvoa A vastaavia ominaisvektoreita.

OJ

Lause 8. Olkoon A (reaalinen) symmetrinen n X n-matriisi. Silloin on ole-

massa ortogonaalinen nxn-matriisi U ja diagonaalimatriisi A = diag (A1, ..., A\n)
siten, ettd luvut Ay, ..., N\, ovat matriisin A ominaisarvoja ja
A=UAU" (3.6)

T . T T T
UA—UIUAU =AU
UTAU = AUTU = A
I

Symmetrinen matriisi voidaan siis diagonalisoida ortogonaalisella similaari-
suusmuunnoksella. Sanotaan, ettd (3.6) on matriisin A spektraalihajotelma.

Todistus. Lauseen 7 nojalla avaruuden R" on ortonormaali kanta {uy, ..., u,},
jonka alkiot ovat matriisin A ominaisvektoreita. T&lloin
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missd luvut \; ovat matriisin A ominaisarvoja. Olkoon U matriisi, jonka 7:s
sarake on u; ja olkoon A = diag (Ay,..., A,). Silloin (3.7) voidaan kirjoittaa
muotoon

AU =UA

ja kertomalla oikealta matriisilla U7, saadaan matriisin U ortogonaalisuden
perusteella (3.6):
T T _ T
AUU =UANU" & A=UAU

1

|
3.2 Singulaariarvohajotelma
Huomautus: Ennen lukua 3.2 on luennoitu luvut 4.1 ja 4.2.
Lemma 9. Olkoon u n-vektori siten, ettd ||ull, = 1. Silloin on olemassa

ortogonaalinen m X m-matriisi U siten, ettd u = u;.

Todistus. dim R(u) =1 = dim M (u’) = m — 1. Valitaan avaruuden N (u?)
ortonormaali kanta {ug,...,u,}. Silloin U = (u uy ... u,). O

Lause 10. Olkoon A mielivaltainen m X n-matriisi. Silloin on olemassa or-
togonaalinen m X m-matriisi U, ortogonaalinen n X n-matriisi V' ja diago-
naalinen m x n-matriisi S = diag (01,09, ...,0,) siten, ettd p = min (m,n),
0; >0 katkille i =1,...,p ja

A=USVT (3.8)

Sanotaan, ettd luvut o; ovat matriisin A singulaariarvoja, ja ettd (3.8) on
matriisin A singulaariarvohajotelma. Hajotelma (3.8) voidaan aina muodos-

taa siten, ettd oy > 09 > ... > 0, jolloin 01(A) on matriisin A suurin
singulaariarvo.

AV =US

AVZ' = o;u;

Todistus. Oletetaan, ettd m > n ja todistetaan viite induktiolla n:n suh-
teen. Voidaan myos olettaa, ettd A # 0, silld tapauksessa A = 0 (3.8) pitee
triviaalisti S' = 0.
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Tapaus n = 1: Merkitiin 0 = VATA ja u = o 'A. Silloin u on yksikko-

vektori. u'u = 072474 = 1. Lemman 9 mukaan on olemassa m-vektorit
uy, ..., U, siten, ettd matriisi U = (u up ... u,,) on ortogonaalinen. Silloin
u’ u’u o
. ul ulu 0
U A= ] ocu=o i = .1=9
T T
u,, u,,u 0

on diagonaalimatriisi ja
A=UUTA=US=USI
Hajotelma (3.8) pétee siis matriisin V' ollessa yksikkomatriisi.

Induktio-oletus ja induktioaskel. Oletetaan, etti viite péatee arvolla n, ja tar-
kastellaan tyyppid (m + 1) X (n 4 1) olevaa matriisia A, missd m > n. Funk-
tio v — ||Av]|, on jatkuva avaruudessa R™*!, joten se saavuttaa maksimin-
sa avaruuden R"™! suljetussa ja rajoitetusa joukossa {v € R"*! ; ||v|, = 1}.
Valitaan yksikkovektori v € R™™ siten, etti

[Avi|l, = max {[[Av]], ; [lv]l, =1} (3.9)
ja merkitdén oy = ||Avq|l,. Lemman 9 nojalla on olemassa n + 1-vektorit
Va,...,Vyy1 siten, ettd matriisi V3 = (vy vo ... v,41) on ortogonaalinen.
Soveltamalla Lemmaa 9 avaruuden R™ ! yksikkovektoriin u; = o, 1Avl, nah-
dddn vastaavasti, ettd on olemassa (m + 1)-vektorit us, ..., u,,, siten, etd
matriisi U = (u; up ... u,,41) on ortogonaalinen.

Tarkastellaan matriisia

uy

T uy

Ul A‘/l = . (AVl Vo ... Vn+1)
T

um+1

ulAv, ulfAvy .. uTAv,
v AV, (3.10)
. i .

Uy AV
. 01 ZT
L0 Ay )7
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silla
T _ T _ 2 _
u] Avy = ujo1uy =0y juwl; = oy
u2TAV1 = ugTalul = 0, silld u; ja uy ovat ortogonaaliset
ul Avy =ulo1u; = oul,uy = 0, silld up ja w41 ovat ortogonaaliset.

UTAvl

Yhtilossd (3.10) z = : ja Ay on m x n-matriisi. Induktio-
u{AVn-i-l

oletuksen nojalla on olemassa ortogonaalinen m X m-matriisi

Sy =diag (o, ...,0n41)
siten, ettd o; > 0 kaikille s =2,...,n+1 ja
Ay = Uy S,V

Vektorin z tutkimiseksi tarkastellaan avaruuden R™™! yksikkovektoria,

B
o +27z \ Z
Koska V4 on ortogonaalinen, my6s Vi¢ on yksikkovektori (vrt. (4.7)), ja
o7 > ||AVAC|l; (3.11)

Toisaalta, matriisin U; (eli myds matriisin U{) ortogonaalisuudesta seuraa,
etta )
2
1AVicll; = (|7 Avic], (3.12)

Tiss# oikea puoli on vithintddn yhtisuuri kuin vektorin U] AV ¢ ensimméisen
komponentin neli, joten voidaan laskea kaavan (3.10) perusteella

2 T\ 2
|uFAvi¢|); = <M> = o422 (3.13)

Voi+zlz
Yhdistamaélla (3.11), (3.12) ja (3.13) saadaan lopulta
ol >0l + 12z,

miki voi toteutua vain, jos z7z = ||z||> = 0, eli kun z = 0. Niin ollen (3.10)
saadaan muotoon

T . g1 O . 01 0
- (20)=(Tody) o

24



Maaritelladn ortogonaaliset lohkomatriisit

, (10 . ., (10
= (o0) w4 =(o02)
Silloin (3.14) voidaan kirjoittaa

0'10

UlTAVi:Ug(O S,

)" = us "
Kertomalla vasemmalta matriisilla U; ja oikealta matriisilla V', saadaan

lopulta

UL AV = A= U U, SV

(3.8) pétee valitsemalla U = U US ja V = Vi V.
Tapauksessa m < n tarkastellaan matriisin A asemasta matriisia A7, jolle
askeisen todistuksen perusteella saadaan singulaariarvohajotelma

AT =Usv?t

Talloin A = (AT)T = (U SVT)T = VSTUT on matriisin A singulaariarvoha-
jotelma. 0

Huomautus: Voidaan néyttad, ettd matriisin A aste on yhtasuuri kuin posi-
tiivisten singulaariarvojen lukuméara.

Singulaariarvojen yksikésitteisyys:

ATA = (USVTY (USVT) =vST Ty svT = vSTsvT,
I

(joka on matriisin ATA spektraalihajotelma), joten matriisin A singulaariar-
vot ovat yhti kuin matriisin AT A ominaisarvojen ei-negatiiviset nelidjuuret,
mikiili m > n. Jos m < n, niin matriisin STS diagonaalilla on lukujen o?
ohella my6s nollia. Tilldinkin singulaariarvot saadaan matriisin AT A omi-
naisarvojen ei-negatitvisina nelidjuurina.

Jos matriisi A on symmetrinen, niin sen singulaariarvot ovat matriisin A
ominaisarvojen itseisarvoja:

A=UANUT ; ATA=UANUT
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4 Normit

4.1 Vektorinormit

Vektorinormilla ||-|| on seuraavat kolme ominaisuutta
(i) ||x|| > 0 kaikille x # 0
(ii) jokaiselle skalaarille v patee ||yx| = |v| ||x]|

(iii) mielivaltaisille vektoreille x ja y péitee kolmioepéayhtild
Ix+yll < =l +lyl

Esimerkiksi n-vektorin p-norm: maééritellaan yhtalolla

%11, = (Z !xilp> p (p>1,peZ) (4.1)

Tavallisimmat vektorinormit ovat
e l-normi: |x||; = > 1 |z

T

e 2-normi eli euklidinen normi: ||x[|, = vxTx

e maksiminormi: (x| = max {|z;| ; 1 <i<n}

Esimerkiksi jos x = (_12), niin
o lIxlly =1 +]|-2[=3

o xl, = 12+ (-2 = V5

o |Ixllo = max{|1],|=2[} =2

Viite 11. Kuvaus z+— ||z|| on jatkuva.
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Todistus.

X[ =Myl = llx =y + vl =yl
< lx =yl + Iyl =yl
= lx =l

[yl = lIxll < lly = %[l = lIx =yl

Siis |[|x[| = lylll < [x = y[l = 0, kun x —y. N

Vektoreiden x ja y vilisen kulman 6 antaa kaava
xTy

cosf) = —————
13¢5 Iyl

(4.2)

Kulma voidaan laskea, silld avaruudessa R™ péatee Schwartzin epdiyhtdild

‘XTy} < ||X||2 ||3’||2 (4.3)

Vektorin x # 0 suuntainen normalisoitu yksikkdvektori u toteuttaa ehdon
||lul| =1 ja riippuu kiytetystd normista:

1
n= —x= (4.4)
[/t

4.2 Matriisinormit
Matriisinorms toteuttaa samat kolme aksioomaa kuin vektorinormi:
(i) [|A|l > O kaikille matriiseille A # 0
(i) jokaiselle skalaarille v pétee ||vA| = || [|A||
(iii) [[A+ B[ < [[All+B]
Lisdksi vaaditaan, etta
(iv) [[AB] < [[Al]IBIl,

aina, kun tulo AB on maéaritelty.

Jokaiseen vektorinormiin liittyy vastaava matriisinormi, jota kutsutaan vek-
torinormin indusoimaksi matriisinormiksi:

[A} = max[[Aul|, Ju] =1
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Vaihtoehtoinen méiritelmé saadaan kaavan (4.4) nojalla:

_ | Ax||

1 1 A
<u = WX, Au = —Ax, |[Au| = H XH)
X

Il x|
Maéaritelméasti seuraa heti, etta
[ A < [JA[[ [|x]] (4.6)

kaikille vektoreille x.
Jos A on tyyppia m X n, ja x on n-vektori, Ax € R™. (Ts. kaikki normit
médritelty eri avaruuksissa.)

Vektoreiden 1-normia, 2-normia ja maksiminormia vastaavat matriisinormit
ovat:

o ||A|l; = max; ||a;||, (suurin sarakesumma)
e ||A]l, = 01 (A) (suurin singulaariarvo)

o ||All = max; ||al||; (suurin rivisumma)

Vektorinormi [|-|| ja matriisinormi ||-||" ovat yhteensopivat, jos
1A < [|A]]"flx]|

kaikille matriiseille A ja vektoreille x. Kaavan (4.6) perusteella vektorinormi
on aina yhteensopiva indusoimansa matriisinormin kanssa.

Esimerkiksi m x n-matriisin A Frobeniuksen normi on

Al = (iz)

=1 j=1
Voidaan osoittaa, ettd ||-|| ei ole minkédén vektorinormin indusoima, ja etti
1Al = tr (ATA) .

28



jossa tr tarkoittaa matriisin jdlked eli diagonaalialkioiden summaa.

Kuitenkin ||| on yhteensopiva euklidisen normin kanssa:

[Ax]ly < [[All g 1%l

. . . . . . . PP . /
Kaikki vektorinormit ovat ekvivalentteja seuraavassa mielessa: jos ||| ja |||
ovat vektorinormeja, on olemassa tarkasteltavan avaruuden dimensiosta riip-
pumattomat positiiviset vakiot ¢; ja ¢, siten, etté

allxl < x|l < eu [Ix|
kaikille vektoreille x. Vastaava tulos pitee myos matriisinormeille.

Jos A on ortogonaalinen n X n-matriisi, niin kaikille n-vektoreille patee

[[Ax(ly = [l (4.7)
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Osa 11
Numeerinen laskenta ja
hairioalttius
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1 Virhe ja sen kertaluku

1.1 Absoluuttinen ja suhteellinen virhe

Jos Z on reaaliluvun z likiarvo, niin vastaava absoluuttinen virhe on
eq=|r— 7|

Likiarvon Z suhteellinen virhe on

_ ’ﬂ;ﬁ’ (1.1)

€Rr

1.2 Virheen kertaluku

Olkoon 7 jokin kymmenen potenssi siten, ettid 7 = 10*, missi k € Z. Sano-
taan, etta reaaliluku = # 0 on kertalukua 7, jos

|z| = pr, missd 1 < p < 10. (1.2)
Huomautus: Sanaa kertaluku tullaan kiyttdmain myos muissa yhteyksissa.

Esimerkiksi n-ulotteisen lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemiseen tarvitta-

vien laskutoimitusten lukumiérd on “kertalukua n®” tai “kertalukua 2n®’;

talloin on kyseessd asymptoottinen arvio laskutoimitusten lukumaéérésta tai
sen suuruusluokasta, kun n — oo.

2 Pyoristys- ja katkaisuvirheista

2.1 Liukuluvut

Olkoon b > 2 tietokoneen kiyttamén lukujirjestelmén kantaluku (esim. b = 2
tai b = 16). Jokainen reaaliluku £ voidaan esittdd muodossa

£=+m- b (2.1)

missd z on kokonaisluku, toisin sanoen eksponentti, ja m on ei-negatiivinen
reaaliluku, mantissa.

Sanotaan, etti esitys (2.1) on normalisoitu, jos b1 < m < 1; tilldin & midria

luvun m yksikésitteisesti, mikdli ¢ # 0. Usein kidytetddn my6s normalisoin-
tia, jossa 1 < m < b; esimerkiksi késin laskettaessa kirjoitetaan mieluummin
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1.5 - 102, vaikka normalisoitu esitys olisi 0.15 - 103.

Tietokoneessa reaaliluku (2.1) korvataan niin sanotulla liukuluvulla, joka on
muotoa
= +0.mimsy...m; - b (2.2)

Téassd mantissaa m vastaava osa 0, mi;ms ... m; on b-jarjestelméin reaaliluku

t
> mgb™?
j=1
ja jokainen m; on ehdon 0 < m; < b toteuttava kokonaisluku.

Normalisoidussa liukulukuesityksessd m; # 0, mikédli z # 0. Numeroiden
m; lukumééra ¢ riippuu tietokoneesta ja kiytettavasta tarkkuudesta.

IEEE-standardin mukaan b = 2 ja ¢t = 23 (normaali tarkkuus) tai t = 52
(kaksoistarkkuus). Eksponentti z vaihtelee konekohtaisesti jollakin vélilla

_kl S z S kQa (23)

missd ky ja ko ovat positiivisia kokonaislukuja.

IEEE-standardin normaalitarkkuudessa k; = 126 ja ko = 127; tilloin kiyte-
tyssa liukulukuaritmetiikassa pienin ja suurin positiiviluku ovat vastaavasti
noin 27126 ~ 1-10738 ja 212" ~ 2- 1038,

Ylivuoto tai alivuoto syntyy, jos jonkin laskutoimituksen tuloksena saadun
liukuluvun eksponentti ei toteuta ehtoa (2.3).

Kaytetysta liukulukujirjestelmésta riippuu, mitkd reaaliluvut voidaan esit-
tdd muodossa (2.2) siten, ettd (2.3) pétee; sanotaan, ettd tillainen luku = on
parametreihin b, ¢, k; ja ko liittyva liukulukujirjestelmén jasen. On olemassa
reaalilukuja (esim. 7 ja v/2), jotka eiviit ole minkiin liukulukujirjestelmin
jasenia. Toisaalta, esimerkiksi % on jésen desimaalijirjestelméssé (b = 10),
mutta ei 2-jirjestelmassa.

Tietokoneissa tapahtuvia laskutoimituksia varten jokainen reaaliluku x on
korvattava luvun z liukuvastineella

T = fl(z),

joka on tietokoneessa kiytetyn liukulukujirjestelmén jasen.
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Kuvaus = — fl(x) riippuu kiytetystd pyoristyssddnnostd, mutta yli- ja ali-
vuototapauksia lukuunottamatta fI(z) on yleensi lukua z ldhinna sijaitseva
liukulukujérjestelmén jésen (normaalipyoristys). Talloin luvun x likiarvon
absoluuttisella virheelld on yliraja

71() — o] < 56" I (2.4

ja suhteellinen virhe on enintdin %bl_t. Kaytettiessi niin sanottua katkaise-
vaa pyoristystd, mantissasta poistetaan kaikki numeron m;, jilkeiset numerot.
Télloin luvuilla x ja fl(x) on sama eksponentti ja myos mantissojen ¢ ensim-
méistd numeroa ovat samat; xr = £0,mymso ... My Myyq ... -b*.

———

pois

Jos esimerkiksi b = 10 ja t = 3, niin luvuilla 0.3141 ja 0.3149 on sama
liukulukuvastine 0.314.
Pyoristysvirheelld (katkaisevassa pyoristyksessi) on ylaraja:

|[fi(z) — 2] <07 2] (2.5)
ja suhteellinen virhe on enintdin bt
Pyéristysyksikké u on kaavoissa (2.4) ja (2.5) esiintyva pyoristyksessi synty-
véin suhteellisen virheen ylédraja:

_— $b'~" normaalipyoristyksessi
| bt katkaisevassa pyoristyksessi,

IEEE-standardissa noudatetaan normaalipyoristysté, jolloin

- 278~ 1077 normaalitarkkuudessa
T 1275 21071 kaksoistarkkuudessa

2.2 Liukulukuaritmetiikkaa

Olkoon a ja b liukulukujirjestelméin jisenid. Kaytetdin merkintdd "op” jol-
lekin laskutoimituksista 747, 7—", 7 tai 7 /”. Monesti fl(a op b) # a op b.

Jos esimerkiksi b = 10, t = 4, ja a = 1.6, b = 0.002342. Talloin a + b =
1.602342 ja fl(a + b) = 1.602 # a + b; yhteenlaskun lopputulos siséltad pyo-

ristysvirheen

Tietokoneessa yleisesti

fl(a op b) = (a op b)(1+9), (2.6)
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missa 0] < .

Pyoristysvirheiden takia tavalliset reaalilukujen laskusddnnét eivat pade liu-
kulukuartmetiikassa. Jos esimerkiksi z, y ja z ovat jasenid liukulukujarjestel-
massa, niin monesti

SISz +y) + 2) # flle + flly + 2)),

eli liukulukujen yhteenlasku ei ole liitdnndinen laskutoimitus. Numeerinen
esimerkki tapauksessa b=10,t=4; x = —1, y =1 ja z = 0.001:

Fl(z +y) =0.0; fI(fl(z +y) + 2) = 0.0001
flly+2)=10; fl(x+ flly+ 2)) = 0.0

2.2.1 Suppeneminen

Esimerkiksi harmoninen sarja 1 + % + % + ... saadaan suppenevaksi korvaa-
malla sen termit niiden liukulukuvastineilla.

2.3 Merkitsevien numeroiden kumoutuminen

Eksponenttifunktion e” arvoja voidaan laskea kiayttdmaélla Taylorin sarjaa
2 3
x

e x
e—1+x+§+a+... (2.7)
Esimerkiksi z = —5.5, b = 10, t = 5. Taman liukulukujérjestelmén aritmetii-

kassa sarjan summaksi tulee 0.0026363. Lopputulos on epétarkka, silli oikein
pyoristettynid e=>° =~ 0.0040868. Syy epitarkkuuteen on ns. merkitsevien
numeroiden kumoutuminen, jollaista yleisemmin tapahtuu vihennyslaskussa
silloin, kun vdhennettéva ja vihentdja ovat likimain yhtasuuret.

Sarja (2.7) on vuorotteleva arvolla x = —5.5; alkupéén termit tarkasteltavas-
sa liukulukujarjestelméssé laskettuna ovat 1.0000, —5.5000, 15.125, —27.730,
38.129, —41.942 ja 38.446. Pyoristyksessa aiheutuva virhe kussakin termissa
voi olla esimerkiksi kertalukua 10~* Niiden virheiden kasautuminen aiheut-
taa epatarkan lopputuloksen. Oikean viisinumeroisen likiarvon saavuttami-
seksi sarjan termit tulisi laskea yhdentoista merkitsevin numeron tarkkuu-
della.

2.4 Toisen asteen yhtaloista

Toisen asteen yhtdlon
ar® +br+c=0 (2.8)
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juuret saadaan kaavalla

—b+Vb? — 4dac

2a

Ty, Ty = (2.9)
Liukulukuaritmetiikassa kéytettdessd ratkaisukaava (2.9) voi johtaa hyvin
epatarkkaan lopputulokseen. Olkoon esimerkiksi a = 1, b = —124 ja ¢ =
0.494. Silloin juuret ovat kuuden merkitsevin numeron tarkkuudella z; =
12.3600 ja o = 0.0399675. Jos juuret lasketaan kaavasta (2.9) kdyttamalla
kolminumeroista aritmetiikkaa ja katkaisevaa pyoristystd, saadaan

1244153197 1244122
N 2 - 2

T

eli 1 = 12,3 ja x5 = 0, 1. Pienemmassé juuressa ei siis ole yhtdan merkitse-
vdaa numeroa. Syyna on jilleen merkitsevien numeroiden kumoutuminen.

Tarkkuutta voidaan parantaa valitsemalla toinen ratkaisualgoritmi. Laske-
taan ensin kaavan (2.9) se juuri, jolla valittu luvun b* — 4ac neligjuuren
haara on samanmerkkinen kuin —b; tallin merkitsevien numeroiden kumou-
tumista ei tapahdu. Jéljelld oleva juuri saadaan tamaén jilkeen ratkaisemalla
yhtalo

C
—— 2.10
212y = (2.10)

Askeisessi esimerkissi saataisiin siis #; = 12.3 ja kaavan (2.10) perusteella

0.494
To — e— - . 4 1
s fl(12.3) 0.040

Nyt pienemmaén juuren likiarvo on huomattavasti tarkempi.

Pyoristysvirheiden vaikutus siis korostuu vihennyslaskuissa silloin, kun vé-
hennettidvi ja vahentdji ovat likimain yhtasuuret.

3 Probleeman hairioalttius

Numeerisissa probleemissa lahtéarvot muodostavat yleensa dérellisen luku-
jonon (vektorin) d, ja probleeman ratkaisu on jokin vektorin d (yleensé
vektoriarvoinen) funktio s(d). Probleeman héiridalttius riippuu kuvauksesta
d — s(d) ja sitd voidaan mitata tutkimalla osam&aran

[s(d1) — s(da)]|
[di — daf

(3.1)
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mahdollisia arvoja. Jos osamééri (3.1) on pieni kaikille mahdollisille arvo-
pareille d; ja do, di # d2, on probleema hyvdinlaatuinen. Jos taas osam&ari
(3.1) voi saada hyvin suuria arvoja, probleema on pahanlaatuinen eli héi-
rivaltis. Hairioalttius ei riipu funktion s(d) arvojen laskemiseen kéytetysté
algoritmista.

Esimerkki: Neljannen asteen yhtdlon ratkaiseminen. Tarkastellaan yht&loi-
ta
(z—1)"'=0 (3.2)
ja
(z—1"=10"% (3.3)
Yhtélon (3.2) ainoa juuri (nelinkertainen) on o = 1 ja erés yhtélon (3.3) juu-
rista on 1 —1072. Neljinnen asteen yhtiilod ratkaistaessa vektorin d muodos-

tavat yhtalon kertoimet ja vektorin s(d) yhtdlon nelja juurta — esimerkiksi
vhtilslle (3.2)

1
1
s(d) = 1
1

Yhtaloilld (3.2) ja (3.3) ldhtoarvojen etdisyys (osamédrdn (3.1) nimitt&ja)
on kertalukua 1078, Juurivektorien etiisyys (osamiirin (3.1) osoittaja) on
sen sijaan vihintéin kertalukua 1072, Osaméérd (3.1) on télldin vihintdin
kertalukua 108, ja probleema on siis pahanlaatuinen.

Esimerkki: 20. asteen yhtélon ratkaiseminen. Olkoon
W(r)=2* —2102" 4+ .- + 20! = (z — 1)(z — 2) ... (x — 19)(z — 20).

W (x) on niin sanottu Wilkinsonin polynomi, jonka nollakohdat ovat 1,2,...,19
ja 20. Tarkastellaan yht&lon W (x) = 0 ohella toista 20. asteen yht&loa

W(z) =252 (3.4)

jonka kertoimet ovat 19. asteen kerrointa lukuunottamatta samat kuin yhté-
16114 W (z) = 0. Yhtalo (3.4) syntyy, kun alkuperdisen yhtdlon W (z) = 0 19.
asteen kertoimessa tapahtuu kertalukua 107 oleva hiirid (hiirion suhteelli-
nen kertaluku on vain 107%). Hiirioén tuloksena osa juurista on kompleksisia,
ja etdisyys alkuperdisestd juurivektorista on viahintéén kertalukua 1 (riippuu
kiytetystd normista). Probleema on néin ollen pahanlaatuinen.
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4 Virheanalyysii

4.1 Eteneva virheanalyysi

Edelld tarkastellun numeerisen probleeman d +— s(d) tdsméllinen ratkaisu s
poikkeaa yleensa ratkaisussa kdytetyn algoritmin avulla saadusta likiarvosta,
jota merkitdén s.(d). Monesti on kuitenkin olemassa vektorista d riippumat-
tomat ei-negatiiviset vakiot 0y ja e siten, ettd

[se(d) = sll <0y +e[ls] (4.1)

Jos liséksi ndma ns. virhevakiot ovat pienid, sanotaan, etti algoritmi on (nu-
meerisesti) stabiili.

Esimerkki: Oletetaan, etti tehtivini on laskea reaaliluvun x nelio 22. Va-
litaan algoritmi, joka aluksi etsii luvun z liukulukuvastineen & = fl(x) ja
antaa lopputulokseksi luvun #? liukulukuvastineen s. = f1(7?).

|sc — &*| = | fU(&®) — 2|
= |(JU#) = 2%) + (¥ = 2?)
< |fU@E) — 32| + |7 - 27|
< alE) + |7 — 27|

|Sc_x2|

<alz| (Z—z)+2z

—

_(_+1)\x—m| |z +x|  _

= (u e u
<alz|

_ —
ulz| (|7 —z[+2]z])

+a (4.2)

IN
=
- 4
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= |sc —2°| < a (@ + 3u+ 3) 2?
Niin ollen (4.1) pétee valitsemalla 6; = 0 ja e; = @ (u* + 3u + 3) ~ 3.

Kéytetddn esimerkkind kolminumeroista aritmetiikkaa ja katkaisevaa pyo-
ristystd, jolloin @ = 1072, Soveltamalla #skeisti algoritmia reaalilukuun z =
2.129 saadaan 7 = 2.12 ja s, = 4.49. Koska 2% = 4.532641, algoritmin loppu-
tuloksen suhteellinen virhe on

|sc — a?|

_ -3
1 =9,4-107%,

T

joka on selvésti pienempi kuin 3.

4.2 Periytyva virheanalyysi

Numeerisen probleeman d — s(d) likimaariisen ratkaisun s.(d) tarkkuutta
voidaan arvioida myos toisesta nikokulmasta. Usein nimittiin s.(d) on sa-
malla funktion d — s(d) tarkka arvo jossakin vektorin d l&hella sijaitsevassa
pisteessi dy: s.(d) = s(dy). Likiarvon s.(d) "laatua” voidaan talloin mitata
tutkimalla etédisyytta ||[dy — d||. Jos on olemassa ei-negatiiviset vakiot d, ja
€p siten, etta

[dy —dfl < 0 + e |[d] (4.3)

lahtovektoreista d riippumatta, niin J, ja €, ovat numeerisen probleeman pe-
raytyvdt virhevakiot. Jos nama vakiot ovat lisédksi pienid, niin sanotaan, etté
algoritmi on perdytyvisti (numeerisesti) stabiili.

Olkoot z ja s. kuten aiemmassa esimerkissé luvussa 4.1. Silloin on olemassa
reaaliluku Z & x siten, etti s, = 2%. Edelleen (4.2):n perusteella

|z — x| |z — x| |Z + 2

EREIEE
i — )
" alfé + 1]

IN

IN
N
=

[\
+
w
N
+
=

%
w
&



joten (4.3) pétee valitsemalla 6, = 0 ja ¢, =~ 3u.

Luvun 4.1 esimerkin luvuilla x = 2.129 ja s. = 4.49 saadaan z = 2.1190

Tl 470000,

ja
T

Esimerkki: Saannollisen 2 X 2-matriisin kddntdminen on joskus pahanlaa-
tuinen tehtivi. Olkoon esimerkiksi € # 0 ja

11 - 1141
A=<1 Jlrg), jolloin Alz(f If)
€ €
Jos || on pieni, niin liukulukuaritmetiikkaa kiytettiessi matriisin A~1 las-
kettu likiarvo voisi olla esimerkiksi

11
X:(i_i)-

Singulaarisena matriisina X ei kuitenkaan voi olla minkdin matriisin kiaan-
teismatriisi. Vaikka siis matriisi X voi olla suhteellisen tarkka matriisin A~*
likiarvo, ei perdytyva virheanalyysi ole téssd tapauksessa mahdollinen.

5 Lineaarisen systeemin hairi6alttius

5.1 Saannollisen matriisin hairicalttius

Tarkastellaan lineaarista systeemié
Ax = b, (5.1)

missi A on sddnnollinen neliomatriisi. Pieni muutos (héiric) 0b vektorissa b
aiheuttaa vastaavan hiirion 0x; yhtaloryhmén ratkaisussa:

A(x +0xp) =b + b (5.2)
Kun yhtélo (5.1) véhennetédédn puolittain yhtélosta (5.2), saadaan
Adxy, = 6b

ja edelleen
ox, = A710b

Vektorinormia ja indusoitua matriisinormia kiyttden tédstd seuraa

loxs|] = || A~ 0bl| < [|A~][ l|ob] (5.3)
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Toisaalta, Ax = b, joten ||b|| < ||A]| ||x]|| ja kertomalla puolittain (epé)yhtialon
(5.3) kanssa saadaan

bl lloxsll < [[AH|[ 1AL 1] b

Ratkaisun suhteelliselle hairiolle saadaan téstd ylaraja

|0b]]
bl

< [l 1ag 1Rl (5.4)

Jos vektorin b asemasta héiritddn yhtélon (5.1) kerroinmatriisia A, saadaan
yhtalo
(A+0A) (x+ dxa) = b, (5.5)

missd 0x4 on kerroinmatriisin A héirion 0A aiheuttama muutos systeemin
(5.1) ratkaisuun. Vahentamalld yhtalo (5.1) yhtélostd (5.5), saadaan

Adxy +0A(x+0x4) =0
ja kertomalla matriisilla A~! vasemmalta saadaan
oxa = A7 [-0A (x + 5x4)]
Téastéd seuraa jélleen yhteensopivia vektori- ja matriisinormeja kiyttaen
loxall < [[AH] 9AIl [1x + 0x.all

ja kaavaa (5.5) vastaava epiyhtalo

[0 all
|x + dxal —

0A]

<l

(5.6)

Huomautus: kerroinmatriisin héirié saattaa johtaa ratkeamattomaan systee-
miin, jos A+0A on singulaarinen; talléin yhtélo (5.5) ei vélttdmatti toteudu
millekdén vektorille dx 4. Jos kuitenkin ||0A|| on kyllin pieni, niin A+ dA on
sddnnollinen.

Maiaritelmd 12. Sdannollisen matriisin A héiricalttius s (A) on
s (A) = [|[A7 4] (5.7)

Huomautus: Héiridalttius » (A) on siis positiivinen reaaliluku, mutta sen ar-
vo riippuu kéytetystd normista. Systeemin (5.1) vasemmalla tai oikealla puo-
lella tapahtuvat hiiriot aiheuttavat systeemin ratkaisuun muutoksen, jonka
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suhteelliselle suuruudelle saadaan kaavojen (5.5) ja (5.5) perusteella héirio-
alttiudesta riippuva ylédraja.

Vektorinormin indusoimalle matriisinormille yksikk6matriisin / normi on ai-
na ||[I|| = 1. Koska I = A7'A ja

L= |1 = [[A7 Al < [[ATH 1Al = 5 (4),

niahdéén, etta 2 (A) > 1.

Jos matriisin héiridalttius on kertalukua 1, matriisi on hyvdnlaatuinen. Pa-
hanlaatuisen matriisin héiricalttius on >> 1.

Hiiricalttiudelle saadaan epéyhtiloistd (5.5) ja (5.6) alarajat

Hﬁxi]l\ : H6>;AH ”
X . X+0XA
b

Olkoon esimerkiksi A = (0‘550 0'423> jab = 0.127

0.484 0.372 0.112
ratkaisu on x = ( 1 > Olkoon db = <0'00007>. Silloin b + éb =

). Systeemin Ax = b

-1 0.00028

0.12707 - . . 1.7 o
0.11228 - Tatéa vektoria vastaava ratkaisu on x + 0x;, = (_1.91 ) , jolloin
0.7
=\ .01 )"
Suhteelliset héiriot maksiminormilla mitattuna ovat
|lob]|  0.00028 s . |10xs|
= ~2.2-107° ja =0.91
bl 0.127 x|

Huomataan, etta ratkaisun suhteellinen hairi6 on yli 400 kertaa suurempi,
kuin suhteellinen h&irié systeemin oikealla puolella. Néin ollen 3 (A4) > 400
(vrt. (5.8)).

Matriisin A pahanlaatuisuus voidaan todeta myos tarkastelemalla systeemid
(A4 0A) (x+6x4) =Db.
0.550 0.423

Olkoon esimerkiksi A + §A = (0.483 0.372 ) , jolloin

[5A]

2~ 0.01.
1Al
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—0.4536
0.8900
suhteellisen hairio on ldhes 2000 kertaa matriisin A suhteellinen hairio.

A1 (728182 32045 ) jolloin ||A~Y| = 7833.4 ja ||A]| = 0.973. oco-

Systeemin ratkaisu on x+dx4 = , siis [[0x 4] = 1.89 ja ratkaisun

3666.7 —4166.7
normilla mitattuna s (A) = ||[A7| || A]| = 7833.3 - 0.973 ~ 7622.

Pian ndhdaén, etti A on pahanlaatuinen, jos on olemassa kaksi samanpi-
tuista vektoria x; ja X siten, etté

[Ax || << [[Axal| .

. I 10" 0 1y . . 0 N
Olkoon esimerkiksi A = ( 0 10_4), X = <0) ja x = (1) Silloin

4
Ax = (18 > ja Ax = (100_4). Koska |[Ax|| = 10* >> 107 = | Ax]|,

on A pahanlaatuinen. Maksiminormilla mitattuna » (A) = 10°.

Pahanlaatuinen matriisi on ”ldhes singulaarinen”, mutta sen determinantti
ei ole pieni.

Edellisen esimerkin pahanlaatuisen matriisin determinantti on yksi. Toisaal-
ta n x n-diagonaalimatriisin A = diag(107'%) determinantti on det(A) =
107107 ~ 0. Silti A on mit# hyvilaatuisin: » (A) = 1. Determinanttia ei siis
voi pitda hairidalttiuden mittana yleensa.

Hyvilaatuisen matriisin ominaisarvojen méairdaminen voi olla pahanlaatui-
nen tehtdva: esimerkiksi yksikkomatriisin I, karakteristinen polynomi on
(1 —X)"; sen nollakohtien méirdéminen on suurilla n:n arvoilla pahanlaa-
tuinen tehtiva.

5.2 Hairioalttius ja singulaariarvohajotelma

Sadnnollisen n X n-matriisin A singulaariarvohajotelma on muotoa

A=USVT,
missid U ja V ovat ortogonaalisia n X n-matriiseja, S = diag(oy,...,0,) ja
o; > 0 kaikille 7+ = 1,...,n. Voidaan olettaa, ettd o1 > o9 > ... > 0,,

jolloin oy on matriisin A suurin singulaariarvo. Ehto o; > 0 seuraa siité, etté
sdannollisen matriisin kaikki singulaariarvot ovat positiivisia.
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Lause 13. o, = || A

Todistus. Maaritelman mukaan

A
1A, = max 1] (5.9)
=20 [|x[l;
|Ax[ = (Ax)" (Ax) = xAT Ax (5.10)
Lausekkeen (5.10) tutkimista varten todetaan aluksi, ettd matriisin V' sarak-
keiden joukko {vi,...,v,} on avaruuden R" ortonormaali kanta. N&in ollen
jokaista n-vektoria x vastaa yksi n-vektori o = (ay, .. . ,an)T siten, ettd
X=o1vi+ ...+ a,v, =Va
Koska V' on ortogonaalinen, tisti seuraa, ettd
x'x =a'V'Va=ala = Z % (5.11)
i=1
Edelleen
Ax =USV" (Va) =US (V'V)a =USa =) (00:) w;, (5.12)
sillda S = diag (o4, . .., 0,). Erikoistapauksessa o« = e; (jolloin x = v;). Yhtilo
(5.12) yksinkertaistuu muotoon
Av, =ou; (1 <i<n) (5.13)

Huomaa (spektraali- ja singulaariarvohajotelmat):

A=UANUT
& AU = UA
<:>Aui:>\iui

A=USVT
& AV =US

<~ AVi = 0;V;
Lauseke (5.10) voidaan yht&lon (5.13) perusteella kirjoittaa
x"A"Ax = aS"U'U Sa = " ajo}
T i=1
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Niin ollen, kun huomioidaan (5.11),

(5.14)

on lukujen o painotettu keskiarvo. Sen suurin mahdollinen arvo o? saavu-
tetaan tapauksessa a; # 0,5 = ... = «,, = 0. Siis

A
4l = ma 12Xl
T,

O

Matriisin A suurin singulaariarvo antaa siis ylarajan vektorin pituuden suh-
teelliselle kasvulle kuvauksessa x — Ax; tdma yliraja saavutetaan aina, kun
x on vektorin v; suuntainen. Jos taas x on vektorin v,, suuntainen, jolloin
a; = ... = a,_1 = 0, painotettu keskiarvo (5.14) saa pienimméan mahdolli-
sen arvonsa o2. Sadnnollisen matriisin A pienin singulaariarvo o, ilmoittaa
siis vektorin euklidisen pituuden suhteellisen vdhimmdiskasvun kuvauksessa
x — Ax.

Ettd voitaisiin tutkia matriisin A héiridalttiutta, todetaan aluksi, ettd yh-
tilostd A = USVT seuraa heti kilinteismatriisin A~! singulaariarvohajotel-
ma:

At =vsTiut (5.15)
Erityisesti matriisin A~! singulaariarvot ovat matriisin A singulaariarvojen
kiidnteisluvut o7 ', ..., 0, 1. Néin ollen |A7Y||, = 0, %, ja matriisin A~! pienin
singulaariarvo on o; . Matriisin A hiiridalttius 2-normilla mitattuna on siis

01

%(A) = ||A71H2 HAH2 = 0'7710'1 == 0'_ (516)

n

Hairidalttiuden ohella singulaariarvohajotelma antaa tietoa kuvauksesta b —
dxp yhtélossa (5.2)

A(x+0x;) = b+0ob
A(dxp) = b
511)s o2 < JAORIE B2 _
1% [ 16l

1ol L
or ~ ||9b|| T o,

44



Jos matriisi A on hyvéinlaatuinen, jolloin kaikki singulaariarvot ovat samaa
suuruusluokkaa, on vektorien dx;, ja db euklidisten pituuksien suhde samaa
kertaluokkaa riippumatta héirion db suunnasta.

1% ]

1B,
suuntainen, sillé kaavan (5.13) perusteella pétee talloin

saa suurimman arvonsa Ui vektorin db ollessa vektorin u,
n

Suhde

5b = 5B, 1w, T [15b]|, — Av, = A (” ||2Vn) |
On

n

ja siis
[ob]| [0xs]ly _ fIvall, _ 1
0xp = —2v, = 2 = 2 = —
T o, " bll, w0
[0xslly . . : 1 : :
Suhteen 15b] pienin mahdollinen arvo -, saavutetaan vastaavasti vektorin
2

0b ollessa vektorin u; suuntainen.

0.550 0.423

0.484 0,372) on singulaarihajotelma

0.7508 0.6605
0.6605 —0.7508 )’

) ja S = diag (0.9242, 1.428 - 10~4). Matriisin A héi-

Luvun 5.1 esimerkin matriisilla A = (

A = USVT, missi neljin numeron tarkkuudella U = (

v — 0.7928 —0.6095
~ \ 0.6095 0.7928
ridalttius 2-normilla mitattuna saadaan kaavasta (5.16):

w2 (A) =L = 6470

02

Suuruusluokka on sama kuin oco-normilla mitattuna (5.1). Yhtdlon (5.13)
mukaan voidaan kirjoittaa eksplisiittisesti

Ao, — (0550 0.423Y (0.7928Y _ (06030 _
Vi= 104840372 ) \ 06095 ) = \ 0.6104 ) ~ 711

Ao, — ((0-550 0423 (—0.6095) _ | 5 ( 0.0943 ) _
V2= 0.484 0.472 0.7928 ) —0.1072 ) ~ 9242

Oikeanpuoleisten vektorien 2-normit ovat vastaavasti
oy, = 01 = 0.9242 ja |ogusl|, = 09 = 1.428 - 107"

Merkitsevien numeroiden kumoutumisen takia vektoria Av, laskettaessa on
kiytettava vektorille vy tarkempaa likiarvoa, silli nelinumeroista likiarvoa
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kiytettiessd saadaan taysin virheellinen tulos:

0.550 0.423 —0.6095\ 10-3
0.484 0.372 0.7928 |

46



Osa III
Lineaariset systeemit
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1 Johdanto

Tarkastellaan lineaarista yhtaloryhmaa
Ax = b, (1.1)

jonka kerroinmatriisi A on sdinnollinen. Téllainen systeemi on aina ratkeava.

Olkoon esimerkiksi

1 1 2 3
A=[2 3 1] jab=]2
3-1-1 6

Télloin (1.1) voidaan kirjoittaa
Ty + 9 + 223 =3
2£C1 + 31172 + x3 = 2 (12)
3%1 — X2 — I3 — 6
Systeemi (1.2) ratkaistaan palauttamalla se niin sanottuun kolmiomuotoon,
joka on helposti ratkaistavissa. Kolmiomuotoon paastdan niin sanotulla elimi-

nointimenetelmdlld, jossa systemaattisesti eliminoidaan tuntemattomia yh-
taloryhmaésta (1.2) esimerkiksi seuraavasti:

e climinoidaan z; toisesta ja kolmannesta yhtalostéa:
T + o + 2I3 =3
— 41‘2 - 7113 =-3

e climinoidaan xy kolmannesta yhtéalosta:

T1 + To + 21’3 = 3

Systeemit (1.2), (1.3) ja (1.4) ovat yhtdpitivit. Ratkaisu lasketaan helposti
yhtéloryhmén (1.4) perusteella niin sanotulla takaisinsijoituksella:

—1923 = —19 = 23 =1
To — 3T3 = 4= x9=3r3—4=3-1—-4=-1
T1+To+203= 3=>11=-—-29—203+3=1—-2-1+3=2
2
Siisx= [ —1
1

My6hemmin nahdéén, ettd siirtyminen kolmiomuotoon (1.4) voidaan toteut-
taa kertomalla (1.1) puolittain sopivilla alkeismatriiseilla.
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2 Kolmiomuotoiset matriisit

2.1 Permutaatiomatriiiseista

n X m-matriisi on permutaatiomatriisi, jos silli on jarjestystd vaille samat
sarakkeet (tai rivit) kuin yksikkématriisilla 7,,. Esimerkiksi

001
P=1100]. (2.1)

010
Permutaatiomatriisi voidaan karakterisoida antamalla sen rivijdrjestys tai sa-
rakejdrjestys. n X n-permutaatiomatriisin P rivijirjestys {i1,...,i,} ilmoit-
taa, ettd matriisin P k:s vaakarivi on sama kuin matriisin 7,, vaakarivi 7.
Matriisin P sarakejérjestys {ji,...,jn} ilmoittaa vastaavasti, ettd matriisin

P k:s sarake on matriisin [,, sarake j,. Esimerkiksi matriisin (2.1) rivijarjes-
tys on {3,1,2} ja sarakejarjestys on {2,3,1}.

a) al,
Olkoon A = | a) | = (a; ay a3). Talloin PA= | a] | ja AP = (as a3 a;)
ay ay

Yleisemmin pétee: kerrottaessa matriisia A permutaatiomatriisilla P vasem-
malta matriisin A rivien jérjestys vaihtuu matriisin P rivijarjestyksen mukai-
seksi. Vastaavasti, kertomalla oikealta matriisilla P matriisin A sarakkeiden
jarjetys vaihtuu matriisin P sarakejirjestyksen mukaiseksi.

Maaritelma 14. Neliomatriisi 7' on kolmioituva, jos on olemassa permutaa-
tiomatriisit P ja P, siten, ettd L = BT P, on alakolmiomatriisi.

Esimerkki: Jokainen 3 x 3-yldkolmiomatriisi on kolmioituva - valitsemalla

001
P=PF.=| 010 | kidntyy seki rivien ettd sarakkeiden jarjestys, ja
100
Ul U2 U13 U33
Py Uz U3z | P = | u23 U2
U33 Uiz U2 U11

Muita kolmioituvia matriisityyppeja ovat

X X X X
T, = X X ja To=1| X X (2.2)
X X X X
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seka

X X X
T3 = X ja T4 = X X X (23)
X X X X X

Jos systeemin (1.1) kerroinmatriisi on kolmioituva, niin systeemi on helppo
ratkaista takaisinsijoituksella kuten yhtaloryhméssi (1.4). Téllaista systee-
mid tutkittaessa voidaan olettaa, ettd kerroinmatriisi on yla- tai alakolmio-
matriisi.

2.2 Kolmiomuotoisen systeemin ratkaiseminen

Tarkastellaan systeemié
Lx = b,

missa L on sdannollinen n x n alakolmiomatriisi. Siis

I T by
la1 1oz Ho) by
= ) (2.4)
lnl ln2 s lnn Tn bn
Koska L on sadnnoéllinen, sen diagonaaliset alkiot ovat [; # 0.
Systeemin (2.4) ylimméstd yht&losta l321 = by seuraa
b
Ty = — (2.5)
I
Toisesta yhtalosta lo1z1 + loowe = Do seuraa vastaavasti
1
To = l_ (bg - 121331) (26)
22
ja niin edelleen. Yleisesti, arvoilla 1 < k£ < n:
1
T — l_ (bk — lkliL‘l — lkgl'g — ... — lk’k,1$k,1) (27)
kk

Ratkaisuun tarvittavien laskutoimitusten lukumaééara:
x1: yksi jakolasku
xo: yksi jakolasku ja yksi floppi (eli yhteenlasku ja kertolasku)

xk: yksi jakolasku ja k — 1 floppia
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Yhteensi systeemin Lx = b ratkaisemiseen riittdd n jakolaskua ja 1 + 2 +
...+ (n—=1) = in(n—1) floppia. Suurilla n:n arvoilla toistettavien flop-
pien lukuméiri on suuruusluokkaa %n2. Vastaava méara operaatioita tarvi-
taan esimerkiksi suoritettaessa pelkkd kertolasku Ly, missd y on n-vektori.
Lausekkeen ¢ = Ly komponentit ovat nimittiin

c1 =l

cy = lo1y1 + l2y

Cn = lnlyl + ln2y2 +...+ lnnyn

ja esimerkiksi komponentin ¢, laskemiseen tarvitaan n kertolaskua ja n — 1
yhteenlaskua.

3 Gaussin eliminointimenetelma

3.1 Palauttaminen kolmiomuotoon

Seuraavassa naytetain, etti systeemi Ax = b voidaan palattaa kolmiomuo-
toon kertomalla vasemmalta sopivalla sddnnollisella matriisilla M siten, etta
M A on ylakolmiomatriisi. Matriisi M voidaan esittdd darellisen monen al-
keismatriisin tulona.

Muotoa E = I —uv’ olevan alkeismatriisin ja vektorin a tulo on

Ea:(I—uvT)a:a—u&T;a/:a—(vTa)u (3.1)

skalaari

Vektori Fa saadaan siis vahentamalla vektorista a erds vektorin u suuntai-
nen vektori.

Ratkaistaessa systeemid, Ax = b pyritddn ensimmaisessi eliminointivaihees-
sa saamaan kerroinmatriisiksi sellainen matriisi, jonka ensimmaéinen sarake
on (a;; 0 ... 0)". Timé& saadaan aikaan kertomalla vasemmalta alkeismat-
riisilla M; = I —uyvT, jossa

1
421 0

u; = ail ja Vi =€ = . (32)
anl 0
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edellyttien, ettd a;; # 0. Lukua a;; kutsutaan tukialkioksi. Tapauksessa
a1; # 0 merkitdan

M2<i<n) (3.3)

Tallsin M; = I — u;v! on alakolmiomatriisi:
1 0 0
—mMoq 1
M, =1-— 111V¥1 = —mg 0 1 (34)

Matriisilla M; on siis ensimmaista saraketta lukuunottamatta samat sarak-
keet kuin yksikkomatriisilla 7,.

Ensimmiisen eliminointivaiheen jilkeen kerroinmatriisi on siis A = M, A,
. . T . . . (2
jonka ensimmaéinen sarake on (a;; 0 ... 0)° ja ensimmaiinen vaakarivi a;” =

a/. Matriisin A j:s sarake on

CL§~2) _ Mlaj — (] — UIV{) a; =a; — (V?aj) u; = a; — ai;u;

N——
ela;j=ay;

&(Q)ZCL‘—CZ'U, = a1

15 1j 17 W11 1j

0
Matriisin A® 45:s alkio on
2 .o
CLE]-) = Q35 — Q15 (ul)l = Q35 — My101;5 (2 S 1,7 S n) (35)

Niin ollen matriisin A® i:s vaakarivi on matriisin A ensimméisen ja i:nnen
vaakarivin lineaarikombinaatio.

a’l a1y (1(12) ce CL(173
aj, — my a; 0 a5 ... al?
MA=A® = [ 72 T (3.6)
a;, — Mp1a) 0 ag) al)
1 1 2
Olkoon esimerkiksi (vrt. (1.2)) A = [ 2 3 1 |. Tukialkio a;; = 1 ja
3—1-1
kaavan (3.3) perusteella mgy; = 2l =2 jamg = 2= 3. Siis
100
My=|-210
-301
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100 1 1 2 1 1 2

MA=1| -210 2 3 1]1=(0 1-3

-301 3—-1-1 0—4 -7
Toinen eliminointivaihe toteutetaan kertomalla dsken saatu matriisi alkeis-
matriisilla My = I — uzeg, missa uy = (0,0,m32...mn2)T ja My = afy

. . a2
arvoilla 3 < <n.

Yleisesti k:nnessa eliminointivaiheessa kiytetdin alkeismatriisia
0, kun 1 <<k

My = I —upej,, missd (uy), {mik — %l k+1<i<n (3.7)
Dk

Menettely onnistuu vain, jos tukialkio az; # 0. Askeisessi esimerkissi

4 100
m322—2—4jaM2: 010
1 041
100 1 1 2 11 2
MyA® =010 0 1-3|=[01 =3]|=U
041 0—4 —7 00 —19

Yleisesti: jos kaikki tukialkiot ovat nollasta eroavia, niin n — 1 eliminointivai-
heen jilkeen saatava matriisi

U == Mn,1 e MQMlA (38)

on yldkolmiomatriisi.

Alakolmiomatriisien M, tulo M = M,,_; - - - My M, on alakolmiomatriisi, jon-
ka diagonaalialkiot ovat ykkdsia.

Gaussin eliminointimenetelméassi tarvittavien aritmeettisten laskutoimitus-
ten lukumaééarista:

e 1. eliminointivaiheen kertoimien msq, ..., m,; laskemiseen tarvitaan n—
1 jakolaskua; matriisin A® jokaista vaakarivii muodostettaessa suori-
tetaan n — 1 kerto- ja yhteenlaskutoimitusta - yhteensi matriisin A
laskeminen vaatii siis (n — 1)2 floppia.
e 2. eliminointivaihe: n — 2 jakolaskua ja (n — 2)* floppia.
Eliminoinnin kaikki n— 1 vaihetta edellyttiiviit yhteensd (n — 1)°+(n — 2)*+
..+1=3%(m—-1)(2n—1) = in® floppia ja lisiksi noin 3n* jakolaskua.
Aritmeettisten laskutoimitusten lukuméiran kertaluku on siis %n?’ floppia.
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3.2 LU-hajotelma

n X n-matriisin A LU-hajotelma on muotoa
A=LU, (3.9)

missd L on alakolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat ykkosia, ja U yla-
kolmiomatriisi.

Jos hajotelma (3.9) on olemassa ja U on sdannéllinen, matriisien U ja L
alkiot voidaan maérittdd seuraavasti:

Ensiksikin matriisien A ja U ensimmaéiset vaakarivit ovat identtiset, silla
yhtélon (3.9) perusteella

a| =1U=elU=u,.

Edelleen
a’2 = 1/2U = l21u’1 —+ lgzu/z = l21u/1 + 11,2, (310)

koska L on alakolmiomatriisi ja los = 1. Erityisesti
as1 = lajury + ugr = lyrun

ja koska U on sdannollinen, niin uyy # 0. Siis

ja matriisin U toinen vaakarivi voidaan maaratd yhtialon (3.10) perusteella:

a21
r_ r_ /
u, = a, — lyu; = a; — (—) u;.

a11

Matriisien L ja U kolmannet vaakarivit voidaan méiritd samaan tapaan ja
menettelyd jatkamalla saadaan selville loputkin vaakarivit.

Matriisien L ja U alkiot voidaan méiritd myos sarakkeittain, mikéli edel-
leen oletetaan, ettd matriisi U on sddnnollinen. Yhtalostd (3.9) seuraa aluksi

a; = LU1 = 'LL1111, (311)

silla us; = ... = u,; = 0. Néin ollen matriisin L ensimméinen sarake on

1
11 = (—> aj.
Uil
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Koska 137 = 1, yhtélostd (3.11) seuraa

ayp =uy ja = k1 (2<k<n) (3.12)
a11
Matriisien U ja L toiset sarakkeet maardatdaan yhtalon as = Luy perusteella:
koska sarakkeen us ainoat mahdollisesti nollasta eroavat komponentit ovat
U12 ja Ugg, saadaan
Ay = 'LL1211 + U2212. (313)

Ensimmaisid komponentteja tarkastelemalla téstd seuraa
arp = Uialyy +uge lip =112 = upo
~—
=0

ja toisille komponenteille péitee vastaavasti
A2 = Uyala1 + Uaalae = uialay + ugs.

Néin ollen uge = agy — uialer, ja koska lo; tiedetédéin (3.12):n perusteella, mat-
riisin U toisen sarakkeen alkiot us; ja wge on madrdtty. Matriisin L toisen
sarakkeen alkiot saadaan tdmén jilkeen tarkastelemalla yhtalon (3.13) jéljel-
14 olevia komponentteja 3,4,..., n.

Niin jatkamalla voidaan matriisien L ja U alkiot méaarata sarakkeittain, mi-
kali kaikki matriisin U diagonaaliset alkiot ovat nollasta eroavia. Talloin mat-
riisin A LU-hajotelma on siis yksikésitteisesti maaratty.

1 1 2
Olkoon esimerkiksi A = [ 2 3 1 |, jonka LU-hajotelma léydetdin ku-
3—-1-1
ten edelld; joko riveittiin tai sarakkeittain:
1 00 11 2
L=|2 10|, U=10 1 =3
3—4 1 0 0-19

LU-hajotelmalla (3.9) on ldheinen yhteys hajotelmaan (3.8). Jélkimmaéise-
nd mainitussa esiintyvien alkeismatriisien tulo M = M,,_ --- MM, on ala-
kolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat ykkosid. Koska (3.8):n mukaises-
ti MA = U on ylikolmiomatriisi, niin A = MU on matriisin A LU-
hajotelma, silli myos matriisi M ! on alakolmiomatriisi, jonka diagonaalial-
kiot ovat ykkosia.
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LU-hajotelman matriisi L = M~' = M; M, *--- M1, voidaan esittiii ek-
splisiittisesti kaavan (3.7) vakioiden m;, avulla:

1
maoq 1
L= ms mzg 1 (3.14)
Mp1 My Mp3 - 1

Néin ollen matriisien L ja U alkiot voidaan méaérata myos eliminointialgorit-
min yhteydessé, jolloin
o
lig = my, = % (k+1<i<n)
A,
Uk :a,(!;) (k<j<n).

Matriisi U on eliminointialgoritmin tuloksena syntyva matriisi (3.8).

3.3 Kolmiohajotelmat ja systeemi Ax =b

Hajotelmia (3.8) ja (3.9) voidaan soveltaa systeemin Ax = b ratkaisemiseen
seuraavasti: hajotelmassa (3.8) esiintyva alakolmiomatriisi M = M,,_4 - - - My M,
on sdannollinen ja toteuttaa ehdon M A = U. Néin ollen Ax = b tdsmalleen
silloin, kun

MAx =Ux = Mb. (3.15)
Systeemin Ax = b asemasta riittda ratkaista kolmiomuotoinen systeemi
Ux = Mb.

Kéytettiaessd LU-hajotelmaa (3.9) voidaan systeemi Ax = b korvata systee-
milld LUx = L (Ux) = b, joka on yhtépitiva yhtaloparin

Ly=Db
{ Ux =y (3.16)

kanssa. Molemmat yhtéloparin (3.16) systeemeistia ovat kolmiomuotoisia.

Koska MA = U ja A = LU, niin M (LU) = U ja siis M = L~'. Niin
ollen yhtéloparin (3.16) ylemmén systeemin Ly = b ratkaisu on vektori Mb
systeemin (3.15) oikealla puolella.

LU-hajotelman muodostamiseen tarvittavien floppien lukuméara on kertalu-
kua %n?’. Kolmiomuotoisen systeemin ratkaisemiseen kuluu ldhes %n2 floppia,
joten kaiken kaikkiaan systeemin Ax = b ratkaiseminen Gaussin eliminoin-
timenetelmélld vaatii kertalukua %n?’ olevan méiran floppeja.
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4 Tuenta

4.1 Tuennan periaate

Eliminointi ja LU-hajotelman muodostaminen onnistuvat kuten luvussa 3,
vain jos kussakin eliminointivaiheessa tukialkio on nollasta poikkeava. Jossa-
kin vaiheessa tukialkio hividé, kuten esimerkiksi, jos

A:

N =)

11
12]. (4.1)
56

Téssa padstadn palkidhasta vaihtamalla yhtaloiden jarjestystd yhtaloryhmas-
sd Ax = b, jolloin kerroinmatriisin vaakarivien jarjestys vaihtuu samalla ta-
valla.

Matriisin (4.1) tapauksessa voitaisiin vaihtaa systeemin Ax = b toinen tai
kolmas rivi ensimmaiseksi yhtéiloksi kertomalla systeemi puolittain sopival-
la permutaatiomatriisilla. Ensimmaéinen ja kolmas yhtélo vaihtavat paikkaa
kerrottaessa matriisilla

P =

— O O
OP—‘O

1 4
0|, jolloin PPA= |1
0 0

= = ot
— N O

Tata niinsanottua tuentaa kiytetdan yleisesti Gaussin eliminointimenetel-
méssé siten, ettd k:nnessa eliminointivaiheessa toteutetaan ensin mahdolli-
nen rivienvaihto kertomalla sopivalla permutaatiomatriisilla Py ja vasta té-
mén jilkeen tapahtuu varsinainen eliminointi eli kertominen alkeismatriisilla
M. Kerroinmatriisin A saattaminen ylidkolmiomuotoon voidaan talléin esit-
tda yhtalolla

M, 1P,_1-- - MyP,M;PLA=U. (4.2)

Tuennalla tdydennetty eliminointialgoritmi onnistuu periaatteessa aina, mi-
kili matriisin A on sdénnollinen. Numeerisen stabiiliuden saavuttamiseksi
matriisit P on kuitenkin pyrittdva valitsemaan siten, ettd lopulliset tukial-
kiot eivit ole liian pienié.

Teoriassa riittéisi yksi ainoa rivienvaihto. Voidaan nimittdin nédyttdd, ettd
jokaista sadnnollista matriisia A kohden on olemassa permutaatiomatriisi P
siten, ettd matriisilla PA on LU-hajotelma

PA=LU. (4.3)
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Systeemi Ax = b palautuu t&lloin systeemiksi
PAx = LUx = Pb
ja edelleen, kuten luvussa 3.3, pariksi kolmiomutoisia systeemejé:

Ly = Pb
Ux =y

Johdetaan kaava (4.3) tapauksessa n = 3, jolloin yhtél6 (4.2) on muotoa
MyP,M,PLA=U (4.4)
Koska P, on ortogonaalinen, eli P P, = I, niin yhtilosta (4.4) seuraa
MyP, M, Py PP A = U.
Merkitsemilli M; = P,M; P ja P = P, Py, saadaan
MyM,PA = U. (4.5)

Téssé seka Mj etta Ml ovat alakolmiomatriiseja, joiden diagonaaliset alkiot
ovat ykkosia. M, saadaan nimittidin matriisista M; permutoimalla sen ensim-
méisen sarakkeen alkiot permutaatiomatriisin P, rivijarjestyksen mukaiseksi.

100 1 00
Jos esimerkiksi P, = 0 0 1 | jaM;=| —mo; 1 0 |, niin
010 —ms31 01
. 1 00
M, =P,MP] = —m3; 1 0
—M91 01

Misrittelemilli M = M,M,, saadaan vhtélossé (4.5) etsitty hajotelma

PA= LU,

—~

missd, L = M1,

4.2 Tuennan kaytanto

Jos jokin tukialkioista on nollasta eroava mutta pieni, eliminointialgoritmi
saattaa olla numeerisesti epéstabiili.
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Ratkaistaan eliminointimenetelmalld esimerkiksi systeemi

~ (00001 0.5 (z) _ [05) _
AX_( 0.4 —0.3) (@)_(0.1>_b‘ (4.6)

Suorittamalla laskutoimitukset nelinumeroisessa aritmetiikassa kayttdmalla
normaalipyoristystd, merkitdén kaavan (3.3) mukaisesti

a1 0.4
ma = f <a11) 0.0001 — 0%

Kaavan (3.5) mukaisesti
%) = fl(as — maars) = f1(—0.3 — 4000 - 0.5) = —2000.

Néin ollen alkion ago sisdltdamaé informaatio "hukkuu” pyoristysvirheeseen.
Syypéaé on pieni tukialkio a;q, jonka ansiosta kertoja ms; on suuri.

Systeemin (4.6) oikealla puolella saadaan ensimméisessé eliminointivaiheessa
b2 = f1(by — marby) = f1(0.1 — 4000 - 0.5) = —2000.

Havaitaan, ettd myo6s luvun by sisdltdmé informaatio "hukkuu”.

Eliminoinnin tuloksena syntyy kolmiomuotoinen systeemi

0.0001 0.5 \ (a1 ([ 05
( 0 —2000) (xg)_(—QOOO)' (4.7)

Takaisinsijoituksessa ei tapahdu télld kertaa pyoristysvirheiti, ja ratkaisu on

X = (?) Systeemin (4.6) oikea ratkaisu neljin numeron tarkkuudella on

x — (0.9999)

0.9998 /-
Epéatarkkuuden aiheuttaa pieni tukialkio kasvattaessaan lopullisen kolmio-
muotoisen systeemin toisen vaakarivin alkioita niin suuriksi, ettd kyseisen
vaakarivin alkuperédinen informaatio katoaa pyoristysten yhteydessé: systee-
miin (4.7) olisi paddytty myds, jos alkuperéisen systeemin alkiot ags = —0.3
ja by = 0.1 olisi valittu nolliksi. Laskettu ratkaisu on itse asiassa télla tavoin

héirityn systeemin
0.0001 0.5 1) (0.5
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tarkka ratkaisu. Koska hairiota ei voida katsoa pieneksi, perdytyvin virhea-
nalyysin kannalta algoritmi ei ole stabiili.

Numeerisen stabiiliuden saavuttamiseksi tulee Gaussin eliminointialgoritmia
modifioida siten, ettei liian pienid tukialkioita esiintyisi. Yleensd tdméi saa-
daan aikaan osittaistuennalla vaihtamalla kerroinmatriisin vaakarivien jar-
jestystéa sopivalla tavalla kussakin eliminointivaiheessa.

Kaytannossa lasketaan k:nnessa eliminointivaiheessa aluksi vastaavan ker-
roinmatriisin sarakkeen k& subdiagonaalisten alkioiden itseisarvot ja merki-

taan
agllz)‘, i>k}.

Ve = max{

Jos

a,(ck)‘ > v el kyseisessd eliminointivaiheessa suoriteta rivinvaihtoa. Jos

taas ‘agz;)‘ < Y, etsitddn pienin kokonaisluku [ > k siten, ettd v, = ‘al(,]:) .

Tamén jalkeen vaihdetaan keskendin vaakarivit k ja [, ja suoritetaan varsi-
nainen eliminointi. Vastaavan alkeismatriisin alkioille patee talldin

i

| = <1 (1<k<n-1;k+1<i<n).

|

ENES

@

Néin ollen algoritmissa syntyvan LU-hajotelman matriisin L jokainen alkio
on itseisarvoltaan korkeintaan yksi.

Esimerkki: sovelletaan tuennalla tdydennettyd eliminointialgoritmia matrii-
siin

1 1 2
A=13-1-1
2 3 1

Ensimmaisesséd vaiheessa on aluksi vaihdettava rivit 1 ja 2 kertomalla per-
mutaatiomatriisilla

010 3 -1 —1
PP=1100], jolloin PA={|1 1 2
001 2 3 1
1 3 —1 —1
Edelleen M; = —% 1 ja A® = M P A = % %
5 i1 5
-3 1 3 3

LU-hajotelman matriisilla U on sama ylin vaakarivi kuin matriisilla P A,
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jolloin wy; = 3, u;p = —1 ja uy;3 = —1. Matriisin L ensimméisen sarakkeen

alkiot ovat alustavasti lg; = mo; = % jalsy =ma = %

Toisessa eliminointivaiheessa on aluksi vaihdettava matriisin A® alemmat

vaakarivit, silla 1—31 > %. Samalla on muistettava vaihtaa myos matriisin L

vastaavilla vaakariveilld sijaitsevat ensimmaéisen sarakkeen subdiagonaaliset
alkiot (vertaa luvun 4.1 esimerkki), minka jalkeen ly; = % jals = % Vastaava

permutaatiomatriisi on

100 3 -1 -1
PB=[(001] ja RA®= a3
4 7

010 i

Toisessa eliminointivaiheessa kiytetddn kerrointa mgs = %, ja LU-hajotelmassa
on nyt

010 1 3 —1 -1
P:P2P1: 001 ’L: %1 JaU: % 5%
100 317l =

Osittaistuennan asemasta kiytetdin toisinaan niinsanottua taydellistd tuen-
taa, jossa rivienvaihdon ohella suoritetaan myos mahdollinen sarakkeiden-
vaihto siten, etta tukialkioksi tulee itseisarvoltaan suurin luvuista az(f), missé,
1> kjaj >k

5 Eliminointi lohkomatriiseilla

Pari laskusadntod:

Yksikkomatriisille I patee IC' = C' aina, kun tulo IC' on méaritelty. Ylei-
semmin: olkoon I; tyyppid [ X [ oleva yksikkOmatriisi ja Bgs mielivaltainen
m x m-matriisi. Kerrottaessa jokin matriisi C' vasemmalta (I + m) x (I + m)-

madtriisilla
(L 0
b= (1) o

tulon BC | ensimmaista vaakarivia ovat samat kuin matriisissa C. Tama
johtuu siita, etta

I 0 Cii Cho Cn Cia
BC = = 5.2
<0 Ba ) ( Ca1 Co ) ( ByCy1 BoaCoy ) (5:2)

aina, kun matriisin C' lohkojen dimensiot ovat yhteensopivia siten, ettd tulot
322021 ja BQQCQQ on mfiéiritelty.

61



Gaussin eliminointimenetelméssé esiintyvit matriisit M}, ovat muotoa (5.1)
arvolla | = k — 1. Kerrottaessa matriisi

A®) = P My Py_y--- My P A (5.3)

vasemmalta matriisilla M}, sdilyvat siis £ — 1 ensimmaéistd vaakarivid muut-
tumattomina. Kirjoitettaessa A®*) lohkomuodossa kuten matriisi C' kaavassa
(5.2) néhdaén, ettd arvolla [ = k — 1 Cy = 0, jolloin my6s vastaava lohko
tulossa BC' = M, A® on nollamatriisi.

Eliminointialgoritmi ja LU-hajotelma voidaan yleistda lohkomatriiseille, jot-
ka ovat tyyppid (I +m) x (I +m). Olkoon

Ap Ap
A= . 5.4
(Am Aoy (54)
Tallainen matriisi A, jossa Aj; on sddanndllinen | X [-matriisi, voidaan saat-
taa lohkolliseen ylikolmiomuotoon kertomalla vasemmalta lohkollisella al-
keismatriisilla M, = I — U1V1T, missa U; = < 00 ) jaVvy = <]l) ovat,

(I 4+ m) x [-matriiseja. M; voidaan kirjoittaa lohkomuodossa

I, 0 0 0 I 0
M = — _ I 0 = _ .
! (o Im> (Am Anl) (7, 0) <—A21A111 Im)
Edelleen
I 0 A A A A
M, A = _ = , 5.5
! (—A21A111 Im) (A21 AQQ) ( 0 C > (5:5)
missd C' = Ay — A21Af11A12 vastaa eliminointialgoritmin matriisia

(2) (2)

(2 (2)

kaavassa (3.6). Matriisi A;; vastaa eliminoinnin tukialkiota.

6 Symmetriset matriisit

6.1 LDL"-hajotelma

Olkoon A symmetrinen n X n-matriisi. Oletetaan, ettd A on sddnnollinen
ja ettd sovellettaessa Gaussin eliminointimalgoritmia matriisiin A ei esiinny
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rivienvaihtoja. Talloin matriisilla A on LU-hajotelma A = LU ja matriisin
A symmetrisyyden nojalla

LU=A=A"=(LU)" =UTL".
Merkitsemélld D = diag (u;;) tésti seuraa
A= (U"D")(DL"), (6.1)

missi alakolmiomatriisin U7 D! diagonaaliset alkiot ovat ykkosii. Niin ollen
(6.1) on my6s matriisin A LU-hajotelma, joten LU-hajotelman yksikésittei-
syyden nojalla L = UT D! ja siis

A=LDL". (6.2)
T#améi on symmetrisen matriisin A LD LT-hajotelma.

Sasnnolliselld symmetriselld matriisilla ei aina ole LD LT-hajotelmaa. Olkoon

) o 01
esimerkiksi A = (1 0

01\ (1 0\ [d 0\ [1 Iy
10) \Un1)\0d)\01 )
01 . dl dllgl
10 )~ \dilyy diloy+dy )

josta seuraa keskendin ristiriidassa olevat yhtalot dy = 0 ja dyly; = 1.

) . Jos matriisilla A olisi muotoa (6.2) oleva hajotelma
saataisiin

Seuraavassa osoitetaan, ettd LDL”-hajotelma on olemassa aina kun A on
symmetrinen ja positiivisesti definiitti.

Lause 15. Olkoon A symmetrinen ja positiivisesti definiitti n X n-matriisi.
Silloin matriisin A kaikki ominaisarvot ja singulaariarvot ovat positiivisia re-
aalilukuja. Edelleen, jos matriisista A poistetaan ensimmdinen rivi ja sarake,
syntyvd (n — 1) X (n — 1)-matriisi on myds positiivisesti definiitti.

Todistus. Olkoon A jokin matriisin A ominaisarvo ja x vastaava ominaisvek-
tori. Silloin Ax = \x, joten

xTAx = AxTx = )\ ||x]|3.

Koska matriisi A on positiivisesti definiitti ja x # 0, tdstd seuraa A > 0.
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Matriisin A diagonaalisen alkion a;; ohella tarkastellaan avaruuden R" yk-
sikkovektoria e;, jonka i:s komponentti on 1. Silloin eiTAe,- = a;;, josta paa-
telladn, ettd a; > 0 (silli A positiivisesti definiitti).

Olkoon Ag se (n — 1) x (n — 1)-matriisi, joka saadaan poistamalla matrii-
sista A ensimmaéinen rivi ja sarake. Olkoon y mielivaltainen nollasta eroava

(n — 1)-vektori ja olkoon x = (S) Koska matriisi A on positiivisesti defi-

niitti, niin x7 Ax > 0. Toisaalta

AL 0 AT
TAx — (0 vT) [ o1 21)( >: 0 v7 < 21}’): Ty
x = y)(Am A ) \y ) 7 O¥) gy ) =9 Ay

missia Ag; = (agy ... an1)T. Niin ollen myds y? Aypy > 0, joten Ag on
positiivisesti definiitti. O

6.2 Choleskyn hajotelma

Olkoon edelleen A symmetrinen ja positiivisesti definiitti n X n-matriisi. Mat-
riisin A LD L”-hajotelma léydet#iin eliminointialgoritmia muistuttavalla me-
nettelylld seuraavassa esitetylld tavalla. Kuten edelld, kirjoitetaan matriisi A

lohkomuodossa
A= ( ail Aéﬂ) ‘
Ag Ay

Gaussin elimointialgoritmi (ilman tuentaa) alkaa kertomalla matriisi A va-
semmalta alkeismatriisilla A, jolloin

1 0 a1 AT ain Ay
MA = HrR) =
1 (—(L) Aoy Jn_1> <A21 A22> < 0 Ap— (4) AnAf

Matriisin A symmetrisyyttd voidaan hyodyntda kertomalla tdmén jilkeen
oikealta matriisilla M7, jolloin syntyvi matriisi

0
MAMT = [ 1 .
1 1 ( 0 AQQ — a_;AzlAgl

on edelleen symmetrinen ja positiivisesti definiitti. Jos nimittdin x on mieli-
valtainen nollasta eroava n-vektori, niin M{ x # 0 (M, siénnéllinen) ja siten
x" My AM{x > 0.

Lauseen 15 nojalla matriisin M AM{ lohko Ay — a—hAglAglon my0s sym-
metrinen ja positiivisesti definiitti, joten seuraaava eliminointivaihe voidaan
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aloittaa ilman tuentaa.

Symmetrisyyden sailyttdmiseksi kerrotaan jalleen vasemmalta alkeismatrii-
silla M, ja oikealta matriisilla M, jolloin tulokseksi saadaan symmetrinen
ja positiivisesti definiitti matriisi My M; AMT MJ'| jonka kahden ensimmiisen
sarakkeen ainoat nollasta eroavat alkiot ovat diagonaalisia.

Niin jatkamalla syntyy lopulta hajotelma
MAM™ = D, (6.3)

missd M = M,,_1--- M; ja D on diagonaalimatriisi, jonka kaikki alkiot ovat
positiivisia. Merkitsemlld L = M ! tiistd seuraa etsitty matriisin A LDLT-
hajotelma A = LDL™.

Saatu LDLT-hajotelma voidaan esittiifi myds muodossa
A=LDLT =LDz-D2LT = LT = RTR,
missi L = LD? ja R = L on siinnéllinen ylikolmiomatriisi. Hajotelma
A=R'R (6.4)
on Choleskyn hajotelma. Se on olemassa aina, kun matriisi A on symmetri-

nen ja positiivisesti definiitti.

Yhtalé (6.4) pysyy voimassa, jos matriisin R minkd hyvinsi vaakarivin al-
kiot muutetaan vastaluvuikseen, mutta tavallisesti matriisi R valitaan kuten
ylla siten, ettd kaikki diagonaaliset alkiot ovat positiivisia.

Choleskyn hajotelman matriisin R alkiot voidaan laskea vaaka- tai pysty-
riveittdin samaan tapaan kuin matriisien L ja U alkiot matriisin A LU-
hajotelmassa (vrt. luku 3.2). Alkioittain kirjoitettuna hajotelma A = RTR
on

ai; a2 ... Qin 11 11 T12 Tin
Q12 A22 ... Q2p T12 T22 T22 Ton
A1p Q2p - .. Qpp Tin Ton -+ Thn T'nn

Laskettaessa matriisin R alkiot riveittiin nihddin aluksi, ettd a;; = 7%,
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joten 711 = \/aq;. Nelijuuri on hyvin méaritelty, silli matriisin A on posi-
tiivisesti definiitti, jolloin a;; > 0 (Lause 15). Muut ensimmaéisen vaakarivin
alkiot saadaan yhtal6ista

12 = Tr1riz, .. , Gin = T1171n
muodossa a
15 .
r;=— (2<j<n).
T11

Toisella rivilli nihdddn aluksi, ettd age = riy + 13, joten 13, = ag — 73,
ja rog = y/age — riy. Muut toisen vaakarivin alkiot saadaan yhtildisti ag; =
T1271j + T22r2; (3 < j < n), joista seuraa
ag; — 1271, ,
r2jzu (3<j<n).
722

Yleisesti, kun matriisin R k — 1 ensimmaisté vaakarivid on laskettu, maéra-
tdan k:nnella rivilld aluksi diagonaalinen alkio yhtalon

P r%k + r%k 4+ ...+ r,%k (6.5)

perusteella, jolloin 73, = agx — 13 — 73, — ... — r,il’k. Sen jélkeen muut
k:mnen rivin alkiot saadaan yhtdlostd ay; = 7rigr1; + rorrej + ..o+ TeETEj
(k+1<j <n) muodossa

Qrj —T1kT15 — -0 = Te—1,kTk—1,5

Tkj—

Tkk

Choleskyn hajotelmaa kiyttdmalla voidaan symmetrinen lineaarinen systee-
mi ratkaista normaalia pienemmillid tyoméiirilli. Hajotelman A = RTR
muodostamiseen tarvitaan nimittdin vain noin %n?’ floppia eli suunnilleen
puolet eliminointialgoritmin vaatimasta tyoméirdstd. Sen jilkeen systeemi
RT Rx = b palautuu yhtéldpariksi

R’y =b
Rx =y’
jossa kerroinmatriisit ovat toistensa transpooseja.
Voidaan osoitaa, ettd yldoleva algoritmi yhtdléryhmédn Ax = b ratkaise-

miseksi Choleskyn hajotelman avulla ilman tuentaa on perdytyvasti numee-
risesti stabiili, mikdli A ei ole kovin héiridaltis. Olkoon esimerkiksi

L _ (00001 0.01
—\ 001 100
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Vaikka tukialkio a;; on kovin pieni, ei Choleskyn hajotelman matriisissa

5 (0-01 1.0000
— 0 99999

esiinny hyvin suuria alkioita. Tama johtuu yleisesti siitd, ettd yhtaldiden
(6.5) agr = 1%, + 22, + ...7%, perusteella |rix| < \/agk-

7 (R-hajotelma

7.1 Householderin muunnokset

Liitetdan jokaiseen nollasta eroavaan vektoriin u vastaava Householderin

matriist . -
2uu uu

H=1- =]—-—
5 )
[[ull; B
missé § = 1 [ul|5. T&llsin H on symmetrinen alkeismatriisi, jota merkitiin
my6s H (u). Lisdksi H on ortogonaalinen:

H'H = HH' = H?

T T T
_[_ouu  uu 121u
5 6
wu?  lul? uu”
= -0t LA e o)
uu’ 2
=1-2— + —uu’
6B

=1
Matriisi H (u) riippuu vain vektorin u suunnasta ja H (u) # 1.

Householderin matriisin méarittelemé lineaarikuvaus on Householderin muun-
nos. Jos kahdella eri vektorilla a ja b on sama 2-normi, on aina olemassa
Householderin muunnos H siten, ettd Ha = b. H 16ydetdin ratkaisemalla
vektorin u suhteen yhtalo

uu’®

Ha = (1— 7) a=bh. (7.1)
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Kirjoittamalla (7.1) muotoon

néhdéén, ettd vektorin u on oltava vektorin b —a suuntainen: u = v (b — a).
Kééntien, jos u = v (b — a), missi v € R\ {0}, niin

1
p = 3 a5
1
= 572 b — aH;
2
= > (b-a) (b-a)

2
= 5 (bTb —bfa—a’b + aTa)

= —72 b|? 2 _op”
=5 | [Pl +llal; a
~—~—

2
=llallz

=" (llall; - b"a)

ja siis
T
Ha = (I—%)a:a—l(uTa)u
Tissi u’a=v (b" —al)a=~(b"a—|al) = —g, joten

Ha—a—%(—g)fy(b—a)—a—k(b—a)—b.

Mielivaltaisen vektorin ¢ kuva Householderin muunnoksessa H saadaan va-
hentamalla vektorista ¢ erds vektorin u suuntainen vektori:

e (1 Yeme (M) o

Jos jokin vektorin u komponenteista hiviad, ei vastaava vektorin ¢ kompo-
nentti siis muutu kuvauksessa ¢ — Hc. Edelleen Hec = ¢, mikili u’c = 0.

9 7
Olkoon esimerkiksi a = [ 2 ) jab = (_23 , jolloin |lal|, = ||b]],. Et-

sitddn Householderin muunnos H siten, ettd Ha = b. Ylldolevan perusteella
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—1

riittad, ettd u on vektorin b—a = 9

) suuntainen. Valitsemallau = b—a

()

saadaan ||uf|, = V5 ja

2 T
H—=1]— uu2 :((1) f)_
[ul[3

Selvasti Ha = b.

GUbotw
[S[SCSIIN
v

ot DN

7.2 (R-hajotelma

Jokaista sadnnollistd matriisia A kohden voidaan 16ytda Householderin mat-
riisit Hy, Ho, ..., H,_4 siten, ettd

Hn—l cee HQHlA - R (73)

on sadnnollinen ylidkolmiomatriisi.

Matriisien Hy, ..., H, 1 konstruointi muistuttaa eliminointialgoritmia sikli,
ettd matriisin A kertominen matriisilla H; havittda ensimmaéisen sarakkeen
subdiagonaaliset alkiot ja kerrottaessa edelleen vasemmalta matriisilla Hs
héavidvat toisen sarakkeen subdiagonaaliset alkiot ja niin edelleen.

T
uiu .. P .
Jos Hi =1 — ;11 , niin matriisin H; A ensimmaéinen sarake on

11111,{ ulTal
H1a1: I — a; = a; — up.

B B

Tamaén sarakkeen subdiagonaaliset alkiot ovat nollia, mikili Hya; on avaruu-
den R" yksikkovektorin e; suuntainen:

11
0
H1a1 =Try1e; = . . (74)
0
Luvun 7.1 perusteella (7.4) toteutuu, jos |r11] = ||ai||, ja uy on vektorin
ri1€; — a; suuntainen, seuraavassa valitaan
a11r — T
21
u; =a; — e =
an1
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Skalaari r1; voi olla joko positiivinen tai negatiivinen, mutta merkitsevien
numeroiden kumoutumisen valttdmiseksi r1; valitaan yleensd erimerkkisek-
si kuin ay;. Poikkeustapauksen muodostaa tilanne, jossa a; on alunperin jo
vektorin e; suuntainen.

Merkitiin A® = H, A, jolloin A® on muotoa
(2) (2)

(2) (2)
0 ayy ...a
0 a%) oal)

1 1 2
Olkoon esimerkiksi A= | 2 3 1 | (vrt. luvun 3.1 esimerkki). Silloin
3—-1-1

1++V14
2

3

Hal||2 =V1ld=|ru| ja w=

Neljan numeron tarkkuudella

—0.2673 —0.5345 —0.8018
Hy = | —0.5345 0.7745 —0.3382
—0.8018 —0.3382 0.4927

—3.742 —1.069 —0.2673
AP = g, A= 0 2.127  0.04368
0 —2309 —2.434

Seuraava Householderin matriisi H, pyritdén valitsemaan siten, ettd matrii-
seilla A® ja H,A® on sama ensimméinen rivi ja sarake ja siten, etté toisen
sarakkeen subdiagonaaliset alkiot matriisissa AB) = H,A@ ovat nollia. Jos

T
Hy=1- uzzz , niin matriisin H,A® toinen sarake

T T,(2)
a
H2a§2) = (I — —u251212 > 3.52) = 3.52) -T2 ﬁ; us.
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Subdiagonaaliset alkiot havidvit, jos HQagz) on muotoa

(2)

a2
722
HgaéQ) = 0
0
2
Tahin padstdin valitsemalla 7o siten, ettd 72, + (a(é)) = Hag)‘ , jolloin u,
2
voi olla esimerkiksi
2
i -~
T22 (g — 122
2
U.2 = ag2) — 0 = ag2)
2
0 ar

Koska vektorin u, ensimméinen komponentti on 0, niin matriiseilla A® ja

2 o .
HgAg ) on sama ensimméinen vaakarivi (kts. kaavaa (7.2) seuraava huomau-

tus). Myds ensimmaéiset sarakkeet ovat samat, silld uga?) =0.

Prosessia jatkamalla saadaan lopulta hajotelma (7.3). Koska matriisit Hy, ..., H, 4
ovat symmetrisid ja ortogonaalisia, niiden tulo

Q=H,---H,
on ortogonaalinen ja
QTZHE_l“'H;‘FZan“'HL
Siten (7.3) voidaan esittdd muodossa
QTA=R
ja kertomalla vasemmalta matriisilla () saadaan matriisin A Q) R-hajotelma
A=QR.

() R-hajotelman laskemiseen tarvitaan noin %n?’ floppia; tyomaééra on siis kak-
sinkertainen eliminointialgoritmiin verrattuna. Etuna ()R-hajotelmalla on
sen numeerinen stabiilisuus: kerrottaessa Householderin matriisilla sarakkei-
den 2-normit sailyvét eikd kerroinmatriisin alkioissa tapahdu pahanlaatuista
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kasvua (vrt. luku 4.2).

Lineaarisen systeemin Ax = b ratkaiseminen () R-hajotelman avulla tapah-
tuu kirjoittamalla systeemi (QRx = b muotoon

Rx = Q"b. (7.5)

Aluksi lasketaan QTb, jonka jilkeen systeemi (7.5) ratkeaa takaisinsijoituk-
sella.

Systeemille (1.2) saadaan neljain numeron tarkkuudella

—3.742 —1.069 —0.2673 —6.682
R= —3.140 —1.820 |, Q"= 1.320
—1.617 —1.617

Takaisinsijoituksella saadaan tarkka ratkaisu x = (2, —1,1)".

Yksityiskohtainen virheanalyysi osoittaa, ettd systeemin Ax = b ratkaise-
minen (QR-hajotelman avulla on yleisessd tapauksessa perdytyvén virheana-
lyysin kannalta stabiilimpaa kuin LU-hajotelmaa kiytettidessa.

8 Pienimman neliosumman ratkaisu

8.1 Ratkaisun ominaisuuksia
Tarkastellaan lineaarista systeemii Ax = b, missi

aj; ai2 ... Qaip I b1
A1l Am2 - - A, Ty by

Jos systeemi Ax = b ei ole ratkeava, vektoria b ei voida esittié lineaarikom-
binaationa matriisin A sarakkeista. Télloin voidaan tyytya etsiméin sellaista
vektoria x, ettd vektori Ax on mahdollisimman l&helld vektoria b siten, etta

b — Ax|l, (8.1)

on mahdollisimman pieni. Jos (8.1) saavuttaa minimin jollakin vektorilla x,
saa miniminsd myo6s lausekkeen nelio:

m n 2

i=1 j=1
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Vektori p = b — Ax on minimointiprobleeman residuaali.

Palautetaan mieleen maaliavaruus R (A4) ja nolla-avaruus N/ (AT), jotka ovat
toistensa ortogonaalisia komplementteja: jokainen avaruuden R™ vektori c
voidaan esittdéd yksikésitteiselld tavalla kahden ortogonaalisen vektorin sum-
mana muodossa ¢ = Cg + €y, missii cg € R(A) jacy € N (AT).

Kirjoitetaan vektoreille b ja p vastaavat esitykset:
b=br+by ja p=pr+pn
Yhtélosta p = b — Ax seuraa talloin
Pr+pnv =br+by—Ax eli pr—br+ Ax =by — pn.

Téssi vasen puoli kuuluu avaruuteen R (A) ja oikea puoli avaruuteen N (AT).
Koska R (A) NN (AT) = {0}, paitelldén siis

pr=br— Ax ja py =bu. (8.2)
Residuaalin p pituuden laskemiseksi todetaan, ettéa
ol = #"p = (ok + PX) (Pr + )
= PRPR + PRAN + PAPR FPADN

=0 =0
2 2
= llrllz + llowllz

(silld pr ja par ovat ortogonaaliset, jolloin phpy = pi-pr = 0).
Yhtiloiden (8.1) ja (8.2) perusteella saadaan siten

2 2 2 2
b — Ax|l2 = lIpl13 = llpall3 + lowl
2 2
= ||br — Ax||5 + [barll5

2

> |Ibully

ja yhtasuuruus on voimassa tasmalleen silloin, kun bg — Ax = 0.

Koska br € R (A), systeemi Ax = by on aina ratkeava. Niin ollen on olemas-
sa x siten, ettd bp—Ax = 0, jolloin lauseke (8.1) saavuttaa pienimmén arvon-
sa |[by||, Pienin arvo saavutetaan tdsmélleen silloin, kun pp = bp—Ax =0
eli tdsmilleen silloin, kun p € N (AT). Téstd seuraa

73



Lause 16. Seuraavat kolme ehtoa ovat yhtdpitivid

(i) Lauseke (8.1) saa pienimmdn mahdollisen arvon.

(ii) AT (b— Az) =0 (8.3)

(i1i) Az = bg (8.4)
Minimointiprobleeman ratkaisu x on yksikésitteinen, jos ja vain jos systee-

milld (8.4) on tésmiélleen yksi ratkaisu eli jos matriisin A sarakkeet ovat li-
neaarisesti riippumattomast.

Olkoon esimerkiksi

11 1
A=[10] ja b= 0 |. (8.5)
01 -5

Esitys b = br+by 16ydetddn kuten Osan I luvun 2.2 viimeisessd esimerkissa:

—1 2
bR = 2 ja bN = —2
-3 —2

Koska matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, systeemin
(8.4) ratkaisu on yksikésitteinen. Ratkaisemalla (8.4) saadaan x = (_3) ja

2
vastaava residuaali p =b — Ax = | —2
—2

Pienimmaén nelidsumman ratkaisua voidaan kiyttaa lineaaristen mallien rat-
kaisemiseen.

Esimerkki: Radioaktiivisten aineiden seoksessa on kolmea eri isotooppia, joi-
den miarat x;, x5 ja x3 ovat tuntemattomia. Hajoamislain mukaan havait-
tavan siteilyn méira ajan funktiona on muotoa

zre M 4 poe M2t o pae M0t (8.6)

missd vakiot A\;, Ao ja A3 riippuvat isotooppien puoliintumisajoista. Kaytan-
nossi siteilymittarin lukemat eiviit ole tarkalleen lausekkeen (8.6) mukaisia,

mutta suoritettassa m havaintoa hetkilla t,,...,%,, saadaan sarja lukemia
by, ...,bn, joille pitee likimain
3
b; = xre M pae M 4 gl = Zaijxj, (1<i<m) (8.7)
j=1
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missi a;; = e Nt

Mittaustulosten perusteella voidaan arvioida isotooppien (tuntemattomia)
maaria xy, To ja r3 seuraavasti: Pyritdan maaradmaan i, rs ja x3 siten, etta
kaavat (8.7) ovat voimassa mahdollisimman tarkkaan pienimmén neliésum-
man mielessd. Toisin sanoen, etsitdidn luvut xq, xo ja x3 siten, etta

n 3
> (bz- . z)
i=1 j=1

on mahdollisimman pieni. Tdmén minimointiprobleeman ratkaisu on systee-
min Ax = b pienimmén nelidsumman ratkaisu.

9 Normaaliyhtalot
Kirjoittamalla yht&lo (8.4) muotoon
ATAx = A™b (9.1)

saadaan niinsanotut normaaliyhtdldt. Systeemi (9.1) on aina ratkeava vaikka
kerroinmatriisi AT A olisi singulaarinen. Lauseen 16 nojalla jokainen systee-
min (9.1) ratkaisu x on yhtéloryhmén Ax = b pienimmén nelidsumman rat-
kaisu. Kéantden: jokainen pienimmén neliGsumman ratkaisu toteuttaa nor-
maaliyhtilot (9.1).

Lemma 17. Matriisi AT A on positiivisesti definiitti, jos ja vain jos matriisi
A on taytti sarakeastetta eli matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippu-
mattomat.

Todistus.

AT A on positiivisesti definiitti < xAT Ax > 0, aina kun x # 0
& || Ax||7 > 0, aina kun x # 0
< Ax # 0, aina kun x # 0
< A on taytta sarakeastetta
O

Jos matriisi A on taytta sarakeastetta, voidaan pienimmén nelibsumman rat-
kaisu siis 16ytda seuraavalla algoritmilla:

1. Muodostetaan normaaliyhtéldiden kerroinmatriisi A7 A ja vektori ATb.
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2. Lasketaan Choleskyn hajotelma ATA = RTR, missi R on ylikolmio-
matriisi.

3. Ratkaistaan kolmiomuotoiset systeemit RTy = ATb ja Rx = y. Jil-
kimmaéisen kolmiomuotoisen systeemin ratkaisu on pienimmaéan nelio-
summan ratkaisu.

Olkoon esimerkiksi matriisi A ja vektori b kuten (8.5). Silloin matriisi A on
tayttd sarakeastetta, ja

T A 21 . Ty, 1
AA—(l 2) ja Ab—<_4>.

Matriisin AT A Choleskyn hajotelma on AT A = RT R, missi

- 5(8) - )

Systeemin RTy = ATb ratkaisu saadaan eteenpiinsijoituksella:

Ny

G-

—291 =1 3
= = = = —
(yl + \/_3/2) =—4 s Y2
Systeemi Rx =y on nyt

[ o

\/’ 3\/’ = To=—3 = T3 =2

2 ) ) -
Tulos x = ( 3 on sama kuin luvun 8 esimerkissa.
Pienimmaén neliosumman ratkaisun etsiminen normaaliyhtéléiden avulla saat-

taa olla numeerisesti epéstabiilia, mikili matriisi A7 A on hiiridaltis. Sen
vuoksi probleema ratkaistaan monesti kiyttamalla yleistettyd () R-hajotelmaa.
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