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1 Peruskasitteita

Optimointia tarvitaan mm.
- voiton, hyotysuhteen maksimoinnissa
- kustannusten, C'O,-paéstojen minimoinnissa

Kussakin tapauksessa on kysymys airiarvotehtévasta: optimoinnissa etsitddn tilanteita,
joissa annettu ns. kohdefunktio saavuttaa maksimin tai minimin.

Yleensa tarkasteltava funktio f riippuu useasta muuttujasta xi,...,z,, joiden arvoja
voidaan siadelld asetetuissa rajoissa. Optimointimenetelmissd pyritdan hakemaan sellai-
set arvot, joilla saavutetaan optimaalinen ratkaisu, so. f:n maksimi tai minimi. Problee-
man luonteesta johtuen monesti muuttujien xq,...,z, valinta ei ole taysin vapaata vaan
niiden arvoja saattaa olla sitomassa erilaisia rajoitteita: erddt muuttujat ovat aina esim.
ei-negatiivisia, kuten tuotteen hinta, tyoaika, ajomatka jne. Rajoitteet voidaan tavallisesti
esittdd epayhtaldiné tai yhtaloina.

Rajoitteeton optimointi

Tarkastellaan n:n muuttujan funktiota f(z), missé = = (z,. .., z,). Madritelmén mukaan
f:114 on minimi pisteessa X, jos

fl@) = f(X)
kaikille sen joukon R pisteille z, joissa f on maéritelty. Vastaavasti f:ll& on maksimi pis-
teessa X, jos

flx) < f(X)

kaikille x € R.

Sanomme, ettd f:114 on lokaalinen minimi (vast. lokaalinen maksimi) pisteessia X, jos
on olemassa X-keskinen pallo (kuula), johon rajoitettuna f:1l4 on minimi (vast. maksimi).
Jos f on differentioituva ja saa dériarvon jossakin R:n sisdpisteessd X, niin f:n osittaisde-
rivaatat haviavit pisteessa X, so.

VI(X)=0, (1)

([ Of Of of
V= (8:701’6@"”’837”)

missa

on funktion f gradientt.

Jos (1) pétee pisteessd X, sanomme ettd X on f:n stationaarinen piste. Stationaarisessa
pisteessé ei valttamatta saavuteta edes lokaalista dariarvoa. Esim. tapauksessa n = 1,
f(x) = 23, saadaan

VX)) = f(X) =3X" =0,

kun X = 0, mutta f:ll4 ei ole ddriarvoa origossa. Vastaavan esimerkin tapauksessa n = 2
antaa funktio f(x1,z2) = x125 jolle jélleen Vf(X) =0, kun X = 0.



Lokaalisten dériarvojen l1oytamiseksi on olemassa analyysistéd tuttuja riittavia ehtoja, jotka
takaavat lokaalisen maksimin tai minimin olemassaolon. Esimerkiksi ehdoista y'(X) = 0,
y"(X) > 0 seuraa, ettd f:1l4 on X:ssé lokaali minimi. Kédytadnnossa kuitenkin yhtélon (1)
ratkaiseminen voi tuottaa hankaluuksia. Sen vuoksi ratkaisua etsitdéan yleensé iteratiivises-
ti lahestymalléd dariarvokohtaa askel askeleelta siten, ettd funktion arvo kullakin askeleella
joko pienenee tai kasvaa sen mukaan, onko haettavana oleva dériarvo minimi tai maksimi.

Gradienttimenetelmdssd ratkaistaan useita peridkkaisid yhden muuttujan funktion aériar-
votehtavia. Oletetaan esim. ettéd ldhtopisteend on x ja funktiolla f on minimi pisteessa X.
Ensimmaisessa iteraatiovaiheessa etsitaén f:lle minimia silld z:n kautta kulkevalla suoralla,
joka on vektorin —V f(z) suuntainen; tdssid suunnassahan f:n pieneneminen on nopeinta.
Toisin sanoen etsitddn minimia yhdenmuuttujan ¢ funktiolle

g(t) = f(z =tV [f(x)) (2)

ja valitaan seuraavaksi iteraatiopisteeksi minimikohtaa ¢ vastaava piste

2(t) =z =tV f(z). (3)
Jos minimikohtia on useampia, valitaan niiden joukosta pienin positiivinen t:n arvo.

Esimerkki 1. Maédratdan funktion
f(a) = 7 + 323 (4)
minimikohta gradienttimenetelmélld kiyttaméalla lahtopistetta (6, 3).

Ratkaisu. Valittomasti nahdéin, ettd minimi saavutetaan origossa, joten gradienttimene-
telmé ei tésséd tapauksessa ole realistinen ratkaisukeino. Jos sitd kuitenkin kéytettéisiin,

saataisiin aluksi
Vf(x) = (221, 6xs)

ja edelleen
g(t) = f(z —tV f(z))
= f((1 = 2t)z, (1 — 6t)x2)
= (1 —2t)%2F + 3(1 — 6t)%23.

Funktion ¢(¢) minimikohta on yhtélén ¢'(t) = 0 ratkaisu

x4+ 93
223 4 543’

Lahtopistetta (6,3) vastaava ¢:n arvo on 0.210, ja seuraava iteraatiopiste on kaavan (3)
mukaisesti (3.484, —0.774). Toistamalla menettelyd saadaan seuraavan taulukon mukainen



pistejono.

X

t

DO W= O3

(6,3)
(3.484, —0.774)
(1.327,0.664)
(0.771,—0.171)
(0.294, 0.147)
(0.170, —0.038)
(0.065,0.032)

0.210
0.310
0.210
0.310
0.210
0.310




2 Lineaarinen optimointi

Lineaarisessa optimoinnissa etsitdan adriarvokohtaa muuttujien xq,...,x, lineaariselle
funktiolle joukossa, jonka méardaavit lineaaristen epayhtaloiden antamat rajoitteet.

Esimerkki 1. Tehtaassa on kaksi konetta K ja K5, joilla valmistetaan tuotteita T ja T5
siten, ettd tuotteen T) valmistamiseen tarvitaan 2 minuuttia konetta K; ja 4 minuuttia
konetta Ky, kun taas tuotteen 7T, valmistamiseen tarvitaan 8 minuuttia konetta K ja 4
minuuttia konetta K. Tehdas saa T7:n valmistamisesta voittoa 29 € ja T5:n valmistami-
sesta 45 €. Laadi tuotantosuunnitelma, joka maksimoi voiton.

Ratkaisu. Jos tunnissa valmistetaan x; kpl tuotetta T} ja zo kpl tuotetta T5, voitto tunnin

aikana on
f(x1, 22) = 2921 + 4525.

Talle funktiolle etsitdén siis maksimia joukossa, jonka madraavit seuraavat rajoitteet

2x1 4+ 8x9 < 60

dxy 4 4z < 60
x>0
T > 0.

(1)

Kysymyksessa on nelikulmio, jota rajoittavat suorat z; = 0, zo = 0, 221 + 825 = 60 ja
4x1+4x9 = 60. Funktio f saa vakioarvoja suoran 29z, +45x, = 0 kanssa yhdensuuntaisilla
suorilla ja suurin arvo nelikulmiossa OABC' saavutetaan pisteessd B = (10, 5). Néin ollen
voitto maksimoidaan tuottamalla tuotteita 7T} ja 15 suhteessa 2 : 1, jolloin voitto on 515 €
tunnissa.

Tamantyyppisia dédriarvotehtévia ei voida ratkaista etsimalld joidenkin osittaisderivaatto-
jen nollakohtia, koska dériarvo saavutetaan aina alueen reunalla.

Lineaarisen optimointitehtavin normaalimuoto

Optimointitehtavin epéyhtalorajoitteet voidaan muuttaa yhtalorajoitteiksi kayttamalla
apumuuttujia, joita kutsutaan pelivaramuuttugiksi. Rajoitteiden (1) ensimméinen epayhté-
16

voidaan kirjoittaa kiyttamaélla pelivaramuuttujaa zs = 60 — 221 — 8x. Télloin (2) voidaan
kirjoittaa muodossa
2231 + 8132 +x3 = 60

XT3 Z 0.
Esimerkki 2. Esimerkin 1 probleema voidaan esittda yhtalorajoitteisena maérittelemallé
kaksi pelivaramuuttujaa xz ja x4. Téalloin probleema voidaan kirjoittaa seuraavassa muo-

dossa: Etsi funktion
f(z1,29) = 2921 + 4529
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maksimi rajoitteilla
21‘1 + 81’2 + a3 = 60

4.1’1 + 4£l'2 + x4 = 60 (3)
2 >0 (i=1,2,34)
Tehtavissd on siis n = 4 muuttujaa, ja m = 2 (riippumatonta) yhtalod, jolloin mitka

hyvéansa kaksi annettua muuttujaa madraavat jaljella olevien muuttujien arvot. Kuvan
nelikulmiossa jokainen sivu toteuttaa muotoa z; = 0 olevan yhtalon:

OAILUQIO, ABZ$4:0, BCI$3:0, C'O:c1:0

Karki on kahden sivun leikkauspiste, esim. A:ssa xo = x4 = 0. Jokaisessa kérjessa on
n—m = 4 —2 = 2 muuttujaa, jotka saavat arvon 0, ja loput muuttujat ovat ei-negatiivisia.
Yleisesti jokainen lineaarinen optimointitehtéva voidaan palauttaa seuraavaan normaali-
muotoon: Ftsi funktion

flar, ... 2,) = c1m1 + oo + -+ - + ¢y, (4)
maksimi rajoitteilla

any+ -+ a1, = by

a1 + -+ -+ Aoy = by

(5)
A1 T1 F * -+ ATy, = by
;>0 (i=1,...,n)
Yhtéalossd (4) pelivaramuuttujien kertoimet ovat nollia. Oletetaan, ettd yhtalot (5) ovat

lineaarisesti riippumattomia, jolloin (5):n ratkaisu riippuu n — m:sté parametrista. Mikali
etsitddn minimia maksimin sijaan, voidaan f korvata — f:ll4.

Yhtaloryhmén (5) toteuttavia pisteita (z1, ..., x,) sanotaan rajoiteratkaisuiksi. Rajoiterat-
kaisu on optimaalinen, jos silld saavutetaan f:n maksimiarvo. Rajoiteratkaisua (1, ..., x,)
sanotaan (kdyvdksi) kantaratkaisuksi, jos ainakin n — m kappaletta muuttujista z1, ..., x,
on nollia.

Esimerkissd 2 n = 4 ja m = 2 ja kantaratkaisut ovat nelikulmion OABC' karkipisteet O,
A, B ja C. Naista vain B on optimaalinen.

Lause 1. Jos lineaarisella optimointitehtivilld (4)-(5) on optimaalinen rajoiteratkaisu,
tehtdvadlld on myds optimaalinen kantaratkaisu.

Huomautus. Optimaalinen rajoiteratkaisu ei valttaméatta ole kantaratkaisu. Lauseen 1
nojalla kuitenkin optimaalisten rajoiteratkaisuiden joukosta voidaan aina loytda kantarat-
kaisu. Siten optimaalinen ratkaisu voidaan 16ytéaa dérelliselld madralla askelia asettamal-
la mitka tahansa n —m muuttujaa nolliksi, ratkaisemalla yhtédlorajoitteet jaljella olevien
muuttujien suhteen ja laskemalla f:n arvo jokaisessa ratkaisupisteessa. Tyoméara voi ol-
la kuitenkin hyvin suuri, silld ratkaistavien yhtaloryhmien méara on (nfm) Siksi onkin
parempi kdyttdd nopeampia algoritmeja kuten simpleksimenetelmdd.



3 Simpleksimenetelma

Tarkastellaan lineaarista optimointiongelmaa normaalimuodossa kuten edella: Etsi funk-
tion
fzr, . xn) =z + e + -+ + cpy, (1)
maksimi rajoitteilla
any+ -+ a1, = by

(2)

11+ -+ Ty = bm
Lauseen 1 nojalla riittda tarkastella kantaratkaisuja optimaalisen ratkaisun loytamiseksi.
Simpleksimenetelméssé kuljetaan kantaratkaisusta toiseen siten, ettd kohdefunktion arvo ei

viahene. Aloituspiste on jokin kantaratkaisu, joka valitaan algoritmin alussa. Menetelméssa
voidaan erottaa kolme vaihetta:

V1. optimaalisuuden testaus
V5. paremman kantaratkaisun etsiminen

V3: muuttujan vaihto siirryttidessid parempaan kantaratkaisuun

Lahtopisteen valinta

Valitaan muuttujien zi,...,z, joukosta (umpiméhkaan) m kpl. N&itd kutsutaan kanta-
muuttugiksi; jaljelle jaavat n — m muuttujaa ovat oikeanpuoleisia muuttujia. Ratkaistaan
systeemi (2) kantamuuttujien suhteen. Luvun 2 esimerkissi systeemi (2)

2331 + 8272 + X3 = 60
4I1 + 41‘2 + x4 = 60 (3)
>0 (i=1,23,4)

Valitsemalla kantamuuttujiksi esim. x3, r4 saadaan ratkaisu

I3 = 60—21'1 —833'2

_ (4)
T4 = 60 — 41‘1 — 4$2

Hyvalla tuurilla kantaratkaisu 16ytyy asettamalla oikeanpuoleiset muuttujat nolliksi. Téassa
esimerkissé kantaratkaisuksi tulee néin piste (21,22, z3,24) = (0,0, 60,60) (kuvassa origo
0).

On kuitenkin mahdollista, ettd systeemilld (3) ei ole sellaista ratkaisua, jossa oikean-
puoleiset muuttujat haviavat. Talloin on kantamuuttujat valittava jollakin muulla tavalla.

Kun lahtopiste on 16ydetty, on vuorossa

Vi: optimaalisuuden testaus



Lausutaan maksimoitava funktio f oikeanpuoleisten muuttujien avulla. Jos télloin saa-
dussa lausekkeessa kaikkien oikeanpuoleisten muuttujien kertoimet ovat ei-positiivisia, va-
littu kantaratkaisu on optimaalinen. Tama johtuu siité, ettd muuttujien sallitut arvot ovat
ei-negatiivisia, jolloin f:n suurin mahdollinen arvo saavutetaan oikeanpuoleisten muuttu-
jien ollessa nollia.

Esimerkissimme oikeanpuoleiset muuttujat ovat z; ja xs, ja f(z) = 292, + 45z,. Koska
kertoimet 29 ja 45 ovat positiivisia, lahtopisteeksi valittu kantaratkaisu ei ole optimaalinen.

V5. paremman kantaratkaisun etsiminen

Valitaan sellainen oikeanpuoleinen muuttuja zg, jonka kerroin f:n lausekkeessa on po-
sitiivinen. Etsitaén sellainen rajoiteratkaisu, jossa zz on mahdollisimman suuri ja muut oi-
keanpuoleiset muuttujat ovat nollia. Merkitaan Axg:114 kyseistd (mahdollisimman suurta)
Tgr:n arvoa, ja Af:114 f:n arvon muutosta siirryttéessa lahtopisteestd uuteen rajoiteratkai-
suun.

Esimerkiksi yhtéloissia (4) valitaan aluksi xg = x4, jolloin

T3 = 60 — 221 — 8x9
T4 = 60—4.%'1 —41’2

Nyt etsitdén siis sellaista rajoiteratkaisua, jossa x9 = 0 ja x; on mahdollisimman suuri.
Talloin

60
r3=060—-221 >0 = x1§?:30

60 (5)
ZL’4:60—4JZ1ZO = I1SZ=15

Alemman epéayhtélon perusteella suurin mahdollinen z;:n arvo on Az; = 15, ja vastaava
fm arvon muutos

Af = 29Az, = 435.

Toistetaan dskeinen menettely kaikkien niiden oikeanpuoleisten muuttujien suhteen, joiden
kerroin f:n lausekkeessa on positiivinen. Esimerkissémme on siis viela valittava xz = 5 ja
haettava sellaista rajoiteratkaisua, jossa x; = 0 ja x5 on mahdollisimman suuri. Tall6in

60
r3=60—8x9 >0 = $1§§:75

60
x4 =060—429 >0 = $1§Z:15

Suurin mahdollinen z5:n arvo on siis Axy = 7.5, ja vastaava f:n arvon muutos
Af = 45Axy = 337.5.

V3: muuttujien vaihto siirryttéesséd parempaan kantaratkaisuun



Vaiheessa V5 haetuista kantaratkaisuista valitaan se, johon liittyi suurin Af. Esimerkis-
simme suurin Af:n arvo Af = 435 saavutettiin valittaessa g = x; = 15, jolloin toinen
kantamuuttuja x4 = 60 — 4x; joutui saamaan arvon nolla. Vaiheessa V3 valitaan uudeksi
kantamuuttujaksi xr = x1, ja x4 siirtyy sen tilalle oikeanpuoleiseksi muuttujaksi.

Uudeksi kantamuuttujaksi valitaan siis sellainen zg, jolla vaiheessa V5 saatiin suurin A f:n
arvo, ja taman tilalle oikeanpuoleiseksi muuttujaksi siirtyy se kantamuuttujista, joka xz:n
kasvaessa joutui saamaan arvon nolla. Tamén jilkeen ratkaistaan (2) uusien kantamuut-
tujien suhteen.
Esimerkissamme tulos on
Ty =15 — 29 — =24
! (6)

1
T3 = 30 — 61’2+ §$4

Uudesta kantaratkaisusta lahtien suoritetaan tdman jalkeen uudestaan vaiheet Vi, V5 ja Vs.
Aluksi on siis f lausuttava uusien oikeanpuoleisten muuttujien x5 ja x4 avulla. Kéayttamalla
ensimmaéista yhtéloistéd (6) saadaan

f = 29l‘1 + 45£L'2
1
=435+ 1625 — 7.2524

Uusi kantaratkaisu ei tdmén perusteella ole optimaalinen, koska z9:n kerroin on positiivi-
nen.
Vaiheessa V5 valitaan xg = 5. Asettamalla x4, = 0 yhtéloista (6) seuraa

r1=15—292>0 = 29 <15
30

r3=30—6x2 >0 = 1’2§€:5

Alemman epéyhtéalon perusteella suurin mahdollinen z9:n arvo on Az, = 5, ja vastaava
f:m arvon muutos

Af = 16Az, = 80.

Koska z4:n kerroin f:n lausekkeessa on negatiivinen, tapaus xr = x4 ei téssd tule kysy-
mykseen. Voidaan siis siirtyd vaiheeseen V3.

Uudeksi kantamuuttujaksi valitaan siis g = x5, ja sen tilalle oikeanpuoleiseksi muut-
tujaksi siirtyy xs, joka arvolla xxr = 5 tuli nollaksi. Ratkaistaan (4) uusien kantamuuttujien
suhteen

1 1
I = 10 + =T33 — -4
6 3 (7)
S N
R D

Algoritmi jatkuu toistamalla taas vaiheet Vi, V; ja V3 lahtien yhtéloista (7). Vaiheessa V)
saadaan kdyttdmalla jalkimmaista yhtaloista (7)

f=>515—2.667x3 — 5.9171,4



Koska z3:n ja x4:n kertoimet ovat negatiivisia, on loydetty optimaalinen kantaratkaisu.
f:n maksimiarvo f,,; = 515 saavutetaan siis, kun x5 = x4 = 0, jolloin (7):n perusteella
x1 = 10, x5 = 5 kuten luvun 2 esimerkisséa 1.



4 Simpleksimenetelman ongelmia

Sanomme, ettéd lineaarisen optimointitehtdvin kantaratkaisu (xy,...,z,) on degeneroitu-
nut, jos vahintdén n — m + 1 luvuista xy,...,x, on nolla. Tassd m:lla on tietenkin sama
merkitys kuin edelld. Degeneroituneen kantaratkaisun tapauksessa algoritmi ei aina toimi
normaalisti: parempaan kantaratkaisuun ei valttamaéatta padsta yhdella ainoalla muuttujan
vaihdolla, vaan vaihtoja voi joutua suorittamaan useampia.

Algoritmi saadaan yleensd toimimaan siten, ettd arvon nolla saavat kantamuuttujat
vaihdetaan sopivien oikeanpuoleisten muuttujien kanssa. Teoreettisesti on kuitenkin mah-
dollista ettd ndin menetellen palataan yha uudestaan samaan kantaratkaisuun eiké opti-
maalista ratkaisua 16ydeté.

Esimerkki 1. Tehtaassa tuotetaan seosmetalleja Ly, Lo raaka-aineista Ry, Ry, R3 allao-
levan taulukon mukaisesti. Maksimoi péivittdinen voitto.

Raaka-aineen tarve (tn) | Paivittdinen kiytettévissa
Raaka-aine Ly Ly oleva raaka-aine (tn)
Ry 2 1 16
Ry 1 1 8
Rs 0 1 3.5
Voitto/tn 150 300

Ratkaisu. Olkoon x1 ja xo vastaavasti tuotteiden L ja Lo péaivittdiset tuotantoméarat
(tonneissa). Maksimoitava voitto on

f =150z1 + 3002, (1)
rajoitteiden ollessa x1 > 0, x5 > 0 ja

21 + x5 < 16
I1+ZE2§8

Ottamalla kiyttoon pelivaramuuttujat xs, x4 ja x5 padstddn normaalimuotoon

201 + 19+ 23 =16
T1+To+ x4 =38
To + x5 = 3.5
;>0 (1<i<5h)

(2)

Valitaan ensin kantamuuttujaksi ndmé pelivaramuuttujat ja ratkaistaan (2) néiden suh-

teen:
$3:16—2$1—$2

ZE4:8—ZL’1—I2 (3)

Ty = 35—372
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Asettamalla z; = 0, x9 = 0 l16ydetddan kantaratkaisu z3 = 16, x4 = 8, x5 = 3.5. Tamai
valitaan ldhtopisteeksi.

Vaihe Vi: optimaalisuuden testaus. Kaavassa (1) on f lausuttuna oikeanpuoleisten
muuttujien avulla. Koska kertoimet ovat positiivisia, valittu kantaratkaisu ei ole optimaa-
linen.

Vaihe V;: valitaan aluksi i = x1, jolloin x5 asetetaan nollaksi, ja yhtélosta (3) saadaan

16
r3=16—22; >0 = ZL‘1§?:8

Ty =8—212>20 = 21 <8
Suurin mahdollinen x1:n arvo on Az; = 8, ja vastaava f:n arvon muutos
Af = 150Az; = 1200.
Jos xr = x5 ja x1 = 0, saadaan vastaavasti

T3=16—29>0 = 2, <16
Ty=8—29>20 = 29 <8
$5:35—I220:>$2§35

Suurin mahdollinen x5:n arvo on Azy = 3.5, ja vastaava f:n arvon muutos

Af =300Axy = 1050.

Vaihe V3: Suurin Af:n arvo Af = 1200 saavutetaan valittaessa rgp = ;1 = 8, jolloin
kumpikin kantamuuttujista xs ja x4 tuli nollaksi. Uudeksi kantamuuttujaksi on siis valittava
x1, ja sen tilalle oikeanpuoleiseksi muuttujaksi nimetaan joko zg tai 4.

Vaihdetaan oikeanpuoleiseksi muuttujaksi x3 ja ratkaistaan (3) uusien kantamuuttujien

suhteen:
1 =8 — 0.529 — 0.523

Ty = —05[E2 -+ 05ZE3 (4)
Ty = 3.0 — T2

Merkitsemalla oikeanpuoleiset muuttujat nolliksi saadaan kantaratkaisu
1'1:8, IQZO, ZL’3:O, 274:0, ZL‘5:35
Tama kantaratkaisu on degeneroitunut, koska n—m+1 = 5—3+1 = 3 muuttujista on nollia.

Toinen iteraatiokierros sisaltda myos vaiheet Vi, V5 ja Vs.
Vaihe Vi: Yhdistdmalla (1) ja (4) saadaan

Koska x5:n kerroin on positiivinen, tarkasteltava kantaratkaisu ei ole optimaalinen.
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Vaihe Vy: Koska x3:n kerroin on negatiivinen, riittaé tarkastella tapausta xp = x5. Kun
x3 = 0, kaavoista (4) seuraa

21 =8—0502, >0 = 2, <16
zs=—052>0 = 29 <0
T5 =35 —29>0 = 29 <35

Suurin mahdollinen z5:n arvo on Az, = 0, jolloin x4 saa my6s arvon nolla.
Vaihe V3: Téssa vaiheessa x4 siirtyy xo:n tilalle oikeanpuoleiseksi muuttujaksi. Ratkais-
taan (4) uusien kantamuuttujien suhteen:

$1:8—$3+£L’4
1‘221‘3—2[[4 (5)
$5:3.5—I3+2$4

Téasséd muuttujien vaihdossa ei 16ydetty parempaa kantaratkaisua, silld merkitsemélla oi-
keanpuoleiset muuttujat nolliksi saadaan tulokseksi aikaisempi kantaratkaisu.

Kolmannella iteraatiokierroksella suoritetaan jalleen vaiheet V;, V5 ja V.
Vaihe Vi: Kaavojen (1) ja (5) avulla saadaan f:lle esitys

f = 1200 + 15025 — 450z4.

Optimaalisuusehto ei ole taytetty; tdmé oli tietenkin selvidé jo ennakolta, koska edellisessé
iteraatiovaiheessa tarkasteltiin jo samaa kantaratkaisua.
Vaihe V,: Koska x4:n kerroin on negatiivinen, riittda tarkastella tapausta xg = z3. Kun
x4 = 0, kaavoista (5) seuraa
1 =8—23>0 = x3<8
332:1'320 = 37320
5 =35—23>0 = 23<3.5
Suurin mahdollinen x3:n arvo on Azz = 3.5, jota vastaava f:n arvon muutos

Af = 150Az; = 525.

Vaihe Vi: Nyt xs siirtyy xz:m tilalle oikeanpuoleiseksi muuttujaksi. Ratkaistaan (5)
uusien kantamuuttujien xq, xo, x3 suhteen:

1 :4.5—$4+l’5
Lo = 3.5 — Ty (6)
T3 = 3.5+ 21’4 — Iy

Neljas iteraatiokierros:
Vaihe Vi: Kaavojen (1) ja (6) avulla saadaan f:lle esitys

f=1725 — 150z, — 150z;. (7)

12



Optimaalisuusehdon perusteella edellisessé vaiheessa 16ydetty kantaratkaisu on optimaali-
nen. Kyseinen kantaratkaisu saadaan asettamalla (6):ssa oikeanpuoleiset muuttujat nollik-
si:

r1=4.5, 19=3.5, x3=35, x4=1x5=0

Optimaalinen f:n arvo on (7):n mukaan f,,; = 1725. Voitto on siis maksimaalinen, jos
paivittéiin tuotetaan x; = 4.5 tonnia seosta Ly ja xo = 3.5 tonnia seosta Lo. Raaka-ainetta
R, jaa talloin 3 = 3.5 tonnia ylitarpeen.

Lahtopisteen 16ytaminen voi joskus tuottaa vaikeuksia simpleksimenetelméssa. Talloin voi
olla paikallaan ottaa kayttoon pelivaramuuttujien lisaksi keinotekoisia apumuuttujia.

Esimerkki 2. Maksimoidaan
f = 21’1 + 9 (8)
ehdoilla 1 > 0, zo > 0 ja
1 — 51’2 Z 1
r1 — X2 S 2
T+ a9 < 4
Ratkaisu. Ottamalla kiyttoon pelivaramuuttujat padstain normaalimuotoon
1
-1 + §I2 + x3 = —1
Q31—1’2—|—$4:2 (9)
T1+ 2o+ a5 =4
;>0 (i=1,...,5)

Valitaan kantamuuttujiksi x3, x4, x5:

T3 = —1‘1‘1’1—5@

Ty =2 — 21+ Ty

Ty = 4 — 1 — T2
Jos téssd x1 = r9 = 0, niin 23 = —1 on negatiivinen eik tulokseksi saada ladhtopisteessa hy-
vaksyttavaa kantaratkaisua. Nyt voitaisiin tietenkin valita kantamuuttujat toisella tavoin,
mutta vaihtoehtoinen keino on ottaa kiayttoon uusi apumuuttuje xe > 0 siten, etta

1
T3 = -1+ T — 55[]2 + Zg. (10)

Kun kantamuuttujiksi valitaan x4, x5, xg, saadaan

Ty =2— 11+ 29

1’5:4—371—1'2 (11)

1
$6:1—$1+§$2+$3
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Niilla kantamuuttujilla on positiiviset arvot silloin kun oikeanpuoleiset muuttujat asete-
taan nolliksi.

Talloin saadaan siis kantaratkaisu laajennetulle optimointitehtéavélle, jossa on 3 yhtaloa
ja 6 muuttujaa. Tamén uuden tehtédvan kantaratkaisusta saadaan kantaratkaisu alkuperai-
selle tehtéville, mikali xg = 0.

Yhtéaloiden (11) perusteella saadussa kantaratkaisussa

T1=20=x3=0, 24=2, x5=4, x5=1 (12)
T on positiivinen. Jotta xg saataisiin nollaksi, muutetaan maksimoitavaa funktiota lisééa-
malld sithen termi —Mxg, missé M on hyvin suuri. Uusi maksimoitava funktio on siis

f=f—Mzg=(M+2)z, — (%M—1)x2—M;c3—M. (13)

Jos tatd funktiota pyritdan maksimoimaan simpleksimentelmallé kiyttamaélla 1ahtopisteend
kantaratkaisua (12), paddytddn ennen pitkdé sellaiseen kantaratkaisuun, jossa xg = 0.
Funktion f mééritelméstéd johtuen sen arvo ei néet voi olla maksimaalinen mikéli zg > 0.
Algoritmin ensimmaéisessé vaiheessa asetetaan xp = x1, silld z1:n kerroin on f:n lausek-
keessa positiivinen jos M on suuri. Kun muut oikeanpuoleiset muuttujat merkitaan nol-
laksi, kaavoista (11) sauraa
ry=2—212>20 = 2, <2
£C5:4—.Z’120 = $1§4
Ts=1—21>0 = 1 <1

Suurin mahdollinen z;:m arvo on Az; = 1, ja vastaava f:n arvon muutos
Af=(M+2)Azy = M +2.

Muuttujien z; ja xg vaihto johtaa systeemiin

1
I1:1+§.’E2+l’3—$6

1
$4:1+§l'2—l‘3+$6

I5:3—§ZE2—I3+$6

jolloin (13):n perusteella
f =24 22y 4 205 — (M + 2)s.
Kun nyt oikeanpuoleiset muuttujat asetetaan nolliksi, saadaan kantaratkaisu

1'1:]_, lL‘QZO, IL‘3:0, IL‘4:]_, IL‘5:3, IL‘GZO.

Koska xg = 0, tdmé antaa kantaratkaisun myos alkuperéiselle tehtavélle, jonka ratkaisua
voidaan tdmén jalkeen jatkaa normaalisti.
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5 Verkot

Verkko GG koostuu kahdesta déarellisesté joukosta V' ja E siten, ettd jokaiseen E:n alkioon on
liitetty kaksi V:n alkiota. Joukon V" alkiot ovat solmuja ja E:n alkiot ovat kaaria. Jokaiseen
kaareen liittyy siis kaksi solmua, joita kutsutaan kaaren pddtepisteiksi. Merkitsemme G =
(V, E). Yksinkertaisuuden vuoksi rajoitumme tarkastelemaan verkkoja, joilla on seuraavat
ominaisuudet:

- jokainen solmu on jonkin kaaren péatepiste
- kaari ei ole koskaan ns. silmukka, so. sen péaatepisteet ovat aina eri pisteita
- jokaista solmuparia yhdistdd korkeintaan yksi kaari

Merkitsemme solmuja kirjaimin u, v, ... tai vy, vg, ..., tai numeroin 1, 2, .... Kaaria
merkitddn eq, es, ... tal padtepisteitd kiyttden esim. e; = (1,4), es = (1,2). Sanomme
ettd solmu v kuuluu kaareen e, jos v on e:n pédtepiste. Solmun v aste on niiden kaarien
lukumaéra joihin v kuuluu.

Suunnattu verkko G = (V,E) on verkko, jossa jokaisella kaarella (i,7) on annettu
suunta alkupisteestd @ pddatepisteeseen j. Yllamainituista rajoituksista poiketen sallitaan
suunnatuille verkoille myos tilanne, jossa solmuparia yhdistaa kaksi vastakkaissuuntaista
kaarta.

Verkko G = (W4, E1) on verkon G = (V| E) aliverkko, jos Vi C V ja E; C E. Jos G
on suunnattu verkko, myds GG; on suunnattu verkko, jossa jokaisen Ej:n alkion suunta on
sama kuin sen suunta suunnatussa verkossa G.

Verkkojen esittdminen tietokoneessa

Verkon G yhteysmatriisi A = [a;;] méaaritelladn siten, etté

{ 1, jos G sisdltéé kaaren (i, 7)
aij =

0 muulloin

A on siis symmetrinen nelidmatriisi, jonka sarakkeiden lukuméérd on sama kuin solmujen
madrd verkossa G. Sopimuksemme mukaisesti kaikki A:n diagonaaliset alkiot ovat nollia.

Esimerkki 1. Tarkastellaan seuraavaa suuntaamatonta verkkoa.
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Kuvan esittdméan verkon yhteysmatriisi on

Solmunnio 1 2 3 4
1 0101
2 1 011
3 |01 01
4 1 110

Suunnatun verkon yhteysmatriisi A = [a;;] mééritelladn siten, etté

1, jos G sisdltda kaaren (i, j), jonka padtepiste on j
Qij = .
! 0 muulloin

Esimerkki 2. Terkastellaan seuraavanlaista suunnattua verkkoa.

O=—-¢)

N

€) @

Kuvan esittdméan suunnatun verkon yhteysmatriisi on

Solmunnio 1 2 3 4
1 |01 01
2 |1 0 01
3 |01 00
4 10 0 0O

Vastaavuustaulukot

Verkon solmujen vastaavuustaulukko osoittaa kullekin solmulle ne kaaret, joilla on padte-
pisteina kyseinen solmu. Kaarien vastaavuustaulukko osoittaa jokaisen kaaren péaatepisteet.

Suunnatun verkon solmujen vastaavuustaulukossa varustetaan miinusmerkilld ne kaa-
ret, joilla on alkupisteend tarkasteltava solmu, ja kaarien vastaavuustaulukossa jokaista
kaarta vastaa jdrjestetty solmupari.

Esimerkki 3. Esimerkin 1 verkon solmujen ja kaarien vastaavuustaulukot.

Solmu Vastaavat kaaret | Kaari Péétepisteet
U1 €1,6€s5 €1 V1, U2
V2 €1,€2,€3 €2 V2, U3
U3 €2, €4 €3 V2, U4
Vg €3, €4, €5 €4 VU3, U4
€5 V1, V4

Verkossa, jossa on n solmua, kaarien lukumééré on korkeintaan (}) = n(";l). Verkko on
harva, jos kaarien lukuméara on téata oleellisesti pienempi. Harva verkko on usein parem-
pi esittda kayttamaélla vastaavuustaulukkoa, silla yhteysmatriisi vaatii talloin enemmén

muistitilaa tietokoneessa.
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6 Minimietaisyydet ja -reitit
Polku verkon G = (V, E') solmusta v; solmuun v, on muotoa

(v1,v2), (vo,v3), «..y (Vk_1,Vk)- (1)

Polku koostuu siis perdkkaisista kaarista. Sama kaari voi esiintya polussa useampia kertoja.
Polku on ketju, jos kukin kaari esiintyy siind vain kerran. Ketju on yksinkertainen, mikali
se el sisélla risteyksid, so. jokaisessa solmussa kdydaan vain kerran (poikkeus: alku- ja
loppupiste voivat olla samat, jolloin (1):ssd vy = v1). Yksinkertainen umpinainen ketju on
sykli.

Esimerkki. Tarkastellaan seuraavanlaista suuntaamatonta verkkoa.

® @ ®

Verkosta 16ytyy mm. seuraavat reitit solmujen avulla ilmaistuna:

1-2-3-2 polku (ei ketju)

4-1-2-3-4-5  ketju (ei yksinkertainen)
1-2-3-4-5  yksinkertainen ketju (ei sykli)
1-2-3-4-1  sykli

Koska jokaista solmuparia yhdistaa korkeintaan yksi kaari (Luvun 5 sopimus), niin jokai-
sessa syklissé on vahintdén kolme kaarta.

Oletetaan, ettéd verkon G = (V, E) jokaisella kaarella (v;,v;) on annettu "pituus" [;; > 0.
Polun (1) kokonaispituus on silloin Iy + log + lsq + - - - 4+ lg—1%-

Probleema. Loydettédva muotoa (1) oleva yksinkertainen ketju solmusta v; solmuun vy
siten, ettd ketjun kokonaispituus on mahdollisimman pieni (vast. mahdollisimman suuri).

Kaytannon sovelluksissa "pituus" [;; voi tarkoittaa tilanteesta riippuen esim. matkaa,
aikaa tai kustannuksia.

Esimerkki 1. "Kauppamatkustajan ongelma": Etsittdvd annetussa verkossa lyhyin ns.
Hamiltonin sykli, so. sellainen umpinainen ketju joka siséltda verkon kaikki solmut.

Esimerkki 2. Kauppamatkustajaa voi kiinnostaa my6s "tuottoisin matkareitti". Talloin
pyritdén maksimoimaan Y /;;, missé [;; on arvioitu provisio vihennettynd matkakustan-
nuksilla kaupungista ¢ kaupunkiin j.
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Tarkastellaan aluksi erikoistapausta, jossa jokaisen kaaren pituus on 1. Silloin lyhin ketju
solmusta v; solmuun v on tietenkin mika hyviansa ketju v; — vy, jossa kaarien lukuméara
on mahdollisimman pieni. Téllainen ketju 16ydetdén esim. ns. BFS-algoritmilla ("Breadth
First Search") seuraavasti.

Jotta tehtévilla olisi aina ratkaisu, oletetaan ettd verkko G on yhtendinen so. mitka
hyvénsé kaksi G:n solmua voidaan yhdistda polulla. Olkoon a etsittévéin ketjun alkupiste
ja p sen paatepiste. BFS-algoritmissa liitetddn verkon solmuun kokonaislukuarvo k, jos
kyseinen solmu on sellaisen kaaren péitepiste, jonka pituus on k ja alkupiste a.

Algoritmi etenee seuraavasti:

1.

2.

Liitetdan solmuun a kokonaislukuarvo 0
Asetetaan 1 =0
Etsitdaan kaikki kaaret, joiden toiseen paatepisteeseen on liitetty kokonaislukuarvo @

Liitetaén kokonaislukuarvo @ 4+ 1 kaikkiin niihin solmuihin, joihin ei vield ole liitetty
kokonaislukuarvoa ja jotka ovat paéatepisteena jossakin kohdassa 3 loydetyssa kaaressa

Jos solmuun p on liitetty kokonaislukuarvo k, etsitty ketju 16ydetédn tarkastelemalla
algoritmia takaperin ja etsimilld sellainen jono solmuja, joihin liittyvét kokonaislu-
kuarvot ovat k, k —1, k—2, ..., 0.

Jos solmuun p ei ole liitetty kokonaislukuarvoa, asetetaan ¢ = ¢ + 1 ja palataan

kohtaan 3

Esimerkki 3. Etsitddn kuvan osoittamassa verkossa lyhin polku s — ¢.

RNV
L
v

o [ ) [ )
1 1 2
S /
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
3 0 2 3 3
/ t
[ ) [ ] [ ) [ ]
[ ] [ ) o [ )
2 4



Ratkaisu ei ole yksikésitteinen. Jos verkon solmut on numeroitu 1, ..., n saadaan yksikasit-
teisyys aikaan esim. valitsemalla vaiheessa 5 sellainen solmujono, johon kuuluvien solmujen
jarjestysnumerot ovat mahdollisimman pienet. On huomioitava, etta téssé jarjestysnumero
ei ole yleenséd sama kuin BFS-algoritmissa solmuun liitetty kokonaislukuarvo.

Algoritmin kompleksisuus

Askeisessé BFS-algoritmissa joudutaan kutakin kaarta tarkastelemaan yleensd kahdesti.
Esim. arvolla ¢+ = 0 tarkastellaan aluksi kaikkia kaaria, joilla on péatepisteenéd a. Koska
nédiden kaarien toiseen padtepisteeseen liitetddn kokonaislukuarvo 1, kyseisid kaaria tul-
laan tarkastelemaan uudelleen algoritmin seuraavalla kierroksella, jolloin 7 = 1. Jos verkon
kaarien lukumé&ara on m, algoritmin maksimaalinen suoritusaika on siis verrannollinen lu-
kuun 2m.

Yleisesti algoritmin A aikakompleksisuus c4 tarkoittaa algoritmin maksimaalista tai kes-
kimé&araista suoritusaikaa. T&lloin ¢4 on funktio, joka riippuu probleeman koosta. Verkko-
teorian probleemoissa koko on usein joko kaarien lukumé&ara m tai solmujen lukumaara n.
Askeisessi BFS-algoritmissa c4(m) on verrannollinen lukuun 2m.

Algoritmin kiyttokelpoisuuden kannalta on olennaista, ettia c4(m) ei kasva liian no-
peasti m:n kasvaessa. Seuraavassa O(mF) tarkoittaa mité hyvinsi sellaista m:n funktiota,
jonka suhde potenssiin m* pysyy rajoitettuna kun m — oo. Jos algoritmin A maksimaa-
linen suoritusaika c4(m) = O(m*) jollekin kokonaisluvulle k, sanomme ettii A on poly-
nomisesti rajoitettu. Esim. dskeinen BFS-algoritmi on polynomisesti rajoitettu, silld siina

ca(m) = O(m?').

Bellmanin periaate

Tarkastellaan jélleen tilannetta, jossa verkon G = (V, F) jokaiselle kaarelle (4, j) on annettu
pituus /;; > 0. Seuraava ns. Bellmanin periaate antaa vélttdmattoman ehdon sille, ettd jokin
ketju P : 1 — j solmusta 1 solmuun 7 on mahdollisimman lyhyt.

Bellmanin periaate. Olkoon P : 1 — j mahdollisimman lyhyt ketju solmusta 1 solmuun
J, ja olkoon (i,j) ketjun P wviimeinen kaari. Silloin lyhyin ketju solmusta 1 solmuun i
saadaan poistamalla P:sti viimeinen kaari (i, 7).

Todistus. Olkoon P; : 1 — i se ketju, joka saadaan P:sté poistamalla siitd viimeinen kaari
(i,7), ja olkoon P : 1 — 4 mikd hyvénsé ketju, jonka pituus [* on mahdollisimman pieni.
Silloin I* on korkeintaan yhtasuuri kuin P;:n pituus ; (I* < [;). Toisaalta liittamalld ketjuun
P? kaari (i, j) saadaan ketju 1 — j, jonka pituus [* + [;; on vahintdén P pituus l; + ;.
Siis

F<loja "4y > 1+
joista seuraa [* = [;. Siis P; on mahdollisimman lyhyt. m

Bellmanin periaatteesta on helppo johtaa ns. Bellmanin yhtdlot. Olkoon P; lyhyin ketju
solmusta 1 solmuun ¢, ja olkoon L; ketjun P; pituus. Asetetaan [;; = oo aina kun E ei
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sisdllé kaarta (i, 7). Silloin

Ll - 0
Ly=min(Li+1;) (2<j<n) .
Q7]

Jalkimmainen naistd ns. Bellmanin yhtéloista seuraa valittomasti Bellmanin periaatteesta.

Itse asiassa
L =min(L; +1;) (2<j<n)

silld 1;; = 0 (sopimus).
Bellmanin periaatteeseen nojaa myoskin seuraava Dijkstran algoritmi, joka etsii annetussa

aarellisesséd yhtendisesséa verkossa lyhyimmaéan ketjun solmusta 1 verkon muihin solmuihin.
Jos verkossa on n solmua, Dijkstran algoritmi etsii bijektion

fAL...,n} = {1,...,n}
siten, ettd f(1) = 1 ja Bellmanin yhtdloissé kiytetyin merkinnéin pétee
Ly = Lyey =+ < L),
Algoritmi etenee seuraavasti:
1. Midiritelldan f(1) = 1, jolloin Ly = 0

2. Valitaan mahdollisimman pieni j siten, ettd [;; = min{ly; : k # 1} ja mééaritellddn
f(2) = j; Talléin L) = l1; on lyhyin matka solmusta 1 solmuun f(2)

3. Kun f(1), f(2), ..., f(k) on médritelty, valitaan mahdollisimman pieni j siten, ettd
j ei kuulu joukkoon {f(1), f(2),..., f(k)} ja
pain {Lye) + Ly b (2)

on mahdollisimman pieni. Maéritellddn f(k + 1) = j, jolloin L1y on lausekkeen
(2) arvo kun j = f(k+1).

Dijkstran algoritmin avulla 16ydetdan lyhyin ketju solmusta 1 verkon jokaiseen solmuun
seuraavasti. Jos vaiheessa 2 f(2) = j, niin lyhyin ketju solmusta 1 solmuun f(2) késittda
kaaren (1, 7). Jos lyhyin ketju solmusta 1 solmuihin f(1), f(2), ..., f(k) on 16ydetty, saa-
daan lyhyin ketju solmuun f(k + 1) tarkastelemalla vaiheessa 3 sité i:n arvoa, jolla lauseke
(2) saa minimin ja lisadmalld kaari (f(7), f(k + 1)) lyhyimpaén solmuun f(i) paéttyvian
ketjuun.

Esimerkki. Etsitdan Dijkstran algoritmin avulla lyhyimmaét ketjut oheisen verkon solmus-
ta 1 solmuihin 2, 3 ja 4.
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1. llg = 8, l13 =5 ja 114 = 7, siis
l13 = min{llk tk 7é 1} =35
ja f(2) = 37 Lf(z) = L3 = .
2. j=2:
Lf(1) + lf(1)72 =0 + l12 =38
L) +lf(2)72 =541l35=5+1=6
j=4:
Lf(l) + lf(l)’4 =0 + l14 =7
Lf(g) —I—lf(2)74 = 5—|—l34 =54+ 00=00

Arvolla k = 2 lausekkeen (2) pienin mahdollinen arvo on siis 6, ja se saavutetaan kun
j = 2. Néin ollen f(3) =2 ja Lys) = Ly = 6.

3. Seuraavaksi on etsittava

in {L )+ Lpyal-

Ly +lya=Li+la=0+7=7
Loy +1lp@2)a =L+ 00 =00 ja
Ly +lpa=6+2=38

Lyhyimpien ketjujen pituudet ovat siis Ly, = 6, L3 = 5 ja Ly = 7, ja vastaavat ketjut ovat
1-3-2, 1-3 ja 1-4.

Viite. Dijkstran algoritmin kompleksisuus on O(n?).

Todistus. Muotoa (2) oleva lauseke joudutaan algoritmin k:nnelld kierroksella laskemaan
(n — k):lla eri j:n arvolla. Jokaista j:n arvoa kohden tarvitaan télléin k kappaletta yh-
teenlaskutoimituksia, joiden lopputuloksia on liséksi vertailtava keskendédn minimin 16yta-
miseksi. Yhteensd k:nnella kierroksella tarvitaan siis k(n — k) yhteenlaskua ja k(n — k)
vertailuoperaatiota. Koska algoritmissa tarvitaan

1-(n—1)+2-(n—2)—|—~--—|—(n—1)-1:é(n3—n)

yhteenlaskua ja yhtd monta vertailuoperaatiota. O]
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7 Virittavat puut

Verkko on yhtendinen, jos mitkd hyvéinsa kaksi solmua voidaan yhdistda ketjulla. Puu on
yhtendinen verkko, joka ei sisélld sykleja. Annetun yhtendisen verkon G = (V, E) aliverkko
T on G:n wvirittdvd puu, jos T on sellainen puu joka siséltdd kaikki G:n solmut. Jos G:ssé
on n solmua, niin jokaisessa G':n virittavassa puussa on n — 1 kaarta.

Jos verkon G jokaiseen kaareen (i, 7) liittyy pituus l;; > 0, voidaan etsid lyhintd G:n
virittdvdd puuta, so. sellaista virittavaa puuta jonka kaarien pituuksien summa on mahdol-
lisimman pieni.

Esimerkki 1. Rataverkon suunnittelu: [;; on kaupunkeja i ja j yhdistdvan rautatien ra-
kennushinta. Pyritdéan suunnittelemaan sellainen kaikki annetut kaupungit yhdistava rata-
verkko (puu) ettd ) /;; on mahdollisimman pieni.

Esimerkki 2. Rahtiliikenteen suunnittelu: /;; on laivanvarustamon arvioima nettovoitto
kaupunkien ¢ ja j vélisessa linjaliikenteessa. Pyritaan 16ytdmaéaéan sellainen annetut kaupun-
git yhdistava puu, ettd ) [;; on mahdollisimman suuri.

Seuraava ns. Kruskalin algoritmi etsii annetussa aérellisessé yhtenéisessd verkossa G =
(V, E) lyhyimmén virittdvén puun, kun verkon kaarien (¢, j) pituudet /;; > 0 on annettu.

1. Jérjestetddn G:n kaaret pituusjirjestykseen

2. Valitaan virittdvaan puuhun aluksi G:n lyhyin kaari, sitten toiseksi lyhyin jne. pi-
tuusjarjestyksessa ja jatetdan valitsematta vain ne kaaret, jotka yhdessa aikaisemmin
valittujen kaarien kanssa muodostaisivat jonkun syklin

3. Kun n — 1 kaarta on valittu yo. tavalla, lopputuloksena on etsitty virittava puu

Huomautus. Ensimmaiset valituista kaarista eivit yleensa muodosta yhtenaista verkkoa,
mutta lopputulos on tietenkin aina yhtenéainen.

Esimerkki 3. Sovelletaan Kruskalin algoritmia seuraavanlaiseen verkkoon.

Kaari | Pituus | Valinta
(3,6) 1 1
(1,2) 2 2
(1,3) 4 3
(4,5) 6 4
(2,3) 7 ei valita
(3,4) 8 5
(5,6) 9

(2,4) 11




Tuloksena saadaan siis seuraavanlainen virittava puu:

O——Q

Kruskalin algoritmi soveltuu erityisesti harvothin verkkoihin, so. verkkoihin joissa on sol-
mujen lukuméarain ndhden vahén kaaria. Kéytdnnossa algoritmi voidaan toteuttaa seu-
raavasti.

Olkoon T, se (ei valttdméatta yhtendinen) G:n aliverkko joka koostuu algoritmin k:nnessa
vaiheessa valituista k:sta kaaresta (jotka siis ovat lopullisen puun £ lyhyintd kaarta). Lii-
tetdédn jokaiseen Tj:n solmuun ¢ lukupari (r;, p;) seuraavasti:

r; on mahdollisimman pieni kokonaisluku siten, ettd solmut ¢ ja r; voidaan yhdistaa
verkkoon T}, sisdltyvalla ketjulla. p; = 0, jos ¢ = r;; muulloin p; on solmua ¢ seuraava solmu
ylldmainitussa ketjussa solmusta ¢ solmuun r;.

Kun Tj:n solmuihin on liitetty lukuparit (r;, p;), algoritmia on helpompi jatkaa. Verkon
G jokin kaari (7, j) muodostaa nimittdin 7T:n kaarien kanssa syklin tédsmaélleen silloin kun
r; = rj. Néin ollen algoritmin k + 1 kierroksella kaari (z, j) valittaisiin virittdvadan puuhun
vain jos r; # ;.

Painon (7, p;) avulla voidaan ilmoittaa myos Tj:n kaaret, jotka ovat kaikki muotoa
(7,p;). On huomattava, ettd solmuun ¢ voi algoritmin kuluessa liittyd useita eri pareja
(r;,p;); tAmé seuraa siité, ettéd liitettdessd verkkoon T} uusia kaaria sen komponentit su-
lautuvat lopulta yhteen. Algoritmin k:nnessa vaiheessa on tiedostossa kuitenkin sailytet-
tava vain kyseisessd vaiheessa voimassa olevat lukuparit.

Esimerkin 3 tapauksessa saadaan seuraava taulukko.

1. valinta 2. valinta 3. valinta 4. valinta 5. valinta

Solmu (3,6) (1,2) (1,3) (4,5) (3,4)

1 (1,0)

2 (1,1)

3 (3,0) (1,1)

4 (4,0) (1,3)

5 (4,4) (1,3)

6 (3,3) (1,3)

Huomataan, ettd algoritmin 5. kierroksella ei valita kaarta (2,3), koska solmuihin 2 ja 3
liittyy sama r;. Merkittava osa Kruskalin algoritmin vaatimasta tyoméarasta kuluu asetet-
taessa G:n kaaret pituusjirjestykseen. Aikakompleksisuus on O(mlogn).

Lyhyin virittdva puu voidaan konstruoida myos kayttamalla ns. Primin algoritmia, jossa
mistd hyviansd solmusta ldhtien etsitddn virittdava puu kaari kaarelta. Algoritmin k:nnella
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kierroksella syntyy talloin jonkin G:n aliverkon virittava puu Tk, joka toisin kuin Kruska-
lin algoritmissa on aina yhtendinen. Lisdksi jokaiseen Tj:hon kuulumattomaan solmuun ¢
liitetdén reaaliluku

Ai = min{l;; : j # ¢ on Tj:n solmu} (1)

missé aikaisemman sopimuksen mukaisesti [;; = oo jos kaari (i, j) ei sisélly verkkoon G.
Lahdettdessa liikkeelle solmusta 1 méaritelladn aluksi

ja valitaan pienin indeksi j siten etta
A; =min{); : 2 <i < n}.

Maééritelladan T; siten, ettd 17 koostuu kaaresta (1, j) ja sen padtepisteista. Kun 77, T, ...,
Ty on konstruoitu, mééritelladn aluksi luvut A; kaavan (1) mukaisesti ja valitaan pienin
indeksi j siten, ettéd j ei ole Ty:n solmu ja

A; =min{\; : ¢ ei ole Tj;:n solmu}.

Edelleen (1):n perusteella valitaan pienin indeksi ¢ siten, ettd A\; = [;; ja solmu 7 kuuluu
puuhun 7j. Tdmén jélkeen T}, saadaan Tj:sta liittaméalld sithen kaari (7, ). Arvolla k =
n — 1 saadaan etsitty lyhyin virittava puu 7,,_;.

Esimerkki. Sovelletaan Primin algoritmia alla olevaan verkkoon.

1. Ensimméisessé vaiheessa min{\;;2 < i < 6} = Ay = 2. Siis 77 koostuu kaaresta (1, 2)
ja sen paatepisteista.

2. Arvolla k = 1 saadaan A3 = min{\;; i ei ole T7:n solmu}; 75 saadaan T}:sté liitté-
mélld sithen kaari (1, 3).
3. Arvolla k = 2 saadaan \¢ = min{\;; i ei ole To:n solmu} = lg3 = 1; T3 saadaan
Ty:sta liittdmalla siithen kaari (3, 6).
Luvut \; algoritmin eri vaiheissa

Solmu k£=0 k=1 k=2 k=3 k=4
2 Iy =2

3 131:4 l31:4

4 (0.9) l42:11 l43:8 l43:8

) (0. ¢] o0 (0. ¢] l56:9 l54:6
6 (0. ¢] o0 l63:1
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8 Virtaukset verkoissa

Olkoon G = (V, E) yhtendinen suunnattu verkko, jonka jokaisella kaarella (i, 7) on annettu
"kapasiteetti" ¢;; > 0, so. ¢;; on suurin mahdollinen virtaus kaarella (, j). Virtaus verkossa
G on joukossa E médritelty reaaliarvoinen funktio (i, ) — fi; siten, ettd

0< fl'j < Cij kaikille (Z,j) ek (1)
Huomautus. Jos e = (i, j), merkitdén f. = fi;.

Solmuun i saapuvien kaarien joukko F, (i) kisittdd ne F:n kaaret, joiden padtepiste on 1,
ja solmusta i lihtevien kaarien joukko E.(i) kdsittdd ne E:m alkiot joiden alkupiste on i.
Solmuun i saapuva kokonaisvirtaus on

U(Z> = Z Je

e€FEs (1)

ja solmusta ¢ ldhtevd kokonaisvirtaus on

Sanomme, ettd solmu ¢ € V on ldhde, jos 7(i) > o(i), ja kohde eli nielu, jos 7(i) < o(i).

Seuraavassa rajoitumme virtauksiin, joilla on vain yksi ldhde s ja yksi kohde ¢. Myo-
hemmin néhdéén, ettéd talloin aina 7(s) = o(t); tdma luku on kokonaisvirtaus verkossa G.
Merkitadn sita f:114, siis

f=1(s) =o(t),

edellyttéen, ettd o(s) = 7(t) = 0. Lisdksi 7(i) = o(7) jokaiselle solmulle i € V \ {s,t}
(Kirchhoffin laki).

Suunnattuun verkkoon G = (V| E) liittyy vastaava suuntaamaton verkko, jonka kaarina
ovat kaikki G:n kaaret ilman suuntaa. Ketju suunnatun verkon G solmusta v; solmuun
v, tarkoittaa ketjua vy — v, vastaavassa suuntaamattomassa verkossa. Téllainen ketju
koostuu siis perakkaisista kaarista

(v1,v2), (v2,v3), .., (Vp—1,Vk)

missé jokaisella i € {1,..., k—1} joko (v, v;41) tai (vig1,v;) on kaari suunnatussa verkossa
G = (V, E), so. joko (v;,v;41) tai (vig1,v;) kuuluu joukkoon E. Sanomme, etté (v;, v;11) on
mydtavirtainen, jos (v;, vi11) € E, ja vastavirtainen, jos (vi11,v;) € E.

Sanomme, ettd verkon G = (V| E) ketju v; — vy on vajaavirtainen, jos ketjun jokaiselle
mydGtavirtaiselle kaarelle (¢,7) pétee fi; < ¢;; ja jokaiselle vastavirtaiselle kaarelle (3, j)
patee f;; > 0. Osoittautuu, ettd vajaavirtaisilla ketjuilla on térked merkitys silloin kun
pyritdan loytdmadan maksimaalisia virtauksia verkossa G.
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Esimerkki 1. Tarkastellaan seuraavaa verkkoa.

Kuvan osoittamassa suunnatussa verkossa jokaiseen kaareen liittyy kaksi lukua, jotka ovat
ko. kaaren kapasiteetti ja annettu virtaus f;;. Jokaista solmuparia (7, j) kohden asetetaan

A = ¢ij — fij, jos (4, j) on myGtavirtainen
N fiis jos (i,7) on vastavirtainen

Silloin mika hyvéinsé ketju lahteestd 1 kohteeseen 6 on vajaavirtainen, jos ja vain jos jo-
kaiselle ko. ketjun kaarelle (i, j) pétee A;; > 0. Ketjun vajaavirtaisuus A on pienin ko.
ketjuun liittyvista luvuista A,;.

Esimerkiksi ketju P : 1 — 2 — 3 — 6 (ks. alla) on vajaavirtainen, silla
A12:20—5:15, A23:11—8:3 JaA36:13—6:7

Kaikki ketjun kaaret ovat myo6tévirtaisia, ja ketjun vajaavirtaisuus A = 3.

Vajaavirtaisuuden ansiosta verkon kokonaisvirtausta f = 9 voidaan kasvattaa A:n ver-
ran asettamalla fio = 8, fo3 = 11 ja f3¢ = 9 muiden virtausten pysyessa ennallaan. Silloin
virtaus kaarella (2, 3) tulee maksimaaliseksi, ja kokonaisvirtaus saa arvon f = 12.

Kokonaisvirtausta voidaan kasvattaa vielakin suuremmaksi etsimélla uusi vajaavirtai-
nen ketju. on ketju P, : 1 — 4 — 5 < 3 — 6, jonka vajaavirtaisuus A = 2, silld kaari
(5,3) on vastavirtainen ja As3 = f35 = 2. Kokonaisvirtausta voidaan jalleen kasvattaa A:n
verran asettamalla fi4 =6, fi5 =6, f35 =0, f36 = 11.
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Leikkaukset

Sanomme, ettd pari (S,7) joukon V epétyhjid osajoukkoja on G:n leikkaus, jos
SNT=0 ja SUT=V.

Jos G:ssé on madritelty virtaus, vaaditaan liséksi ettéd lihde s ja kohde ¢ kuuluvat vastaa-
vasti joukkoihin S ja T
Jos (S,T) on G:n leikkaus, merkitédén

Esr={(i,j)e F:ieSjajeT}
ja
Ers={(,j)€E:icTijajeS)
Leikkauksen (S, T) kapasiteetti on
cap(S,T) = Z Cij
(ivj)eEST
ja leikkauksen (S,T) nettovirtaus on
2 fem D I
eGEST CEETS

Esimerkki 2. Tarkastellaan Esimerkin 1 verkossa leikkausta, jossa S = {1,2,4} ja T =
{3,5,6}. Télloin Fgr koostuu kaarista (2, 3) ja (4,5), joten

cap(S,T) = cog + 45 =11+ 7 =18

ja nettovirtaus on
Jaz + f15 — 52

Virtauksen alkuperiisilla arvoilla leikkauksen (S,7") nettovirtaus on siis 8 +4 —3 =9, ja
korotetuilla arvoilla nettovirtaus on 114+6—3 = 14. Kummassakin tapauksessa nettovirtaus
on kokonaisvirtauksen suuruinen. Néin on laita yleisestikin:

Lause 2. Verkon G = (V, E) jokaisen leikkauksen (S,T) nettovirtaus on yhtdsuuri kuin
G :n kokonaisvirtaus.

Todistus. Merkitdan Fg:lla niiden E:n alkioiden joukkoa, joiden molemmat pédtepisteet
kuuluvat joukkoon S. Vahentdmalla puolittain yhtalot

SNoriy=> fet D fe

€S EGES EEEST
ja

D o) = fe+ D fe

€S ecEg ecErg
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saadaan

Y@ =@ = fom D fe

i€S ecEgT ecErg

Téssd oikea puoli on yhtdsuuri kuin leikkauksen (.S,7") nettovirtaus, ja vasen puoli on
Kirchhoffin lain perusteella

T(s) —o(s) =1(s) = f.

Seuraus. 7(s) = o(t)

Todistus. Tarkastellaan leikkausta {V'\{t}, {t}} = {5, T} ja kiytetdan tietoa 7(s)—o(s) =
o(t)y—7(t) = f. O

Lauseen 2 avulla saadaan verkon kokonaisvirtaukselle yléraja:
Lause 3. Olkoon (S,T) verkon G leikkaus. Silloin G :n kokonaisvirtaus on enintidn cap(S,T).
Todistus. Lauseen 2 nojalla
f=2 o= 2 L 3 1
ecEgT ecErg ecEgr

Téssd fo < ¢;; aina kun e = (4, 5) € Egp. Siis

/< Z cij = cap(S, T).

(i.5)EEsT
O

Vajaavirtaisten ketjujen merkitys maksimaalista kokonaisvirtausta etsittdessa perustuu
seuraavaan lauseeseen.

Lause 4. Virtaus verkon G = (V, E) ldhteestd s kohteeseen t on maksimaalinen, jos ja
vain jos mikddan ketju s — t ei ole vajaavirtainen.

Todistus. (a) Jos jokin ketju P : s — t on vajaavirtainen, verkon kokonaisvirtausta voidaan
kasvattaa kuten Esimerkissd 1. Lauseen ehto on siis valttaméaton.

(b) Oletetaan, ettd mikédéan ketju s — t ei ole vajaavirtainen. Olkoon S niiden verkon
solmujen ¢ joukko, joille patee

(%) joko i = s tai on olemassa vajaavirtainen ketju s — i.

Silloin S # 0 jamyos T =V \ S # 0, koska t € T. Edelleen SNT = ja SUT = V. Siis
(S,T) on G:n leikkaus.
Viitdmme, ettéd leikkauksen (S, T") nettovirtaus on yhtédsuuri kuin

cap(S,T) = Z Cij-

(Z,])GEST
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Valitaan jokaista i € S\ {s} kohden vajaavirtainen ketju P, : s — i. Jos (4,j) € Egr, niin
yhdistamaélla P; kaareen (i, j) saatu ketju s — j ei ole vajaavirtainen, silld j ¢ S. Taméa
on mahdollista vain mikéli f;; = ¢;;, koska P; on vajaavirtainen. Samalla tavoin nahdaan,
ettd f;; = 0 jos (j,7) € Epg. Leikkauksen (S, T") nettovirtaus on siis

Z Je— Z Je= Z ¢;; = cap(S,T)

e€EgT e€ETrg (i,j)EEST

Lauseen 2 nojalla tdma on yhtésuuri kuin G:n kokonaisvirtaus, joka Lauseen 3 perusteella
siten on maksimaalinen. O

Lauseessa 4 konstruoidun leikkauksen (S, 7T) kapasiteetti on minimaalinen.

Lause 5. Verkon G leikkausten kapasiteettien suurin alaraja on yhtisuurie kwin G:n mak-
simaalinen kokonaisvirtaus.

Todistus. Jos f on G:n maksimaalinen kokonaisvirtaus, niin Lauseen 4 todistuksen perus-
teella on olemassa G':n leikkaus (S5, T') siten, ettd f = cap(S,T"). Toisaalta Lauseen 3 nojalla
f < cap(S’,T") jokaiselle G:n leikkaukselle (S’,T"). Siis f = cap(S,T) on G:n leikkausten

kapasiteettien suurin alaraja. O

Algoritmi maksimivirtauksen loytamiseksi

Seuraavassa Fordin-Fulkerssonin algoritmissa 1ahdetdan liikkeelle annetusta virtauksesta
(esim. f;; = 0 kaikille 4, j), ja etsitddn kullakin iteraatioaskeleella sellainen vajaavirtainen
ketju s — t jonka avulla voidaan kasvattaa kokonaisvirtauksen arvoa kuten Esimerkissa
1. Kun vajaavirtaista ketjua ei endé loydy, algoritmi paattyy ja kokonaisvirtaus on maksi-
maalinen.

Yksinkertaisuuden vuoksi rajoitutaan verkkoihin, joissa ehdosta (i, ) € F seuraa, etté
(7,i) ¢ E. Algoritmi toimii myds tapauksissa, joilloin o(s) # 0 tai 7(¢) # 0. Tallin
kokonaisvirtaus on (vrt. Lauseen 2 todistus)

f=1(s)=a(s) =o(t) = 7(1).

1. Aluksi kdydéén ldpi joukon E.(s) kaaret (s, j) ja liitetddn kuhunkin péétepisteeseen
J lukupari (s, cs; — fs5) mikdli cs; — fs; > 0. Jos ¢55 — fs; = 0, solmuun j ei liiteta
tallaista lukuparia.

2. Seuraavaksi kdydddn lépi kaikki joukon E,(s) kaaret (7, s) ja liitetdén kuhunkin alku-
pisteeseen j lukupari (s, f;s) mikéli fs; > 0. Jos f;; = 0, solmuun j ei liitetd téllaista
lukuparia.

3. Kun kaikki joukon FE,(s) U E,(s) kaaret on kidyty lapi kohtien 1 ja 2 mukaisesti,
siirrytddn tarkastelemaan sitd solmua 4, johon ensimméisena liitettiin lukupari (s, d;)

4. Kédydaédn lapi ne joukon F. (i) kaaret (i,7), joita ei tarkasteltu vaiheissa 1 ja 2 ja
joiden paatepisteeseen ei ole liitetty lukuparia. Jos ¢;; — fi; > 0, solmuun j liitetdan
lukupari (7, d;), missi

d; = min(d;, ¢;j — fij)
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Kéaydadn lapi ne joukon E,(i) kaaret (j,i), joita ei ole tarkasteltu aikaisemmissa
vaiheissa. Jos f;; > 0 eikd solmuun j ole vield liitetty lukuparia, solmuun j liitetaan
lukupari (7, d;), missé

d; = min(d;, fj;)

. Vaiheita 4 ja 5 kutsutaan solmun i selaamiseksi. Taman jéilkeen selataan samalla

tavoin verkon muut solmut siiné jarjestyksessd missd niihin on liitetty lukupareja.
Kutakin solmua selattaessa kaydéaéan lapi vain ne ko. solmuun liitettyvat kaaret, joiden
toiseen paatepisteeseen ei ole vield liitetty lukuparia ja jotka eivat kuulu joukkoon
E.(s) U E,(s). Mielivaltaiseen solmuun liitetty lukupari (i, d;) osoittaa télléin, ettd
kaari (7, j) sisdltyy sellaiseen ketjuun s — j, jonka vajaavirtaisuus on d;.

Jos verkon alkuperdinen virtaus on maksimaalinen, solmuun ¢ ei vaiheessa 6 tulla
liittdmé&én lukuparia (Lause 4). Téalloin algoritmi péadttyy kun kaikki mahdolliset
solmut on selattu.

Jos virtaus ei ole maksimaalinen, solmuun ¢ liitetyn lukuparin avulla voidaan 16ytéia
vajaavirtainen ketju s — t, jonka vajaavirtaisuus on d;. Tahan ketjuun kuuluvat kaa-
ret 10ytyvit helposti paétepisteisiin liittyvien lukuparien ensimméisten komponentin
avulla (nain 16ydetdén oikeastaan ketju t — s).

. Vaiheessa 8 16ydetyn vajaavirtaisen ketjun avulla voidaan verkon virtausta kasvattaa

kuten Esimerkissd 1 siten, ettd kokonaisvirtaus tulee d;:n verran alkuperaistd suu-
remmaksi. Tamén uuden virtauksen pohjalta kidydéan uudelleen lapi algoritmin vai-
heet 1-8, jolloin algoritmi joko paattyy vaiheeseen 7 tai tuottaa vajaavirtaisen ketjun
s — t vaiheessa 8.

Esimerkki 3. Etsitddn Fordin-Fulkerssonin algoritmilla maksimaalinen kokonaisvirtaus
s — t Esimerkin 1 verkossa. Alussa annettu kokonaisvirtaus f = 0.

1. kierros
1. ¢19 — f12 = 20 — 5 = 15; solmuun 2 liitetaan lukupari (5, 15)
2. c14 — f14 = 10 — 4 = 6; solmuun 4 liitetdén lukupari (5, 6)
3. Siirrytaan solmuun 2
4. co3 — fo3 = 11 — 8 = 3; solmuun 3 liitetdén (2, 3), silld 3 = min(dy, 3) = min(15, 3)
5. fs2 = 3 > 0; solmuun 5 liitetaéan lukupari (2, 3), silla 3 = min(dy, 3)
6. Solmua 4 selattaessa ei synny uusia lukupareja, silld solmuun 5 on jo liitetty lukupari

ja kaarta (1,4) € E,(s) el tarkastella.

Solmua 3 selattaessa saadaan
c36 — f36 = 13 — 6 > 0; solmuun 6 liitetddn lukupari (3, min(ds, 7)) = (3, 3)

Ketjun P :1— 2 — 3 — 6 vajaavirtaisuus on dg = 3
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9.

Virtauksiin f12, f23 ja f36 lisataan d6 = 3, jonka jéilkeen f12 = 8, f23 =11 ja f36 =9

ja uusi kokonaisvirtaus f = 12.

2. kierros

1.

c12 — fi2 = 20 — 8 = 12; solmuun 2 liitetddn lukupari (5, 12)

c14 — f14 = 10 — 4 = 6; solmuun 4 liitetdén lukupari (5, 6)
Siirrytdan solmuun 2

Cog — fos =11 =11 =0

fs2 =3 > 0; solmuun 5 liitetdén lukupari (2, 3), silld 3 = min(dy, 3)

Kuten edelld Solmua 4 selattaessa ei synny uusia lukupareja.

Solmua 5 selattaessa saadaan
cs6— fs6 =3—3=0
f35 = 2 > 0; solmuun 3 liitetdén lukupari (5, 2), silld 2 = min(ds, 2)

Solmua 3 selatessa saadaan
c36 — f36 = 13 — 9 > 0; solmuun 6 liitetddn lukupari (3, min(ds,4)) = (3,2)

Ketjun P : 1 — 2 < 5 < 3 — 6 vajaavirtaisuus on dg = 2

. Virtauksiin fi5 ja f3 lisdtdan 2 ja virtauksista fss, f35 vihennetdan 2. Témaén jalkeen

fi2 =10, fizg = 11, f50 = 1, f35 = 0 ja uusi kokonaisvirtaus f = 14.

3. kierros

1.

2.

cs2 — f52 = 10 > 0; solmuun 2 liitetéaén lukupari (5, 10)

Cs4 — f54 = 10 — 4 = 6; solmuun 4 liitetdén lukupari (5, 6)
Siirrytdan solmuun 2

Cog — fa3 =11 — 11 =0

fs2 =1 > 0; solmuun 5 liitetdén lukupari (2, 1), silld 1 = min(dy, 1)

Kuten edelld Solmua 4 selattaessa ei synny uusia lukupareja.

Solmua 5 selattaessa saadaan
cs6 — fs6 = 0 ja fz35 = 0; ei synny uusia lukupareja.

Koska kaikki mahdolliset solmut on selattu ja solmuun t ei ole liitetty lukuparia,
algoritmi péadttyy ja kokonaisvirtaus on maksimaalinen.
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9 Pareittain yhdistely

Maaritelma. Verkko G = (V, E) on kaksijakoinen, jos on olemassa G:n leikkaus (S, 7T)
siten, ettd Fs = Ep = (), so. jokaisen G:n kaaren toinen paatepiste kuuluu joukkoon S
ja toinen joukkoon T'. Minkddn kaaren molemmat péatepisteet eivit siis samanaikaisesti
kuulu S:48n eivatkd myoskaan T:hen. Téllaista verkkoa merkitédén myos G = (S, T; E).

Esimerkki. Tyonvilitys: S on ty6ttomien tyonhakijoiden ja T" avointen tyopaikkojen jouk-
ko. Tehtavana on jakaa tyopaikat siten, ettd kaikille hakijoille riittaé toita.

a

1><Z\:\4

Maaritelma. Parite verkossa G = (S,T; E) on joukko M C E siten, ettd millddn kah-
della M:n alkiolla ei ole yhteistd paatepistetta. Parite M on maksimaalinen, jos siind on
mahdollisimman monta alkiota.

Askeisess# tyonvilitysesimerkissd paritteita ovat esim. M; = {(a,2), (b, 1)} ja M, =
{(a,1),(b,3), (c,4)}. Néisté on jalkimméainen on selvisti maksimaalinen.

Maaritelma. Solmu v on erilladn paritteesta M, jos v ei ole minkddn M:n kaaren padte-
piste. Parite M on taydellinen, jos mikdédn G:n solmu ei ole siitd erillaan.

Selvisti tdydellinen parite maéarittelee bijektion S — 7. Nain ollen verkossa G =
(S,T; E) voi olla tdydellinen parite vain jos joukoissa S ja T' on yhtd monta alkiota.

Verkon G ketju P on vuorotteleva paritteen M suhteen, jos P:n joka toinen kaari kuuluu
joukkoon M ja joka toinen kaari joukkoon F '\ M. Paritteen M suhteen vuorotteleva ketju
P on parittava, jos sen alku- ja loppupisteet ovat erillidn paritteesta M.

Esimerkki. Tarkastellaan seuraavia vuorottelevia ketjuja, joissa kahdella viivalla merkityt
kaaret kuuluvat paritteeseen M. Ketjuista vasemmanpuoleinen on parittava.

WAV

Seuraavassa osoitamme, ettd parittavaa ketjua kiayttdmalld voidaan annetusta parit-
teesta M lahtien lisatd M alkioiden lukumé&aréa siten, ettd lopputuloksena syntyy mak-
simaalinen parite.

Lause 6. Parite M on maksimaalinen, jos ja vain jos G ei sisdlld yhtdain M :n suhteen
parittavaa ketjua.

Todistus. 1°) Olkoon P : a — b jokin M:n suhteen parittava ketju, jossa on ¢ kappaletta
M :n alkioita. Silloin P siséltdé ¢+ 1 joukon £\ M alkiota. Olkoon M’ niiden M:m alkioiden
joukko, joiden kumpikaan paétepiste ei kuulu ketjuun P. Liittdmalla paritteeseen M’ kaikki
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P:hen kuuluvat joukon E'\ M alkiot saadaan silloin uusi parite, jossa on yksi kaari enemmén
kuin paritteessa M. Siis M ei ole maksimaalinen.

2°) Oletetaan kéddntéen, ettd M el ole maksimaalinen. Olkoon M* mielivaltainen mak-
simaalinen parite, ja olkoon

H=(MUM)\ (M"nM).

Silloin joukkoon H kuuluvat kaaret péaatepisteineen muodostavat verkon Gy, jonka jokai-
nen ketju on vuorotteleva paritteen M suhteen. Témé seuraa siitd, ettd mikdan parite ei
voi siséltad ketjua jossa on vahintdan 2 kaarta; paritteen madrdamassa aliverkossa jokaisen
solmun aste on 1. Edelleen jokaisen GGy:n solmun aste n < 2, koska M ja M* ovat parittei-
ta. Koska myés jokaisen GGp:n sykli on vuorotteleva paritteen M suhteen, néissé sykleissa
on yhta paljon M:n ja M*:n alkioita.

Poistamalla G :sta ndmaé syklit saadaan uusi verkko G’;, joka voidaan esittéa darellise-
né yhdisteend paritteen M suhteen vuorottelevista ketjuista, joiden paétepisteiden asteet
verkossa G'; ovat = 1. Koska M* on maksimaalinen, ainakin yhdessi néisté ketjuista on
enemman M*:n kuin M:n alkioita. Téllainen ketju on parittava M :n suhteen. O]

Seuraavan ns. vappuheila-algoritmin avulla 16ydetdéan annetusta paritteesta M ldhtien mak-
simaalinen parite konstruoimalla jono parittavia ketjuja. Algoritmin jokaisessa vaiheessa
varustetaan verkon solmuja leimoilla seuraavasti.

1. Jos joukossa S ei ole yhtddn paritteesta M erillddn olevaa solmua, M on selvasti
maksimaalinen.

2. Leimataan kaikki joukon S paritteesta M erillaén olevat solmut leimalla ().

3. Jos solmu ¢ € S on leimattu ja (i,j) € F, varustetaan solmu j € T leimalla i ellei
sitd aiemmin ole varustettu jollakin muulla leimalla.

4. Kéydéan lapi vaiheessa 3 leimatut solmut j € T'. Jokaisen solmun kohdalla on kaksi
mahdollisuutta:

4.1 On olemassa solmu i € S siten, ettd (i,7) € M. T&ll6in i varustetaan luvulla j.

4.2 Solmu j on erillaén paritteesta M. Talloin on olemassa parittava ketju ) — 7,
johon kuuluvat kaaret 16ydetdan solmuihin liitettyjen leimojen avulla.

5. Jos kohdassa 4 ei 16ydy parittavaa ketjua, algoritmi jatkuu kohdasta 3.

Esimerkki.

S . @ & @
<7

T @@\06

2. Leimataan solmut 1 ja 4 leimalla ()

3. Varustetaan 7 leimalla 1.
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4. Varustetaan 3 leimalla 7.
3. Varustetaan 5 ja 8 leimalla 3.

4. PL:1—-T7T—3-5ja P, :1—7—3—8 ovat parittavia. Lisdtadn P;:n avulla paritteen
alkioiden lukumé&éréé; saadaan uusi parite My, joka koostuu kaarista (1,7), (3,5),
(2,6).

2. Leimataan solmu 4 leimalla ().
3. Varustetaan solmu 7 leimalla 4.
4. Varustetaan 1 leimalla 7.
3. Ei uusia leimoja
Koska algoritmi paattyi eikd parittavaa ketjua loytynyt, Ms on maksimaalinen.

Maksimaalista paritetta voitaisiin etsid myos Fordin-Fulkerssonin algoritmilla. Liitetdadn
verkkoon G = (S, T'; E') suunnattu verkko G = (V, E) siten, etté

V=Vu{stu{t}

ja E koostuu kaarista (o, 7) € E, missi o € S ja 7 € T seki liséiksi kaikista kaarista (s, o)
ja (1,t), missi o € SjaTeT.

Oletetaan, ettd Gn jokaisen kaaren kaaren kapasiteetti on 1. Silloin jokainen G:n parite
M maédrittelee virtauksen G siten, ettd virtaus muotoa (o,7) olevalla kaarella on 1, jos ja
vain jos (o,7) € M; muulloin virtaus téllaisella kaarella on 0. Kokonaisvirtaus s — ¢ on
sama kuin M:n alkioiden lukuméara.

Jokainen G:n vajaavirtainen ketju s — ¢ médrittelee parittavan ketjun G:ssi (kun
siitd poistetaan ensimmaéinen ja viimeinen kaari), ja kddntden kaikki G:n parittavat ketjut
saadaan talla tavalla.
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10 Duaalisuus

Olkoon A tyyppid m x n oleva matriisi, b m-vektori ja ¢ n-vektori. Normaalimuotoinen
lineaarinen optimointitehtéavé on:

minimoi ¢’z ehdoilla Ax = b ja z > 0. (1)

Téassd c'ov = cix1 + -+ - + ¢,x, on vektorien sisitulo, ja merkintd x > 0 tarkoittaa, etti
x; > 0 kaikilla ¢ € {1,...,n}.
Tehtavaan (1) liitetddn vastaava duaalinen optimointitehtéva

maksimoi y’ b ehdolla y* A < ' (2)
Duaalisen tehtéavén ratkaisu on m-vektori, jonka komponenttien ei tarvitse olla ei-negatiivisia.

Esimerkki. Olkoot A = (1 1),b=1jac= (5 4)T. Silloin "primaari" tehtéva (1) ja
duaali tehtavé (2) ovat

Primaari: minimoi 5x1 4+ 45 ehdoilla 1 + 2o =1 ja x > 0.

Duaali: maksimoi y; ehdoilla y; <5, y; < 4.

Primaaritehtavissa minimi 4 saavutetaan, kun x; = 0 ja x5 = 1. Duaalitehtdvin maksi-
mi on samoin 4 ja saavutetaan kun y; = 4. Téassa esimerkissd duaalitehtdva on hieman
helpompi, koska siind on vain yksi tuntematon.

Yleisesti voidaan osoittaa, ettd tehtavilld (1) ja (2) on samat ratkaisut, mutta todistus
ei ole triviaali. Todistuksen helpompi osa on ns. hetkko duaalisuuslause:

Heikko duaalisuuslause. Jos x ja y ovat tehtivien (1) ja (2) mielivaltaisia rajoiterat-
kaisuja, niin y'b < cTx. Jos yT'b = cl'z, niin rajoiteratkaisut x ja y ovat optimaalisia.

Todistus.
Ar=0b = y"Az=y"b

T T
yrA<c = yTA:cgcTac} > ybscu

Jos yTb = 'z, rajoiteratkaisu = on optimaalinen, koska miké hyviinsi toinen rajoiteratkai-
su 7 toteuttaa juuri todistetun yhtilon y7b < ¢z, jolloin myds ¢’z < ¢’'Z. Samoin tavoin
y on optimaalinen. O]

Heikosta duaalisuuslauseesta seuraa myos, etté jos tehtédvéan (1) minimi on —oo, tehtéi-
vin (2) rajoiteratkaisujen joukko on tyhji. Muutenhan lukujen ¢’z joukko olisi alhaalta
rajoitettu. Vastaavasti tehtavélld (1) ei ole rajoiteratkaisuja, jos tehtdvén (2) maksimi on
+00. Jos molemmilla tehtévilla 16ytyy rajoiteratkaisuja, tehtdvan (1) minimi on sama kuin
tehtavin (2) maksimi.
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Esimerkki 1. Etsittdvé lyhyin ketju oheisen verkon ldhteestd s kohteeseen ¢.

Jos verkon solmut ovat rautatieasemia, kaaren pituus ilmoittaa esim. kustannuksen annetun
tavaraeran kuljettamiseksi solmusta toiseen. Kysymys kuuluu téllin: Miten tavara siirtyy
halvimmillaan s:sté t:hen?

Vastaus voidaan arvata: koko tavaraera kulkee pitkin ketjua s = uv — v — ¢, merkitaén

Loy = Ty = Tyt = 1 ja Loy = Sut = 0.
Kustannus on talloin 24+ 14+ 3 = 6.

Ongelma voidaan esittda lineaarisena optimointitehtavana: Minimoi kustannus
o =20, + 4Ty + Tuo + DTur + 3T
ehdoilla
x>0
Ty — Typ — Tyg = 0
Tsp + Tup — Tyr = 0
Ty + Ty = 1

Laskemalla rajoiteyhtélot yhteen saadaan xg, + x4 = 1 (koko tavara ldhtee s:std). Matrii-
simuodossa yhtalot voidaan kirjoittaa

Ty
10 -1 -1 0 T 0
Ar=10 1 1 0 -1 Tw | =10 =0
00 0 1 1 Tt 1
Lot

Duaalisessa probleemassa on maksimoitava lauseketta y7b = y, ehdolla y7 A < ¢T'. Vektorin
y komponentit y,, v, ja y; vastaavat solmuja u, v ja t, ja rajoitteet ovat

(

Yu < 2

Yo < 4
Yo —Yu <1 (*)
Yt — Yu <5
[ Yt = =3
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Duaalisen probleeman tulkinta: y,, vy, ja y; ovat hintoja, jolla kilpaileva kuljetusyritys
suostuu kuljettamaan tavaran solmusta s vastaavasti solmuihin u, v ja t. Kuljetushinta
solmusta u solmuun v on y, — ¥y, ja solmusta u solmuun t on y, — y,. Rajoitteet (x)
aiheutuvat siita, etta kilpailukyvyn sailyttamiseksi hinnat eivat saa ylittda rautatieyhtion
kustannusta, joka méaérdytyy kaarien pituuksista.

Tehtévand on maksimoida tuotto y;, joka saadaan tavaran kuljettamisesta solmusta s
solmuun ¢ (ys = 0). Jokaiselle duaalisen probleeman rajoiteratkaisulle pétee

yt:(yt_yv)+(yv_yu>+yu§3+1+2:6

Néin ollen rajoiteratkaisu (v, y», ¥¢) = (2,3, 6) on optimaalinen ja duaaliprobleeman mak-
simi y; = 6 on sama kuin alkuperdisen probleeman minimi.
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