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1 Fourier-sarjat ja integraalit

1.1 Jaksolliset funktiot
Sanomme, ettd funktio f(z) on jaksollinen, jos on olemassa T > 0 siten, ettd
flea+T)= f(x) V . (1)

Talloin sanomme, ettd f:114 on jaksona 7. Pienin luku 7" > 0 siten, ettd f:ll1&
on jaksona T, on f:n perusjakso tai f:n jakso.

Esimerkki. Funktioiden sinz ja sin2x perusjaksot ovat vastaavasti
27 ja . Esim. sin(x 4 27) = sin z.
sin2(z+7T) =sin2z Vx
nmw

a::O:>sin2T:sin0:0:>2T:n7T;T:7

p=T=sin2 (T +T) =sins =1=sin (3 +27) =1
= cos2T] = 1= 2T = k27 = T = 7 (pienin mahdollinen 7'
sin2(z 4+ m) = sin 2z

Jaksollisen funktion kuvaajan piirtdmiseksi riittda tuntea sen kuvaaja jollakin
T:n pituisella vililld. Yhtéalosta (1) seuraa, ettd jokaiselle kokonaisluvulle
n f(x +nT) = f(x) Vz eli f:114 on jaksona nT. Edelleen, jos funktioilla
f(z) ja g(z) on jaksona T, niin myds funktiolla h(z) = af(x) + bg(x) (a,b
vakioita) on jaksona 7.

Huomautus. Vakiofunktiolla on jaksona jokainen positiivinen luku.

N
nmx nmwx
Trigonometrinen polynomi on muotoa f(z) = Z (an CoS —— + b, sin T) ,
n=0

missd L > 0 ja ay,, b, ovat vakioita.Téllaisella funktiolla on jaksona 2L.

nm(x + 2L) nwx nwx
cOS ————= = CO0s (— + 2n7r> = cOSs ——
L L
Seuraavassa tutkimme kysymysté siitd, miten annettua jaksollista funktiota
voidaan approksimoida trigonometrisilla polynomeilla. Tama kysymys johtaa
ns. Fourier-sarjojen teoriaan.
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Lemma 1.

Jos vililld [—L, L] integroituvalla funktiolla f on jaksona 2L, niin
L c+2L
/ f(x)dx = / f(z)dz ¥ c € R.
—L c

Todistus. Valitaan a =c¢,y=c+2L, 3= —L.

/C e = / " / CLHL f(x)da.

Valitaan o« = —L, v =L, 8 = c+ 2L
c+2L L
/ f(z / f(x)dx + f(z)dz

c+2L

Vahentamalla puolittain

/CHL dx_/f d””’_/ fla)dz — ) f(@)de (— z=1+2L)

c+2L

/f dx—/ F(t+2L)dt — /L[f(t)—f(t+2L)]dt:0.

1.2 Fourier-sarjat

Olkoon f(z) maaritelty ja integroituva vélilla (—L, L) ja tdméan vélin ulkop-
uolella siten, ettd f(x+2L) = f(x). Oletamme siis, ettd f:1l4 on jaksona 2L.
Funktion f Fourier-sarja on

+Z<ancos—+b sm?), (1)

missi Fourier-kertoimet a,, b, mééritelldan yhtalsilla (2), (n =0,1,2,...)

/ f(z) cos @d:c

/ f(z)sin mdx
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Koska f:114 on jaksona 2L, niin kertoimet a, ja b, voidaan méaritelld myos
kaavoilla (3) (Lemma 1.):

c+2L
a, = l/ f(z) cos MY g
(3)

nmwx

c+2L
b, = Z/c f(z)sin Td:c

Kaavat (2) saadaan kaavoista (3) arvolla ¢ = —L. Kaavasta (2) saadaan
arvollan =0 :

1 L
a =7 /_L f(z)dz.
Fourier-sarjan (1) vakiotermi on siis

1 L
% =~ / f(z)dz = funktion f keskiarvo yhdelld jaksovililli.
—L

Jos L = 7, niin funktiolla f on jaksona 27, Fourier-sarja (1) on t&lléin

% + nz:;(an cos nx + by, sinnx)

nmx nmwr .
ja kertoimien lausekkeissa (2) ja (3) on cos — =cosny ja sin — - =sinnw.

1.3 Dirichlet’n ehdot

Maaritelma. Funktio f on paloittain jatkuva valilld I, jos

(i) vili I voidaan jakaa ddrellisen moneen osaviliin Iy, Io, ..., I, siten, ettd
f on jatkuva jokaisen osavilin jokaisessa sisépisteessi

(ii) funktiolla f on osavilien Iy, I, ..., I, alku- ja loppupisteissa vastaavasti
oikean- ja vasemmanpuoleiset dérelliset raja-arvot.
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Funktio on paloittain jatkuva, jos silld on vain ddrellinen méara epajatkuvu-
uskohtia, joissa kussakin funktiolla on oikean- ja vasemmanpuoleiset darel-
liset raja-arvot

flz+) = lim f(x+¢)

e—0+
f(z—) = lim f(x —e¢).

e—0+

Lause 1. Oletetaan, etté

(1) f(z) on maééritelty ja derivoituva valilla (—L, L) paitsi mahdollisesti
ddrellisen monessa pisteessi © € (—L, L)

(2) f(x) on mééritelty vélin (—L, L) ulkopuolella siten, ettd f:lla on jak-
sona 2L

(3) fin derivaatta f’ on paloittain jatkuva valilla (—L, L).

Silloin funktion f Fourier-sarja suppenee kohti arvoa

(a) f(x), jos f on jatkuva pisteessi x

(b) [f(z+)+ f(z—)]/2, jos f on epijatkuva pisteessi .

Huomautus. Dirichlet’'n ehdot (1), (2) ja (3) ovat riittavia mutta eivét
valttamattomia Fourier-sarjan suppenemiselle. Esimerkiksi funktion f pelkésta

jatkuvuudesta ei vield seuraa Fourier-sarjan suppeneminen.

Esimerkki. Olkoon f funktio, jolla on jaksona 10 ja jolle

fz) = 0, kun -5<x<0

13, kun 0<z<5
Funktio f toteuttaa Lauseen 1. ehdot véalillia (—5,5). Siis f:n Fourier-sarja
suppenee kohti arvoa f(z), kun —5 < z < 0 tai 0 < x < 5 ja kohti arvoa

%:%,kun$:i5taix:0.



1 FOURIER-SARJAT JA INTEGRAALIT 7

1.4 Parilliset ja parittomat funktiot

Miaritelmi. Funktio f on parillinen, jos f(—z) = f(z) V x.
Esimerkiksi x*, 2% — 422 + 5, cos z, €* + e~ ovat parillisia funktioita.
Funktio f on pariton, jos f(—z) = —f(z) V x

Esimerkiksi 22, 2° — 323 + 2z, sin , tan 3x ovat parittomia funktioita.

Lemma 2.
L

Jos f on vililla [—L, L] integroituva pariton funktio, niin / f(z)dz = 0.
L

Todistus. Muuttujanvaihto z = —u, dr = —

/f dx_/f dx—i—/f
/Lof<_u)(_d“)+/OLf(I)dI:/OLf(—U)du+/OLf(:c)dx:
_/OL f(u)du—i—/OL f(x)de =

L L
Vastaavasti parillisille funktioille: / f(z)dz =2 / f(z)dz
L 0

Seuraus. Parillisen funktion Fourier-sarjassa on vakion ohella vain kosiniter-
meja.

Todistus. Olkoon f parillinen. Riittdd nayttda, ettd b, = 0, kun n =
1,2,3,...

nmx

1 /L
=7 /_L f(z)sin n—zxdx. Tassa f(x) sinT

on pariton funktio, koska f on parillinen. Lemman 2. mukaan

/ f(x sin—dx—O

Vastaavasti parittoman funktion Fourier-sarjassa on vain sinitermeja.
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Huomautus. Jokainen funktio voidaan esittdd parillisen ja parittoman
funktion summana.

1.5 Sini- ja kosinitermiset Fourier-sarjat

Sini- ja kosinitermiset Fourier-sarjat ovat sarjoja, joissa esiintyy vastaavasti
vain sini- ja kosinitermejd. Jos f(z) on mééritelty vélilld (0, L), niin fmn
siniterminen Fourier-sarja on sen parittoman funktion Fourier-sarja, jolla on
jaksona 2L ja joka yhtyy funktioon f vélilla (0, L). Ko. sarjan kertoimille
patee

9 (L
anzo,bnzz/o f(:t)sin?d:p.

Vastaavasti f:n kosiniterminen Fourier-sarja on sen parillisen funktion Fourier-
sarja, jolla on jaksona 2L ja joka yhtyy funktioon f vélilla (0,L). Talloin
sarjan kertoimet ovat

o L
bn:O,an:Z/O f(x)cosn—zxda:.

Esimerkki. Kehitetdin funktio f(z) = z vilillda 0 < x < 2 sinitermiseksi
Fourier-sarjaksi. Muodostetaan funktion f pariton jatko, jolla on jaksona

2L = 4. Koska L = 2, niin

2 [t 2 [?
bn:_/ f(x)sin@dx:—/ xsinmdx:
L 0 0

L L L
2 2 nwx 2 2 nwT
/x| ——cos— || — ——cos— | dx =
0 nm 2 0 nm 2
4 2 4 4 4
——COSTZ7T+/ - Sin@:——cosnﬂ-:__(_l)”
on2pi? 2 nmw nmw
a, =0
Siis f(x) i 4 (—1)"sin e
11 = _ (= _ —
~ nm 2

4 . T 1 . 27m;+1 - 3z
—|sin— —=—sin— 4+ —sin— — ... | =
Y e R R v
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Maiésritelma. Vililla [—L, L] muodostettu trigonometrinen sarja on muo-
toa

A—I—Z(ancos?qLﬁnsin?), (1)
n=1

missi A, a, ja (3, ovat vakioita. Jos sarjat > v, ja > (3, suppenevat itseisesti,
niin sarja (1) suppenee tasaisesti valilla [—L, L.

(

Lause 2.

nr . nrw
o, COS —— —i—ﬂnsm—‘ < v, smT‘ < |on| + |5n\)

nmx
L COS L ‘+|ﬁn|

Jos muotoa (1) oleva sarja suppenee kohti funktiota f tasaisesti valilla [— L, L],
niin (1) on funktion f Fourier-sarja, so. a, = an, B, = b,, A = %. Todistusta
varten tarvitaan kaksi apulausetta.

Lemma 3.
L L
k k
/ sin "2 gy = / cos L g = 0, kun k€ Z,, k # 0.
_L L I L

Todistus.
k
Lemma 2. — / sin ﬂdx =0

— (sin km — sin(—km)) = 0.

Lemma 4.

Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja. Silloin

L I |
(a) /L COS mgx COS n]?:'%dx — /L Sin mzx Sin n—;‘;xdx — { 2: ;(O): TTZ i Z

L
nrTr  nwx
b ——cos—dzr =0
(b) /_Lsm 7 cos——dx
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Todistus.
(a) Kéytetddn kaavoja
1
cosacosb = 5 [cos(a — b) + cos(a + b)]
L 1
sinasinb = 5 [cos(a — b) — cos(a + b)]
cos(a+b) = cosacosb —sinasinb

cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb

Jos m # n, niin Lemman 3. nojalla

L L
]_ _
/ cos mre cos @dx = — / [cos M + cos w} dr =0

L L L 2)_, L L

L L
1 _
/ Smm”sm@dx:_/ g Mo ()]

Jos m = n, niin Lemman 3. nojalla

L L L
mnx nwx 1 2nmx 1 1 2nmx
——dr = 1 dr = =20+~ dr = L
/Lcos 7 cos 7 X 2/L( + cos 7 ) X 5 +2/Lcos 7 X

Huomautus. Jos m =n = 0, niin yo. integraalien arvot ovat 2L ja 0.

b) Seuraa Lemmasta 2., silld sin ™™ cos 7 on pariton.
( L L
Lauseen 2. todistus.
- nwx nwx
f(x) +; Qty CO8 —— + By, sin 7 (2)
f(z) cos m;rx = Acos m2x+; <ozn cos 0% cos ? + [3,, cos m;rx sin ?) (3).
Merkitédén Ry (x) = Z (an cos n_7LT:1: + [, sin ?) ( sarjan (2) jadnnostermi. )

n=N-+1
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(2) suppenee = Ry(z) — 0, kun N — oo
(2) suppenee tasaisesti < sup,cg |Rn(2)| — 0, kun N — oo.
Koska (2) suppenee tasaisesti, niin f on jatkuva ja sup,.p |Ry(z)| — 0, kun
N — oo. Sarjan (3) jadnnostermi on
mmrx mmx

7 Ry () ja ilel]g cos —

cos RN(x)‘ <sup |Ry(z)| — 0, kun N — oo.

z€R

Siis myds sarja (3) suppenee tasaisesti, joten se voidaan integroida termeit-
tdin. Jos m > 0, niin Lemmojen 3. ja 4. nojalla saadaan

L
/ f(z) cos T2 4 =
_r L
L mnT > L mnrx nwTT L mnx nwTw
A/_L cos 7 dx—l-; [ozn /_L cos 7 cos de—i—ﬁn /_L cos 7 sin Tdm =

L
am/ cos 0% cos 20 g = & L(Lemma 4.) .
_r L L

1 L
Siis am:—/ f(z) cos mﬂxdaj:am (m=1,2,...).
L J_; L

mnx
L

Kerrotaan yht&lo (2) puolittain funktiolla sin integroidaan yli vilin [—L, L]

ja sovelletaan Lemmoja 3. ja 4. Saadaan

L
/ f(z)sin M7 =
. L

L o0 L L
A /_L sin m;rxdx+; [an /_L sin m;rx CoS ﬂLxdx + B /_L sin m;r:(: sin n—zxdx = G, L.

1 L
Siis B, = —/ f(z)sin 7T o = by (m=1,2,...).
L), L

Integroidaan yhtalo (2) puolittain yli vilin [—L, L] ja sovelletaan Lemmaa 3.

/Lf( )dx = 2AL + 0, sii 1/Lf( )d _%
. T )axr = ,SIIS2L . X ZE—Q
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Seuraus. Jos

= A+ Z <ozn cos 2% + (3, sin ?)

on trigonometrinen polynomi, niin f(x) on f:n Fourier-sarjan summa ja f:n
kertoimet ovat

= 9A g —d G kuan 1 <n <N b B,, kinl1<n<N
0T T 0, kun n > N - 0, kun n > N

Jokainen trigonometrinen polynomi on itsensi Fourier-sarja.

Lause 3.

Olkoon f : R — R kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio, jolla on jak-
sona 27. Silloin f:n Fourier-sarja suppenee tasaisesti.

Todistus. Osittaisintegrointi: Jos n > 1

(z)sinnx

1 ™
= —/ f(z) cosnzdr = / —_ / f'(z) sinnzdr =
T ) leoonm nm

T f! 1 s
/ f (I) QCOSnl‘ N - / f”(IL’) COS?”L.Z‘d:L‘.
. nem nem J_»

Tassd / f'(z) cosna = cosnw[f (n)—f'(—m)] = 0, koska f’:lla on jaksona 2.

—T

(f(z+2m) = f(z), f'(z +27m) = f'(x))
Edelleen, koska f” on jatkuva, se on rajoitettu valilla [—m, x]: | f"(x)] < M
jollekin vakiolle M. Siten

la,| = "(x) cos nzdx

1 s
< - 1 d <
< n27r/ |f"(x)]| cos nz|dx <

—T

n2m

2 n2

1 2M
/ M|Cosnx|dx< de—

Samalla tavalla nahdaén, ettd myos |b,| < %L—AQ/[ ‘v’ n > 1. fmn Fourier-sarjan

% + ;(an cos nx + by, sinnx)
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yleinen termi toteuttaa siis ehdon

2M 4AM

(1+1) = —5 = M,.

. 2M .
n n = T 5 =
|ay, cos nx + by sinnz| < ——(| cosnx| + | sinnz|) < 5
n n

n?
Koska sarja

> M=) 5

n=1 n=1

suppenee, niin Weierstrassin lauseen nojalla f:n Fourier-sarja suppenee ta-

saisesti.
o

1
Z — suppenee < p > 1
npkP

n=1

1.6 Sovellusesimerkki

Jouseen ripustetun massan m liikettd kuvaa vaimennetun vérdhtelyliikkeen
differentiaaliyht&lo

my" +cy + ky =0, (1)
missd ¢ on vaimennuskerroin ja k jousivakio. Tapauksessa ¢ = 0 yhtélon
jokainen ratkaisu y(t) ldhestyy arvoa 0, kun ¢t — 0o. Jos massaan m vaikuttaa
lisidksi y-akselin suuntainen ajasta riippuva ulkoinen voima r(t), virdhtelya
kuvaava differentiaaliyhtélé on

my" +cy' + ky =r(t). (2)
Tarkastellaan erikoistapausta, jossa r(t) on jaksollinen s.e.
r(t) = Fycoswt, (3)
missd Fy > 0 ja w > 0 ovat vakioita. Télloin yht&lolla (2) on muotoa
Yp(t) = acoswt + bsinwt (4)

oleva yksityisratkaisu, missé vakiot a ja b voidaan etsid madrdamattomien
kertoimien menetelmélla. Toisen kertaluvun lineaaristen differentiaaliyht&loi-
den teorian mukaan jokainen yhtélon (2) ratkaisu saadaan lisdamaélla ratkaisu-
un (4) jokin homogeenisen yhtélon (1) ratkaisu y(t).

Koska lim;_o, yn(t) = 0, ndemme, ettd jokainen yhtélon (2) ratkaisu 1&h-
estyy asymptoottisesti yksityisratkaisua (4), kun t — oo.

Jos ulkoinen voima r(¢) on jaksollinen, mutta ei sinimuotoinen, yhtalon
(2) yksityisratkaisu voidaan 16ytaa kehittaméalld r(¢) Fourier-sarjaksi.
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Esimerkki. Olkoon r(t) funktio, jolla on jaksona 27 ja jolle

r(t)—{ t+3, kun —m<t<0 (1075 N).

S —t+35, kmO<t<m

Etsitadn yhtalolle (2) yksityisratkaisu, kun m =1 g,¢ = 0,02 g/s,
k = 25 g/s*. Funktion r(t) kosiniterminen Fourier-sarja on

4 1 1
r(t):;(cost+§cos3t+?cos5t+...). (5)

Tarkastellaan epdhomogeenista yhtaloa
! / 4
y" +0,02y" + 25y = —— cosnt, (6)
n2m

missi oikealla puolella on Fourier-sarjan (5) n:s termi (n = 1, 3,5,...). Oikea
puoli on siis muotoa (3), missid w = n. Yhtilolld (6) on néin ollen muotoa (4)
oleva yksityisratkaisu y, = A, cosnt + B, sinnt. Vakiot A, ja B, voidaan
médriti sijoittamalla yhtdloon (6); tulos on

4(25 — n?) 0,08

A p— :—,
" n2rD " nxD’

missi D = (25 — n?)? 4 (0,02n)%
Laskemalla puolittain yhteen yhtalot

1 / 4

Yn + 0,02y, + 25y, = —— cosnt
n2m
eri n:n arvoilla ndhdaén, ettd summa
Sn=y1+ys+ -+ Yo

toteuttaa differentiaaliyhtdlon

S +0,02S! 4+ 255, = r,(t),

misséd 7, (¢) on Fourier-sarjan (5) osasumma

n

4
n(t) = —_ 2 1)t.
(1) O cos(2v + 1)

v=0

Tarkempi analyysi osoittaa, ettd raja-arvo y = lim S, on olemassa ja antaa

n—oo



1 FOURIER-SARJAT JA INTEGRAALIT 15

etsityn yksityisratkaisun yhtalolle (2). Siis y =y +ys +ys + ... .
Yn = A, cosnt + B, sinnt.

Tutkitaan ratkaisun luonnetta: lasketaan virdhtelyjen y,, amplitudit

4
C,=+/A2+ B2 = D’ D = (25 —n?)* + (0,02n)*

arvoillan=1,...,9:
C7 =0,0530; C3 = 0,0088; C'5s = 0,5100; C7 = 0,0011; Cy = 0,0003.

Huomataan, ettd amplitudi on suurimmillaan [dhinné systeemin luonnollista
virdhtelytaajuutta s.e. y ~ y5. Kysymyksessid on siten lihes harmoninen
vardhtely, jonka taajuus on 5 kertaa ulkoisen voiman taajuus.

1.7 Pienimmaéin nelion approksimointi

Olkoon f vélilla [—7, 7] méaaritelty paloittain jatkuva funktio, jota approksi-
moidaan trigonometriselld polynomilla

N
F(x)=A+ Z (e, cosnx + B, sinnx) (1)

n=1

missd A, a, ja (3, ovat vakioita (vrt. Lause 2.). Mitataan approksimaation
virhettd F pienimmén nelion normilla

= [ (@) - P s @)

Kiinnitetddn N ja méaaratadn funktion (1) kertoimet siten, ettd £ on mah-
dollisimman pieni. (2) voidaan kirjoittaa

E= fzdx—Z/ dex—i—/ Fdx. (3)

Sijoitetaan (1) viimeiseen integraaliin ja integroidaan kiyttdmélla Lemmoja
3. ja 4. Saadaan

™ N s
/ F?de = 21 A? + Z (ozfl / cos® nadx + BZ/
T n=1

—T —T

T

sin? nxdx) =
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N
x <2A2 +3 (a2 + 62)) .

Sijoitetaan (1) keskimmaéiseen integraaliin kaavassa (3), saadaan

™ ™ N ™ ™
/ fFdx = A/ fd:)c+z <Ozn/ f(x) cosnzdx + ﬁn/ f(z)sin na:dw) =
- - n—1 - -7

N
m (Aao +> (anan + 5nbn)> ,

n=1

missi a,, b, ovat f:n Fourier-kertoimet. (3) tulee nyt muotoon £ =

fAdx — 27

—T

N
+ 7 |24 + Z(ai +8) (4

n=1

N
AaO + Z(anan + ﬁnbn>

n=1

Jos F'n lausekkeessa (1) valitaan o, = an, 8, = b, ja A = 4, niin (4):n
nojalla approksimaation virhe on

E*:/Wjadx—w( Z +b2> (5)

Véhentdmaélla (5) puolittain (4):std saadaan

E—E*zﬂ( <A——> +§: (5n—bn)2}>.

Koska oikea puoli on selvisti ei- negatiivinen, niin £ — E* > 0eli £ > E*.
Lisaksi £ = E* jos ja vain jos A = 2L, «,, = a,, ja (3, = b,. Tastd seuraa:

Lause 4.

Kun funktiota f approksimoidaan vililla —7 < z < 7 trigonometriselld
polynomilla (1), niin virhe pienimmén nelién normilla mitattuna ona mah-
dollisimman pieni tdsmélleen silloin, kun F on funktion f Fourier-sarjan
N:s osasumma. Virheen minimiarvolla on lauseke (5). Lausekkeen (5) arvo
pienenee monotonisesti N:n kasvaessa. Siten Fourier-sarjan N:s osasumma
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antaa IN:n kasvaessa yhd parempia approksimaatioita f:lle normin (2) suh-
teen. Koska (5) pétee kaikilla N:n arvoilla ja E* > 0, saadaan ns. Besselin
epéyhtalo

9 N 1 T
. BCERAEE / ey (6)

Antamalla N — oo saadaan

i (a2 +b2) < /7r A (z)dx

Erikoisesti a,, — 0, b, — 0, kun N — oo. Itse asiassa on voimassa yhtisuu-
ruus:

N’low

Lause 5. (Parsevalin kaava)
Viélilla (— L, L) paloittain jatkuvan funktion f Fourier-kertoimille a,, b, patee

[e.o]

1t 2 ag 2
F ] @y = DICALD

Todistus. Todistetaan lause tapauksessa, jossa f:n Fourier-sarja suppenee
valilla [— L, L] tasaisesti kohti funktiota f.

—l—Z(ancos——i-bnsin?) (—L<z<1L)

nmx

= (f(x))’ = +Z<anf cos—+b f(z )sinT>.

Koska sarja suppenee tasaisesti, se voidaan integroida termeittéin:

/ Z f(@)2da =

L o0 L L
ag nmx . nmx I
— f(x)dz+ E (an/ f(x)cos —dx + bn/ f(x)sin —dm) . Téasséa
2 /L ( ) n—1 —L ( ) L —L ( ) L
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L L L
/ fz)de = Lao,/ f(z) cos MY g = Lan,/ f(z)sin I g = Lb,.
_L L L _I L
(7)
Siis / f(x aOL + L Z (a2 + b2), josta viite seuraa.

1.8 Fourier-sarjojen derivointi ja integrointi

Voidaan soveltaa sarjojen derivointia ja integrointia koskevia yleisid lauseita.
Integroinnin suhteen pétee liséiksi

Lause 6. Jos f(z) on paloittain jatkuvat [—L, L] ja a,x € [—L, L], niin
f Fourier-sarja voidaan integroida a:sta x:8én termeittiin ja integroimalla
saatu sarja suppenee télloin tasaisesti kohti funktiota

/: fu)du

Esimerkki 1. Olkoon f(z) = = (-2 < z < 2). §1.5:n esimerkissd on
maéaaratty funktion f Fourier-sarja valilla —2 < x < 2:
T ( .mx 1 27x 1 . 3wz )

sm7—§smT+§smT—...
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Vakio C' voidaan méaarata myos toisella tavalla. Yhtalon (1) oikea puoli sup-
penee vililld —2 < z < 2 tasaisesti kohti funktiota %- ja on néin ollen (vrt.

2?2
2

a1 [Fa? 1223 4
C:—:— —d = = = —.
2 L/O 2T =515 7%

Lause 2.) funktion
ollen

kosiniterminen Fourier-sarja vililli —2 < x < 2. Néin

Funktion 22 Fourier-sarja vililli —2 < z < 2 on siis

ja sarja suppenee tasaisesti vililla —2 < z < 2.

Huomautus. Koska

n=1

Esimerkki 2. Esimerkissd 1. ei funktion f(z) = z Fourier-sarjaa voida
derivoida termeittéiin, silld derivoimalla saatu sarja

5 T 2w n 3rx
CcoS 5 CoS 5 COS 5

ei suppene milldén z:n arvolla (n:s termi - 0, kun n — 00).

1.9 Kompleksitermiset Fourier-sarjat

Kompleksiarvoinen funktio f : [a,b] — C, f(z) = u(z) + iv(z), missi u(z) ja
v(z) ovat f(x):mn reaali- ja imagindériosat.

Maaritelma. f integroituva, jos u ja v integroituvia ja

/ab f(z)dx = /ab u(x)dx —|—i/abv(x)dx.
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2
o _ o .o, (10) (i) ., e . 0 6
e =il = b i [0
N——— ~ "'
cos 6 sin 6
19 _ . .
Eulerin kaava: ew D z's%ne
= cosf —isinf
cosf = E (eie + e_ie)
2
: Lo —io
sinfl = % (e —e™")
i
Funktion f(z) Fourier-sarjan N:s osasumma
a u nwx nwx
SN(a:):EOjL;(ancosT%—bnsin 7 ) (1)

voidaan siis kirjoittaa muotoon

ag . a7"+%, kun n>1
missa cp = — Ja Cyp v

5 T 9 kun n < —1
Kun n > 1, niin

1 . 171 [F nwx 1 [t . NI
en = 5(an —ibn) = 3 [f /_L f(@)cos ——dz —ix /_L f(z)sin de]
. L

L
E/L (f(x)COS?—if(x)sin$> dxzi 7Lf(x) (COS@—is' n7rx> dr —
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I
Z/—L flz)e " L dx.

Kun n < —1, niin

1 1 L _ _
Cp = é(a—n —ib_p) = BYs /_L f(z) (cos wa + 7sin mm) dr =

i/_Lf(a:)e L dx.

Siis

I
Cp = —/ f(x)e™" = dz, kun n # 0. (3)
oL |,

Kaava (3) pétee myos arvolla n = 0, silld

ap 1 L
=—=— dz.
“©=%5 =51 /_L f(z)dx
Sarja

on funktion f kompleksiterminen Fourier-sarja. Sen summalla tarkoitetaan

raja-arvoa
N

. . sNTX
lim Sy(z) = lim E cne' L.
N—o0 N—o0 N

n=—

Summa on sama kuin f:n Fourier-sarjan summa.

1.10 Ortogonaaliset funktiot

Olkoot g, (7) ja g,(z) valilla a < x < b maariteltyjd reaaliarvoisia funktioita
s.e. tulo g,,(z)g,(x) on integroituva ko. vélilld. Merkitain

(Gons 9n) = / Gon (@) g (), (1)

funktioiden g, ja g, sisdtulo.
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Sanomme, ettd funktiot g,, ja g, ovat ortogonaaliset vililla a < x < b, jos
integraali (1) saa arvon nolla, so.

(Gons ) = / Gon () g (2 = 0 (m # ). @)

Joukko reaaliarvoisia funktioita g; (), g2(2), g3(z), . .. on ortogonaalinen joukko
funktioita vélilla a < z < b, jos kaikki integraalit (g, g,) ovat olemassa ja
(gm, gn) = 0 aina, kun m # n.

Funktion g,,(z) normi ||g,,| mééritellddn yhtalolla

ol = /Tgrmr o) = ( / bg;<x>dx)%. 3)

Seuraavassa oletetaan, ettd funktiot g, ovat rajoitettuna ja niin sdannollisié,
ettd esiintyvit integraalit ovat olemassa ja funktioiden g,, normit ovat nol-
lasta eroavia.

Jos vililla a < x < b ortogonaalisen joukon g1, go, . . . jokaisen funktion normi
on 1, niin

b
- _J 0, kun m#n m=1,2,...
(Gm» gn) = /a g () gn(T)dr = { 1, kan m=n n=1,2...

Sanotaan, ettd téillainen joukko on ortonormaali joukko funktioita vililla
a <z < b. Jokaisesta ortogonaalisesta joukosta voidaan muodostaa ortonor-
maali joukko jakamalla kukin joukon funktioista omalla normillaan.

(4)

Esimerkki 1. Funktiot g,,,(z) = sinmz (m = 1,2,...) muodostavat ortog-
onaalisen joukon vilillda —7 < z < 7, silla

(Gm, gn) = /W sinmx sinnxdr =0 (m # n) (Lemma 4.). (5)

—Tr

Talloin ||g,|| = /7, silld (vrt. Lemma 4.)
b
gml* = / sin?made =7 (m=1,2,...).

Néin ollen vastaava ortonormaali joukko koostuu funktioista

sinx sin2x sin3x

VARV NV
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Esimerkki 2. Vililla —7 < x < m muodostetuissa Fourier-sarjoissa esiin-
tyvit funktiot
1,cosz,sinz, cos 2x,8in 2z, . . .

muodostavat ortogonaalisen joukon. Témaé seuraa yhtaldistd (5), vastaavista
yhtéloista kosineille ja yhtalosté

s
/ cosmzsinnzdr =0 (m,n=0,1,2,...).
-
Vastaava ortonormaali joukko on

1 cosx sinz cos2x sin2x

/271', ﬁ Y ﬁ ) ﬁ ) ﬁ PR

Kehitettdessa valilla —m < x < 7 annettua funktiota f(z) Fourier-sarjaksi,
saadaan siis muotoa

[ee)
F@) =Y cugn(x) = c191(x) + caga(w) + ... (6)
n=1
oleva kehitelmé, missi g; (), g2(x), ... ovat Esimerkin 2. ortogonaalisia funk-
tioita ja cq, co, ... niihin liittyvid Fourier-kertoimia (poikkeus: vakiotermi).

Yleisemmin voidaan kysyé, onko téllainen esitys mahdollinen, jos Esimerkin
2. funktioiden asemesta tarkastellaan jotakin muuta ortogonaalista funk-
tiojoukkoa ¢1(z), ga(x),... Jos muotoa (6) oleva kehitelmé on t&lléin ole-
massa, se on f:n yleistetty Fourier-sarja ja sen kertoimet ovat f:n yleistet-
tyja Fourier-kertoimia tarkasteltavan ortogonaalisen funktiojoukon suhteen.
Nama kertoimet voidaan méariatd kuten Lauseen 2. todistuksessa. Kerrotaan
yhtél6 (6) puolittain funktiolla g,,(x) ja integroidaan yli sen viilin a < z < b,
jolla funktiot ovat ortogonaaliset.

o0

fgm - Z CndnGm-

n=1

Edellyttien, etta sarja voidaan integroida termeittiin, saadaan

b 00 b
/ fomdx = Z cn/ Jngmdx.
a ’I'L:1 a
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Ortogonaalisuuden perusteella oikeanpuoleiset integraalit ovat nollia paitsi

arvolla n = m, jolloin integraali saa arvon | g,,||?. Siis
b
[ Fonde = callgnll?
ja Fourier-kertoimille saadaan lauseke
1 b
Cm = W/ f(2)gm(x)dz. (7)

Esimerkin 2. funktioiden tapauksessa tamé kaava antaa lausekkeet tavanomaisille
Fourier-kertoimille.

Ortonormaalin joukon tapauksessa voidaan aivan kuten §1.7:ssd johtaa myds
yleistetyille Fourier-kertoimille Besselin epéayht&lo

b
d+ag+ag+---< / {f(x)}Yda. (8)

Siten vasemmalla puolella esiintyvi sarja suppenee ja erityisesti ¢, — 0, kun
n — oo.

1.11 Fourier-integraalit

Jos Fourier-sarja suppenee, sen esittdma funktio on aina jaksollinen. Fourier-
analyysid voidaan kuitenkin soveltaa myos sellaisiin koko lukusuoralla méaritel-
tyihin funktioihin, jotka eivit ole jaksollisia.

Esimerkki 1. Kanttiaalto. Tarkastellaan kanttiaaltofunktiota fr(x), jolla
on jaksona 2L > 2:

0, kun —-L<z<-1
filx)=< 1, kun —-l<z<l1
0, kun l1<ax<L

Antamalla L — 0 saadaan funktio, joka ei ole endi jaksollinen:

. 1, kun -l<x<l1
)= Jim fr(z) = { 0, muulloin

L—oo
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Esimerkki 2. Eksponenttifunktio. Olkoon f7(x) funktio, jolla on jaksona
2L ja jolle pitee
fL<x> = eimv

kun —L < x < L. Antamalla . — oo saadaan jélleen funktio, joka ei ole
jaksollinen:

fla) = Jim fy(r) = e

Yleisemmin jokainen funktio f(x) voidaan esittdd muodossa f(z) = limy_, fr(x),
misséd funktioilla fz(z) on jaksona 2L ja fr(x) = f(z), kun —L < x < L.

Jos f(x) on kyllin sdannollinen, jokainen funktioista fr(z) voidaan talloin
esittda Fourier-sarjana

nm

o0
() . . .
= 5 E @y, COS Wy + by, sinw,x), missi w, = T

Sijoittamalla tdhén Fourier-kertoimien lausekkeet saadaan fy(z) =

1 (L 1 L L
_/ fL(v)dv+—Z coswnx/ fr(v) coswnvdv+sinwnx/ fr(v) sinw,vdo| .
LJp L~ -L L

/o F(w)dw = llllEOZFwn

1
F(w) = —cos w:z:/ f(v) cos wudv

ZF wy)Aw = Z(coswnx)Aw/ f(v) cos wyvdv

n=1

1 [ o
— —/ [cos wx/ f(v) Coswvdv] dw.
L—oo T 0 —00

Rajaprosessin L — oo tutkimista varten merkitdén

n+)mr nr w .. 1 Aw |,
Aw = wp11 —w, = u — — = —, jolloin — = —, ja saamme
T

L L L L
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fr(x) = % /]; fr(v)dv + % g [(cos Wp ) Aw /I; fr(v) coswy,vdv +

L
+(sinwnx)Aw/ fr(w)sinw,vdv| . (1)
-L

/I; fr(v)dv

pysyy rajoitettuna, kun L — oo, niin ensimmaéinen termi kaavan (1) oikealla
puolella lihestyy nollaa, kun L — oo. Niin on laita mm. aina silloin kun
integraali

Jos integraali

/ @) @)

o0

suppenee. Jalkimmiisessd termissd Aw = 7 — 0 ja fr(v) — f(v), joten

kyseinen termi saattaisi ldhestyd integraalia

1 /OOO |:COS wx /Z f(v) cos wvdv + sin wz /Z f(v) sin wvdv] dw.  (3)

™

Kayttamalla tdssa merkintoja

Alw) = %/_00 f(v)coswvdv, B(w) = l/_OO f(v)sinwovdv  (4)

™ oo
rajaprosessi yhtélossi (1) johtaisi siten esitykseen
f(z) = / [A(w) coswx + B(w) sinwz] dw, (5)
0
jota kutsutaan Fourier-integraaliksi.
Y14 suoritettu paittely ei ole kaavan (5) todistus, silld rajankiynti L —
oo yhtélossé (1) on vaikea tehtivé; ei ole itsestddn selvid, ettd oikean puolen

jalkimmaéinen termi l&hestyy integraalia (3), kun Aw — 0. Tarkempi analyysi
antaa seuraavan riittavan ehdon:
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Lause 1. Oletetaan, ettd funktio f on derivaattoineen paloittain jatkuva
jokaisella aarellisella valilla (—L, L) ja ettd integraali (2) suppenee. Silloin
Fourier-integraaliesitys (5) on voimassa kaikissa sellaisissa pisteissé x, joissa
f on jatkuva. Kaavan (5) oikealla puolella oleva integraali suppenee kaikilla
x:n arvoilla ja sen arvo on

flat+) + flz—)
: :

Esimerkki 3. Olkoon
1, kun |z|<1

f<x>:{0, kun |z| >1

Etsitddn f:n Fourier-integraaliesitys. Kaavasta (4):

1 [® 1 1 11 g 94i
A(w) = —/ f(v) coswvdv = —/ coswudv = — / SInwv._ 2smw
T J-o0o ™ J_1 T4 w TW

1 1
B(w) = —/ sinwvdv = 0 (Lemma 2.).
T J-1
Siis kaavasta (5) seuraa:
2 /°° COS WX sinwdw7 (6)
0

w

jos f on jatkuva pisteessd x. Epdjatkuvuuskohdissa © = +1 pitee

o) e f@o) 1,

o ) 7, kun 0< |z <1
cos wx sin w 2
/ ————dw=< %, kun |z]=1
0 v 0, kun |z|>1
Erikoistapaus x = 0:
Oosinwd 7r<:sinw . w2+w4 e w3+w5
w=— =]l—-—+—— Esnw=w——+——...
0w 2 w 3! 5l 3! 5l

Aikaisemmin olemme n#hneet, miten funktiota voidaan approksimoida sen
Fourier-sarjan osasummilla. Vastaavasti esimerkiksi yo. integraalia voidaan
approksimoida muotoa

¢ coswz sin wx
_— w
0

w
olevilla funktioilla, missa a > 0.
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Huomautus. Epéoleellisen integraalin maaritelmian mukaan

> coswz sinwz . ¢ coswz sin wx
— dw= lim — dw.
0

w a— 00 0 w

Kosini- ja sini-integraalit

Parillisten ja parittomien funktioiden Fourier-integraaliesitys on muita yksinker-
taisempi. Jos nimittdin f(z) on parillinen, niin (4):n perusteella B(w) = 0
ja

= %/000 f(v) coswvdv. (10)

Todistus.

T L—oo

1 (o]
= _/ f(v) sinwvdv = — hm / f(v)sinwvdv = 0
™ —00

T L—oo

1 o0
= —/ f(v) coswvdv = — hm / f () coswudv =
70

— hm 2/ f(v) coswudv = / f(v) cos wudv.

T L—oo

Télloin Fourier-integraali (5) surkastuu ns. kosini-integraaliksi
f(z) = / A(w) coswzdw (f parillinen). (11)
0
Vastaavasti, jos f on pariton, niin (4):ssd A(w) = 0 ja

/ f(v) sinwvdv, (12)

silloin (5) surkastuu ns. sini-integraaliksi
flx) = / B(w) sinwzdw (f pariton). (13)
0

Vertaa vastaaviin tuloksiin Fourier-sarjoille (§1.4, §1.5).
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Esimerkki 4. Laplacen integraalit FEtsitdin Fourier'n kosini- ja sini-

integraalit funktiolle

flx)=e* (2>0,k>0).
(a) Kosini-integraalissa on (10):n nojalla

2 oo
Alw) = —/ e cos wudv.
T Jo

Osittaisintegrointi:
-~ . sinwv .. sinwv
= [ e ™ coswody = e + [ ke™™
w w
. sinwv .. COS WY COS WV
kv 4| —ke kv — — k,2 kv - dv
w w w

k2 e [(Sinwv K coswu
B

—k
=T =— " ¢ M <—% sin wv + cos wv) .

Yldrajalla (v — oo) oikeanpuoleinen termi — 0, joten

2k, 0 2k
————¢’cos0 = ———.
k% 4+ w? (k% + w?)

Alw) =

Sijoittamalla (11):een saadaan kosini-integraaliesitys

we 2k [0 coswzx

—d >0,k>0
T Jo k2+w2w(x ’ )

f(z) =€
Tisti nihdéin, etti

*° coswx T
— dw=—e" (z>0k>0).
/0 k2 + w? v 2k€ (@ ’ )

(14)

(15)



2 LAPLACE-MUUNNOS 30

(b)

2 o0
(12) = B(w) = —/ ek sin wodv.
™ Jo
Osittaisintegrointi:
k
/e_k” sin wvdv = —Le_k” — sinwv + coswv | .
k2 + w? w

Jélleen ylirajalla oikeanpuoleinen termi — 0, ja saamme

2w
B = —. 16
W)= o) (16)
Sini-integraaliesitys (13) on siis nyt
2 [ wsinwx
— ok _
fo == [
Néin ollen - .
w sin wx T tw

(15) ja (17) ovat ns. Laplacen integraaleja.

2 Laplace-muunnos

2.1 Maaritelmia

Olkoon f(t) arvoilla ¢ > 0 mééaritelty reaaliarvoinen funktio. Funktio

F(s) = /000 e " f(t)dt

on funktion f(¢) Laplace-muunnos, merkitdan £(f). Siis
£ = [ e ()
0

mikili integraali suppenee. T&lloin sanomme, ettd f(f) on funktion
F(s) = L(f) kilinteinen Laplace-muunnos, merkitdin f(t) = L71(F).



2 LAPLACE-MUUNNOS 31

Esimerkki 1. Olkoon f(t) = 1, kun ¢ > 0. Silloin

e © ] 1
£(f) = £(1) :/ et =) — et =1
0 o S S
mikali s > 0.

Huomautus. Epdioleellisen integraalin maaritelma:

00 T
/ e "' f(t)dt = lim e "t f(t)dt.
0 T=o0 Jo
Siten -
_ st
[

tarkoittaa oikeammin raja-arvoa

1 1 1 1
lim / — —e~* = lim (——eST + —> =— (s>0).
s s

T—o0 S T—o00 S

Esimerkki 2. Olkoon a vakio ja f(t) = e, kun ¢t > 0. Silloin

oo 00 o 1
ﬁ(eat) _ / efsteatdt _ / ef(sfa)tdt _ / ef(sfa)t _
0 0

oa—S s—a

, mikili s—a > 0.

Lause 1. (Lineaarisuus) Laplace-muunnos on lineaarinen operaatio, so.

L{af(t) +bg(t)} = aL{f(t)} +0L{g(t)}

aina, kun funktioiden f ja g Laplace-muunnokset ovat méariteltyja ja a ja b
ovat vakioita.

Todistus.

al{f(t)} +bL{g(t)} = a/ooo e St f(t)dt + b/OOO e g(t)dt =

/ " e af () + bg(t)] di = L{af(t) +ba(t)}.

0
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Esimerkki 3. Olkoon

1
f(t) = coshat = 5 (e“75 + e_“t) ,

missd a on vakio. Esimerkki 2. =

L(e") = ! ja L(e™™) = L, kun s > |a].

s—a s+a

Lauseen 1. nojalla

1 a1 ot 1 1 1 s
L(coshat) = §£ (e )+§£ (e = 3 (8 — + s+a> =2 kun s > |al.

Kéytdnnossa on usein olemassa sy € R s.e. kaavan (1) integraali suppenee
arvoilla s > s¢ ja hajaantuu, kun s < sg. Télléin joukko {s € R|s > so} on
Laplace-muunnoksen L£{f(t)} suppenemisalue tai méairitysalue. Kuitenkin
esimerkiksi funktiolla ef* ei ole Laplace-muunnosta missaan.

(/ e ste dt = / e =9 dt ei suppene)
0 0
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2.2 Alkeisfunktioiden Laplace-muunnoksia

0 LU (1)} = F(s)

| 1 L s> 0
2.1 t" n=1,23,... — s>0
3.1 ¢ p>-—1 Hetl) s>0
4. e L s>a
5. | coswt o 5s>0
6. | sinwt oyl 5s>0
7. | cosha == s> |al
8. | sinha P s > |al

33

Rivilla 3. esiintyy ns. Eulerin gammafunktio I', jolle maaritelmian mukaan

(

. . X
¢” kasvaa nopeammin kuin z¥ = — — 0 kun z — o0

I'p+1) = / zPe *dx (p > —1)
0

P

(&

)

(1)
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Gammafunktiolla on seuraavat ominaisuudet:
1
M+ ) =) T(3)=vA =1
Naistd ensimmaéinen on gammafunktion ns. palautuskaava. Soveltamalla sita
induktiivisesti tapaukseen p = n on positiivinen kokonaisluku saadaan
I'(n+1) =n!l'(1) =nl

Todistetaan gammafunktion palautuskaava. Jos p > 0, saadaan osittaisinte-
groinnilla

o0

T(p+1) = /OOO wPetdz = 2P (—e~®) —/Ooo(pxp—l)(—e—w)dx -

0
p/ 2P le " dx = pI'(p).
0
Siis I'(p + 1) = pI'(p), kun p > 0 (vrt. riville 2.).

Todistetaan rivi 3.
r 1
ey = Hp D

s , kun s > 0jap> —1.

L{t'} = / e St dt,
0
du

integraali ei suppene, jos s < 0. Olkoon s > 0. Sijoitetaan st = u, dt = <.

E{tp}:/ e (u)p du_ 1 / upe*“du:—r(p—'—l).
0 0

S S o spt1 spt1

Rajoitus p > —1 johtuu siité, ettd integraali (1) suppenee vain, jos p > —1.

Todistetaan rivi 5. 5

s2 4 w?’

L{coswt} =
§1.11:n Esimerkissa 4. laskettiin
2 o
Alw) = —/ e coswudv =
0

™

2k

> k
Siis e " coswvdv = ————, joten
0 kQ + wQ

L{coswt} = / e coswtdt = (s >0).
0

52 + w2



2 LAPLACE-MUUNNOS 35

2.3 Laplace-muunnoksen olemassaolo

Maidritelmi. Sanomme, ettd funktion f kasvu on korkeintaan eksponen-
tiaalinen, jos on olemassa vakiot M, o ja T s.e.

[f()] < Me™, Vt>T. (1)

Lause 2. Oletetaan, ettd funktion f kasvu on korkeintaan eksponentiaali-
nen ja ettd f on paloittain jatkuva jokaisella darelliselld vélilla 0 < ¢t < T
Silloin £{f(t)} on olemassa arvoilla s > « ja lisdksi

lim £{f(t)} = slirglo F(s)=0.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd (1) pétee kaikilla t > 0

(valitsemalla M > sup |f(t)|).
0<t<T

Silloin
e f(1)] < Me 67" (¢ > 0).

Oikeanpuoleisen funktion integraali yli vilin 0 < t < oo suppenee, kun s > a,

silla (st
oo oo —(s—a
/ e—(s—a)tdt _ / . € _ 1
0 0 S

-« s—a

Majoranttiperiaatteen nojalla

/ le= f(t)|dt suppenee :>/ e "' f(t)dt suppenee.
0 0

[E(s)] =

S —«

(e.) o, ¢] (o) M
/ estf(t)dt’ < / e f(t)| dt < / Me= 6=t qt — :
0 0 0

kun s > «. Tésta seuraa, etti lims_,o F(s) = 0.

Huomautus. Lauseessa 2. esiintyva riittava ehto Laplace-muunnoksen ole-
massaololle ei ole vilttamaton.

1/2

Esimerkki. L£{t~'/2} on olemassa siiti huolimatta, ettsi ¢t~/ ei ole paloit-

tain jatkuva valilla 0 < ¢ < T.
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2.4 Laplace-muunnoksen kianteismuunnos

Jos L{f(t)} = F(s), sanomme, ettd f(t) on funktion F'(s) kiénteinen Laplace-
muunnos; merkitdin L7H{F(s)} = ().

Esimerkki 1. Koska £{t} = %, niin £7' {4} =+

Esimerkki 2. Jos funktiolla on Laplace-muunnos, se on yksikésitteises-
ti maadratty. Sen sijaan kiddnteinen Laplace-muunnos ei ole yksikésitteisesti
madritty. Jos esimerkiksi

rO={ 1 175 i LU0 =

Siis funktiolla f on sama Laplace-muunnos kuin Esimerkin 1. funktiolla, vaik-
ka ko. funktioilla on eri arvo pisteessi t = 2. Niin ollen £7* {s%} voi tarkoit-
taa useampaa kuin yhta funktiota.

Jos kahdella Lauseen 2. ehdot toteuttavalla funktiolla f ja g on sama Laplace-
muunnos, niin f(z) = g(x) kaikissa jatkuvuuspisteissi. Erikoisesti, jos jatku-
villa funktioilla f ja ¢ on sama Laplace-muunnos, niin f = ¢. Néiin ollen
funktion kiddnteinen Laplace-muunnos on oleellisesti yksikésitteinen.

Esimerkki 3. Etsitain £7'(F), kun
1
(s —a)(s—b)’
misséd a ja b ovat erisuuria vakioita. Jakamalla osamurtolukuihin saadaan

PO = o (2= o) = g (E0e) - £0).

s—a Ss—25b

F(s) =

Lauseen 1. perusteella oikea puoli on

{5 e-m)

1
a—>b

Laplace-muunnoksen kiifinteismuunnos £~! on lineaarinen operaatio, so.

L1 Fi(s) + caFy(s)} = erfi(t) + cafo(t).

Nain ollen

L7HF) =

(eat o ebt).
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Esimerkki 4. FEtsitain £7'(F), kun

(s —a)(s—b)

missd a ja b ovat erisuuria vakioita. Jaetaan osamurtolukuihin kuten Esi-
merkissd 3.; saadaan

e N |

2.5 Derivaattojen Laplace-muunnokset

F(s) =

Lause 3. Olkoon f jatkuva funktio, jonka kasvu on korkeintaan eksponen-
tiaalinen ja jolla on paloittain jatkuva derivaatta jokaisella darelliselld valilla
0 <t <T. Silloin

L{f(t)} = sL{f (1)} — £(0).

Todistus. Koska [’ on paloittain jatkuva valilla 0 < ¢t < T, niin ko. vali
voidaan jakaa osavéleihin

[07 Tl]u [Tla T2]7 R [T’m T]

s.e. f’ on jatkuva jokaisen osavilin jokaisessa sisépisteessi ja f’:lla on kunkin
osavilin alku- ja loppupisteessd vastaavasti oikean- ja vasemmanpuoleiset
aérelliset raja-arvot. Silloin

T T T T
/Oesf(t)dt:/o e f(t)dt+/ e f(t)dt+---+/ne F(t)dt.

T

Osittaisintegroinnilla oikea puoli voidaan kirjoittaa

[Tge—st f(t) + /0 " se” 5t f(t)dt} + {ze—st f(t) + / " se” st f(t)dt] +...

T

et [Ze—stf(t) +/j se—stf(t)dt] :

Koska f on jatkuva, sijoitukset pisteissi 11, T5, . .., T, kumoutuvat ja saadaan

/0 e—stf’(t)dt:7e—stf(t)+s /0 e S f(t)dt. (1)

0
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Koska f:n kasvu on korkeintaan eksponentiaalinen, niin
[F(T)] < MeoT,
jos T on kyllin suuri. Téllaisilla 7":n arvoilla
e Tf(T)| < e TMe*T = Me =T joten Tlgr;o e T f(T) =0, kun s > a.

Antamalla kaavassa (1) 7' — oo nahdéén, ettd funktiolla f' on arvoilla s > «
Laplace-muunnos

Cif (1) = / T P (t)dt = tim e f (1) s / e (1t = — FO)HSLLF())

T—o0 g

Lausetta 3. voidaan yleistdd seuraavasti:

Lause 4. Olkoon f n — 1 kertaa jatkuvasti derivoituva funktio siten, etté
funktioiden f, f/,..., f™ 1 kasvu on korkeintaan eksponentiaalinen ja funk-
tiolla £~V on paloittain jatkuva derivaatta f™ jokaisella direlliselld vililli
0 <t<T. Silloin

L™} = s"L{f(t)} = "1 f(0) = s"2F/(0) — - = f@7D(0).
Todistus. Tapaus n = 2. Funktio ¢g(t) = f'(t) toteuttaa Lauseen 3. ehdot,

joten
L{g'(t)} = sL{g(t)} — 9(0).
Lauseen 3. nojalla L{g(t)} = L{f'(t)} = sL{f(t)} — f(0). Siis
LU () = L4 (1)) = s (SLLD} — F0))~g(0) = LLU D)} —5F(0)—F(0).

Esimerkki. Ratkaistaan alkuarvotehtava

y'+4y' +3y=0, y(0)=3, ¥ (0) =1

Vaihe 1. Olkoon y(t) alkuarvotehtivin ratkaisu ja Y(s) = L{y(t)} sen
Laplace-muunnos. Lauseet 3. ja 4. =

L{y' ()} = sL{y(t)} — y(0) = sY(s) =3
L{y"(6)} = s"L{y(t)} — sy(0) — y/(0) = s’V (s) =35 — 1
Muodostetaan annetun differentiaaliyhtialon Laplace-muunnos; saadaan
L4y + 4y + 3y} = L{y"} + 4L{y'} + 3L{y} =
sV —3s —1+4(sY —3) +3Y = s°Y +4sY +3Y — 35 — 13 = 0.
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Vaihe 2. Ratkaistaan Y:n suhteen viimeksi saatu yhtalo

3s+ 13
Y +4sY +3Y = 3s + 13; saadaan Y = L
s2+4s+3

Hajottamalla osamurtolukuihin saadaan

3s+13 2 5
YO =6 - Gy Tart

Vaihe 3. Taulukosta:

1 1
1 _ -3t -1 ot
£ {s+3}_6 £ {s+1}_e '

Lineaarisuuden perusteella

y(t) = LHY(s)} = —2£7* {S i 3} +5L71 {S Jlr 1} = 2% 4 5e .

2.6 Porrasfunktio
Porrasfunktio méaaritelldsn siten, etta

0, kun t<a
U(t_a>_{1, kun t>a

Sen avulla voidaan esittdd erilaisia epdjatkuvia funktioita. Jos esimerkiksi

8, kun t<2 . B
f(t)—{& in ¢S 2 , niin f(t) =8 —2U(t —2).

Porrasfunktion Laplace-muunnos on

—as

L{U(t—a)} =&

Siis £7! {6

, kun a > 0 ja s > 0.

—as

b-vi-a

S

2.7 Lauseita Laplace-muunnoksista

Kaikissa seuraavissa lauseissa oletetaan, etta funktio f(t) toteuttaa Lauseen
2. ehdot.
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Lause 5. Jos £{f(t)} = F(s), niin
£{ef(1)} = Fls —a).
Vastaavasti, jos L7 {F(s)} = f(t), niin
LTHF(s —a)} = e™f(2).

Todistus.

L{F()} = Fs) = / et
L{ef(t)} = / —t[e® f(t)] dt = /000 eI (1) dt = F(s — a).

Lause 6. Jos L{f(t)} = F(s) ja a > 0, niin
LUt —a)f(t—a)} =e “F(s).
Vastaavasti, jos L7 {F(s)} = f(t) ja a > 0, niin
L7 e ™F(s)} =U(t —a)f(t — a).

Todistus.
0, kun t<a

1, kun t>a ’

LUE—a)f(t—a)}=
/OO Ut — a) f(t — a)dt = / e 0dt + /Oo e f(t—a)dt (a>0)

o _st . . . . v = t—a
/a e f(t—a)dt = (muuttujanvalhto { do — di )

= /OO e f()dv = e~ /OO e f(v)dv = e " F(s).
0 0

Jos valitaan f =1, niin L{U(t —a) -1} = e L.

niin

Koska U(t — a) = {

Esimerkki. L {t?e7%} =?

2!

21
Koska £ {t*} = —', niin Lauseen 5. nojalla £ {t’e*} = G1op
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‘Cfl 86—28 .
2416

} = cos4t, niin Lauseen 6. nojalla

Esimerkki.

S
s2+16

Koska £7! {

£ {5j€+2186} =U(t—a)f(t—a)=U(t —2)cosd(t —2) =

0, kun t<?2
cosd(t —2), kun t>2 °

Lause 7. Jos L{f(t)} = F(s) ja a > 0, niin

iy =-r(2).

a a

Vastaavasti, jos L7 {F(s)} = f(t) ja a > 0, niin

£ {F (2)} = af(at).

Todistus. Sijoittamalla ¢ = 7 saadaan
£{f(at)} = /oo e~ f (at)dt = /OO i) = 1p (%)
0 0 a a

S

= L{af(at)} = al {f(at)} = F (5) .

Lause 8. Jos L{f(t)} = F(s) ja n on positiivinen kokonaisluku, niin

JATF

= (PO s).

L{nf)} = (=1)
Vastaavasti, jos L' {F(s)} = f(t), niin

LTU{FM(s)} = (—1)"" £ ().

41
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Todistus. Tapaus n = 1. Derivoidaan yhtilo
F(s) = / e * f(t)dt sm suhteen.
0

A prs) = % /OOO e~ F(1)dt =

ds
[" 2 fetsw)a=— [~ e = —c sy

Yleinen tapaus induktiolla.
Esimerkki. L {tsin2t} =7

2
Koska £ {sin2t} = ———, niin Lauseen 8. nojalla
s

+4’

) d 2 4s

Lause 9. (Jaksolliset funktiot). Jos funktiolla f on jaksona P > 0, so. jos
f(t+ P)= f(t) Vt, niin

T g 0L

Todistus.

00 P o)
/ e_Stf(t)dt:/ e_Stf(t)dt+/ e S f(t)dt = (muuttujanvaihto dfﬁ

0 0 P

o

P
ettt + | e P f(v+ P)dv =
/0 it [ o+ P

e—Sve—sP f(’U)

C{f(t) = / e f(t)dt+e " / T e fo)do = L{f(1)) =

1 —esP

fop e_Stf(t)dt‘

v+ P
dv

)
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Lause 10. (Integrointi). Jos L{f(¢t)} = F(s), niin

([ w22

Vastaavasti, jos L7 {F(s)} = f(t). niin

£ {@} = /Otf(u)du
_ /0 ' Hu)du

Silloin G'(t) = f(t) ja G(0) = 0. Naytetédén, ettd G:n kasvu on korkeintaan
eksponentiaalinen.

Todistus. Merkitdan

lf(t)] < Me™, kun t > T.

Valitsemalla M kyllin suureksi voidaan olettaa, ettd 7' = 0 ja a > 0.

/Otf(u)du

Siis G::n kasvu on korkeintaan eksponentiaalinen, joten GG:hen voidaan soveltaa
Lausetta 3.

L)} =LA{G' ()} =sL{G()} — G(0) = sL{G()} =
E{G(t)}—ﬁ{/otf } @
s } / fu

Esimerkki. RC-piirin virranvoimakkuus i(¢) toteuttaa differentiaaliyht&lon

t t tM M M
< [1rlu s [ arermau=Hem = H et ) < Moo
0 0 0 & (e}

(07

G(t)] =

Vastaavasti £ {

Ri(t) + —~ = v(t), (1)
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missd q(t fo 7)dT ja v(t) on sdhkomotorinen voima. Oletetaan, etta
hetkelld t = 0 pétee Z(O) q(0) = 0 ja ettd

U<t>:{%, a<t<b

0, muulloin

Maéritetaédn piirin virranvoimakkuus hetkelld ¢. Sihkémotorinen voima voidaan
esittdd porrasfunktioiden avulla muodossa

v(t) =W [U({t—a)—U(t—-0).

Muodostamalla differentiaaliyht&lon (1) Laplace-muunnos saadaan siten (mer-

kitaan I(s) = L{i(t)})

RI(s) + 5L {al0)} = Vo [U(t —a) ~ U(t ).

Tassa L{U(t —a)} = —as7 LA{U(t—b)} = -~ ja Lauseen 10. perusteella
£y ="
Néin ollen RI(s) + IS(—é) = % (e7* —e™™), josta seuraa
I(s) = F(s) (e —e™™), missi F(s) = 208 +1%.

Taulukosta £ {F(s)} = —e &e.

Lauseen 6. perusteella i(t) = L' {I(s)} = L' {e ™ F(s)}—L " {e ™ F(s)} =

Ut~ a) e 5 — Ut~ b) e

Kle_%, kun a<t<b
(Kl — Kg)eiﬂ’tic, kun ¢t >0 ’
Vo

e 0 —a . b
missd K1 = —eRkC ja Ky = —eRC.
R R

Siis i(t) =0, kun t < a jai(t) = {
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Esimerkki.

o {iim) -

E_l{ 1 } t Arvolla & 1 saadaa E_l{ 1 } t: 1
— 5= ——. Arv = — n — -
sk (k) 2 Vs) T(3) at

1 et
Lauseen 5. nojalla on siis £* {— = ——. Lauseen 10. nojalla saadaan
Vs+1 vt

N

-1 u o= 5
£ {s 3—1—} /\/Wu {du:vdv:>

51{5\/%}: O\ﬁ _fvdv_\f/

Lause 11.

ft)

Jos lim —on olemassa ja L{f(t)} = F(s), niin

{10V - [* P

Todistus. Koska oletamme, ettd f(t) toteuttaa Lauseen 2. ehdot ja et-

td mainittu raja-arvo on olemassa, niin myos funktio g(t) = @ toteuttaa
Lauseen 2. ehdot. Siis £{g(t)} on olemassa, merkitddn G(s) = L{g(t)}.
Lauseen 8. perusteella

£itg)} = £ {0y =~

Siis G'(s) = —L{f(t)} = —F(s), joten

G(s) — G(sg) = — /S F(u)du. (1)

Koska ¢g(t) toteuttaa Lauseen 2. ehdot, niin Lauseen 2. nojalla lim G(s) = 0.

§—00

Antamalla s — oo yhtélossd (1) saadaan

—G(sg) = — /00 F(u)du, joten

S0
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G(s) = G(so) — / F(u)du = /OO F(u)du — /S:F(u)du — / " Fu)du.

Maidritelmi. Funktioiden f ja g konvoluutio f * g madritellddan yhtalolla
/ flw)g(t —u)

e vaihdannainen: fxg=gx* f

Konvoluutio on

e liitAnndinen: f* (g« h) = (f*g) *h

e distributiivinen: f* (g +h) = f*xg+ f x h.

Lause 12. (Konvoluutiolause) Jos L{f(t)} = F(s) ja L{g(t)} = G(s),

niin {/ Flu)g(t —u du} = F(s)G(s).

Vastaavasti, jos L7 {F(s)} = f(t) ja L7 {G(s)} = g(¢), niin
£FOGE) = [ Hwglt = u)du = (£ = 5)()

Todistus. Koska F(s) = [7 e f(u)du ja G(s) = [;~ e *"g(v)dv, niin

F(s)G(s) = ( /0 e f(u)du) ( /0 gl )dv> _

Azéﬂgmm<L: m7(>)dv_/“</“€W()_Wﬂ)u)M:
/: (/u:o s d“) dv = / 0 /u e f(u)g(0)dud.

U
t—u

Suoritetaan muuttujanvaihto { Z
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jolloin (u,v)-tason aluetta {(u,v)|lu > 0 ja v > 0} vastaa (u,t)-tason alue
{(u,t)ju>0jat>u}={(u,t)|0<u<tjat>0}

Koska kuvauksen (u,t) — (u,v) = (u,t—u) Jacobin determinantti =1

niin F(s)G(s) :/: (/t e f(u)g (t—u)du) dt =
/ (/ flu t—udu) {/f t—udu}

Esimerkki. Ratkaistaan integraaliyhtalo

Y

1
-1 1

y(t) =1 +/0 y(u)sin(t — u)du.

Oletetaan, ettd Y (s) = L {y(t)}. Konvoluutiolauseen perusteella

Y(s)=L{1}+ L {/Oty(u) sin(t — u)du} = é + L{y(t) xsint} =

1 1 Y(s)

E+Y<S)£{Sint}:§+32+1:>
1 1 s2+1 1 1
1-— Y(s)===Y(s) = -4
( 52 4+ 1) (s) s (s) s3 ST
1 1 t?
=L+ b =1+ —.

Sijoittamalla voidaan todentaa, ettd tdmé on annetun yhtéalon ratkaisu.

Esimerkki. Tarkastellaan jouseen ripustetun massan vardhtelya ulkoisen
voiman ollessa r(t) = Kysinpt. Jos jousen vaimennuskerroin oletetaan nol-
laksi, systeemié kuvaa differentiaaliyhtélo

my” + ky = Kysin pt (1)
(vrt. §1.6). Ratkaistaan alkuarvotehtévi y(0) = ¢/(0) = 0. Merkitsemalla

/k K,
wo = JaK— 0
m
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yhtélo (1) saadaan muotoon
y" + w?y = K sin pt.

Otetaan Laplace-muunnos:

Kp
Y +wgY = K =Y(s) = :

W K Y e
Merkitaédn

1 1 1 1

. —1 . . o —1 . .
ft)==L {82 —l—w%} = uTosmwot, gty =L {52 +p2} = ];smpt.
Konvoluutiolause = y(t) = Kp(f x g)(t) =

K

— [ sinwgusinp(t—u)du = / {cos[wou — p(t — u)] — cos|wou + p(t — u)]} du.

wo Jo 2(4)0

Tapaus p? # w?:

t) K ; {sin[wou —p(t —u)]  sinfwou + p(t — u)] }
y(t) = - -~
2wo o wo +p Wo —p
K (sinwpt +sinpt  sinwyt — sin pt K p . )
— = 5§ —— Slwol —sinpt o .
2wy wo +p Wo —Pp P —wy (wo

Ratkaisu on siten superpositio kahdestta sinimuotoisesta viarahtelysta, joista
toisella on ulkoisen voiman taajuus ja toisella jousen luonnollinen virdhtely-
taajuus.

Tapaus p = wy (resonanssi): Téssd tapauksessa

y(t) = Yo / {cos[wou — w(t — u)] — cos|wou + wy(t — u)]} du =

/ {cos[2wou — wot] — coswpt }du =

2&)0
K t [ sin[2wou — wot]
_ Y —
oo é { o U COS Wy
K [sinwgt —sin(—wot) Feoswyt b =
2(4)0 2&)0

——(sin wopt — wot coswyt).
QwO( 0 0 ot)

Kun t — oo, viridhtelyjen amplitudi kasvaa rajatta (rikkoutumisvaara).
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2.8 Osamurtokehitelmat

Kaytannossa joudutaan usein madraamain

{53}

missi P(s) ja Q(s) ovat polynomeja ja degP(s) < degQ(s). Télloin voidaan
kdyttaa hyvaksi rationaalifunktion % osamurtokehitelmé&a.

Esimerkki.
= 3s+1 9
(s—=1)(s*2+1)
Kirjoitetaan
3s+1 A +Bs+C 1)
(s—1)(s2+1) s—1 s2+1

=3s+1=A(s"+1)+ (Bs+CO)(s—1).

Sijoittamalla s = 1 saadaan 4 = 24 = A = 2.
Sijoittamalla s = 0 saadaan 1 =2 - C = C = 1.

Sijoittamalla jokin muu s:n arvo, esimerkiksi s = —1 saadaan
—2=2A-2(C—-B)=4—-2+42B =2+2B, joten B = —2. Siis

3s+1 2 —2s+1
-1 et -1 _
£ {(5—1)(52+1)}£ {3—1}+£ {52—1—1}
2 1
E_l{S_l}—25_1{S2il}+£_l{82+1}:2et—2cost+sint.

Toinen tapa: Kun A on mééritty (A = 2), kerrotaan (1) puolittain s:1la ja
annetaan s — oo; saadaan 0 = A+ B, siis B = —A = —2.

Huomautus. Jos Q(s) sisiltiifi jaottoman toisen asteen tekijin s +ps+g,
niin sitd vastaavan osamurtoluvun

As+ B
s2+ps+q

kiddnteinen Laplace-muunnos 16ydetdan kirjoittamalla

As+B As+B
s24+ps+q (s—a)2+ 32
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missi « ja 3 ovat polynomin s?+ps+¢q nollakohdan reaali- ja imaginaariosat.
Télloin
As+ B A(s —a)+aA+B s—a« aA+ B

s24+ps+q  (s—a)2+p2 (5—04)2+52+(5—oz)2+52’

ja kddnteinen Laplace-muunnos on Lauseen 5. perusteella

aA+ B

e <A cos Ot + sin ﬁt) )

2.9 Diracin 6-funktio

Diracin d-funktiota kiytetdin mallinnettaessa hetkellistd impulssia tai esi-
merkiksi yhteen pisteeseen keskittynyttd massaa. Kysymyksessi ei ole oikeas-
taan “funktio” vaan ns. yleistetty funktio, jota voidaan ajatella rajatapauk-
sena tavallisesta funktiosta esimerkiksi seuraavasti:

Maaritellddn jokaista € > 0 kohden suorakaiteen muotoinen pulssifunktio
1

&@—m%={%’k“'“_M<g

0, kun [t —to| >¢ (tER)

Sanomme, ettd ty on pulssin A (t — ty) keskipiste. Pulssin korkeus kasvaa,
kun € — 0, mutta aina

/mA4p4@ﬁ:1. (1)

oo

Sopimuksen mukaan pisteeseen ty kuuluva Diracin -funktio on
St —to) = liH(l) AL(t —tp). (2)
e—

Tavallisessa mielessi téité raja-arvoa ei ole olemassa eiki 6 (t—tg) ole myoskéian
mikdin funktio vaan ns. distribuutio, jota voidaan integroida ja muutenkin
kohdella tavallisten funktioiden tapaan. Sen perusominaisuudet ovat

(1) 5(t—t0) = 0, kun t #to
Oﬂ/mﬂﬁ%@ﬁzl 3)

—00
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Molempia ominaisuuksia voidaan perustella "mééritelmén” (2) avulla. Esi-
merkiksi antamalla ¢ — 0 kaavassa (1) vasemmalla puolella on raja-arvona
1; niin ollen on luonnollista vaatia, ettd (i) patee. Yleisemmin

/ " F@S(t — to)dt = () (4)

aina kun f(t) on méadritelty ja jatkuva jossakin to:n ympéristossd. Kun € > 0
on kyllin pieni, vili [ty — €, to + €] siséltyy nimittdin tallaiseen ympéristoon.

[e%s} to+e to+¢e
| rwse—wa= [ ro5t =5 [ pod= 32 = p©),

o—c 2t 2 Jy_e

missd ty—e < £ < to+¢ (integraalilaskennan véliarvolause). Antamalla e — 0
oikea puoli ldhestyy arvoa f(ty). Néin ollen on luonnollista vaatia, ettd (4)
patee.

Samankaltaisin argumentein kuin ylld voidaan "osoittaa”, ettd d-funktion "in-
tegraalifunktio” on porrasfunktio U(t — 1), silla

t
0, kun t<ty B
/_Ooa(f—t())dT_{ Dol — -t

Vaikka U (t—tp) ei ole tavallisessa mielessé derivoituva pisteessé t = ¢, sillé on
kuitenkin yleistettyjen funktioiden (distribuutioiden) joukossa “derivaatta”

d
Ut —to) = 3(t — o).

o-funktiolla on my6s Laplace-muunnos
Lt~ 1)} = m LAt — 1)} (o > 0).

Oikeanpuoleinen raja-arvo voidaan laskea:

LABE =t} = £ {5 (e (10 =) ~ Ut~ (ta+ )] | =

2—15 [L{U(t = (to =€)} = LLU(t = (to +2))}] =
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—(to—e)s —(to+e)s es _ ,—es
i e e B e_tose e
2e s s 2es
L. e —e®  ginhes sinhes —sinh0
Téassa = = — cosh0 =1, kun ¢ — 0.

2es €S es—10
Siis
L{5(t—1ty)} = lir%C{AE(t —to)}=e" (t, > 0).

/ e *6(t — to)dt = e~ (kaavasta (4)).
0

Esimerkki. Tarkastellaan jousessa riippuvan massan pakotettua vardhte-
lya, jota kuvaa differentiaaliyhtilo

" +4x =sint + 20(t — 3).

Téassd jousen vaimennuskerroin on oletettu nollaksi ja massaan vaikuttaa
ulkopuolisen voiman sint ohella dkillinen impulssi hetkelld ¢ = 3. Alkuar-
voiksi oletetaan z(0) = z/(0) = 0.

Muodostetaan differentiaaliyhtdlon Laplace-muunnos ja merkitdian

X(s) = L{z(t)}; saadaan

[$°X — sz(0) — 2/(0)] +4X = +2e7%,

s24+1
Alkuehdot huomioiden tasta seuraa
1 2e~3s

X = .
6 =i ry T ra
Osamurtokehitelma;:
1 1 1 1 2¢3s
X(g) = = . '
G =3 27173 274 274

Etsitddn kiaanteinen Laplace-muunnos; saadaan ratkaisu

1 1
x(t) = gsint — ESiDQt +U(t—3)sin2(t —3) (t>0).
Ratkaisun ensimmaéinen ja toinen termi aiheutuvat voimasta F(t) = sint,
joka synnyttiaa jousen luonnollisella ja voiman F'(¢) taajuudella tapahtuvaa
vardhtelyd. Siithen yhdistyy hetkelld ¢ = 0 viimeinen, impulssin aiheuttama

termi.
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3 Fourier-muunnokset

3.1 Fourier’n sini- ja kosinimuunnos
Fourier’n kosinimuunnos
Parillisen funktion f(z) Fourier-integraali on kosini-integraali (vrt. §1.11:n

kaavat (10) ja (11))

(a) f(z) = /000 A(w) coswzrdw, missi

(b) A(w) = %/OOO f(v) coswudv. (1)
Asettamalla
Jow) = /5 Aw)

saadaan kaavasta (1b)

fulw) = @ | st@rcoswis ©)
flw) = @ | it coswadu 3)

Huomautus. Kaavassa (2) integroidaan z:n ja kaavassa (3) w:n suhteen.
Kaavan (2) mérittelemi funktio f.(w) on funktion f(x) Fouriern kosini-
muunnos. Muodostamalla siitd uudelleen kosinimuunnos saadaan kaavan (3)
perusteella funktio f(x).

ja kaavasta (1a)

Fourier’n sinimuunnos

Parittoman funktion f(x) Fourier-integraali on sini-integraali (vrt. §1.11:n
kaavat (12) ja (13)):

(a) f(z) = /OOOB(w) sinwrdw, missi

() Bw) = % /0 " F(v) sin wody (4)
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Asettamalla

saadaan kaavasta (4b)

fu(w) = @ | f@)sinwss )
f(@) = @ | swsinwad (6)

Sanomme, ettéi f,(w) on funktion f(z) Fouriern sinimuunnos. Muodosta-
malla siitd sinimuunnoksen kdénteismuunnos kaavan (6) mukaisesti saadaan
alkuperiinen funktio f(z).

ja kaavasta (4a)

Kosini- ja sinimuunnoksille kiytetddn my6s merkint6ja

Fof)=for F(f)=Fs

ja kifinteismuunnoksia merkitifin vastaavasti F. ! ja F, L.

Esimerkki 1. Etsitddn Fourier'n kosini- ja sinimuunnokset funktiolle

k, kun 0<z<a
f<x)_{0, kun z >a

Madéritelmien (2) ja (3) mukaisesti

A 2 [ 2 sl
fe(w) = \/j/ kcoswzdr = \/jksm e
7 Jo T ow
P 2 [ 21—
fwy =2 [ hsimurar = 2100
7 Jo m w
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Lineaarisuus

Fourier'n kosini- ja sinimuunnokset ovat olemassa, jos f(z) on paloittain
jatkuva jokaisella w-akselin érelliselld vélilld ja jos integraali [ |f(x)|dx
suppenee. Edelleen, jos a ja b ovat vakioita, niin

(a) Felaf +bg) = aFe(f) + bFc(g)
(b)  Filaf +bg) = aFi(f) + bFi(g) (7)

(mikéli myds F.(g) ja Fs(g) ovat olemassa). Toisin sanoen Fourier'n kosini-
ja sinimuunnokset ovat lineaarisia operaatioita.

Todistus.

aF.(f)+bF.(9) = a\/7/ f(z) coswzdx + b\/7/ ) coswrdr =

\/g /0 " (af (x) coswa + bg(x) cos wr)dz =
\/g/ooo[af(x) + bg(x)] coswadr = F.(af + bg).

Kuten Laplace-muunnos, myos Fourier’n sini- ja kosinimuunnokset muunta-
vat derivoinnin algebralliseksi operaatioksi.

Lause 1. Oletetaan, ettd f(z) on arvoilla = > 0 jatkuva funktio s.e.

| ir@las <

ja f’ on paloittain jatkuva jokaisella dérelliselld vélilla [0, T]. Oletetaan lisak-

si, etta
lim f(z) = 0.

T—00

Silloin

(@) FAS@) = wF {f()} - \f £
(0) FAf @) = —uF {f(a ®)
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Todistus. Osittaisintegroinnilla ndhdaan, etti

FoAf(x)} = \/g/ooo f'(z) cos wrdr =

/2 {Tr@swn s [" feywsinwade - 20+ wF )
F AL (2)} = \/g/ooo F(2) sinwads =

\/g {‘Z F(a) sinwr — /O " Haweos wxdx} — —wF {f@)}.

Vastaavat tulokset toisille derivaatoille saadaan soveltamalla kaavoja (8) funk-
tioon f'(z):

FAS @)} = wFAf @)}~ 270 = i F @) - 2o
FoA"(@)} = —wFAf (2)} = —w*F {f(2)} + \/gwf(())'
Siis
(a) Fe{f'(2)} = —w'F{f(2)} - \/gf’(o)
(b) FA{f"(@)} = —w*F {f(x)} + \/gwf(o) (9)
edellyttden, ettd myos f’ toteuttaa Lauseen 1. ehdot.

Esimerkki. Etsitddn F.{f(z)}, kun f(z) = e ** ja a > 0. Derivoimalla
nihdédin, ettd f”(z) = a®f(z). Siis

(+) Fe{f'(@)} = a®Fe{f(2)}.

Kaava (9a) =

FoAl"(@)} = —w*F A f(x)} - \/gf’(o)-
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Téssd f/(0) = —a, joten sijoittamalla yhtdloon (*) saamme

—w?F, {f(x)} + \/ga =a*F.A{f(x)} =

.nwwnzvgg%@ (a>0).

3.2 Fourier-muunnos
Fourier-integraalin kompleksinen muoto

(Reaalinen) Fourier-integraali on (vrt §1.11:n kaavat (4) ja (5))

f(z) = /000 [A(w) coswx + B(w) sinwx]dw, missé

A(w) = %/_00 f(v) coswvdv, B(w) = %/_OO f(v) sinwvdv.

1 o0
A(w) coswz + B(w) sinwx = — / f(v)[cos wv cos wx + sin wv sin wz]dv.
™ —0o0

“~
cos(wz—wwv)

Fourier-integraaliesitys on siis

flz) = 1 /000 F(w)dw, missa F(w) = /OO f(v) cos(wz —wv)dv. (1)

™

F(w) on w:n parillinen funktio, koska kosini on parillinen. Néin ollen (vrt.
Harjoitus 2., tehtavi 2.)

00 M M )
/ F(w)dw = lim F(w)dw = lim 2/ F(w)dw = 2/ F(w)dw,
M—oco M M—co 0 0

—0o0
joten (1):std seuraa

fla) =1 [ P

(e

1 o

:% N

F(w)dw eli (2)

flz) = % /_ O; [ /_ Z £(v) cos(wz — wv)dv] duw. (3)
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Vastaavasti ndhdaan, etti
G(w) = / f(v) sin(wz — wv)dv.
G(w) on w:n pariton funktio, joten

M
/ Gw)dw =0V M > 0.
-M
Téasta seuraa, etta

/M Fw)dw = /M(F(w) +iG(w))dw =

M —-M

S sttt = wn) + sintu — wolae | aw =

—-M
I

Antamalla M — oo saadaan (2):n perusteella
R I A
z) = oo - w)dw = o— Lim » w)dw =
M

1 o A
— lim {/ f(v)e’(wm_w”)dv} dw =

2T M—oo M

1 [ ee .
e [/_OO f(v)ez(“’z_w”)dv} dw.

Néin saatu esitys

flz) = %/_ /_ f(v)e™ =) dpdw

on kompleksinen Fourier-integraali.
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Kompleksifunktioiden integrointi noudattaa ldhes samoja sdintdjé, kuin reaali-
funktioiden integrointi. Jos f = u + ‘v on kompleksinen, péatee esimerkiksi

b b
| @i = @) = 56) - 1@,
kun méaaritellaan
f(z) =u'(z) + i ().
Edelleen
b b
/ af(r)dr = a/ f(z)dz, kun o € C on vakio.

Tulon derivoimiskaavasta
a (fo)=fg+fd
dx

seuraa osittaisintegroinnin kaava
b b b
/ fode=/fg- / flgdx

my6s kompleksiarvoisille funktioille.

Esimerkki. Olkoon a € R vakio.
d d

. (e"") = %(cos ar +isinar) =

—asinax + ia cos ax = ia(cos ax + isin ax) = iae"".

Fourier-muunnos

Néhd&én helposti, ettd kaavassa (4) esiintyvélle eksponenttilausekkeelle pétee

ezw(x—v) — plwz ,—iwv

ei(a+b) —

cos(a +b) +isin(a + b) = cosacosb — sinasinb + isinacosb + i cosasinb
ia ,ib
e'e” =

(cosa +isina)(cosb+ isinb) = cosacosb — sinasinb + isinacosb + i cosasinb
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Kaavasta (4) seuraa

Fla) = % /_ Z [ /_ Z f(v)eiw’”e_m”dv] dw —

1 oo

2 ) o

Hakasulkulausekkeen maédérittelemé w:n kompleksiarvoinen funktio on fimn
Fourier-muunnos; merkitain f(w), siis

e [/OO f(v)eiw“dv] dw =

~

f) = o= [ fae s 6)
Kaavan (5) mukaisesti

JER+IE) L[
=@ == [ fwea (1)

Sanomme, ettd f(x) on f(w)m Kiinteinen Fourier-muunnos. Vaihtoehtoinen
merkintd: f(w) = F(f) ja kifinteismuunnos F 1.

Jos §1.11:n Lauseen 1. ehdot on tdytetty, niin fn Fourier-muunnos (6) on
olemassa ja (7) pétee kaikissa f:n jatkuvuuspisteissi.
Esimerkki 1. Olkoon

f(a:){k’ kun O<zx<a

0, muulloin

(6)= f:n Fourier-muunnos on
~ 1 a . Lk apiwz
w) = —— ke " dr = —/ —
f(w) \/277/0 \/27ré —w
ik ik

—twx

_ —taw __ 1) .
2w o \/ﬁw (6 )
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Huomautus. Jos f on parillinen, niin

F{f}= \/LZ—F/_OO f(z)[coswx — isinwz]|dr =

1 x
_ f(z) coswzdr — — f x) sinwzrdr =
\ 27T /oo

2 o0
E/o f(z) coswadr = FA{f}.

Esimerkki 2. Lasketaan funktion f(z) = e~**" Fourier-muunnos,
kun a > 0. Koska f on parillinen, niin

F{f} =FAf} = \/E/OO e~ coswrdr = I(a,w).
T™Jo

Integraalin I(a,w) laskemiseksi derivoidaan w:n suhteen

oI \/E /°° s
— =/ — —ze sinwxdx =
w 7 Jo

2

2 o0 —ax2 oo —ax
- {é€2a sinwx—/o 62@ wcosw:cd:c} = —%[(a,w).

101 w 0 W
———=——=clli—h|/|=——.
Siis I ow 2a eli ow n 7] 2a

Integroidaaan w:n suhteen:

2

w
111|I| = _E + Cl(a)

I = I(a,w) = Ca)e™

(sisiltdd myos triviaaliratkaisun). Alkuehdosta

I(a,0) \/>/ —az? g0 —

61
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(sijoitetaan p = az? = dp = 2axdx)

Ry s
J— e =
an T Jo 2a+/E

Sijoitetaan I(a,0) = C(a) = —=, joten

Lause 1. Fourier-muunnos on lineaarinen operaatio so.

Flaf +bg} = aF{f} +bF{g}

aina, kun a ja b ovat vakioita ja funktioiden f ja g Fourier-muunnokset ovat
olemassa.

Todistus. Lause seuraa siité, ettd integrointi on lineaarinen operaatio, jol-
loin (6)=
aF{f(z)} + bf{g

a & A
T _“”zdx + — / Je "Tdx =
\ 2T / f(

) +bg(x)]e ™ dx = F{af(z) + bg(z)}.

AT

Fourier-muunnoksen kiytto differentiaaliyhtialoiden ratkaisemisessa perustuu
seuraavaan lauseeseen.

Lause 2. Olkoon f: R — R §1.11:n Lauseen 1. ehdot toteuttava jatkuva
funktio s.e.

/ |f/(z)|dz < o0 ja f(z) — 0, kun x — +o0.

Silloin
F{f (@)} = iwF{f(2)}. (9)
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Huomautus. Kaava (9) on yksinkertaisempi kuin vastaavat kaavat kosini-,
sini- ja Laplace-muunnokselle.

Todistus. Osittaisintegrointi:

M
\/%_T‘_/_M f/(x)efiwwdx —

1 M ' M )
N { / flx)e ™" = (—iw) / f (:c)e‘mdx} — 0+iwF{f(z)}, kun M — oco.
2m L -m M
e~ = coswzr — isinwr
le7?| = (cos®wx +sin®wx)? =1=1

Soveltamalla kaavaa (9) kahdesti perikkiin saadaan
F'} = iwF{f'} = (iw)>F{f}. Sis
FLf' (@)} = —w'F{f(2)}. (10)
Esimerkki 3. Tarkastellaan z-akselilla sijaitsevaa ddrettomaén pitkdd ho-

mogeenista kaapelia, jonka pinta on eristetty ja jonka lampotila kohdassa z
hetkelld ¢ on u(x,t). Oletetaan, etta

u(z,0) = f(x) (11)
ja ettd kaikilla ¢:n arvoilla
‘llim u(z,t) = | 1|im ug(z,t) =0, (12)
R o
missa u, = 5.

Maéritetaan kaapelin lampotila kohdassa = hetkella ¢. Funktio u(z,t) toteut-
taa ns. 1-ulotteisen lampoyhtilon

Uy = C2ux$7 (13)

. e . . 2
missé ¢ on vakio ja ug, = %.

Kiinnitetdén ¢ ja muodostetaan yhtdlon (13) vasemman ja oikean puolen
méérittelemien z:n funktioiden Fourier-muunnokset; kiyttadmalla kaavaa (10)
saadaan talloin

Flu} = AF{ug} = A(—w?)F{u}.
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Vasemmalla puolella

1 e —wT _ 1 8 > —zwx 8

mikali derivoinnin ja integroinnin jéirjestyksen vaihto on sallittua. Funktiolle
0 = F{u} saadaan niin ollen differentiaaliyht&lo

ou 9 9.
— = —cw"u.
ot

Jokaisella kiintealld w:n arvolla taméa yhtdlo voidaan ratkaista erottamalla

muuttujat; tulos on
2

a(w,t) = C(w)e ", (14)

missi integroimisvakio C'(w) riippuu tarkasteltavasta w:n arvosta. Alkuehdos-
ta (11) seuraa muodostamalla puolittain Fourier-muunnokset

i(w,0) = F{f(x)} = f(w),

joten sijoittamalla yhtilossd (14) t = 0 saamme
i(w,0) = C(uw) = fluw).
Siis @(w,t) = flw)e .
Pitamalla edelleen t kiintedné téstd saadaan kidnteinen Fourier-muunnos

(kaava (7)) ) N
u(z,t) = Nor /_OO f(w)e —Fwt T gy (15)

Konvoluutio

Funktioiden f : R — R ja g : R — R konvoluutio f* ¢ maaritellain yhtalolla

(f * 9)a /f (x — p)dp = /f:v— (w)dp.  (16)

Maéaritelma yhtyy aikaisemmin Laplace-muunnosten yhteydessa esitettyyn
konvoluution mééritelméin, mikéli f(x) = g(z) = 0 kaikilla x < 0.
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Lause 3. (Konvoluutiolause) Oletetaan, ettd f ja g ovat paloittain jatkuvia
ja rajoitettuja ja etta |f| ja |g| ovat integroituvia. Silloin

F{f =g} =V2rF{f}F{g}. (17)

Todistus.

Fireo = [ ( | ot —p)dp) e~y =

% / Z / Z F(0)9(w — p)e = dpd.

Suoritetaan pintaintegraaliin muuttujanvaihto x — p = ¢. Saadaan (vrt. vas-
taava lasku Laplace-muunnokselle)

F{f*g}= \/% /_ f(p)g(q)e P+ dpdg =

fzwp efiwqd dg =
v B B A
e~"wPd “wadg = 2 F{fYF{q}.
o= | s p/_mm 0 = V2rF (£} Flg)
Konvoluutio voidaan lausua my6s Fourier-muunnosten f =F{f}ja

g = F{g} avulla. Muodostetaan yhtilon (17) molempien puolien kidnteiset
Fourier-muunnokset; saadaan

fxg=2rF Y fg} eli
_ / " fw)i(w)e™ du. (18)

Esimerkki 4. Esimerkin 3. limmonjohtoprobleeman ratkaisu voidaan esit-
tdd toisessa muodossa. Kaavan (15) lauseke on nimittdin muotoa (18), missé

Nain ollen

w(t) = (% 9)(x /f (w — p)dp, (19)
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missd, g on funktion ¢ kddnteinen Fourier-muunnos. Tdma saadaan selville
Esimerkin 2. avulla, jossa osoitettiin, ettéi

1
.7:{6_”2} = —e_“’2/4“, kun a > 0.

V2a

L nihdédin lineaarisuutta kiyttien, etti

4c?t

ola) = FH{o(w)} = <=F {ee) =
1

1 2 1 2 2 /402
]_-—1 {e—w /4a} _ \/%e—ax _ e~ /4c t'
V2 V2m 2cy/ Tt

Sijoittamalla lopuksi kaavaan (19) saamme

wa)(F 5 9)w) = 5o [ Fle P,

Valitsemalla a =

Apulause. Olkoon a = ¢ + id. Viite:
d

— (") = ae™”.

dx

Todistus.
€% = eI — oCT el — €T (o dy 4 i sin dx) =
—(e®) = — (e* cosdz) + i— (e“ sindx) =
dx dx dx
e“(ccosdr — dsindzr) + ie“(csindr + dcosdzx) =
c(e cosdx + ie“ sindx) + id(e“ cosdx + ie“ sindx) =

(¢ +id)e™ = ae™®.

4 zZ-muunnos

4.1 z-muunnos

Laplace-muunnoksen diskreetti (epdjatkuva) vastine on z-muunnos. Funktion
f(t) asemesta tarkastellaan lukujonoa (u,)5%, jolloin luvut w, voivat olla
esimerkiksi jonkin jatkuvan funktion w(t) arvoja pisteissd ¢ = nl’, missi

n=20,1,2,....
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Esimerkki 1. Digitaalinen signaalinkisittely: Ajasta riippuva (jatkuva)
signaali t — w(t) digitalisoidaan rekister6imalld signaalin voimakkuus hetki-
nd 0,7,2T,...; saadaan lukujono wu,, = u(nT).

Esimerkki 2. Liikennelaskenta: u,, on tarkkailupisteen sivuuttavien ajoneu-
vojen lukumadra aikavalilla [nT, (n + 1)T7.

Esimerkki 3. Differenssiyhtélot: ratkaistava esimerkiksi yhtalo
Upt2 = Upt1 + Uy,

kun wug ja u; ovat annettuja.

Digitalisoitu signaali u,, = u(nT') méirittelee alkuperdista funktiota ¢t — w(t)
approksimoivan porrasfunktion ¢ — u,(t) s.e.

ug(t) =u(nT) (nT <t<(n+1)T;n>0) (1)

Kyseisen porrasfunktion Laplace-muunnos on

o) oo (n+1)T
L{u,(t)} = / e, (t)dt =) / e~*tu(nT)dt =
0 n=0 v nT
00 (n+1)T o (n—f—l)T_efst
w(nT / e Stdt = w(nT =
Z ( ) nT Z ( ) n/T S

n=0

S Sy (L e

edellyttien, ettd porrasfunktion kasvu on korkeintaan eksponentiaalinen. Tal-

16in sarja
oo

Z u(nT)e "

n=0

suppenee. Sen maérittelema s:n funktio on jonon

{u(nT) }Zozo
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diskreetti Laplace-muunnos. Merkitsemilli z = e*” saadaan funktion
t +— u(t) z-muunnos

Z{u(t)} =U(z) = > u(nT)z"",

n=0

joka riippuu vain u:n arvoista pisteissa n7'.

Jokaiseen lukujonoon {u,}2°, voidaan liittdd porrasfunktio u(t) s.e.
u(t) = u,, kun nT' <t <(n+1)T (n>0).

Lukujonon {u,}5°, z-muunnos on sama kuin siihen liittyvin porrasfunktion
u(t) z-muunnos:

Z{un kot = Y unT)e " = 3w
n=0 n=0
edellyttien, ettad sarja suppenee jollakin z:n arvolla.

Esimerkki 1.
(i) Diracin o-funktion 6(t) (= d(t — 0)) diskreetti vastine on yksikkopulssi

1, kun n=0
A(n)—{()’ kun n>1

Sen z-muunnos on

Z{A(n)} = Z A(n)z™" = 27 =1 (vakio).

(ii) o-funktion 0(t — a) diskreetti vastine on viivéistynyt yksikkopulssi

1, kun n==%
A<n_k)_{0, kun n#k ’

missd k > 1 on kokonaisluku. Vastaava z-muunnos on

Z{A(n—k)} = Z Aln—k)z"=2z"% (2 4£0).
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(iii) Geometrinen pulssijono u, = a™ syntyy eksponenttifunktion
u(t) = a¥/" arvoista pisteissi t = nT. Sen z-muunnos on

= n a a\ 2
=S u, :1+_+<_) v
0 z z

Kyseisen geometrisen sarjan summa on

z

a

U(z) = — = , kun > 1.

(iv) Porrasfunktioon U(t — 0) = U(t) liittyy lukujono U(nT) =1
(=0,1,2,...). zZZzmuunnos on

o0

Z{U(nT)}:U(z):Zz_”:1+§+%+...: z

z—1
n=0

kun |z| > 1 (vrt. (iii)).

Kuten tavallinen Laplace-muunnos, myos z-muunnos on lineaarinen operaa-
tio:

Lause 1. Oletetaan, ettd funktioilla
u(t) ja v(t) on z-muunnokset U(z) = Z{u(t)} ja V(z) = Z{v(t)}. Silloin

Z{au(t) + Bu(t)} = aZ{u(t)} + BZ{v(t)}

aina, kun a ja 8 ovat vakioita.

Todistus. z-muunnoksen méiritelmén nojalla

aZ{u(t)} + BZ{v(t)} = Z (nT)z"" + ﬁz (nT)z
Z {au(nT) + pv(nT)} 27" = Z{au(t) + Bv(t)}.

Jos U(z) = Z{u(nT)}, sanomme, ettd lukujono {u(n1")}>°, on funktion U(z)
kddnteinen z-muunnos; merkitiin Z-'{U(z2)}. Siis

{un) 2o =27 H{U(2)}.
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Kéainteinen z-muunnos on aina lukujono, eikd sen avulla saada selville sita
funktiota u(t), jonka arvoista lukujono {u(nT')}2, alunperin mahdollisesti
muodostettiin. Z71{U(z)} méirié vain funktion u(t) arvot pisteissi nT.
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Taulukko Laplace- ja z-muunnoksista

u(t) up, = u(nT) U(s) = L{u(t)} U(z) = Z{u(t)}

2 0(t—kT) An—k)= { é:Z ; z e kst 27k

3 U®) 1 : P

4 at/™ a® s—(l/lT) ima (@ >0) par

5 ¢ nT e e

6 n*T* & g

7 ta®T7Y nTa""! a=armae (@ >0) e

] e—at e—naT HLG Z,ez_aT

9 te—at nTe el ﬁ %
10 {2t n2T2e—naT ﬁ %
11 sinkt sin knT e P
12 coskt cos knT P %
13 e %sinkt e " sin knT m zQ—QZ:f;;ZOSSiI;che*ZGT
14 e coskt e T cos knT (SJF‘Z)% ZQ_QZfo; ZZSC,S;T;),ZGT
15 sinhkt sinh nkT' s P ey
16  coshkt coshnkT == He—coshiT)

s2—k2 2z2—2z cosh kT+1
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Huomautus. Taulukon lukujonot ja z-muunnokset riippuvat yleensi otos-
valin pituudesta T

Esimerkki 2. Funktion u(t) = (2 + 5t)e™*" z-muunnos saadaan selville
lineaarisuuden perusteella; kiytetddn taulukon riveji 8 ja 9:
2z 5T ze=3T
_ —3t -3ty _ _
Z{ut)} =2Z{e "} +5Z{te "} = po— + e )2

222 4+ 2(5T — 2)e™3T
(z — e3T)2
Jos funktion Laplace-muunnos tunnetaan, sen avulla voidaan usein muo-
dostaa myos saman funktion z-muunnos:

Esimerkki 3.

(i) Oletetaan, ettd

£ute)} = U(s) = 5

Osamurtokehitelma:

3 S
Ul(s) = 2 o1 L{ui ()} + L{ua(t)}-
Taulukon riveiltd 5 ja 12 ndhdéén, ettd

Z{ui(t)} = (ngi)Q ja Z{us(t)} = ZQZ—(ZQZ_C(;ZSQ?-)% 1

3Tz N 2(z — cos2T)
(z—=1)2  22—2zcos2T +1

Siis Z{u(t)} = Z{ui ()} + Z{us(t)} =

(ii)

s 1 1 1
L kt} = ——— = = .
{eoskt} 52 + k2 2<3+ik‘+s—ik)
Taulukon rivin 8 mukaisesti téstd hajotelmasta voidaan lukea
1 z z
{COS } 2 <Z — kT + o — ezk:T)

122 —e*Tz422—e ™ z(2—coskT)
222 — (T 4 e=hT)z 41 22 —2zcoskT + 1’
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Huomautus. Vakio a taulukon 8. rivilla voi siis olla myos kompleksinen
(téssa esimerkissd a = +ik).

Seuraavassa esimerkissd tarkastellaan eri keinoja kd#nteisen z-muunnoksen
méadrittdmiseksi.

Esimerkki 4.
(i) Olkoon

Kirjoittamalla

=3 (:5)

niahddin suoraan taulukosta (rivi 4), etté

{2 )
1

Siis u(nT) = 3 (5) , kun n =0,1,2,... riippumatta otosvilin pituudesta T.

(ii) Olkoon

Osamurtokehitelma:

Taulukosta (rivi 4):
wwer-{() ]G LG -6) L

Siis u(nT) = <—) — <—> , kunn=0,1,2,... riippumatta T":sti.
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(iii) Olkoon
1

U(Z):(z—l)(z—%)'

Tavanomainen osamurtokehitelmé

V() = 2o 2y

z—1 z2—3

ei talla kertaa auta 16ytdmaéaédn ratkaisua, silld taulukon viimeisen sarakkeen
rationaalisissa lausekkeissa on sddnnollisesti jokin z:n potenssi myos osoitta-
jassa. Tallainen z:n potenssi saadaan osoittajaan helposti hajottamalla osa-

murtolukuihin U(z):n asemesta lauseke @

U 1 2 2 4 2 4
(z): ~ =-—-+ - - =>U(z) =2+ ° Zl.
z z(z—l)(z—i) z z—=1 z—3 z—=1 z—3

Taulukon riveiltd 1 ja 4 ndhd&an nyt, etté

Z7HU(2)} = 28(n) + 2{1" 12, — 4 { (%)}w

n=0

0, kun n<1

9 _ 4 (%)n’ kun n > 2 riippumatta 7:sta.

Siis u(nT) = {

Lause 2. Jos Z{u(t)} = U(z) ja K on positiivinen kokonaisluku, niin
Z{u(t+KT)} = 25U (2)—2"5u(0)— 2" " 'u(T)— 2% 2u(2T)—- - -—zu|(K —1)T).
Huomautus. Vastaava tulos lukujonon z-muunnoksille saadaan korvaa-
malla u(¢) lukujonoon liittyvalla porrastfunktiolla.

Erikoistapauksissa K = 1, 2,3 Lauseen 2. viitos on
Z{u(t+T)} = zU(z) — zu(0)
Z{u(t +2T)} = 2°U(z) — 2*u(0) — zu(T)
Z{u(t +37)} = 2°U(z) — 2°u(0) — 2*u(T) — zu(2T)
Vrt.
L{f')} = sLLF(B)} = £(0)
L{f" ()} = s*L{f (1)} — s£(0) — f(0)
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Todistus. Maaritelman mukaan

Ziute+ ey — SO KT Sl + K)T]

on — Zn+K <=
) K-1 K—1
K Z u(nT) u(nT)| KU(2) u(nT)
n=0 2 n=0 2" N n=0 2

Esimerkki 5. Mairitidin Z{u(t + 37)}, kun u(t) = te~*'. Lauseen 2. no-
jalla
Z{u(t +37)} = 2°U(2) — 2°u(0) — 2*u(T) — zu(27T).

Tassa

u(T) = Te "
u(2T) = 2Te "

U(z) saadaan taulukosta rivilta 9. Siten

T ode—2T
Z{u(t+37T)} = = s — 22 Te " —2:Te 7.

(z —e2T)
Esimerkki 6. Ratkaistaan differenssiyhtilo

Upt2 = Upt1 1 Up, (1)

kun vy = u; = 1.

Huomautus. Yhtélostd (1) seuraa arvoilla n = 0,1,2, 3, ettd

Up=U FU=14+1=2
Uz =ug+u =24+1=3
Us=uUz3t+uy=3+2=25
Us =Ug+ U3 =5+3=38

Funktion n — wu,, lausumiseksi alkeisfunktioiden avulla merkitadan

U(z) = Z {{un} 2o}
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jamuodostetaan yhtdlon (1) vasemman ja oikean puolen z-muunnokset. Lauseen
2. avulla saadaan

gZU — ziuo — 2Uy = U — zuy + U
Z{{un12)720 } Z{{uni13e, ) Z{{un}io}

Sijoitetaan tdhian alkuehdot uy = u; = 1 ja ratkaistaan U(z):

22

U(z):—z2—z—1'

Nimittdjan nollakohdat ovat % (1 + \/3) ja funktion @ hajotelma osamur-

tolukuihin on
Uz) A N B
- 1 35 1, /5’
© Emp0% Foaty

missaA:i(H\/S) jaB:i(5—\/3>.

10 10
Kertomalla puolittain z:lla saamme
Az Bz
U(z) = +
1 5 1, 57
e A Y

josta taulukon avulla voidaan lukea kdfnteinen z-muunnos:

1 5\ 1 V5\

Sijoitetaan tdhdn A:n ja B:n lausekkeet ja sievennetdin:

tn = 2n+1¢5 (14 VB — (1= VB

Tamén jonon lukuja kutsutaan Fibonaccin luvuiksi. Jonon ensimmaéiset jasenet
ovat

6 7 8 9 10

n 0 5
1 8 13 21 34 55 8§89

1 2 3 4
Uy, 1 2 3 5
Lause 3. Jos Z{u(t)} = U(z), niin Z{e "u(t)} = U (ze*T).

(z — 5T = yooT — €(s+a)T>



4 Z-MUUNNOS 77

Todistus. Maaritelmin mukaan
e u(t)} = Ze’"“T (nT)z Zu (nT) n.

Esimerkki 7. Etsitain Z{t?¢~}, kun tiedetiiiin, ettd (taulukon rivi 6)

T?2(z+1)
(z—1)%

Valitsemalla u(t) = t* Lauseessa 3. saamme

Z{t*} =

T2z (ze“T -+ 1) B 1%z (z + e‘“T) et

(zeeT —1)* (2 —eal)?

Z{thfat} —
(vrt. taulukon rivi 10.)

Lause 4. Jos Z{u(t)} = U(z), niin

Z{tu(t)} = —ZT%U(Z)
(vrt. L{Ef (1)} = —F(s))

d_dzd _d
ds dsdz dz

Todistus. -
Koska U(z) = Zu(nT , niin
74 Uz T Z (nT)z
—z = —z u(n
dz

—ZTZ nT pees) :Z [nTu(nT)z""] = Z{tu(t)},
n=0 n=0

silld my0s negatiivisten z:n potenssien mukaan etenevien suppenevien potenssi-
sarjojen derivointi termeittidin on sallittua.
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Esimerkki 8. Etsitaan Z{tsinkt}, kun tiedetdin, ettd (taulukon rivi 11)

zsin kT B
22— 92zcoskT +1

Z{sinkT} = U(z).

Valitsemalla u(t) = sin kt Lauseessa 4. saamme
Z{tsinkt} T d U(z)
inkt} = —2T—U(2) =
dz

p5in KT [2* — 2z coskT + 1] — zsin kT[22 — 2 cos kT
(22 — 2zcos kT +1)*
Tz(2% —1)sinkT
(22 = 2zcoskT + 1)%

—Z

Esimerkki 9. Ratkaistaan differenssiyhtalo
Unp42 — 2tun+1 + Uy = 07

missé ¢t on reaalinen parametri. Merkitain

U(2) = Z {{un}nZo}

ja muodostetaan yhtialon (1) z-muunnos Lauseen 2. avulla; saadaan

22U — 2*ug — zuy — 2t(2U — zug) +U = 0 =

22ug + zuy — 2tzug
22 -2tz +1
Oletetaan alkuehdot vy = 1, u; = t. Silloin

U=

22—tz

U= ————.
22 -2tz +1

Oletetaan lisiksi, ettd [t| < 1. Silloin 3 & s.e. t = cosk ja saamme

2(z — cos k)

Ule) = 22 —2zcosk+1°

Taulukon riviltd 12 16ytyy kdénteinen z-muunnos (7' = 1)

u, = cos kn = cos(n arccost).
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Yhtilostd (1) ndhdddn induktiolla, ettd w, on astetta n oleva muuttujan ¢
polynomi. Se on ns. T8ebysevin polynomi, jota merkitaan T, (). Esimerkiksi

Ty(t) =2t — 1
Ts(t) = 4t3 — 3t

jne.

xr = arccost
u, = cosnx = T,(t) = T,,(cos )
cos2r = 2cos’x — 1

cos3z =4cos®r — 3cosx

4.2 Diskreetti Fourier-muunnos

Jos Dirichlet’n ehdot ovat voimassa, funktion f(z) Fourier-sarja suppenee ja
esittad funktiota f(x) kokonaisella vililld. Tété esitystd vastaava diskreetti
probleema voitaisiin formuloida seuraavasti:

Etsi trigonometrinen polynomi, joka saa annetut arvot darellisen monessa
annetussa pisteessa.

Esimerkki. Etsitddn muotoa
i 2ix 3ix
Co + cre” + coe” + c3e

oleva trigonometrinen polynomi, joka saa pisteissd * = 0,7/2,7 ja 3mw/2
vastaavasti arvot 2,4,6 ja 8. Sijoittamalla annetut x:n arvot saadaan nelja
yhtaloa:

¢y + c1 + ¢ + C3 = 2
co + iCl — Co — ’ng = 4
_ _ _ (1)
Co 1 + ¢ C3 6
Co — iCl — C9 + iC3 = 8

Laskemalla yhtdlon yhteen saadaan 4cy = 20. Vakiotermi ¢y = 5 on siis an-
nettujen funktion arvojen 2,4,6 ja 8 keskiarvo aivan kuten jatkuvassa tapauk-
sessa. Muiden kertoimien méédraamiseksi kirjoitetaan systeemin (1) kerroin-
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matriisi muotoon

—_

1

~
~.

A:

— = = =
S,
© o W

1
i 2
i? g4
i3 %

A:n kiidnteismatriisi 16ytyy helposti tarkastelemalla A:n kompleksikonjugaat-

tia A, joka saadaan konjugoimalla kaikki A:mn alkiot.

1 1 1
(=) (=ip (=)
(=i (i)' (i
(=) (i) (=

Osoittautuu nimittiin, etti AA = 41, josta seuraa

Z:

— = = =
[\
—~
[
~
~—
S
—~
|
~
~—
[}

Atz
4

Systeemi (1) voidaan esittdd muodossa Ac = f, missé

Co fo 2

1 a . . f1 _ 4
¢ Co jaf fo 6
C3 f3 8

Ratkaisu saadaan kertomalla vasemmalta A~1:11i:
1 1—
c=A"f=-Af.
4
Siten
1
co = Zl(fo + fi+ fo+ f3) =5 (kuten edelld)
1 ) ) ) .
c = Z(fo —ifi4+ (=)’ fa+ (i)’ f3) = =1+
1
Cy = ;l(fo — fi0fa — f3) = —1

s = U+ (=0 + (=0 o+ (<)) = —1 =
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Tamén esimerkin mukainen trigonometrinen interpolointitehtéva voidaan rat-
kaista samaan tapaan myos tilanteessa, jossa solmupisteité ja tuntemattomia
polynomin kertoimia on n kappaletta. Talloin etsitdin muotoa

n—1

E Cr eikx

k=0

olevaa trigonometristd polynomia, joka saa solmupisteissa 2% annetut arvot
fj, missd 0 < j < n — 1. Ratkaistavana on siis yhtéloryhma

n—1
D e = f(0<j<n-1).
k=0

Sijoittamalla w = €™/ tami yhtiloryhméi saa muodon

n—1

chwjk =f(0<j<n-1).
k=0

Sen kerroinmatriisi F,, on tyyppid n X n ja F,:n jk:s alkio on

WD)

Kédnteismatriisi on jélleen helppo 16ytaé; se on

1—
F'=-F, (F,F,=nl), (2)
n
missd F,:n jk:s alkio on
U Dk=1)

Systeemin F,c = f ratkaisu on siis
1 1=
c=F _"f=—-F,f (3)
n
Téama on jonon f = (f1, f1,..., fn_1) diskreetti Fourier-muunnos.

Todistetaan (2): matriisin F,,F,, jk:s alkio on

n

i@(j_l)(lj—l)w(l/—l)(k—l) _ Z [w(j_l)w(k_l)] (v—1) _
v=1

v=0
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n
E 7“”_1, missi r = wV Dk,
v=1
Jos 7 =k, niin
n

r= (@w) " = wY =1 (Juw| =1) ja ZTV =
v=1

Jos 7 # k, niin

1 _n
Zr”_l =7 T jar # 1 (ilman tod.).
-

Téassa
Pt =" n(j— l)wn(k—l) _ 17

silli w™ = W" = 1. Niin ollen matriisin F, F,, jk:s alkio on 0, jos j # k. Tésta
seuraa (2). Komponenteittain kirjoitettuna (2) on

—— ik —2mijk/n A
" ijw 0 § fie . (4)
7=0 j=0
Tamé vastaa jatkuvan funktion Fourier-sarjan kerrointa
1 " —ikx
— f(z)e "™ dx (vrt. §1.9).
™ —T

Kaavassa (4) on oikeastaan vastaavan integraalin likiarvo laskettuna puoli-
suunnikassaannolla.

Vektorin ¢ laskeminen kaavasta (3) vaatii noin n? yhteen- ja kertolasku-
toimitusta. Matriisin F;, erikoisen muodon ansiosta on voitu kehittida algorit-
mi, jonka avulla c:n laskemiseen tarvittavien laskutoimitusten méaéré supis-
tuu oleellisesti pienemmiéksi ja tulee olemaan kertalukua nlog, n. Talla ns.
nopealla Fourier-muunnoksella (FFT) on monia sovelluksia.

Vektorien f = (fo, f1,---, fu-1) ja g = (90, 91, - - - , gn—1) konvoluutio on vek-
tori f*x g =

(fogo+ fign-1+fogn—o+ -+ o191, s fogn-1+frgn—2+ foGn_3+ -+ fa_190)-

Konvoluution jokainen komponentti on n:n muotoa f;gx olevan termin sum-
ma. Ensimmaisessd komponentissa j + k = 0 tai j + k = n. [:s komponentti
sisaltad ne termit, joissa joko j+k=I1taij+k=14+n (1<1<n-1).
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Esimerkki. Vektorien (1,2,3) ja (4,5,6) konvoluutio on

(1-442-6+3-51-5+2-4+3-6,1-6+2-5+3-4)=(31,31,28).

Diskreetti konvoluutiolause Konvoluution fx*g diskreetti Fourier-muun-
nos on n kertaa fn ja g:n diskreettien Fourier-muunnosten ¢ = F~'f ja
d = F~1g komponenteittain laskettu tulo:

F7H(f*g) =n(F~ f)(F~'g) = n(cd). (5)

(Vit. F{f * g} = V2rF{f}F{g})

Konvoluutiolause tarjoaa vaihtoehtoisen keinon konvoluution laskemiseen.
Kertomalla (5) vasemmalta F:114 saadaan

f*g=nF(cd). (6)

(Vrt. Frg= @f*l{fg})

Siis f*g saadaan kertomalla komponenteittain Fourier-muunnokset
c = F7'f jad = F~'g ja muodostamalla tulon cd kiinteinen Fourier-
muunnos. Nopeaa Fourier-muunnosta kiyttamalla tarvittavien aritmeettis-
ten operaatioiden médrd on yhteensa kertalukua nlog, n ja suurilla n:n ar-
voilla ratkaisevasti pienempi kuin konvoluution laskemiseen maéritelman pe-
rusteella tarvittava tyomaéra.

Konvoluutiota voidaan kiayttda polynomien kertolaskussa. Esimerkiksi

(14w + w1 +w+w?) =1+ 2w + 3w? + 2w’ + w?. (7)

Polynomien kerroinvektorit ovat f = (1,1,1) ja g = (1,1, 1). Oikealla puolel-
la esimerkiksi toisen asteen kerroin on konvoluution f * g kolmas komponentti
fog2 + frg1 + f290. Kaikkia oikean puolen kertoimia ei kuitenkaan saada talla
tavoin paitsi jos w® = 1 kuten oli asianlaita edelld matriisissa F}, tapaukses-
sa n = 3. Tillsin w! = w ja kaavan (7) oikea puoli on 3 + 3w + 3w?; sen
kertoimet ovat tésmélleen samat kuin konvoluution f % g = (3,3,3) kom-
ponentit. Polynomin kerroinvektorien f = g = (1,1,1) Fourier-muunnokset
ovat ¢ = d = (1,0,0), jolloin my6s cd = (1,0, 0). Kainteismuunnoksen avulla
laskettu konvoluutio on (n = 3 Lauseessa 6.)

f*g=3Fs(cd) = (3,3,3)", kuten edelli.
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Esimerkki. Polynomien kertolasku. Polynomien

fo+ fiz + f22” ja go + g1 + go2”

tulo on polynomi, jolla on samat kertoimet kuin vektorien

f = (fO?flavaovo) ja g = (907917927070)

diskreetilld konvoluutiolla

[ xg=(fog0, fog1 + f190, fog2 + fig1 + f290, f192 + fo91, f202).

Esimerkki.

303 - 222 = 67266
303=3+0-10+3-10°
(3,0,3,0,0) = (2,2,2,0,0) = (6,6,12,6, 6)

Jos vektorin f diskreettii Fourier-muunnosta merkitéin F(f) = F, ! f, kon-
voluutiolause voidaan kirjoittaa muodossa

F(f xg) =nF(f)F(g)

Esimerkki. Tapauksessan =2 w = *™/" =™ = —1

I

/11N . 1+ 1/(1 1

Jos f = (4,2) ja g = (8,2), niin F(f) = F;'f = (3,1) ja F(g) = (5,3).
Edelleen fxg=(4-8+2-2,4-2+42-8) = (36,24), joten
F(frg)=F;' @i) = (30,6) = 2F (/) F(9).

4.3 Nopea Fourier-muunnos (FFT)

Fourier-muunnosta (3) laskettaessa on matriisi F), kerrottava vektorilla f.
Jos n = 2m on parillinen, piastidin tulokseen nopeammin palauttamalla
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lasku m-ulotteiseen tapaukseen. Yksinkertaisuuden vuoksi esitimme algorit-
min vektorin F,x laskemiseksi; Fourier-muunnos saadaan tésti konjugoimal-
la. Arvoilla n = 1,2 ja 4 matriisi F;, on:

1 1 1 1
1 1 1 i 2 3
Fl:(1)7 F2:(1 _1>7 Fy= 1 2 44 46
1 43 6 4
Yleisesti F,:n jk:s alkio on
wYDED s w,, = 2/,
Jos n = 2m, pitee selvisti
wTQL = Wy, (1)
silli w2 = ™/ = e2mm — gy,
Muodostetaan n-vektorista x = (zg, x1,. .., 2,_1) aluksi kaksi m-vektoria
¥ = (2o, T2, ..., Tn_2)
l’// = (xlvxi’n s o 7:Cn71>7

joista ' sisaltdd ne x:n komponentit, joiden indeksi on parillinen. Vaitimme,
ettd vektorin y = F,x komponentit voidaan lausua vektorien

y/ — an/ Ja y// — me//
avulla kaavoilla
y; = y;+wly] (0<j<m-—1)
Yiem = Yy —wly] (0<j<m—1)

Todistusta varten hajotetaan summa

n—1
ki
Yy = E w, Ty,
k=0

kahteen osaan, joista toinen sisiltda parilliset ja toinen parittomat indeksit:
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Ensimmaisessid summassa on z’:n ja toisessa 2”:n komponentit:

m—1 m—1
_ 2kj .1 2k+1)j .1
y; = E wy, xkOE wﬁl )xk.
k=0 k=0

Koska w? = w,,, tisti seuraa
m—1 m—1
'_E:kj/ jE:kj//_/ 3, M
Y; = Wy L, + Wy, Wy Lpy = yj + wnyj : (3)
k=0 k=0

Arvoilla 0 < j < m —1 saadaan niin ensimméinen kaavoista (2). Jalkimmaéi-
nen seuraa ottamalla huomioon, etta

WEITM =k (ym)F = kT silla w™ = 1
m

g m__ m _
= —w), silla w)' = ws,, =™ = —1

m
wn

Jtm _ o j
wn - wn

Silloin (3) =

m—1 m—1
) _ § k(j+m) ../ j+m E k(j+m), 1 __
Yj+m = wm( )Ikz + Wy, wm( )Ikz -
k=0 k=0

m—1 m—1

kj o 0 G
Wiy Tge = yj wnyj

3Z

o
|
g

w
k=0 k=0
<m—1)

—~
@]
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