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1. Olkoon X äärellisulotteinen reaalikertoiminen normiavaruus, jolla on kanta { e1, . . . , ek }.
Osoita, että joukko

E =

{
k∑

n=1

αnen : αn ∈ Q

}

on tiheä avaruudessa X .

2. OlkoonH ääretön-ulotteinen Hilbertin avaruus, jolla on ortonormaali kanta (en). Määritel-
lään kuvaus T : H → `2 yhtälöllä

T (x) = (〈x, en〉)n∈N.

Perustele, miksi T on bijektiivinen isometria.

3. Olkoon H F-kertoiminen Hilbertin avaruus ja y, z ∈ H. Osoita, että kuvaus T : H → H,

T (x) = 〈x, y〉z,

määrittelee rajoitetun lineaarisen operaattorin. Osoita edelleen, että ‖T‖ ≤ ‖y‖‖z‖.

4. Olkoon H F-kertoiminen Hilbertin avaruus ja y ∈ H. Osoita, että kuvaus T : H → C,

T (x) = 〈x, y〉,

määrittelee rajoitetun lineaarisen operaattorin. Osoita edelleen, että ‖T‖ = ‖y‖.

5. Olkoot X , Y ja Z normiavaruuksia sekä T ∈ B(X, Y ) ja S ∈ B(Y, Z). Osoita, että
S ◦ T ∈ B(X, Z) ja

‖S ◦ T‖ ≤ ‖S‖‖T‖.

6. Olkoon X normiavaruus ja (Tn) ja (Sn) jonoja avaruudessa B(X) := B(X, X) siten, että
limn→∞ Tn = T ja limn→∞ Sn = S. Osoita, että

lim
n→∞

SnTn = ST.

(Vihje! Kirjoita SnTn − ST = SnTn − STn + STn − ST ja hyödynnä tehtävää 5.)


