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1. Olkoon X Banach-avaruus ja (Tn) jono kääntyviä operaattoreita avaruudessa B(X) siten,
että Tn → T avaruudessa B(X) ja että ‖T−1

n ‖ < 1 kaikilla n ∈ N. Osoita, että T on
kääntyvä. (Vihje! Osoita Lauseen 4.2.5 avulla, että T−1

n T on kääntyvä kun n on riittävän
suuri.)

2. Olkoon (an) reaalilukujono siten, että

∞∑
n=1

anxn < ∞

kaikille reaalilukujonoille (xn) ∈ `1. Osoita, että (an) ∈ `∞. (Vihje! Tarkastele oper-
aattoreita Tn : `1 → R, Tn(x) =

∑n
i=1 aixi Lauseen 4.3.4 avulla ja tutki jonoja ẽn.)

3. Olkoot X ja Y normiavaruuksia ja T : X → Y lineaarikuvaus. Osoita, että

(a) T (X) on Y :n lineaarinen aliavaruus;

(b) T (X) = Y jos T on avoin kuvaus.

4. Olkoot X ja Y Banach-avaruuksia ja olkoon T ∈ B(X, Y ) bijektio. Perustele luentojen
tulosten avulla, miksi T−1 ∈ B(Y, X).

5. Olkoon X Banach-avaruus sekä normin ‖ ·‖1 että normin ‖ ·‖2 suhteen. Oletetaan lisäksi,
että on olemassa α ∈ R+ siten, että ‖x‖1 ≤ α‖x2‖ kaikilla x ∈ X . Osoita, että normit
‖ · ‖1 ja ‖ · ‖2 ovat ekvivalentit, ts. on olemassa myös β ∈ R+ siten, että ‖x‖1 ≤ α‖x2‖
kaikilla x ∈ X . (Vihje! Mitä tiedät oletusten ja tehtävän 4 perusteella identtisestä kuvauk-
sesta?)

6. Olkoot X ja Y Banach-avaruuksia, joiden normit ovat ‖ · ‖X ja ‖ · ‖Y . Osoita, että kar-
teesinen tulo X × Y on Banach-avaruus, kun summa ja skalaarilla kertominen määritel-
lään yhtälöillä

(x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2), a(x1, y1) = (ax1, ax2),

ja normi yhtälöllä
‖(x, y)‖ = ‖x‖X + ‖y‖Y .

Huom! Pidetään tässä tunnettuna, että X × Y on vektoriavaruus.

Huom! (a) Välikoe maanantaina 16.11 alkaen klo 8.00 salissa M100. Koealue luvut 1-3 sekä
4.1 ja 4.2.


