Argumentin periaate

Marko Lamminsalo

It3-Suomen Yliopisto

8. huhtikuuta 2011

M. Lamminsalo Argumentin periaate



Kertausta

Kompleksiarvoinen kayra

Maaritelma

Kompleksitason jatkuva kayrd T : [a, b] — C m&aritellddn parametrien
avulla muodossa

M:z(t) =x(t) +iy(t), (t€]a, b],a<b)

missa x ja y ovat reaalimuuttujan t reaaliarvoisia jatkuvia funktioita.
Pistettd z(a) sanotaan alkupisteeksi ja pistettd z(b) loppupisteeksi.
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Kertausta

Nimityksia

Kayran I sanotaan olevan
- suljettu, mikali alkupiste on sama kuin loppupiste, ts. z(a) = z(b)

- yksinkertainen, mikali se ei leikkaa itsedan, ts. z(t;) # z(t2) aina
kun t; # tp, mutta hyvaksytddn kuitenkin mahdollisuus z(a) = z(b)

- siled, jos funktio z on jatkuvasti derivoituva muuttujan t € [a, b]
suhteen, ts. funktiot z ja z’ ovat jatkuvia valill3 [a, b]

- polku, jos se on paloittain silea.

Yksinkertaista suljettua kdyrda kutsutaan myos Jordanin kdyriksi ja
yksinkertaista, suljettua sekd paloittain siledd kdyrad dariviivaksi.
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Maaritelma

Olkoon f kompleksiarvoinen funktio, joka on maaritelty pisteen a € C
ymparistdssa. Funktio f on analyyttinen pisteessa a, jos se on derivoituva
pisteessa a, ts. jos raja-arvo
. f(z)—f(a
f'(a) = lim f(z) = #(2)

z—a Z—a

on olemassa &arellisend kompleksilukuna.

Maaritelma

Piste zy € C on eristetty erikoispiste, jos funktio f on analyyttinen
joukossa {z € C: 0 < |z — z| < r} jollekin r > 0, mutta ei ole
analyyttinen pisteessa zg.
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Kertausta

Laurentin sarja

Lause

Olkoot 0 < a < b < oo ja olkoon funktio f analyyttinen ympyrarenkaassa
A={zeC:a<|z—z| < b}, missd zy on jokin kompleksitason
kiinnitetty piste. Silloin funktiolla f on joukossa A yksikasitteinen
Laurentin sarjaesitys

o0

f(z)= Y a(z— =)

k=—o0

kaikille k € 7Z.. Kertoimet ay saadaan integraalista

S N O B
2ri Jr (¢ — zo)k
missd I C A on mika tahansa dariviiva, jonka rajoittaman alueen sisilld

piste zy on.
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Kertausta

Residylause

Jos ' on positiivisesti suunnistettu dariviiva ja funktio f on analyyttinen
aariviivalla T ja sen sisalld lukuunottamatta pisteitd z;, z», ..., z,, niin

/r f(z)dz = 27rii Res(f; z;j).

M. Lamminsalo Argumentin periaate



Argumentin periaate

Nollakohdista ja navoista

Lemma

Olkoon T positiivisesti suunnistettu aariviiva ja olkoon funktio f kayralla
I" ja sen sisdlla analyyttinen lukuunottamatta &arellistd maarda napoja
kdyran T sisdlld. Oletetaan lisiksi, etta funktiolla f ei ole napoja tai
nollakohtia kayralld T'. Talléin

No(T) — Noo(T) = %m/r 7:((22))dz.
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Kierrosluku

Lemma
Olkoon T suljettu polku, joka ei kulje pisteen zo kautta. Tallbin integraalin

1 dz
2mi Jr z — 29

arvo on kokonaisluku, jota kutsutaan polun I kierrosluvuksi pisteen z;
suhteen ja merkitddn n(T; zp).
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Argumentin periaate

Kierrosluku

Lemma

Jos T on suljettu polku ja pisteet zy ja z; ovat samassa polun T
rajaamassa kompleksitason osassa C \ T', niilli on sama kierrosluku, ts.

n(T; z0) = n(T; z1).

Jos piste zy on kdyran T rajaaman alueen ulkopuolella, niin n(T'; zp) = 0.
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Lause

Olkoon T positiivisesti suunnistettu dariviiva ja olkoon f analyyttinen ja
ei-vakio funktio dariviivalla T ja sen rajaaman alueen sisilld

lukuunottamatta darellistd maarad napoja. Olkoon wy & f(I) piste
kuvatasossa. Talloin

Mol = Noc(1) = 575 [ 7z = (i)

z) — wo
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Rouchén lause
Rouchén lause

Lause

Olkoon D C C alue ja olkoon I alueen D Jordanin kiyrd siten, ettd
kayrédn sisdosa kuuluu alueeseen D. Olkoon funktio f analyyttinen
alueessa D sekd nollasta eroava kayralli T ja olkoon funktio h
analyyttinen alueessa D siten, ettd

\h(€)| < |F(€)| kaikilla € € T.

Talléin funktioilla f ja F = f + h on yhtd monta nollakohtaa kayran I'
sisalla.
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Rouchén lause

Algebran peruslause

Muuttujan z n:nnen asteen polynomin P : C — C,
P(z) = apz" + B aZ A e Al ez A e,

missd n € N ja a, # 0, nollakohtien kertalukujen summa on n.
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Talldin voidaan kirjoittaa

anpz" an

P 1 /a,— a
(Z)_1 7( 21_~_._.+;(I)1>’

kun z on nollasta eroava. Ympyrilld |z| = r > 1 saadaan siten arvio

P(Z)f = 1 jan ...+@S 1 (a"_1‘+..‘+‘@)
apz" lan| | z zn |an| z z"
L (ol J20l g'a”_l|+m+|30|<l,
‘an| r rn ‘a"|r

kun valitaan

r> max{'aan”|.+|ao,l}.
anp
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Polynomin juurien moduleille saadaan ylaraja polynomin kertoimien
avulla, kaikki juuret nimittdin sijaitsevat kiekossa

|an—1] + -+ [a1] + |ao]
|an|

2| < (2| > 1).
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