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1 Johdanto

Argumentin periaate on askel eteenpéin kompleksianalyysin peruskurssilla esitetysté teo-
riasta; nyt vain lisdtdan jalleen yksi sovellus jo entuudestaan hyvin kiyttokelpoiselle Resi-
dylauseelle. Sen avulla saadaan yhdistettyad analyyttisen funktion logaritminen integraa-
li, nollakohtien ja napojen vélinen erotus ja kuvakiyrén kierrosluku origon suhteen. Se
on siis hyvin monipuolinen ja helposti sovellettava seké yleistettava tulos. Tassé tutkiel-
massa keskitytddn sovellusten osalta tarkastelemaan erityisesti Argumentin periaatteen
seurauksena saatavaa Rouchén lausetta, jonka avulla voidaan verrata kahden analyyt-
tisen funktion nollakohtien méaéras tietyssé alueessa. Rouchén lauseen avulla pystytaan
edelleen todistamaan muita merkittavia tuloksia.

Vaikka tutkielman lukijalta odotetaankin pohjatietoina vahintdén kompleksianalyysin
peruskurssia, annetaan suurin osa tarvittavista lahtotiedoista (joskin ilman perustelua)
tiiviissa paketissa luvussa 2. Luku 3 koostuu pelkistddn Argumentin periaatteeseen joh-
tavasta paattelysta seké itse vaittdmaéasta ja luku 4 keskittyy enemmaélti saadun lauseen
sovelluksiin. Sovellusosuuden paédpaino on edelld mainitun mukaisesti Rouchén lauseella.

Padasiallisina ldhteind on luvussa 2 kiytetty Fulksin kirjaa Complexr Variables, An
Introduction [3], luvussa 3 Flaniganin kirjaa Complex Variables, Harmonic And Analy-
tic Function [2] ja luvussa 4 Ponnusamyn ja Silvermanin kirjaa Complex Variables With
Applications [7]. Muita l&hteitd on kuitenkin kdytetty tarkistuksessa seké esityksen mo-
ninaistamisessa.



2 Peruskasitteita

Téasséd luvussa palautetaan mieleen todistamatta muutamia tutkielman kannalta oleel-
lisia kompleksianalyysin peruskasitteitd. Aloitetaan analyyttisyydestd ja tarkastellaan
kompleksiarvoisia kayria.

Maaritelma 2.1. Olkoon f kompleksiarvoinen funktio, joka on maéaritelty pisteen a € C
ympaéristossd. Funktio f on analyyttinen pisteessa a, jos se on derivoituva pisteessi a, ts.

jos raja-arvo
a) — i )= 1)
z—a zZ—Q
on olemassa aarellisend kompleksilukuna. Edelleen funktiota f, joka on maéritelty komplek-
sitason C avoimessa joukossa U, sanotaan analyyttiseksi joukossa U, jos se on derivoituva
kaikissa pisteissd a € U. Mikali funktio f, f : C — C, on analyyttinen koko kompleksita-
sossa C, sanotaan sita kokonaiseksi.

Maaritelma 2.2. Kompleksitason jatkuva kayra T : [a, b] — C mééritellddn parametrien
avulla muodossa
[:z(t) =) +w(t), (t€a,b],a<b)

missé x ja y ovat reaalimuuttujan t reaaliarvoisia jatkuvia funktioita. Pistettd z(a) sano-
taan alkupisteeksi ja pistettd z(b) loppupisteeksi. Kéyrén I' sanotaan olevan

- suljettu, mikili alkupiste on sama kuin loppupiste, ts. z(a) = z(b)

yksinkertainen, mikali se ei leikkaa itsedén, ts. z(t1) # z(t2) aina kun t; # t5, mutta
hyviksytaan kuitenkin mahdollisuus z(a) = z(b)

siled, jos funktio z on jatkuvasti derivoituva muuttujan ¢ € [a, b] suhteen, ts. funktiot
z ja 2’ ovat jatkuvia valilla [a, b]

polku, jos se on paloittain sileé.

Yksinkertaista suljettua kiayrda kutsutaan myos Jordanin kdyrdks: ja yksinkertaista, sul-
jettua seka paloittain siledd kiyraéd dariviivaksi.

Maaritelma 2.3. Avointa yhtendista joukkoa D C C kutsutaan alueeksi. Mikali alueen
D jokaisen Jordanin kdyrédn rajaama kompleksitason rajoitettu osa sisdltda vain alueen
D pisteité, on alue yhdesti yhtenéinen.

Lause 2.4. (Jordanin kiyrialause) Olkoon I' : [a,b] — C Jordanin kdyrd. Tdlloin
kdyrdin I' komplementti koostuu kahdesta pistevieraasta alueesta, rajoitetusta ja rajoitta-
mattomasta, joilla kummallakin on reunanaan kdyrd I.

Maaritelma 2.5. Olkoon D C C alue ja 0D alueen reuna. Reunalla 0D on positiivinen
suunnistus, mikali kuljettaessa reunaa pitkin alue D jéaa vasemmalle puolelle.



Lause 2.6. Olkoon funktio f analyyttinen alueessa D C C. Tdlloin kaikki derivaatat
™ ovat olemassa ja funktiot f seki f™ ovat jatkuvia kaikilla n € N. Lisdksi kaikille
adrivitvan I C D rajoittaman alueen sisapisteille z patee

1) = g [ S e

Lause 2.7. (Taylorin sarja) Olkoon funktio f analyyttinen alueessa D C C ja olkoon
20 € D. Merkitdin § = {inf |z — 2| : 2 € OD} pisteen zy ja alueen D reunan 0D wvdilistd
lyhintd etdisyytta. Tdlloin kaikilla z € D, |z — 29| < 0§, funktiolla f on yksikdsitteinen
suppeneva sarjakehitelmd

- f(n) (Z()) n
@) =3 2 e
n=0
Siirrytddn tarkastelemaan analyyttisen funktion nollakohtia. Erityisesti yksikésittei-
syyslauseesta ndhdaén, ettéd ei-vakion analyyttisen funktion nollakohtien téytyy olla eris-

tettyja ja jos niitd on ddreton madra, niiden taytyy supeta kohti reunapistetta.

Maaritelma 2.8. Piste zg € C on funktion f m-kertainen nollakohta, jos funktio f on
analyyttinen pisteessi 2o ja f(20) = f'(20) = - = f™ VY (2) = 0, mutta ™ (z) # 0.

Lause 2.9. Olkoon funktio f analyyttinen pisteessi zg € C. Tdlldin piste zg on funktion
f m-kertainen nollakohta, jos ja vain jos funktio f voidaan esittidd muodossa

f(z) = (2 = 20)"g(2),
missd funktio g on analyyttinen pisteessdi zy ja g(zo) # 0.

Lause 2.10. (Yksikisitteisyyslause) Olkoon f alueessa D analyyttinen funktio ja ol-
koon (z,)nen jono alueen D eri pisteitd supeten kohti pistetta zo € D. Jos f(z,) = 0
kaikilla n € N, niin f(z) =0 kaikilla z € D.

Lause 2.11. Olkoon f : D — C analyyttinen funktio alueessa D C C ja oletetaan, ettd on
olemassa piste zy € D siten, ettd f(zy) = 0. Tdlldin joko f = 0 alueessa D tai on olemassa
reaaliluku > 0 siten, ettd f(z) # 0 punkteeratussa ympdiristissi 0 < |z — zo| < 7.

Tasaisesti suppenevalle analyyttiselle funktiojonolle on voimassa seuraava tulos:

Lause 2.12. Olkoon ( f,)nen jono analyyttisia funktioita, jotka suppenevat tasaisesti kohti
rajafunktiota f kaikissa alueen D C C kompakteissa osajoukoissa. Talloin rajafunktio f
on analyyttinen alueessa D.

Tarkastellaan vield lopuksi Residy-teoriaa, jossa késitelldédn funktion kayttaytymista
lahella eristettyjé erikoispisteité, ts. pisteita, joissa se ei ole analyyttinen.

Maaritelméa 2.13. Piste 2y € C on eristetty erikoispiste, jos funktio f on analyyttinen
joukossa {z € C: 0 < |z — 29| < r} jollekin r > 0, mutta ei ole analyyttinen pisteessé zo.



Lause 2.14. Oletetaan, ettd funktiolla f on eristetty erikoispiste z = zy € C ja ettd
funktio f on rajoitettu joukossa {z € C:0 < |z — zo| < r} jollekin r > 0. Talloin funktio
f voidaan uudelleenmdaritelld pisteessd zy siten, ettd funktio f on analyyttinen pisteessd
20-

Lause 2.15. Jos funktiolla f on eristetty erikoispiste pisteessi z = zy € C ja f(z) — oo,
kun z — zo, niin funktiolla f on napa pisteessi z = zy. Funktio f voidaan edelleen esittdd
muodossa )
g(z
fo) =
(2) ="
missd m € N on navan kertaluku ja funktio g on analyyttinen pisteessi zy siten, ettd

9(20) # 0.

Lause 2.16. Jos funktiolla f on oleellinen erikoispiste pisteessi z = zg, niin funktio
f saa jokaisen kompleksiarvon mahdollisesti yhtd poikkeusta lukuunottamatta jokaisessa
pisteen zg ymparistossa.

Eristetyn erikoispisteen ldheisyydessé ei analyyttistd funktiota voida esittda Taylorin
sarjana, mutta seuraava Laurentin sarjakehitelmé on mahdollinen. Laurentin sarjalla on
tarked osa Residylauseessa, jota jatkossa tullaan kayttdmaan.

Lause 2.17. (Laurentin sarja) Olkoot 0 < a < b < o0 ja olkoon funktio f analyyttinen
ympyrarenkaassa A = {z € C : a < |z — 2| < b}, missi zy on jokin kompleksitason
kiinnitetty piste. Silloin funktiolla f on joukossa A yksikdsitteinen Laurentin sarjaesitys

[e.o]

f)= ) anlz— =),

k=—0oc0

kaikille k € Z.. Kertoimet ay, saadaan integraalista

_ 1 f()
" 5 e = )

missd I' C A on mikd tahansa ddriviiva, jonka rajoittaman alueen sisdlld piste zy on.

Maaritelma 2.18. Jos funktiolla f on eristetty erikoispiste zy, niin sen Laurentin sarjan
termin ﬁ kerrointa a_; kutsutaan funktion f residyksi pisteessd zp ja sitd merkitdan
Res(f; zo) tai Res(z).

Lause 2.19. (Residylause) Jos I' on yksinkertainen suljettu positiivisesti suunnistet-
tu polku ja funktio f on analyyttinen polulla T' ja sen sisdlld lukuunottamatta pisteitd
21y 29y -eey Zn, NN

/rf(Z)dZ = QWiZRes(f; 2;).



3 Argumentin periaate

Luvun 2 viimeisené tuloksena esitettiin hyvin kayttokelpoinen Residylause, joka helpot-
taa monien adrettomien tai trigonometristen reaalisten integraalien laskemista. Sovellet-
taessa lausetta kompleksiarvoisiin funktioihin vaikeuksia aiheuttaa usein moniarvoisuus,
jolloin joudutaan valitsemaan jokin kyseisen funktion haara. Tarkastellaan seuraavanlais-
ta tilannetta:

Olkoon I' positiivisesti suunnistettu aériviiva ja olkoon funktio f analyyttinen &&-
riviivalla T" seké sen sisdlld lukuunottamatta aérellistd méarada napoja. Oletetaan, etté
funktiolla f ei ole nollakohtia dariviivalla I'. Tarkastellaan seuraavia lukuja:

(i) intergaalin
1 [[()
2 e f)

arvoa;
(ii) funktion f nollakohtien ja napojen lukuméérin erotusta ddriviivan I' sisillé;
(iii) monta kertaa kuvakiayra f(T") kiertdd origon kuvatasossa.

Luvut (ii) ja (iii) ovat selvéisti kokonaislukuja. Osoitetaan, ettd kaikki kolme ovat itse
asiassa yhtéd suuria. Taté tulosta kutsutaan Argumentin periaatteeksi.

3.1 Nollakohtien ja napojen lukumaarista

Aloitetaan tarkastelu ottamalla kiytt6on seuraava merkinté.

Merkinta 3.1. Olkoon I' suljettu kiyra ja olkoon funktio f analyyttinen kiyralla I' ja
sen sisalld lukuunottamatta darellistd maaraa napoja. Oletetaan liséksi, ettd funktiolla f
ei ole nollakohtia kayralla I". Merkitaan

No(I') = funktion f nollakohtien lukumééra kiyran I' sisélla.

N+ (I') = funktion f napojen lukumédra kdyran I' sisalla.

Lukumaarat lasketaan kertalukujen mukaan eli yksinkertainen nollakohta lasketaan yh-
desti, kaksinkertainen nollakohta kahdesti ja k-kertainen nollakohta k kertaa. Navat las-
ketaan vastaavasti.

Merkintéé kiytetdan jatkossa ilman eri mainintaa. Osoitetaan Argumentin periaatteen
ensimmaéinen puolisko.

Lemma 3.2. Olkoon I' posititvisesti suunnistettu ddriviiva ja olkoon funktio f kdyralld
I' ja sen sisalla analyyttinen lukuunottamatta ddrellistd mdadrda napoja kdyrin I' sisdlld.
Oletetaan lisdiksi, ettd funktiolla f ei ole napoja tai nollakohtia kayrdlld I'. Tédlloin

f'(2)
5 dz. (3.1)

NT) = Vo) = = |



Todistus. Madritelladan funktio F siten, ettd F' = f’/f. Residylauseen nojalla yhtalon
(3.1) oikea puoli on yhtésuuri kuin funktion F residyjen summa kiyran I sisilld. Etsitdin
funktion F' residyt tarkastelemalla nimittajaa.

Mikali funktiolla f on kdyréan I' sisdlla h-kertainen nollakohta pisteessa 2y, voidaan se
ja sen derivaatta kirjoittaa Lauseen 2.9 nojalla muodossa

f(2) = (z—2)"fi(z)
f'(2) = h(z = 20)" " fi(2) + (2 — 20)" f1(2),

missd h € N ja fi(z9) # 0. Talloin funktio I’ saa muodon

) bz = 20) () + (2 = 20) (2)
7(2) G- ) h(z)

M=) () | (= 20) ()
G2 h(z) (=) h(z)

h )

T —)  AG)

Koska funktio f; on analyyttinen ja nollasta eroava jossain pisteen z, avoimessa ympé-
ristosséd, on funktion F' residy pisteessd zg méadritelméan nojalla funktion f nollakohdan
monikerta h. Tarkastelemalla néin jokainen funktion f nollakohta kiyrén I' sisélla saa-
daan nollakohtien kokonaismééra No(I') monikerrat mukaanlukien.

Mikéli funktiolla f on kéyran I' sisdlld k-kertainen napa pisteesséd z;, voidaan se
Lauseen 2.15 nojalla kirjoittaa muodossa

f(z) = (2 — 21) " fal2)
fi(2) = =k(z = 20) 7 fal2) + (2 = 20) T f(2),

missd k € N ja fo(21) # 0. Talloin funktio F' saa vastaavasti muodon

f'(z) _ —k(z = 21) " fo(2) + (2 — 21) " f5(2)
f(2) (2 —21) 7% fa(2)
_ k(= 2) T h(2) N (z —21) F f3(2)

(z —21) 7" fa(2) (2 —21) 7" fo(2)
=k f3(2)
NEED N

Néin ollen funktion F' residy pisteessd z; on —k. Tarkastelemalla jokainen funktion f
napa kiyrén I sisdlld saadaan napojen residyjen summaksi — N (I").

Koska kaikki funktion F' erikoispisteet on kdyty lapi, véite seuraa suoraan Residy-
lauseesta. O]

F(z)

F(z) =

Huomautus 3.3. Monissa ldhteissd Lemmaa 3.2 nimitetdan Argumentin periaatteeksi.

Havainnollistetaan saatua tulosta esimerkin avulla.



Esimerkki 3.4. Olkoon f(z) = 2% ja olkoon I' yksikkéympyri. Tallsin

! 1 2 2 1
LI, Zdr=— [ Zdz=2
21 Jr f(2) 2mi Jp 22 271 Jr 2

Residy-lauseen nojalla. Saatu tulos yhtyy Lemman 3.2 tulokseen, silld funktiolla f(z) = 22

on kaksinkertainen nollakohta origossa eikd napoja missaén.
Lemma 3.2 voidaan yleistda seuraavalla tavalla.

Lause 3.5. Olkoon funktio f analyyttinen Jordanin kdayrdlli ' ja sen sisdlld lukuunot-
tamatta darellista mdadarad napoja. Oletetaan, ettd funktiolla f ei ole nollakohtia tai na-
poja kdayralla T'. Olkoot z1,...,z, funktion f nollakohdat monikertoineen hy, ..., h, ja
Wi, ..., Wy funktion f navat monikertoineen ky, ..., k,, kdyrin I' sisdlld. Jos funktio g
on analyyttinen kdayrdlld I' ja sen sisalla, niin

z m
57 B dz = Z h;g(z;) ; kig(w;).

F

Todistus. Sovelletaan jilleen Residylausetta kuten Lemman 3.2 todistuksessakin. Tarkas-
tellaan integroitavan funktion F' = ¢gf’/f nimittdjan nollakohtia ja napoja.

Mikali funktiolla f on h-kertainen nollakohta pisteessé z;, voidaan Lemman 3.2 todis-
tuksen nojalla funktio F' kirjoittaa muodossa

F(z) = g(z)?é)) 9(2) ((z —h ) ﬁm

gh () fi()
=) fil2)

missd h € N. Koska funktio g on analyyttinen sekd f; on analyyttinen ja nollasta eroava
jossain pisteen z; avoimessa ymparistossa, on funktion F' residy pisteessé z; madritelméan
nojalla g(z;)h. Kédymaélld samalla tavalla ldpi kaikki nollakohdat saadaan kertaluvuilla
painotettu residyjen summa » 7" h;g(2;).

Mikali funktiolla f on puolestaan k-kertainen napa pisteesséa w;, voidaan Lemman 3.2
todistuksen nojalla kirjoittaa funktio /' muodossa

P =0 75 =90 (5 )

gk g
T G—n) | fle)

missd k € N. Vastaavalla paadttelylla kuin ylld saadaan funktion F' residyksi pisteessa w;
méadritelmén nojalla —g(w;)k. Edelleen kidymalla 1api kaikki navat w; saadaan kertalu-
vuilla painotettu residyjen summa — Y | k;g(w;).

Viite seuraa Residy-lauseesta yhdistamalla saadut tulokset. O




3.2 Kierrosluku

Tarkastellaan suljettua kiyrad I' ja pistettd zp ¢ I'. Haluamme méérittda luvun n(L; ),
joka kertoo kuinka monta kertaa kayrd I' kiertdd pisteen zg. Yleistddksemme méaritel-
mén mielivaltaisille suljetuille kéyrille, jotka voivat leikata itsedan tai olla negatiivisesti
suunnistettuja, tarvitsemme seuraavaa lemmaa.

Lemma 3.6. Olkoon I" suljettu polku, joka ei kulje pisteen zy kautta. Talloin integraalin

1 dz

21 Jr 2 — 2

arvo on kokonaisluku.

Todistus. Kirjoitetaan polku I' parametrien avulla muodossa v : [a, b] — T'. Talloin kaikil-
la pisteilla z € I pitee z = (t) jollekin t € [a,b] C R ja liséksi dz = 7/(t)dt. Mééritellaan

funktio ¢ : [a, b] — C,
T / t
o(1) = / AU dt.
a V(t) — %0
Télloin ¢(b) on véitteen integraali 2mi-kertaisena. Lasketaan o(b).
Koska ¢ on integraali, se on jatkuva vililla a < 7 < b. Soveltamalla Analyysin perus-
lausetta erikseen integroitavan funktion reaali- ja kompleksiosiin saadaan

'(7)

0=

kaikkialla, missé integroitava funktio on jatkuva, ts. kaikkialla missd v ’(7) on jatkuva.
Madritelladan apufunktio @ : [a,b] — C,

O(t) = ((t) — 20)e™ 1.
Télloin ® on jatkuva kaikilla a <t < b, ja
(1) =7 (t)e” " — (4(t) — z0)e * M (2)
/ t)
(e O () — e ()
v ( ) (7( ) 0) ’}/(t) — 2
=/ (H)e 0 — (1) = 0

kaikissa pisteissé, joissa derivaatta on olemassa, ts. kaikissa pisteissa lukuunottamatta
ddrellistd médrdd valin [a, b] pisteitd. Néin ollen ® on vakiofunktio ja

o (t) = @(a) = (7(a) — 20)e”#” = y(a) — 2,
silld p(a) = 0. Tadma osoittaa, etté

€<p(t) _ V(t) — <0
v(a) — 2

8



kaikilla ¢ € [a, b], ja erityisesti arvolla t = b
ety _ 20 — 20
v(a) — 2

Mutta koska I' on suljettu kiyri, v(b) = v(a) ja siten e#®) = 1.
Tiedetdén kuitenkin, ettd eksponenttifunktiolle patee e* = 1 jos ja vain jos z on 2mi:n
jokin monikerta. Néin ollen ¢(b) = k - 27 jollekin k € Z. O

Huomautus 3.7. Lemmassa 3.6 integroidaan itse asiassa funktion log(z—zy) derivaattaa.
Kompleksinen logaritmi on kuitenkin moniarvoinen funktio. Integroitaessa esitysta

log(z — z9) = log |z — 20| + 1 arg(z — o)

el saatu tulos ole yksikésitteinen, kulma arg(z — z5) voidaan nimittdin maarittda vain
luvun 27 monikertaa vaille yksikésitteisesti. Pitdmaélld integroitava muodossa 1/(z — 2)
saadaan integraalin tuloksena luku, jota voidaan tulkita geometrisesti.

Lemman 3.6 tuloksen avulla méaritellaan kierrosluku seuraavasti.

Maaritelma 3.8. Olkoon I suljettu polku, joka ei kulje pisteen zy kautta. Télloin polun
I' kierrosluku pisteen z, suhteen on kokonaisluku

1 d
n(T; zp) = —/ i
r

2w Jp 2 — 2o

Tarkastellaan kierroslukua pisteen zy € C \ I' kokonaislukuarvoisena funktiona. Mita
tapahtuu, jos muutetaan hieman pistettd zy Lemmassa 3.67

Lemma 3.9. Jos I" on suljettu polku ja pisteet zy ja z1 ovat samassa polun I' rajaamassa
kompleksitason osassa C\ T', niilla on sama kierrosluku, ts.

n(l; z0) = n(L; z1).
Jos piste zy on kdyrin T rajaaman alueen ulkopuolella, niin n(T'; zg) = 0.

Todistus. Jos kiyra I' on yksinkertainen, niin Jordanin kdyralauseen nojalla kiyra I' ja-
kaa kompleksitason kahteen alueeseen. Jos kiyra I' ei ole yksinkertainen, voidaan kayra
edelleen jakaa leikkauskohtien mukaan &érellisen moneksi Jordanin kayréaksi, jotka kukin
jakavat kompleksitason kahteen alueeseen. Soveltamalla Jordanin kdyrélausetta jokaiseen
kiyradn erikseen havaitaan, ettd joukon C\ I' erilliset osat ovat kaikki alueita.
Osoitetaan, ettéd kierrosluku n(I, z) on erikseen vakio kaikissa kiyrdn I" rajoittamissa
joukon C\T osissa. Edelld olleen nojalla tiedetdén, etta kaikki suljetun kiyréan I" rajaamat
kompleksitason osat ovat alueita, ts. avoimia yhtenéisid joukkoja. Néin ollen joukko

Vi ={2€C\TI:n(l;2) =k}



on alueiden aarellisené yhdisteené avoin kaikilla k£ € Z. Téassa on huomioitava, ettd myos
tyhjé joukko () on maaritelmén nojalla avoin. Liséksi kierrosluku on yksikésitteisesti maa-
ritelty funktio jokaisessa kompleksitason pisteessd z € C\ T, joten piste z kuuluu tasmal-
leen yhteen joukkoon Y.

Olkoon sitten D C Y}, mielivaltainen epétyhja alue ja (z;);eny mielivaltainen alueen
D eri pisteistd koostuva jono, joka suppenee kohti pistettd zy € D . Talloin kierrosluku-
funktiosta muodostettu funktio f: D — Z,

f(z5) = n(T; 2) — k,

on vakiofunktiona analyyttinen alueessa D. Edelleen f(z;) = 0 kaikilla j € N, sillé jonon
pisteille (2;)jen € D C Y} pétee n(I';z;) = k kaikilla j € N joukon Y) mééritelmén
nojalla. Néin ollen yksikésitteisyyslauseen (Lause 2.10) nojalla funktio f = 0 alueessa D,
siis kierrosluku on sama kaikille alueen D pisteille.

Koska ylla olevassa paattelyssa alue D oli mielivaltainen, kaikissa joukon Y} alueissa
on sama kierrosluku. Vastaava paéttely voidaan suorittaa kaikille joukoille Yy, k € Z.

Osoitetaan vield, ettd kiayran I' ulkopuolella olevan pisteen suhteen kierrosluku on
nolla. Olkoon piste zy € C\I" kiyran ' madraamaéssa rajoittamattomassa alueessa. Téll6in

funktio f: C\ {20} — C,
1

z—2

f(z) =

on analyyttinen tasossa C\ {zo}. Edelleen Residy-lauseen nojalla [, fdz = 0, silld funk-
tion f napa zy ei ole kiyrdn I' rajaaman alueen sisédpuolella. Sijoittamalla saatu tulos
kierrosluvun mééritelméén saadaan n(I'; zp) = 0. [

3.3 Koko vaittama

Laajennetaan aliluvussa 3.1 esitettyd merkintéa.

Merkinta 3.10. Olkoon I'" suljettu kiiyré ja olkoon funktio f analyyttinen kéyralla I" ja
sen sisalld lukuunottamatta darellistd masarasa napoja. Oletetaan liséksi, ettd funktiolla f
ei ole nollakohtia kayralla I". Merkitaan

Ny, = niiden kdyréan I' sisdpisteiden lukumaééré, jotka funktio f kuvaa pisteelle wy

Lukumaéara lasketaan kertalukujen mukaan, kuten edella.
Yhdistamalla edella olleet tulokset saadaan viimein:

Lause 3.11. (Argumentin periaate) Olkoon I' positiivisesti suunnistettu ddriviiva ja
olkoon f analyyttinen ja ei-vakio funktio ddarwiivalla T ja sen rajaaman alueen sisdlld
lukuwunottamatta ddrellistd mddrdd napoja. Olkoon wy & f(I') piste kuvatasossa. Tdlloin

Na(0) = Nul0) = g [ B e — a0 ).
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Todistus. Soveltamalla kierrosluvun mééritelméd kiyradn f(I') saadaan

1

n(F(D); wp) = —— /f ( duw

)
r) W — Wo

211

missd muuttuja w € f(I'). Mutta koska w = f(2), dw = f'(z)dz, yhtélo saa muodon

) = 5 [ 32)

missd muuttaja z on alkuperéisella kayralla I'.

Tarkastelemalla integraalia havaitaan, etté integroitava funktio on funktion f(z) —wy
logaritminen derivaatta, silld piste wy on vakio. Merkitddn F(z) = f(z) — wp, jolloin
F'(z) = f'(z) ja Lemman 3.2 nojalla

No(T') — N(T) = — /F Z((j))dz. (3.3)

2w

Siis yhtélo (3.3) kertoo funktion F' nollakohtien ja napojen lukuméérien erotuksen aéri-
viivan I" sisdlld. Nyt kuitenkin F'(z) = 0, jos ja vain jos f(z) — wo = 0, josta edelleen
f(2) = wo . Liséksi koska wy on vakio, funktiolla F' = f — wy on napa jossain pisteessi,
jos ja vain jos funktiolla f on napa kyseisessi pisteessd. Néin ollen yhtélo (3.3) voidaan
esittdd muodossa

1 f'(z)
Ny (') = Noo(I') = — | ———"—dz. 3.4
o(F) ™ 27”/1“f(2)—w02 (3:4)
Viite seuraa yhdistamélla yhtalot (3.2) ja (3.4). ]

Huomautus 3.12. Yleensa lausetta kiytetdin muodossa, jossa wy = 0. Nimi Argumen-
tin periaate tulee siité, ettd lauseen avulla voidaan tarkastella positiivisesti suunnistetun
ddriviivan I" pisteen z kuvapisteen f(z) argumentin (kulman) arg f(z) muutosta, kun kéy-
déan lapi kaikki kiyrén pisteet z € I'. Taméa argumentin lisdys pitkin kdyrdd I' on sama,
kuin kuvakéyran f(T") kierrosluku origon suhteen kerrottuna luvulla 27i.

Havainnollistetaan Argumentin periaatetta seuraavilla kahdella esimerkill&.

Esimerkki 3.13. Olkoon I' yksikkdympyri ja f(z) = z¥, missd k on positiivinen ko-
konaisluku. Olkoon wg = 0. Té&lloin funktiolla f on k-kertainen nollakohta origossa eiké
napoja missaan, joten

No(T) =k ja Noo(I)=0.

Kierroslukua tarkasteltaessa havaitaan, ettd muuttujan z kiertdessd kerran yksikkoym-
pyrén, kuvapiste w = 2* kiertdi yksikkdympyrin w-tasossa k kertaa ja niin ollen kier-
taa pisteen wy = 0 yhtdmonta kertaa. Saatu tulos on yhtenevd Argumentin periaatteen
kanssa:

No(T') = k = n(f(I);0).
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Esimerkki 3.14. Olkoon I jélleen yksikkéympyré ja olkoon f(z) = 1/z. Olkoon wy = 0.
Talloin No(I') = 0 ja Noo(I') = 1. Téllin Argumentin periaatteen nojalla

n(f(I);0)=0—-1=—1.
Miinusmerkin geometrinen tulkinta on, ettd muuttujan z kiertéessé kerran yksikkoympy-
ran kehén vastapéivaan kuvapiste

w:f(z)zézz

kiertdd yksikkéympyrén |w| = 1 myotdpaivadn. Kuvaus f kddntdd siis yksikkokiekon
|z| < 1 nurinpéin, silld kaikille kuvapisteille pétee |1/z] > 1.
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4 Sovelluksia

Tarkastellaan luvun 3 péétteeksi esitetyn Argumentin periaatteen muutamia sovelluk-
sia. Argumentin periaate on ldheisesti yhteydessd Rouchén lauseeseen, joten tarkastel-
laan luvun lopuksi myds muutamaa Rouchén lauseeseen liittyvaa sovellusta. Aloitetaan
ilmeisimmésté sovellustavasta.

4.1 Logaritmiset integraalit

Argumentin periaatetta voidaan hyvin suoraviivaisesti soveltaa logaritmisten integraalien
tapauksessa integraalien arvoa laskettaessa.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan funktiota f,

Pz =10+ 7)°(z — i)

M9 = 52 52 1 i + 250 — 50

ja ympyraa C' = {z € C : |z| = 3}. Osoittajaa tarkastelemalla nahdadn, ettd funktiolla
f on ympyran C' sisilla kaksinkertainen nollakohta pisteessd z = 0, kolminkertainen
nollakohta pisteessd z = 1 ja kaksinkertainen nollakohta pisteessd z = 4. Néin ollen

No(C)=2+3+2=T.

Vastaavanlainen tarkastelu nimittdjan kohdalla osoittaa, ettd ympyran C' sisalld funk-
tiolla f on 8-kertainen napa pisteessa z = —2 ja 4-kertaiset navat pisteissd z = 1 + i ja
z =1 —1, silla yhtalosta

2 —2242=(2-12+1=0

seuraa z = 1 £ 4. Siis funktion f napojen lukuméaéra ympyran C' sisélla on
No(C)=8+4+4=16.
Argumentin periaatteen nojalla saadaan siten
f'(z)
|z]=3 f(2)

Kierrosluku n(f(C);0) = =9, eli kuvakéyrd f(C') kiertdd origon yhdeksén kertaa myoté-
paivaan.

= 2mi[Ny(C) — Noo(C)] = —18mi.

Esimerkki 4.2. Lasketaan arvo integraalille

[_/ Z+2
|z]=2 Z(Z+1)

Integraali voidaan esittaé logaritmisessa muodossa

L+ —(&+35) f'(2)
l2]=2 % 2 |2|=2 z 22 |z|=2

z
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missa
1 1 z+1

f&) =+ 5=

z 22 22

Koska funktiolla f on ympyrén |z| = 2 kaksinkertainen napa pisteessd z = 0 ja yksinker-
tainen nollakohta pisteessd z = —1, saadaan Argumentin periaatteen nojalla

[ = —2mi[Ny(C) — Noo(C)] = —2mi[1 — 2] = 2rri.

Téssé tapaukseksi kuvakédyrdan f(C') kierrosluvuksi kuvatason origon suhteen saadaan 1.

4.2 Nollakohtien arvioinnista

Argumentin periaatetta voidaan kiyttad analyyttisten funktioiden nollakohtien lukuméé-
ran ja sijainnin arvioinnissa. Mikéli erityisesti voidaan esittééd graafisesti aluetta rajoit-
tavan aariviivan kuvakéyra, voidaan kierrosluvusta origon suhteen tehdé tarkasteltavan
funktion nollakohtia koskevaa paéttelyé.

Tarkastellaan seuraavassa muutamia polynomien nollakohtiin liittyvia tuloksia. Poly-
nomeille voidaan todistaa seuraavasti tuttu Algebran peruslause, joskin hieman taydelli-
semmassa muodossa.

Lause 4.3. (Algebran peruslause) Muuttujan z n:nnen asteen polynomin P : C — C,
P(2) = ap2" + Qp_12" ' + -+ a1z + ay, (4.1)
missi n € N ja a, # 0, nollakohtien kertalukujen summa on n.

Todistus. Kirjoitetaan polynomi P muodossa

P(z) = an2"[1 + f(2)], (4.2)
missé, 1 ] 1
Qp— Ap— Qa
flz) =212 4 2_2 _O_n_
an 2 an 2 Ap 2

Télloin funktio f lahenee raja-arvonaan nollaa, kun |z| — oo. Raja-arvon mééritelmén
nojalla on olemassa luku R > 0 siten, etta

FE)l <1, (4.3)

kun |z| > R. Logaritmiseksi derivaataksi saadaan

P'(z)  na,2" Y1+ f(2)] + a.2"f'(2)
P(z) anz2"[1+ f(2)]
_ na,z" 1+ f(2)] a, 2" f'(2)
anz2"[1+ f(2)] anz"[1+ f(2)]
n  f'(z)

ERET
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Talloin

n 1 !
B N (O N
21 )|, =r # 2mi J, = Rl1+f(2)
Soveltamalla Argumentin periaatetta yhtalon (4.4) oikean puolen toiseen termiin saadaan,
ettd se vastaa kierroslukua n(f(|z| = R);—1). Nyt kuitenkin R on valittu siten, etta
epayhtélo (4.3) toteutuu, ts. funktion f kuvapisteet ovat origokeskisen 1-séteisen ympyréan
sisalléd, joten piste —1 on kuvakédyran ulkopuolella ja kierrosluku sen suhteen on nolla.
Soveltamalla edelleen Argumentin periaatetta yhtalon (4.4) oikean puolen ensimmaéi-
seen termiin saadaan yhtélo (4.4) muotoon
1 P(z), n

1
, 2= — —dz+n(f(|z] = R);—1) =
210 J=r P(2) 210 Jyzj=p 2 (£(J2] Ji=1)

(4.4)

Siis polynomin P nollakohtien ja napojen lukumé&irén erotus on n. Mutta koska polyno-
milla P ei ole napoja kompleksitasossa C, viite seuraa. O

Huomautus 4.4. Edella siis osoitettiin, ettd n:nnen asteen polynomilla on tdsmaélleen
n nollakohtaa monikerrat mukaanlukien tavallisen véitteen "ainakin yksi nollakohta" si-
jaan. Lisdksi todistuksen avulla voidaan maérittda reaaliluku R > 0 siten, ettd kaikki
polynomin nollakohdat sijaitsevat kiekossa |z| < R.

Polynomin nollakohtien summalle pitee seuraava tulos.

Esimerkki 4.5. Olkoon P : C — C polynomi, P(z) = a,z" + -+ + a1z + ao. Talloin

integraalin
1 2P'(2)

2mi Jier P(2)

arvo on polynomin P juurien summa, kun R > 0 on tarpeeksi suuri. Nimittdin polynomilla
P ei ole napoja ja suurilla R:n arvoilla kaikki polynomin P nollakohdat ovat ympyran
|z| = R sisélla. Soveltamalla Lausetta 3.5 saadaan

1 zP’
h;
27TZ |z|=R P Z 3%

missé z; on nollakohta ja h; on nollakohdan kertaluku.

dz

Myohemmin esiteltdvin Rouchén lauseen avulla voidaan arvioida polynomin juurien
sijaintia vieldkin tehokkaammin. Rouchén lauseen avulla saadaan myos toisenlainen to-
distus Algebran peruslauseelle. Tarkastellaan viela lopuksi sovellettua esimerkkié sdato-
tekniikan puolelta. Téssa ei rajoituta endé pelkkiin polynomeihin.

Esimerkki 4.6. Takaisinkytketyn sadtojarjestelmén stabiiliuden takaamiseksi taytyy
varmistaa, ettd muotoa F' = 1+ P olevalla analyyttisella funktiolla (funktio P on analyyt-
tinen) on kaikki nollakohdat vasemmassa puolitasossa. Tama ns. Nyquistin stabiillisuus
kriteeri etenee seuraavasti:
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Tarkastellaan dériviivan I": [0, 27] — C,

re' /2=t kun ¢ € [0, 7]
P(t)=1q 2 4
(%(t — ) — 1)ir, kun t €], 2]
rajaamaa aluetta D C C, missd r > 0. Merkitdén luvulla m € Z kuinka monta kertaa
kuvakiyrd P(I") kiertdd pisteen wg = —1 vastapédivadn. Olkoon sitten n € Z funktion
P sellaisten napojen méaara, joilla on positiiviset reaaliosat. Osoitetaan, etta jos suurilla
r > 0 arvoilla pétee yhtdsuuruus kierrosten m ja napojen n suhteen (ts. residyjen avulla
ilmaistuna m = —n), niin funktion F' nollakohdat ovat vasemmassa puolitasossa. Talloin
jarjestelmé on vakaa.

Funktiolla ' = 1 4+ P on nollakohta pisteessa z, jos ja vain jos

P(z) = —1.
Soveltamalla Argumentin periaatetta esimerkin merkinnéilla (wy = —1) saadaan
N_{—n=m,

josta edelleen N_; = 0.

Néin ollen funktion F' nollakohtien mé&édrd alueen D sisdlla on nolla, jolloin kaikki
nollakohdat ovat vasemmanpuoleisessa puolitasossa. Jarjestelmé on siis vakaa.

Mikali kuitenkin suurilla arvoilla r > 0 kdyrd P(I") kulkee pisteen wy = —1 kautta,
on funktiolla F' nollakohta imaginaariakselilla eikd jarjestelmén stabiilisuutta sellaisessa
tapauksessa voida taata.

4.3 Lokaaleja kuvauksia koskevia tuloksia

Seuraavat tulokset ovat tarkeitd konformikuvausten teoriassa, jonka késittely tdssa kui-
tenkin sivuutetaan.

Lause 4.7. (Kaanteisfunktiolause) Olkoon funktio f analyyttinen alueessa D C C ja
olkoon piste zy alueen D piste. Jos funktiolla f on yksinkertainen nollakohta pisteessd zg,
niin on olemassa analyyttinen funktio g, jolle g(f(2)) = z jossain pisteen zy ympdristossa.

Todistus. Olkoot E = {zp € D : |z — 2| <r}jaC =0FE = {2 € D : |z — 2| =1}
jollekin r > 0 siten, ettd

(i) sulkeuma E kuuluu alueeseen D, ts. E C D.

(ii) E ei sisilld pisteen z lisidksi muita pisteitd z, joille f(z) = f(z). Tdmé& on mah-
dollista, sillé pisteet z, f(2) = f(z0) ovat eristettyja.

Ehdosta (ii) seuraa, ettd kiyrd f(C) ei kulje pisteen f(z9) = wy kautta. Olkoon D’
se kuvakdyrdn rajaaman alueen C\ f(C') komponentti, joka sisiltdd pisteen wy. Talloin
kaikille pisteille w € D’ pétee

Nu(C) = n(f(C),w) = n(f(C).we) = Nuy(C) = 1.
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Tassé ensimméinen ja kolmas yhtdsuuruus seuraa Argumentin periaatteesta, toinen Lem-
masta 3.9 ja neljas ehdosta (ii). Siis jokaiselle alueen D’ pistelle w kuvautuu tésmélleen
yksi alkio.

Tarkastellaan sitten joukkoa f~!(D’) N D, joka on kahden avoimen joukon leikkauk-
sena avoin. Joukko f~!(D’) on nimittdin avoin jatkuvan funktion f avoimen kuvajoukon
alkukuvana. Erityisesti piste zy kuuluu joukkoon f~'(D’) N D ja funktio f kuvaa joukon
bijektiivisesti alueelle D’. Valitsemalla lihtojoukoksi joukko Dy = f~1(D’) N D saadaan
bijektio f : Dy — D'.

Osoitetaan vield, ettd kidnteisfunktio ¢ = f~! on analyyttinen. Oletuksen nojalla
funktiolla f on yksinkertainen nollakohta pistessé zy, joten f'(zo) # 0. Edelleen, funktio
f' ei saavuta arvoa nolla alueessa Dy, silla talloin funktiolla f on m-kertainen nollakohta
kyseisessé pisteessd, m > 1, eikd se enédé ole bijektio. Olkoon jono (a,)nen alueen Dy\ {ag}
pisteita supeten kohti pistettd ag. Talloin

g9lan) —glao) _ glan) —glao) —_ [f(g(an)) = flg(a0))]"
an — ag fg(an)) = f(g(ao)) 9(an) — g(ao)
Téassia g(a,) # g(ag), silla funktio g on bijektio ja a, # ao kaikilla n € N. Kuvaus g on

jatkuva pisteessd ag, joten yhtélon (4.5) sulkulauseke ldhenee derivaattaa f'(g(ap)), kun
n — oo. Koska kuitenkin f’(g(ag)) # 0, funktio g = f~! on analyyttinen alueessa D’. [

(4.5)

Huomautus 4.8. Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd kddnteisfunktio on muotoa

)= o [ T

S 2mi Je, f(z)—w
missd Cy C Dy on pisteen z siséltéva ddriviiva ja piste w on alueen D’ piste [4, ss. 233-234].
Hyvin pitkalti samalla tavalla voidaan todistaa myos seuraava tulos.

Lause 4.9. Olkoon f alueessa D C C analyyttinen funktio ja olkoon zy alueen D piste.
Jos funktiolla f on k-kertainen nollakohta pisteessd zo, k > 1, nuin funktio f kuvaa k
pistettd yhdelle pisteelle pisteen zy ymparistossd.

Todistus. Valitaan joukot E ja C' kuten Lauseen 4.7 todistuksessa siten, ettd E ei sisélld
pisteen zq lisdksi muita pisteité z, joille f(2) = f(2o) tai joilla on m-kertainen nollakohta
jossakin alueen E pisteessd, m > 1. Madritelldén lisiksi alue D’ C C kuten Lauseen 4.7
todistuksessa. Talloin kaikille pisteille w € D’ pétee

Ny (C) = n(f(C),w) = n(f(C),wo) = Nu, (C) =k, (4.6)
silld piste z = 2y on k-kertainen ratkaisu yhtalolle
f(2) —wo = (2 — 2)*f1(2) = 0,

missd f1 on analyyttinen funktio ja fi(z9) # 0.Téssé jéilleen yhtélon (4.6) ensimméinen
ja kolmas yhtédsuuruus seuraa Argumentin periaatteesta, toinen Lemmasta 3.9 ja neljés
ehdosta (ii). Siis jokaiselle alueen D’ pistelle w kuvautuu k alkiota.

17



Tarkastellaan sitten joukkoa f~!(D’) N D, joka on kahden avoimen joukon leikkauk-
sena avoin. Joukko f~!(D’) on nimittdin avoin jatkuvan funktion f avoimen kuvajoukon
alkukuvana. Erityisesti piste zy kuuluu joukkoon f~!(D’) N D. Valitaan lihtojoukoksi
jélleen joukko Dy = f~1(D') N D ja tarkastellaan siti tarkemmin.

Jos pisteelle z € Dy péitee f(z) = f(z), niin télléin z = 2, joukon E valinnasta
johtuen. Olkoon sitten piste w € f(Dy) C D’. Talloin yhtélén (4.6) nojalla N, (C) = k,
jolloin on olemassa pisteet z; € Dy, joille f(z;) = w kaikilla j € {1,2,...,k}. Lisdksi
kyseiset pisteet ovat eri pisteitd. Jos nimittain z,, = z, joillekin m,n € {1,...,k}, niin
silloin yhtéalosta

f2) —w=(z = 2m)*fi(2),

missd fi; on analyyttinen, seuraa etté kyseisella funktiolla on kaksinkertainen nollakohta
pisteessé z,,. Tdmé on kuitenkin ristiriita, silld alue D valittiin siten, etta siinéd funktiolla
f on ainoastaan yksi moninkertainen nollakohta ja se on pisteessa zj. O]

Lauseen 4.7 todistusta mukaillen voidaan osoittaa myos

Lause 4.10. (Avoimen kuvauksen lause) Ei-vakio analyyttinen funktio kuvaa avoi-
men joukon avoimelle joukolle.

Todistus. Olkoon D C C avoin ja olkoon f joukossa D analyyttinen funktio. Olkoon
liséksi 2y € D siten, ettd f(z9) = wo € f(D). Koska f ei ole vakiofunktio, voidaan valita
pisteen zy avoin ympéristdo E ja sen reuna C' sekd kuvajoukko D’ kuten Lauseessa 4.7.
Télloin joukko D’ on pisteen wy avoin ympaéristo ja D' C f(FE) C f(D). Siis piste wy on
joukon f(D) sisépiste, joten f(D) on avoin. O

Seuraavassa kappaleessa avoimen kuvauksen lause todistetaan Rouchén lauseen avulla.
Tarkastellaan talloin myos avoimen kuvauksen lauseen seurauksia.

4.4 Rouchén lause

Tarkastellaan seuraavaksi "pienen hairion" aiheuttamaa muutosta annetussa analyytti-
sessé kuvauksessa f, toisin sanoen muotoa F' = f + h olevia analyyttisid funktioita.
Osoittautuu, ettd jos "hairiofunktio" h on tarpeeksi pieni tietyssd mielessd, niin funk-
tioilla F' ja f on sama maéra nollakohtia suljetun kdyran I' sisdpuolella. Nédin paadymme
hyvin kayttokelpoiseen Rouchén lauseeseen.

Lause 4.11. (Rouchén lause) Olkoon D C C alue ja olkoon I' alueen D Jordanin kéiyrd
siten, etta kdyran sisiosa kuuluu alueeseen D. Olkoon funktio f analyyttinen alueessa D
sekd nollasta eroava kdyrdlld T ja olkoon funktio h analyyttinen alueessa D siten, ettd

()| < |£(€)| kaikilla € € T

Talloin funktioilla f ja F = f 4+ h on yhtd monta nollakohtaa kayrdn 1" sisdlld.
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Todistus. Kirjoitetaan funktio F' muodossa

h(z)
f(z)
misséd funktio g on analyyttinen alueessa D lukuunottamatta mahdollisia napoja, jotka

ovat funktion f nollakohdissa. Edelleen funktio g on nollasta eroava kéyrélla ['. Nimittain
oletuksen nojalla kaikilla & € I' patee epayhtalo

F(z) = f(2) + h(z) = £(2) [1 n ] — 1(2)9(2),

h
HEIP
f(&)
joka edelleen voidaan esittdd muodossa
h(§) ‘
—~+1-1| <1
‘f (€)
Ottamalla nyt kiyttoon funktion g merkintd saadaan

(&) — 1] < L. (4.7)

Kuvapisteet g(£) ovat siis 1-séteisessi 1-keskisessé avoimessa kiekossa, johon origo ei
kuulu. Talloin myoskéén funktiolla F' = fg ei ole nollakohtia kayréalla I'.

Argumentin periaatteen nojalla funktion F' nollakohtien lukumé&éaréd kayran I' sisalla
saadaan yhtalosta

ori Jp F €)

1 19
~ 27 Jr f(9) d =+ 2m‘/p 9(§) “

Koska yhtélon (4.8) oikean puolen ensimméinen termi kertoo funktion f nollakohtien
lukumééaran kiayran I' sisdpuolella, riittda lauseen todistamiseksi osoittaa etté toinen termi
haviaa.

Yhtélon toinen termi vastaa mééritelmén mukaan kierroslukua n(g(I'); 0). Epéyhtélon
(4.7) nojalla kuvapisteet g(£) ovat 1-siteisessd 1-keskisessé avoimessa pallossa, johon
origo ei kuulu. Néin ollen kiyra ¢g(T") ei kierrd origoa w-tasossa, jolloin n(g(I');0) = 0 ja
Argumentin periaatteen nojalla termi haviaa. O

1L (P 1 (&g + (g (&)
©" " 2n /r F(&)g * (4.8)
1 [ f(e) '

Huomautus 4.12. Rouchén lauseen oletuksessa |h(€)| < |f(§)| kaikilla ¢ € T" epayhtalon
taytyy olla aito. Nimittéain ehdolla |h(€)| < |f(£)] voidaan valita h = — f, jolloin

F=f+h=f+(=)=0

kiayran ' rajaaman alueen sisélla riippumatta funktion f nollakohdista.
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Rouchén lauseen avulla saadaan valittomasti uusi todistus Algebran peruslauseelle.
Tarkastellaan polynomia P : C — C,

P(2) = ap2" + p_12" ' + -+ a1z + ag,

missd n € N ja a, # 0. Talloin voidaan kirjoittaa

n:1+ +..._|__n
an2 Qp, z z

P L (o “).,

kun z on nollasta eroava. Ympyralld |z| = r > 1 saadaan siten arvio

P(z 1 |a,— a 1 Ay a
()_1:__1+...+_0 §_<_1‘ - _0)
Q2" la,| | = 2" |y, z "
1 (|an ol
- M_F..._‘_‘a_ol S‘a 1‘+ +|a0’<1’
lan| \ 7 e |an |7
kun valitaan
r> max{'an1| j’L : ’ i ’aoy,l}
Qn,

Toisin sanoen ympyréalld |z| = r pétee

P2

oAl

P(z) —a,z"

Apn 2™

4

josta edelleen

|P(z) — anz"| < |anz"|.
Koska funktiolla a,, 2" on n nollakohtaa (kaikki origossa) ympyrén |z| = r sisilld, Rouchén
lauseen perusteella my6s funktiolla

(P(2) — an2") + ap2" = P(2)
on n nollakohtaa ympyran |z| = r sisélla.

Huomautus 4.13. Tamé Algebran peruslauseen todistus on Lauseen 4.3 todistuksen
lailla hyvin informatiivinen, silla se osoittaa, ettd n:nnen asteen polynomilla on n nol-
lakohtaa eikd "ainakin yksi nollakohta". Lisdksi polynomin juurien moduleille saadaan
ylaraja polynomin kertoimien avulla, kaikki juuret nimittdin sijaitsevat kiekossa

|ap_1] + -+ |ar| + |aol

2] <
|an|

(2] > 1).

Toinen Rouchén lauseen sovellus on polynomien nollakohtien sijainnin arvioiminen.
Havainnollistetaan tilannetta kahden esimerkin avulla.
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Esimerkki 4.14. Tarkastellaan polynomin p: C — C,
p(z) =62 +2° =222 + 2 — 1,

nollakohtien lukuméaraé yksikkdympyran |z| = 1 sisélla. Kirjoitetaan polynomi p muo-
dossa

p(2) = f(z) + h(2),
missé f(z) = 621 ja h(z) = 23 — 222 + 2 — 1. Télléin ympyrilld |z| = 1
|f(2)] = 162" = 6]2|" = 6
ja
|h(2)] = [2* =222 + 2 — 1| < |23 + 122%| + |2| + 1 =5 < 6 = | f(2)].

Rouchen lauseen nojalla polynomeilla f ja p on sama méaéré nollakohtia yksikkGympyran
sisdlld. Koska polynomilla f on 4 nollakohtaa ympyréan |z| = 1 sisélld, polynomilla p on
4 nollakohtaa kiekossa |z| < 1.

Esimerkki 4.15. Osoitetaan, ettd polynomin P : C — C,
P(z) = 2° + 62° + 22 + 10,
kaikki 5 nollakohtaa sijaitsevat ympyrirenkaassa 1 < |z| < 3.

Algebran peruslauseen nojalla polynomilla P on 5 nollakohtaa kompleksitasossa C. Osoi-
tetaan viite tarkastelemalla erikseen ympyroité |z| = 1 ja |z| = 3.

Olkoot f ja g polynomeja siten, etti f(z) = 2° + 622 + 22 ja g(z) = 10. Yksikkdym-
pyralld |z| = 1 pétee

f(2)] < [2°] + 6]2°] + 2|2 = 9 < 10 = [g(2)-

Talloin polynomilla P, P(z) = f(z) + g(z), on Rouchén lauseen nojalla sama mééré
nollakohtia kiekossa |z| < 1 kuin polynomilla g, siis nolla. Koska

|P(2)] > 10 — |2° +62% + 22| > 10 — |2)> — 6]z> — 2|z| = 1,

kun |z| = 1, polynomilla P ei ole nollakohtia yksikkdympyralla.
Valitaan sitten polynomit f ja g siten, ettd f(z) = 2° ja g(z) = 623 + 22 + 10.
Ympyrélld |z| = 3 péatee

19(2)] <6-3%4+2-34+10=178 < 243 = 3° = | f(2)].

Soveltamalla Rouchén lausetta polynomeihin f ja P saadaan, ettéd kaikki polynomin P
nollakohdat sijaitsevat kiekossa |z| < 3, siis ylld olevan perusteella ympyrérenkaassa
1<z <3.
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Huomautus 4.16. Soveltamalla Huomautusta 4.13 saadaan edellisten esimerkkien po-
lynomien juurien moduleille rajat

1+ =2+ +]-1] 5 6] + |2 4 [10]

— 18.
6] 6 1]

Jalkimmaisemmaéssa tapauksessa saatu ylaraja on huomattavasti suurempi kuin mita
todellisuudessa.

Rouchén lause on hyvin kiyttokelpoinen tyokalu, jonka avulla voidaan edelleen osoit-
taa muita oleellisia tuloksia. Tarkastellaan seuraavaa Brouverin kiintopistelausetta, jonka
erdis muoto on seuraava: olkoon ¢ : D — D jatkuva funktio, joka kuvaa suljetun kiekon
D itselleen. T#ll6in funktiolla g on ainakin yksi kiintopiste, ts. on olemassa ainakin yksi
2 € D, jolle piitee g(z) = 2. Esimerkiksi kiekon rotaatiossa kiekon keskipisteen suhteen
keskipiste on kiintopiste.

Todistetaan seuraavaksi hieman rajoittuneempi vaittdma analyyttisille funktioille.

Lause 4.17. Olkoon g analyyttinen funktio, joka kuvaa suljetun kiekon |z| < r avoimelle
kiekolle |z| < r, missd r > 0. Tdalldin funktiolla g on tdsmdlleen yksi kiintopiste kiekossa
2] <.

Todistus. Olkoot f(z) = —z ja F(2) = g(z) — z. Talloin

ja lg(&)| < [£] ympyralla |z| = r, silld oletuksen mukaan funktio g kuvaa suljetun kiekon
|z| < r vastaavaksi avoimeksi kiekoksi. Lisdksi selvisti f(§) # 0 ympyrélla |z| = r.
Rouchén lauseen nojalla funktioilla f ja F' on sama mé&éréd nollakohtia kiekossa |z| < r.
Funktiolla f on kuitenkin vain yksi nollakohta kiekossa |z| < r, nimittdin origo. T&lloin
yhtélon

ratkaisu on etsitty kiintopiste. O
Rouchén lauseen avulla voidaan todistaa seuraava funktiojonoa koskeva tulos.

Lause 4.18. (Hurwitzin lause) Olkoon (f,)nen jono ddriwiivalla C C C ja sen sisdlld
analyyttisid funktioita, joka suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota f ddriviivalla C' ja sen
rajaaman alueen kaikissa kompakteissa osajoukoissa. Jos funktiolla f ei ole nollakohtia
adrivivalla C, sen nollakohtien mddard adriviivan C sisalld on sama kuin funktion f,
nollakohtien mddrd ddariviivan C sisdlld, kun n on tarpeeksi suuri.

Todistus. Lauseen 2.12 nojalla rajafunktio f on analyyttinen dériviivalla C' ja sen sisil-
14. Merkitaédn luvulla m > 0 funktion |f| minimié Aariviivalla C'. Funktiojonon (f,)nen
tasaisen suppenemisen nojalla on olemassa luku N,, € N siten, etta

[fa(2) = F(R)] <m < [f(2)],
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kun n > N,, dériviivalla C'. Talloin funktion f nollakohtien lukumééara &ariviivan C' sisalla
on Rouchen lauseen nojalla yhtédsuuri kuin funktion

f(Z) + (fn<z> - f(Z)) - fn(z>
nollakohtien maara, kun n > N,,. Viite seuraa. O

Lause 4.19. Olkoon (f)nen jono ddrwiivalla T' C C ja sen sisdlli analyyttisic injektii-
visid funktioita siten, ettd jono (fn)nen Suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota f. Tdlloin
rajafunktio f on joko vakio tai injektiivinen.

Todistus. Olkoon f(z1) = f(z2) = a joillekin &ériviivan I' rajaaman alueen D C C
sisépisteille z; # 2o. Jos f # a, niin Hurwitzin lauseen nojalla funktiolla f,, —a on ainakin
yksi nollakohta ympéristoissia {z € C: |z — 2| < d} C Dja{z € C: |z — 2| <0} C D
tarpeeksi suurella n:n arvolla, kun séteelle 0 patee 0 < 20 < |21 — 2z5|. TAmA on ristiriita
jonon (f,)nen injektiivisyyden kanssa. O

Viimeisend Rouchén lauseen sovelluksena todistetaan avoimen kuvauksen lause. To-
distuksen idea on olennaisesti sama kuin aiemmassakin avoimen kuvauksen lauseen to-
distuksessa.

Lause 4.20. (Avoimen kuvauksen lause) FEi-vakio analyyttinen funktio kuvaa avoimet
joukot avoimiksi joukoiksi.

Todistus. Olkoon funktio f analyyttinen pisteessid z = zg ja merkitdan pisteen zg kuva-
pistettd funktion f suhteen wy = f(zo). Téytyy osoittaa, ettd pisteen z tarpeeksi pienen
ympariston kuva siséltdd kuvapisteen wy ympériston. Téta varten valitaan luku 6 > 0
siten, etta funktio F,
F(z) = f(2) — wo,

on analyyttinen kiekossa |z—zy| < ¢ jasilld ei ole nollakohtia ympyralld |z —zp| = 0. Tdma
on mahdollista yksikésitteisyyslauseen nojalla (Lause 2.10). Olkoon luku m funktion |F|
minimiarvo ympyralld |z — 25| = 6. Osoitetaan, ettd kiekon |z — zp| < § kuva funktiossa
f sisdltda kiekon |w — wy| < m.

Valitaan mielivaltainen piste w; kiekosta |w —wp| < m. Télloin ympyrélld |z — 29| = 0
patee

lwo — wy| <m < |f(z) — wol.

Rouchén lauseen nojalla funktiolla F7,

Fi(z) = (f(z) —wo) + (wo —w1) = f(z) —wi,

on sama mééréd nollakohtia kiekossa |z — zp| < d kuin funktiolla F'. Koska funktiolla F
on ainakin yksi nollakohta (nimittdin pisteessé zp), myos funktiolla F; on ainakin yksi
nollakohta. Néin ollen funktio f saa arvon

f(z) =w
ainakin kerran. Koska piste w; valittiin mielivaltaisesti, kiekon |z — zy| < § kuvan taytyy
siséltad kaikki kiekon |w — wy| < m pisteet. O
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Seuraus 4.21. Fi-vakio analyyttinen funktio kuvaa alueen alueeksi.

Todistus. Alue méariteltiin avoimena yhtenéisena joukkona. Lauseen valossa riittaé osoit-
taa, ettd analyyttinen funktio kuvaa yhtenéiset joukot yhtenéisiksi joukoiksi. Témaé kui-
tenkin seuraa tiedosta, ettd analyyttinen funktio on jatkuva ja yhtendisen joukon jatkuva
kuvajoukko on yhtenéinen. O]

Seuraus 4.22. Jos funktio f on analyyttinen alueessa D ja jos jokin funktioista Re f,
Im f, |f| tai Arg f on vakio, niin funktio f on myds vakio.

Todistus. Oletuksista seuraa, ettd alueen D kuva f(D) on vastaavasti jokin seuraavista
vaihtoehdoista: reaaliakselin osajoukko, imaginaariakselin osajoukko, ympyréan osajoukko
tai kompleksitason suoran osajoukko. Mikéaén vaihtoehtojen joukoista ei kuitenkaan ole
avoin, jolloin vaite seuraa avoimen kuvauksen lauseesta. O

Huomautus 4.23. Lauseen 4.20 viite ei kuitenkaa pade suljetuille joukoille, ts. analyyt-
tinen vakiosta eroava funktio ei kuitenkaan kuvaa suljettuja joukkoja suljetuiksi joukoik-
si. Tdmé& ndhdadn esimerkiksi tarkastelemalla eksponenttifunktiota f(z) = e*. Funktio f
on tunnetusti kokonainen ja méaéritelty koko kompleksitasossa C, joka on méaritelmén
mukaan suljettu joukko. Kuitenkin kompleksitason kuvajoukko funktion f suhteen on
C\ {0}, joka ei ole suljettu.

Avoimen kuvauksen lauseen avulla saadaan lyhyt todistus maksimiperiaatteelle. So-
veltamalla sopivasti maksimiperiaatetta saadaan samalla todistus my6s minimiperiaat-
teelle.

Lause 4.24. (Maksimiperiaate) Jos funktio f on analyyttinen rajoitetussa alueessa D
ja jatkuva alueen D sulkeumassa, niin funktio |f| saavuttaa maksimiarvonsa alueen D
reunalla. Lisiksi jos funktio |f| saavuttaa maksimiarvonsa alueen D sisdlld, funktio f on
vakio.

Todistus. Koska alue D on rajoitettu, on sulkeuma D kompakti joukko. Néin ollen kos-
ka |f| on jatkuva reaalifunktio sulkeumassa D, saavuttaa se maksimiarvonsa jossakin
sulkeuman pisteessid zy. Osoitetaan, ettd piste zy ei voi olla sisdpiste, jolloin maksimi
saavutetaan alueen reunalla.

Olkoon z, alueen D mielivaltainen sisépiste. Jos funktio f ei ole vakio, avoimen ku-
vauksen lauseen mukaan funktio f kuvaa zg-keskisen d-séteisen kiekon kuvatason avoi-
meksi kiekoksi, joka sisdltdd f(zo)-keskisen m-séteisen kiekon. Téssd reaalivakiot § > 0
jam > 0 on valittu samalla tavalla kuin avoimen kuvauksen lauseen todistuksessa. Kéy-
tetddn kuvapisteelle f(zg) polaariesitystéa

f(ZO) = Rei90>

missé luku R > 0 ja 0y € [0,27] on vastaava kulma. Olkoon £ > 0. Valitsemalla alueen
D piste 2’ siten, ettd kuvapisteelle patee

f(2) = (B+ )™,
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nahdadn etta
|f(Z)] = R+e>R=|f(x)l

Néin ollen pisteessé zj ei saavuteta maksimia funktiolle |f|. ]

Lause 4.25. (Minimiperiaate) Olkoon funktio f analyyttinen alueessa D ja oletetaan,
etti funktio f on nollasta eroava alueessa D. Talloin funktio |f| voi saavuttaa mini-
miarvonsa alueessa D vain jos se on vakio. Jos lisiksi funktio f on jatkuva sulkeumassa
D ja sulkeuma D on kompakti, niin funktio |f| saavuttaa minimiarvonsa sulkeuman D
reunalla.

Todistus. Oletuksien mukaan kaikille alueen D pisteille z on voimassa f(z) # 0, joten
funktio 1/f on analyyttinen alueessa D. Funktio |f| saavuttaa miniminsé alueen D pis-
teessd zp jos ja vain jos funktio 1/|f| saavuttaa maksiminsa pisteessd zy. Véite seuraa
soveltamalla maksimiperiaatetta funktioon 1/|f]. O

Todistetaan luvun lopuksi vield maksimiperiaatetta soveltaen Schwarzin lemma.

Lemma 4.26. (Schwarzin lemma) Olkoon funktio f analyyttinen kiekossa |z| < R
jollekin luvulle R > 0 ja f(0) = 0. Jos kiekossa |z| < R pdtee |f(2)| < M, niin

) M iy M|z|
£ (0)] < 0 sekd |f(2)] < R

kiekossa |z| < R. Yhtdsuuruus on voimassa vain jos funktio f on muotoa

missa o € R.

Todistus. Koska f(0) = 0, voidaan kirjoittaa funktio f muodossa f(z) = a1z + agz® +
aszz® + - --. Madritelldan funktio g : A — C asettamalla

f(2)

—= kun0<|z| <R
z

f'(0), kun z =0.

9(z) =

Télloin funktio ¢ on analyyttinen kiekossa |z| < R. Koska |f(2)| < M kaikilla |z| < R,
kaikille positiivisille reaaliluvuille » < R pétee
M

max z .
mag(2)| <

Soveltamalla maksimiperiaatetta funktioon g saadaan |g(z)| < 2! kaikille |z| < r, missi
0 <r < R. Viemélla luku r mielivaltaisen lahelle lukua R saadaan

g(2) < tim 2 =Y
g\z _TEIII%T_R
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kaikilla |z| < R, josta edelleen

M
1) < Zll

Lisiksi |7/(0)] = [9(0)] < .
Tapauksissa |f'(0)] = M/R tai |f(b)| = (M/R)|b| jollekin kompleksiluvulle 0 < [b] < R
saadaan funktion g mééritelmén mukaan vastaavasti |g(0)| = M/R tai |g(b)| = M/R.

Néin ollen funktio g saavuttaa maksiminsa kiekossa |z| < R, joten se on vakiofunktio
maksimiperiaatteen nojalla. Viite seuraa. [
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