Diskreetti matematiikka, syksy 2010
Harjoitus 4, ratkaisuista

1. Olkoon X = {a,b,c,d,e} jaY = {1,2,3,4,5}. Mitki seuraavista relaatioista ovat funktioita,
mitkd niistd injektioita, surjektioita, bijektioita? Miiritd bijektioiden kddnteiskuvaukset.

a) F:={(a,4),(b1),(c,3),(d,1),(e,3),(e,4)}
b) G :={(a,2),(b,1),(c,3),(d,5),(e,4)}
¢c) H:={(a,5),(b2),(c,3),(e,4)}
d) I:={(a,5),(b,1),(c,3),(d,1),(e,4)}
Ratkaisut.
a) F' ei ole kuvaus (eiki siis muutakaan), koska e kuvautuisi kahdelle.
b) G on kuvaus, bijektio, G = {(1,0), (2,a), (3, ¢), (4,¢), (5,d)}
c) H ei ole kuvaus, silld alkiolla d ei ole kuvaa.
d) I on kuvaus. Se ei ole injektio, silld b ja d kuvautuvat alkiolle 1, eiki surjektio, silld alkiolle
2 ei kuvaudu mitddn.
2. Olkoon f : X — Y kuvaus, A;, Ay C X ja By, B, C Y. Osoita, etti
a) f(A1NAy) C f(A1) N f(Az),
b) f~1(B1U By) = f~H(B1) U f(Ba).
Voiko kohdassa a) inkluusio olla aito?

Ratkaisu. a) Olkoon y € f(A; N As). On olemassa x € A; N A, siten, ettd f(z) = y. Mutta
b)Jos x € f~1(By U By), niin f(z) € By U By. Tilloin f(z) € B; tai f(x) € By. Niin ollen
T € fﬁl(Bl) taix € f71(32> elix € fﬁl(Bl) U fﬁl(Bg).

Siis f~1(B1U By) = f~1(B1) U f(Bo).

Kohdan a) inkluusio voi olla aito: Valitaan esimerkiksi joukot A; ja As C X niin, ettd niiden
leikkaus on tyhjd, mutta molemmista joku alkio kuvautuu samalle y € Y. Ehké yksinkertaisin
tallainen esimerkki: X := {1,2}, A; := {1}, Ay = {2}, Y :={3}jaf : X =Y, f(1) =
f(2) := 3. Silloin f(A; N A) = f(0) = 0, mutta f(A;) N f(As) = {3}.



3. Olkoon F': X — Y injektio ja G : F'(X) — X surjektio. Miti arvelet ilmauksesta G o F, siis
mitd ominaisuuksia silld on?

Ratkaisut. Seuraavat kuviot voivat auttaa
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injektio

T
G

surjektio

G o F on ensiksikin kuvaus X — X.
G o F on surjektio, silld (G o F)(X) = G(F (X)) = X, koska G oli surjektio.
Onko G o F' bijektio?

a) On, jos X on dérellinen, silloinhan joukoissa X ja F'(X) on yhtd monta alkiota (eli X ~
F(X), ks. Luku 10).

b) Ei yleisesti, silld G voi olla olematta injektio, ks. kuva alla.
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4. Olkoon n € N. Osoita, ettd minkd tahansa n + 1:n luonnollisen luvun joukossa on ainakin
kaksi, joiden erotus on jaollinen luvulla n.

Ratkaisu. Olkoon A = {ay, ag, ..., 4,41}, a; € N. Jaetaan kukin luku a; jakoyhtdlon mukaisesti
luvulla n:
a; =ng; +r;, r€{0,1,...,n—1}.

Olkoon mahdollisten jakojadnnosten joukko B := {0, 1,...,n—1}, jossa on siis vain n alkiota.
Miiritellddn f : A — B, f(a;) := r;. Koska #4 = n+ 1 > n = #B, on laatikkoperiaatteen
nojalla r; = r; joillekin ¢ # j. Silloin

a;—a; = (¢ —qj)n+r—1r; = (¢ — ¢)n,

elin| (a; — a;).



5. Oletetaan, ettd ihmisten vilinen tuttavuus on molemminpuolista. Osoita, ettd jokaisessa n > 2
henkilon joukossa on ainakin kaksi, joilla on yhtd monta tuttavaa.

Ratkaisu. Olkoot henkilét H = {hy, ..., h,} jamahdolliset tuttavien méaarit M = {0,1,...,n—1}.
Madritellddn f : H — M,

f(h;) := "h;:n tuttavien méérd joukossa H”.

Emme vield péddse kdyttimiin laatikkoperiaatetta! Mutta, on kaksi eri mahdollisuutta:

a) Joukossa on henkil6 Ay, joka ei tunne ketddn. Talloin myoskddn hidntd ei tunne kukaan.
Silloin f onkin kuvaus H — M; :={0,1,...,n—2}. Nyt #M; = n — 1.

b) Kaikki tuntevat ainakin yhden muista. Silloin f on kuvaus H — M, := {1,...,n—1} ja
#MQ =n—1.

Molemmissa tapauksissa laatikkoperiaatteen mukaan on olemassa kaksi eri henkildd h;, hj,
joille f(h;) = f(h;), eli niilld on yhtd monta tuttavaa.
6. Osoita, ettd relaatio £ C X x X on transitiivinen jos ja vain jos RoR C R.
Todistus. Molempiin suuntiin:
Oletus: Olkoon R transitiivinen.
Viitos: Ro R C R.

Todistus. Olkoon (z,z) € R o R. Silloin on olemassa sellainen y € R, ettd xRy ja yRz.
Transitiivisuuden nojalla xRz eli (z, z) € R. Siis Ro R C R.

Oletus: Olkoon Ro R C R.
Viitos: R on transitiivinen.
Todistus. Olkoon xRy ja yRz. Silloin relaatioiden yhdistimisen méiritelmén nojalla (z, z) €
Ro R.Koska Ro R C R,on (z,2) € Reli xRz. Siis R on transitiivinen.
7. Olkoon X direllinen joukko ja R C X x X. Miten sen matriisista nikee, onko relaatio
a) refleksiivinen, b) symmetrinen, c) antisymmetrinen, d) transitiivinen, e) tiysi,
f) R~'oR refleksiivinen?

Ratkaisu taulukkona:

Ominaisuus Matriisi Toinen ilmaus
a) refleksiivinen Mg(i,i) =1 diagonaalilla ykkoset
b) symmetrinen Mg = M}{ matriisi symmetrinen
c) antisymmetrinen la;; = a;; = 1] = [i =j] “’tosi epdsymmetrinen”
d) transitiivinen [a;; = aj, = 1] = [ag = 1]
e) tdysi Mp Vv M} TOSI a;; = 1 tai aj; = 1 kaikilla ¢, j
f) R 'oRrefleksiivinen | A", (VM(i,:)) =T ei nollarivejd (x)

() perustelu:

R~ o Rrefleksiivinen < (z,z) € R~ o Rkaikillax € X
& VeeX,dyeYse xRyAyR '
< VeeXdyeYse xRy



8. Olkoon relaation R matriisi

Onko relaatio

O = O =
O~ = O
—_ = O
—_ oo O O

a) refleksiivinen, b) symmetrinen, ¢) antisymmetrinen, d) transitiivinen, e) tiysi, f) R 'oR

refleksiivinen?

Ratkaisu: Olkoon perusjoukko X = {1, 9, 23, 4} ja matriisin rivit ja sarakkeet tdssi jirjestyk-

sessi.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

diagonaalilla on ykkoset

esimerkiksi Mg(3,2) # Mg(2,3)
esimerkiksi Mp(3,1) = Mg(1,3) =1
esimerkiksi x1 Rx3 ja x3 Rro, mutta x1 Ruo
esimerkiksi x; Rxo ja xo Ry

joka rivilld on ykkosid



