Diskreetti matematiikka, syksy 2010
Harjoitus 5, ratkaisuista

1. Olkoon S C X x X transitiivinen relaatio. Osoita, etti S* C S kaikilla k € N.
Todistus. Jos S on transitiivinen, Lauseen 5.9.2 §) mukaanon S o S C S.
Induktiotodistus. 1) k =1: S' =S C S. OK

2) k = n Induktio-oletus: Olkoon S™ C S jollakin n > 1. Silloin relaation potenssin
maédritelmén, Lemman 6.2.4 ja Lauseen 5.9.2 §) nojalla

Sl =808"C SoSCS.

Viite pétee siis arvolla k = n+1.

Induktioperiaatteen nojalla viite on tosi kaikilla k£ € N.

2. Onko matriisin
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edustama relaatio transitiivinen?
Ratkaisuksi useita vaihtoehtoja.

a) Matriisista voi tutkia (aika tyolids), onko sille voimassa seuraava kaikilla ¢, j € [10]:
jos my; = 1jamj, = 1, niin my0ds m;;, = 1.

b) Voi piirtdd kuvion ja katsoa siitd konkreettisemmin. Kuvasta tulee kylld melko sotku, kun
nuolia on periti 50.

c) Kayttid transitiivisuuden aritmeettista matriisiehtoa: SIGN(MgMpg) < Mg:

» M = ...

» M2 = sign (M*M)

» M2 <= M % pitdisi tulla wvain ykkosta
» all(all (M2 <= M))

ans =

1

Y114 M2 on matriisin nelid, jossa ei saisi olla yhtiin ykkostd sielld, missd matriisissa M:kdédn ei
ole. Ja ndin onkin tissi, vertailu M2 <= M antaa vain ykkosii sisdltdvin matriisin. Viimeinen
kisky tarkastaa tamin seikan.

3. Olkoon X := {1, %9, 23, 24,25} ja R := {(x1,x2), (22, 25), (x3,21), (x4, 22)}. Muodosta
transitiivinen sulkeuma R’

a) suoraan paittelemalld,



b) laskemalla matriisin Mg avulla.

Ratkaisu. a) I vaihe: Otetaan pohjaksi joukko R = R! ja rakennetaan R lisaamalld tarvittavia.
II vaihe R? = R o R: lisétédn (1, x5), silld (z1, 7o), (2, 75) € R,

lisdtddn (x3, z2), silld (x3, x1), (x1,22) € R,

lisdtddn (x4, x5), silld (21, x2), (x2,x5) € R.

Il vaihe R® = R o R o R: lisitidn (x3,z5), silld (z3,21) € Rja (z1, z5).

Havaitaan nyt, ettd

R = {(z1,x2), (22, 5), (x3,21), (T4, T2), (T1,x5), (X3, T2), (T4, x5), (3, 25)}.

b) Relaation matriisia korottamalla potensseihin ja laskemalla ndmi yhteen (ks. Huomautus
6.2.7):

» MR = [01 00 O0; 00O0O0O01; 1 000O0; 01 0O0O0; 0O0O0O0CDO0]1;
» MR2 = sign (MRx*MR)

» MR3 = sign (MR2xMR)
» MR4 = sign (MR3*MR)
» TRS =

sign (MR + MR2 + MR3) % koska MR4 o0li nollamatriisi
» sign (TRS*TRS) <= TRS % tarkastus

tai vield fiksummin logiikka-operaatioilla, ks. Matlab-demojen BT, tai rakentamalla erityinen
transitiivisen sulkeuman laskeva funktio.

. Olkoon X &drellinen joukko, jossa on n alkiota ja olkoon R C X xX relaatio. Todista:
Jos p € Nja xR"*Pz, niin x R*z jollakin k € [n).

Todistus. Olkoon p € N mielivaltainen, samoin (z, z) € R"*P. Olkoon k pienin niistd luvuista
k € N, joille (z, 2) € RF.

Selvitd, miksi tillainen on olemassa!

Alaviite: Vilttamittd k < n.

Alatodistus. Antiteesi: k > n. Silloin k > n + 1. Koska 2 Rz, on olemassa sellainen alkiojono
T—U0 =Y = = Y1 — 2 =Yk,

ettd z Ryy, y1 Ryo, - - ., Yk—1 Ryg. Jonossa y1, Y2, Ys, - - ., Yx—1, Y ON k > n+ 1 jasentd. Joukossa
X oli vain n alkiota, joten jonon jdsenissd y,, on ainakin yksi pari y; = y;, ¢ # j. Jos es-
imerkiksi ¢ < 7, on tilanne

.’L’—>y1—>--—>yl—>yz+1—>-~—>yJ71—>y]:yZ%y]+1—>~-—>yk,1—>yk22

Mutta silloin jonossa voidaan “oikaista”, siis jittdd pois esimerkiksi patkd y;,; — -+ —
Yj—1 — Y; = ¥i, jolloin saamme aidosti lyhemmin yhteyden z — z:

T—=Yp = Y DY D Y1 — Yk = 2

Silloin olisikin zR*~™z arvolla m := jJ — 4 > 1, mikd on ristiriita luvun & valinnan kanssa;
sehén oli pienin! Siis £ on jokin luvuista 1, 2, 3, .. ., n.



5. Olkoot X ja R kuten tehtivissid ] Osoita kyseisen tehtdvin avulla, ettd transitiivinen sulkeuma
on laskettavissa direllisend yhdisteend

R = O R,
k=1

ja etti voi olla aidosti U}~ R* C R.
Todistus. a) Lauseen 6.2.5 alkuosan mukaan R = U R*. Titen riittdé osoittaa, ettd ddrel-
liselle n-alkioiselle joukolle

Ur ={JR"

k=1 k=1

1) Aina pitee | J;_, R* C ,—, R*.

2) Inkluusio toiseen suuntaan: Kyseinen dédreton yhdiste voidaan esittdd muodossa

0= (r)u( 9]

k=n+1

Niinpd riittdd osoittaa, ettd jilkimméinen ddreton yhdiste ei tuo mukaan yhtdin uutta alkiota.
Todetaan tama ndyttdmalla, ettd jalkimmiinen yhdiste siséltyy edelliseen:

G RF C Lnj RF.
k=n+1 k=1

Mutta tissi astuu mukaan tehtivin @ tulos:

Olkoon (z,z) € U2, . R mielivaltainen. Silloin (z,z) € R™'" jollakin p € N. Teht'av'an
mukaan on olemassa k < n, jolle (z, z) € RF. Titen (z,2) € R* C |J,_, R*.

Siis kohta a) on todistettu.

b) Esimerkki: Olkoot X = {z1, 25} ja R := {(21,x2), (x2,21)}. Silloinn = 2 ja

MR:<(1] é)jaﬁt:XxXenMRz:(} })

mutta aidosti
i

1
JRF=RCcXxX=R.
k=1
Keksi lisdd esimerkkeji!
6. Mitki seuraavista reaalilukujen joukossa médritellyisté relaatioista ovat ekvivalenssirelaatioita?
a)rRy < x—y onluvun 3 kokonaislukupotenssi
b)zRy < x+y onparitontai x =y
c)rRy & a%2=1y?
Mairitd (myOnteisissé tapauksissa) ekvivalenssiluokat.

Ratkaisut. a) Relaatiossaolo xRy tarkoittaa, ettd z — y = 3" jollakin k € Z.

Ei ole ekvivalenssi; itse asiassa se ei ole refleksiivinen, ei symmetrinen eiki transitiivinen!
Yksikin néisti riittdd perusteluksi, mutta kdyddédn harjoituksen vuoksi ldpi kaikki kohdat:

1) refleksiivisyys: xRz ei ole totta millidin x € R, silld 2 — 2 = 0 < 3* kaikilla k € Z.
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2) symmetrisyys: Olkoon zRy. Silloin z —y = 3 > 0, joten y — 2 < 0 # 3P kaikilla p € Z.
Siis ei ole yRz.

3) transitiivisuus: Oletetaan, ettd xRy ja yRz. Silloin v — y = 3™ jay — 2z = 3" joillakin m,
n € Z. Jotta olisi x Rz, olisi oltava esitys x — z = 3” jollakin p € Z. Mutta
r—z=(@x—-y) +(@y—2=3"+3",

jonka ei tarvitse olla kolmosen potenssi! Relaatio ei liene transitiivinen.

VASTAESIMERKKI. 6?3 ja 3R0, silli 6—3 = 3!, samoin 3—0 = 3'. Kuitenkin 6—0 = 6 # 37
kaikilla p € Z. Siis ei ole 6 R0.

b) Ei ole ekvivalenssi. On kylld refleksiivinen ja symmetrinen, mutta ei transitiivinen;
VASTAESIMERKKI: 1R2 ja 2R3, mutta ei ole 1 R3.

¢) On ekvivalenssi. Ehtohan voidaan ilmaista myds muodossa |z| = |y|. Refleksiivisyys,
symmetrisyys ja transitiivisuus lienevét selvit (perustele kuitenkin tarkasti).

Ekvivalenssiluokat: R(x) = {x, —x} kaikilla x € R.

. Mikd on se ekvivalenssirelaatio, joka miérdd osituksen {{1,2,3},{4,5}} joukkoon X :=
{1,2,3,4,517

Ratkaisu. 1) Luettelona

R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3), (4, 4), (4,5), (5,4), (5,9)},
2) Ehtona: xRy < z,y € Xja [max(z,y) <3 tai min(z,y) >4



