Diskreetti matematiikka, syksy 2010
Harjoitus 6, ratkaisuista

1. Todista: Jos f : X — Y on kuvaus, niin

Pr={f"lyefX)}

on joukon X ositus.

Kddintden, jos P on joukon X ositus, on olemassa joukko Y ja kuvaus f : X — Y, joille
P = Ps.

Todistukset. a) Jokaisellay € f(X) on f~'(y) C X epityhji.

b) Viiite: Uyef(x)f_1<y) =X.

Triviaalisti Uye px)f*(y) € X. Jos z € X, niin ¢ := f(z) € f(X), jolloin z € f~'(y).
Siten myos X C Uyerx) f 1 (y).

¢) Viiite: Joukot erillisid. Olkoot kaksi joukkoa f~*(y) # f~'(z) joillekin y, z € X. Silloin
y # 2 ja funktion méaéritelmidn mukaan f~(y) N f~1(2) = 0.

Olkoon P = { X; | i € I } joukon X ositus, I jokin (indeksi)joukko. Silloin U;c; X; = X.
Valitaan Y := [ jakuvaus f : X — Y,
f(x) =1, ainakun x € X.
Silloin X; = f~1(i) kaikillai € Y, f(X) =Y ja
P={X;liel}={f"y|yeY=/[fX)}

2. Olkoon R relaatio joukossa X. Osoita, ettd on olemassa suppein relaation R sisdltiva ek-
vivalenssi, nk. ekvivalenssisulkeuma, R’ C XxX. Vihje: osoita ensin, ettd ekvivalenssien
leikkaus on ekvivalenssi.

Ratkaisu. Selvisti koko X x X on relaation R siséltidvd ekvivalenssi.

Apulause. Ekvivalenssien leikkaus on ekvivalenssi.

Olkoot E; C X x X ekvivalenssirelaatioita. Silloin £ := N F; € XxX.

1) refleksiivisyys: Ax C F; kaikillai € I, joten Ax C F jasiis x Fx kaikilla z € X.

2) symmetrisyys: Jos x Ey, niin x F;y kaikilla ¢ € I. Silloin yE;x kaikilla E;, koska F;:t ovat
symmetrisii, ja siten yE'z.

3) transitiivisuus: Olkoon zFEy ja yEz. Silloin xE;y ja yFE;z kaikilla ¢, ja siten x E;z kaikilla
1€ 1. SiiszEz.

Osoitetaan nyt, ettd on olemassa suppein relaation R sisdltdvi ekvivalenssi ja ettd se on
R*:=n{E; C X x X|R C E;, E; ekvivalenssi }.

1) Yll4 oleva leikkaus on epityhji, sillda X x X kuuluu siihen, ja ainakin Ax C F; kaikilla i.
2) R C R, silld R C E| kaikilla i.
3) R” on apulauseen nojalla ekvivalenssi.

Miirittelynsi perusteella B~ on mys suppein.



3. Onko jokin seuraavista joukon X = {a, b, ¢, d} relaatioista osittainen tai jopa totaali jirjestys?

a) R :={(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(bd),(cc)(cd),(dd)}

b) 5:= {(a, ), (a,), (a, ), (a,d), (b,0), (b,d), (¢, ¢), (¢, d), (d, ¢), (d, d) }
o) T :={(a,a),(a;b), (a,¢), (a,d), (b,0), (b, d), (¢, ), (¢,d), (d, d)}

d) U :={(a,a),(a,b), (a,¢), (b, b), (b, d), (¢, ¢), (¢, d), (d, d) }

Piirrd jirjestyksistd Hassen kaaviot.

Ratkaisut. a) Ei, silli ei ole refleksiivinen; (b, b) puuttuu.

b) Ei, silld ei antisymmetrinen; ¢Sd ja dSc, mutta (ilmeisesti) ¢ # d.
c¢) On osittainen jérjestys.

d) Ei, silli ei transitiivinen; aUc ja cUd, muttei aUd.
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4. Todista Lause 7.2.5: Olkoon R C X x X ekvivalenssirelaatio ja z, y € X. Télloin
a)x € R(z)
b) [R(z) NR(y) #0] < [zRy]
) [R(z) = R(y)] < [zRy].
Ratkaisut. a) Koska R on refleksiivinen, on zRx ja siten z € R(z).
b) Koska R on symmetrinen, on xRy ja y Rz aina kun z € R(y). Siis:
1)Jos zRy,onz € R(y)jay € R(x). Tilloin z € R(x) N R(y), joten R(x) N R(y) # 0.

2) Olkoon R(x) N R(y) # D jaz € R(x) N R(y). Silloin z Rz ja yRz. Symmetrisyyden nojalla
2Ry ja transitiivisuudesta seuraa, ettd z Ry.

¢) 1) Oletetaan, ettd 2 Ry. Olkoon z € R(z), jolloin zRx. Silloin zRx ja x Ry, joten transitiivi-
suuden nojalla z Ry. Siis z € R(y) ja R(xz) C R(y). Vastaavasti R(y) C R(z).

2) Olkoon R(x) = R(y). Koska siis y € R(z), on xRy.

5. Onko seuraavan kaavion médrittelema relaatio transitiivinen?

Jos tarpeen, lisdd sellaiset nuolet, ettd tulee transitiivinen. Onko se jirjestysrelaatio sitten, kun
vield lisatddn silmukat kuhunkin alkioon (otetaan siis vield refleksiivinen sulkeuma)?

Ratkaisut. Ei ole transitiivinen. Lisittavd {(1,2), (1,4), (1,6), (1,7),(5,2),(5,4),(8,4)} (ks.
kuvio). Relaatiosta tulee niin jdrjestys; sielld ei nimittdin ole missdén nuolia kahteen suuntaan.



6. Olkoon E :={ f : R — R | f funktio }. Médritelldén relaatio <C E x E,
[f=2g] <= [g— fkasvava].

Onko pari (E, <) osittainen jdrjestys tai jopa tiydellinen?
Ratkaisut. Yritetdin osoittaa, ettd < on osittainen jarjestys.
a) Refleksiivisyys. f < f,silld f — f = 0 on vakiofunktiona kasvava; siis tosi.

b) antisymmetrisyys: Pitéisi olla

[f =gl ANlg=f] = [f=y]
Mutta esimerkiksi funktioille f = 0jag = 1 ovat f — g = —1 ja g — f = 1 vakiofunktioina
kasvavia, eli f < gjag = f. Mutta 0 = f # g = 1, joten relaatio ei ole antisymmetrinen.
Titen se ei ole osittainen jarjestys eikd myoskédn tiydellinen.
Ongelma Onko relaatio kuitenkin transitiivinen?

Kylld on. Jos f < gja g < h, niin kasvavien funktioiden summana

h—f=h—g+g—f=(h-9)+(@—f)
on h — f kasvava jasiten f < h.

7. Olkoon (E, <) jérjestetty joukko. Osoita, ettd
a) joukossa E on korkeintaan yksi pienin ja yksi suurin alkio.
b) osajoukolla F' C E on korkeintaan yksi infimum ja supremum.
Ratkaisut. a) Olkoot p ja ¢ € E pienimpid alkioita, ts. p < e ja ¢ < e kaikillae € E.

Silloin p < ¢, koska p on pienin, ja ¢ < p, koska ¢ on pienin. Antisymmetrisyyden nojalla
P = @, ja pienimpid on siten korkeintaan yksi.

Dualiteettiperiaatteen nojalla viite pitee myos suurimmalle alkiolle.

b) Olkoon F' C E ja olkoot p, ¢ € E alkioita, jotka ovat joukon F' yldrajojen joukon pienimpid
alkioita. Koska ylédrajojen joukko on sekin jérjestetty joukko, on kohdan a) nojalla p = q.

Vastaavasti perustellaan infimumin yksikisitteisyys.



