Diskreetti matematiikka, syksy 2010
Harjoitus 7, ratkaisuista

1. Olkoot (E, <) ja (F, <) epityhjid jérjestettyjd joukkoja. Médritellddn joukossa E x F relaatio
L seuraavasti:

[z 9)L(,y)] = [(@<a)V(@z=2)A(y=2Yy))]

Osoita, ettd L on osittainen jérjestys joukossa E x F.

Kyseessid on nk. leksikografinen jirjestys eli aakkosjdrjestys.

Jos jarjestykset < ja < ovat tidydellisid, niin onko myos L tdydellinen jdrjestys?

Ratkaisut. R) (z,y)L(z,y),sillixz = zjay < y.

A) Osoitetaan, ettd voi olla molemmat (z,y)L(2',y') ja (¢/,y')L(z,y) vain kun (z,y) =
(@', y).

Oletetaan, ettéd (x, y)L(2',y'). Jos x < 2/, niinei voi ollaz’ < x eikd 2’ = x, eiki siis mydskién
(', y")L(x,y). Tallaisia tapauksia ei ole.

Jos taas x = 2’ ja y < ¢/, niin mikdli my6s (z/,y") L(z,y), olisi ¥’ < y. Relaation < antisym-
metrisyydesti seuraa silloin y = y'. Kaikkiaan siis (z,y) = (2, ¢/).

T) Olkoot (z,y)L(z,y') ja («/,y')L(z",y"). Silloin on voimassa:
r<z'tai(x=2"jay <y)ja
<2’ tai (¢ = 2" jay < y").
Onko siis (z,y)L(z",y")? Koska (x,y)L(z’,y'), on kaksi vaihtoehtoa:
1) Jos © < 2/, on relaation < transitiivisuuden nojalla z < x”.
2) Jos x = 2’ jay < 7/, on taas kaksi vaihtoehtoa:
a) Jos &' < 2, kuten edelld, x < 2.
b)Josz' =2"jay <y, niinx =2 =2"jay <y <y’ jasiteny < y".
Siis (z,y)L(x",y") ja relaatio on transitiivinen.
Viite: Jos molemmat komponenttirelaatiot ovat tdysiid, niin myds tulo on tdysi:
Olkoot (z,y) ja (¢/,y') € E x F mielivaltaisia. Nyton z = 2/, v < 2/ tai 2’ > x.
Olkoon z = . Koska < on tdysi, ony < ¢/ taiy’ < y, jasiten (x,y)L(z',y') tai (2, ') L(x, y).
Kahdessa jalkimmadisessé relaatiot ovat vastaavasti (z, y)L(2',y') tai (2, /) L(x, y).
2. Osoita, ettd olla yhtd mahtava kuin” on ekvivalenssirelaatio minki tahansa perusjoukon potenssi-
joukossa.

Onko relaatio “olla korkeintaan yhtd mahtava kuin” puolestaan osittainen jérjestys? Jos ei, niin
miten siitd saataisiin sellainen?

Ratkaisut. Olkoon X perusjoukko. Viite tarkoittaa, ettd yhtimahtavuus ~ on ekvivalenssi
joukossa P(X).

Ensinnikin 1dht6tilanne on kelvollinen, >~ C P(X) x P(X), joten = todella on relaatio joukossa

P(X).

(E1) ~ on refleksiivinen: A ~ A, koska identtinen kuvaus Id : A — A, Id(x) := z, on ndiden
vilinen bijektio.



(E2) ~ on symmetrinen: Jos A ~ B, on olemassa bijektio A — B. Sen kéénteiskuvaus B — A
on bijektio ja siten B ~ A.

(E3) ~ on transitiivinen: Olkoot A ~ B ja B ~ (C. Silloin on olemassa bijektiot f : A — B
jag: B — C. Miirittelyistdidn johtuen nimé voidaan yhdistdid funktioksi g o f : A — C, joka
bijektioiden yhdistettynd funktiona on bijektio. Siis A ~ C.

Niin ollen ~ on ekvivalenssirelaatio potenssijoukossa.

Vastaavalla tavalla voidaan todistaa relaatiolle <: “olla korkeintaan yhtd mahtava kuin”, reflek-
siivisyys ja transitiivisuus (injektioiden kompositio on injektio). Antisymmetrisyys ei kuitenkaan
sellaisenaan ole voimassa, esimerkiksi joukossa Y := {1,2,3,4} osajoukoille on {1,2} <
{2,4} ja{2,4} <{1,2}, vaikka {1,2} # {2,4}.

Asia korjautuu (vaikka toki idea hiukan muuttuukin) ottamalla kdyttoon yhtimahtavuusrelaa-
tion midraamait ekvivalenssiluokat, ts. niputtamalla yhdeksi alkioksi kaikki keskendin saman-
kokoiset (yhtdmahtavat) joukot. Esimerkiksi ylld osajoukon {1,2} miérdami ekvivalenssilu-
okka on joukko, jonka alkioina ovat kaikki joukon Y = {1,2,3,4} kaksialkioiset joukot.
Joukon A médrdamai ekvivalenssiluokkaa merkittiin ~ A. YlI4 siis

~ ({1,2}) = {{1,2}, {1, 3}, {1,4},{2,3}, {2, 4}, {3, 4} }.

Merkitédédn joukon X osajoukkojen yhtdmahtavuusrelaatiossa ~ maarddmien ekvivalenssiluok-
kien tekijdjoukkoa, nk. kardinaalilukuja,

E=PX)/~={~(A)|AcPX)}.
Varustetaan £ relaatiolla <:

H=K < 3H e H,3K € K, joille H < K.

Viite. Pari (£, <) on osittain jirjestetty joukko.

Refleksiivisyys ja transitiivisuus siirtyvit koskemaan my0s nditd ekvivalenssiluokkia. Anti-
symmetrisyyskin on nyt voimassa:

Oletetaan, etti H < K jakl <H ja osoitetaan, ettd H = K. Tama4 taas edellyttis, ettd 1oyddmme
néistd keskendédn yhtd mahtavat alkiot H € H ja K € KC, siis sellaiset, joiden vililld on bijektio.

yhtam ahtavien
elvivalenssiluckat

relaatiossa =

= osittatnen jarjestys



Oletuksesta seuraa, ettd on olemassa alkiot H,, Hy € H ja Ky, Ky € K, joille H; = K ja
Ky = H,. Tamad tarkoittaa, ettd on olemassa injektiot f : H; — K jag : Ky — H,. Kunkin
ekvivalenssiluokan alkioiden vélilld on bijektiot, siis erityisesti bijektiot h : H; — Hs ja k :
K, — K,. Yhdistetty funktio k o f : H; — K, on silloin injektio, samoin A~ o g : Ky — H.

Vilihuomautus. Samalla tuli sivutuotteena todistetuksi, ettid 7 < /C jos ja vain jokaiselta H €
‘H on injektio jokaiselle K € /.

Loppusilaus saadaan seuraavasta yleisestd ongelmasta: Onko totta, ettd jos A ~ B ja A ~ B,
niin A ~ B ?

Téhin vastaa Cantorin, Schroderin ja Bernsteinin lause.

Lause (Cantor-Schroder-Bernstein). Jos A, B C X ja on olemassa injektiot A — Bja B — A,
niin on olemassa bijektio A — B.

Todistus. Olkoot f : A — Bjag: B — A injektioita. Méddritelldan kaikilla n € N:

Ch = A\g(B)
Crir = g(f(Cn))

Miairitellddn edelleen C' := U2 (), jafunktioh : A — B,

h(x)::{f(:f), kunz € C
g Hx), kunze A\C.

Selvistikin h todella on funktio, koska f on funktio ja g on injektio. Osoitetaan h bijektioksi.
1) h on injektio. Olkoot x1, x5 € A, x1 # x5. Erotetaan kolme tapausta.

a) Jos xq, xo € C, funktion f injektiivisyyden nojalla myos h(z1) = f(x1) # f(x2) = h(xs).
b) Jos x1, x5 € A\ C, funktion g injektiivisyyden nojalla h(z;) = g~ (x1) # g ' (x9) = h(zs).
c) Jos lopuksi z; ja xo ovat eri joukoissa, olkoon esimerkiksi 27 € C' jazy € A\ C. Tilldin
z, € C, jollakin n € N, jolloin h(x;) € f(C,,). Jos nyt olisi myds h(xs) € f(C,,), niin

g(h(x2)) = g(g~" (22)) = 22 € g(f(Cn)) = Copa,

miki on vastoin oletustamme x5 € A\ C. Siis nytkin h(z1) # h(zs).

2) h on surjektio. Olkoon y € B mielivaltainen. On osoitettava, etté jollekinz € Aonh(z) =y
(tai ettéd alkukuvajoukko h=*(y) # 0).

Tapauksessa y € f(C,,) jollakin n € N 16ytyy triviaalisti alkukuva joukosta C,, C A. Oletetaan
siis, ettd y ¢ f(C,,) kaikillan € N, eliettiy € B\ U, f(C,,). Naytetddn, ettd g(y) € A\ C,
jaettd h(g(y)) = y.

Selvisti g(y) ¢ C joukon C} médrittelyn mukaan. Edelleen milldidn n € N ei voi olla g(y) €
Chi1, koska Cr1 = g(f(Cy)) ja g oli injektio, seuraisi y € f(C,). Siis g(y) € A\ C ja

h(g(y)) = 97 (9(y)) = .
Nain on konstruoitu bijektio h : A — B.



3. Muodosta bijektio
a) joukkojen N ja Z
b) joukkojen N ja Q
vilille. Tdmad todistaa kyseiset joukot yhtimahtaviksi.
Vihje. a) Ajattele joukkoja lukusuoralla.
b) Asettele (positiiviset) rationaaliluvut (paittyméttoméédn) taulukkomuotoon (Cantor).

Ratkaisut. a) Madritelldén f(1) := 0, f(2n) = —n, f(2n+1) =n,n € N,

N ... 8 6 4 213 5 7 9 11

Z: ... 4 -3 2 -1 01 2 3 4 5

b) Cantorin diagonaaliprosessi: Jokainen positiivinen rationaaliluku esiintyy (ainakin kerran)
taulukossa
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Cantorin diagonaaliprosessi

Midritelldén f(1) = 0. Luvut 2n kuvataan taulukkoon, luvut 2n+1 vastaavaan negatiiviseen
taulukkoon. Taulukossa ohitetaan ne luvut, jotka ovat jo esiintyneet.
4. Olkoot A ja B C X. Ilmoita joukkojen A ja B karakterististen funktioiden avulla
a) joukon A \ B karakteristinen funktio.
b) joukon (A \ B) U (B \ A) karakteristinen funktio.
Ratkaisut. a) Koska A\ B = AN B = AN (X B), saadaan Lausetta 10.6.1 soveltaen:

Xa\B = X4 xx\B = Xa(l = XxB).
b) Koska (A\ B)N(B\ A) =, on
X(A\BUB\A) = X(a\B) + X(B\4) = Xa(l = xB) + xB(1 — xa) = Xa + XB — 2XaXB-

5. Yliopiston ylioppilaskunnan syyskekkerit pidettiin vanhempien ihmisten suosiossa olevassa
tanssipaikassa. Yhteensd paikalla oli 100 osallistujaa, joista 60 oli miehid ja loput naisia. O-
sallistujista alle kolmekymppisid oli 30, joista 10 miehid. Lisdksi tiedetddn, ettd osallistujista
vain 40 oli opiskelijjoita, ndistd 20 oli miehid, 15 alle kolmekymppisid ja 5 alle kolmekymppisid
miehid. Kuinka monta osallistujista oli

a) yli kolmekymppisid naisia?



b) yli kolmekymppisid ei-opiskelijanaisia?

Ratkaisu. Olkoot: E := {osallistujat}, A := {miehet}, B := {ikd < 30} ja C :=
{opiskelijat}. Tdlloin #F = 100, #A = 60, #B = 30 ja #C = 40. Edelleen tiedetién,
ettd #(AN B) = 10, #(ANC) = 20, #(BN C) = 15ja #(AN BN C) = 5. Kiytetddn
summa- ja erotusperiaatetta: Yli kolmekymppisten naisten joukko on AN B ja niisti muut kuin
opiskelijat on AN B N C. Siis

a) #(ANB) = #E — #A — #B + #(AN B) = 100 — 60 — 30 + 10 = 20.

b) #(ANBNC) =

HE —H#A—#B—H#C+#(ANB)+#(ANC)+#(BNC)—#(ANBNC) =

100 — 60 — 30 — 40 + 10 + 20 4+ 15 — 5 = 10.

. Kuinka monessa luvuista 1000, 1001, ..., 9999 on perikkiin kaksi samaa numeroa?

Ratkaisu. Kéytetddn summa- ja erotusperiaatetta: médritelldén joukot

Al = {n1n2n3n4 | Ny = N9, Ny 7é O}
AQ = {n1n2n3n4 | Ng = N3, Ny §£ O}
As = {ninansng | ng = ng,ny # 0}.

Kysymyksen vastaus on #(A; U Ay U A3). Nyt

YA = HAy=#A3=9-1-10- 10 = 900,

(A1 N Ay) = #(A N Ag) = #(A, N A5) =9-1-1-10 = 90,
#(ANANA)=9-1-1-1=09,

joten

(AU A U Ag) =200 #A = D ijes #(AIN A + #(A1 0 Ay 0 Ag)
=3-900—3-90+9 = 2439.

. Todista: Jos #X = n, niin X voidaan jakaa kahdeksi ekvivalenssiluokaksi 2"~! — 1 eri tavalla.
Vihje: Induktiotodistus joukon alkioméérédn suhteen.

Ratkaisu. Ekvivalenssiluokkiin jako = ositus.

Jos n = 1, on asia selvi: kaksiosaisia osituksia ei ole, mutta niinpi 2! ! —1=1—1= 0.

Olkoon siis n > 2. Joukon X 2-osaisia osituksia on p(n,2) kappaletta. Osoitetaan, ettd
p(n,2) =2""1 — 1 arvoillan > 2.

H[n=2p?2,2) =1=2>"—-10K
2) : Olkoon p(k,2) = 2¥= — 1 jollakin k > 2.
3) : Palautuskaavan ja induktio-oletuksen mukaan

p(k+1,2) = 2p(k,2) + p(k, 1) =2- (2" ' = 1)+ 1=2" - 1.

Induktioperiaatteen nojalla véite on tosi kaikilla n > 2, ja siten alkuosan nojalla kaikillan € N.



