Diskreetti matematiikka, syksy 2010
Harjoitus 10, ratkaisuista

1. Etsi virittdvit puut suuntaamattomalle verkolle G = (X, £, U), kun
X :={z,y,z1t},
E={{z, y} {z, 2} {z, 1} {y. 1}, {z. 1} },

ja ¥ on identtinen kuvaus.

Ratkaisu. Virittdavid puita on kahdeksan erilaista, kun solmut pidetdan nimettyini.
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Kun solmut pidetddn nimettyind, erilaisia virittdvid puita on kahdeksan kappaletta:
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Lisdkysymys: Kuinka monta erilaista isomorfiatyyppid néitd on? (vastaus: 2)

Esitetddn aluksi verkko kaaviona:

2. Olkoon G = (X, F,¥) suuntaamaton verkko, jossa on n solmua, m kaarta ja p yhtendistd
komponenttia. Osoita, ettd
m Z n—p,

ja ettd yhtidsuuruus pétee jos ja vain jos G on metsi.
Ratkaisu. Olkoot aliverkot G; = (X;, E;, ¥;) verkon G = (X, E, V) yhteniiset komponentit,
joita siis oli p kappaletta.

a) Solmujoukot X; muodostavat joukon X osituksen, samoin kaarijoukot F; ovat pistevieraita
ja E' = UE;. Koska kukin GG; on yhtenédinen, on Seurauksen 12.9.3 mukaan olemassa virittavit
puut Hz = (X27 E, FJ,]OIHC Fl Q Ez g E_]a Pl = ‘Ijz‘ﬂ

Silloin #X; = #F, + L eli #£F, = #X; — 1, ja #£5; > #X; — 1, mistd (ositus!)

#HE = #E > (#X;—1)=#X —p,
i=1 =1

elim >n—p.



b) Jos m = n — p, niin edellisistd seuraa #E; = #X; — 1 = #F;,. Koska F; C E; ja
#E; = #F;, on (ddrellisyyden nojalla) F; = F;. Mutta silloin G;:t ovat puita ja siten G metsi.

Jos taas GG on metsd, on Lauseen 12.8.4 mukaan #FK =m =n —p = #X — p.

3. Osoita, ettd ddrellisessd suuntaamattomassa puussa, joka ei ole pelkéstiin yksi solmu, on ainakin
2 solmua, joiden aste on 1.

Ratkaisu. Olkoon G = (X, F, W) didrellinen puu, #X > 2. Nyt jokaisen solmun aste on
vihintéin yksi, silld verkko oli yhtenéinen.
Antiteesi. Vihintdin 2-asteisia solmuja on ainakin #X — 1.

Olkoon zy € X solmu, jolle dg(zp) > 1 ja muille solmuille di(x) > 2. Silloin Lauseiden
12.2.3 ja 12.8.4 mukaan

2HE =Y do(r) = da(zo) + Y do(r) > 1+ 2(#X — 1) > 2(#X — 1) = 24E.

zeX TF#x0
Tamihén on vihintddnkin absurdia, joten antiteesi on viird ja sen negaatio totta.

4. Etsi virittdvit puut depth-first- ja breadth-first-menetelmilld suuntaamattomalle verkolle G,
jonka matriisi on

1020000110
000101O0T1T171
200100100O0O0
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M = 0000011010
' 01 0010O0O0O0O0
001010O0O0T1F®O0
1101000001
1100101011
0101000110

Ratkaisu. Verkon kaavioesitys on (huomaa, ettd solmujen 1 ja 3 vililld on rinnakkaiset kaaret,
solmusta 2 ei ole suoraa yhteyttd solmuihin 1 eiké 3!)




a) Syvyyshaku: piéstidn kaikkiin jopa ketjulla {1, 3,4,2,6,5,7,9, 10, 8}.
b) Leveyshaku: 1 — 3,8,9;3 — 4,7; 8 — 2,10; 9 — 5; 2 — 6 tai sulkuversiona
1 [3[4, 71, 8[2[6],10], 9[5]]

Saadut virittavit puut kuvioina:
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a) Syvyyshaku b) Leveyshaku

. Olkoon G = (X, U, ¥) suunnattu verkko, jossa ei ole erillisid solmuja, ja jossa on nuolet

{(a7b)7 (CL?C)7 (a7 f)’ (b7 a)’ (b7 d)’ <b7 f)7 (C7 b)’ (67 d)’ (C7 f)’ (d’ 6)7 (67d)’ (67 6)7 (e’ f)}

a) Piirrd verkko nuolikaaviona.

b) Muodosta verkon G yhteysmatriisi.

Ratkaisu.

b) Verkon yhteysmatriisi on

G a b cde f
a 01 1001
b 100101
M= ¢ 01 0101
d 000010
e 000 1T11
f 000000



6. Onko tehtdvin 5 verkko G
a) yksinkertainen tai tdydellinen?
b) yhtendinen tai vahvasti yhtendinen? Jos ei, mééritd komponentit.
¢) Eulerin verkko?
d) Hamiltonin verkko?
Vihje: Yhtendisyys: tarkastele vastaavaa suuntaamatonta verkkoa.
Vahva yhtendisyys: Tarkastele solmujoukon osajoukkojen virittamia aliverkkoja.
Ratkaisut.
a) Verkko ei ole yksinkertainen, silld (e, ).
Verkko ei ole tiydellinen, silld ei ole esimerkiksi (a, d) eiki (d, a).
b) Verkko on yhtendinen, mutta ei vahvasti yhtenéinen, silld solmusta f ei padstd mihink&an.

Vahvasti yhtendiset komponentit ovat solmujoukkojen {a, b, c}, {d, e} ja {f} virittdimat aliv-
erkot:

a
b of
d

¢) Ei ole Eulerin verkko, silld esimerkiksi dj;(a) = 3 # 1 = dg(a). (Verkossa ei ole edes
avoimia Eulerin polkuja.)

d) Ei ole Hamiltonin verkko, silli d,(f) = 0. (Loytyy kuitenkin avoin Hamiltonin polku
{b7 a7 C7 d7 e’ f}')

7. Olkoon G direllinen suunnattu verkko yhteysmatriisina M. Osoita, ettd arvoilla k& € N tu-
lomatriisin (b;;)nxn = M k alkio b;; ilmoittaa erilaisten k-pituisten nuolijonojen z; — x;
lukumédrin.

Vihje: Rakenna induktiotodistus nuolijonon pituuden suhteen.

Ratkaisu. Todistus induktiolla luvun & suhteen. Olkoon M = (a;;)nxn-
Dk =1: (b)) = (a;;) = M* = M ilmoittaa kaikki nuolet, eli 1-pituiset jonot.
2) k = m. Olkoot viite tosi arvolla m, ts. M™ = (b;;), missi

b;; = #{m-pituiset nuolijonot x; — x;}.

3) k = m+1. Olkoon (¢;;) = M™ = M™M. Jokainen m+1-pituinen jono z; — z; koostuu
m-pituisesta jonosta x; — x,, jollekin vélisolmulle z,, ja yhdestd nuolesta z,, — ;.

m-pituisia jonoja




Kéymadlld ndin Idpi kaikki alkiot x,, saadaan tuloperiaatteen mukaan

n n
Cij = Z bivay; = Z #{m-pituiset x; — x,} - #{1-pituiset x, — z;}
v=1

v=1

= # {(m+1)-pituiset z; — x;} .

Induktioperiaatteen mukaan véite on tosi kaikilla k£ € N.



