Diskreetti matematiikka, syksy 2010
Harjoitus 12-13, ratkaisuista

1. Kuinka monta erilaista tapaa on 10 hengen seurueella istuutua pyoreidn pdydéan ympérille?

Ratkaisu. Paikat identtisii, istumajérjestys oleellinen, kun henkil6t nimettyjd, esim. 1,2,3,...,10.

Tuloperiaatteella
1. istuu mihin tahansa = 1 tapa valita
2. istuu muulle paikalle = 9 tapaa valita
3. istuu muulle paikalle = § tapaa valita
4. etc
5.
6.
7.
8. .
9. = 2 tapaa valita

10. istuu viimeiselle paikalle =1 tapa

Yhteensi siis 9! = 362880 tapaa.

2. Olkoon X :={1,2,3,4,5}. Kuinka monta erilaista
a) relaatiota
b) symmetristi relaatiota
c¢) refleksiivisti relaatiota

on joukossa X x X?

Ratkaisu. a) 5 x 5-matriisi, jokainen alkio voi olla 1 tai 0, joten erilaisia 22° = 33554432 kpl.
b) Alakolmiomatriisi mukaanlukien diagonaali = 15 alkiota, joten 2'°> = 32768 kpl.
c) Diagonaalilla ykkoset, muut miten tahansa, joten 22° = 1048576 kpl.
3. Kokouksessa on 7 naista ja 4 miestd. Kuinka monta erilaista komiteaa joukosta voidaan valita,
kun komiteassa on
a) 3 naista ja 2 miestd?
b) saman verran michid kuin naisiakin?
¢) 4 henkil64, joista vihintddn kaksi on naisia?
d) 4 henkilod, joista kaksi miehid siten, ettd neiti puheenjohtaja ja herra sihteeri eiviat molemmat
ole komitean jdsenind?
Ratkaisu. Tarjolla on siis yhteensd 7 naista ja 4 miesti.
a) 3 naista, kaksi miesti: (7) - (3) = 210.

3
b) Lukumédréparit (1, 1), (2, 2), (3,3), (4,4) mahdollisia, ja niitd on



1 mies 4:stija I nainen 7:std (1) (}) = 4-7 = 28
2 miestd 4:std ja 2 naista 7:std (3) () = 6-21 = 126
3 miestd 4:std ja 3 naista 7:std (3)(5) = 4-35 = 140
4 miestd 4:stijad naista 7:std () () = 1:35 = 35
Yhteensi 329
¢) Mahdolliset lukuméiriparit (2, 2), (3,1), (4,0), joita on
2 miestd 4:std ja 2 naista 7:std - (5) () = 6-21 = 126
1 mies 4:sté ja 3 naista 7:std (1) (5) = 4-35 = 140
0 miestd 4:sté ja4 naista 7:std (()(}) = 1:35 = 35
Yhteensi 301

d) 2-miehisid komiteoita on yhteensd () (1) = 6 - 21 = 126.

Niistd sellaisia, joissa puheenjohtaja ja sihteeri ovat mukana (vapaasti valittavissa yksi mies ja

]. 1 ’

Siis kelvollisia kokoonpanoja yhteensd 126 — 18 = 108.

. Kuinka monella tavalla voidaan k palloa sijoittaa n < k£ nimettyyn lokeroon, kun
a) jokaiseen lokeroon tulee vihintdin yksi pallo?

b) lokeroon ¢ tulee véhintdédn r; palloa, 2 € N, ry +ro + ... + 1, < k?

Ratkaisu. £ identtisti palloa, n nimettyi lokeroa.

a) Olkoon n palloa jo asetettu eri lokeroihin, siis yksi kuhunkin. Asetetaan liséksi loput k — n
palloa miten tahansa n lokeroon: eri tapoja on

((k_?fn”_l) - (::;) = (ﬁ:i) — K(k—1,n 1)

b) Olkoon r := »_" | r; < k. Laitetaan aluksi r palloa lokeroihin niinkuin piti, sitten & — r
mielivaltaisesti: eri tapoja on

((k_gjrn_l) = e (k_;i?_l> SRl

. Muodosta

a) rekursiokaava, jonka ratkaisu on a,, = 3n + 2,

b) differenssiyhtild, jonka ratkaisu on b, = n?.

Ratkaisu. a) Kun a,, = 3n + 2, on siis ag = 2, a1 = 5, as = 8, az = 11, jne.

Perikkdisten lukujen erotus taitaisi olla 3. Tami nédkyy yleisestikin:
p —ap1=Bn+2)—3n-1)+2)=3n+2—-3n+3—-2=23.
Koska ay = 2, on rekursiokaava (tarkemmin sanottuna alkuarvotehtiva) normaalimuodossa

Ap = Ap_1 + 3, ag = 2.
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b) Kun b, = n3,onby = 0,b; = 1, by = 8, by = 27, by = 64, jne.
Laskeskellaanpa taaksepidin-erotuksia:
Vb, = by—by1=n>—(n—-1%=3n>-3n+1
V2, = by —2b,_1+bys=n°—2(n—1°+(n—2)*=6n—3
Vb, = by —3bp1+3bpo—by3=n"-3n—-1>+3n-2°>-(n-37°=6

Siis (eris) differenssiyhtilé on V3b,, = 6.

Tilld on kylld muitakin ratkaisuja, ainakin kaikki jonot b, = n® 4+ rn? + sn + t. Alkuehdot
rajoittavat kuitenkin niin, ettii jono b,, = n® on alkuarvotehtivin

V3, =6, by=0,by =1,by,=8.

ainoa ratkaisu (ks. tarkemmin lineaarisen rekursiokaavan yksikisitteisyys).

Maple-ratkaisu:

> Nabla := x —-> unapply(x(n) - x(n-1), n);
> rsolve ({ (Nabla@@3) (b) (n) = 6, b(0) =0, b(l) =1, b(2) =8}, b(n));
-12 (n +1) (1/2 n+ 1) + 7n+ 6+ 6 (n+ 1) (1/2 n + 1) (1/3 n + 1)
> simplify (%) ;
3
n

. Nelion muotoiselle paperille piirretddn n suoraa niin, ettd jokainen suorapari leikkaa toisensa,
mutta mitkddn kolme suoraa eivit leikkaa samassa pisteessd. Reunapisteessd leikkaamista ei
oteta huomioon. Muodosta rekursiokaava, jonka ratkaisujono (a,,),>o ilmoittaa, kuinka mon-
een osaan nelid jakaantuu. Miké on ratkaisujono?

Ratkaisu. a) Katsotaan aluksi kuvioiden avulla:

1 1
2 2
3
Paitelldsn:
O suoraa, 1 alue = 140=1
1 suora, 2aluetta = 1+1=2
2 suoraa, 4aluetta = 2+4+2=4
3suoraa, 7aluetta = 4+3=7
4 suoraa, 11 aluetta = 7+4=11



Yleisesti: Olkoon piirretty n—1 suoraa, jotka siis erottavat a,_; aluetta. Kun piirretddn n:s
suora, se leikkaa edellisid suoria n — 1 pisteessd ja jakaa n aluetta kahtia. Alueita tulee siis lisdd
n kappaletta. Saamme rekursiokaavan

Ap = Qp_1+n, ag=1.

Lasketaan vield ratkaisujonoa: 1, 2,4, 7, 11, 16, 22, 29, 37, 46, 56, ...

b) Rekursiokaavan ratkaiseminen:
ap = Qp_1+n, ag=1.
Homogeeniyhtdlon h,, — h,,_; = 0 karakteristinen yhtdlo on
a—1=0 <= a=1,

joten h, = A-1" = A = vakiojono.
Yrite: e,, = Bn? + Cn + D (ks. yritemenetelmi, Luku 5.3).

Sijoitetaan rekursioyhtdloon

en—€n1=n <= Bn*+Cn+D—(B(n—1>+C(n—1)+D)=n
2B = 1 B = 1
2Bn—B+C=n < { —B+C = 0 < C = %
D € R D € R

Valitaan D = 0. Siis erds EHY:n ratkaisu on e,, = %nQ + %n, ja siten EHY:n yleinen ratkaisu

1 1 1
an=hn+e,=A+ 0>+ -n=A+ -n(n+1).
2 2 2
Alkuehdon ag = 1 mukaan A = 1, ja lopulta a,, = %n2 + %n + 1.
. Ratkaise rekursiokaavat
a) api1 —3a, =0, ag=2,
b) a,, — 3a,,—1 — 10a,,_» = 0.
Ratkaisu. Yhtilot ovat lineaarisia, vakiokertoimisia ja homogeenisia.

a) apy1 — 3a, = 0elia, — 3a,_, = 0. Sijoitus a,, = o™ seki jakaminen termilli o' antavat
karakteristisen yhtdlon
a—3=0 << a=3.

Yleinen ratkaisu on siten a,, = A - 3"™.

Alkuehdoista ag = A - 3° = 2 seuraa A = 2, joten
a, =2-3", neN,
b) Rekursiokaavan a,, — 3a,_1 — 10a,_» = 0 karakteristinen yhtilo on

()é1:5

a?—3a—-10=0 <— {
@2:—2

Yleinen ratkaisu on a,, = A; - 5" 4+ Ay - (—2)", n € Ny, Ay, Ay € C.
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8. Ratkaise alkuarvotehtavi a,, = 6a,—1 — 9a,—2, a9 =1,a; = 2.
Ratkaisu. Karakteristisen yhtdlon ratkaisut:
a?—6a+9=0=(a—-3)?* <<= a=3.

Kyseessd on kaksoisjuuri, joten yleinen ratkaisu: a,, = A13" + Asn3d"™, n € Ny, A;, A; € R.

Alkuehdoista saadaan

apg = Alzl N A1 =1
ay = 3A1+3A2:2 AQ = —1/3

Titen lopullinen jono on

1 n
Ap = 3" — §n3" = 3n(1 - g), n e NO.

9. Ratkaise rekursiokaava a,, = —2a,,_3 — ap_a4.

Ratkaisu. Kyseessd on homogeeninen rekursiokaava ja siihen liittyvi alkuarvotehtivi. Perus-
muodosta
ap + 20,9+ ap—g =0

saadaan karakteristinen yhtild o* + 2a? + 1 = 0, jolla on kaksinkertaiset juuret

Q12 = i
05374 = —1

Yleinen ratkaisu on siis

Ap = Alln + AQTlZn + Ag(—l)n + A4n(—z)", A,L c C.



