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LUKIJALLE

Nimitys “Diskreetti matematiikka” on merkitykseltddan hyvin epdméérdinen. Sil-
14 ei ole mitiin standardia, yleisesti sovittua sisdltod eikd selkedd “ulkomuotoa”,
eikd se ole matematiikan haara siind mielessd kuin algebra, analyysi tai toden-
nikoisyyslaskenta. Diskreetti matematiikka onkin yleisnimike direllisten tai nu-
meroituvien - tai niiksi yksinkertaistettujen, diskretoitujen - ilmididen kisittelyyn.
Yleensd diskreetin matematiikan kurssi siséltdd logiikan ja joukko-opin alkeiden
ohella lukujoukkojen, relaatioiden ja funktioiden kisittelyd, kombinatoriikkaa ja
muita lukumiidrdongelmia sekd joitain seuraavista: algebra, lukuteoria, hilateo-
ria, automaattien teoria, verkko- eli graafiteoria, todennikoisyyslaskenta, generoi-
vat funktiot, rekursiokaavat (tai differenssiyhtilot). Tietotekniikan esiinmarssi on
luonut tarpeen diskreetin matematiikan laajemmalle opiskelulle, tietokonehan toi-
mii diskreetisti, mutta toisaalta se on myods mahdollistanut diskreettien systeemien
helpomman kisittelyn myos opetuksessa.

Luentomoniste “Diskreetti matematiikka” sisiltdd Joensuun yliopiston matematii-
kan laitoksen samannimisen kurssin “teoreettisen” oppiaineksen. Sen lisdksi kurs-
silla on monisteen sisdltoon perustuvia kotitehtivid ja tietokoneharjoituksia.

Kurssiin liittyy jonkin verran yksinkertaista ohjelmointia, 1ihinnd Matlab- tai
Maple-ympiristoissd. Tamén tarkoitus on antaa opiskelijalle, paitsi valmiuksia re-
laatioiden, verkkojen, lukuméérdongelmien ja rekursiokaavojen késittelyyn, myos
harjaannusta tietotekniikan kdyttoon ddrellisen matematiikan ongelmien ratkaise-
misessa.
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Martti E. Pesonen






Sisalto

1 JOHDANTO|
(1.1 Pikakatsaus joukko-oppimn| . . . . .. ... ... ... ... ...

(1.2 Taydellisen induktion periaate ja induktiotodistus| . . . . . . . ..

2 LOGIIKKAA JA LOOGISTA PAATTELYA|

2.1 Lauselogukkaal . . .. ... ... ... .. ... ......
2.2 Lausefunktiologukkaal . . . ... .. ... ... ... ......

[2.3  Matemaattinen todistaminen ja paattelyprosessit . . . . . . . . ..

B_ALKEISJOUKKO-OPPIA|
[3.1 Alkio, joukko ja osajoukko| . . . . . ... ... ... ... ...

[3.2  Operoiminen joukoilla . . . ... ... ... ... ........

[3.3 Karteesinen tulo eli tulojoukko| . . . . . .. ... ... ... ...

[3.4  Potenssijoukko ja joukkokuntal . . . ... ..o 0000

B.5 Adsrellisisti ja dsrettomistd joukoistal . . . . . .. ... ... ...

4 MATRIISILASKENNAN ALKEITA

4.1 Karteesinen tulojamatruisi) . . . . ... ... ... L.

4.3 Nimityksid ja laskusadantoal . . . . . . . ... oL

4.4 Totuusarvo- ja kokonaislukumatrusit) . . . . . .. ... ... ...

5__RELAATIOT JA FUNKTIOT]
[5.1  Ylemwnen tulojoukko| . . . . . ... ... o oo

B.2 Relaation maaritelmal . . . .. ... ... ... ... .......
[5.3 Relaatioiden joukko-opilliset operaatiotf . . . . . . ... ... ..

[5.4 Relaation osapuolet, kuvat ja alkukavaty . . . . .. ... ... ..

[5.5 Kaanteisrelaatio ja relaatioiden yhdistaminen| . . . . . . . .. ..

[5.6 Kadanteis- ja tulorelaation matrusitf . . . . . ... oL

10

16
16
25
28

32
32
34
38
39
39



SISALTO 5

[5.8 Laatikko- eli kyyhkyslakkaperiaate] . . . . . .. .. ... ... .. 67
[5.9  Ekvivalenssijajarjestys|. . . . . ... ..o 69
[5.10 Muita relaatiotyyppejd . . . . . . . . ..o 72
6 RELAATION SULKEUMA| 74
[6.1 Relaation sulkeuman maanttely| . ... ... ... ... ... .. 74

75

'/ EKVIVALENSSIRELAATIO! 78
78

[7.2  Ekvivalenssiluokat ja ositukset| . . . . . ... ... ... 79

8 JARJESTYSRELAATIO| 84
(8.1 Jarjestys ja duaaliperiaatel . . . . . . .. ... ... 84
[8.2  Aidrimmiiset alkiot sek# infimum ja supremum| . . .. .. .. .. 85
[8.3  *Pienimmain ylidrajan ominaisuus| . . . . ... ... 86
[8.4  Jarjestetty joukko Hassen kaavional . . . . . . .. ... ... ... 87
8.5 Maksimaalisen alkion olemassaolol . . . . ... ... ... .. 88
[8.6 Jarjestysisomorfial . . . ... ..o oL 89
(8.7 Taydellisesti jarjestetty joukko| . . . . . ... .. ... ... ... 90

0 JOUKON KARAKTERISTINEN FUNKTIO| 92
[9.1 Karakteristinen funktio ja potenssyjoukko| . . . . . ... ... . 92
[9.2  Karakteristinen funktio ja joukko-operaatiot| . . . . . . . ... .. 93
[9.3  Johdatusta Boolen algebrothin| . . . . ... ... ... ... ... 96

[10 JOUKKOJEN ALKIOMAARISTA 98
10.1 Mah ksien T 98
(10.2 Joukkojen alkiomaana . ... ... ... ... ... ... ..., 99
[10.3 Adrellisen joukon ositukset| . . . . . . ... .. ... ... .... 102
(10.4 Stirhngmm kolmio| . . . . .. .. ... .. oo 104

[10.5 Adrettomisti joukoista - numeroituvaus| . . . . . . .. .. .. .. 104




SISALTO 6

106
(1T.1 Jaollisuusjateknay . . . ... ... ... ... ... ... .... 111
(11.2 Kokonaislukujen kantaesitys| . . . . . ... ... ... ... ... 112
(1T.3 Suurin yhteinen tekija (syt) ja Eukleideen algoritmi . . . . . . . . 114
[11.4 Alkuluvut ja tekyjothinjako|. . . . . . ... ... ... ... ... 116
[1T.5 Kongruenssi . . . . . . ... ... ... ... .. .. ....... 118
(11.6 Lineaarinen kongruenssiyhtalo| . . . . . .. ... ... ... ... 121

12 SUUNTAAMATTOMAT VERKOT] 124

124
126
127
[12.4 Suuntaamattomien verkkojen esitystapojal . . . . . . . ... ... 128
[12.5 Ketjut ja yhtenaisyys| . . . . . . ... ..o L. 129
(12.6 Hamiltonin ketjut| . . . . . ... ... ... ... ... ...... 134
(12.7 Eulermketjut . . . . . .. .. ... o oo 138
(12.8 Suuntaamattomatpuut . . . ... ... ... ... ... ... 143
(12.9 Vinttavatpuut| . . . . . . .. ... o 145

13 SUUNNATUT VERKOT 148

(13.1 Suunnatun verkon maarittely| . . . . . .. ... ... ... .... 148
13.2 nnatun verkon aliverkko| . . . . ... o o000 149
(13.3 Suunnattujen verkkojen esitystapojal . . . . . .. ... ... ... 150
[13.4 Polut ja yhtenaisyys| . . . . . .. ... ... oL 152
3.5 "Suuntaamattoman verkon suunnistaminen!. . . . . . . . . . . .. 154
(13.6 Hamiltonmmpoluf . . .. ... ... ... ... ... ....... 155
(13.7 Eulerin polut ja de Bruyninjonotf . . . . . . ... ... ... ... 159
(13.8 Suunnatutpuut| . . .. ... ... .. ... ... 162
(13.9 Binddripuut| . . . . . .. ... 164

14 VERKKOTEORIAN ONGELMIA 166



SISALTO 7

(14.1 Verkkojen isomorfisuudestal . . . . . . ... ... ... ... ... 166
14.2 Taso- vai rkko?l . .. oL 169
(14.3 Kartan varitys| . . . . . . .. . ... Lo 174
15 PAINOTETUT VERKOT! 176
176

(15.2 Lyhinkeyu| . . . ... ... oo oo 177
[15.3 Minimaalinen virittavapuu| . . . . . . . ... ..o 179
(15.4 Kauppamatkustajan ongelma| . . . . . . .. ... ... ... ... 181
16 KOMBINATORIIKKAA 184
184

187

192

[16.4 Jarjestaimdton otanta takaisinpanollal . . . . . . ... ... .. .. 194
(16.5 Binomikertoimet ja binomilause| . . . . ... ... ... ... 195
[16.6 Polynomilause ja multinomikertormet| . . . . . . ... ... ... 197
[16.7 Osittelut ja multinomikertormet. . . . . . .. .. ... ... ... 198

| - Lo 200
[1'7.1 Rekursiokaavan ja differenssiyhtdlon yhteys| . . . . . . . ... .. 200
[17.2 Rekursuvisesta ohjelmoinnistal . . . . . .. ... ... ... ... 205
[1'7.3 Rekursiokaavojen kayttotilanteta. . . . . . . .. ... ... .. 205

[17.4 Rekursiokaavan ratkaiseminenl . . . . . . . . . . . . . ... ... 208




1 JOHDANTO

Luomme kertauksenomaisen katsauksen joukko-oppiin ja palautamme mieliin in-
duktiotodistusmenetelmén.

1.1 Pikakatsaus joukko-oppiin

Diskreetissd matematiikassa on aivan vilttiméatontid kdyttdd tyoskentelyraamina
joukko-oppia. Tdssd oppimateriaalissa joukkokisitettd ei pohdita kovin syvilli-
sesti vaan tyydytddn kdytdnnolliseen, ns. intuitiiviseen (“naiiviin”) joukkokasit-
teeseen ja tutustutaan joukkoalgebraan, jonka vastine 16ytyy lauselogiikasta (Lu-
ku[2). Joukon kisitettd sindnsd kuvataan hieman tarkemmin Luvussa

Joukko

Otamme siis kdyttoon késitteet alkio ja joukko: joukko on kokoelma olioita, joita
kutsumme alkioiksi. Samalla sovimme ristiriitojen vélttimiseksi hierarkian; jouk-
ko ei saa olla itsensd alkio. Kuitenkin joukon alkioina saa olla muita joukkoja.

Tyhjcici joukkoa eli joukkoa, jossa ei ole yhtiin alkiota, merkitdin symbolilla ().

Perusjoukko on, kustakin tilanteesta riippuen, laajin tarkasteltava alkiokokonai-
suus. Perusjoukkoja voi olla yhtaikaa kédytdssd useita. Niitd merkitdédn tissé esi-
tyksessi lihavoiduilla symboleilla.

Olkoon X perusjoukko, A, B, A; sen osajoukkoja, n positiivinen kokonaisluku
ja I epityhjd joukko, nk. indeksijoukko. Kiytdamme mm. seuraavia joukko-opin
merkint6ja:

reA joukon alkio

ré¢ A ei joukon alkio
A=BHB joukoissa samat alkiot
ACRB osajoukko

ACB aito osajoukko
AUB, U A, U A, Uier A; - joukkojen yhdisteitd
AN B, N A, N2 A, Nier Ay joukkojen leikkauksia

X\A=A komplementti

A\B=ANB erotus
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Tutuille lukujoukoille kiytamme seuraavia merkintdja:

N={1,2,3,...} luonnolliset luvut

Ny ={0,1,2,3,...} perusluvut
zZ=A{..,-3,-2,-1,0,1,2,3...} kokonaisluvut
Q={2|meZneN} rationaaliluvut

R reaaliluvut

C kompleksiluvut

Ay joukon A (aidosti) positiivinen osa.

Adgrellisen lukumdidirdjoukon miirittelemme seuraavasti:

] = { 0, josn = 0,

{1,2,3,...,n} muutoin

b b

Reaalilukujoukko ja sen osajoukot on jdrjestetty relaation <
joukot sisdltyvit joukko-opillisesti toisiinsa seuraavalla tavalla:

suhteen. Lisdksi

PCncNCNyCcZcCcQcCcRcC.

Joukkoalgebraa

Esitetiddn jo tdssd vaiheessa kooste joukko-opin peruskaavoista, joista osa johde-
taan tai muuten perustellaan Luvussa [3|tai harjoitustehtédvissd. Symboli < tarkoit-
taa ’jos ja vain jos”. eli “on yhtépitdvad, ekvivalenttia”.

Lause 1.1.1 Olkoon X perusjoukko ja A, B, C' C X. Tilloin on

1) ANA=AUA=A idempotenttisuuslait

2) AnNB=BnNA vaihdannaisuus

3) An(BNnC)=(AnB)NnC liitdnndisyyslait

UuBUC)=(AuB)UC

4 AN(AUB)=AUANB)=A absorptiolait

5) N(BUC)=(ANB)U(ANC) osittelulait
AU(BNC)=(AuB)N(AUC)

6) ANA=10 komplementtilait
AUA=X

7 ANB=AUB de Morganin lait
AUB=ANB

8 ANB=A << AUB=B & ACB
99 ACB < BCA.
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1.2 Taydellisen induktion periaate ja induktiotodistus

Diskreetin matematiikan keskeinen todistusmenetelmd, induktiotodistus, perustuu
ns. tdydellisen induktion eli matemaattisen induktion periaatteeseen, jonka taus-
talla on seuraava kokonaislukuja koskeva (ehkidpi algebrassa todistettava, mutta
Peanon aksioomiinkin sisédltyvi, ks. Matematiikan johdantokurssi) ominaisuus:

Jos joukko S C N toteuttaa ehdot:

1) S sisdltdéd luvun 1,

2)josn € S,niinmydsn + 1 € 5,

niin S = N.

Myds seuraava — ilmeiselti tuntuva — kokonaislukujen joukon ominaisuus kannat-
taa mainita eksplisiittisesti (vrt. minimaaliset alkiot Luvussa [§):

Jokaisessa epityhjidssd alhaalta rajoitetussa kokonaislukujen joukon
osajoukossa on pienin alkio. Erityisesti: jokaisessa epétyhjissd luon-
nollisten lukujen joukon osajoukossa on pienin alkio.

Lause 1.2.1 (induktioperiaate) Olkoon lausefunktio P(n) luonnollisia lukuja n
koskeva viite. Jos

1°) P(1) on tosi, ja
2°) siitd, ettd P(k) on tosi jollakin arvolla k > 1 seuraa, ettd P(k + 1) on tosi,

niin ominaisuus P(n) on tosi kaikille luonnollisille luvuille n € N.

Kohta 2° jaetaan usein selvyyden vuoksi kahteen osaan 12) ja 13), jolloin induk-
tiotodistus koostuu kolmesta osasta:

I1) n = 1: Osoitetaan P (1) todeksi tavalla tai toisella.

12) n = k: Tehdién induktio-oletus, jossa ilmaistaan, mitd ” P(k) on tosi jollakin arvol-
la k > 1” tarkoittaa ja oletetaan se todeksi.

13) n = k + 1: Induktioaskel tai induktiovdite, jossa todistetaan induktio-oletusta kiyt-
tden ”P(k + 1) on tosi”.

Sanomme, ettd vdite on todistettu induktiolla lukujen n € N suhteen.

Induktiotodistus toimii seuraavasti (tietokoneohjelmasilmukan tapaan): Kohdassa
I1) viite todistetaan suoraan pienimmaélli viitetylld arvolla n = 1. Induktio-oletus
12) on silloin laillinen, koska viite on tosi ainakin arvolla £ = 1. Kohdassa I3) vii-
te todistuu arvolle n = 2, joten se on voimassa arvoillan = 1jan = 2.

Palataan kohtaan 12): edellisesti tiedetddn viitteen olevan totta myds arvolla ar-
volla £ = 2, joten I3) todistaa sen todeksi arvolla k = 3, jne, viite generoituu
todeksi jokaiselle n € N, kunhan silmukka kdydiin lédpi riittdvin monta kertaa.
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Induktiotodistuksen toimintaa voidaan havainnollistaa ddrettomiin johtavilla tika-
puilla (ks. Kuval|l): jotta voi kiivetd haluamalleen puolalle asti riittda:

1) ettéd piidsee tavalla tai toisella ensimmadiselle puolalle (n = 1),
2) jos on péissyt jollekin puolalle, pystyy nousemaan yhti ylemmis (P(k) = tosi
= P(k + 1) = tosi).

Kuva 1: Induktioperiaatteen havainnollistus tikkaiden kiipedmiselld

Esimerkki 1.2.2 Palautetaan mieleen luvun n kertoma n!: aluksi sovitaan 0! := 1
jasittenn!:=1-2-3-4-.-(n—1) - n.

Osoita, ettd n™ > n! kaikillan € N.

Todistus. 11) n = 1: 1' =1 = 1! on tosi.

12) n = k: Induktio-oletus: Oletetaan, etti k¥ > k! jollakin £ > 1.
13) n = k+1: Induktioviite: (k + 1)k > (k + 1)!.

Induktioviitteen todistus. Koska selvistikin (k + 1)* > k*, saadaan
(k4 D = (k 4+ 1)(k+1)* > (k+ 1)k,

Induktio-oletusta kiyttden edelleen (k + 1)k* > (k + 1)k! = (k + 1)!.

Siis induktioviite on tosi. Télloin induktioperiaatteesta seuraa, ettd myos alkupe-
rdinen viite on tosi kaikillan € N. m
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Esimerkki 1.2.3 Osoita, ettéd kaikillan € N
20+2+---+n)=n(n+1).

Todistus. 11) n = 1: Havaitaan heti, ettd kaava pitdd paikkansa arvolla 1.
12) n = k: Oletetaan, ettd kaava pitdd paikkansa arvolla k > 1, ts.

20+2+---+k)=k(k+1).
I3) n = k+1: Arvolla k + 1:

2042+ +k+(k+1) = 2042+ +k) +2(k+1)
= k(k+1)+2(k+1)
= (k+1)((k+1)+1).

Kaava pitii siis paikkansa my0s arvolla k+1, jos se pitdéd paikkansa arvolla k > 1.
Tadydellisen induktion periaatteen nojalla vdite on tosi kaikillan € N. m

Esimerkki 1.2.4 Osoita, ettd kaikillan € N
(1424 +n)?=14+2%4... 40’

Todistus. I11) n = 1: 12 = 1 = 13, joten kaava pitii paikkansa arvolla 1.
12) n = k: Oletetaan, ettd kaava pitdd paikkansa arvolla & > 1, ts.

(1+2+-F+E2=1425 ... 13

I3) n = k+1: Arvolla k£ + 1 saadaan vasen puoli induktio-oletuksen ja Esimerkin
[1.2.3] tuloksen nojalla muotoon

(1424 +k+k+1)) = (1424 +k) + (k+1)

=(14+24 - +k)>+21+2+ -+ k) (k+1)+ (k+1)°
=(P+2%+ -+ B+ k(k+ 1)+ (k+ 1)
=1 +2+ .+ B+ (k+1)°

Induktioaskel on todistettu, joten induktioperiaatteen ja kohtien 11-3) perusteella
vdite on tosi kaikillan € N. m

Tehtivi 1.2.5 Osoita, etti kaikillan € N on luku ¢ (n* 4 5n) kokonaisluku.
Vihje: esitys n® + 5n = 6p.

Tehtiivii 1.2.6 Todista, ettd kaikillan € Non 2! -4!-6!--- (2n)! > ((n+1)!)".
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Esimerkki 1.2.7 Midritellddn lukujono (.S,,) seuraavasti:

n

Sp=) (2i—1)=1+3+5+...+(2n—1).

i=1

Tarkastellaan titd lukujonoa jdrjestyksessd alusta alkaen muutaman alkion verran.
Saamme

S =1 = =12
Sy=1+3 =4 =22
Se=14+3+5 = =32
Sy=1+3+5+7 =16 =42
Ss=14+3+5+7+9 =25 =5°

Se=14+3+54+7+9+11 =36 =6°

Keksitiin viite: S, = n? kaikille n € N. Todistetaan tdmi kiiyttien matemaattista
induktiota.

Todistus. 11) n = 1: Vasen puoli S; = 1, oikea puoli 12 = 1. Siis viite on tosi
arvollan = 1.

I2) n = k: Induktio-oletus: S, = k? jollakin k > 1.

13) n = k+1: Induktioviite: S, = (k + 1)%

Induktioviitteen todistus kdyttden induktio-oletusta

k+1 k

Sper =D (2i=1) =D (2i—1)+(2(k+1)—1) = Sp+2k+1 = k*+2k+1 = (k+1)*.

i=1 =1

Siis induktioviite on tosi. Télloin induktioperiaatteesta seuraa, ettd myos alkupe-
rdinen viite S,, = n? kaikille n € N on todistettu. m

Edelld pienin arvo, jolla vditettd todistetaan, oli n = 1. Todistusperiaate kelpaa
kuitenkin mille tahansa alhaalta rajoitetulle peridkkéisten kokonaislukujen joukol-
le {p, p+1,p+2, p+3, ...}, kunhan viite todistetaan erikseen sen pienimmall4 ar-
volla n = p ja induktio-oletus siirretd@n muotoon ”P(k) on tosi jollakin arvolla
k > p”. Tamin jilkeen todistetaan titd induktio-oletusta kéyttden, ettd " P(k + 1)
on tosi”. Tdmid muunnosmahdollisuus johtuu tietysti siitd, kokonaislukuja m > p
koskeva viite voitaisiin helposti muuntaa koskemaan lukuja n > 1 muunnoksella
n=m-—p+1.

Tehtivi 1.2.8 Osoita, etti kaikillan € Z on luku #(n® + 5n) kokonaisluku.

Vihje: Tehtidvissid lienee osoitettu jo, ettd viite pitee luonnollisilla luvuilla
n € N. Nolla ja negatiiviset luvut saadaan késitellyiksi muuttujanvaihdolla n —
—n, siis: Osoita, ettd kaikilla n > 0 on £((—n)® + 5(—n)) kokonaisluku.
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Esimerkki 1.2.9 Varmistu, ettd on olemassa ng € N niin, ettd 2" < n! kaikilla
n > ng. Etsi mahdollisimman pieni n ja todista véite sille induktiolla.

Todistus. Tutkitaan arvoja alusta ldhtien:

n = 1: onko 2' < 1!? Ei ole tosi, onhan 2 > 1.
n = 2: onko 22 < 2!? Ei ole tosi, silld 4 > 2.
n = 3: onko 2% < 3!? Ei ole tosi, silld 8 > 6.

n = 4: onko 2% < 4!? On tosi, silld 16 < 24. Ja tistihin repeii, ehki: valitaan
ng := 4.

Induktiotodistus. I1) Perusaskelma n = 4: Jo edell4, totta.

I2) n = k (induktio-oletus): Oletetaan, ettd 2¥ < k! jollakin kokonaisluvulla
k> 4.

I3) n = k+1 (induktioaskel): Todistetaan véitteen pitdvén paikkansa arvolla £+ 1.
Mutta induktio-oletuksen mukaan saadaan heti 2*+1 = 2. 2% < 2. kl.

Koska k > 4,0n2 < k + 1jasiten 2871 < 2. k! < (b + 1)k! = (k + 1)\

Kohtien I1-3) my6tid induktiotodistus on valmis; induktioperiaatteen nojalla 2" <
n! kaikilla n > 4, ja 4 on pienin kelvollinen alaraja. m

Induktiotodistusta voidaan kéyttdd myos seuraavana variaationa: Olkoon ¢ € Z jokin
luku ja P(n) lukuja n > g koskeva viite.

I1) n = ¢: Osoitetaan P(q) todeksi tavalla tai toisella.

12’) n = k: Tehddén induktio-oletus muodossa: “jollakin & > ¢ on P(m) tosi kaikilla
arvoillag < m < k”.

I3) n = k+1: Induktioaskel: Todistetaan induktio-oletusta kéyttden ” P(k + 1) on tosi”.
Talloin viite on tosi kaikillan € N, n > q.

Tiatd versiota kdytetddn mm. lukuteoriassa ja verkkoteoriassa. Joskus tulee tilan-
teita, joissa induktio-oletus arvolla £ sallii tilanteen palauttamisen arvosta k& + 1
alemmalle tasolle, mutta ei tarkalleen tasolle &£ vaan esimerkiksi sitd pienempiin
lukuihin tai joukkoihin, ks. esimerkiksi Lause[I2.8.4]

Esimerkki 1.2.10 Luonnollinen luku p > 2 on alkuluku, jos se ei ole jaollinen
muilla luonnollisilla luvuilla kuin ykkoselld ja itselldédn, ts. jos luvulla on esitys
luonnollisten lukujen tulona p = ab, niin {a,b} = {1, p}. Pienimpii alkulukuja
ovat 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, jne. Muut luonnolliset luvut ovat yhdistettyjd lukuja.

Todista, ettd jokainen luonnollinen luku n > 2 on itse alkuluku tai ainakin alku-
lukujen tulo.

Todistus. 11) n = 2: Méairitelmidn mukaan 2 on alkuluku.
I12) n = k (induktio-oletus): Oletetaan, ettd on olemassa sellainen £ > 2, ettd
kukin luonnollinen Iuku m vililtd 2 < m < k on joko alkuluku tai alkulukujen
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tulo.

13) n = k+1 (induktioaskel): Todistetaan viitteen pitavin paikkansa luvulle £+-1.
Kannattaa huomata, ettd induktio-oletus on nytkin laillinen, koska ainakin arvolle
k = 2 se on totta.

On siis osoitettava, ettd £ + 1 on alkuluku tai alkulukujen tulo. Jos se on alkuluku,
on asia selvd. Muutoin £ + 1 on yhdistetty luku £ + 1 = ab, missda > 2,b > 2ja
molemmat ovat enintidin 3(k+1) < 1(k+k) = k. Induktio-oletuksen mukaan a
on alkuluku tai alkulukujen tulo, samoin b. Tdten my6s k+ 1 = ab on alkulukujen
tulo.

Kohtien 11-3) my6td induktiotodistus on valmis; induktioperiaatteen nojalla jokai-
nen luonnollinen luku n > 2 on alkuluku tai alkulukujen tulo. m



2 LOGIIKKAA JA LOOGISTA PAATTELYA

Logiikka on matematiikan ja filosofian vilimaastoon luettava itsendinen tiede,
jonka tehtividna on koota inhimillisessd ajattelussa esiintyvit lait ja rakentaa niisti
ristiriidaton, yksinkertainen, mutta mahdollisimman tiydellinen jirjestelma.

Logiikan perusobjekteja ovat tosiksi tai epétosiksi sovittavat ilmaukset tai viitta-
mait, lauseet. Esimerkiksi ilmaus

”’Maa on hieman navoiltaan litistynyt pallo.”

voitaneen nykyéin helposti sopia todeksi lauseeksi, vaikkakaan niin ei ole aina
ollut.

Logiikka ei puutu siihen, onko jokin perusviite sellaisenaan tosi vai ei, vaan se pyrkii

tilanteessa, jossa tietyt viitteet on hyvéksytty tosiksi, ratkaisemaan, mitd muita néisti
viitteistd johdettuja viitteitd on pidettdvi tosina.

Lauselogiikaksi eli propositiologiikaksi sanotaan totuusarvoiltaan yksiselitteisten
suljettujen lauseiden ja niistd logiikan operaatioiden avulla johdettujen lauseiden
totuusarvojen tarkastelua, ks. Luku 2.1

Lausefunktiologiikan eli predikaattilogiikan avulla puolestaan tutkitaan — enim-
mikseen lauselogiikasta saaduin menetelmin — avointen lauseiden loogisia arvoja.
Avoimen lauseen totuusarvo voi riippua joistakin muuttujista, ja ennen totuusar-
von méadrittdmista tdytyy lauseesta muodostaa suljettu lause sijoittamalla muuttu-
jille arvot tai kdyttamilld kvantifiointioperaattoreita eli kvanttoreita, ks. Luku[2.2]

Luvussa[2.3]luomme katsauksen matemaattisen todistamisen loogiseen perustaan.

2.1 Lauselogiikkaa
Lause ja totuusarvot

Miiritelmé 2.1.1 Logiikassa lause (statement, proposition) tarkoittaa ilmausta
tai véitettd, jolla on jompikumpi totuusarvoista fosi T (true) tai epdtosi E (false).
Todelle kdytetddn myods symbolia 1 ja epitodelle 0.

Tarkasti ottaen jokaisesta ilmauksesta saadaan lause liittimalla sithen jompikum-
pi totuusarvo, mutta yleensd on jirkevid liittdd reaalimaailman ilmauksiin niiden
havainnolliset totuusarvot.

Reaalimaailman ilmauksen paikkansapitdvyys, sen havainnollinen totuusarvo, voi
eri yhteyksissd, eri ajanhetkind ja eri ihmisten mielessd vaihdella. Logiikan kan-
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nalta lauseen totuusarvon tulee kuitenkin olla yksiselitteinen; kussakin tilantees-
sa kdytettidvien lauseiden totuusarvot tulee tarkastelijoiden miirittdi tai vaikkapa
sopia keskenéén.

Esimerkki 2.1.2 Mitki seuraavista reaalimaailman ilmauksista

P: ”Sataa vettd.”
(2: ”Sataa vanhoja ukkoja.”

R: “Tuhatta ja sataa.”

voidaan todeta lauseiksi liittdmalla niihin niiden havainnolliset totuusarvot?

Ratkaisu. Ilmausta () pidettineen yleisesti epdtotena lauseena. [lmaukselle P saa-
daan totuusarvo vaikkapa vilkaisemalla ulos ikkunasta (kyseessidhén on itse asias-
sa ajasta ja paikasta riippuva avoin lause). Sen sijaan R:lle ei voitane totuusarvoa
miiritd, joten se ei ole logiikan mielessi lause (ellei sille totuusarvoa erikseen
sovita).

Tehtiva 2.1.3 Mitkd seuraavista ovat mielestédsi logiikan lauseita ja mitkd to-
tuusarvot niille asettaisit:

” Avaa ikkuna.”

”Rooma on Ranskassa.”

F O3

73 <27

S: “Arvoillaz # 0on 2% +1 > 0.7

Tehtiivi 2.1.4 Edustakoot k, [ ja m mitd tahansa kokonaislukuja. Mitké seuraa-
vista lauseista ovat tosia:

“k(l+n) =kl + kn.

“(m+1)2 +n? +2m? > 0

2k on parillinen luku.”

SO SR SR

”Jos m on parillinen, on olemassa kokonaisluku n, jolle m = 2n.”
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Konnektiivit

Logiikassa lauseita yhdistelldédn loogisilla operaattoreilla, nk. konnektiiveilld, joil-
la on ilmeiset vastineet reaalimaailman lauseiden yhdistelyssa:

- negaatio eli “el” vaihtaa totuusarvon
V  disjunktio eli “tai” edes yksi tosi
A konjunktio eli ja” kaikki tosia

= 1implikaatio eli “seuraa” ’jos ...niin”

< ekvivalenssi eli “yhtdpitdvdd” samat totuusarvot

Miaéritelmi 2.1.5 Olkoot P ja () logiikan lauseita.

a) Lauseen P negaatio —P on lause, jolla on piinvastainen totuusarvo kuin
lauseella P.

b) Lauseiden P ja ) disjunktio P \/ () on lause, jonka totuusarvo on tosi, jos
P on tosi tai () on tosi, ja epdtosi, jos P ja () ovat epitosia.

¢) Lauseiden P ja Q) konjunktio P A () on lause, jonka totuusarvo on tosi, jos
P ja () ovat tosia, muutoin epétosi.

d) Lauseiden P ja () implikaatio P = () on lause, jonka totuusarvo on epitosi,
jos P on tosi ja () epitosi, muulloin tosi.

e) Lauseiden P ja Q) ekvivalenssi P < () on lause, jonka totuusarvo on tosi,
jos lauseilla P ja () on sama totuusarvo, muulloin epétosi.

Johdettuja lauseita ovat kaikki ne lauseet, jotka saadaan dérellisen monella logii-
kan operaatioilla joistakin peruslauseista.

Huomautus 2.1.6 Negaatio kohdistuu yhteen, sitd seuraavaan lauseeseen, muut
yhdistédvit kahta lausetta, jotka voivat kaikki olla itsekin konnektiiveilla johdettu-
ja; vrt. lukujen laskutoimitukset!

Esimerkki 2.1.7 Oletetaan, ettd lauseet P, () ja R ovat tosia. Mitkd ovat seuraa-
vien johdettujen lauseiden totuusarvot:

a) PAN(QAR)
b) P = (-Q)
¢) (7(P=R))=Q
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Ratkaisu. a) P ja Q) A R ovat tosia, joten lause on tosi.
b) P on tosi ja =() epitosi, joten implikaatio on epitosi.

c¢) Koska () on tosi, on ekvivalenssi tosi tismilleen silloin kun vasen puoli on tosi.
Implikaatio P = R on tosi, joten sen negaationa vasen puoli on epitosi, joten
lause on epitosi.

Tehtava 2.1.8 Oletetaan lauseista P, () ja R, ettd P on epdtosi, mutta muut tosia.
Mitké ovat seuraavien johdettujen lauseiden totuusarvot:

a) PAN(QVR)
b) (PANQ)VR

©) (7(P=R))=Q

Monimutkaisten johdettujen lauseiden totuusarvot (usein vield peruslauseiden eri
totuusarvoilla) médritetddn nk. totuusarvotaulukoilla. Harjoitellaan kuitenkin vie-
14 kielellisten ilmausten kddntdmistd logiikan kielelle.

Esimerkki 2.1.9 Olkoot

P: “Neljilti sataa.”
(2: “Haen tyttiren pyoralla.”

R: ”En hae tytirtd autolla.”
Silloin esimerkiksi

— P tarkoittaa "Neljaltd ei sada.”

@ V (—R) tarkoittaa "Haen tyttdren pyorilld tai autolla.”

(—Q) & P tarkoittaa "En hae tytértd pyoralld jos ja vain jos neljiltd sataa.’

Tehtava 2.1.10 Miti tarkoittavat Esimerkin tapauksessa lauseet

a) (P)=Q

b) QA (PV—P)
) (PA-Q)V(QA=P)

d) P=-R
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Totuusarvotaulukko

Annetuista peruslauseista konnektiiveilla johdetun lauseen totuusarvot saadaan
selville mekaanisilla laskuilla, jotka kannattaa formuloida totuusarvotaulukok-
si (truth table). Totuusarvotaulukon vasempaan laitaan asetetaan alekkain perus-
lauseiden P, P, ..., P, kaikki 2" totuusarvoyhdistelméi. Ndiden oikealle puo-
lelle lasketaan haluttujen johdannaisten totuusarvot kullakin yhdistelmailla.

Esimerkki 2.1.11 Tai-konnektiivin taulukoksi saadaan:

PlQ[PVQ]
T T T
T E| T
EIT| T
E|E| E

Tehtivi 2.1.12 Muodosta implikaation taulukko (ks. Méiritelma [2.1.5)):

(PlQ[@=>P]
T T T
T E

E|T

E|E

Taulukossa [1| ovat yhdelld operaatiolla saatujen johdettujen lauseiden totuusarvot
taulukkona (ks. Mairitelmi|2.1.5)).

(P|Q[-P|PVQ|PAQ|P=>Q|P&Q]
TIT| FE T T T T
TIE| FE T E E E
E|lT| T T E T E
E|E| T E E T T

Taulukko 1: Logiikan peruslaskutaulukko

Yleisessd tapauksessa johdettu lause pilkotaan sellaisiksi vilituloksiksi, joiden to-
tuusarvot saadaan peruslaskutaulukosta |1} Airimmiiseksi oikealle asetetaan ky-
sytty lause tai lauseet ja menetellddn kuten ylli (tai alla).

Esimerkki 2.1.13 Muodostetaan Tehtdvin|2.1.10|kohdan c¢) lauseen
S:(PAN=Q)V(QAN—P)
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totuusarvotaulukko:
PO -P|Q[PA-Q[QA-P[S]
T|T| FE | FE E E E
T|E| E | T T E T
E|\T| T E E T T
E|\E| T T E E E

Tehtivi 2.1.14 Milld seuraavista lauseista =P, Q V (—=P), (-Q) < P on samat
totuusarvot kuin Esimerkin lauseella

S (PAN=Q)V(QA-P)?

(PIQ[-P[Q[QV(P)[(Q<P|S|
T T E T
T E

E E
E

Esimerkki 2.1.15 Pilkotaan Esimerkin kohdan c) lause
L:(~(P=R))<Q
osiin, joiden osatulokset saadaan suoraan peruslaskutaulukosta|[I]
Ratkaisu. Lause on kahden lauseen —(P = R) ja () ekvivalenssi. Niistd ensim-
méinen on lauseen P = R negaatio. Taulukon otsikkoriville kirjoitetaan esimer-
kiksi
P Q R P=R ~(P=R) Q (n(P=R)<=Q

Tehtdva 2.1.16 Laadi loppuun Esimerkin lauseen
L:(~(P=R)<Q

totuusarvotaulukko:

|

R\ﬁ(PéR)\Q\L\

N =S U

& & & & S5 S |
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Looginen ekvivalenssi ja tautologia

Mairitelmi 2.1.17 Kaksi samoista peruslauseista johdettua lausetta L ja M ovat
loogisesti ekvivalentit (merkitdin L = M), jos niilld on samat totuusarvot jokai-
sella peruslauseiden totuusarvoyhdistelmalld. Kidytinnossd tdmi tarkoittaa, ettd
kun lauseiden L ja M totuusarvot on laskettu samaan taulukkoon kaikilla perus-
lauseiden totuusarvoyhdistelmilld, niin lauseiden L ja M totuusarvosarakkeet ovat
identtiset.

Esimerkki 2.1.18 Tehtaviassa[2.1.14 havaittiin lauseilla
L : (PAN=Q)V(QAN—P)
M : (-Q)< P

olevan samat totuusarvot kaikilla peruslauseiden P ja () yhdistelmilld. Ne ovat
siis loogisesti ekvivalentteja:

(PA=Q)V(QA-P) = (~Q) & P
Tehtiava 2.1.19 Osoita totuusarvotaulukon avulla, etta

~(PVQ)=(=P)A(-Q).

(Pl PVQ[~(PVQ) [P Q[ (=~P)A(-Q) ]
T[T
T|E
E|T
E|E

Mairitelma 2.1.20 Johdettu lause on tautologia, jos se on tosi kaikilla perus-
lauseiden totuusarvoyhdistelmilld, ts. jos totuusarvosarake siséltdd vain arvoja 7.

Esimerkki 2.1.21 Osoitetaan tautologiaksi lause

(PA(P=Q)=Q:

PlQP=Q[PAP=Q) | (PAN(P=Q)=0Q
T|T T T T
T|E E E T
E|T T E T
E|E T E T
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Tehtidva 2.1.22 Osoita tautologioiksi lauseet

a) P= (PVQ)
b) (P= Q)< ((—Q) = (=P)).

PlQP=Q](-Q) = (-P)] (P=Q) < ((-Q) = (=P))

Looginen ekvivalenssi ja tautologia kiyvit yksiin seuraavalla tavalla:

Lause 2.1.23 Kaksi lausetta P ja () ovat loogisesti ekvivalentit, jos ja vain jos
P < (@ on tautologia.

Laskusiaantoja

Sulkujen kiiytto. Johdetuissa lauseissa joudutaan kdyttiméin paljon sulkuja, jotta
laskujérjestys tulee yksikisitteisesti ilmi. Sulkuja voidaan kuitenkin vdhentda —
kuten luvuillakin laskettaessa — sopimalla operointijirjestys.

Sovitaan konnektiiveille hierarkia, jota noudatetaan mikili sulkein ei ole muuta
ilmoitettu:

1. — operoi ensin (vrt. luvun etumerkki)
2.V ja A operoivat tasavertaisina seuraavaksi (sulut!)
3. = operoi sitten

4. & operoi viimeisend.
Tehtiva 2.1.24 Poista turhat sulut seuraavista:
a) (PA(-Q))V (=R)

b (PA(-R) & ((-Q) = (PVQ))

Totuusarvotaulukoiden avulla voidaan todistaa seuraavat loogiset ekvivalenttiu-
det, joita kdyttden logiikan lauseita voidaan muunnella tarpeen mukaan, esimer-
kiksi sieventdd yksinkertaisempaan muotoon. Sovitaan vield, ettd T tarkoittaa
lausetta, jolla on aina arvona tosi.
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Laskusidintoja 2.1.25 Kaikille lauseille P, () ja R pitee:

rP=P identiteetti
PNP=PVP=P idempotenssilait
-——P=P kaksoisnegaatio
~(PAN-P)=T poissuljettu ristiriita
PVvV-P=T poissuljettu kolmas
PvQ=QVP . .
PAQ=QAP vaihdannaisuus
PV(QVR)=(PVQ)VR
PAQAR) =(PAQ)AR liitdnnaisyys
PV(QANR)=(PVQ)AN(PVR) : .
PAQVR) =(PAQ)V(PAR) osittelulait
~(PVQ)=-PA-Q C
~(PAQ)=-PV-Q de Morganin lait
P=Q=-Q=-P kontrapositio
P=Q=-PVQ implikaatio disjunktioksi

Todistus. Osittain jo perusteltukin: ensimméinen de Morganin laki Tehtdavind|2.1.19
ja kontrapositio Tehtivina [2.1.22] Muut jétetdén harjoitustehtdviksi. m

Tehtiva 2.1.26 Sievenni lauseet

a) =(PA-Q)

b) PA((-PVQ)V—P)
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2.2 Lausefunktiologiikkaa

Usein tarvitaan nk. avoimia lauseita, joiden totuusarvo riippuu tilanteesta, esimer-
kiksi jonkin muuttujan arvosta.

Esimerkki 2.2.1 Olkoot P; : 1 on parillinen” ja P, : 2 on parillinen”. Silloin
P, on epitosi, kun taas P on tosi.

Yksittdisten lauseiden sijasta voimme rakentaa “parillisuudentestauskoneen” seu-
raavasti: Merkitdidn symbolilla

P(n) : ”n on parillinen luku”

Nyt esimerkiksi P(1), P(3) ja P(13) ovat epitosia, mutta P(2), P(6) ja P(14)
tosia.

Maiéritelmi 2.2.2 Viite P on (yksipaikkainen) lausefunktio, jos P(x) on lause
jokaisella tarkasteltavalla arvolla x.

Vastaavasti voidaan méiritelld kaksi-, tai kolmepaikkaisia lausefunktioita P(z, y),
P(z,y,z)jne...

Esimerkki 2.2.3 Muodostetaan lausefunktio (), jolla voi testata, onko x — 1 > 0:
Qz):x—1>0

Ratkaisemalla epdyhtilo muotoon x > 1 ndemme, ettd ()(x) on tosi (esimerkiksi
reaali)arvoilla x > 1.

Esimerkki 2.2.4 Olkoot muuttujien v, k ja p mahdolliset arvot
v on jokin viikonpdivi
k on jokin kalenterikuukausi
p on jokin luvuista 1, 2, 3, . . ., 31.
Silloin lausefunktiolle
P(v, k,p): ’tindédn on v, k:n p. pdiva”.

voidaan aina miérittdd totuusarvo, kylldkin tarkasteluajankohdasta riippuen.

Esimerkiksi P(perjantai, joulukuu, 24) on tosi vuonna 2004, muttei useimpina
muina vuosina.

Tehtivi 2.2.5 Mitki kaikista lauseista P(v, k, p) ovat tindén tosia?

Entd mitké eivit ole koskaan tosia?
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Kvanttorit
Lausefunktioista saadaan mielenkiintoisia lauseita kdyttden nk. kvanttoreita kai-

killa ¥ ja on olemassa 3. Kvanttorien esiintymisjirjestys on niissi oleellista!

Kvanttorien avulla saadaan yhden muuttujan lausefunktioista kaksi eri lausetta:

Va: p(z) (kaikillazx: p(x))
dz: p(z) (ainakin yhdelld z : p(z))

Esimerkki 2.2.6 Reaalilukuja koskevista lauseistaa) P :Vx : 22 = 4
b) Q : 3z : 2% = 4 P on selviisti epétosi, mutta () on tosi, silli toisaalta esimer-
kiksi 3% # 4, mutta kuitenkin 2% = 4.

Tehtava 2.2.7 Mitki seuraavista kokonaislukuja koskevista lauseista ovat tosia?
Perustele tarkoin!

a) P:Vn:n?2>n

b) Q:3In:n?<n

c) R:dn:n?=144

d) R:Vn:n?—non parillinen

Kahden muuttujan lausefunktion avulla saadaan (periaatteessa) jo kahdeksan eri-
laista variaatiota:

Va,Vy: p(z,y) (kaikilla z jakaikillay : p(x,y)) (1)
Va,3y: p(z,y) (kaikillaz onolemassay : p(x,y)) (2)
Jx,Vy: p(zr,y) (onolemassa sellainen x ettd kaikillay : p(x,y)) (3)
Jz,3y: p(zr,y) (onolemassax jaonolemassay : p(z,y)) 4)
Vy,Vo: p(r,y) (kaikillay jakaikillaz : p(z,y)) 5)
Vy,3dz: p(z,y) (kaikillay on olemassa x : p(z,y)) (6)
Jy,Vz: p(zr,y) (onolemassa sellainen y ettd kaikilla z : p(z,y)) (7)
Jy,3z: p(zr,y) (onolemassay jaonolemassaz : p(z,y)) (8)

Tehtava 2.2.8 Edellisistd kahdeksasta loogisesti erilaisia on vain kuusi, mitké pa-
rit ovat samoja?
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Tehtiva 2.2.9 Keksi esimerkki kahden muuttujan lausefunktiosta, jolle
a) kaavoilla (2)) ja (3) on eri totuusarvo.
b) kaavoilla (2)) ja (7) on eri totuusarvo.

Lausefunktion negaatio

Kvanttoreilla suljetun lausefunktion negaatio saadaan vaihtamalla olemassaolo-
kvanttori 3 kaikkikvanttoriksi V ja pdinvastoin sekd ottamalla lausefunktion ne-
gaatio. Esimerkiksi:

—(dze€A: P(x)) = VzeA: -Px)

”Ei pidé paikkaansa, ettd on olemassa x € A, jolle P(x) pitee.”
”Ei ole olemassa alkiota z € A, jolle P(x) pitee.”

”jokaiselle z € A on P(z) epitotta.”

~(VxeA: Pl)) = FJzxeA: -P(x)
”Ei pidé paikkaansa, etti kaikilla z € A pitee P(x).”
”On olemassa ainakin yksi alkio x € A, jolle P(z) ei pide.”

—(dzeA VyeB: Plz,y) = VxeA JyeB: -Px,y)

Jne.

Lause on epitosi, jos sen negaatio on tosi. Se, ettd jokin lause on epitosi perustel-
laan sen negaation avulla, ndyttamalli negaatio todeksi.

Tehtidva 2.2.10 Mitkd seuraavista kolmen muuttujan lausefunktion avulla muo-
dostetusta lauseista ovat tosia:

a) do,Vy,Vz:ax(y+ 2>

b) Va,Vy, Iz : x(y + 22

c) Va,3z,Vy: x(y + 2>

e) Ve,dy,Vz:x

f) Iz, Vy,Va: x(y + 2>

( )
( )
( )
d) Va,Vz, Iy a(y+22) =0
( )
( )
( )

g Jy,dJx,Vz:z(y+ 2
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2.3 Matemaattinen todistaminen ja paittelyprosessit

Tieteissd pyritddn joistakin tosiksi hyvéksytyistd peruslauseista, esimerkiksi ak-
sioomista, ldhtien johtamaan logiikan lakien avulla uusia lauseita. Yleensd timé
tapahtuu niin, ettd esitetdin hypoteesi, otaksuma, ja pyritdéan rodistamaan se.

Suora todistus tarkoittaa menettelyd, jokin haluttu tulos johdetaan loogisella paét-
telylld tosista tai tosiksi oletetuista ominaisuuksista (aksiooma, ulkoinen totuus).

Epdsuorassa todistuksessa taas 1dhdetdédn olettamuksesta, ettd haluttu viite ei oli-
sikaan tosi (vastaoletus eli antiteesi), ja johdetaan ristiriita alkuperiisten oletusten
kanssa, tai koetetaan johtaa jokin muu tunnetusti epitosi tulos (esimerkiksi 1 = 0
tai etti toisen asteen polynomilla on tasan kolme nollakohtaa).

Suora todistus

Olkoon P tosi lause ja () todeksi osoitettava lause.
Suora todistus perustuu Esimerkin tautologiaan

(P/\(P:>Q)) = Q:

Kun osoitetaan, ettd P = @ on tosi, on P A (P = () tosi. Koska koko lause on
tautologia, on () valttimaitti tosi.

Kéytidnnon todistuksissa ei oletus P yleensd yksin riitd, vaan apuna joudutaan
kiyttdmadn sopivia ulkoisia totuuksia U, esimerkiksi tunnettuja laskusdintojd ja
aikaisemmin todistettuja tuloksia. Ndmé ulkoiset totuudet voidaan haluttaessa si-
sdllyttdd oletukseen kirjoittamalla oletus muotoon P/ = P A U.

Esimerkki 2.3.1 Todistetaan suorasti:
Jos n on pariton kokonaisluku, niin n? on pariton kokonaisluku.

Ratkaisu. Oletus-vditos-todistus-muodossa:
Oletus. P: ’n pariton kokonaisluku™ tosi.
Viitos. (): ’n” pariton kokonaisluku™ tosi.

Todistus. Kdytetddn ulkoista totuutta: pariton n = 2k+1 jollekin kokonaisluvulle
k. Mutta lukujen laskusddnngistd seuraa

n? = (2k+1)% = 2(2k*+-2k) + 1,

joka on pariton luku (my6s ulkoinen totuus!). Siis () on tosi. ®
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Episuora todistus

Puhdas epdsuora todistus perustuu kontraposition P = ) = —() = —P ja suoran
todistuksen yhdistimiseen; nimittdin myos

PA(-Q=-P) = Q

on tautologia. Oletetaan, ettd —() on tosi, so. tehddédn vastaoletus eli antiteesi. Tamén
avulla osoitetaan, ettd — P on tosi. Koska timi on vastoin oletuksia, ei () voi olla epétosi
ja on siten tosi.

Esimerkki 2.3.2 Todista uudelleen, nyt episuorasti:
Jos n on pariton kokonaisluku, niin n® on pariton kokonaisluku.

Oletus. P: ’n pariton kokonaisluku™ tosi.
Viitos. (): ’n” pariton kokonaisluku” tosi.
Todistus. P = () = =) = —P, joten tehddin

Antiteesi: —() tosi eli n? on parillinen. Ulkoinen totuus: n? = 2m jollekin koko-
naisluvulle m. Harjoitustehtivini todistetaan ulkoinen totuus:

Jos kokonaislukujen tulo ab on jaollinen alkuluvulla p, niin a tai b on
Jjaollinen luvulla p.

Luku n? = n - n on siis jaollinen alkuluvulla 2, joten n on jaollinen luvulla 2. Siis
n on parillinen eli =P on tosi.

Tama on ristiriita oletuksen kanssa, joten antiteesi on véira ja viitds totta. m

Esimerkki 2.3.3 Todistetaan kdinteinen tulos:
Jos n? on pariton, niin n on pariton.

Oletus. () tosi eli n? pariton.
Viitds. P tosi eli n pariton.

Todistus. Antiteesi: — P tosi eli n parillinen. Silloin n = 2k ja n? = 2(2k?), joka
on parillinen. Siis =() on tosi. Tdmi on vastoin oletusta, joten P on tosi. m

On siis todistettu kokonaan

Lause 2.3.4 Kokonaisluku n on pariton jos ja vain jos n? on pariton.



2 LOGIIKKAA JA LOOGISTA PAATTELYA 30

Epésuora todistus voi olla myos “’kiero”, joskus voi olla edullisempaa johtaan an-
titeesista jokin muu epitosi tulos kuin =P, esimerkiksi 1 < 0.

Yleinen epdisuora todistustapa perustuu tautologiaan
[PA((PA=Q)=E)] = @,

Oletetaan, ettd —() on tosi, so. tehdéin vastaoletus eli antiteesi. Tamain ja oletuksen ” P
on tosi” avulla osoitetaan jokin jarjettomyys.

Tehtiva 2.3.5 Todista: ”Jos = > 5, niin £ > 4.” niin, ettd saat oletuksen vastao-
letuksen avulla tuloksen 0 > 1.

Paittelyn johdonmukaisuus

Matemaattinen todistus sisdltdd yleensd loogisia pééttelyitd. Pdittelyn johdonmu-
kaisuuden selvittimisessd voidaan kéyttdad totuusarvotaulukoita. Tadma tarkoittaa,
ettd loogisen pitevyyden tarkastaminen voidaan mekanisoida.

Miiritelmi 2.3.6 Pddittely (argument) on logiikan lause
(Al/\AQ/\-"/\An) = B,

joka muodostuu kokoelmasta (mahdollisesti johdettuja) logiikan lauseita, premisseji
Ay, Ao, ..., A, ja johtopddtdksestd B (conclusion).

Paittelyd sanotaan johdonmukaiseksi (valid argument), jos kyseinen péittelylause
(A NAg AN---NA,) = B on tautologia.

Esimerkki 2.3.7 Onko seuraava pééttely johdonmukainen?

Jos on eliakkeelld, saa alennuksen rautateilld. En ole eldkkeelld. Siis en saa alen-
nusta rautateilld.

Ratkaisu. Valitaan P: ”Olen eldkkeelld.” ja (): ”Saan alennuksen rautateilld.”

Paittely koostuu nyt premisseistd A;: P = @ ja Ay: =P ja johtopéitoksestd B:

—|Q:

P = (@ : Joson elikkeelld, saa alennuksen rautateilli.
—P : En ole eldkkeell.
—() : En saa alennusta rautateilld

Muodostamme piittelylauseen ((P = Q) /\ﬁP) = () totuusarvotaulukon. Sen
kolmannella rivilld on arvo epitosi, joten pédittely ei ole johdonmukainen.
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A [ A [A4AA | B [(A4AA)=B
P Q P:>Q -P —|Q
TIT| T E E E T
TIE| E E E T T
E|lT| T T T E
E|E| T T T T T

Kaiytiannon oikotie. Implikaatiolauseen totuusarvoista seuraa:

Péittelylause (A; A Ay A --+- A A,)) = B on tautologia jos, ja vain jos, aina kun
kaikki premissit A; ovat tosia, my0os johtopéitos B on tosi. Niinpé totuusarvotau-
lukosta voidaan jéttdd pari saraketta pois, kun tarkastellaan ne rivit, joilla premissit
ovat tosia ja varmistetaan, ettd niilld riveilld johtopditds on my0s tosi. Johtopéatos
saa tietenkin olla tosi muillakin riveilla.

Esimerkki 2.3.8 Onko seuraava pééttely johdonmukainen:

Jos elintasoa jatkuvasti nostetaan, luonnonvarojen viheneminen ja luonnon saas-
tuttaminen jatkuu. Jos Iuonnonvarojen viheneminen ja luonnon saastuttaminen
Jjatkuu, ithmiskunta tuhoutuu taistelussa ehtyvistd luonnonvaroista tai menehtyy
saasteisiin. Elintasoa nostetaan. Siis ihmiskunta tuhoutuu taisteluun ehtyvisti
luonnonvaroista tai menehtyy saasteisiin.

Ratkaisu. Olkoot

P: ”Elintasoa nostetaan.”

(2: "Luonnonvarojen viheneminen ja luonnon saastuttaminen jatkuu.”

R: ”Thmiskunta tuhoutuu taistelussa ehtyvistd luonnonvaroista tai menehtyy saas-
teisiin.”

Paittelyn ((P = Q) A (Q = R) A P) = R totuusarvotaulukossa (tdydenni!)

PIQIR[P=Q|Q=R[P|R|
T|T| T T | T |7
T E| E
EIT| T
E

sslles|Nea] ool laslRaw ] Ran] lasllae

vain ensimmadiselld rivilld ovat premissit tosia. Koska tilloin johtopéétds on tosi,
on piittely johdonmukainen.
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Klassisen joukko-opin pédpiirteittdinen tuntemus on vilttiméatonti diskreettien ra-
kenteiden ja mm. sumeiden joukkojen tutkimuksessa, mutta se toimii yleensé-
kin hyvin kielend matemaattisia asioita esitettdessd. Lisdksi tiedimme paremmin,
mistd on kysymys algebrassa, topologiassa, sumeissa joukoissa tai yhtidloiden rat-
kaisemisessa, kun hallitsemme klassista joukko-oppia, vaikkapa vain intuitiivisel-
la tasolla.

3.1 Alkio, joukko ja osajoukko

Asetamme joukko-oppimme perustaksi (loogisesti himéridn) ilmauksen:

Joukko on kokoelma objekteja, joita kutsutaan timéin joukon alkioik-
si. Joukkoa ei saa asettaa itsensi alkioksi.

Joukon kisitteen pitdd olla siind mielessid selked, ettd jokaisesta alkiosta voidaan
(ainakin periaatteessa) selvittdd kuuluuko se annettuun joukkoon vai ei.

Joukon alkiot voivat itsekin olla joukkoja, mutta tidssi tulee olla varovainen! Jos
sallisimme joukon olevan itsensi alkio, saisimme muodostaa houkuttelevan “kaik-
kien joukkojen joukon”. Toisaalta timé johtaa ikdvyyksiin, kuten osoittaa esitté-
jinsi filosofi ja matemaatikko Bertrand Russellin mukaan nimetty Russellin pa-
radoksi: Joukko, jonka alkioina ovat ne joukot, jotka eivit ole itsensé alkioita, on
itsensd alkio, jos ja vain jos se ei ole itsensé alkio.

Seuraavassa kuvataan erilaisia keinoja konkreettisen joukon ilmaisemiseksi:

e kiytetddn sovittua nimitystd tai muuta merkintitapaa; esimerkiksi N tai re-
aalilukuvili [1, 5]

e kuvataan joukon alkiot sanallisesti: parilliset luonnolliset luvut alta kym-
menen”’

e luetellaan joukon alkiot: {2,4, 6, 8}

e ecsitetdidin joukon alkiot tdysin méddrdava ehto:

{n eN|n=2k < 10jollekin k € N }. )

e muodostetaan joukko-operaatioilla muista joukoista (ks. Luku [3.2)).
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Aina kun joukko ilmaistaan luettelona tai ehtomuodossa, alkiot suljetaan aal-
tosulkujen sisille. Entomuodossa tarvitaan jokin alkioita rajaava ominaisuus P;

joukko

{z|P(z)}
on siten kaikkien niiden alkioiden x joukko, joille ominaisuus P (lausefunktio, ks.
Luku [2.2)) piitee eli ehto P(z) on tosi.

Esimerkki 3.1.1 Joukko {z € R | 22 — 22 — 3 = 0} on niiden reaalilukujen
joukko, jotka ovat yhtilon 22 — 22 — 3 = 0 reaalisia ratkaisuja.

Tehtivi 3.1.2 Esiti esimerkkijoukon (9) alkiot méirédvi ehto P.

Joukossa {a} alkio a on sen ainoa alkio; tillaista joukkoa kutsutaan nimelld yksiéd
(singleton). Kun a # b, on joukossa {a, b} tarkalleen kaksi alkiota. Sitid kutsutaan
ei-jirjestetyksi pariksi, ja sille on tietenkin voimassa {a,b} = {b,a}. Aireton
joukko voidaan esittdi joskus myos alkioiden luettelointiperiaatteella, esimerkiksi
N muodossa {1,2,3,...}.

Usein joukkoja tarkastellaan jonkin laajemman joukon X osajoukkoina. Talloin
joukkoa X sanotaan perusjoukoksi (universal set, universe of discourse).

Alkion kuuluminen joukkoon merkitdin tavalliseen tapaan €-symbolilla:

Merkintd € A tarkoittaa, ettd alkio = kuuluu joukkoon A. Joukkoon
kuulumattomuutta merkitddn x ¢ A.

Mairitelmi 3.1.3 Joukot A ja B ovat identtiset eli samat tarkalleen silloin, kun
niilld on tismilleen samat alkiot; titd merkitdin A = B. Muulloin merkitidin
A # B.

Miiéritelmi 3.1.4 Sanomme, ettd A on joukon B osajoukko (subset), jos kaikki
joukon A alkiot ovat myos joukon B alkioita. Télloin sanotaan my®ds, ettd A si-
sdaltyy joukkoon B; titd merkitdin A C B. Kun A C B ja A # B, sanomme, ettid
A on joukon B aito osajoukko (proper subset); merkitdin A C B.

Mairitelmé 3.1.5 Jos P on sellainen ominaisuus, ettd P(x) ei pdde milldén al-
kiolla x € X, ei joukolla {z € X | P(z)} ole yhtién alkiota. T#ll6in joukko on
tyhjé, merkitiin () (void, empty set). Tyhji joukko sisiltyy jokaiseen joukkoon,
ts. ) C A olipa A miki tahansa joukko.

Esimerkki 3.1.6 (a) Tyhjin joukon () ainoa osajoukko on {) itse.
(b) Yksion {x} osajoukot ovat () ja {=}. Niité on siis kaksi.

(c) Kun = # y, on joukolla {z,y} osajoukot 0, {z}, {y} ja {z,y}, siis neljd
kappaletta.
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3.2 Operoiminen joukoilla

34

Mairitelmi 3.2.1 Olkoot A ja B perusjoukon X osajoukkoja. Joukkojen A ja B

(a) yhdiste eli unioni (union) on perusjoukon X osajoukko
AUB:={zeX |z € Ataix € B};
(b) leikkaus (intersection) on perusjoukon X osajoukko

ANB:={zreX |z € Ajaz € B}.

Joukot A ja B ovat keskendén alkiovieraita, pistevieraita eli erillisid (disjoint),

jos AN B = 0.

Kuvat [2| havainnollistavat yhdistettd ja leikkausta nk. Venn-diagrammin avulla.

Kuva 2: Joukkojen A ja B yhdiste ja leikkaus

Lause 3.2.2 Yhdisteelld ja leikkauksella on seuraavat ominaisuudet:

(1) AUA=A; AnA=A

2) AUB=BUA; AnB=BnA

(3) AUD=A; AnD=0

4 (AUB)UC =AU (BUCO)
(ANB)NC=An(BN(C)

(5) AUB = B,josjavainjos A C B
ANB=A,josjavainjos A C B

(6) ACAUBjaANBCA

(idempotenssi)

(vaihdannaisuus)

(liitdnndisyys 1)

(liitdnndisyys 2)

(kommutatiivisuus = vaihdannaisuus, assosiatiivisuus = liitdnnéisyys)
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Yhdisteen ja leikkauksen kesken vallitsevat myos osittelu- eli distributiivisuuslait:
(D) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (osittelulaki 1)
(D2) Au(BNnC)=(AUB)N(AUC) (osittelulaki 2)
Todistus. Esimerkiksi osittelulaki 1 todistuu seuraavasti:

AN(BUC) = {z|ze€Ajare BUC}={z|x€ Aja(x € Btaiz € C)}
= {z|(r€AjazeB)tai(x € Ajax € C)}
= {z|xe ANBtaixe ANC}
= (ANB)U(ANCQC)

]

Seuraus 3.2.3 Osittelulait voidaan yleistdd muotoon

D1’y AN(ByUByU...UB,)=(ANB)U(ANB)U...U(ANB,)

(D2) AU(B1NByN...NB,)=(AUB)N(AUBy)N...N(AUB,)

Todistus. Todistus matemaattisella induktiolla; sopiva harjoitustehtivéksi. m

Miiiritelmi 3.2.4 Perusjoukon X osajoukon A komplementti A on joukko
A={zeX|z¢g A}

Lause 3.2.5 Joukon komplementilla on mm. seuraavia ominaisuuksia:

(ChH A=A (kaksoiskomplementin laki)
(C2) AUB=ANB (DeMorganin laki 1)
(C3) ANB=AUB (DeMorganin laki 2)

(C4) ANA=0,AUA=X
(C5 0=X,X=0

|

(C6) A C B jos ja vain jos B C

(C7) A= Bjosjavainjos A= B

Todistus. Sopivia harjoitustehtivid. m
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Mairitelmé 3.2.6 Perusjoukon X osajoukkojen A ja B erotus A\ B on joukko
A\B:={zeX|zcAjac ¢ B}

Lause 3.2.7 Joukkojen erotuksella on mm. seuraavia ominaisuuksia:

(E1) A\NA=10
(E2) A\ =A
(E3) 0\ A=10

(B4) (A\B)\C= A\ (BUC) = (A\C)\ B
(E5) AN\B=ANB
Todistus. Kuten edelld. m

Miaéritelmi 3.2.8 Joukkojen A, B C X symmetrinen erotus A\ B on joukko
AAB :=(A\ B)U(B\ A)

Lause 3.2.9 Symmetriselld erotuksella on mm. seuraavia ominaisuuksia:

(SE1) ANA =)

(SE2) AAB = BAA

(SE3) AAD=A

(SE4) AAB = (ANB)U(ANB)
(SE5) AAB = (AUB)\ (AN B)

Todistus. Kuten edelld. m

Perusjoukon X osajoukkojen yhdiste, leikkaus, komplementti, erotus ja symmet-
rinen erotus ovat edelleen perusjoukon X osajoukkoja. Nédiden operaatioiden vi-
lilld 16ytyy riippuvuuksia. Voimme valita ns. perusoperaatioiksi esimerkiksi yh-
disteen, leikkauksen ja komplementin, kuten yleensd tehdddnkin. Muut joukko-
operaatiot voidaan esittdd ndiden perusoperaatioiden avulla. Kuten edelld ndhtiin,
riippuu symmetrinen erotus yhdisteestd ja erotuksesta. Se voidaan kuitenkin esit-
tdd komplementin avulla kiyttimétti erotusta, koska erotus voidaan esittii leik-
kauksen ja komplementin avulla sekd komplementti erotuksen avulla; kun A C X,
on
A=X\ A

Perusoperaatiot yhdiste, leikkaus ja komplementin muodostus ovat joukkoal-
gebrassa nk. hilaoperaatiot.
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Seuraus 3.2.10 DeMorganin laeilla (C2) ja (C3) on voimassa luonnolliset yleis-
tykset:

(C2)) A, UAU...UA, =4, NAN...NA4,

(C3) AiNA,N...NA, =A,UAU...UA,

Todistus. Induktioperiaatteella. m

Esimerkki 3.2.11 Viite: A C B jos ja vain jos AN B = .
Kuvassa ristikoitu alue edustaa joukkoa A N B.

P

Kuva 3: Joukko AN B

Se, ettd taméa joukko on tyhjd, on yhtdpitivd sen kanssa, ettd A on kokonaisuudes-
saan joukon B sisilli.

Tasmdllinen todistus on seuraava: joukolla A on esitys
A=ANX=AN(BUB)=(ANB)U(ANDB)

Titen, jos AN B = (), niin A = A N B. Tisti seuraa yhdisteen ja leikkauksen
ominaisuuden (5) nojalla, etti A C B. Toisaalta, jos A C B, on em. ehdon (5)
nojalla A = A N B ja titen

ANB=(ANB)NB=AN(BNB)=AN)=10.



3 ALKEISJOUKKO-OPPIA 38

3.3 Karteesinen tulo eli tulojoukko

Joukkoalgebraan saadaan lisdulottuvuutta ottamalla kdytt6on tulojoukot. Nailld
voidaan mallintaa tai kuvata rinnakkain kahta tai useampaakin ilmiota.

Mairitelmi 3.3.1 Kahden joukon X ja Y karteesinen tulo eli tulojoukko X <Y
on jérjestettyjen parien (x,y) joukko, missd = € X jay € Y siis

XxY :={(z,y)|zreX,ye Y}

Esimerkki 3.3.2 Joukkojen X := {z1, 29,23} ja’Y := {y;, y2} tulojoukossa on
3 -2 = 6 alkiota

XxXY = { (xla yl)? (131, y2)7 (x27 yl)? (1‘2, y2)7 (Ii’n y1>> ($37 y2)}

Tuttuja tulojoukkoja ovat xy-taso R? ja vaikkapa [0, 1] x [1, 2], tason suorakulmio;
piirré se!

Yleisemminkin tulojoukkoa voidaan havainnollistaa koordinaatiston tapaan kak-
siulotteisilla kuvioilla, ks. Kuva

Kuva 4: Tulojoukon koordinaatistoesitys

Tulojoukko voidaan muodostaa useammallekin joukolle. Tulojoukko toimii mm.
relaation ja matriisien perusjoukkona, ks. Luvut {ja[5

Samoin (yksinkertaisessa) suunnatussa verkossa (Luku [I3) kédytetddn jérjestetty-
jéa pareja, mutta suuntaamattoman verkon yhteydessa kiytetddn nk. ei-jérjestettyd
tuloa, ks. Luku
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3.4 Potenssijoukko ja joukkokunta

Olkoon P(X) joukon X kaikkien osajoukkojen joukko, ts.
P(X):={B|BCX}.
Joukkoa P (X)) sanotaan joukon X potenssijoukoksi (power set).

Esimerkki 3.4.1 Joukolla X := {1,2, 3} on yhteensi 8 osajoukkoa ja

P(X) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}.

Mairitelmi 3.4.2 Joukkojen kunnalla F joukossa X tarkoitetaan sellaista X:n
osajoukkojen kokoelmaa, ettd ainakun A, B € F,niin AU B, AN B ja AeF.
Talloin sanomme, ettd F on suljettu operaatioiden yhdiste, leikkaus ja komple-
mentti suhteen.

Koska DeMorganin lakien mukaan

AUB=ANBjaANB=AUB,

tdméa seikka riittdd osoittamaan sulkeutumisen sekd komplementin ja yhdisteen
ettd komplementin ja leikkauksen suhteen.

Esimerkki 3.4.3 Joukkokuntia ovat esimerkiksi

(a) Joukon X potenssijoukko P(X),

(b) Joukon X kaikkien direllisten osajoukkojen ja niiden komplementtien joukko,
(c) {0, X}.

Mikd tahansa perusjoukon X osajoukkojen kunta F sisdltdd joukot | 0 ja X, silld
jos A€ F,niin A € Fjatiten() = AN A € F,jolloin myss X =) € F.

3.5 Adgrellisisti ja dédrettomistii joukoista

Alkeisjoukko-opin lopuksi luomme pinnallisen katsauksen joukkojen kokovertai-
luun. Tarkemmin asiaa késitellddn Luvussa

Mairitelmi 3.5.1 Joukko X on ddrellinen, jos se on joko tyhjd tai sen alkiot
voidaan numeroida luonnollisilla luvuilla 1, 2, ..., n jollakin n € N, ts. luku-
méérdjoukon [n| alkioilla. Tdsmillisemmin tdmi voidaan ilmaista siten, ettd on
olemassa bijektio (ks. Luku joukkojen X ja [n] vililli. Muut kuin dérelliset
joukot ovat ddrettomid, ks. Luku[10.5]



4 MATRIISILASKENNAN ALKEITA

Yleistimme Luvussa [3.3] médritellyn tulojoukon useammille joukoille ja tutus-
tumme laskemiseen luku- ja totuusarvovektoreilla ja matriiseilla.

4.1 Karteesinen tulo ja matriisi

Miiiritelmi 4.1.1 Adrellisen monen epityhjin joukon X, Xy, X, ..., X, n-
ulotteinen karteesinen tulo eli tulojoukko on jérjestettyjen jonojen joukko

HXZ‘:X1XX2X"'XX7L = {(xlax%"'axn) | L EXZ}
=1

ja sen alkioita (z1, xs, . . ., z,,) sanotaan vektoreiksi. Erityisesti merkitddn

X" i =Xx---xX.
——

n kpl

Joukkoa R™ varustettuna vektorien alkioittaisella yhteenlaskulla ja reaalivakiolla
kertomisella

(1,22, )+ (Y1, Y2y - Un) = (T14y1, Toty2, oo Tptyn)
¢ (z1,29,...,2,) = (cx1,cT9...,CTy)

sanotaan n-ulotteiseksi euklidiseksi avaruudeksi.

Vektoreiden x = (x1, 22, ...,x,) € R"jay = (y1,y2, ..., Yn) € R" skalaari- eli
pistetulo on luku

Xy = Zifzyz =T1y1 +T2Y2 + - T,

=1

Vektorin x = (x1, z9, . .., T,) € R™ pituus eli normi on

Ix|| = vx -x = (x%—f—a:g—i-H-—i-xi)l/Q.
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Esimerkki 4.1.2 Avaruuden R® vektoreille
x=(2,-3,0,2,-2) jay=(4,2,3,—1,6)
jareaaliluvulle ¢ = 4 saadaan operaatioiden tuloksina

(2,-3,0,2,-2) +(4,2,3,-1,6) = (244, —342,0+3,2—1, —2+6)
= (6,—1,3,1,4),
4-(2,-3,0,2,-2) = (4-2,4-(=3),4:0,4-2,4-(—2))
= (8,-12,0,8,—8),
(2,-3,0,2,-2) - (4,2,3,-1,6) = 24+ (=3)240-3+ 2-(—1) + (=2)-6
= —12.

Jos tulojoukon tekijoitd X; on mn kappaletta, m,n € N, ne voidaan indeksoida
uudelleen ja kirjoittaa m x n-suorakulmioksi muotoon

X11 X X12 X e X Xln
X X X

mn Xo1 X Xg X - X Xy,
X = H X = X X X
X X X

Xml X Xmg X e X an

Joukon X alkiota M sanotaan m xn-matriisiksi ja merkitdan

11 T12 Tin
To1 Ta2 -+ Ton

X = (i) mxn = . .o o omy € Xy
Tm1 Tm2 - Lmn

Tillaisia tulojoukkoja ja matriiseja, jotka voivat koostua erilaisia tietotyyppeji
edustavista perusjoukoista X;;, kdytetddin mm. taulukkolaskentaohjelmissa. Yksi-
rivistd matriisia sanotaan myos vaakavektoriksi ja yksisarakkeista pystyvektorik-
si. Matriisilaskennan yhteydessa vektorin alkioiden viliset pilkut korvataan usein
tyhjeella.
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4.2 Matriisien laskutoimitukset

Matriisin A = (a;;) € R™*" transpoosi on matriisi AT = (by;) € R™™, missi
bri := ay, ts. rivit on vaihdettu jarjestyksessi sarakkeiksi. Avaruuden R”*" mat-
riiseja voidaan laskea yhteen, kertoa vakiolla ja kertoa keskenéén alkioittain kuten
vektoreitakin.

Esimerkki 4.2.1 Olkoot

12 -2\ . 2 1 -2
A;(30 1)Jan(1 3 J

Transpoosit ovat silloin
1 3

AT = 2 0 ja BT = -1 3
-2 1

Matriisien yhteenlaskun tulos on summa

12 -2 2 -1 -2 31 —4
A+B_(3o 1)+(1 3 1)_(43 2)

Matriisin kertominen skalaarilla tarkoittaa skaalausta:

(—mA::—z4:__(§ g —§>::(:2 —3 _g)

Matriisien alkioittainen tulo:

1 2 =2 2 -1 -2 2 -2 4
A*B_(30 1)*(1 3 1)_(3 01)
Alkioittaisella tulolle ei juuri ole kdyttod esimerkiksi lineaarialgebrassa, mutta ai-

nakin Matlab-ohjelmassa se on varsin hyddyllinen, mm. muodostettaessa piirret-
taviksi tarkoitettujen objektien matriisiesityksii.

Varsinainen matriisien kertolasku madaritelldan seuraavasti:

Miiritelmé 4.2.2 Matriisien A = (a;;) € R™" ja B = (b)) € R™" (matrii-
si)tulo on matriisi
AB =C = (cy) € R™",

missi ¢;i, 1= ijl a;;bjk.
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Tulomatriisin alkio ¢;;, on siis matriisin A rivin ¢ ja matriisin B sarakkeen & piste-
tulo. Pystyvektorien x jay € R" pistetulo voidaan kirjoittaa matriisitulona

1
X-y:xTy:(xl Ty - xn) y:Z :Z%Zh

: i=1

Yn

Pystyvektorin x normille ||x|| pitee

n
x> = fo =x'x.
i=1

Esimerkki 4.2.3 Esimerkin matriiseille tuloja AB ja BA ei ole méiritelty,
koska molemmat ovat 2x 3-matriiseja; sen sijaan

2 1
ABT = (;) (2) f) -1 3
-2 1
o 1242(=1)+(-2)(-2) 11423+ (=2)1\ (4 5
- (3-2+0~(—1)+1-(—2) 314+03+11 “\4 4
13 5 8 1
ATB = 2 0 G _;) f): 4 -2 —4
-2 1 -3 5 5

Tehtiva 4.2.4 Osoita, ettd matriisien kertolasku ei ole vaihdannainen; yleensi
AB # BA.
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4.3 Nimityksia ja laskusdantoja

Avaruuden R™ " alkioita sanotaan neliomatriiseiksi. Avaruus R"*™ on suljettu
matriisien kertolaskun suhteen, silld tulokin on nxn-matriisi. Matriisin (a;;)nxn
diagonaaliksi sanotaan vektoria (a1, ago, - . . , @,y ). Matriisia sanotaan diagonaa-
limatriisiksi, jos sen diagonaalin ulkopuolella olevat alkiot ovat nollia.

Matriisia O, jonka kaikki alkiot ovat nollia, kutsutaan nollamatriisiksi. Nollamat-
riisi on matriisien yhteenlaskun neutraalialkio.

Yksikkomatriisi on diagonaalimatriisi /, jonka diagonaalialkiot ovat ykkosid. Yk-
sikkomatriisi on matriisien kertolaskun neutraalialkio: jos A € R"*", niin Al =
IA = A. Matriisi (a;;)nxn, ON Symmetrinen, jos a;; = a;; kaikilla ¢, j € [n], ts. jos
matriisi on diagonaalin suhteen symmetrinen. Matriisi on yldkolmiomatriisi, jos
sen diagonaalin alapuolella on vain nollia; vastaavasti médritelladn alakolmiomat-
riisi.

Lause 4.3.1 Olkoon « skalaari ja matriisit A, B ja C' sellaisia, ettd seuraavassa
esiintyvit laskutoimitukset ovat jarjellisid. Silloin

M1) (AT)T =

(
M2) (aA)T = aA”
M3) (A+ B)T = AT + BT
(M4) (AB)T = BTAT
M5) A+ B=B+A
(M6) (A+B)+C =A+(B+C)
(M7) (AB)C = A(BO)
(M8) A(B+C) = AB+ AC
(M9) (A+ B)C = AC + BC
(M20) (af)A = a(54)
(M11) a(AB) = (€ A)B = A(aB)
M12) (a+ B)A=aA+ A
M13) a(A+ B) =aA+aB
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4.4 Totuusarvo- ja kokonaislukumatriisit

Esimerkiksi relaatioiden yhteydessi (ks. Luku [S]) on luonnollista kdyttdi totuusar-
voista 1 ja 0 (tai TOSI = TRUE ja EPATOSI = FALSE) koostuvia matriiseja ja
verkkojen yhteydessd totuus- tai kokonaislukumatriiseja. Ndmé saadaan valitse-
malla X := {0,1} (tai X := {7, E'}) ja X := N,.

Totuusarvojen tapauksessa lasketaan Boolen aritmetiikalla, jossa + vastaa logii-
kan V-operaatiota ja - logiikan A-operaatiota:

0+0=0,0+1=14+0=1,1+1=1,0-0=0-1=1-0=0,1-1=1,

eli taulukkoina
10 1
0 0

o

1

+]0 1
00 1
111 0 1

Totuusarvomatriiseilla voidaan laskea muodollisesti samalla tavalla kuin on esi-
tetty Luvussa[4.2] kuitenkin kéyttden nyt Boolen operaatioita.

Esimerkki 4.4.1 Totuusarvomatriisien alkioittainen Boolen summa ja tulo:
1 010 n 00 1 _ 1 011
0110 01 1 o 0111
1 010 . 0 0 1 _ 0 010
0110 01 1 - 0100
Esimerkki 4.4.2 Totuusarvomatriisien Boolen matriisitulo:

0 0

1 010 11 - 1.0+01+11+01 1.04+01+1-0+0-1
10 N
11

O = O =

0110 0-0+11+11+01 00+11+1-0+0-1

)

Verkkojen tapauksessa lasketaan normaalisti kokonaisluvuilla. Jos my0s totuusar-
votapauksessa X = {0, 1} kiiytetiddn kokonaislukujen laskutoimituksia, on matrii-
sien laskutoimitusten tulokset redusoitava nk. etumerkkifunktioilla (funktion kési-
te: Médritelmi [5.7.1). Mééritelldéin reaalifunktio sign : R — {—1,0,1},

+1, kunz >0
sign(x) := 0, kanz =0
—1, kunx <0
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ja matriisifunktio SIGN : R™*" — {—1,0, 1}™*",

SIGN ((aij)mxn> = (Sign(‘“j ))mxn

Esimerkki 4.4.3 Funktio SIGN toimii seuraavaan tapaan:

12 -2 11 -1
SIGN(:s 0 1):(1 0 1)

Esimerkki 4.4.4 Esimerkissi saataisiin kokonaislukuaritmetiikalla

1010 (10
0110 —\2 1

Oikea tulos saadaan tistd ottamalla SIGN.

0 0

—_ = =
—_ O =
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S RELAATIOT JA FUNKTIOT

Tissd luvussa tarkastellaan tulojoukkojen osajoukkoja, nk. relaatioita, mm. relaa-
tioiden yhdistdmistd ja erilaisia relaatiotyyppeja.

5.1 Yleinen tulojoukko

Méirittelemme jéirjestetyn parin sulkeissa olevana jonona (z, y), jolle

(z,y) = (v, 0)] & [r=ujay =]
Jarjestetyn parin alkiot ovat siis médrityssd jirjestyksessd. Jos jarjestetyn parin
alkiot vaihtavat paikkaa keskendin, ei jdrjestetty pari vilttdmittd ole endd sama
kuin alkuperiinen pari.
Poimitaan tihdn tulojoukon eli karteesisen tulon méaaritelmit Luvuista [3.3]ja[d. 1}

Joukkojen X ja'Y karteesinen tulo eli tulojoukko on kaikkien jirjestettyjen parien
joukko
XXY :={(z,y) |z eX,ye Y}

Yleisemmin, dédrellisen monen epétyhjin joukon X, Xo, Xg, ..., X, n-ulotteinen
karteesinen tulo on jérjestettyjen jonojen joukko

HXi = X xXogx -+ x Xy 1= { (71, g, .., 1) | 7 € X }
i=1
Erityisesti merkitdin X! = X jaarvoillan > 1 X" := Xx --- xX..
—_—
n kpl
Esimerkki 5.1.1 Tyypillisid tulojoukkoja:

a) Euklidinen taso R? = RxR, jota kiiytetiiin perusjoukkona esimerkiksi reaali-
muuttujan reaaliarvoisten funktioiden kuvaamisessa graafisesti.

b) Kolmiulotteinen avaruus R?* = RxR xR soveltuu kahden muuttujan funktioi-
den esittdmiseen; tilloin on oikeastaan kysymys pareista ((x,y), z), missd pari
(2, y) = 2.

c¢) Kokonaisluvun kymmenjirjestelméesitys ngng_1 . . . non; perustuu paikkamer-
kityksiin, joten esimerkiksi lukua 3527 voitaisiin merkitd my0s jirjestettyni ne-
likkona (3,5,2,7).

Tehtiivi 5.1.2 Ovatko seuraavat oliot tulojoukon Nx QxR alkioita:

a) (2,3/5,0.6) b)(2.2,3/5,0.6) c¢)(0,3/5,0.6)
d)(2,3/5,3/5) e)(3/5,2/5,3) ) {2,2/5, 3}
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5.2 Relaation maaritelma

Relaatio on joukko, johon liittyy tietty tulkinnallinen ominaisuus ominaisuuksien
ja suhteiden universumissa. Joukko-oppi tarjoaa relaatioteorialle matemaattisen
mallin, jota sovelletaan tutkittaessa ominaisuuksia ja suhteita. Relaatioita esiintyy
kaikkialla, niitd tapaamme yhteiskunnan, yhteisdjen, ryhmien jne. parissa. Esi-
merkiksi viinipullon oleminen pdydillad on viinipullon ja pdydén vélinen relaatio,
ja viinin kaataminen lasiin on pullon, viinin, lasin ja kaatajan vélinen relaatio.
Tietotekniikka on pullollaan relaatioiden kisittelyd, mm. tietokannoissa ja niiden
vililla. Myos sukulaisuussuhteet ovat hyvid esimerkkeji relaatioista.

Mairitelmi 5.2.1 Olkoot X ja Y epityhjid joukkoja. Osajoukkoa R C XxY
sanotaan joukkojen X ja Y viliseksi relaatioksi, relaatioksi joukosta X joukkoon
Y tai lyhyesti relaatioksi joukossa X XY .

Jos (z,y) € R, sanotaan, etti = ja y ovat relaatiossa R. Merkintid (z,y) € R
korvataan usein merkinnélld xRy tai Rxy. Jos (z,y) ¢ R, titd merkitddn joskus

myos xR y.
Jos R C XxX, sanotaan lyhyesti, ettd R on relaatio joukossa X.

Vastaavaan tapaan médritelldin n-paikkainen relaatio R C X1 xXgX - -+ X X,,.

Karteesisen tulon alkion kuuluminen relaatioon R ilmaistaan merkinnoilla

kaksipaikkaisessa: xRy, Rry, R(z,y), (z,y) € R, ...
kolmipaikkaisessa: Rzyz, R(z,y,2),(z,y,2) € R, ...

n-paikkaisessa: Rxyxy ... xp, R(xy, 29, ..., xy), (21,29, ..., 2,) € R

Kaksipaikkainen eli bindcrinen relaatio R joukossa X xY on Midritelmén [5.2.1]
mukaan niiden jdrjestettyjen parien (z,y) € XxY joukko, joita liittdd yhteen
saanto R, ts.

R ={(z,y) € XXY | zjay liittyviit toisiinsa R:n ilmaisemalla tavalla }
Tarkastelemme tdssd piddasiassa kaksipaikkaisia relaatioita. Tietyt tarkastelut voi-
daan helposti laajentaa koskemaan my6s useampipaikkaisia relaatioita.
Esimerkki 5.2.2 Jokaisessa tulojoukossa X x'Y on ainakin triviaalit relaatiot
a) universaalirelaatioV .= X XY.

b) tyhji relaatio A := (), jossa ei ole yhtiin alkiota.

Universaalirelaatio joukossa X xY vallitsee kaikkien parien (x,y) € XxY vilil-
14. Joukko-opillisesti A = VjaV = A.
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Esimerkki 5.2.3 Valitaan X = Y := R. Relaatio P = ”olla aidosti pienempi
kuin” joukossa R merkitddn tdsméllisesti seuraavalla tavalla:

P = {(a,b) € R? | a on aidosti pienempi kuin b }
= {(a,b) eR*|a<b}.

Kun nyt halutaan esimerkiksi ilmoittaa, ettd z on pienempi kuin Z, voidaan timi
tehdd merkitsemilld (z, Z) € P, tai zPZ, tai P(z,Z), tai PzZ. Koska kyseessi
oli tuttu relaatio ’<’, voidaan kiyttdd myos suoraa merkintii

< ={(a,b) € R? | a on aidosti pienempi kuin b }.

Relaatioon < kuuluvat esimerkiksi alkiot (2,5) ja (—2.3,5), mutta siithen eivét
kuulu esimerkiksi alkiot (—2.3, —5.1) ja (2, 2).

Esimerkki 5.2.4 Valitaan X =Y := N ja asetetaan

<:={(m,n) € N* | m on pienempi tai yhti suuri kuin n }.
Silloin < on relaatio luonnollisten lukujen joukossa N, nk. jérjestysrelaatio (ks.
Mairitelmi[5.9.3). Relaatioon < kuuluvat esimerkiksi alkiot (2, 5) ja (3, 3), mutta
eivit (—2.3, —2.3) ja (5, 2).
Esimerkki 5.2.5 Tarkastellaan relaatiota R, jonka médrittelee

[zRy| < [”x on luvun y tekiji” |

joukossa X = {2,3,5,6}. Télloin 2R2, 2R6, 3R3, 3R6, 5R5 ja 6 R6, ja relaatio
R on joukko

R=1{(2,2),(2,6),(3,3),(3,6),(5,5),(6,6)}.
R on siis joukon X x X aito osajoukko.
Esimerkki 5.2.6 Valitaan X := {naiset} ja 'Y := {miehet}. Silloin joukko
R:={(N,M) e XxY | N jaM olleet joskus aviossa }

on relaatio joukossa X xXY.

Esimerkki 5.2.7 Tasossa yksikkOympyrin sisdosan muodostava joukko
D:={(r,y) eR* |2 +y* <1}

on relaatio joukossa R?, samoin ympyrin kehi { (z,y) € R? | 2% +y? = 1}.

Tehtiava 5.2.8 Keksi ehtomuotoinen esitys (ks. Luku joukkojen
X:={1,2,3} ja Y:={4,56}

viliselle relaatiolle R := {(1,5), (2,6)}.
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Relaation esitystapoja

Alkeellisin tapa esittdd relaatio on luetella sen alkiot tai esittdd riippuvuus jollakin
kaavalla tai muulla sitovalla ehdolla. On olemassa lukuisia muitakin tapoja esit-
taa relaatioita. Jotkut esitystavat on tarkoitettu havainnollistamaan itse relaatiota,
jotkut taas helpottamaan tai mekanisoimaan niiden késittelyd. Olkoot

X:{xbx?w“axn}a Y:{y17y27"‘7ym}

ja R C XXY relaatio. Seuraavassa esitellddn relaation esittimiseen sopivia ha-
vainnollisia ja laskennallisia tapoja.

1. Nuolikaaviona, missd nuoli x; — y; tarkoittaa, ettd x; Ry;. Jos X =Y, voi-
daan relaatio esittdd my0s suunnattuna verkkona (ks. Luku [I3). Kuvassa [5| niet
nimi kahdentyyppiset esitystavat.

X Y
xl'—"y1
Xy »),
xn )
'xm. yﬂ

Kuva 5: Nuolikaavioesityksia relaatioille joukoissa X XY ja X xX

2. Taulukkona (ks. Kuva@, jonka kohdassa (z;, y;) on luku 1, jos z; Ry;, muutoin
luku 0.

R iyt |y| - | Yn
zy | 1|1 |--- 10
zo | O | 1 |--- 10
Tm | O 10 --- 1|0

Kuva 6: Relaation ilmaiseminen taulukon avulla
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3. Matriisina

X\Y y1 v - U
a1y a2 - QA1n T 1 1 cee 0
Qg1 Qg2 - Q2p T o 1 --- 0
MR - (aij)mXTL = : : .. : = : : : .. : ’
Am1l Am2 - Qmn Tm 0 0 tet 0

missd a;; = Xr(Zi, yj).

4. Kdyttden karakteristista funktiota yr : XxY — {0, 1},

1, jos xRy

XR(xay) = { 07 jOS xﬁy

vrt. Luku

5. Koordinaatistokaaviona samaan tapaan kuin yhden muuttujan reaalifunktioi-
den esittaminen tasossa. Muodostetaan perusjoukkoja X ja Y kannatteleva koor-
dinaatisto, jonka akseleille joukkojen alkiot asetellaan sopiviin paikkoihin (vaikka
niiden ei tarvitsekaan olla lukuja). Jotta tdmi olisi yhteensopiva tutun reaalifunk-
tioiden esittimisen kanssa, kannattaa asettaa ensimmdisen joukon X alkiot vaaka-
akselille ja joukon Y alkiot pystyakselille. Kuvassa[7|relaation alkioita on kuvattu
mustilla nelioilla.

Kuva 7: Relaation koordinaatistoesitys
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Esimerkki 5.2.9 Kuvassa [§on esitetty eris joukkojen X := {1,2,3,4} ja’Y :=

{a,b,c,d, e} vilinen relaatio R nuolikaaviona.

Kuva 8: Esimerkin nuolikaavio

Muodostetaan sille muut esitysmuodot 2-5.

Taulukkoesitys Matriisiesitys
Rlial|blcl|d]|e R a b c d e
111{0(0]0(0 1 10 000
211(1]0(1]0 2 11010
310(1]0]0/|1 3 01001
410[010]010 4 00000

Karakteristisen funktion avulla
xr(l,a) = 1 Xr(2,a) =1 xgr(3,a)=0 xg(4,a) =0
XR(l b) XR(2vb) =1 XR(3>b) =1 XR(47b) =0
Xr(l,c) =0 xgr(2,¢) =0 xgr(3,¢)=0 xgr(4,c)=0
xr(1,d) =0 xr(2,d)=1 xr(3,d)=0 xgr(4,d)=0
xr(l,e) =0 xr(2,e) =0 xr(3,e)=1 xgr(4,e)=0

Koordinaatistoesityksena

Kuva 9: Esimerkin [5.2.9 koordinaatistoesitys
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Tehtivi 5.2.10 Olkoon X =Y = {1,2,3,4} ja < kokonaislukujen tavallinen
suuruusjirjestys. Piirrd relaatiolle < nuolikaavio-, verkko- ja koordinaatistoesitys

Kuvaan

X X X

1w *1 4w ]
2w .2

3e *3

4w L3 | 3 .t

Kuva 10: Tehtdavin[5.2.10 kuvio

Miiritd myos karakteristisen funktion arvot

xr(1,1) = Xr(2,1) = Xr(3,1) = Xr(4,1) =
xr(1,2) = Xr(2,2) = Xr(3,2) = Xr(4,2) =
XR(173) = XR(273) = XR<3a 3) = XR(4a3) =
Xr(1,4) = Xr(2,4) = Xr(3,4) = xXr(4,4) =
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5.3 Relaatioiden joukko-opilliset operaatiot

Koska relaatiot ovat joukkoja, niitd voidaan vertailla ja yhdistelld normaaliin ta-
paan joukko-opillisin operaatioin. Karakterisoidaan ne tissi relaatio-opillisin kei-
noin ja samlla esitelldédn niille logiikan mukaiset nimitykset.

Lause 5.3.1 Olkoot R ja S C X XY relaatioita.

a) Relaatio R on relaation S osajoukko, siis R C S, jos ja vain jos on voimassa
ehto
[zRy| = [zSy].

b) Relaatiot ovat joukkoina samat eli identtiset (merkitdin R = S) jos ja vain jos
RC SjaSCR.

Lause 5.3.2 Olkoot R ja S C XxY relaatioita.

a) Relaation R komplementti R karakterisoituu ehdolla
[*Ry] < [xRy eipiade].
b) Relaatioiden R ja S tulo R - S on
R-S={(z,y) € XXY | 2Ry ja xSy},

ja se on sama kuin joukko-opillinen leikkaus R N S.

b) Relaatioiden R ja S summa R + S on
R+ S ={(x,y) € XXY | zRy tai zSy},
ja se on sama kuin joukko-opillinen yhdiste R U S.

Universaalirelaatio ja tyhjé relaatio ovat relaatio- ja joukko-opillisesti toistensa
komplementteja, V=AjaA = V.

Tehtivia 5.3.3 Karakterisoi kahden relaation joukko-opillinen erotus relaatiokie-
lelld Lauseen [5.3.2] tapaan.
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5.4 Relaation osapuolet, kuvat ja alkukuvat

Nimetédin aluksi relaation osapuolet ja joukot, joiden kanssa tietty alkio tai joukko
on relaatiossa.

Miiritelmi 5.4.1 Olkoot X jaY epityhjid joukkoja. Relaatiossa R C X XY en-
simmadistd joukkoa X sanotaan relaation ldhtdjoukoksi ja sen alkioita riippumat-
tomiksi muuttujiksi. Vastaavasti jilkimmadistd joukkoa Y sanotaan relaation maa-
lijoukoksi ja sen alkioita riippuviksi muuttujiksi. Sanomme myos, ettid relaation
suunta on joukosta X joukkoon Y.

Naéitd nimityksid on totuttu kidyttiméin erityisesti funktioiden yhteydessd. On syy-
td korostaa heti, ettd relaatiolla médrittelyjoukko ja ldhtojoukko eivit suinkaan ole
sama asia (ks. Luku[5.7).

Esimerkki 5.4.2 Joukosta
R:=1{(2,2),(2,4),(2,6),(3,6) }
tulee relaatio ainakin seuraavilla valinnoilla:

a) Ldhtojoukko ja maalijoukko ovat X := {1,2,3,4,5,6}; silloin R C XxX.
My®oskin tétd laajemmat joukot kelpaavat.

b) Lihtojoukko on X := {2,3} ja maalijoukko Y := {2,4,6}. Ndmi ovat sup-
peimmat kelvolliset joukot, joille R C X XY, ja siis on relaatio.

Tehtava 5.4.3 Mitki seuraavista joukoista sopivat joukon R,

R:=1{(2,2),(2,4),(2,6),(3,6) }
1dhto- ja maalijoukoiksi X ja Y (ks. myos Esimerkki [5.4.2):
)X :={1,2,3}jaY :={1,2,4,6}.
2) X :={2,3,4}jaY :={3,4,5,6}.
3)X:={-1,2,3}jaY =R
4)X:=NjaY : :=Q.
Monesti relaation 1dhtojoukossa ja maalijoukossa on alkioita, jotka eivit lain-
kaan esiinny itse relaation alkiopareissa. Joskus nimi voidaan jittdd kokonaan
huomiotta (esimerkiksi poistamalla 1dhto- tai maalijoukosta), mutta toisinaan ne

vaikuttavat olennaisesti relaation ominaisuuksiin (esimerkiksi refleksiivisyys ja
funktio-ominaisuus).

Usein tarvitaan poimia relaatiosta osia tai selvittdd alkioihin tai osajoukkoihin liit-
tyvét jidsenet.



5 RELAATIOT JA FUNKTIOT 57

Miiritelmi 5.4.4 Olkoon R C X xY relaatio. Léhtdjoukon osajoukon A C X
kuvajoukko relaatiossa R on maalijoukon osajoukko

R(A):={y€eY | (xz,y) € Rjollakinz € A }.

Vastaavasti maalijoukon osajoukon B C Y alkukuvajoukko on ldhtdjoukon osa-
joukko
R YB):={xeX|(r,y) € Rjollakiny € B }.

Erityisesti 1dhtojoukon alkion = € X kuvajoukko on
R(z) = R({z}) ={y e Y | (z,y) € R}
Ja maalijoukon alkion y € Y alkukuvajoukko

R(y) = R'({y}) = {w € X | (z,y) € R}.

Koko lihtojoukon kuvajoukko R(X) on relaation arvojoukko ja koko maalijoukon
alkukuvajoukko R~*(Y) on relaation mididirittelyjoukko.

Esimerkki 5.4.5 Joukon X := {1,2,3,4,5,6} relaatiossa (ks. myds Esimerkki

5.4.2)ja Tehtivi [5.4.3)
R = {(27 2)7 (27 4)? (27 6)7 (37 6)}

alkion 2 kuvajoukko R(2) = {2, 4,6} ja alkion 2 alkukuvajoukko R~!(2) = {2}.
Joukon {1, 2} kuvajoukko on {2,4, 6} ja joukon {3, 4, 5} kuvajoukko on {6}.

Joukon {1, 2, 3} alkukuvajoukko on {2} ja joukon {5, 6} alkukuvajoukko {2, 3}.
Joukon {1, 3,5} alkukuvajoukko on .

EsimerkKi 5.4.6 Kuvassa[lI|on esitetty eris joukkojen X := {1,2,3,4} ja’Y :=
{a,b, c,d, e} vilinen relaatio R (ks. myos Esimerkki|5.2.9).

Kuva 11: Esimerkin [5.4.6l kaavio

LihtSjoukon X alkioiden kuvajoukot ovat:
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R(1) = {a}, R(2) = {a,b,d}, R(3) = {b,e}, R(4) = 0.

Maalijoukon Y alkioiden alkukuvajoukot ovat:

R~Ha) = {1,2}, R7}(b) = {2,3}, R7'(c) = 0, R7'(d) = {2}, R™'(e) = {3}.

Edelleen esimerkiksi

R({2,3}) = R({1,2,3}) = R(X) = {a,b,d, e}

R({1,4}) = R(1)={a}

R({1,2}) = R({1,2,4}) = {a b, d}
R ({a,b}) = 1({a b.c}) = R ({a,b,c,d}) = R7(Y) = {1,2,3}
R({b,c}) = R'({b,c,d}) = R7'({b,c.d,e}) = R ({d.e}) = {2,3}.

Tehtiva 5.4.7 Relaation
C:={(z,y) eR* |z >0, 2" +y° =1}

1dhto- ja maalijoukot ovat R.
a) Méiriti alkioiden 0, 1/2, 1 ja 2 kuvajoukot.
b) Méirité alkioiden 0, 1/2, 1 ja 2 alkukuvajoukot.

¢) Mitkd olisivat suppeimmat mahdolliset 14ht6- ja maalijoukot, joilla R voitaisiin
korvata niin, ettd C' pysyisi samana joukkona?

Tehtiiva 5.4.8 Mairitd Esimerkin (Kuva[IT)) tapauksessa
a) joukon {a, d} alkukuvan kuvajoukko.
b) alkion 2 kuvajoukon alkukuvajoukko.
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5.5 Kiainteisrelaatio ja relaatioiden yhdistiminen

Tutustutaan seuraavaksi relaatioiden kéddntdmiseen ja yhdistimiseen seki todiste-
taan pari nditd koskevaa perustulosta.

Mairitelmi 5.5.1 Relaation R C X XY kddnteisrelaatio on joukko

RbPV={(y,z) e YXX | (z,y) € R}.

Relaatio ja kddnteisrelaatio toteuttavat ehdon
tRy < yR 'z,

ts. relaatioissa on samat parit mutta kdédnteisessd jirjestyksessi; relaation suunta
on vaihtunut.

Esimerkki 5.5.2 a) Relaatiosta < saadaan kiidntimilld relaatio > = <~!. Siis
r<y=y<lr=y>uz

b) Olkoon A kaikkien suomalaisten kirjainten aakkosjarjestystd kuvaava relaatio,
siis

aApB < “a onennen kirjainta 3”.
Talloin A~! tarkoittaa kiiéinteisti aakkosjirjestysti, ts. aA~13 tarkoittaa "« on
kirjaimen (3 jilkeen”.

Esimerkki 5.5.3 Edelld oli jo merkitty alkion kuvajoukkoa R(x) ja alkukuva-
joukkoa R~!(y). Koska

R@)={yeY|(ryeR}={yeY|(yo) e R} =(R")"(2),
voidaan aavistella, ettd R = (R™1)~L.

Lause 5.5.4 Jokaiselle relaatiolle Ron R = (R™1)~1.

Todistus. Olkoon R C X xY mielivaltainen relaatio. Sen kiinteisrelaatio R~ C
Y xX, ja edelleen sen kiinteisrelaatio (R™1) ™! C XxY. Siis Rja (R~')~! ovat
saman perusjoukon X xY osajoukkoja. Sen, ettd joukot ovat samat, osoittaa lasku

(r,y) €R & zRy & yR 'z & z(R°YH) 'Yy < (z,y) e (RN
]
Mairitelmai 5.5.5 Joukon X x X yksikko- eli identtisyysrelaatio on diagonaali

Ax ={(z,z) |z € X}.
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Miiéritelmi 5.5.6 Relaatioiden R C X xY ja S C Y XZ yhdistetty relaatio eli
kompositio tai suhteellinen tulo on relaatio

SoR:={(x,2) € XxZ| jollekiny € Y : xRyjaySz}.

Huomautus 5.5.7 a) Joukkojen X ja Z vilille voi siis syntyi relaatio vélittdvien
alkioiden y € Y avulla.

b)Jos RC XxY,niin R"!o RC XxXjaRoR ! CYXY.

¢) Yksikkorelaatio Ax vastaa matriisien avaruuden kertolaskun neutraalialkiota /
ja kuvausten avaruuden identtistd kuvausta Id(z) := x (ks. Luku[5.7).

Nimittéin, jokaiselle R C X x X on (harjoitustehtiva)
AxoR=RoAx = R.
Esimerkki 5.5.8 Thmisten joukossa relaatio
“henkil6 x on henkilon z setd”

on relaatioiden “henkilé = on henkilon y veli” ja henkild y on henkilon 2 isd”
suhteellinen tulo, silld x on henkilon z setd, jos ja vain jos on (tai on ollut) ole-
massa sellainen henkil6 y, ettd henkild x on y:n veli ja y on henkilon z isé.

Tehtévi 5.5.9 Olkoot X := {1,2,3},Y := {a,b,c} jaZ := {«, 3}. Piirrid seu-
raavaan kuvioon nuolet, jotka kuvaavat relaatioita

R:={(1,a),(1,0),(2,0),(2,¢),3,a)}, S5:={(ba)(ca)(cr)}

ja relaatioita S o R sekd R

X Y Z | X Z|Y X
R S SoR R!
1 a 1 a 1
o «
2 b 2 b 2
B 5
3 c 3 c 3

Muodosta vield kyseisten relaatioiden matriisit

Mg = Mg =
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MSOR - MR—l =

Lause 5.5.10 Relaatioille R C XxY ja S C Y xZ pitee laskusidinto
(SoRy'=R1'osS™

Todistus. (So R)™!ja R~ o S~ ovat selviistikin relaatioita joukosta Z joukkoon
X. Seuraava ekvivalenssiketju osoittaa, ettd relaatiot ovat samat:

[(z,2) € (SoR)™!] [2(SoR)'x]

[2(S o R)z]

[jollekiny € Y : zRyjayS=z]
[jollekiny € Y : yR™ 'z jazS"1y]
[Jollekm y €Y: 2S5 lyjayR 2]
[2(R™ 1)93]
[(2,2) € ( toSH].

L R A

Lause 5.5.11 Relaatioille R C XxY,S C YXZ, T C ZxV pitee
(ToS)oR=To(SoR).

Todistus. KoskaT oS C YxV jaR C XxY,on (T oS)o R relaatio joukosta
X joukkoon V. Koska 7' C ZxV jaSo R C XxZ,on myos T o (S o R) relaatio
joukosta X joukkoon V. Viitteen osoittaa oikeaksi ekvivalenssiketju:

[2((T' o S) o R)v] jollekiny € Y : zRyjay(T o S)v]
joillekiny € Y,z € Z : xRy,ySzjazTv]
jollekin z € Z : x(So R)zjazTv]
z(To(SoR))v].

—— — —

g
=
=
=
O

Huomautus 5.5.12 a) Relaatioiden yhdistaminen ei ole vaihdannainen operaatio.
Lauseen mukaan tulo on kuitenkin liitinniinen, joten voidaan merkiti

ToSoR:=(ToS)oR=To(SoR).
b) Joukon X x X relaatioiden joukko varustettuna tulolla o on algebralliselta ra-

kenteeltaan puoliryhmd, jonka neutraalialkio on diagonaali Ax. Kiinteisrelaatio
ei yleensi toteuta ryhmén kiinteisalkiolta vaadittavia ehtoja

RoR'=R'oR=Ax,
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joten kyseessi ei ole ryhmaé (vasta bijektiivisten kuvausten joukko on ryhma).
¢) Lauseiden [5.5.10]ja[5.5. 11| tuloksia kéyttiden voidaan laskea esimerkiksi

(ToSo R)fl =R 'oStoT L

Joukon sisdiselle relaatiolle voidaan médritelld potenssit yhdistimélli sitd itsensi
kanssa toistuvasti:

Mairitelmi 5.5.13 Relaation R C XXX n. potenssi R™ médritellddn luvuille
n € Ny seuraavasti:

1. RO = Ax,
2. RMtY .= R"o R, n € N,.
Nyt esimerkiksi R = (Ro R)o R=Ro Ro R.

Esimerkki 5.5.14 Relaatio “olla isoisd” on relaation “olla isd” toinen potenssi,
olla isoisédn isd” kolmas potenssi jne.

Mairitelmi 5.5.15 Sanomme, ettd R-ketju vallitsee alkioiden x ja y vililla, jos
niiden vililla vallitsee jokin relaation R potenssi.

Esimerkki 5.5.16 Relaatio “isdnpuoleinen esi-isd” on yleisessd muodossa esitet-
ty R-ketju, kun R = "isd”.

Tehtéava 5.5.17 Formuloi “isd”-relaatio tarkemmin, ja kirjoita potenssimuodossa
”isdnisdnisdnisdnisanisd”.
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5.6 Kainteis- ja tulorelaation matriisit

Tarkastellaan relaatioiden matriisiesityksid kiytettdessd kokonaislukujen lasku-
toimituksia. Osoitetaan, ettd relaatioiden kddntdminen ja yhdistiminen voidaan
mekanisoida matriisilaskennaksi. Luvussa[d.4 on jo médritelty etumerkkifunktiot
sign : R — {—1,0,1} ja SIGN : R™*"™ — {—1,0,1}"™*".

Lause 5.6.1 Olkoot R C XxY ja S C Y xZ relaatioita. Silloin
a) MRfl = Mg,
b) Mgor = SIGN(MgrMs).

Todistus. a) Merkitiidn Mp = (a;;), M = (bj;) ja Mg+ = (b)), jolloin by =
a;x. Koska relaation matriisin alkiot ovat lukuja 1 tai 0, seuraava ekvivalenssiketju
todistaa vditteen:

[V, =1] & [y;R'z;] & [2Ry;] & [ay; =1] & [by =1].
b) Olkoot

Mp = (aij>m><m Ms = (bjk)nxm
MSOR - (Cik)mxry MRMS = (C;k)mxra

missé cj, = D7 a;jbji. Koska ¢, = 0 tai 1 ja cj, > 0, viitteen todistaa paittely

[ca =1] & [xi(SoR)z]
& [jollakiny; € Y : x;Ry;, y;S 2k |
& [Jollakln J: =1ljabj, =1]
& [ > O]
& [sign(dy) =1].

Esimerkki 5.6.2 Tehtivin[5.5.9] relaatioiden matriisit olivat

110 00
Mp=1|0 11 Mg=1]10
100 11
10 101
Mepr=1[1 1 Mpa=|110]=M};
00 010
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Silloin

SN =
O = O

110 00
MpMs=10 1 1 10]=
100 11

Edelleen voidaan helposti johtaa mm. komplementin, yhdisteen, leikkauksen ja
erotuksen matriisien laskukaavat (harjoitustehtiva).

5.7 Kuvaukset eli funktiot

Edelld on jo kdytetty funktion késitettd tutussa muodossaan (etumerkkifunktiot ja
karakteristinen funktio). Tdsmaéllinen méérittely ja perusominaisuuksien esittely
suoritetaan relaatiotulkinnan avulla.

Mairitelmi 5.7.1 Relaatio F' C X XY on kuvaus eli funktio, jos seuraavat kaksi
ehtoa ovat tdytetyt:

1) Jokaista z € X kohti on olemassa y € Y siten, ettd x F'y.
2)JoszFyjaxFz niiny = z.

Funktioiden yhteydessd kdytetddn joitakin erikoismerkint6jd: Jos relaatio F' on
kuvaus, niin

F:X—-Y tarkoittaa F CXxY
F(z) =y  tarkoittaa  zFy

x+— F(x) tarkoittaa  kuvauksen sddintod

Merkintdd x — F'(x) kdytetddn usein ilmaisemaan pelkkéd funktion sisidltdimai
sdaantdd, kun miirittelyjoukkoa tai arvojoukkoa ei haluta tai tarvitse ilmaista, tai
esimerkiksi muodossa z — 2x — 1, kun itse funktiota ei katsota tarpeelliseksi
nimeta.

Jos F on kuvaus X — Y ja F'(z) = y, sanotaan (kuten osittain jo relaatioiden
yhteydessd Luvussa[5.4), ettid

e y on pisteen x kuvapiste eli arvo kuvauksessa F'
e X on ldhtojoukko ja samalla médrittelyjoukko, Y maalijoukko

o F(A):={F(x)|x € A} onjoukon A C X kuvajoukko
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F~Y(B):={x e X | F(z) € B} onjoukon B C'Y alkukuvajoukko

F(X) :={ F(x) | x € X } on funktion arvojoukko

epétyhjddn joukkoon A C X liittyvd kuvaus F|A: A — Y,
(FlA)(@) = F(z), @€ A,

on kuvauksen F' rajoittuma(kuvaus) joukkoon A

F on injektio, jos se toteuttaa vaatimuksen

F(Il) = F(SL’Q) =  I1 =22

F on surjektio, jos F(X) =Y

F on bijektio, jos se on injektio ja surjektio

e kiinteisrelaatio F'~! on kddinteiskuvaus, mikili se on kuvaus.

On helppo osoittaa, ettd kuvauksella F' : X — Y on kédnteiskuvaus jos ja vain
jos F' on bijektio. Kddnteiskuvaus on my0s bijektio.

Jos F' : X — Y on injektio, kuvaus F’ : X — F(X),
F'(z) :== F(x),

— jossa siis on vain rajattu funktion /' maalijoukko arvojoukoksi — on bijektio;
merkitddn edelleen /' = F”.

Esimerkki 5.7.2 Yksinkertaisuudestaan huolimatta tirked tyokalu on identtinen
kuvaus eli identiteettifunktio Idx : X — X,

Idx(ﬂ?) =2x.

Jos ' : X — Y on bijektio, niin yhdistetyt kuvaukset ovat identtisid kuvauksia
FoF'!'=IdyjaF'oF = Idx.

Esimerkki 5.7.3 Olkoon f : R — R funktio f(x) := z2.

Tilléin f ei ole surjektio, koska kuvien joukko [0, 4+o00[ on maalijoukon R aito
osajoukko.

Tdméi f ei myoskéin ole injektio, koska esimerkiksi f(—1) = (=1)?=1=12 =
fQ).

Jos f olisi funktio f : R, — R, olisi se injektio, koska yhtilostd u?> = v? seuraa
u = v kaikille positiivisille reaaliluvuille u ja v. Lisdksi f olisi tidlloin surjektio,
koska kuvajoukko olisi sama kuin arvojoukko R .
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Esimerkki 5.7.4 Esimerkissd[5.2.7|todettiin relaatioksi ympyrén sisus ja kehi
D:={(z,y) eR* |22 +42 <1}, C:={(z,y)eR?*|2®+y>=1}.

Joukosta D on vaikea kehittdd yhden reaalimuuttujan funktiota, mutta kehasti kyl-
lakin. Siinédkin on selvitettiva tarkkaan sopivat 14ht6- ja maalijoukot, jotta Miiri-
telmén madrittely- ja yksikisitteisyysvaatimukset 1) ja 2) toteutuvat.

Otetaan tarkasteluun ympyridn ylempi puolisko ja rajataan ldhtdjoukko reaalivi-
liksi 7 := [—1, 1]. Koko ympyrin kehi piirtyy ottamalla kaksikésitteinen sddnto
x — ++/1 — 22, joka tuottaa kuvapisteet y ja 1/'.

Valitsemalla vain x — —++/1 — 22 =: y saadaan ylempi puoliympyri, ja valitse-
malla x — —+/1 — 22 =: 3/ saadaan alempi, ks. Kuva

N B

Kuva 12: Ympyri ja tulkinta reaalifunktioksi

Tehtiivi 5.7.5 Mité tapahtuukaan, jos laajennamme Esimerkissa maédritte-
lyjoukon vaikkapa viliksi J := [—2, 2] tai jopa koko joukoksi R?

Koska yhden muuttujan funktiot ovat relaatioita, niitd voidaan esittdd samoilla
keinoin kuin relaatioita, ks. Luku [5.2]

Tehtava 5.7.6 Missd Kuvan 13| esityksistd on kyseessa funktio?
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Kuva 13: Mitka relaatiot ovat funktioita?

5.8 Laatikko- eli kyyhkyslakkaperiaate

Seuraava tuttu ilmio, nk. laatikko- eli kyyhkyslakkaperiaate (the pigeon hole
principle)

On kéytettivissd m laatikkoa. Jos n > m kappaletta palloja asetetaan
noihin laatikoihin, on ainakin yhdessd vahintiin 2 palloa.

voidaan esittdd matematiikan kielelld funktion avulla:

Lause 5.8.1 (laatikkoperiaate) Olkoot X ja Y didrellisid joukkoja, joille #X >
#Y.Jos f : X — Y on kuvaus, on joukossa X pistepari x; # o, jolle f(x1) =

f(z2).

Todistus. Méiritelmin [10.1.1| mukaan funktio f ei voi olla injektio, joten on ole-
massa x; # X, joille f(z1) = f(x2). O

Lauseen [5.8.1] vahvennus, nk. yleistetty laatikkoperiaate todistetaan alkukuvan ja
summaperiaatteen avulla.

Lause 5.8.2 (yleistetty laatikkoperiaate) Olkoot X ja Y éadrellisid joukkoja ja
f X — Y kuvaus. Jos #X > n - #Y, niin #(f 1 (y)) > njollakiny € Y.



5 RELAATIOT JA FUNKTIOT 68

Todistus. Olkoon Y = {y1,y2,...,Ym}, m = #Y ja X; := f~!(y;) kaikilla
J € [m].
Vastaoletus: #X; < n kaikilla j € [m]. Koska f on kuvaus, on

X=JX; ja XinX;=0

j=1
kaikilla ¢ # j, joten summaperiaatteen (Lause[10.2.1]) ja vastaoletuksen nojalla

Toisaalta oletuksen mukaan #X > n - #Y, miki johtaa edellisen nojalla ristirii-
taan
n-m=n-#Y <#X <n-m.

Esimerkki 5.8.3 Aritmeettinen muotoilu yleistetylle laatikkoperiaatteelle:

Olkoot ny,ng, ..., n; € Ng lukuja ja

n1+n2—|—-~~—|—nk
k

>n.

Silloin ainakin yksi luvuista n; > n, ts. kaikki luvut eivit voi olla aidosti pienem-
pid kuin niiden keskiarvo.

Esimerkki 5.8.4 Oletetaan, ettd maapallon valtioiden pddkaupunkien joukon X
kardinaliteetti on 200. Olkoon niissd mahdollisten ldmpdétilojen joukko erdil-
14 hetkelld Y = {—40°,—39°,...,439° +40°}. Tavallisen laatikkoperiaatteen
(Lause[5.8.1) mukaan kuvaus f : X — Y,

f : pddkaupunki — ldmpotila kyseisessd kaupungissa

saa (asteen tarkkuudella) saman arvon ainakin kahdessa kaupungissa. Yleistetyn
laatikkoperiaatteen (Lause [5.8.2)) nojalla ainakin 3 kaupungissa on sama lampoti-
la, silld n = 2 on suurin luku, jolle #X = 200 > n -81 =n - #Y.



5 RELAATIOT JA FUNKTIOT 69

5.9 Ekvivalenssi ja jarjestys

Kuvaus oli kahden joukon vilinen relaatio. Tarkastellaan yhden joukon sisiisii re-
laatioita. Nimetédédn aluksi relaatioiden tidrkeimpid ominaisuuksia (ks. myos Luku

B.10).

Maaiéritelma 5.9.1 Relaation R C X x X sanotaan olevan

a) refleksiivinen, jos jokaiselle x € X on xRz,

b) symmetrinen, jos kaikilla x,y € X pitee

[zRy] = [yRz],

c) antisymmetrinen, jos kaikilla z, y € X pitee

[tRy & yRx] = [z=y],

d) tranmsitiivinen, jos kaikilla z,y, z € X pitee

[zRy & yRz] = [zRz],

e) tdysi, jos kaikilla x, y € X pitee xRy tai yRx.

Lause 5.9.2 Relaatio R C XxX on

«) refleksiivinen jos ja vain jos Ax C R,

() symmetrinen jos ja vain jos R = R™,

7) antisymmetrinen jos ja vain jos RN R~ C Ax,
) transitiivinen jos ja vain jos Ro R C R,

€) tiysi jos ja vain jos RU R~ = XxX.

Todistus. Kohdat «), [3) ja €) ovat ilmeisid. Kohta ¢) on harjoitustehtivi. Todiste-
taan niytteeksi kohta ).

Olkoon R antisymmetrinen ja (z,y) € R N R~'. Silloin on xRy ja yRx, joten
antisymmetrisyyden perusteella z = y ja siten (z,y) € Ax.

Olkoon toiseksi RN R~! C Ax ja xRy jayRz. Silloin (z,y) € RN R C Ax,
joten x = y. Siis R on antisymmetrinen. O
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Maaritelma 5.9.3 Relaatio R C X xX on

a) ekvivalenssirelaatio, jos se on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen,
b) kvasijdrjestys, jos se on refleksiivinen ja transitiivinen,

c) osittainen jdrjestys, jos se on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivi-
nen,

d) tdydellinen jdrjestys eli totaali jarjestys (tai lyhyesti jdrjestys), jos se on
tdysi osittainen jdrjestys.

Esimerkki 5.9.4 Yhtdsuuruusrelaatio =" on ekvivalenssi vaikkapa reaalilukujen
joukossa.

Esimerkki 5.9.5 Tarkastellaan sukunimellisten ihmisten joukossa relaatiota
[2Sy] < [ "henkilolld = on sama sukunimi kuin henkil6lld y” |.

Maéiritelmén [5.9.3| refleksiivisyysvaatimus on téssi triviaali. Lukija toteaa helpos-
ti, ettd my0s symmetrisyys ja transitiivisuus ovat voimassa. Siis S on ekvivalens-
sirelaatio.

Esimerkki 5.9.6 Inkluusiorelaatio ’C’ on kvasi- ja osittainen jirjestys minkd ta-
hansa joukon X potenssijoukossa P(X). Se ei ole totaali, mikéli joukossa on X
on enemmin kuin yksi alkio. Kolmen alkion joukon jirjestysrakenne kiy ilmi Ku-

vasta [14l

1a} {E‘?} icy

Kuva 14: Esimerkin [5.9.6l inkluusiorelaatio Hassen kaaviona

Tehtivi 5.9.7 Olkoon X := {1, 9,3, x4, x5}. Mitkd Miéritelmien ja
ominaisuuksista ovat voimassa Kuvan 13| relaatioille R, S C X xX?
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Kuva 15: Tehtidvin relaatiot kaavioina

Ratkaisu. R on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, ja siis ekvivalenssi.
Se ei ole antisymmetrinen eik tdysi.

S on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen, ja siis osittainen jirjestys.
Se ei ole symmetrinen eika tdysi.

Tehtivi 5.9.8 Olkoon X := {1, 9,23, x4, x5}. Mitkd Miéritelmien ja
.9.3| ominaisuuksista ovat voimassa relaatioille R, S C XxX, joiden matrii-
sit ovat

10000 11010
01000 11010
Mp=|11101 Msg:=]00 101
10011 11010
10001 00101

Ratkaisu. S on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, ja siis ekvivalenssi.
Se ei ole antisymmetrinen eik tdysi.

R on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen, ja siis osittainen jérjestys.
Se ei ole symmetrinen eiki tdysi.

Huomaa, ettd Tehtdvin R on sama kuin Tehtdvin [5.9.8].5, ja kddntden.

Perusteellisempi ekvivalenssien tarkastelu on Luvussa [/ Jarjestyksid kisitelldadan
tarkemmin Luvussa [8l
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5.10 Muita relaatiotyyppeja

Esitellddn Luvussa [5.9] médriteltyjen relaatio-ominaisuuksien liséksi vield erditd
muita erityispiirteitd; mukana ovat myos em. ominaisuudet.

Maaritelma 5.10.1 Olkoon R C X x X. Sanotaan, etti

(1) R on refleksiivinen joukossa X, jos jokaiselle x € X on xRx.
(2) R on irrefleksiivinen joukossa X, jos jokaiselle 2 € X pitee zRx.

(3) R on non-refleksiivinen joukossa X, jos on olemassa alkio z € X, jolle
xRx, ja on olemassa alkio y € X, jolle yRy.

(4) R on symmetrinen joukossa X, jos kaikilla z,y € X pitee

[zRy] = [yRz].

(5) R on asymmetrinen joukossa X, jos jokaiselle alkioparille z,y € X pitee

[*Ry] = [yRx].

(6) R on non-symmetrinen joukossa X, jos on olemassa alkiot z, y € X, joille
sekd x Ry ettd y Rz, ja on olemassa alkiot r, s € X, joille r Rs mutta s R r.

(7) R on antisymmetrinen joukossa X, jos kaikilla x,y € X pitee

[*Ry & yRx] = [z=y],

(8) R on transitiivinen joukossa X, jos kaikilla z, y, 2z € X pitee

[zRy & yRz] = [xzRz],

(9) R on intransitiivinen joukossa X, jos kaikilla x, y, z € X pitee

[zRy & yRz] = [eiolexzRz],

(10) R on non-transitiivinen joukossa X, jos on olemassa z,y,z € X, joille
xRy, yRz jax Rz, jaon olemassar,s,t € X, joille rRs ja sRt mutta r R .

(11) R on yhtendinen joukossa X, jos kaikilla x, y € X, x # y, pitee xRy tai
yRz.

(12) R on tdysi joukossa X, jos kaikilla x, y € X pitee x Ry tai yRx.
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Tehtiva 5.10.2 Osoita, ettd jos joukon X relaatio on non-refleksiivinen, niin jou-
kolla X on sellainen osajoukko, jossa R on refleksiivinen, seki sellainen osajouk-
ko, jossa R on irrefleksiivinen.

Esimerkki 5.10.3 Seuraavassa esimerkkejid Madritelméssi nimetyistd omi-Jjjj
naisuuksista.

(1) Relaatio zSy = x > y on refleksiivinen kokonaislukujen joukossa Z, koska
x > x kaikilla alkioilla x € Z.

(2) Relaatio xAy = "z on henkil6n y diti” on irrefleksiivinen ihmisten joukos-
sa, koska kukaan ei ole itsensd diti.

(3) Relaatio xt Ny = “x on luvun y nelid” on non-refleksiivinen reaalilukujen
joukossa IR, koska esimerkiksi 1 = 1%, mutta 2 # 22.

(4) Relaatio xPy = ”x on henkil6n y puoliso” on symmetrinen yksiavioisten
avioliitossa eldvien ihmisten joukossa; nimittdin jos x ja y ovat naimisissa,
niin y ja x ovat naimisissa.

(5) Relaatio Ay = " on henkilon y #iti” on asymmetrinen ihmisten joukos-
sa; nimittdin jos x on henkilon y iiti, ei y voi olla henkilon z iiti, ts. y}ix.

(6) Relaatio zVy = "z on henkilon y veli” on non-symmetrinen ihmisten jou-
kossa. Jotkut ovat veljeksid, mutta monilla miehilld on myds siskoja.

(7) Relaatio xRy = = < y on antisymmetrinen joukossa Z, silld jos x < y ja
y < z, niin valttimattd x = y.

(8) Relaatio zE'y = “x on henkil6n y esimies” on transitiivinen sotilaiden jou-
kossa; nimittdin jos z, y ja z ovat keitd tahansa sellaisia sotilashenkilGita,
ettd x 'y ja yEz, niin myos zE'z.

(9) Relaatio 2Ty = ”x on henkil6n y tytir” on intransitiivinen ihmisten jou-
kossa; jos nimittdin x, y ja z ovat keitd tahansa sellaisia henkiloiti, ettd 7'y
jayT'z, niin 2Tz ei voi olla voimassa.

(10) Relaatio zYy = 7z on henkilon y ystdvd” on non-transitiivinen ihmisten
joukossa; nmittdin jos zYy ja yY z, niin voi olla my06s Y z, mutta ei viltta-
matta.

(11) Relaatio xRy = x > y on yhteniinen joukossa Z, silld jos x ja y ovat mitd
tahansa erisuuria kokonaislukuja, niin x > y tai y > =.

(12) Relaatio Ry = x < y on tdysi joukossa R, silld kaikille luvuille z, y € R
pitee xRy tai yRx.



6 RELAATION SULKEUMA

Tarkastelemme téssd erilaisten relaatioiden sulkeumia, ts. suppeimpia tietyt ehdot
tayttavistd relaatioista. Kaikkien ominaisuuksien suhteen ei sulkeumaa tietenkdidn
ole olemassa (esimerkiksi jirjestysominaisuus).

6.1 Relaation sulkeuman méiirittely

Tarkastellaan relaatiota K C X xX.
Ongelma. On 18ydettivi relaation R siséltdvistd tietyn ehdon & tdyttdvistd relaa-
tioista suppein, ts. relaatio R C X x X, jolle

a) R C R,

b) R toteuttaa ehdon &,

¢)jos S O R toteuttaa ehdon &, niin RCS.
Ongelmalla ei aina ole ratkaisua. Ratkaisu on olemassa (ja se on samalla yksiki-
sitteinen) jos ja vain jos joukko

R::ﬂ{TgXxX | R C T, T toteuttaa ehdon & }

on epityhjd ja toteuttaa ehdon £.

Annettuun relaatioon R (mahdollisesti) liittyvdéd suppeinta sen sisdltdvid reflek-
siivistd (vast. symmetristd, transitiivista) relaatiota sanotaan relaation R refleksii-
viseksi (vast. symmetriseksi, transitiiviseksi) sulkeumaksi ja sitd merkitdin sym-
bolilla R. Osoitetaan, ettd nima sulkeumat ovat aina olemassa. Refleksiivisyyden
ja symmetrisyyden osalta asia on helpohko, transitiivisuustapaus on mielenkiin-
toisempi.

Lause 6.1.1 Relaation R C XxX

a) refleksiivinen sulkeuma on R = Ax U R,

b) symmetrinen sulkeuma on B~ = R~ U R.

Todistus. Harjoitustehtdva. a

Esimerkki 6.1.2 Olkoon X := {x, 9, x5, x4, x5}, kaikki eri alkioita. Midritd
relaation R C X xX,

R:= {(mla xl)? (xlv $3), (*T37 xl)? (x37 $5), ($47 1'4), (xfn ml)? ($57 xZ)}a

refleksiivinen ja symmetrinen sulkeuma.
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Ratkaisu. Lisétddn tarvittavat parit:
E’r - R U {(l’g, .Z'Q), ('T?n 1'3), (x57 .Z'5)}
R =RU {(z1,25), (72, 25), (25, 73) }

6.2 Relaation transitiivinen sulkeuma

Lause 6.2.1 a) Jos relaatiot R; C X x X, ¢ € I, ovat transitiivisia, niiden leikkaus
(ic; Ri on transitiivinen.

b) Olkoon R C X xX relaatio. Relaatiolla R on transitiivinen sulkeuma R ja se
saadaan kaikkien relaation R sisiltidvien transitiivisten relaatioiden leikkauksena.

Todistus. a) Merkitdan R' := (,.; R;. Jos xRy jayR'z, jokaisellai € I on xR,y
ja yR;z. Koska relaatiot R; ovat transitiivisia, seuraa x[?;z kaikilla ¢« € I, joten
xR z. Relaatio R’ on siis transitiivinen.

b) Olkoon R annettu relaatio joukossa X. Koska relaatio X xX on triviaalisti
transitiivinen, on joukko

T ={TCXxX|RCT ToTCT}

epityhjd ja koostuu Lauseen [5.9.2) mukaan kaikista relaation R siséltdvisti transi-
tiivisista relaatioista. Kohdan a) nojalla N7 on relaation R siséltivi transitiivinen
relaatio. Madrittelynsd perusteella se on sellaisista suppein, joten transitiivinen
sulkeuma on olemassa ja on

R =({TI'CXxX|RCT, ToTCT}.
(]

Pienehkojen relaatioiden transitiivinen sulkeuma voidaan muodostaa lisdamalla
transitiivisuudelle vilttamittoméit parit. Tdimé voidaan joutua tekeméddn useam-
malla “kierroksella”; kun ilmiselvét puutteet on korjattu, voidaan lisdysprosessi
joutua uusimaan edellisten lisdysten takia.

Esimerkki 6.2.2 Olkoon X := {z, 9, 3,24, x5}, kaikki eri alkioita. Madrite-
tddn relaation R C X x X,

R := {(xq,x3), (x2,5), (x3,21), (T5,22) }

transitiivinen sulkeuma.
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Koska R ei ole tansitiivinen, siihen pitdé lisdtd ainakin parit (22, x1), (22, 22),
(x5, 23) ja (zs5, x5). Onko saatu relaatio

R' = {(wq, 13), (T2, x5), (T3, 1), (75, 22), (T2, 1), (T2, T2), (v5, 73), (75, 75) }

transitiivinen? Ei, silld nyt siitd puuttuu ainakin (x5, z;). Mutta ei muuta puutu-
kaan ja

}_%t =RU {(JZQ, ZL‘l), (ZL‘27$2), (175, fES), (ZE571’5), (l’g), xl)}

Sulkeuman muodostamisessa voidaan tarvita useitakin tdydennyskierroksia. Ta-
mi voidaan mekanisoida relaatioiden yhdistdmiseksi, ts. potenssien avulla (tar-
kastellaan my6s Luvussa [5.5]).

Maairitelmai 6.2.3 Relaation R C X x X n. potenssi R" madritellddn luvuille n €
Ny seuraavasti:

1. RD = Ax,
2. RMt1 .= R"o R, n € N,.
Lemma 6.2.4 a)Jos ¥ C RC XxY jaS CS CYXZ,niin

S'oR

SORg;{SOH

}QSOR.

b)Jos R C S C XxX, niin R* C S* kaikilla k € N.
¢) Jos S C X xX on transitiivinen, niin S* C S kaikilla k& € N.

Todistus. Harjoitustehtédvia. O

Lause 6.2.5 Mielivaltaisen relaation X C X x X transitiivinen sulkeuma voidaan
muodostaa suoralla kaavalla -
—t
R =|]JR"
k=1

Jos erikoisesti X on ddrellinen n-alkioinen joukko, niin

ﬁ:UM. (10)
k=1
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Todistus. Osoitetaan, ettd myos joukko

RT ::GRk
k=1

on suppein relaation R sisdltdvistd transitiivisista relaatioista. Sen jdlkeen viite
seuraa suppeimman yksikésitteisyydesté.

Triviaalisti R = R' C R*.

Olkoot zR*y jayR™ 2. Silloin (z,y) € R?ja (y, 2) € RP joillekin ¢, p € N, joten
(x,2) € RP o R? = RP*? C R™. Siis R* on transitiivinen.

Olkoon lopuksi S C X xX transitiivinen relaation R sisdltdvi relaatio. Olkoon
niinikéddn S+ := (J;~, S*. Koska S on transitiivinen, on Lemman c¢)-kohdan
nojalla ST C S. Koska R C S, on Lemman b)-kohdan mukaan R* C S* kaikilla
k € N. Siis

R+:GR’“QGS’“:S+§S,
k=1 k=1

joten R on suppein relaation R siséltidvisti transitiivisista relaatioista. Viitteen
toinen osa on harjoitustehtiva. O

Tehtiva 6.2.6 Keksi esimerkki relaatiosta, jossa on jokin n kappaletta alkioita, ja
jonka transitiivisen sulkeuman laskemiseksi kaavalla (I0)) todella tarvitaan kaikki
potenssit R¥, k € [n].

Ratkaisu. Olkoonpa vaikka X := {1,2,3} ja R := {(1,2),(2,3), (3,1)}. Silloin
R%:={(1,3),(2,1),(3,2)}ja R* := {(1,1),(2,2), (3, 3)}.

Huomautus 6.2.7 Adrellisessid n-alkioisessa joukossa miiritellyn relaation R
matriisin M = Mpg avulla

Mz = SIGN (ZM’“)
k=1

= SIGN(M(I+M(I+...M(I+M)..)).

Kéytinnon laskuissa jalkimmaéinen esitysmuoto on edullisempi, miksi? Suurten
matriisien késittelyssd timékin menetelmi on hidas, parempaan tulokseen paas-
tddn soveltamalla verkkoteorian yksinkertaista Floydin menetelméi, ks. Luku [T4]
(harjoitustehtdvi).
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Tarkastellaan ldhemmin Maidritelmissi [5.9.3] esiteltyd ekvivalenssirelaatiota, ts.
relaatiota R C X x X, joka on

(R) refleksiivinen: jokaiselle x € X on xRz,
(S) symmetrinen: kaikilla x, y € X pitee: tRy = yRuz,

(T) transitiivinen: kaikilla z,y, z € X pitee: xRy & yRz = zR=z.

7.1 Ekvivalenssirelaation mairitelma

Miiéritelmi 7.1.1 Relaatio R C X xX on ekvivalenssirelaatio, jos se on reflek-
siivinen, symmetrinen ja transitiivinen.

Sana ekvivalenssi tarkoittaa samuutta tai samanarvoisuutta. Samassa joukossa voi
olla erilaisia ekvivalenssirelaatioita; esimerkiksi atomin ytimet ovat kemiallisesti
ekvivalentit, jos niiden ytimilld on sama varaus, ja fysikaalisesti ekvivalentit, jos
niilld on sama varaus ja massaluku.

Esimerkki 7.1.2 Olkoon X epityhjd joukko. Silloin sielld on aina ekvivalensseja,
ainakin diagonaali Ax ja koko tulo X xX.

Esimerkki 7.1.3 Tarkastelemme opiskelijoiden joukossa X relaatiota
[zOy] < [ ’x opiskelee samaa pédainetta kuin 3’ |. (11)
On helposti todettavissa, ettd O on ekvivalenssirelaatio X.
Esimerkki 7.1.4 Kokonaislukujen joukossa on seuraava relaatio 12 ekvivalenssi:
[zRy| < [z — y jaollinen luvulla 6 |

Esimerkki 7.1.5 Onko seuraava kokonaislukujen joukossa médritelty relaatio
ekvivalenssi:
[2Ry] < [lo—yl=3]7

Ratkaisu. Ei tietenkéddn. Esimerkiksi se ei ole refleksiivinen, koska |x — x| =
0 # 3. Ei se ole transitiivinenkaan, nimittdin (9,6) € R ja (6,3) € R, mutta
(9,3) ¢ R. Symmetrinen se ilmeisesti on.

Tehtiva 7.1.6 Miiritelldsin tasossa R? relaatio R,

[(z,y) R, y)] & [e—2'=y—y]

Mitka ekvivalenssin vaatimukset ovat tille relaatiolle voimassa?
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7.2 Ekvivalenssiluokat ja ositukset

Tietty ekvivalenssirelaation midrddma ominaisuus yhdistidd perusjoukon alkioita.

Esimerkki 7.2.1 Tarkastellaan Esimerkin ekvivalenssirelaatiota opis-
kelijoiden joukossa X. Relaatio O jakaa joukon X erillisiin osiin, nk. ekvivalens-
siluokkiin seuraavasti:

A; = Kkansantaloustiedettd padaineenaan opiskelevat
As = markkinointia pddaineenaan opiskelevat
A, = matematiikkaa pddaineenaan opiskelevat

Maaritelma 7.2.2 Olkoon relaatio R € Xx X ekvivalenssi. Alkion x € X maéa-
rddma ekvivalenssiluokka relaatiossa R on joukko

R(z) :={yeX|zRy},

jota sanotaan myos R-ekvivalenssiluokaksi tai ekvivalenssiluokaksi modulo R.
Kaikkien ekvivalenssiluokkien (modulo R) joukko on joukon X tekijdjoukko
(quotient) modulo R, ja sitd merkitddn

X/R:={R(z) |z e X}
Esimerkki 7.2.3 Esimerkin kokonaislukujen joukon ekvivalenssissa I?
[tRy] < [z — y jaollinen luvulla 6]
on ekvivalenssiluokat R(z) = {y € X | z — y jaollinen luvulla 6 }, eli

R(OO) = {...,—18,-12,-6,0,6,12,18,...} = {6k | k€ Z}
R(1) = {..,-17,-11,-5,1,7,13,19,...} ={6k+1 | ke Z}
R(2) = {...,—16,—10,—4,2,8,14,20,.. } = {6k +2 | k€ Z}

R(b) = {...,—13,-7,—-1,5,11,17,23,...} ={6k+5| k€ Z}
Muiden kokonaislukujen méidraamét ekvivalenssiluokat ovat néitd samoja:

R(0) = R(—6) = R(6) = ..., R(1) = R(~5) = R(7) = ...,
R(2)=R(—4) = R(8) = ...,..., R(5) = R(~1) = R(11) = ...



7 EKVIVALENSSIRELAATIO 80

Esimerkki 7.2.4 Tarkastellaan edelleen Esimerkin [7.2.1] opiskelijoiden padaine-
ekvivalenssia O (kaava (I1))). Olkoon opiskelijan y pddaine matematiikka. Talloin
relaatio xOp ilmaisee sen, ettd x opiskelee samaa pédainetta kuin p. Kaikkien
opiskelijoiden joukko, jotka opiskelevat samaa péddainetta kuin j, voidaan ilmaista
joukkona

O() = { € X | 20u} = A,.

Olettaen, ettd jokaikiselld opiskelijalla on yksi ja vain yksi pddaine tietylld tar-
kasteluhetkelld, joukoilla A; on mm. seuraavat ominaisuudet: kukin A; C X,

Kaikki péadaineopiskelijajoukot ovat tekijdjoukko

X/0={0(z) |z eX).

Esimerkeissd ja esiintyneet ekvivalenssiluokkien ominaisuudet ovat
yleisestikin voimassa:

Lause 7.2.5 Olkoon R C X x X ekvivalenssirelaatio ja z, y € X. Talloin
a)zr € R(z),

b) [R(x) N R(y) # 0] < [zRy],
o [R(z) = R(y)] & [zRy].

Todistus. Harjoitustehtavi. a

Esimerkki 7.2.6 a) Tarkastellaan kompleksitasoa C ~ R?, jonka alkiota merki-
tddn A

z=re¥, r>0, 0<p<2m.
Relaatio () C CxC,

(11 O ree™ ] & [11 = 12],

on ekvivalenssi. Se jakaa tason ekvivalenssiluokkiin, jotka ovat origokeskisid ym-
pyroiti .

D, ={zeClz=pe¥, 0<p <21}, p>0.
b) Merkitdidn Z* = Z\{0} ja médritellddn relaatio R C (Z x Z*) x (Z x Z*),

[(m1,n1)R(ma,n2)] < [ming = nyma].
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Suoralla laskulla voidaan todeta, ettd R on ekvivalenssirelaatio. Olkoot vastaavat
joukon ZxZ* ekvivalenssiluokat R(m,n). Néitd luokkia kutsutaan rationaalilu-
vuiksi ja nilden muodostamaa joukkoa, ts. joukon ZxZ* tekijijoukkoa modulo R
merkitddn symbolilla Q. Alkion (m,n) € ZxZ* midraamaille ekvivalenssiluokal-
le voidaan kiyttdid tuttua merkintdd R(m,n) = m/n. Lauseen mukaan

[m _ @} & [R(my,m) = R(ma,ns)]

nq N9
& [(m1,n1)R(ma, ny) |
& [ming =nima].

Tehtiiva 7.2.7 Miiriti Tehtivin [7.1.6l relaation ekvivalenssiluokat.

Ositukset

Olkoon annettu ekvivalenssirelaatio X C X xX. Koska R on refleksiivinen, on
jokainen alkio x € X relaatiossa ainakin itsensd kanssa. Jokainen alkio on siis
jossakin ekvivalenssiluokassa. Toisaalta mikién alkio ei voi kuulua Lauseen|/.2.
nojalla useampaan kuin yhteen ekvivalenssiluokkaan. Téten ekvivalenssirelaatio
jakaa perusjoukon X pistevieraisiin osiin, ts. mddrdd seuraavan mairitelmin mu-
kaisen osituksen.

Miiritelmé 7.2.8 Perhe A = { X; C X | i € I } on joukon X ositus, jos

a) jokainen X; on epityhja,

b) Uie, Xi = X,

c) X; N X, on tyhji aina, kun 7 # j.
Lause 7.2.9 a) Ekvivalenssirelaation R C X xX médrddmit ekvivalenssiluokat
{ R(z) | x € X } muodostavat joukon X osituksen.
b) Jos A = {X; | i € I} on joukon X ositus, on olemassa tismélleen yksi

ekvivalenssirelaatio R C X x X, joka muodostaa osituksen .4, nimittdin

R:={(x,y) € XxX | x,y € X, jollekin i }.

Todistus. Kohta a) on todettu edellé.

b) Selvisti R on relaatio joukossa X. Osoitetaan, ettd R on refleksiivinen, sym-
metrinen ja transitiivinen.

1) Olkoon =z € X mielivaltainen. Koska A on ositus, on olemassa indeksi i € I,
jolle x € X;. Mutta silloin (z,x) € R eli xRx. Téiten R on refleksiivinen.
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2) Olkoot xRy. Silloin x ja y ovat samassa joukossa X, joten my0s y Rz, mikd
osoittaa symmetrisyyden.

3) Olkoot zRy ja yRz. On olemassa i1, io € I, joille z, y € X;, jay, 2 € X,,.
Koska y kuuluu molempiin ja A on ositus, on X;, = X;,. Siis z, z € X, eli xRz.
Relaatio R on siis my®s transitiivinen.

Tuli siis osoitetuksi, ettd R on ekvivalenssi. Jos S C X xX on jokin ekvivalenssi,
joka méirid osituksen A, niin

[2Sy] & [z,y € X;| & [zRy]

eliS=R. a

Huomautus 7.2.10 a) Lause osoittaa, ettd ekvivalenssirelaatio voidaan il-
maista antamalla siihen liittyva ositus.

b) On helposti osoitettavissa, ettd ekvivalenssien leikkaus on ekvivalenssi. Jokai-
nen relaatio voidaan tiydentid ekvivalenssiksi Lauseiden [6.1.1]ja[6.2.5] tarjoamin
keinoin. On siis olemassa ekvivalenssisulkeuma (harjoitustehtavi).

Tehtiva 7.2.11 Ilmoita se ositus, jonka médrid Esimerkeissi ja kiisi-
telty kokonaislukujen joukon ekvivalenssi 2

[tRy] < [z — yjaollinen luvulla 6].
Ratkaisu. Ositus on joukko
Z/R ={ R(z) |z € Z} ={R(0), R(1), R(2), R(3), R(4), R(5)},

ks. Esimerkki
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Tarkastellaan ldhemmin Madritelmissa[5.9.3|esiteltyd jérjestysrelaatiota, ts. relaa-
tiota R C ExE, joka on

(R) refleksiivinen: jokaiselle x € E on xRz,

(A) antisymmetrinen: kaikilla x, y € E pitee

[*Ry & yRx] = [z=y],

(T) transitiivinen: kaikilla z,y, z € X pitee

[zRy & yRz] = [zRz],

Tutkitaan jdrjestettyjen joukkojen rakennetta ja esittimistd, jarjestetyn joukon di-
rimmadisid alkioita ja tdysin jirjestettyjd joukkoja.

8.1 Jarjestys ja duaaliperiaate

Olkoon E téssd luvussa epityhji joukko. Palautetaan mieleen osittaisen jirjestyk-
sen madritelma.

Mairitelmi 8.1.1 Relaatio R C EXE on osittainen jdrjestysrelaatio, jos se on
refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen.

Jos liséksi R on téysi, ts. jokaiselle parille x, y € E pitee z Ry tai y Rx, niin R on
tdydellinen eli totaali jdrjestys.

Mairitelmé 8.1.2 Pari (E, <) on osittain jirjestetty joukko, jos < on osittainen
jarjestys epityhjisséd joukossa E. Vastaavasti médritellddn tdydellisesti eli totaa-
listi jarjestetty joukko.

Seuraavassa “’jdrjestys” on aina osittainen jirjestys, ellei toisin erikseen mainita.
Jarjestykselle kdytetddn merkintdd <, joka luetaan “’pienempi tai yhtd kuin”. So-
vitaan lisdksi merkinnistd aito pienemmyys <:

[r<y] & [z <yjax#y],

joka relaationa on transitiivinen. Jos (E, <) on jérjestetty joukko ja F' C E, niin
pari (F, <) on myos jérjestetty joukko. Laajemmasta joukosta E periytyvid jér-
jestystd < sanotaan parin (E, <) joukkoon F' indusoimaksi.
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Esimerkki 8.1.3 Olkoon X joukko ja E := P(X). Silloin olla osajoukko” eli
inkluusio C on osittainen jérjestys joukossa P(X ). Tamai ei ole tdydellinen jérjes-

tys, jos #X > 2 (ks. Esimerkki [5.9.6).

Esimerkki 8.1.4 Jos (E, <) on jirjestetty joukko, niin joukko E varustettuna
kédnteisrelaatiolla > := (<)~! on my®s jirjestetty joukko.

Dualiteettiperiaate. Kaikista jdrjestetyille joukoille pitevistd lauseista saadaan
“uusia” kddntamalla jarjestys.

8.2 Airimmiiset alkiot sek:i infimum ja supremum

Tarkastellaan jirjestetyn joukon ddrimmadisid alkioita.

Maiéritelmi 8.2.1 Olkoon (E, <) jdrjestetty joukko ja F' C E.

Alkio a € E on minimaalinen, jos x = a aina, kun x < a.

Alkio a € E on maksimaalinen, jos r = a aina, kun a < z.

Alkio a € E on ddrimmdinen, jos a on minimaalinen tai maksimaalinen.

Alkio a € E on joukon E pienin alkio, jos a < x kaikilla z € E.

Alkio a € E on joukon E suurin alkio, jos x < a kaikilla z € E.

Alkio a € E on joukon F' alaraja, jos a < x kaikillaz € F.

Alkio a € E on joukon F' yldraja, jos x < a kaikilla xz € F.

Alkio a € E on joukon F' suurin alaraja eli infimum, jos se on joukon F’ alarajo-
jen joukon suurin alkio.

Alkio a € E on joukon F' pienin yldraja eli supremum, jos se on joukon [’ yldra-
jojen joukon pienin alkio.

Joukko F' on alhaalta (vast. ylhddiltd) rajoitettu, jos silld on alaraja (vast. ylédraja)
joukossa E. Joukko F' on rajoitettu, jos se on alhaalta ja ylhaalta rajoitettu.

Esimerkki 8.2.2 Tarkastellaan joukkoa E := {1,2,3,4,5,6}. Médritelldén jou-
kossa E relaatio

[z <y] < [y onjaollinen luvulla z |.
Relaatio on esitetty nuolikaaviona Kuvassa[16] josta on helppo tarkastaa osittaisen
jarjestyksen vaatimukset.
Jirjestetylld joukolla (E, <) on ominaisuudet:
e ddrimmadisid alkioita ovat 1, 4, 5 ja 6, joista 1 on minimaalinen ja pienin alkio
e suurinta alkiota ei ole, mutta 4, 5 ja 6 ovat maksimaalisia

e luku 6 on joukon {1, 2, 3,6} ylédraja ja supremum
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Kuva 16: Jaollisuusesimerkin [8.2.2| nuolikaavio

e joukolla {1,2,3,5,6} ei ole ylidrajaa

Lause 8.2.3 Olkoon (E, <) jirjestetty joukko.

a) Joukossa E on korkeintaan yksi pienin ja yksi suurin alkio.

b) Osajoukolla F' C E on korkeintaan yksi infimum ja supremum.

c¢) Joukossa E on pienin alkio jos ja vain jos E on alhaalta rajoitettu. Vastaava
pitee suurimmalle alkiolle.

Todistus. Kohdat a) ja b) ovat harjoitustehtidvid. Kohta ¢) on ilmeinen. a

Merkintdja. Joukon E pieninti alkiota merkitidin min E ja suurinta max E. Luon-
nollisesti voidaan puhua my6s osajoukon F' C E pienimmaésti ja suurimmasta
alkiosta, kun paria (F, <) tarkastellaan jérjestettynd joukkona. Joukon /' C E
suurinta alarajaa merkitdédn inf F', pienintd yldrajaa sup F'.

Huomautus 8.2.4 Miiritelmissa 8.2.1] esitellyt késitteet muodostavat duaaleja
pareja: siirryttdessi jirjestyksestd < sen duaaliin relaatioon > muuttuu kukin ké-
site sen duaaliksi pariksi. Esimerkiksi parin (E, <) pienin alkio — mikili se on
olemassa — on parin (E, >) suurin alkio.

8.3 *Pienimmiin ylidrajan ominaisuus

Olkoon (E, <) jérjestetty joukko ja F© C E. Vaikka joukko F olisikin ylh&iltd
rajoitettu joukossa E, ei pienintd yldrajaa — puhumattakaan joukon F' suurimmasta
alkiosta — tarvitse olla olemassa (vrt. Lause [8.2.3)).
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Mairitelmé 8.3.1 Jirjestetylld joukolla (E, <) on pienimmdin ylirajan ominai-
suus (P.Y.0.), jos jokaisella ylhiiltd rajoitetulla joukolla /' C E on pienin yliraja
joukossa E, ts. on olemassa sup F'jasup F' € E.

Jarjestetylld joukolla (E, <) on suurimman alarajan ominaisuus (S.A.O.), jos du-
aalisella jérjestetylld joukolla (E, >) on P.Y.O.

Voidaan osoittaa, ettd joukolla on P.Y.O. aina ja vain, kun silld on S.A.O.

Esimerkki 8.3.2 a) Jirjestetylld joukolla (R, <) ei ole d4rimmadisié alkioita, yld-
tai alarajoja eikd suurinta tai pienintd alkiota. On mahdollista osoittaa, ettd silld
on kuitenkin P.Y.O.

b) Joukolla (Q, <) ei ole pienimmin yldrajan ominaisuutta. Esimerkiksi ylhéiltd
rajoitetulla osajoukolla F' := { ¢ € Q | ¢*> < 2} ei ole pieninti ylirajaa (Analyy-
Si).

¢) Joukolla (Z, <) on P.Y.O; itse asiassa ylhiilti rajoitetussa joukossa F' C Z on
jopa suurin alkio.

8.4 Jarjestetty joukko Hassen kaaviona

Adrellinen jirjestetty joukko (E, <) voidaan — ainakin periaatteessa — aina esittii
havainnollisena nuolikaaviona, nk. Hassen kaaviota, ks. Kuva [I[7] Kyseessd on
erikoistapaus suunnatusta verkosta (ks. Luku [I3).

Maiiéritelmi 8.4.1 Olkoon (E, <) jérjestetty joukko ja x,y € E, z # y. Alkio
x on alkion y vdliton edeltdjd ja y alkion x vdliton seuraaja, jos (vrt. verkoilla
Maéritelmi |13.8.3))

[z<yjar<z<y|] = [z=zxtaiz=y].

Piirretdén kuvioon joukon E alkiot ja nuolet kustakin alkiosta sen vilittdmiin seu-
raajiin. Tavallisesti tdmé koetetaan tehdiin silld tavoin, ettd nuolet osoittavat aina
ylospdin tai yldviistoon. Minimaaliset alkiot tulevat siis alimmaisiksi ja maksi-
maaliset ylimmiksi. Niin piirrettyd kaaviota sanotaan jirjestetyn joukon (E, <)
Hassen kaavioksi eli Hassen diagrammiksi. Hassen kaaviota luetaan “transitiivi-
sesti”’: jos kaaviossa x < y ja y < z, niin “kuvitellaan” myos x < z. Lisdksi
refleksiivisyytti — siis pareja (x, x) — ei merkiti, vaikka se tietysti oletetaankin.

Esimerkki 8.4.2 Olkoon E = {2,3,...,12} ja

<:={(z,y) € EXE |y =xzjollekin z € Z }.
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10 8\4 /1 2\6 9
NN

Kuva 17: Esimerkin [8.4.2] relaatio Hassen kaaviona

Parin (E, <) Hassen kaavio on Kuvassa[17]

Kun kaaviota luetaan transitiivisesti, saadaan esimerkiksi 2 < (4 <) 8. Kaavion
mukaan

e minimaalisia alkioita ovat 5, 2, 3, 7ja 11

e maksimaalisia alkioita ovat 10, 8, 12,9, 7ja 11

e pieninti tai suurinta alkiota ei ole

e 3 on joukkojen {3, 9} ja {6, 9} alaraja ja infimum

e joukon {2, 3} ylidrajoja ovat 6 ja 12, supremum on 6
e joukolla {8,9, 12} ei ole ala- eikd ylérajoja.

Tehtiivi 8.4.3 Tarkastellaan joukkoa E := {1,2,3,4,5,6} ja Esimerkin [3.2.2]
jdrjestysrelaatiota

[z <y] < [y onjaollinen luvulla x |.

Esiti relaatio Hassen kaaviona.

8.5 Maksimaalisen alkion olemassaolo

Lauseessa todettiin pienimmén ja suurimman alkion sekd infimumin ja
supremumin yksikésitteisyys. Todistetaan joitakin ddrimmdisten alkioiden ole-
massaolo- ja yksikésitteisyystuloksia.

Lause 8.5.1 Olkoon (E, <) direllinen jérjestetty joukko.
a) Joukossa E on ainakin yksi maksimaalinen ja yksi minimaalinen alkio.

b) Jos a € E on ainoa minimaalinen alkio, on a pienin alkio. Vastaava pitee
suurimmalle alkiolle.
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Todistus. a) Duaalisuuden nojalla riittdd ndyttdd esimerkiksi minimaalisen alkion
olemassaolo. Todistetaan viite induktiolla alkiomiirian n = #E suhteen.

Jos n = 1, on asia selvid. Oletetaan, ettd viite pitdd paikkansa joukoille, joissa on
korkeintaan n alkiota, n > 1. Olkoon E joukko, jossa on n+1 alkiota. Olkoon
a € E. Merkitddn

Vi={zxeE|z<a}.

Jos V' = (), on a minimaalinen alkio. Olkoon V' # (). Silloin pari (V, <) on jérjes-
tetty joukko ja #V < n. Induktio-oletuksen nojalla joukossa V' on minimaalinen
alkio, olkoon eris niistd b. Osoitetaan, ettd b on koko joukon E minimaalinen al-
kio.

Olkoon z € E, x < b, mielivaltainen. Koska x < b < a,on x € V. Koska b on
joukon V' minimaalinen alkio, on z = b. Siis b on minimaalinen myds joukossa
E.

b) Olkoon a € E ainoa minimaalinen alkio. Merkitidin
F={zeE|a<z}

jaG := E\ F. Riittid osoittaa, ettd G on tyhji joukko.

Antiteesi: On olemassa y € G. Koska joukko (G, <) on &édrellinen, on siini a)-
kohdan nojalla minimaalinen alkio b € G. Alkio b on minimaalinen myo6s joukos-
sa E. Nimittiin, jos olisi olemassa u € E, jolle u < b, niinu € F,a < u < b
jasiten b € F, miké on ristiriita. Joukossa E on titen minimaaliset alkiot a # b,
miki on vastoin oletusta. Siis G = () ja F' = E, joten a on pienin alkio. O

8.6 Jirjestysisomorfia

Tarkastellaan jéarjestyksen sdilymisti jéarjestettyjen joukkojen vélisessd kuvaukses-
sa.

Maiiéritelmi 8.6.1 Olkoot (E, <) ja (E/, <) jdrjestettyjd joukkoja.

a) Kuvaus f : E — E' on jdrjestyksen sdiilyttdivii tai jirjestyshomomorfismi,
jos kaikilla z, y € E pitee

[z<y] = [f(z) <" f(y)].

b) Joukot (E, <) ja (E/, <') ovat jérjestystensé suhteen isomorfiset, jos on ole-
massa bijektio f : E — E/, jolle f ja f~! ovat jirjestyksen siilyttdvii.
Tillainen kuvaus f on kasvava isomorfismi. Isomorfisuutta jirjestettyjen
joukkojen vililld merkitaédn (E, <) ~ (E/, <').
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Huomautus 8.6.2 Isomorfia voitaisiin méiritelld myos Hassen kaavioiden verk-
koisomorfian avulla.

8.7 Taydellisesti jarjestetty joukko

Lauseet ja osoittavat, ettd tiydellisesti jarjestetty joukko on teorialtaan
sangen yksioikoinen ja siten mielenkiinnoton.

Lause 8.7.1 Jos tdydellisesti jarjestetyssd joukossa on minimaalinen (vast. mak-
simaalinen) alkio, niin se on pienin (vast. suurin) alkio; erikoisesti se on yksika-
sitteinen.

Todistus. Olkoon a € E minimaalinen. Tdydellisessi jarjestyksessd pétee jokai-
selle z € E epdyhtilo x < atai a < z. Jos x < a, niin minimaalisuuden nojalla
x = a. Siis a < x kaikilla x € E, joten a on pienin alkio. O

Lause 8.7.2 Adrellinen tiydellisesti jirjestetty joukko (E, <) on isomorfinen sen
alkiomédrin lukumaééridjoukon kanssa, ts.

(E. %) ~ (#E<).

Todistus. Induktiotodistus luvun n = #E suhteen. Tapaus n = 1 on selvd. Ole-
tetaan, ettd viite pitee kaikille tiydellisesti jirjestetyille joukoille, joissa on kor-

keintaan n—1 alkiota. Olkoon #E = n. Lauseiden ja nojalla on ole-
massa suurin alkio @ € E. Silloin jérjestetyssd joukossa E\{a} on n—1 alkiota,

joten
(E\{a}, j) ~ ([n—l], g) )

On siis olemassa jdrjestyksen siilyttivi bijektio f : E\{a} — [n—1]. Kuvaus
g9:E—n],

g(z) := { f(z), kunz # a,

n, kun z = a,

on bijektio ja sdilyttad jirjestyksen. O
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9 JOUKON KARAKTERISTINEN FUNKTIO

Tarkastelemme joukon esittdmisté ns. karakteristisella funktiolla. Tami vastaa sitid
tapaa, jolla sumeita joukkoja esitetddn, ts. kiytetddn jasenyysfunktiota. Funktiota
kiytetddn myos todennédkoisyyslaskennassa, usein nimelld indikaattori.

9.1 Karakteristinen funktio ja potenssijoukko
Funktion kisite sindllddn on esitelty Luvussa[5.7] potenssijoukko Luvussa[3.4]

Miiéritelmi 9.1.1 Joukon A C X karakteristinen funktio on kuvaus x4 : X —

{0,1},
(x) == 1, josx € A,
XA =0 0, josw € X\ A.

Karakteristinen funktio x 4 siis lajittelee saamansa arvon avulla perusjoukon X
alkiot niihin, jotka kuuluvat joukkoon A (arvo = 1), ja niihin jotka eivit kuulu
(arvo = 0).

Jos X on tavallinen &dérellinen joukko ja #X = n, on sen potenssijoukko (sen
kaikkien osajoukkojen joukko) P (X) &drellinen ja siind on 2" alkiota (ks. Lause

[0.2.5).

On helppoa osoittaa, ettd P(X) ja kaikkien karakteristisen funktioiden joukko
Ch(X) :={x | x: X — {0, 1} funktio }

ovat yhti mahtavia, ks. Luku[10.1.1]

Niitd voidaan sanoa jopa joukko-opillisesti isomorfisiksi, silld P(X) ja Ch(X)
vastaavat struktuuriltaan tdysin toisiaan. Bijektiiviset kuvaukset ¢ : P(X) —
Ch(X)jav : Ch(X) — P(X),

p(A):=xa ja P(x)={rveX|[x(@) =1} (12)

nimittdin muuntavat joukko-opin funktioiden tarkasteluksi; tdssd joukko ja sen
karakteristinen funktio samaistetaan.

On helppo osoittaa ¢ ja 1) toistensa kddnteisfunktioiksi. Niiden yhdistetyt kuvauk-
set ovat identiteettikuvauksia, ts.

potp =Idepxy ja Yoo =Idpx).
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Niami konstruktiot osoittavat, kuinka klassisessa joukko-opissa voidaan joukko
korvata karakteristisella funktiollaan. Voimme sanoa tarkastelemalla isomorfi-
suutta

P(X) = Ch(X),

ettd intuitiivinen malli 7P(X) korvataan matemaattisella mallilla Ch(X). Kaytti-
milld joukkoa Ch(X) hylkddmme intuitiivisen pohjan, jota P(X) esittii, ja saa-
vutamme enemmdén abstraktisuutta. Tdmai tarkastelu korostaa tavallisen joukon te-
ravyyttd siind mielessd, ettd annettu alkio tdsméllisesti joko kuuluu tiettyyn jouk-
koon tai ei kuulu siihen.

9.2 Karakteristinen funktio ja joukko-operaatiot

Joukkoon Ch(X) kuuluvien funktioiden arvojen joukko on siis {0, 1}. Tarkaste-
lemme joukon X osajoukoille médriteltyjen joukko-operaatioiden yhdiste, leik-
kaus ja komplementti vastineita karakterististen funktioiden joukossa Ch(X) ja
niiden arvojoukossa {0, 1}.

Olkoot A, B C X. Télloin myos A U B C X. Tutkimme, miten voimme yhdis-
tdd funktiot y 4 ja xp siten, ettd tulos kuuluu joukkoon Ch(X) eli on yhdisteen
A U B karakteristinen funktio. Jos alkio # € X on sellainen, ettdi z € A U B, niin
x € Ataiz € B, taix € Ajax € B, sekd kiddntden. Joukko-opillista yhdistettd
vastaa siis ns. ‘'mukaanlukeva tai’, eli sovimme, etti ei ole vilttimatontd merkitd
nédkyviin erityisesti sitd seikkaa, ettd tapaus 'z € A jax € B’ on myds mahdol-
linen. Sovimme siis, ettd ’tai’ ilman “lisukkeita” on mukaanlukeva tai. Jos meilld
on tilanne, jossa tapaus "z € A jax € B’ ei ole mahdollinen, sanomme, ettd joko
x € Atai v € B. Titid ei joukko-opissa vastaakaan yhdiste vaan symmetrinen
erotus. Siis yhdisteen kohdalla meillé on tilanne x € AU B, jos javainjos x € A
tai x € B. Sama asia ilmaistuna karakteristisilla funktioilla on

xa(z) =1tai xp(z) = 1.
Merkitsemme titd symbolisesti ilmaisulla
xa(x)Vxp(z) = 1. (13)

Jos alkio x € X on sellainen, ettdi x ¢ A ja x ¢ B, vastaa timi tarkalleen
tilannetta * ¢ A U B. Siis kun z ¢ A U B, niin y4(z) = 0 tai xyg(z) = 0 ja
kadntiden. Tistd seuraa edellisen kaavan symboliikkaa kédyttden

xa(x)V xg(z) =0. (14)



9 JOUKON KARAKTERISTINEN FUNKTIO 94

Voimmekin maédritelld joukon A U B karakteristisen funktion muodossa ’x 4 tai
x5 eli muodossa

XAuB = XA V XB
kaikille joukoille A, B C X, jolloin x 4, xp € Ch(X).
Koska AUB C Xeli AUB € P(X), niin myos x4V xz € Ch(X). Yhtilon
perusteella siis sekd x 4(z) = 0 ettd yp(x) = 0 tarkalleen silloin, kun z ¢ AU B.
Jos olisi joko x(x) = 1ja xp(z) = 0 tai ya(z) = 0ja xg(z) = 1, olisi tilanne
yhtilon mukainen, eli y aup(z) = 1.

Kokoamme yhteen funktion x 4 \V x arvot esitettynd x 4:n ja xp:n arvojen avulla
Taulukon mukaisesti.

Taulukko 9.2.1 Yhdisteen A U B karakteristinen funktio.

[ xalxs|xaVuxs
010 0

0] 1 1
110 1
1171 1

Perusjoukon X osajoukkojen A ja B leikkaukselle A N B saamme karakteristisen
funktion seuraavasti. Olkoon alkio 2 € X sellainen, etti x € A N B. Tami on
yhtipitivi sen kanssa, ettd x € A jax € B. Siis xa(z) = 1ja xg(z) = 1.
Josax ¢ Ataiz € B,niinxz ¢ AN B, ts. jos xa(z) = 0 tai xg(x) = 0, niin
Xang(z) = 0. Voimme siis ilmaista leikkauksen A N B karakteristisen funktion
muodossa ’x 4 ja xg’, jota symbolisesti merkitsemme ehdolla

XAnB = XA N\ XB-

Funktion x 4~ arvot riippuvat funktioiden x 4 ja x p arvoista Taulukon[9.2.2]osoit-
tamalla tavalla.

Taulukko 9.2.2 Leikkauksen A N B karakteristinen funktio.

[ xalxs|xaAxs
010 0

0] 1 0
110 0
111 1

Perusjoukon X osajoukon A komplementin A karakteristinen funktio saadaan
seuraavasti. Olkoon ensin alkio x € X sellainen, ettd © € Aelixz € X\Aeli
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x ¢ A. Tami on yhtipitivd sen kanssa, ettd y(z) = 1. Jos taas x € A, niin
x ¢ A, jolloin xz(z) = 0. Médrittelemme siis komplementin A Kkarakteristisen
funktion muodossa ’ei x 4°, jota merkitsemme symbolisesti ehdolla

xa(r) = ~xa-
Taulukko antaa funktion y(x) arvon, kun funktion x 4 arvo tiedetdn.

Taulukko 9.2.3 Komplementin A karakteristinen funktio.

0
1

1
0

Edelld olevia taulukoita vastaavat seuraavat laskennalliset kaavat, joiden avulla
joukkojen yhdisteen, leikkauksen ja komplementin karakterististen funktioiden
arvot voidaan laskea, kun kyseessd olevien joukkojen karakterististen funktioiden
arvot tiedetdén.

Lause 9.2.4 Joukon X osajoukkojen karakteristisille funktioille on voimassa

XaVxs = max(xa,XxB)
XaAXp = min(Xe, XB)
_‘XA = 1 — XA

Jos A C X on dérellinen, sen alkiomiiri voidaan esittdd laskemalla yhteen ykko-
sid niin monta kuin alkioita on, siis muodossa

HA=D 1= xal®) =D xal@)+ Y xal®) =) xal®).

z€A z€A z€A zeX\A zeX

Lauseen [0.2.4] laskukaavat voidaan voidaan ilmaista myos artimeettisissa muo-
doissa (yhteen- ja kertolaskujen avulla):

Lause 9.2.5 Olkoot A, B ja Ay, As, ..., A, C X. Silloin
a) XAuB = XA+ XB — XanB

b) XAlﬁAzl"‘lml"‘lAn - XA1 XAQ XA,

c) XxX\A = I—xa
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Todistus. c) Jos x € A, on xyx\a(z) = 0 =1—-1 = 1— xa(z). Jos taas
r € (X\A), niin xyx\a(z) =1=1-0=1— xa(z).

b) Viite seuraa ekvivalenssiketjusta
[XAlﬂAzﬁ"-ﬂAn (ZU) - 1] = [x S (Al MN---N An)]
& [xa(x)=-=xa,(r)=1]
S [xa (@) xa,(z) =1].

~—

a) Todistetaan tarkastelemalla funktioiden x aup ja X4+ XB—XanpB arvoja erikseen
kussakin tapauksessax € Ajax € B,x € Ajax ¢ B,x ¢ Ajax € B seki
viimeinz ¢ Ajax ¢ B. O

Kun vertaamme Lauseen [9.2.4] kaavoja edelld olleisiin vastaaviin taulukoihin, ha-
vaitsemme, ettd ne ovat tdysin yhteensopivat. Lauseen [9.2.4] kaavojen esittamat
operaatiot muodostavatkin ensimmaéisen ja vield paljon kdytetyn yleistyksen loo-
gisille operaatioille *V’, A’ ja ’—’, jotka edelld esitetylld tavalla sidottuna arvo-
joukkoon {0, 1} esittévit klassisen logiikan operaatioita. Niitd operaatioita kutsu-
taan konnektiiveiksi, koska ne yhdistavit toisiinsa yksittédisid ilmaisuja, jotka tissa
ovat karakteristisia funktioita.

Edelld olemmekin saaneet muodostettua muotoa 'z € A’ ja’xz ¢ A’ olevia viit-
teitd koskevan klassisen propositiologiikan. Kun laajennamme arvojoukkoa siten,
ettd sithen kuuluu lukujen 0 ja 1 lisdksi lukuja esimerkiksi mainittujen lukujen
vililtd, olemme karakterististen funktioidemme kanssa jossakin ei-klassisessa lo-
giikassa, joka télloin on jokin moniarvologiikka.

Jos médrittelemme konnektiivit Lauseen kaavojen mukaisesti, saamme jon-
kin Lukasiewiczin moniarvologiikan riippuen mm. siitd, miten arvo-joukkoon va-
litaan lukuja O:n ja 1:n vililtd ja mitd muita ominaisuuksia moniarvoisella systee-
millimme on. Pitaydymme kuitenkin vield klassisissa joukoissa ja karakteristisis-
sa funktioissa.

9.3 Johdatusta Boolen algebroihin

P(X) yhdessid perusoperaatioiden yhdiste, leikkaus ja komplementti muodostaa
algebrallisen struktuurin, jota merkitsemme symbolijonolla (P(X), U, N, , 0, X) .}
Tillaista struktuuria kutsutaan Boolen algebraksi.

Vastaava algebrallinen struktuuri karakterististen funktioiden joukolle on Ch(X)
on (Ch(X),V,A,—,0,1).

Palautamme vield mieleen edelld midritellyt samaistusfunktiot (12)):

p(A):=xa Jja ¥ :={reX|x()=1}
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Yhdistamailld nama edelld oleviin tarkasteluihin saamme laskukaavat muotoihin:

Seuraus 9.3.1 Samaistuskuvaus ¢ toteuttaa ehdot
(i) p(AUB) = ¢(4)V ¢(B)
(i) p(AN B) = p(A) A p(B)
(i) (A4) = —p(A)
(iv) (@) =0, ¢(X) =1

Struktuurit (P(X),U, N, , 0, X) ja (Ch(X), V, A, =, 0, 1) ovat tdssd mielessd iso-
morfiset, mikd perustelee algebrallisesti sen, ettd tavallinen joukko voidaan esittdd
karakteristisella funktiolla.

Yleisesti ottaen Boolen algebra miiritellddn seuraavasti: Olkoot A (kohtaus) ja Vv
(yhdiste) sellaisia bindérisid operaatioita ja ' (komplementti) sellainen yksipaik-
kainen operaatio epétyhjissa joukossa B ja olkoot alkiot O ja 1 joukon B sellaisia
alkioita, ettd seuraavat aksioomat ovat voimassa:

(BA1) A jaV ovat kommutatiivisia, ts. kaikille alkioille z,y € B on voimassa

rVy=yVrxjarAy=yAcx.

(BA2) Jokaiselle alkiolla x € B on voimassaz VO =zjax Al =zxeliOjal
ovat vastaavasti identiteettialkioita operaatioiden V ja A suhteen.

(BA3) Operaatiot A ja V ovat distributiivisia, ts. kaikille alkioille x,y,2 € B on
voimassa

cA(yVz)=(@Ay)V(eAz), cV(yAz)=(xVy A(zVz).

(BA4) Jokaista alkiota z € B kohti on olemassa sellainen alkio 2’ € B, etti

xvVir=1jaz Az’ =0.
(BAS) B:n alkioille 0 ja 1 pitee 0 # 1.

Tilloin joukko B yhdessd mainittujen operaatioiden kanssa muodostaa Boolen
algebran
B=(B,A,V,,0,1).

On helppoa todeta timin mééritelmén perusteella, ettd (P(X),U,N, ,0,X) ja
(Ch(X), V, A, —,0, 1) ovat todella Boolen algebroja.
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Adrellisid ja d4rettomii joukkoja on alustavasti kisitelty jo Luvussa Tarkastel-
laan nyt keinoja vertailla joukkojen “’suuruuksia”. Jos joukko X on direllinen, sen
koon mitaksi voidaan luonnollisesti ottaa alkioiden lukumiird #X. Jotta myos
ddrettomien joukkojen kokoja pédstiddn vertailemaan, mééritelldin joukkojen vi-
listen funktioiden avulla abstraktimpi kisite kardinaaliluku eli kardinaliteetti. Jou-
kon kardinaaliluku on alkiomééréan kisitteen yleistys siind mielessd, ettd sen ra-
joittuma ddrellisten joukkojen luokkaan voidaan samaistaa joukkojen alkioiden
lukumaédrien kanssa. Médrittelyn yhteydessd joukon X kardinaalilukua merki-
tddn card X, mutta kun samaistus on suoritettu, siirrytddn kdyttdamaédn alkiomaara-
merkintdd #X, joka ddrellisen joukon yhteydessi tulkitaan kardinaaliluvun yksi-
kisitteisesti mddraamaiksi perusluvuksi n = #X € Nj.

10.1 Mahtavuuksien vertailu

Lihdetddn liikkeelle joukkojen suhteellisesta suuruudesta.

Mairitelmi 10.1.1 Olkoot X ja Y joukkoja. Sanotaan, etté

1) joukot X ja Y ovat yhti mahtavat, jos joko X = Y = () tai on olemassa
bijektio X — Y; merkitdin X ~ Y.

2) joukko X on korkeintaan yhtd mahtava kuin Y (tai joukko Y on vdhintdin yhtd
mahtava kuin X), jos joko X = () tai on olemassa injektio X — Y; merkitisin
X<Y.

3) joukko Y on (aidosti) mahtavampi kuin X, jos joko X = () ja'Y # (), tai on
olemassa injektio, mutta ei bijektiota X — Y; merkitddn X < Y.

Esimerkki 10.1.2 Tarkastellaan reaalista eksponenttifunktiota exp : R — R ja
muodostetaan funktio f : R — R,

e:r

er + 1

fz) =
Analyysin keinoin ndhdién helposti, ettd f on jatkuva, aidosti kasvava ja

lim f(x)=0, lim f(z) =1.

r——00

Funktio f on siis bijektio R — |0, 1], ja siten R ~ ]0, 1[.

Lause 10.1.3 ”Yhtdmahtavuus” ~ on ekvivalenssirelaatio kaikkien joukkojen
luokassa.
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Todistus. Harjoitustehtdva. O

Puetaan lauseiksi intuitiivisesti ilmeiset dérellisten joukkojen yhdisteiden ja tulo-
jen alkiomaédriad koskevat tulokset. Merkintd #X tarkoittaa edelleenkin dérellisen
joukon X alkioiden lukumiiraa.

Lause 10.1.4 Olkoot X ja Y iirellisid joukkoja.

a) Jos X C Y, niin #X < #Y.
b)Jos X C Y, niin #X < #Y.

Todistus. a) Jos X = Y, on asia selvd; muussa tapauksessa riittdd todistaa vah-
vempi viite b). Todistetaan véite b) induktiolla luvun m = #Y € N suhteen.
1) Olkoon #Y = 1. Koska tilloin X = (),on #X =0 < 1 = #Y.

2) Oletetaan, ettd viite on tosi joukoille, joiden kardinaaliluku = m € N. Olkoon
Y ={vy1,¥2, - Ym> Yms1} ja X C Y. Téllin on olemassa y; € Y\X. Kuvaus

Y \{y} — [m],
1, kuni < k,
Fyi) = { i—1, kuni > k,

on selvisti bijektio, joten #(Y\{yx}) = m. Koska X C Y\{y}, on induktio-
oletuksen mukaan
#X <m<m+1=#Y.

Siis véite on tosi arvolla m+1. Induktioperiaatteen mukaan véite b) on tosi kaikilla
Y, joille #Y = m € N. a

10.2 Joukkojen alkioméairia
Lause 10.2.1 (summaperiaate) Jos X, X, ..., X,, p € N, on kokoelma direl-

lisid joukkoja, jotka ovat pareittain erillisid, ts. X; N X; = ) kaikilla ¢ # j, niin
niiden yhdiste on dédrellinen ja

i (U Xj) = Z#Xj-

Todistus. Todistetaan viite tapauksessa p = 2. Yleinen tapaus on helppo todistaa
titd kiyttden induktiolla (harjoitustehtivd). Olkoot X ja Y dérellisid joukkoja,
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joille X N'Y = . Olkoot n = #X, m = #Y ja kuvaukset [ : X — [n],
g : Y — [m] bijektioita. Tdlloin kuvaus i : X UY — [n + m],

| f(2), kun z € X,
h(z) = { g(z)+n, kunz €Y,
on bijektio. Titen #(X UY) =n +m = #X + #Y. O

Lause 10.2.2 Kahden #irellisen joukon A ja B alkiomiirille on voimassa
#(AUB) =#A+#B—#(ANB)
Kolmen #irellisen joukon A, B ja C pitee kaava
#AUBUC) = #A+#B+#C
—#(ANB) = #(ANC) —#(BNC)
+#(ANBNC).

Lauseiden[T10.2.1]ja[T10.2.2]yleistys joukkojen yleinen yhteenlaskukaava eli summa-Jjj
ja erotusperiaate:

Lause 10.2.3 (summa- ja erotusperiaate) Jos A;,..., A, ovat ddrellisid jouk-
koja, niin
#(A,U...U Z#A— > #(ANA)
1<i<j<n
+ ) #ANANA
1<i<j<k<n

— e (D) AN N AY).

Todistus. Merkitdin X = A; U...UA,.Josz € X, onz € A, jollekin i € [n],
joten

I =xx
T— (1= xa)(I = xa,) - (1= xa,)

= 1_(1_ZXA+ > xaxa,

1<i<j<n

- > XAiXAjXAk+"'+(_l)nXAl"'XAn)

1<i<j<k<n
= E XA; — E XA, XA; + E XA XA; XAy
1<i<j<n 1<i<j<k<n

_+(_1)n 1XA1...XAH'
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Lauseen [9.2.5|kohdan b) nojalla saadaan edellisestd

H(AIU. L UA,) = #X =) xx(z)

rzeX
= Z ZXAi(x) - Z Z XAiNA; (33)
zeX =1 zeX 1<i<j<n

+Z Z XAin4;n4, (2)

zeX 1<i<j<k<n

e (—1)”_1 Z XAin...nA, (7).

reX
Vaihtamalla summausjirjestys ja ottamalla huomioon, etti
#A= xalx)
zeX

kaikilla A C X, saadaan

#AU...UA,) = ZZXA,@) - Z ZXAmAj@)

i=1 zeX 1<i<j<n zeX

+ Z ZXAmA]-mAk(I)

1<i<j<k<nzeX

— (—1)"_1 Z XAin..nA, (T)

zeX

= > #A— ) #ANA)
=1

1<i<j<n

+ ) #ANAN A

1<i<j<k<n

— e (D) (AL N N AY).

Lause 10.2.4 Adrellisten joukkojen X jaY tulojoukon alkiomérille on

H(XXY) = #X - #Y.

Esimerkkien [3.1.6]ja [3.4.1| perusteella voitaneen arvata seuraava potenssijoukko-
jen alkiomédrid koskeva tulos, joka todistetaan induktiotodistusharjoitukseksi.
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Lause 10.2.5 Jos joukossa A on n € Nj alkiota, niin sen potenssijoukossa P(A)
on 2" alkiota.

Todistus. Perustellaan vidite matemaattisella induktiolla joukon alkiomddrin n =
0,1, 2,3, ... suhteen.

(1) Kun n = 0, on asia selvé Esimerkin [3.1.6) kohdan (a) nojalla.

(2) Oletetaan, ettid lauseen vdite on tosi, kun n = k£ > 0. Olkoon A joukko, jossa
on k + 1 alkiota, ts.

A= {ala a2, ..., Ak, ak+1}'

On osoitettava, etti joukolla A on 2¥*! osajoukkoa. Olkoon B = {a1, as, . .., ax}.
Koska joukossa B on k alkiota, on silld 2* osajoukkoa. Kun lisitisin joukon
B jokaiseen osajoukkoon alkio aj.;, saadaan titen 2* uutta osajoukkoa. Koska
B C A, ovat joukon B osajoukot myos A:n osajoukkoja. Myos uudet joukot ovat
konstruktionsa perusteella A:n osajoukkoja. Titen joukolla A on

2k+2k:22k:2k+1

osajoukkoa. Tdten induktioviite on tullut todistetuksi. Matemaattisen induktion
periaatteen nojalla on téten lause tullut todistetuksi. m

10.3 Adrellisen joukon ositukset

Olkoon X epityhja direllinen joukko, jossa on #X = n alkiota. Voidaan selvis-
tikin olettaa, ettd X = [n].

Ongelma. Kuinka monta erilaista ositusta on joukossa [n]?

Ratkaisu saadaan seuraavalla tarkastelulla. Sanotaan, ettd joukon [n] ositus on k-
osainen, jos osituksessa on k kappaletta joukon [n] osajoukkoja. Merkitdén

p(n) = joukon [n] kaikkien ositusten lukuméaérd,

p(n, k) = joukon [n] k-osaisten ositusten lukuméaari.
Selviisti p(n,n) = 1jap(n,1) = 1kaikillan € Njap(n) =Y ;_, p(n, k).

Lause 10.3.1 (palautuskaava) Jos joukossa X on n € N alkiota, niin kaikilla
n>k>1lon
p(n, k) = kp(n—1,k) + p(n—1,k—1).

Todistus. Joukon [n] k-osaisia osituksia saadaan joukon [n—1] osituksista seuraa-
villa tavoilla:
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1) Joukon [n—1] k-osaisen osituksen yhteen joukkoon lisitddn n.

2) Joukon [n—1] (k—1)-osainen ositus tiydennetiin joukolla {n}.

Lasketaan montako néitid saadaan yhteensa.

Tapa 1. Olkoon { A, ..., Ay} joukon [n—1] k-osainen ositus. Sitd vastaavat seu-
raavat k kappaletta joukon [n] osituksia:

{A1 U {TL}, AQ, e ,Ak}
{Al, Ag U {n}, e ,Ak}

{Al,Az,....,Ak U{n}} .

Niin saadaan k p(n—1, k) joukon [n] k-osaista ositusta.

Tapa 2. Jokaista joukon [n—1] (k—1)-osaista ositusta { B, . .., By_1} vastaa jou-
kon [n] k-osainen ositus { By, ..., Bj_1, {n}}; yhteensd p(n—1, k—1) ositusta.

Tavoilla 1 ja 2 saadut ositukset ovat aivan ilmeisesti erilaisia, joten

Yhtisuuruuden osoittamiseksi riittid ndyttid, ettd jokainen joukon [n] k-osainen
ositus saadaan tavalla 1 tai 2. Olkoon A := {Ay,..., A} mielivaltainen joukon
[n] k-osainen ositus ja olkoon A; alkion n sisdltdva joukko. Silloin:

a) Jos A;\{n} =0, on A; = {n}, joten ositus A on tyyppid 2.
b) Jos A;\{n} # 0, on kokoelma {A;,..., A;\{n},..., Ay} eris
joukon [n—1] k-osainen ositus; titen .4 on tyyppii 1.

On osoitettu, ettd myos p(n, k) < kp(n—1,k) + p(n—1,k—1). O

Esimerkki 10.3.2 Lasketaan ilman palautuskaavaa joukon [6] kolmiosaisten osi-
tusten madrd. Niitd on kolmea tyyppié:

{{a},{b},{c,d,e, f}},
{{a}.{b.c}.{d.e, f}},
{{a. b}, {c,d}. {e. f}}.

Ensimmadistéd tyyppid on 15, toista 60 ja kolmatta 15 erilaista, yhteensd 90 (ks.

Esimerkki [10.4.T)).
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10.4 Stirlingin kolmio

Palautuskaavan avulla luvut p(n, k) voidaan helposti laskea. Luvut voi ndppérésti
ilmaista nk. Stirlingin kolmion avulla (Taulukko [2).

pnyk) k=1 2 3 4 5... |pn)=> pnk)
n=1 1 1
2 1 1 2
3 I 3 1 5
4 1 7 6 1 15
5 1 15 25 10 1 52
6 1 31 90 65 15... 203

Taulukko 2: Stirlingin kolmio

Palautuskaavat (Lause[10.3.1])
p(n, k) = kpn—1,k)+ p(n—1,k—1)

ovat esimerkki kaksiulotteisesta rekursiokaavasta, ks. Luku

Esimerkki 10.4.1 Palautuskaava antaa
p(6,3) =3p(5,3) + p(5,2) = 3-25+ 15 = 90.

Selvitd, miten tama saadaan taulukosta palautuskaavaa kiyttiden ja laske vastaa-
vaan tapaan p(7,4). (Vastaus: p(7,4) = 350.)

Huomautus 10.4.2 Ositus-ongelmassa joukon alkiot ovat nimettyjd, joten on
merkittdvad, mitkd alkiot osajoukkoon kuuluvat.

10.5 Adérettomisti joukoista - numeroituvuus

Mairitelmi 10.5.1 Joukko X on ddreton, jos se ei ole ddrellinen. Joukko X on
numeroituva, jos sen alkiot voidaan numeroida kaikilla positiivisilla kokonaislu-
vuilla, ts. on olemassa bijektio joukkojen X ja N vililld. Asreton ei-numeroituva
joukko on ylinumeroituva.

Joukon alkioiden mééri ilmaisee joukon mahtavuuden eli kardinaalisuuden. Jou-
kon X mahtavuutta esittdd ns. kardinaaliluku, jota merkitddn symbolilla card X,
tai myos #X.
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Joskus sanotaan korostaen, ettd joukko on numeroituvasti ddreton, mutta talldin
yleensd numeroituviksi luetaan myos ddrelliset joukot.

On selvii, ettd ddrellisen joukon osajoukko on dérellinen. My6s minké tahansa
joukon &érellisen joukon leikkaus on &drellinen. Ilmeistd on myds, ettd kahden
ddrellisen joukon yhdiste on direllinen. Selvisti jokainen joukko, jolla on &ére-
ton osajoukko, on ddreton. Kuitenkaan kahden ddrettomén joukon leikkauksen ei
tarvitse olla ddreton. Esimerkiksi parittomien kokonaislukujen ja parillisten koko-
naislukujen leikkaus on tyhja.

Esimerkki 10.5.2 a) Positiivisten parillisten kokonaislukujen joukko on nume-
roituva. Bijektio on tdlloin muotoa f(n) := 2n.

b) Kokonaislukujen joukko on numeroituva. Numeroiminen voidaan tehda esi-
merkiksi seuraavasti:

1—0,2~1,3—~-1,4—2,5+— —2,6— 3,7~ —3, ...

Téllainen bijektio on muotoa g : N — Z,

, kun n on parillinen

n
2

g(n) := .
”T_l, kun n on pariton

¢) R voidaan osoittaa ylinumeroituvaksi, samoin R \ QQ, mutta Q on numeroituva.

Selvisti ddrellisen joukon ja numeroituvan joukon yhdiste on numeroituva ja kah-
den numeroituvan joukon yhdiste on numeroituva.

Jos numeroituvasta joukosta vihennetiin dérellinen joukko, on erotus numeroitu-
va.
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Lukuteoriassa kisitelldin kokonaislukujen tiettyjd ominaisuuksia tai sellaisia re-
aali- ja kompleksilukujen ominaisuuksia, jotka ovat ldheisessd yhteydessd ko-
konaislukuihin. Aluksi esitelldin joitakin tunnettuja lukuteorian ongelmia, joista
vain osaa on tdssi esityksessd mahdollista kisitelld tarkemmin.

Lukuteoreettisia probleemoja

Alkuluku on sellainen kokonaisluku p > 1, jolla ei ole muita positiivisia tekijoitd
kuin luku 1 ja p itse.

I Multiplikatiiviset probleemat

Ongelmia, jotka késittelevit lukujen jaollisuutta, sanotaan multiplikatiivisiksi.
(1) Lukuteorian peruslause eli Aritmetiikan peruslause

Jokainen kokonaisluku n > 2 voidaan esittdd yksikésitteisesti (tekijoiden jarjes-
tystd lukuunottamatta) alkulukujen tulona

ai a2

n=py'py’ Py,
missi p1, po, . . ., pr ovat alkulukuja ja aq, as, . . ., a, € N.
(2) Kokonaisluvun kanssa jaottomien lukujen mééra

Olkoon ¢(n) kokonaisluvun n kanssa jaottomien positiivisten kokonaislukujen
maird, ts. luvun n kanssa suhteellisten alkulukujen mééra

o(n) :=#{k e N|k <n, syt(k,n) =1}.
Funktiota ¢ : N — N sanotaan Eulerin funktioksi (Euler totient function, Euler’s
phi).

Esimerkiksi ¢(5) = 4, silld syt(5, k) = 1 kaikilla k = 1, 2, 3, 4, mutta ¢(6) = 2,
silld vain syt(6,1) = 1 ja syt(6,5) = 1.

Jos m € N, niin ¢(m) = m—1 jos ja vain jos m on alkuluku.
Eulerin funktiolla on seuraavat ominaisuudet:
1. Jos p ja g ovat keskenéin jaottomia, niin ¢(pq) = ¢(p)o(q).

2. Jos erityisesti py, pa, . . ., D, Ovat eri alkulukuja, niin

¢<p1p2 e -pn) = ¢(]91)¢(p2) ce 925(2%)'
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3. Jos p on alkuluku ja a € N, niin ¢(p*) = p*(1 — ).

4. Jos n = pi'ps? - - - p% on luvun n kanoninen esitys alkulukujen tulona (ks.
Aritmetiikan peruslause), niin

o) =n(1— 51— L)+ (1- 1)

(3) Kokonaisluvun positiivisten tekijoiden lukumairi
Olkoon 7(n) kokonaisluvun n positiivisten tekijoiden lukumaér.

Esimerkki. a) 7(12) = 6, koska luvun 12 positiiviset tekijit ovat 1, 2, 3, 4, 6 ja
12, ja niitd siis on 6 kappaletta.

b) 7(p) = 2 jos ja vain jos p on alkuluku, ovathan ainoat positiiviset tekijét 1 jap.

¢) 7(2™) = m + 1, silld luvun 2™ positiiviset tekijét ovat
1,2,22,23 ..., 2™

Téten arvoillan = 2" on 7(n) = f\ég +1.

Koska alkulukuja on dérettomén paljon, on funktiolla 7(n) arvo 2 ddrettomin
monella arvolla n. Toisaalta 7(n) voi saada kuinka suuria arvoja tahansa, koska
T(2™) =m+ 1.

Lukuun 7(n) liittyvid kysymyksi:

1) Miki on lukumééréin 7(n) arvo keskimiérin, ts. mitd voidaan sanoa lausek-

keen
| N
v 2

n=1

arvosta, kun N — oo?

2) Onko 7(n)7(m) = 7(mn) aina, kun luvuilla m ja n ei ole yhteisii tekijoitd
(multiplikatiivisuus)?

3) Onko aina 7(n) < llzi g + 1, ts. antavatko muotoa 2™ olevat luvut suhteelli-

sesti suurimman 7-funktion arvon?

4) Kuinka monta ratkaisua on yhtilolld 7(n) = 2 arvoillan < N, kun N on
annettu positiivinen kokonaisluku, ts. kuinka moni luvuista 1, 2, ..., N on
alkuluku?
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(4) Alkulukujen jakautuminen
Olkoon 7 (V) alkulukujen p < N lukumiéri, eli

m(N) :=#{p € N| p < N on alkuluku}.

Esimerkki. 7(10) = 4, koska lukua 10 pienemmit alkuluvut ovat 2, 3, 5 ja 7, siis
4 kappaletta.

Alkulukulause (Gauss, Legendre, Hadamard, todistettu 1896).

N
tim T )
N=e R

Bertrandin lause. Jos n > 1, niin lukujen n ja 2n vilissé on ainakin yksi alkulu-
ku.

Dirichlet’n lause. Jos luvuilla a ja b ei ole yhteisid tekijoitd, on lukujonossa
na+b (n=0,1,2,...)

adrettoman monta alkulukua.

IT Additiiviset probleemat

Additiiviset probleemat kisittelevit positiivisten kokonaislukujen esittamisti joi-
denkin erikoistyyppisten kokonaislukujen summana.

Esimerkkeji additiivisista probleemoista

1) Mitkid luvut voidaan esittdd kahden kokonaisluvun nelididen summana ja
montako téllaista esitystd kullakin kokonaisluvulla on?

Esimerkiksi 5 = 12422 ja 13 = 22432, mutta luvulla 12 ei tillaista esitysti
ole.

2) Mitki luvut voidaan esittdd neliomuotojen avulla?

Esimerkiksi semidefiniitti kahden muuttujan nelidmuoto
x? + 2zy + 2y
esittdd luvun 10, silld yhtilolla
2% + 22y + 2y* = 10

on kokonaislukuratkaisu z = 2, y = 1.

Geometrisesti timi tarkoittaa, ettd kokonaislukupiste (2, 1) on ellipsin x2 +
22y + 2y* = 10 kehilld, ks. Kuva [18).
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Kuva 18: Piste (2, 1) ellipsilld 2% + 2zy + 23> = 10

3) Goldbachin konjektuuri (1742): Jokainen lukua 2 suurempi kokonaislu-
ku voidaan esittdd kolmen alkuluvun summana (hén piti muuten lukua 1
alkulukuna).

Myohempi versio Eulerilta sanoo: Jokainen lukua 4 suurempi parillinen ko-
konaisluku voidaan esittdd kahden parittoman alkuluvun summana.

Esimerkiksi 16 =2+ 74+ 7jal2 =5+T7.

III Diofantoksen yhtilot

Diofantoksen yhtilot ovat yhden tai useamman muuttujan yhtélitd, joilla etsitddn
kokonaislukuratkaisuja (tai ainakin rationaalisia ratkaisuja). Seuraavassa esimerk-
kejd ongelmista:

1) Mitkd ovat yhtdlon

I2+y2:Z2

kaikki kokonaislukuratkaisut? Erids ratkaisuon x = 3,y = 4, 2 = 5.

2) Fermat’'n yhtdlo
Fermat viitti, ettd tdlld yhtdlolld ei ole kokonaislukuratkaisuja, kun n > 3

(paitsi triviaalit ratkaisut x = 0, y = +2). Yhtidlon tutkiminen on vaikutta-
nut ratkaisevasti lukuteorian kehitykseen.
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3) Lineaarinen yhtilo
ax + by = c,

missé a, b ja ¢ ovat kokonaislukuja.
Esimerkki. Etsi kokonaislukuratkaisut yhtilolle 5x + 22y = 18.

Koska luvun 2 = £(18 — 22y) pité olla kokonaisluku, on 2 = £(15 + 3 —
20y —2y) = (3—4y) + +(3 —2y) = 3 — 4y + z, missd z = £(3 — 2y).
Edelleen ratkaistaan tistd y: y = 3(3—5z) = 1-224+1(1—2) = 1 —22+¢,
missid t = %(1 — z). Parametrista ¢ riippuvat ratkaisut saadaan sijoittamalla
z=1-=2t

(3—5z)=—-1+5¢t
(3-52)=8—22t, tel.

N
|
NI— N

IV Diofantoksen approksimaatiot

1) Jos « on annettu reaaliluku ja N luonnollinen luku, on madrittavi sellai-

nen rationaaliluku 2, missd ¢ < N, etti erotus |o — 2| on mahdollisimman
q q

pieni.

2) Lukujen e ja 7 transkendenttisuustodistukset. Luku on transkendenttinen,
jos se ei ole minkéédn kokonaislukukertoimisen polynomiyhtilon

an "™ + ap12" t+ .+ ar +ag=0

ratkaisu.
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11.1 Jaollisuus ja tekijat

Kokonaislukuja koskevia viitteitd todistettaessa on usein edullista kiyttdd al-
gebrassa todistettavaa ns. jakoyhtdlod (division algorithm).

Lause 11.1.1 (kokonaislukujen jakoyhtilo) Jos m € Z jan € N, on olemassa
yksikésitteisesti madrityt luvut ¢, r € Z, joille

m=qn+r ja 0<r<n. (15)

Jakoyhtiloesityksessd (I5) luku ¢ on osamdidird (quotient) ja luku r jakojédnnds
(remainder). On huomattava, ettd vaikka kisittelyssd olisi negatiivisiakin lukuja,
jakojddannoksen pitdid olla ei-negatiivinen; sitd sanotaankin usein pienimméksi ei-
negatiiviseksi jadnnokseksi.

Miiéritelmi 11.1.2 Olkoot a, b € Z. Télloin a on luvun b tekija (factor), jos
b = ka jollekin k € Z.

Jos a on luvun b tekijé, sanotaan myos, ettd ”a jakaa luvun b” tai ”b on jaollinen
luvulla a”.

Merkinti tille on a | b. Vastaavasti merkitédin a 1 b, jos a ei ole luvun b tekija.

Luku 0 jakaa (vain) itsensd, onhan 0 = £ - 0. Muutoin k£ on yksikésitteinen.

Esimerkki 11.1.3 5 | 10, koska 10 = 2 - 5. Luku 3 ei jaa lukua 10, eli 3 1 10,
koska ei ole sellaista kokonaislukua k, ettd 10 = & - 3.

Esimerkki 11.1.4 a) Jaa jakoyhtélolld luku —243 luvulla 7.

b) Mille luvuille n € Nonn | 24?

Ratkaisu. a) Normaali jako antaa —243/7 = —34 — 5/7, joten positiivisuusvaati-
muksen mukaan —243 = (—35) - 7+ 2.

b) Ainakin n = 1 ja 24. Muista riittdi tarkastaa luvut vililld 2 < n < 24/2 = 12.
Siis luvut ovatn = 1,2, 3,4, 6, 8,12, 24.

Tehtiava 11.1.5 Todista, ettd mink#dian kokonaisluvun kuutio ei ole muotoa 4k-+2
millddn k € Z.
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Tekijdrelaatiolla on seuraavanlaisia ominaisuuksia:

Lause 11.1.6 Olkoot a, b, ¢, d € Z. Talloin:
l.a|0,1]|a,—-1]a,a|a,—a]a.

Josa|bjab|cniina | c.

Josa | bjac| d,niin ac | bd.

all & a=1taia=—-1.

albjabla < a=btaia= —b.

Josa | bjab+#0,niin |a| < |b|.

N o kR wD

Josa | b; kaikillai = 1,... n,niina | bye; + ... + byc, kaikilla ¢; € Z,
i=1,2,....n.

8. Jos a | b; kaikillat = 1,2,...,n — 1, mutta a { b,, niin a { by + ... + by,.

Todistus. 1-7 pddosin algebrassa. Kohta 8 seuraa kohdasta 7 (harjoitustehtivéd). m

11.2 Kokonaislukujen kantaesitys

Roomalaisessa lukujérjestelméssa 1, 11, 111, 1V, ..., IX, X, ... tarvitaan kokonais-
lukujen esittimiseen ddrettdomin monta erilaista numeromerkkié.

Positiojérjestelméssd luvun suuruuden médrddvit esiintyvien numeromerkkien
paikat siten, ettd jos kantaluku on £, niin esitys

ApQp—1...0100

tarkoittaa lukua
k™ 4+ ap 1 k"4 ..+ ark + ao.

Tarvitaan siis vain k£ — 1 numeromerkkii ja nolla.
Esimerkki 11.2.1 10-jirjestelméssi
2056 = 210> +0-10° +5- 10 + 6.
Binddrijarjestelmissi (kantalukuna 2)
1101 =1-22+1-2240-2+1,

mikd vastaa kymmenjirjestelmén lukua 13.
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Kokonaislukujen jakoyhtilostd seuraa:

Lause 11.2.2 Olkoon kantaluku £ > 2. Silloin jokainen luonnollinen luku a voi-
daan esittidd yksikisitteisesti muodossa

ank™ + ap 1 K"+ ark + ag,
missin € Ny, 0 < a; < kkaikillai =1,2,3,...,njaay > 0.
Merkitsemme jatkossa k-jdrjestelmén lukuja
(Qnap_1 ...a1,ap).
Jos lukua £ ei merkitd nékyviin, on kyseessd 10-jdrjestelmén luku.
Esimerkki 11.2.3 6-jirjestelmin luku (1234)g tarkoittaa esitystd
1-6°+2-6°4+3-6"+4-6"

Esimerkki 11.2.4 Kymmenjirjestelmin luku 4457 saadaan 11-jdrjestelméén vaik-lll
kapa jakoyhtdlon (Lause [IT.1.T) avulla:

4457 = 405-11+2=(36-11+9)-11+2
= ((3-1143)-114+9)-114+2=3-11°+3- 11>+ 9 - 11 + 2

Esimerkki 11.2.5 Harjoitellaan yhteen- ja kertolaskua 4-jéarjestelmissd kymmen-
jarjestelmin kautta:

(23)4+ (131)y = (2-443)+(1-4°+3-4+1)=11+29 = 40
= 2.4 4+2-440=(220),
(23)4- (131); = 11-29=319=1-4"+0-4>+3-4>+3-4+ 3 = (10333),.

Voidaan myos laskea suoraan 4-jdrjestelméssé, vaikkapa katsoen yhteen- ja kerto-
taulukosta Taulukko [3l Silloin vanhalla tutulla “alekkainlaskulla’:

(131)4
(23)4 (23)4
(131), (1113),
(220), (322),

(10333).
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1+1=2 |1-1=1
1+2=3 |1-2=2
1+3=10|1-3=3
24+2=1012-2=10
24+3=11]2-3=12
3+3=12|3-3=21

Taulukko 3: 4-jirjestelmén yhteen- ja kertolaskutaulu

11.3 Suurin yhteinen tekija (syt) ja Eukleideen algoritmi

Mairitelmi 11.3.1 Olkoot aq, .. ., a,, € Z lukuja, joista ainakin yksi ei ole nolla.
Lukujoukon {ay, ...,a,} suurin yhteinen tekijii (greatest common divisor, gcd)
d = syt(ay,...,a,) on suurin luku d € N, jolle d | q; kaikillai = 1, 2, ..., n.
Ehtomuotoisena ilmauksena timéi on

syt(ag,...,a,) =max{k € Z : k| a; kaikillai = 1,2,3,...,n }.

Mikaili syt(a,b) = 1, lukuja a ja b sanotaan keskendicin jaottomiksi tai suhteellisiksi
alkuluvuiksi (relatively prime, coprime).

On ilmeisti, ettd syt(a,b) on lukujen a ja b sellainen yhteinen tekijé, joka on po-
sitiivinen ja jaollinen kaikilla ndiden lukujen yhteisilld tekijoilld. Suurin yhteinen
tekijd voidaan siis karakterisoita myos ndin:

Lause 11.3.2 Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on erisuuri kuin
0, ja olkoon d positiivinen kokonaisluku. Silloin d on lukujen a ja b suurin yhteinen
tekijd, jos ja vain jos seuraavat kaksi ehtoa toteutuvat:

1. d|ajad]|b,ja
2. josc|ajac]b,niinc|d.

Huomautus 11.3.3 Kiytinnossd syt voidaan méadrittdd

(a) etsimdlld lukujen a ja b yhteiset tekijét ja valitsemalla niistd suurin.

4=2.2

12_2.2.3} = syt(4,12) =2-2=4.

(c) jakoalgoritmilla, kuten Eukleideen algoritmilla.
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Lause 11.3.4 (Eukleideen algoritmi) Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja

ja olkoon a > b. Jos b | a, niin syt(a,b) = b. Jos b 1 a, sovella toistuvasti
jakoyhtiloa:
= bgy+1r9, 0<ryg<bd
b = roq1+71, 0< 1 <1
ro = Tiga+12, 0 <19 <1y
o= 7r2q3+ 13, 0 <13 <71y,

Prosessi péittyy, kun saadaan jakojadnnos 7,11 = 0. Tamin tdytyy tapahtua da-
relliselld madralld askelia, ts. jollekin kokonaisluvulle n on

Tn—2 = Tn-1Gn + Tn, 0<r, <rp_
Tne1 = TnQn+1 + 0.
Viimeisti edellinen jakojdénnos r,, = syt(a, b).
Eukleideen algoritmin muodostaa ketju perdkkiisid jakolaskuja, joissa jaettavana

on edellinen jakaja ja jakajana edellinen jakojddnnos. Ketju piittyy, koska jako-
jaannokset r; muodostavat alenevan ei-negatiivisten kokonaislukujen jonon:

b>rg>r1>rg>...>r, >rp =0.

Eukleideen algoritmista voidaan paétella:

Lause 11.3.5 Jos a ja b eivdt molemmat ole nollia, niin syt(a, b) on aina olemassa
ja on yksikdsitteinen.

Kirjataan vield joitakin suurimman yhteisen tekijdn perusominaisuuksia, mm. lii-
tanndisyys ja lineaarikombinaatioesitys.

Lause 11.3.6 Lukujen suurimmalle yhteiselle tekijidlle pétee aina, kun syt on

madritelty:

1) syt(a + bm,b) = syt(a,b) (kidy Eukleideen algoritmin perusteluun)

2) syt(caq, cag, - -+, ca,) = csyt(ay,ag, - -+, a,) kaikilla ¢ € N.

3) syt(a, ..., an_1,a,) = syt(syt(ay,...,an_1),a,).

4) Jos syt(ay,...,a,) = d, on olemassa sellaiset luvut z1, . . ., x,, ettd
101 + ...+ Tpa, =d.

5)Jos a | beja syt(a,b) = 1, niina | c.
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Lause 11.3.7 Diofantoksen yhtélolla
ar +by =c
on ratkaisu, jos ja vain jos syt(a,b) | c.

Geometrisesti lause voidaan tulkita siten, ettd suora ax + by = c kulkee ainakin
yhden zy-tason verkkopisteen (kokonaislukupisteen) kautta, mikili syt(a,b) | c.
Koska suoran kulmakerroin on rationaaliluku, suora kulkee itse asiassa ddretto-
min monen verkkopisteen kautta.

11.4 Alkuluvut ja tekijoihin jako

Mairitelmi 11.4.1 Luonnollista lukua p > 2 sanotaan alkuluvuksi (prime num-
ber), jos se on jaollinen vain luvuilla -1 ja +p.

Jos alkuluku p on luvun a tekijd, sitd sanotaan luvun a alkutekijéksi. Jos luku a ei
ole alkuluku, niin a on yhdistetty luku (composed).

Esimerkki 11.4.2 Alkulukuja ovat mm. 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, . ..
Luku 1 ei ole alkuluku eiki yhdistetty luku. Luku 2 on ainoa parillinen alkuluku.

Kokonaislukujen joukossa alkuluvuilla on keskeinen asema. Ne ovat yksinker-
taisimpia lukuja, joiden avulla kaikki kokonaisluvut voidaan muodostaa kdyttden

sa todistettava Aritmetiikan peruslause.

Lause 11.4.3 (Aritmetiikan peruslause) Jokainen luonnollinen luku n > 2 on
esitettdvissi (jarjestysti vaille) yksikdsitteiselld tavalla tulona

. a1,.a2 a
n=p;py - p,

missi py, po, . . ., pr ovat alkulukuja ja aq, as, .. ., a, € N.

Titd esitystd kutsutaan luvun n kanoniseksi esitykseksi tai alkutekijdesitykseksi.
Lause 11.4.4 (Eukleideen lause) Alkulukuja ddrettdmin monta.

Lause 11.4.5 (Dirichlet’n lause arvoilla « = 3 ja b = 2) Muotoa 3n + 2 olevia
alkulukuja on dédrettdmin monta.

Alkulukuja on siis ddrettdmén paljon, mutta suurten lukujen joukossa niitd on yhi
harvemmassa. Jokainen alkuluku (paitsi 2 ja 3) on muotoa 6 + 1, mutta kaikki
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nimi eiviit ole alkulukuja. Vuonna 1960 suurin tunnettu alkuluku oli 23217 — 1, v,
1989 jo 391581 - 2216193 1 ja v. 2001 jo 2'3465917 — 1 Nykyisen tilanteen ja paljon
muuta infoa saa osoitteesta

http://www.utm.edu/research/primes/largest.html

213466917

Tehtiva 11.4.6 Selvitid kuinka monta numeroa on luvun — 1 normaalissa

kymmenjirjestelméesityksessa.

Alkuluvut ovat nykyéénkin intensiivisen tutkimuksen kohteena. Monet koodaus-,
salakirjoitus- ja tietosuojausmenetelmit perustuvat siihen, ettd annetun kokonais-
naisluvun jako kestdd nykyéddn noin kuukauden parhaalla tunnetulla ohjelmalla,
joka toimii hajautetun laskennan periaatteella kiyttien hyvéksi satojen tietoko-
neiden joutoaikaa. Kun kéytetdén 155-numeroisia (512 bittid) lukuja, on jakoaika
n. 40 000-kertainen.

Esitetddn lopuksi antiikin kreikkalaisen matemaatikon Eratostheneen kehittima
menetelmé Eratostheneen seula joukon [N| alkulukujen etsimiseksi.

Olkoon a < N mielivaltainen luonnollinen luku. Jos a on yhdistetty luku, silld on
alkutekijoini vain lukuja p, p < v/a < V/N.

Kirjoitetaan luvut 1,2,3,..., N jonoon. Poistetaan ensin joukosta
[N] Iuku 1. Sitten poistetaan kaikki Iuvulla 2 jaolliset paitsi 2, luvulla
3 jaolliset paitsi 3, luvulla 4 jaolliset (turhaa!), luvulla 5 jaolliset paitsi
itse b, jne.

Lopuksi jaavit jiljelle alkuluvut 2 < p < N, ks. Kuvan|19|algoritmi.

Aseta I = [N]; Ip = I\ {1}; alkuluvut = 0;
while (I # 0)

luku = min Iy;

I() = I[) \ (luku * I);

alkuluvut = alkuluvut U {luku};

end

Kuva 19: Eratostheneen seula algoritmina

Alkuehtoista while-silmukkaa toistetaan, kunnes joukko I, on tyhja. Muuttuja
“luku” saa vuorollaan alkulukuarvot 2,3, ..., jotka keritidin joukkoon “alkulu-
vut”. Algoritmi on suoraviivainen, mutta kdytinnossi raskas toteuttaa.
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Esimerkki 11.4.7 Yhdistetylle luvulle N = 48 on v/N < 7, joten alkutekijoiti
ovat vain luvut 2, 3 ja 5 < 7. Seuraavassa on alleviivattu kaikki lukua N = 48
pienemmit alkuluvut:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

11.5 Kongruenssi

Miiéritelmi 11.5.1 Olkoot m € Nja a, b € Z. Talloin a on kongruentti luvun b

kanssa modulo m, jos
m | (a —b).

Kongruenttisuutta merkitdén a = b (mod m). Jos taas m t (a—b), sanomme, ettid
a on epdiikongruentti luvun b kanssa modulo m, ja titd merkitddn a Z b (mod m).
Luku m on moduli.

Esimerkki 11.5.2 Jakoyhtilon ja kongruenssin yhteys: Jos n = gm + r, niin
m | n—relin=r(modm).Josm | n,niin n = 0 (mod m) ja kddntden.
Esimerkki 11.5.3 1) 627 = 427 (mod 10), koska 10 | 627 — 427.

2) 31 = —9 (mod 10), koska 10 | 31 + 9.

3) 7 # 5 (mod 10), koska 10 ei jaa lukua 7 — 5.

4) 7 = 5 (mod2). Yleensikin parittomat luvut ovat keskendén kongruentteja
mod 2.

5) a = b (mod 1) on voimassa jokaisella a, b € Z.

Kongruenssi merkittavi paitsi algebrallisesti, my0s relaatio-opillisesti, silld se on
ekvivalenssi, ks. tarkemmin Luvut [5ja

Lause 11.5.4 (Kongruenssi on ekvivalenssirelaatio) Olkoon m € N ja olkoot
a, b, ¢ € Z. Talloin “olla kongruentti” on ekvivalenssirelaatio joukossa Z:

1. a = a (modm) kaikilla a € Z. (refleksiivisyys)
2. Jos a = b (modm), niin b = a (mod m). (symmetrisyys)

3. Josa = b(modm)jab= c(modm),niina = ¢ (modm) (transitiivisuus)
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Lause 11.5.5 Kongruenssille on voimassa:

1. Josa =0b(modm) jac=d(modm),niin atc = b+d (mod m).
2. Jos a; = b; (modm) kaikillai = 1, ..., n, niin Zai = Zbi (modm).
i=1 i=1

3. Jos a = b (modm), niin a+c = b+c (mod m) jaja ac = bc (mod m).

4. Jos a = b (modm) jac=d (modm), niin ac = bd (modm).

n n

5. Jos a; = b; (modm) kaikillai = 1, ..., n, niin Hai = Hbi (modm).
i=1 i=1

6. Jos a = b (modm) jan € N, niin a” = b" (mod m).

7. Jos a = b (mod m) ja polynomi P(z) = a,z™ + ...+ a1 + ag on koko-
naislukukertoiminen, niin P(a) = P(b) (modm).

Transitiivisuuden
Josa =b(modm)jab=c(modm),niina = ¢ (modm)

nojalla voidaan kirjoittaa kongruensseja yhteen: a = b = ¢ (modm), mikili
kaikki luvut a, b, c ovat kongruentteja saman luvun kanssa modulo m.

Esimerkki 11.5.6 Miki on jadnnos, kun luku
N :=18%.13°5 +20*. 107

jaetaan luvulla 11, ts. mik# on pienin z > 0, jolle N = x (mod 11)?
Ratkaisu. Perustele itse seuraava laskeskelu:
Koska 18 = —4 (mod 11), on 18% = (—4)> = 16 = 5 (mod 11).

Koska 13 = 2 (mod 11), on 13* = 8 = —3 (mod 11), ja siten 13° = (-3)? =
9=—-2(mod11).

Koska 20 = —2 (mod 11), on 20* = (—2)* = 5 (mod 11).
Koska 10 = —1 (mod 11), on 107 = (—1)" = —1 (mod 11).
Siis N=5-(=2)+5-(—1) = —4 =7 (mod 11). Jdénnos on siis 7.

Kongruenssin jakaminen luvulla onnistuu suoraan vain erikoistapauksessa:
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Lause 11.5.7 Kun a, b, ¢ € Z, niin
[ac = be (modm) A syt(e,m) =1] = [a=b(modm)]. (16)

Todistus. Koskam | ac—be,on m | ¢(a—b). Koska syt(m, c) = 1, on vilttdmittd
m|a—belia=b(modm). m

Huomautus 11.5.8 Lauseen [11.5.7|ehto syt(c,m) = 1 on vélttiméton, silld esi-
merkiksi 22 = 16 (mod 6), mutta 11 # 8 (mod 6).

Supistussddnnon yleisempi muoto on:

Lause 11.5.9 Jos a, b, c € Z, niin

[ac = bc (modm)] = [azb (mod%)]. (17)

Todistus. Koskam | ac—bc, on m | ¢c(a—0b). Merkitddn d := syt(c,m), m = kid,
¢ = kod. Télloin on syt(ky, ko) = 1. Edelleen, koska kid | kad(a — b), my0s
ki | ka(a — b) Koska syt(ki,ke) = 1,0on k; | (a —b) jasiis a = b (mod k).
Mutta k; = 2, missd d := syt(c, m), joten viite tulee todistetuksi. m

Lukujen kongruenssnn liittyvit jadnnosluokat ekvivalenssiluokkien kautta. Muis-
tamme, ettd jokainen luku a € 7Z voidaan esittdd muodossa

a=qm-—+r,
missd 7 on jokin luvuista 0,1,2,...,m — 1. Luku r oli Iuvun a pienin ei-
negatiivinen jddnnos modulo m.

Kaikki kokonaisluvut jakautuvat ekvivalenssiluokkiin sen mukaan, kuinka suuri
tdmd jaannos on. Koska kyseessd on ekvivalenssin lisdksi kongruenssi, puhumme
kongruenssiluokista mod m.

Merkitdidn esimerkiksi (0) = lukujoukkoa, joiden jaénnos modulo m on 0, (1)
joukkoa, joiden jddnnos on 1, ..., (m—1),  niité, joiden jadnnos on m — 1.

m

Esimerkki 11.5.10 Kun m = 4, saadaan jadnnosluokat

0, = {...,—8-4,0,4,8,...}
1, = {..,-7,-3,1,5,9,...}
@), = {. ~2,2,6,10,...}
3), = {. ~1,3,7,11,.. .}

Yleisesti on
(r), ={ae€Z]|a=r(modm)}.
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11.6 Lineaarinen kongruenssiyhtilo

Tarkastellaan yhden muuttujan lineaarista kongruenssiyhtilod
ar = b (modm).

Talla yhtdlolld voi olla ratkaisuja, jopa ddrettomasti, tai ei ollenkaan, riippuen siind
esiintyvien lukujen keskindisistd suhteista.

Esimerkki 11.6.1 a) Esimerkiksi yhtdlon
2z =5 (mod 3)

ratkaisuina ovat ainakin luvut 1, 4, 7 ja 10. Itse asiassa, jos z = 1 (mod 3), niin
silloin 2z = 2 = 5 (mod 3) eli kaikki sellaiset luvut = ovat ratkaisuja. Niin kaikki
kongruenssiluokan (1), (ykkosen midraima kongruenssiluokka modulo 3) alkiot
ovat ratkaisuja yhtilolle 2z = 5 (mod 3).

b) Toisaalta yhtélolla
20 =5 (mod4)

ei ole yhtéddn ratkaisua, silld pariton luku 2x—5 ei ole jaollinen neljalla.

¢) Yhtilolla

22 =4 (mod 6)
on ratkaisuina ainakin luvut 2, 8, 14, 20 ja —1, 5, 11, 17. Itse asiassa kongruenssi-
luokat (2) ja (5), ovat ratkaisuja.

Todistamatta esitetdin ratkeavuudelle aluksi yksinkertainen erikoistapaus:

Lause 11.6.2 Olkoon m € N ja olkoot a, b € Z sellaisia, ettd syt(a,m) = 1.
Tilloin kongruenssin
ax = b (modm)

ratkaisujoukko { z € Z | ax = b (modm) } koostuu tasan yhdestd kongruens-
siluokasta (mod m), ts. on olemassa zo € {0,1,2,...,m—1} jonka avulla saa-
daan koko ratkaisujoukko

(xo),, ={xo+km |keZ}.

Esimerkki 11.6.3 Ratkaistaan kongruenssiyhtilo 26z = 2 (mod 15).

Ratkaisu. Koska syt(26,15) = 1, on kongruenssiyhtilslld Lauseen mu-
kaan yksikisitteinen ratkaisu, ja se on erids kongruenssiluokka (), 5 (siis modulo
15). Yksi ratkaisu xy voidaan etsid kokeilemalla lukuja 0, 1, ..., 5, 7 =: x(. Siis
ratkaisujoukko on kongruenssiluokka (7),. = {7+ 15k | k € Z }.
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Tehtivi 11.6.4 Ratkaise kongruenssiyhtilo 58z = 2 (mod 33).

Esimerkki 11.6.5 Ratkaise kongruenssiyhtilo 58z = 2 ( mod 32).
Ratkaisu. Nyt ei voida suoraan kayttdd Lausetta [I1.6.2] Mutta voidaan muokata
yhtiloa: erddlld k € Z on:

58z =2 (mod32) <« 5H58xr—2=32k & 29z —1 =16k
&< 29z =1 (mod 16).

Mutta tille yhtéipitiville kongruenssille on syt(29, 16) = 1, joten Lauseen
mukaan ratkaisuna on tasan yksi kongruenssiluokka (z),,. Esimerkiksi kokei-
lemalla ndhdédédn luku zy = 5 ratkaisuksi. Siis myos alkuperdiselld yhtdlolld on
ratkaisuna

(5),s = {5+ 16k | k € Z}.

Yleinen tulos perustuu syt:n ja yhtdlon oikean puolen vakion keskindiseen jaolli-
suuteen.

Lause 11.6.6 Olkoon m € N, a,b € Zjad := syt(a,m).

a) Kongruenssiyhtdlolla
ax = b (modm)

on ratkaisuja jos ja vain jos d | b.

b) Jos xy on yhtilon eris ratkaisu, niin tdydellinen ratkaisujoukko on

{zo+ k% |EeZ} = (20)

a3

Tehtiva 11.6.7 Ratkaise
a) 60x = 20 (mod 45).
b) 60z = 30 (mod 45).
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12 SUUNTAAMATTOMAT VERKOT

Perinteisti verkkojen sovellusaluetta ovat olleet maantieteellisiin verkkoihin ku-
ten tiesto ja vesistd, sdhkoisiin verkkoihin kuten puhelinverkko ja sdhkonsiirto-
verkko sekd materian virtaukseen putkistossa liittyvit ongelmat. Uudempia verk-
koina esitettdvissd olevia struktuureja ovat mm. integroidut piirit ja mikroproses-
sorit, tietokoneohjelman vuokaaviot, yrityksen henkilstostruktuurit, tietopankit
ja vaikkapa kansallisen tai koko maailman talouseldmin rakenne. Modernin tek-
nologian riped kehitys on, paitsi tuonut lisdd verkkojen avulla ratkaistavia ongel-
mia, my0s mahdollistanut yhd laajempien perinteistenkin ongelmakokonaisuuk-
sien késittelyn nopeasti, tehokkaasti ja halvalla.

Tassd luvussa tarkastellaan suuntaamattomia verkkoja, Luvussa [13] suunnattuja
verkkoja ja Luvussa|l14] yhteisesti verkkojen isomorfisuutta ja tasoverkko-ominai-
suutta sekd lyhyesti esimerkkien valossa painotettujen verkkojen ongelmia.

12.1 Suuntaamattoman verkon mairittely

Suuntaamaton verkko soveltuu sellaisten struktuurien malliksi, joissa materia tai
informaatio voi liitkkua kahta kohdetta yhdistidvéssa vélineessda kumpaan suuntaan
tahansa. Tétd varten kidytimme karteesisen tulon asemasta jérjestiméttomii pare-

ja.

Mairitelmi 12.1.1 Joukon X ei-jdrjestetty tulo itsensd kanssa on sen jdrjesti-
mittdmien parien {a;, as} joukko

X&X = {{al,ag} | ai,ay € X}.

Huomautus 12.1.2 Jirjestimiton pari {a;, a2} € X & X ei tarkasti ottaen ole
joukko, silld kukin {a;, a;} on jérjestiméton pari, mutta joukkonahan siini olisi
vain yksi alkio.
Karteesisen tulon ja jarjestiméttomén tulon ero voidaan ilmaista seuraavasti: jou-
kossa XxY

[(al, bl) = (ag, bg)] ~ [Cbl = Q9 ja b1 = bg],

mutta joukossa X & X

[{a1,a2} = {as,as}] < [(a1 = azjaas = ay) tai (a; = agjaas = az)].

Madritelmé 12.1.3 Kolmikko (X, £, ¥) on suuntaamaton verkko eli graafi ((un-
directed) graph, multigraph), jos X # () ja E ovat joukkojaja ¥V : £ — X & X
on kuvaus. Suuntaamattoman verkon yhteydessi kédytetddan nimityksid
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solmu (vertex, node) = joukon X alkio
kaari tai véli (edge, link, arc) = joukon E alkio
vastaavuuskuvaus (incidence mapping) = funktio ¥

Esimerkki 12.1.4 Olkoot X = {131, T, Ig}, E= {61, €9, €3, 64} ja

U(er) = V(ex) = {a1, 23}, Wles) = {a1}, V(eq) = {a1, 22}

Silloin kolmikko G := (X, E, ¥) on suuntaamaton verkko, jossa on solmut z,
To ja xs3, kaaret eq, eq, e3 sekd ey sekd vastaavuuskuvauksena W, ks. Kuva

L [ ‘. | i
l’.l - r.'||..1|]| - ‘.‘.-||
X s
e -
2 R oY
52 = | )
LR - .‘.-1
&, 1 |l il L S
'1 52 = |
gt
~ Faa e 1 i
2y ity = 4Ky

Kuva 20: Esimerkin [12.1.4] verkko osina

Miiritelméa 12.1.5 Jos U(e) = {x, y}, solmut z ja y ovat kaaren e pqiitd tai peidi-
tesolmuja ja kaari e yhdistdd solmut x ja y. Sanotaan myos, ettd kaari e liittyy
solmuihin z ja y ja vastaavasti solmut x ja y liittyvit kaareen e. Kaksi solmua ovat
vierekkdisid (adjacent), jos ne ovat saman kaaren pditd. Kaksi kaarta ovat rin-
nakkaisia, jos niilld on yhteiset pédidtesolmut, ja vierekkdisid, jos niilld on ainakin
yksi yhteinen pii. Jos U(e) = {x, x}, on e silmukka tai luuppi. Talloin merkitdin
lyhyesti ¥(e) = {x}. Solmun x € X asteluku (degree) on

do(z) =#{ec€ E|V(e)={z.yty# o} +2-#{e€ E|¥(e) = {z}},

ts. niiden kaarien lukuméérd, joilla on péddnd z, kun silmukat lasketaan kahdesti.
Solmu = € X on erillinen tai eristetty (isolated), jos dg(z) = 0, ts. jos se ei ole
minkédédn kaaren paa.

Tehtava 12.1.6 Selvitd ylld kuvattuja asioita Esimerkin [12.1.4] verkosta.

Havainnollisempia verkon esitystapoja 16ytyy Luvusta [12.4]
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12.2 Suuntaamattoman verkon ominaisuuksia

Mairitelmé 12.2.1 Suuntaamaton verkko (X, £, ¥) on

o surkastunut eli degeneroitunut, jos E = ().
e ddrellinen, jos joukot X ja E ovat ddrellisid, muutoin ddreton.
e tdydellinen, jos jokaisen solmuparin x # y vililld on ainakin yksi kaari.

e yksinkertainen, jos siini ei ole silmukoita eikd rinnakkaisia kaaria.

Huomautus 12.2.2 a) Jokaisesta verkosta saadaan tidydellinen lisdamalld puuttu-
vat kaaret, samoin verkosta saadaan yksinkertainen poistamalla silmukat ja liiat
rinnakkaiset kaaret.

b) Yksinkertaisessa verkossa solmupari {z, y} ja niitd yhdistivi kaarie = U1 ({z, y} |}
usein samaistetaan ja puhutaan lyhyesti kaaresta e ~ {x, y}.

Lause 12.2.3 Jos G = (X, E, V) on &érellinen suuntaamaton verkko, niin

8) Y,ex do(x) =2 #E.
b) asteluvultaan parittomien solmujen lukumééri on parillinen.

Todistus. a) Jos kaaria on yksi, on kahden solmun asteluku 1 tai yhden asteluku 2.
Jos kaaria on n kappaletta, yhden lisddminen nostaa astelukujen summaa kahdella.

b) Kohdan a) mukaan

2 HE =D de(x)= Y de(x)+ D dalw),

zeX dc(x) parillinen dg(z) pariton
joka on parillinen luku. Parillisasteisten solmujen astelukujen summa on parilli-

nen, joten parittomia termejd on oltava parillinen maara. O

Esimerkki 12.2.4 Esimerkin|12.1.4|verkossa G = (X, E, V) oli X = {z1, 22, 23} ]|}
E - {ela €92, €3, 64} ja

Uler) = W(ez) = {ar, x5}, Wies) = {ar}, V(ea) = {z1, 22}

Verkko G ei ole yksinkertainen, silld siind on silmukka, tai siksi, ettd solmuja z;
ja x3 yhdistdd kaksi kaarta. Verkko G ei ole tiydellinen, silld solmuja x5 ja x5 ei
yhdistd mik#dn kaari. Solmu z; on astetta 5 ja dg(z3) = 2.
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12.3 Suuntaamattoman verkon aliverkko

Mairitelmé 12.3.1 a) Verkko G’ = (X', £/, ¥’) on verkon G = (X, £, V) ali-
verkko (merkitidin G’ C (), jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

D 0#X CX,
2) E' C E,
3) U(E) CX &X' jal = U|E.

Jos G’ C G on aliverkko ja lisiksi £/ = U~}(X’ & X'), niin G’ on solmujoukon
X' virittiimd aliverkko.

b) Verkon G = (X, E, V) diagonaali on joukko Ax := {{z,2} | v € X}.
Verkon G komplementti on verkko G := (X, F,T"), missi
Fi= (X&X)\ (¥(E) UAx)
jal': FF— X & X on identtinen kuvaus.
Huomautus 12.3.2 a) Aliverkko G’ C G on solmujoukon X’ virittdma jos ja vain

jos F' sisdltdd taismélleen solmujoukkoon X' liittyvit verkon G kaaret.

b) Verkon komplementti on yksinkertainen verkko. Tdydellisen verkon komple-
mentti on surkastunut verkko. Verkosta saadaan yksinkertainen ottamalla sen
komplementin komplementti.

Esimerkki 12.3.3 Esimerkin|12.1.4|verkossa G = (X, E, V) oli X = {z1, 22, 23} ]|
E - {ela €2, €3, 64} ja

U(er) = W(ez) = {1, 23}, Wles) = {a1}, Wles) = {1, 22}
Sen aliverkkoja ovat esimerkiksi G’ = (X, £/, V), kun
a) X' = {ZL’l, ZE2,$3}, E = {64} ja ‘1//(64) = {I1,$2}.
b) X' = {171, ZL'3}, E = {627 63}, \111(62) = {ZEl,ZEg}ja \I//(63> = {Il'l}
Solmujoukon X' := {x,z3} virittdméin aliverkkoon on otettava kaikki néihin
liittyvit kaaret, joten on oltava E' = {ey,eq,e3}, V'(ey) = V(ey) = {x1, 23},
U'es) = {21} ja V'(es) = {w1, 22}
Verkon GG komplementin kaaret ovat

F=(X&X)\ (¥(E)UAx) = {{z2,23}}.
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12.4 Suuntaamattomien verkkojen esitystapoja

Tilanteesta riippuen on hyodyllistd kyetd kuvaamaan verkkoja toisaalta jollakin
havainnollisella, toisaalta jollakin matemaattiseen manipulointiin ja mekaaniseen
kisittelyyn sopivalla tavalla. Adrellinen suuntaamaton verkko G = (X, E, ¥) voi-
daan esittdd mm. luettelona, kaaviona tai matriiseina.

1. Luettelo siséltdd solmujen ja kaarten joukot sekéd vastaavuuskuvauksen:

solmut X =A{zy,z9,...,2,}
kaaret E={ey,eq,...,en}
vastaavuus  V(ey) = {xp,, 21, }, - -, Yiewm) = {zk,,, v, }

vrt. Esimerkki 12.1.4]

2. Kaavioesitys on geometrinen kuvio, jossa solmuja vastaavat 2- tai 3-ulotteisen
avaruuden pisteet ja kaaria geometriset kaaret, jotka eivit kosketa toisiaan (muu-
alla kuin yhteisessd péddtesolmussa). Solmupari x, y yhdistetdédn piirtimalld kaikki
niitd yhdistavit kaaret e;, joille W(e;) = {z,y}. Télloin pisteiden lukumaird =
#X ja kaarien lukuméaiara = #F. Jos verkko on mahdollista esittdd tasossa niin,
etteivit kaaret leikkaa toisiaan, on kyseessd tasoverkko, muutoin avaruusverkko.
Jokainen #irellinen verkko voidaan esittid kaaviona avaruudessa R? (ks. Luku
[14.2)). Kuva 21| esittdd Esimerkin [12.1.4] verkkoa tasoverkkomuodossa.

Kuva 21: Esimerkin [12.1.4] verkko tasokaaviona

3. Yhteysmatriisi (adjacency matrix) Mg = (aij)nxn muodostetaan asettamalla

Q5 1= #(\Ij_l({xi’xj}))a Z.aj € [n]

Luku a;; on solmuja z; ja z; yhdistdvien kaarten lukumiérd. Suuntaamattoman
verkon yhteysmatriisi on symmetrinen. Esimerkin [I2.1.4] verkon yhteysmatriisi
on

G 1 Ty o3

T 1 1 2
Mg = (aij)sxs= =2 1 0 0
T3 2 0 0
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4. Vastaavuusmatriisi (incidence matrix) Vi = (bij)mx, muodostetaan asettamal-

la
b 1, jos e; liittyy solmuun z;,
Y1 0, muutoin.

Esimerkin [12.1.4] verkon esitys on

z, (1 1 1 1
Vo= (bij)sxa= z2[ 0 0 0 1

Yhteysmatriisi on matriisiesityksistd yleisimmin kdytetty. Se vie yleensd vihem-
min tilaa kuin vastaavuusmatriisi, ainakin jos kaaria on paljon. Toisaalta vastaa-
vuusmatriisi mahdollistaa rinnakkaisten kaarten erottelemisen. Yhteysmatriisi ei
yksin sovellu painotettujen verkkojen kisittelyyn kuin solmupainojen osalta, kun
taas vastaavuusmatriisiin voidaan lisiti yksi rivi ilmoittamaan kaaripainot ja sara-
ke ilmoittamaan solmupainot, ks. Luku [I5]

12.5 Ketjut ja yhtendiisyys

Tarkastellaan litkkumista verkossa solmusta toiseen pitkin peridkkéisten kaarten
muodostamia jonoja.

Miiritelmé 12.5.1 Olkoon G = (X, E,¥) ddrellinen suuntaamaton verkko.
Kaarivektori ¢ = (e, €9, ..., ¢e,) € E™ on verkon G ketju, jos

1) e; # e, kaikilla ¢ # j,
2) on olemassa solmuvektori (solmujono) (xg, x4, ..., z,) € X", jolle

\I](€Z> = {Ii_l,l’z‘}, 1€ [n]

Jos kaarivektori ¢ toteuttaa ehdon 2), sitd sanotaan kaarijonoksi. Jos ¢ on ketju
verkossa (7, sanotaan, etti ¢ kulkee solmujen x; kautta; tilloin kdytetdan merkintad

(e1,€9,...,6n) ~ (o, T1,Tay ..., Tp).

Solmu z( on ketjun alkupdd ja x,, sen loppupdd; titd merkitddn ro — z,. Jos
xo = T, on ketju suljettu, muutoin avoin. Jos x; # x; muilla indekseilld paitsi
mahdollisesti zyp = x,,, on ketju yksinkertainen. Ketjun ¢ pituus on luku |c| :=
kaarien lukuméérd n. Ketjun kaarten joukkoa merkitidin

<ec>={epeq,...,6,}.
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Ketju ¢ = (f1, f2,..., fm) on ketjun ¢ = (eq,eq,...,€,) aliketju (merkitddn
d C ¢),josjollekin i € [n —m + 1]

d = (6i7 Citrly .- 7€i+m—1)'

Aliketju ¢’ on aito aliketju, jos ¢’ # c. Kaarijonolle kiytetddn vastaavia nimityksii
Jja merkintgja.

Huomautus 12.5.2 a) Jokainen ketju on mééritelmdn mukaan kaarijono. Kaari-
jono voi sisdltdd saman kaaren useammin kuin kerran, jolloin se ei ole ketju. Kaa-
rijonolle voi olla

lc| ># <c>.
b) Kun on annettu ketjun alku- ja loppupiit x( ja x,, ketju miirdd solmujonon
(xo, 1, ..., x,) yksikisitteisesti. Jos on annettu vain kaaret, esimerkiksi
Uley) =V(ey) =...=¥(e,) = {x,y},

on ketjun aikaansaamiseksi kiinnitettdvi jonon alku- tai loppupéi.
Esimerkki 12.5.3 Olkoot

X - {x07I17x27x37x4}7
E {61762763764}7
Y . {fEO,fIfl},{x1,$3},{$3,$4},{x4,$1}.

Kaarijono ¢ := (ej, €9, e3,€4) on ketju alkupédidnid xy ja loppupédini x;. Ketju
kulkee solmujen z¢, x1, 3, x4 ja x; kautta ja sen pituus |c| = 4. Ketju ei ole
suljettu eikd yksinkertainen. Kaarijono (e, e3, e4) on yksinkertainen suljettu ket-
ju alku- ja loppupiéni solmu x;. Kaarijono (e, ez, e3) on avoin yksinkertainen
ketju zp — x4. Lisdksi se on ketjun c aito aliketju. Kaarijonot (eq, es,€5) ja
(€2, €3, €4, €2) eivit ole ketjuja; (e, e3) ei ole edes kaarijono. Mikddn kaarijono
ei kulje solmun z, kautta.

Joskus on tarpeen pelkistda ketjuja:

Lause 12.5.4 Olkoon G = (X, F, V) direllinen suuntaamaton verkko, =, y € X
ja c ketju z — y. Silloin on olemassa yksinkertainen ketju x — ¥, joka voidaan
valita niin, ettd se sisdltdd vain ketjun c kaaria.

Todistus. Harjoitustehtdva.
Vihje: lyhin ketjun c kaarista koostuva ketju on yksinkertainen. O
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Lause 12.5.5 Jos G = (X, E, V) on dérellinen suuntaamaton verkko, joukko
S :={(z,y) € XxX | z = y tai on olemassa ketju x — y }
on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Selvistikin S on relaatio joukossa X.

1) (refleksiivisyys) Joukon S maédrittelyn perusteella xSz kaikilla x € X.
2) (symmetrisyys) Olkoon xSy. Tilloin joko

a) x =y, jolloin y = x ja ySwz, tai
b) x # y, jolloin on olemassa ketju (ey,...,e,) alkupdini z ja loppu-
pédnd y. Kaarijono (e,, ..., e;) on silloin ketju y — x.

Siis joka tapauksessa y.Sx.

3) (transitiivisuus) Olkoot xSy ja yS'z. Jos x, y, z eivit ole kaikki eri solmuja,
on asia selvi. Oletetaan, ettd = # y # z # x. On siis olemassa ketjut

c=(er,e,...,6,) ~ (T =20, T1,...,Tn =7Y),

d: (f17f27---7fm) ~ (y:y07y17---7ym:'z)-
Tarkastellaan kaarijoukkoja < ¢ > ja < d >.

a) Jos < ¢ > N < d >= 0, kaarijono (e1, €a, ..., €n, f1, f2,-- -, fmm) ON
ketju pdinddn solmut x ja z, ja siten xS5'z.

B3) Jos taas < ¢ > N < d ># (), olkoon e;, ensimmiéinen ketjun c¢ kaari,
joka on myos ketjussa d. Olkoon j € [m] indeksi, jolle e, = f;. On
kaksi mahdollisuutta: z;,_1 = y;_; tai xp_; = y;. Jos 41 = yj_1,
kaarijono

(e1,€2,. . k-1, [, fix1, s fm)
on ketju x — 2. Jos taas x,_; = y;, niin jattdmalld edellisestd pois
kaari f; saadaan ketju

(617627 ceey €k, fj+1’ B fm)7
jonka piit ovat x ja z.

Siis joka tapauksessa x.5'z.
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Miiritelmi 12.5.6 Adrellisen suuntaamattoman verkon G = (X, E, ) yhte-
ndiiset komponentit ovat ekvivalenssiluokkien S(z), x € X, virittimit aliverkot.
Verkko on yhtendinen, jos silld on vain yksi yhtenidinen komponentti.

Huomautus 12.5.7 a) Lauseiden ja mukaan verkon G = (X, E, ¥)
solmujen ekvivalenssiluokat S(x) muodostavat joukon X osituksen. Kukin osi-
tuksen alkio virittdd aliverkon, yhtendisen komponentin, joka on itse yhtendinen
verkko (harjoitustehtivd). Yhtendiset komponentit ovat siind mielessi erillisid, et-
td komponentista toiseen ei ole kaarijonoja.

b) Verkko G = (X, E', ¥) on yhtendinen jos ja vain jos S(z) = X kaikillaz € X,
eli tdismaélleen silloin, kun jokaista solmuparia  # y kohti on olemassa ketju pdina
xrjavy.

Yhteniisyyden testaus. Verkon yhtendisyyttid voidaan tietenkin testata samaan
tapaan kuin lasketaan relaation transitiivinen sulkeuma. Monissa verkkoalgorit-
meissa on osana verkon (tai sen aliverkkojen) yhtendisyyden testauksia, joten
sithen on syytd olla kdytettdvissd nopea menetelméd. Hyvid menetelmid ovat nk.
depth-first- ja breadth-first-menetelmiit, joiden etuna on se, ettd niitd voidaan so-
pivasti modifioituina kdyttdd moniin muihinkin ongelmiin. Edellisessé 1dhdetéién
yhdesti solmusta muodostamaan ketjua niin, ettei vierailla missidin solmussa kuin
kerran; kun joudutaan umpikujaan, palataan edelliseen risteykseen ja tutkitaan
seuraava reitti jne. Jilkimmdiisessd taas ldhdetddn yhdestd solmusta ja edetdén
kaikkia siitd ldhtevid ketjuja, seuraavista solmuista taas kaikkia jne. Verkko on
yhtendinen, jos ndin tullaan vierailleeksi kaikissa solmuissa (harjoitustehtdvid).

Syvyys- ja leveysalgoritmit. Tarkastellaan depth-first ja breadth-first algoritmeja
esimerkin kautta. Téssd tarkoitus on selvittdd niiden avulla onko verkko yhtenéi-
nen.

Esimerkki 12.5.8 Olkoon G = (X, E, V) verkko annettuna Kuvion 22| avulla.
Kun on selvitettivind verkon yhtendisyys, riittdd valita mikéd tahansa ldahtosol-
muksi. Siispd ldhdetdédn litkkeelle solmusta 1 ja vield sovitaan valintatilanteissa
valittavaksi aina numeroltaan pienin solmu. Nyt depth-first algoritmilla vierail-
laan solmuissa seuraavasti:

1341221218981 11[81243]6[31]75([7]10[7 1]
Breadth-first taas toimii seuraavasti (vrt. Kuviot[23)):

1: [3[4 611, [7[5 1011, [9 [8 [1111], [12 [2]]
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Kuva 23: Depth- ja breadth-menetelmit Esimerkin [12.5.8] verkossa

Verkko on siis yhtendinen. Kun jatetddn kayttamittomiksi jadneet kaaret pois, saa-
daan verkolle virittivit puut (ks. Luku[I2.9); itse asiassa solmun 1 virittimén yh-
tendisen komponentin virittdvit puut haettuina néilld menetelmilld. Nédin saadaan
selkeimmiit Kuviot

1"

Kuva 24: Menetelmit tuottavat Esimerkin [2.5.8] verkolle virittavit puut
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Kaksiyhteniisyys ja jakavat solmut. Joskus tarvitaan tavallista yhtendisyyttid
vahvempia ominaisuuksia. Jos esimerkiksi tietoverkko rakennetaan vain yhtendi-
seksi, voi yhden solmun poistuminen kidytostd kaataa systeemin.

Miiritelmé 12.5.9 Verkon solmua, jonka poisto epidyhtendistidd alunperin yhte-
ndisen verkon, sanotaan jakavaksi tai leikkaussolmuksi (articulation node, cut-
vertex).

Mairitelmi 12.5.10 Yhtendinen verkko on kaksiyhtendinen (biconnected), jos
a) siind on yksi tai kaksi solmua, tai

b) siind on vihintiin kolme solmua ja jokaista kolmea eri solmua z, y, 2z kohti
16ytyy ainakin yksi ketju x — z, joka ei kulje solmun y kautta.

Lause 12.5.11 Yhtendinen suuntaamaton verkko on kaksiyhtendinen jos ja vain
jos siind ei ole jakavia solmuja.

Todistus. Harjoitustehtdva. O

12.6 Hamiltonin ketjut

Olkoon G = (X, E, V) tdssid pykildssd suuntaamaton, ddrellinen, yhtendinen ja
yksinkertainen verkko. Jos annettu verkko ei ole yksinkertainen, yksinkertaiste-
taan se poistamalla ylimddrdiset rinnakkaiset kaaret. Tarkastellaan yksinkertaisia
ketjuja, jotka “tdyttdvat” verkon niin, ettd niitd pitkin voi kulkea verkon jokaisen
solmun kautta tdsméilleen kerran. Tillainen ketju voi olla avoin tai suljettu. Jos
verkossa on suljettu Hamiltonin ketju, on siind myds avoin. Tdssid tarkastellaan
lahinnd suljettujen ketjujen olemassaoloa, silld se liittyy olennaisesti mm. kaup-
pamatkustajan ongelmaan.

Mairitelmi 12.6.1 Yksinkertaista ketjua, joka kulkee verkon jokaisen solmun
kautta, sanotaan Hamiltonin ketjuksi. Verkko on Hamiltonin verkko, jos siind on
yksikin suljettu Hamiltonin ketju.

Heti voidaan todeta, ettd ainakin tdydellisessd verkossa on suljettuja Hamiltonin
ketjuja.

Kauppamatkustajan ongelma (travelling salesperson problem). Kauppamatkus-
tajan tdytyy kdydi kiertomatkallaan tdsmilleen kerran kussakin Suomen kaupun-
gissa. Onko tdmai ylipaatddn mahdollista? Jos on, mika on lyhin reitti?

Probleema voidaan pukea matemaattiseen muotoon &ddrellisen suuntaamattoman
verkon avulla: kaupungit ovat verkon solmuja, tiet kaaria ja kuhunkin kaareen lii-
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tetddn vilimatkan pituutta kuvaava painokerroin. Onko ndin muodostuvassa ver-
kossa suljettuja Hamiltonin ketjuja? Miki niistd on lyhin?

Vaatimuksia joudutaan usein kdytinnossi viljentimaiin sallimalla useampi vierai-
lu samassa kaupungissa tai jattamalld jokin kaupunki pois. Suurten verkkojen ky-
seessd ollen on usein ainoa keino turvautua approksimatiivisiin ratkaisuihin. Néi-
td on nykyiin kehitteilld runsaasti ja parhaimmillaan pdéstdédn ratkaisuihin, jotka
poikkeavat oikeasta vain muutaman prosentin verran (ks. Luku 14} s. [I8T).

Triviaali menetelmai. Yleisesti on hankalaa selvittdd, onko verkossa Hamiltonin
ketjuja. Ainoa yleinen menetelmai on triviaali menetelma tutkia kaikki mahdolliset
ketjut. Tdma voidaan tehdd alkaen samaan tapaan kuin depth-first-menetelmaéssi,
eli kulkien ensin niin kauas ldhtdsolmusta kuin pédstidin vierailematta edellisis-
sd solmuissa uudestaan. Jos ndin saadussa ketjussa on kaikki solmut, on saatu
avoin Hamiltonin ketju ja voidaan tarkastaa, voidaanko ketju sulkea. Tarvittaes-
sa palataan edelliseen solmuun ja valitaan toinen reitti jne. Solmuissa vierailuista
pidetdidn kirjaa niin, ettd tiedetdédn, onko kunkin solmun kaikki ldhtésuunnat jo
tarkastettu (harjoitustehtdvi).

Vilttiméttomié ehtoja. Osoitettaessa, ettid verkossa ei voi olla suljettua Hamil-
tonin ketjua, voidaan kiyttdd seuraavia konkreettisia sddntoji, jotka ovat ketjun
olemassaololle viélttiméttomid, tai joita tulee noudattaa ketjua muodostettaessa:

1) Jos verkossa on n > 2 solmua, avoimessa Hamiltonin ketjussa on aina n—1
kaarta, suljetussa n kaarta.

2) Jos solmun x asteluku on 2, niin molemmat kaaret, joiden pididni on x, kuu-
luvat jokaiseen suljettuun Hamiltonin ketjuun.

3) Hamiltonin ketjun mik&én aito aliketju ei ole suljettu.

4) Kun muodostettavana oleva Hamiltonin ketju on kulkenut solmun x kautta,
kaikki muut solmuun z liittyvit kaaret voidaan poistaa; niitd ei nimittdin
endd voi kayttad. Tadma ei tietenkddn koske avoimen ketjun paité.

5) Hamiltonin verkot ovat kaksiyhtendisid (harjoitustehtiva).

Yleisemmin: Verkossa G ei ole suljettua Hamiltonin ketjua, jos poistamalla
k € N kappaletta solmuja ja niihin liittyvit kaaret jdi jiljelle verkko, jossa
on p > k yhteniistd komponenttia.

Esimerkki 12.6.2 Olkoot X = {a,b,c,d, e} ja

E= {{a, ct{a,d}, {d,c},{c,b},{b, e}, {e, c}}
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Osoita, ettd verkossa ei ole suljettua Hamiltonin ketjua, mutta on avoin.

Ratkaisu. Ketju, joka kulkee solmujonon (a,d, ¢, b, ), on eréds avoin Hamiltonin
ketju. On ainakin neljd tapaa todistaa, ettei suljettua Hamiltonin ketjua ole. Ensik-
sikin, kohdan 2 mukaan siihen kuuluisivat kaikki kaaret.

a) Ketjussa on kuusi kaarta, mikd on vastoin kohtaa 1.
b) Aliketju ({c,a}, {a,d}, {d, c}) on suljettu ja aito, mikd on vastoin ehtoa 3.

¢) Solmuun c littyy neljd kaarta, joista kaksi ei ehdon 4 mukaan voi kuulua
Hamiltonin ketjuun.

d) Solmu c on jakava, joten verkko ei ole kaksiyhtendinen.

*Riittivia ehtoja. Esitetidiin joitakin Hamiltonin ketjun olemassaolon takaavia tu-
loksia.

Lause 12.6.3 Olkoon G = (X, F, ¥) suuntaamaton dérellinen, yhtenéinen ja yk-
sinkertainen verkko, jossa on n solmua, n > 3.

a) (Diracin lause) Jos dg(x) > n/2 kaikilla x € X, on verkossa suljettu Ha-
miltonin ketju.

b) Olkoon X = {xy, z9, ..., x,}. Oletetaan, ettd solmut on jirjestetty niin, ettd
kaikilla i € [n—1] on
da(zi) < dg(wig).

Jos jokaiselle k£ < n/2 on voimassa joko dg(zx) > k tai dg(z,—x) > n—Fk,
on verkossa suljettu Hamiltonin ketju.

Todistus. Todistetaan ndytteeksi Diracin lause vuodelta 1952. On helppo osoittaa,
ettd mikd tahansa verkko voidaan tdydentdd Hamiltonin verkoksi lisdéamalla sithen
solmuja ja niistd kustakin kaaret alkuperdisen verkon jokaiseen solmuun. Niitd
lisdsolmuja tarvitaan korkeintaan n kappaletta. Olkoon m € N, pienin miird
solmuja, joiden lisdéminen verkkoon GG antaa tulokseksi Hamiltonin verkon G’ =
(X', B, 0.
Osoitetaan, ettd m = 0. Vastaoletus: m > 0. Jokaiseen solmuun z € X littyy
oletuksen mukaan vihintdin n/2 + m kaarta, joten silld on ainakin nidin monta
viereistd solmua. Olkoon ¢ verkon G’ suljettu Hamiltonin ketju 1 — 2’ — x5 —
. — xy, missd x1, 29 € X jaz' € X'\ X (tarvittaessa uudelleen indeksointi).
Solmut x; ja x5 eivit voi olla vierekkéisid verkossa (, silld muutoin solmua z’ ei
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olisi tarvittu. Jos z,, on solmun z; viereinen, ei z,.; voi olla solmun xz, vieressd,
silld silloin voitaisiin 2’ kiertdd muuntamalle ketjua seuraavasti

Ty — Tp — Tp1 —> ... Ty — Tpp1 — ... — T1.

Titen solmuja, jotka eivit ole vierekkdisid solmulle x5, on vihintdin n/2 + m
kappaletta. Koska myos vierekkiisid on ainakin ndin paljon, olisi solmuja ainakin
n + 2m. Toisaalta solmuja on kaikkiaan n + m. Siis m = 0, joten verkko GG on
Hamiltonin verkko. O
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12.7 Eulerin ketjut

Toinen esimerkki ketjuista, nk. Eulerin ketju, on perdisin kuuluisasta esimerkisti
Konigsbergin sillat, jota voidaan pitdd verkkoteorian alkuna. Olkoon tdsséd pyki-
lissd G = (X, £, V) dérellinen suuntaamaton verkko.

Konigsbergin sillat. Preussilaisen kaupungin Konigsbergin (nyk. Vendjdn Kali-
ningrad) ldpi virtaa Pregel-joki, jossa on perdkkiin kaksi saarta (ks. Kuva[25]).

A
Nt

D

Kuva 25: Konigsbergin sillat 1700-luvulla

Isomman saaren A kautta kulkee joen yli kaksi siltaa, pienemmaén saaren B kautta
yksi. Lisédksi saaria yhdistii toisiinsa yksi silta, yhteensi siis 7 siltaa. Kaupunkilai-
set yrittivdt kauan saada selville, miten tehdd sellainen kivelyretki, jonka aikana
kukin silta ylitetdédn tasan kerran. Lopulta asiaa kysyttiin sveitsildiseltd Leonhard
Eulerilta, joka pian todisti, ettei ratkaisua ole. Eulerin alkuperidinen piittely oli
seuraava: Jos kyseinen retki on mahdollinen, kuinka monta kertaa kévelijd kdy
retken aikana saarella A? Jos hin kdy kerran, kahdesti tai kolmesti, hin kayttii
vastaavasti 2, 4 tai 6 siltaa, joiden toinen péi on kyseiselld saarella. Mutta siltoja
onkin 5! Ongelmaa tutkiessaan Euler tuli samalla keksineeksi verkon kisitteen ja
huomasi, ettd se kelpasi malliksi moneen muuhunkin kdytdnnon ongelmaan.

Mairitelméa 12.7.1 Ketju ¢ = (eq, €9, .., €,) verkossa G = (X, E, ¥) on Eule-
rin ketju, jos {e1, ea,...,e,} = E, ts. jos jokainen kaari esiintyy ketjussa tasan
kerran. Jos verkossa GG on suljettu Eulerin ketju, on G' Eulerin verkko.

Konigsbergin sillat-ongelma voidaan pukea verkkoteorian kielelle seuraavasti: Ol-
koot C' ja D joen rannat (ks. Kuva [26)).

Muodostetaan verkko G, jossa sillat ovat kaaria solmujen A, B, C' ja D vililla.
Kyseinen kivelyreitti vastaisi jotakin Eulerin ketjua (e, e, ..., e7).

Toisin kuin Hamiltonin ketjulle, Eulerin ketjun olemassaololle voidaan antaa tis-
millinen ja konkreettinen karakterisointi.
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ZAN
NV

Kuva 26: Konigsbergin sillat verkkokaaviona

Lause 12.7.2 Olkoon G &érellinen suuntaamaton verkko, jossa ei ole erillisii sol-
muja.

a) Verkossa GG on suljettu Eulerin ketju jos ja vain jos G on yhtenidinen ja
siind el ole paritonasteisia solmuja. Eulerin verkon jokainen Eulerin ketju
on suljettu.

b) Verkossa GG on avoin Eulerin ketju jos ja vain jos G on yhtendinen ja sii-
néd on tdsmilleen kaksi paritonasteista solmua. Jos verkossa GG on yksikin
avoin Eulerin ketju, sen jokainen Eulerin ketju on avoin pédinddn kyseiset
paritonasteiset solmut.

Todistus. Olkoon G = (X, E, V) direllinen suuntaamaton verkko, jossa ei ole
erillisid solmuja.

Olkoon ¢ = (ey,eq,...,¢e,) verkon G (avoin tai suljettu) Eulerin ketju ja

(o, 1, %2, ...,%,) vastaava solmujono. Koska verkossa ei ole erillisid solmuja
ja {e1,ea,...,e,} = E, ketju ¢ kulkee kaikkien solmujen kautta. Tdten G on
yhtenéinen.

Osoitetaan, ettd paritonasteisia ovat vain x ja x,, tai ei kumpikaan. Jos n = 1, on
asia selvd: on kaksi yksiasteista solmua, joita yhdistdd kaari e;. Olkoon n > 2.
Tarkastellaan mielivaltaista solmua z; € {z1,29,..., 2, 1}, T; # Xo, T; # Tp.
Silloin z; ei ole ketjun pdi. Koska

\Ij(ei) = {l'iflymi} ja ‘I’(€¢+1) = {xiaxi+1}7

eli solmua z; vastaa pareittain kaksi kaarta e; ja e;, 1, ja koska {e1, ez, ..., e,} =
E, on dg(x;) parillinen. Paritonasteisia voivat olla siis vain x tai x,,; Lauseen|12.2.3
kohdan b) nojalla molemmat tai ei kumpikaan.
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a) Jos paritonasteisia ei ole, ovat dg(xo) ja dg(z,) parillisia lukuja ja siten 2o =
T, eli ketju on suljettu.

b) Jos z( ja z,, ovat paritonta astetta, ne ovat eri solmuja ja ketjun c péiti.

Oletetaan, ettd verkko GG on yhtenidinen ja sen paritonasteisten solmujen lu-
kumaééra on 0 tai 2.

a’) Olkoot kaikki solmut parillista astetta. Olkoon a € X mielivaltainen. Koska
a ei ole erillinen solmu ja G on yhtendinen, on olemassa ketjuja, joiden alkupéa
on a. Tillaisten ketjujen pituudet ovat < #F, joten on olemassa sellainen, jonka
pituus n < # FE on suurin, olkoon erds niistd

c=(er,e9,...,6,) ~ (a,T1,...,T,).
Osoitetaan, ettd ¢ on Eulerin ketju verkossa G. Midritellddn verkolle G aliverkot
G =(X,E'\V|E") ja G"=(X,E" V|E"),
missd £ := {ejy,eq,...,e,}ja E” := E '\ E'. Silloin ¢ on Eulerin ketju verkos-
sa G,
Viite 1. Ketju c on suljettu, ts. a = x,.

Todistus. Tehdéin vastaoletus: x,, # a. Silloin dg/(x,,) on pariton ja siten aidosti
pienempi kuin dg(x,,), joka oli parillinen. Tistd seuraa, ettd on olemassa e € E”,
jonka péinid on x,,. Mutta silloin ketju ¢’ := (ej, €9, ..., €,, €) on verkon G ketju
alkupdind a ja |¢/| > |c|, mikd on vastoin ketjun c valintaa. Siis c on suljettu. A
Merkitddn

Y ={z9:=a,xq,...,2,}.

Osoitetaan, ettd Y = X, ja tdmén avulla, ettid ¢ on Eulerin ketju verkossa G.
Viiite 2. Jose € Fja¥(e)NY #(,one € E'.

Todistus. Vastaoletus: On olemassa kaari ¢ € E” péindédn solmu z; € Y. Ol-
koon G = (X7, E!, 0"} se verkon G” yhtendinen komponentti, jolle z; € X
Osoitetaan, ettd verkossa G ei ole paritonasteisia solmuja. Olkoon = € X mie-
livaltainen. Koska G/ on verkon GG” yhtendinen komponentti, on

day(z) = dgn ().
Luku
dg(l‘) = dgl(l') + de//(ZE)

on oletuksen mukaan parillinen. Luku d¢/(x) on parillinen, koska ¢ on suljettu
Eulerin ketju verkossa . Téten on my&s dgr () = dgr(x) parillinen. Verkko
G on siis yhtendinen ja sen solmut ovat parillista astetta, joten se toteuttaa samat
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oletukset kuin G tapauksen a’) alussa. Tamén nojalla on olemassa suljettu joukon
E" alkioista muodostuva ketju ¢’ = (e, €}, ..., el ) verkossa G pidind x;. Talloin
ketju

(€1,€2,... €, €l €5, .. €l €1, ... e,)
on verkon G ketju alkupéini a. Tima on mahdotonta, silld sen pituus olisi |c
m+n>n=]|c. A

Viite3. Y = X.

Todistus. Triviaalisti Y C X. Vastaoletus: On olemassa solmu z € (X \ Y).
Koska GG on yhtendinen, on olemassa ketju z — a,

d=(f1,fo, s fm) ~(z0:=2,21,...,2m = a).

Joukko {k € [m] | zx € Y} on ddrellinen ja epityhji, silld z,, = a € Y.
Olkoon j € [m] sen pienin alkio. Koska U(f;) = {z;_1,%;} jaz; € Y, on
z; € U(f;) NY. Viitteen 2 nojalla f; € E’ jasiten z;_; € Y. Tdmi on vastoin
indeksin j midrittelyi, joten vastaoletus on védrd. Siis Y = X. A

Olkoon lopuksi e € E mielivaltainen. Viitteen 3 nojalla W(e)NX = ¥(e)NY #
(), joten viitteen 2 nojalla e € E’. Titen E = E’ ja c on suljettu Eulerin ketju
verkossa . Kohta a’) on siis todistettu.

l/’ _

b’) Olkoon verkossa tdsmilleen kaksi paritonasteista solmua a, b € X. Tdyden-
netdidn G verkoksi G*, joka toteuttaa kohdan a”) oletukset. Olkoon o ¢ F jokin
alkio. Médritellddn E* := F U {«a} jakuvaus ¥* : B* — X & X,

<\ | ¥(e), kuneeFE
Wi(e) = { {a,b}, kune = q.

Silloin G* := (X, E*, ¥*) on verkko, joka toteuttaa kohdan a’) oletukset: G* on
yhtendinen ja solmujen asteet parillisia. Siis verkossa G* on suljettu Eulerin ketju

= (9179% ey Gp—1y Gp = O, Gpy1, - - 7gk)

Niin saadaan verkkoon G avoin Eulerin ketju

(gp-‘rla p+25 -9k, 91,92, - - - 7gp—l)7

jonka pait ovat a # b. Siis kohta b’) ja siten koko lause on todistettu. a

Huomautus 12.7.3 a) Lause antaa tyhjentivin ratkaisun Konigsbergin silta-prob-Jij
leemalle; sitd vastaavassa verkossa ovat kaikki neljd solmua paritonta astetta.

b) Lause ei kerro miten verkkoon konstruoidaan Eulerin ketju. Erds menetelmi on
Fleuryn algoritmi, joka on havainnollinen, muttei kovin tehokas.
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Algoritmi Eulerin ketjun loytimiseksi. Oletetaan, ettdi G = (X, £, V) on &i-
rellinen suuntaamaton verkko, joka on yhtendinen ja jonka solmujen asteet ovat
parillisia. Valitaan jokin solmu xy € X. Poistetaan jokin siihen liittyvi kaari. Jos
jaljelle jadva aliverkko on yhtendinen, otetaan kaari ketjuun, muutoin kaari palau-
tetaan verkkoon ja valitaan uusi. Niin saadaan alulle ketju ¢; = (e;). Siirrytdén
valitun kaaren toiseen padhin, olkoon se z1. Menetellen kuten solmun x tapauk-
sessa saadaan ¢, = (eq, e5). Kun jonkin solmun aste putoaa nollaksi, solmu pois-
tetaan. Verkossa kuljetaan ndin, kunnes kaikki kaaret on poistettu. Poistettujen
kaarien muodostama kaarijono cyp = (€1, €, ..., exp) on eris suljettu Eulerin
ketju alkuperiisessd verkossa GG. Algoritmin erds formaali muotoilu Kuvassa [27]

Asetai = 0;m = #FE; Gy = (Xo, Eo, ¥o) = (X, E, \I/),
valitse lahtosolmu xy € Xo;

while (i < m)

aseta: = 7 + 1; yhtenainen = 0;

while (yhtenainen == 0)

valitse kaari e; € F;_1, jolle ¥(e;) = {wi_1,2;};

aseta I, = F;, 4 \ {ei}; U, = qji—l’Ei;

if (dGi,l(CCi—l) == 1) Xi = Xz‘_l \ {xi_l}; else, Xi = Xi—l; end if
aseta G; = (X, E;, ¥5);

if (G; on yhtendinen) yhtenainen = 1; end if

end while

aseta ¢; = (e1,€2,...,€;);

end while

Kuva 27: Fleuryn algoritmi Eulerin ketjun 16ytdmiseksi

Annetusta suuntaamattomasta verkosta on ennen algoritmin kayttoa testattava sol-
mujen astelukujen kelvollisuus. Menetelméssi on useita aliverkkojen yhtendisyy-
den testauksia, mihin soveltuvat esimerkiksi etsintimenetelmét breadth-first ja
depth-first. Algoritmia voi soveltaa pienin muutoksin my0ds avoimen Eulerin ket-
jun etsimiseen (harjoitustehtidvii).
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12.8 Suuntaamattomat puut

Tarkastellaan erikoistapauksena verkkoja, jotka ovat siinid mielesséd optimaalisia,
ettd niissi ei ole suljettuja ketjuja, mutta jotka silti ovat yhtenéisii.

Miiritelmé 12.8.1 Olkoon G = (X, E, V) direllinen suuntaamaton verkko.
Joukko S C E on verkon G sykli, jos S on jonkin suljetun ketjun ¢ = (eq, e, ..., €, )|}
kaarien joukko eli S =< ¢ >. Verkko G on sykliton eli metsd, jos siini ei ole yh-
tadn syklid (eli ei yhtdin suljettua ketjua). Jos G' on yhtendinen metsi, sitd sano-
taan puuksi.

On selvid, ettd metsdn yhtendiset komponentit ovat puita. Seuraava lause kertoo
puun erikoiset ominaisuudet: kaaren lisdiminen tuo syklin ja kaaren poistaminen
tekee epéayhtendiseksi. Puu on tdssd mielessd optimaalinen yhtenédinen verkko.

Esimerkki 12.8.2 Kuva [2§]esittdd puuta, vaikkakaan se ei ole piirretty ihan stan-
dardiin muotoon.

Kuva 28: Erds 9-solmuinen puu

Lause 12.8.3 Olkoon G = (X, F, V) didrellinen suuntaamaton verkko. Seuraavat
ominaisuudet ovat yhtidpitidvii:

a) Verkko GG on puu.

b) Verkko GG on sykliton, mutta jokaisessa aidosti laajemmassa verkossa G’ =
(X, E, V"), missd £ C E'ja¥ = V'|E, on sykli.

¢) Verkko G on yhtendinen, mutta jokainen aidosti suppeampi verkko G” =
(X, E", "), missd E” C E ja V" = W|E”, on epdyhtendinen.
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Todistus. Todistetaan seuraavasti: a) < b) ja a) < c).

Olkoon G puu ja G’ kohdassa b) kuvattu laajempi verkko. Olkoon e €
E'\ EjaV'(e) = {z,y}. Jos © = y, on verkossa G’ sykli {e}. Oletetaan, ettd
x # y. Koska G on yhtendinen, on siind ketju  — y. Lisddmailld tihédn ketjuun
kaari e saadaan verkkoon G’ suljettu ketju, jonka kaaret muodostavat syklin.

Olkoon b) voimassa verkolle G. Koska GG on sykliton, riittdd osoittaa,
ettd se on yhtendinen. Olkoot z, y € X, x # y. Niytetdin, ettd on olemassa ketju
r — y. Olkoon v ¢ F ja E' := E'U {«a}. Midritellddn kuvaus V' : £/ — X & X,

VI|E: =V, ¥ (a):={z,y}

Ehdon b) oletusten mukaan verkossa G’ on eris sykli S =< ¢ >, missé ¢ on sul-
jettu ketju. Koska GG on sykliton, on o €< ¢ >. Ketjun ¢ muut kaaret muodostavat
ketjun © — y verkossa G, joten G on yhtenéinen.

Olkoon G puu ja G” kohdassa c) kuvattu suppeampi verkko. On 0soi-
tettava, ettd G ei ole yhtendinen. Vastaoletus: G” on yhtendinen. Valitaan jokin
e € E\ E". Olkoon ¥(e) = {x,y}. Koska G on puu, on z # y. Vastaoletuksen
mukaan on olemassa verkon G” ketju x — y. Kun lisétddn ketjuun kaari e, saa-
daan verkkoon G suljettu ketju ja siten sykli. Tdmaé on ristiriita oletuksen kanssa,
joten G” on epdyhtendinen.

Oletetaan, ettd c) on voimassa verkolle G. Osoitetaan epdsuorasti, ettd
G on sykliton. Oletetaan, ettd S on verkon G sykli. Olkoon e € S kaari. Silloin
aidosti suppeampi verkko G” := (X, E'\ {e}, V| E'\ {e}) on edelleen yhteniinen,
miki on ristiriita kohdan c) oletuksen kanssa. O

Lause 12.8.4 Jos G = (X, £, V) on #irellinen suuntaamaton metsi, jossa on p
komponenttia, on voimassa

#X = #E + p.
Erikoisesti, jos G on puu, on #X = #FE + 1.

Todistus. Todistetaan ensin jalkimmadinen véite induktiolla kaarien lukumaéérin
#FE suhteen. Jos #E = 0, niin solmuja ei voi olla kuin yksi, eli #X = 1. Olete-
taan, ettd viite pitee puille, joissa on kaaria korkeintaan m kappaletta. Olkoon G
puu, jossa #FE = m + 1. Olkoon e sen eris kaari. Verkko

G—e:= (X, E\{e}, V[E\ {e})

on Lauseen [12.8.3[kohdan c) nojalla epidyhteniinen, mutta sen yhtendiset kompo-

nentit
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ovat puita ja #F; < m kaikilla ¢ € [k]. Osoitetaan, etti k& = 2, ts. ettd
X = X; U X,. Olkoon ¥(e) = {z1,2z2}. Ndmi ovat eri solmuja ja sijaitsevat
eri komponenteissa X; ja X;. Indeksoidaan joukot uudelleen niin, ettd z; € X;
jazy € Xs. Olkoon z € X\{x1, 25} mielivaltainen. Koska GG on yhtenidinen, on
olemassa ketju ¢ = (ey, e, ..., €,) pdind x ja x;. On kaksi mahdollisuutta:

1) Jos ¢ on verkon GG — e ketju, niin x ja x; ovat verkon G — e samassa kompo-
nentissa ja siten z € X;.

2)Jostaas e € {ey,e9,...,€e,}, on olemassa ketju pdind z ja xo, joten x € Xo.
Kohtien 1) ja 2) nojalla x € X; U X5. On siis osoitettu, ettd X = X; U Xy, joten
k = 2. Koska # F; < m, seuraa induktio-oletuksesta

#X;, =#E;+1, i=1,2.

Koska X; N X, = @ ja £, N E; = (), on summaperiaatteen nojalla

#X = #X +#Xy = #E +#E, +2=#(E,UE,) +2
= H(E\{eV)+2=HE - 1+2=#E+1.

Jos GG on metsd, jossa on p yhtendistd komponenttia, on kukin komponentti puu,
jossa on solmuja yksi enemmin kuin kaaria, yhteensi p kappaletta. O

12.9 Virittivit puut

Jos halutaan tutkia verkkoa ldhinné sen solmujen osalta, ei ole tarpeen kéyttdd sen
kaikkia kaaria. Verkossa litkkkuminen helpottuu, jos sille 10ydetiin aliverkko, joka
sisdltdd samat solmut, mutta on puu.

Maiiritelmé 12.9.1 Olkoon G = (X, E, V) dérellinen suuntaamaton verkko. Jos
sen aliverkko H = (X, £/, V|E’) on puu, sanotaan, ettd H virittdid verkon G, tai
ettd H on verkon G virittdvd puu.

Lause 12.9.2 Olkoon G = (X, F, V) dérellinen suuntaamaton verkko, joka on
yhtendinen. Jos G’ = (X, E’, V| E’) on sen sykliton aliverkko, on olemassa sellai-
nenpuu H = (X, F,V|F),etti ' C F C E.

Todistus. Induktiolla luvun d := #FE — #FE’ suhteen.

1) Arvollad = 0 on E = FE’, jolloin G oletusten mukaan on itse puu.

2) Oletetaan, ettd véite on tosi sellaisille ddrellisille yhtenéisille verkoille ja niiden
syklittomille aliverkoille, joille d < n. Olkoon d = n+1 ja GG, G’ lauseen oletukset
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toteuttavia verkkoja. Jos itse G on sykliton, on H := G vaatimukset tdyttavi
puu. Olkoon siis S verkon G sykli. Koska G’ on sykliton, on olemassa kaari e €
(E\E") N S. Téllsin verkko

G —e:= (X, E\{e}, V|E\{e})

on yhtendinen, £’ C E\{e}ja#(FE\{e})—#FE’ = n.Induktio-oletuksen mukaan
on olemassa sellainen puu H = (X, F, V|F),ettd £’ C F' C E\{e} C E. O

Seuraus 12.9.3 Airellinen suuntaamaton verkko on puun virittima jos ja vain jos
se on yhtendinen.

Todistus. Jos verkon G virittdd puu, on G télloin triviaalisti yhtendinen. Oletetaan,
ettd verkko GG on yhtendinen. Valitaan jokin kaari e € FE ja sovelletaan Lauset-

ta(12.9.2|joukkoon E’ := {e}. Vastaava verkko G’ := (X, E’, ¥|E") on sykliton,
joten on olemassa verkon G' virittidvi puu. a

Huomautus 12.9.4 Lauseesta [12.9.2] voidaan kehittdd algoritmi yhtendisen ver-
kon virittdvin puun 16ytdmiseksi. On kaksi tapaa toimia:

1) Vihennetédédn verkosta kaaria niin, ettd verkko siilyy yhtendisena.

2) Otetaan verkon sykliton aliverkko, esimerkiksi yksi kaari, ja lisdtddn kaaria
niin, ettd verkko pysyy syklittoména.

“Virittavien puiden lukuméiri. Esitetdin todistamatta kaksi tunnettua suuntaa-
mattoman verkon virittivien puiden lukuméérad koskevaa tulosta.

Lause 12.9.5 (Cayleyn lause) Olkoon K, = (X, E,WV) direllinen, tiydellinen

yksinkertainen suuntaamaton verkko, jossa on n > 2 solmua. Verkolla K, on

n"~2 erilaista virittivii puuta.

Esimerkki 12.9.6 Verkon K, virittivid puita ovat Kuvassa [29] esiintyviit tyypit
eri asennoissa, ja kussakin luokassa on 4 erilaista puuta.

Yhteensi niiti on siis 4 - 4 = 442 = 16.

Lause 12.9.7 (Kirchhoffin lause) Olkoon G = (X, E, V) ddrellinen yhtendinen
silmukaton verkko matriisina Ag = (aij)nxn. Olkoon D¢ se diagonaalimatriisi,
jonka diagonaalin muodostavat solmujen asteluvut dg(x;), i € [n], ja

CG = —AG + Dg.
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DT TR N X

Kuva 29: Verkon K virittdvien puiden tyypit

Verkon G virittdvien puiden médrd on
N = |det(Co(1,1))];

missid determinantti on alkiota c¢;; vastaava matriisin C; alideterminantti (ks. Li-
neaarialgebra). Itse asiassa voitaisiin ottaa mikd tahansa alideterminantti.

Esimerkki 12.9.8 Olkoon G verkko, jonka matriisi on

0111 3 -1 -1 -1
1010 C -1 2 -1 0
Ag = 1101 jolloin Cg = 1 -1 3 1
1 010 -1 0 -1 2
Verkon G virittdvien puiden lukuméaéri on titen
2 -1 0
N = |det(Cg(1,1))| = |det | =1 3 -1 = 8.

0 -1 2
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Jos verkon solmujen vilisiin kaariin liitetd4n suunta, syntyy ns. suunnattu verkko.
Suuntaaminen saadaan aikaan yksinkertaisesti korvaamalla suuntaamattoman ver-
kon tapauksessa kdytetty ei-jarjestetty tulo X & X tulolla X x X. (ks. Maaritelmét
[12.1.1]ja[12.1.3)). Suunnattua verkkoa kiytetdin mallina struktuureissa, joissa lii-
kenne kutakin kahden vierekkdisen solmun vilisti kaarta pitkin on sidottu yhteen
suuntaan.

13.1 Suunnatun verkon méérittely

Mairitelmé 13.1.1 Kolmikko G = (X, U, V) on suunnattu verkko eli digraafi
(directed graph, digraph), jos X # () ja U ovat joukkoja ja ¥ : U — XxX on
kuvaus. Joukon X alkiot ovat verkon G solmuja (vertex, node), joukon U alkiot
nuolia tai suunnattuja vilejd (arc, arrow) ja kuvaus V vastaavuuskuvaus.

Jos ¥(u) = (z,y), solmu = on nuolen w lihto- tai alkusolmu ja y maali- tai lop-
pusolmu, yhteiseltd nimeltdédn pddtesolmut. Sanotaan, ettd nuoli u yhdistdd sol-
mun z solmuun y; merkitddn x — y. Suunnatun verkon olioille kdytetddn suun-
taamattomien verkkojen yhteydessi esitettyjd nimityksia liittyy, vierekkdinen, rin-
nakkainen, silmukka eli luuppi, erillinen, surkastunut, ddrellinen, jos niitd voi-
daan kiyttdd tilanteessa, jossa nuolet tulkitaan kaariksi. Lisdksi sanotaan, ettd
nuolet u # v ovat vahvasti rinnakkaiset, jos V(u) = V(v), ja vastakkaiset, jos
U(u) = (x,y) ja ¥(v) = (y, ). Solmun x ldhtéaste eli positiivinen asteluku on
luku

df(x) = #{u € U | W(w) = (z.), y € X }

ja maaliaste eli negatiivinen asteluku

da(z) =#{ueU|¥(u) = (y,z), ye X }.

Jos W (u) = (z,y), sanotaan, ettd u liittyy positiivisesti solmuun x ja negatiivisesti
solmuun .

Verkko on tdydellinen, jos jokaista solmuparia x # y yhdistdd nuoli ainakin toi-
seen suuntaan. Verkko on yksinkertainen, jos se ei sisilld silmukoita eikd vahvas-

ti rinnakkaisia nuolia. Yksinkertaisessa verkossa nuoli « samaistetaan kuvaansa
u~V(u) = (z,y).

Esimerkki 13.1.2 Olkoot X = {zy,x9, 23}, U = {uy, us, ug, us} ja

U(uy) = (w3,21), U(ug) = (v1,23),
U(uz) = (21,11), U(ug) = (z1,72).
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Verkko G := (X, U, V) ei ole yksinkertainen eiké tdydellinen. Solmun z; asteet
ovat df,(x1) = 3, dg(x1) = 2, entd muiden?

Tehtiava 13.1.3 Piirrd Esimerkin tilanteesta Esimerkin [12.1.4| kuviota vas-
taava joukko-opillinen kaavio.

13.2 Suunnatun verkon aliverkko

Miiritelmé 13.2.1 a) Suunnattu verkko G’ = (X', U’, ') on suunnatun verkon
G = (X, U, V) aliverkko (merkitddn G’ C (), jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

1) 0 #X CX,
) U' CU,
3) U(U') CX'xX"ja VW = U|U.

Jos erikoisesti U' = U~1(X'xX"), on G’ solmujoukon X' virittéimdi aliverkko.

b) Verkon G = (X, U, ¥) diagonaali on joukko Ax := { (z,z) | v € X }. Verkon
G komplementti on suunnattu verkko G = (X, V,T"), missi

V=XxX\ (V(U)UAx)
jal': V — XxX on identtinen kuvaus.

Huomautus 13.2.2 a) Jokaiseen suunnattuun verkkoon G = (X, U, V) liittyy
suuntaamaton verkko G = (X, E, @), missi

[®(u) = {z,y}] & [V(v) = (z,9)],

ts. nuolet on korvattu kaarilla. Tdtd sanotaan suunnattua verkkoa vastaavaksi
suuntaamattomaksi verkoksi.

b) Suuntaamattomasta verkosta péistdin suunnattuun, kun jokainen kaari {x, y}
korvataan nuolilla (z, y) ja (y, z). Ndin saatua verkkoa sanotaan suuntaamatonta
verkkoa vastaavaksi suunnatuksi verkoksi. Lauseessa tarkastellaan vield
erdstd yhtendisen verkon suuntaamistapaa.

¢) Yksinkertaisen, tdydellisen n-solmuisen suunnatun verkon solmun l&hto- ja tu-
loasteiden summa on véihintdin n—1, kun taas suuntaamattoman verkon asteet
ovat tasan n—1.
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Esimerkki 13.2.3 Esimerkissé|13.1.2|oli suunnattu verkko G = (X, U, ¥), missé
X = {.7}1, T, 1’3}, U= {Ul, Ug, U3, U4} ja

U(uy) = (w3,21), V(ug) = (71,23),
U(uz) = (21,1), W(uy) = (z1,72).

Sen aliverkkoja ovat mm. G' = (X', U’, V), kun

a) X' = {z1, 22}, U = {usg} ja ¥ (u3) = (21, 21).

b) X' = {z1, 23}, U = {w } ja V' (uy) = (23, 21).

Onko kohdan b) aliverkko solmujoukon {1, x3} virittima aliverkko?

Muodostetaan vield verkon G komplementti puuttuvien nuolien
V.= (XXX) \ (\D(U) U Ax) = {(.TQ, 1’1), (1}2,%3), (.1'3, 1’2)}
avulla; G := (X, V, Idy).

Lause 13.2.4 Olkoon G = (X, U, ¥) didrellinen suunnattu verkko. Silloin

D d(x) + ) dgla) =2-#U.

zeX zeX

Todistus. Jokaisella nuolella on tasmaélleen yksi 1dhto ja maali. O

13.3 Suunnattujen verkkojen esitystapoja

Olkoon G = (X, U, ¥) direllinen suunnattu verkko. Verkkoa voidaan kuvata ha-
vainnollisesti luettelona tai kaaviona ja matemaattiseen késittelyyn sopivalla yh-
teysmatriisilla.

1. Luettelo antaa solmujen ja nuolien joukot sekd vastaavuuskuvauksen:

solmut X = {JI1, Loy ... 7xn}9
nuolet U={ui,us,...,un},
vastaavuus VU : (xkl,xh), (xim, $l2)7 ceey (fkma xlm)’

missd W (u;) = (zy,, x,), ¢ € [m] (vrt. Esimerkki [13.1.2).

2. Nuolikaavio on geometrinen kuvio, jossa solmuja vastaavat pisteet ja nuolia
geometriset suunnistetut kaaret tasossa (tasoverkko) tai muussa avaruudessa (ava-
ruusverkko), ks. Luku [I2] Kaavioesitys ja Luku[I4] Taso- vai avaruusverkko? Ku-
vassa 30| Esimerkin verkko tasokaaviona.



13 SUUNNATUT VERKOT 151

Kuva 30: Esimerkin verkko nuolikaaviona

3. Yhteysmatriisi (adjacency matrix) M¢ = (ai;)nx», muodostuu vahvasti rinnak-
kaisten nuolten lukuméairista

Qi = #(\Il_l((xi,xj))), i,j € [n].

Toisin kuin suuntaamattoman verkon tapauksessa M ei ole yleensd symmetrinen,
joten suunnatun verkon koko matriisi sisiltdd informaatiota. Esimerkin [13.1.2] ta-
pauksessa yhteysmatriisi on

G Tr1 T2 I3

[ 1 1 1
Mg = (ai)sxz= x2| 0 0 0
z3\1 0 O

Huomautus 13.3.1 Suunnattuun verkkoon G = (X, U, V) liittyy yksinkertainen
suunnattu verkko G := (X, U(U)\Ax, Id), josta siis on poistettu ylimaddréiset
rinnakkaiset nuolet ja kaikki luupit.

Nuolten kuvajoukkoa W(U) C X xX (luupitkin yksinkertaisina mukaan lukien)
sanotaan verkon G seuraajarelaatioksi, sitd merkitddn R := V(U) ja

[zRqy| & [V(u) = (z,y) jollekinu € U].

Yksinkertainen suunnattu verkko on siis tulkittavissa relaatioksi. Useissa yhteyk-
sissd riittdd tarkastella ei-yksinkertaistakin verkkoa sen seuraajarelaation avulla.
Matriiseille pétee joka tapauksessa

Mp,, = SIGN(Mg).
Esimerkki 13.3.2 Olkoot X = {.731, Ta, Ig}, U= {ul, Ua, U3} ja
U(uy) = W(ug) = (1,22), W(ug) = (21, 73).

TaHOln RG = {(xla .IQ), ('xh $3)}
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13.4 Polut ja yhtendisyys

Ketjua vastaa suunnatussa verkossa polku, jolla on selkedsti méddrdytyvi suunta.
Olkoon G = (X, U, V) tissd pykdlissi dérellinen suunnattu verkko.

Miiritelmé 13.4.1 Olkoon G = (X, U, V) &idrellinen suunnattu verkko. Nuoli-
vektori p = (uy, usg, ..., u,) € U™ on polku verkossa G, jos

1) u; # u; kaikilla i # j,
2) on olemassa solmujono (zg, 71, . .., x,) € X", jolle
W(u;) = (Tio1, 7;)
kaikilla i € [n].

Jos p toteuttaa ehdon 2), sitd sanotaan nuolijonoksi. Solmu xy on polun lihto ja
T, maali; merkitddn o — x,. Sanotaan, ettd polku p kulkee solmujen z(, x1,
..., o, kautta; merkitddn p = (uy, ug, ..., up) ~ (o, T1,...,2,). Jos 29 = x,,
on polku suljettu, muutoin avoin. Jos kaikille muille indekseille on z; # x;, on
polku yksinkertainen. Merkitddn polkuun kuuluvien nuolten joukkoa < p >:=
{uy,ug,...,u,} ja polun pituutta eli sen nuolten médrié [p| := # < p >.

Polku p' = (v1,vs,...,v,,) on polun p alipolku, (merkitdin p’ C p), jos jollekin
i € [n—m+1]

p = (Wir Uig1, - - s Uipm—1)-

Alipolku p’ C p on aito, jos p’ # p. Nuolijonolle kdytetdsin vastaavia nimityksid
ja merkintgja.

Huomautus 13.4.2 a) Polku méérda solmujonon yksikésitteisesti: jos

p=(ur,...,uy) ~ (o,...,xn)jap = (ur,...,u) ~ (Yo, Yn),

on x; = y; kaikilla ¢ € [n]U{0}. Sen sijaan annettua solmujonoa voi vastata useita
polkuja. Jos verkko on yksinkertainen, myos solmujono miirdd polun yksikésit-
teisesti (vrt. Huomautus [12.5.2]b).

b) Jokaista polkua x — y kohti on olemassa yksinkertainen polku x — y (harjoi-
tustehtévi, vrt. Lause [12.5.4).

Esimerkki 13.4.3 Olkoot X = {21, 7, 23} ja U = {uy, us, us} sekit

Uy = (l’l,l’g), Ug = (ZL‘Q,[E3)7 us = (ZL’3,J}2).

Polku (uq,us, u3) ei ole suljettu eikd yksinkertainen, silld vastaava solmujono on
(x1, o, T3, x2). Sen aito alipolku (us, ug) on suljettu ja yksinkertainen. Nuolijono
(u1, ug, us, us) ei ole polku.
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Madritellddn kaksi eriasteista yhtendisyyden késitettd. Siihen tarvitaan ekvivalens-
sirelaation madarddmai ositusta.

Lause 13.4.4 Olkoon G = (X, U, ¥) direllinen suunnattu verkko. Joukko
S:={(z,y) € XxX |z =y tai on olemassa polutz — yjay — z }
on ekvivalenssirelaatio joukossa X.

Todistus. Kuten suuntaamattoman verkon tapauksessa, ks. Lause|12.5. a

Miiritelmé 13.4.5 Suunnatun verkon G = (X, U, V) vahvasti yhtendiiset kom-
ponentit ovat solmujoukkojen S(z), € X, virittdmait aliverkot. Verkko G on
vahvasti yhtendiinen, jos silld on vain yksi vahvasti yhtendinen komponentti.

Miiritelmi 13.4.6 Adirellinen suunnattu verkko on yhtendinen, jos sitd vastaava
suuntaamaton verkko on yhtendinen (nuolet on korvattu kaarilla).

Huomautus 13.4.7 a) Suunnatun verkon G vahvasti yhteniisen komponentin G
jokaista solmuparia (z,y), * # y, kohti on olemassa polut z — yjay — x
verkossa G;.

b) Suunnattu verkko GG on vahvasti yhtendinen jos ja vain jos jokaista solmuparia
(x,y), z # y, kohti on olemassa polut z — y ja y — x verkossa G. Verkko itse
on nimittdin sen ainoa vahvasti yhtendinen komponentti.

c) Vahvasti yhtendinen suunnattu verkko on aina yhtendinen. Esimerkin [13.4.3|
verkko on yhtendinen, mutta ei vahvasti yhtendinen.

d) Vahvasti yhteniiset komponentit 10ytyvit esimerkiksi depth-first-etsinnén avul-
la (harjoitustehtéavi).
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13.5 *Suuntaamattoman verkon suunnistaminen

Olkoon G = (X, £, V) ddrellinen yhtendinen suuntaamaton verkko.

Miiiritelmi 13.5.1 Adirellinen yhteniinen suuntaamaton verkko on suunnistuva
(orientable), jos sen kaaret voidaan muuttaa nuoliksi niin, ettd saadaan vahvasti
yhtendinen suunnattu verkko.

Ongelma. Millaisen verkon kaarille voidaan kiinnittdd suunta niin, ettd saadaan
vahvasti yhtendinen suunnattu verkko?

Lause 13.5.2 Adrellinen yhtenidinen suuntaamaton verkko on suunnistuva jos ja
vain jos sen jokainen kaari kuuluu johonkin suljettuun ketjuun. Erikoisesti yhte-
nidinen Eulerin verkko on suunnistuva.

Todistus. a) Jos verkko GG on suunnistuva, suunnistetaan se vahvasti yhtendiseksi
suunnatuksi verkoksi G. Olkoon e jokin verkon G kaari. Jos e on silmukka, on se
suljetussa ketjussa (e). Olkoot kaaren e pédidt x # y. Olkoon € kaarta e vastaava
verkon G nuoli, esimerkiksi  — . Verkossa G’ on polku p : y — . Yhdistamalld
p ja (€) saadaan suljettu polku, johon € kuuluu. Tillin vastaava verkon G ketju
siséltdd kaaren e.

b) Olkoon G sellainen, ettd sen jokainen kaari kuuluu suljettuun ketjuun. Suun-
nistetaan yksi téllainen ketju ¢y poluksi py kulkemalla se yhteen suuntaan ja anta-
malla kullekin kaarelle menosuunta. Syntynyt suunnattu aliverkko G, on vahvasti
yhtendinen. Toistetaan seuraavaa arvoilla ¢ = 1,2, ..., kunnes kaikki kaaret on
suunnistettu:

Jos verkossa G on kaaria, joille ei vield suuntaa ole annettu, valitaan sellainen
kaari e; ¢ G;_1, jolla on yhteinen pdd x; € G,_; jonkin jo suunnistetun ketjun
Cm, m < i — 1, kaaren kanssa. Olkoon y; ¢ G;_; kaaren e; toinen pdi. Valitaan
suljettu ketju ¢, johon e; kuuluu. Lihdetiin etenemién ketjussa c; seuraavasti:

Li = Yi = .. = Ziy

missd z; on ensimmdainen vastaan tuleva jo suunnistettuun aliverkkoon G;_, kuu-
luva solmu.

«) Jos x; = z;, suunnistetaan ketju c¢; := ¢, dskeisen kulkusuunnan mukaan po-
luksi p;.

() Oletetaan, ettd x; # z;. Koska aliverkko G;_, on vahvasti yhteniinen, on siel-
ld polku p), : z; — x;. Suunnistetaan kuljettu ketjun ¢, aliketju polun p) suunnan
mukaan poluksi p;.

Niin saatu aidosti laajempi aliverkko on vahvasti yhtendinen. a
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13.6 Hamiltonin polut

Jos kauppamatkustajan ongelmaa tutkitaan suunnatussa verkossa, on Hamiltonin
polun olemassaolo-ongelma vield hankalampi kuin suuntaamattomassa verkossa.
Olkoon G = (X, U, V) tissd pykdlissi dérellinen suunnattu verkko.

Miiritelmi 13.6.1 Adrellisen suunnatun verkon yksinkertainen polku, joka kul-
kee kaikkien solmujen kautta, on Hamiltonin polku. Verkko on Hamiltonin verkko,
jos siind on suljettu Hamiltonin polku.

Probleema. Millaisissa verkoissa on Hamiltonin polkuja?

Osoitetaan, ettd darellisessd tdydellisessd suunnatussa verkossa on avoin Hamil-
tonin polku. Jos verkko lisdksi on vahvasti yhtendinen, se on Hamiltonin verk-
ko. Esimerkki osoittaa, ettd verkon direllisyys on vilttdmiton ominaisuus.
Taydellisyys ei tietenkédédn ole vilttimatonta.

Huomautus 13.6.2 a) Suunnatussa verkossa on Hamiltonin polku jos ja vain jos
vastaavassa yksinkertaisessa verkossa on Hamiltonin polku. Riittéd siis tarkastella
yksinkertaisia verkkoja.

b) Jos suunnatussa verkossa on (suljettu) Hamiltonin polku, niin vastaavassa suun-
taamattomassa verkossa on (suljettu) Hamiltonin ketju.

c) Jos verkossa on suljettu Hamiltonin polku, on siind my0s avoin Hamiltonin
polku. Jos suunnatussa verkossa on avoin Hamiltonin polku, jota ei voi sulkea,
voi siind silti olla suljettujakin Hamiltonin polkuja.

d) Olkoon p = (uy,ug, ..., u,) ~ (xg,x1, ..., x,) Hamiltonin polku suunnatussa
verkossa GG. Kun mééritelldzn alipolut

pi = (ug,ug,...,u;), 1€ [n],
niin jokaista y # xo kohti on olemassa indeksi ¢ € N, jolle p; on polku xy — y.

Mairitelmé 13.6.3 Suunnatun verkon G = (X, U, ¥) solmu x on juuri, jos jo-
kaista y € X, y # x, kohti on olemassa polku z — .

Lause 13.6.4 Jos suunnatussa verkossa on Hamiltonin polku, on siinid ainakin
yksi juuri.

Todistus. Jos Hamiltonin polku on avoin, on sen l1dhtdsolmu juuri. Jos polku on
suljettu, jokainen solmu on juuri. O
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Lause 13.6.5 Arellisessi tiydellisessi suunnatussa verkossa on juuri.

Todistus. Olkoon G = (X, U, ¥) direllinen tdydellinen suunnattu verkko. Todis-
tetaan vdite induktiolla solmuluvun #X suhteen.

1) Tapaukset #X = 1, 2 ovat selvii.

2) Olkoon viite tosi verkoille, joissa on £ > 2 solmua. Olkoon G verkko, jossa
on k + 1 solmua. Valitaan z € X. Olkoon G’ solmujoukon X \ {x} virittimi
aliverkko. Koska G on tidydellinen, on myos G’ tiaydellinen. Verkossa G’ on £ sol-
mua, joten induktio-oletuksen nojalla siind on juuri, olkoon eréds niistd y. Olkoon
z € X\ {z} mielivaltainen. Silloin verkossa G’ on polku y — z. Koska G on
tdydellinen, on olemassa u € U, jolle ¥(u) = (x,y) tai ¥(u) = (y,x). Edel-
lisesséd tapauksessa on olemassa polku x — z, ja siten x on juuri verkossa G.
Jalkimmaisessd taas y on juuri. O

Seuraus 13.6.6 Oletetaan, ettdi G = (X, U, V) on dérellinen tdydellinen suunnat-
tu verkko, jossa on n > 2 solmua. Jos x € X on verkon G juuri, on olemassa

solmujoukon X’ := X \ {z} virittdimin aliverkon juuri 2’ ja nuoli u € U, joille
U(u) = (z,2).
Todistus. Harjoitustehtdva. g

Esimerkki 13.6.7 Kokonaislukujen joukossa Z relaatio
R:={(z,y) € ZXZ |z <y}

voidaan tulkita suunnatuksi verkoksi, jonka solmujoukko on Z, nuolet
U:={tey = (v,9) [2 <y}

ja VU : U — ZXZ identtinen kuvaus. Verkko G := (Z, U, V) on &ddreton tdydel-
linen suunnattu verkko, jossa ei ole juurta. Jos Z korvataan luonnollisten lukujen
joukolla, on alkio 1 juuri ja verkossa on avoin Hamiltonin polku, mutta ei suljet-
tua.

Lause 13.6.8 Olkoon G = (X, U, V) direllinen tdydellinen suunnattu verkko,
jossa on vdahintéin kaksi solmua.

a) Verkon G jokaisesta juuresta ldhtee Hamiltonin polku.
b) Verkossa G on Hamiltonin polku.

c¢) Jos verkko GG on vahvasti yhtendinen, se on Hamiltonin verkko.
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Todistus. a) Induktiolla solmuluvun #X suhteen.
1) Tapaus #X = 2 on selvi.

2) Olkoon viite tosi arvolla & = #X > 2. Olkoon verkossa G solmuja k£ + 1
kappaletta. Olkoon x € X verkon G juuri. Olkoon G’ solmujoukon X' := X\ {z}
virittdimi aliverkko. Verkko G’ on tdydellinen ja #X’ = k. Etsitddn verkosta G
Hamiltonin polku, jonka ldhtésolmu on .

Induktio-oletuksen mukaan verkon G’ juurista lihtee Hamiltonin polkuja. Koska
x on verkon G juuri, on Seurauksen [13.6.6|nojalla olemassa verkon G’ juuri 2’ ja
u € U, joille ¥(u) = (x,2’). Olkoon

(V1,09 .y 0p) ~ (2,2, 2))

juuresta 2’ 1dhtevd Hamiltonin polku verkossa G’. Polku

(U, 01,09, .oy ) ~ (2! 2, 2l)

on verkon G' Hamiltonin polku, joka ldhtee juuresta x.

b) Lause [13.6.5]ja kohta a).
¢) Sivuutetaan. O

Lause 13.6.9 Olkoon G = (X, U, V) dérellinen vahvasti yhtendinen suunnattu
verkko, jossa on n > 2 solmua. Jos jokaiselle solmulle = € X pitee

n . _ n
G2 G dgln) =2
on (G Hamiltonin verkko.
Todistus. Sivuutetaan. Lause on Diracin Lauseen muunnelma. O

Esimerkki 13.6.10 Adrellisti tiydellisti yksinkertaista suunnattua verkkoa, jossa
jokaista solmuparia yhdistdi tdsmélleen yksi nuoli, sanotaan turnaukseksi (tour-
nament). Nimi johtuu siitd, ettd verkko kuvaa kilpailua, jossa jokainen pelaa jo-
kaista vastaan eiki tasapeleja hyviksytd. Jos turnaus on relaationa transitiivinen,
se ei ole vahvasti yhtendinen ja sen pelaajat muodostavat yksikésitteisen avoimen
Hamiltonin polun.
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Algoritmeja Hamiltonin polun 16ytimiseksi

Triviaalialgoritmi toimii kuten suuntaamattomankin verkon tapauksessa, mutta on
tietenkin suoritusajaltaan ei-polynomiaalinen.

Adrellisen tiydellisen suunnatun verkon avoimen Hamiltonin polun etsiminen
kdy myos Lauseen [13.6.8] a) todistuksesta poimitulla verkon tyhjentimiseen pe-
rustuvalla algoritmilla, jossa kidytetddn edelld todistettuja tuloksia. Olkoon G' =
(X, U, V) ddrellinen tiydellinen suunnattu verkko, jossa on n > 2 solmua. Ol-
koon Gy := (. Lauseen nojalla verkossa G on juuri ja Lauseen [13.6.8]a)
mukaan juuresta lihtee Hamiltonin polku.

Valitaan verkon G juuri x. Toistetaan arvoilla: = 1,2,... , n—1:

Olkoon G; se verkon G;_; aliverkko, joka saadaan poistamalla sol-
mu x,;_; ja siihen liittyvit nuolet. Verkko G; on tdydellinen, joten
siind on juuria. Valitaan sellainen solmusta x;_; ldhtevd nuoli u;, jon-
ka maali on verkon G; juuri x; (Seuraus[13.6.6), ja lisitidédn polkuun

pi = (uyg,ug, ..., u;).

Polku p,, 1 = (uy,us, ..., u, 1) on erds avoin Hamiltonin polku alkuperiisessi
verkossa (5. Liséksi voidaan tarkastaa, voidaanko polku vield tdydentdi suljetuksi.
Menetelmi on esitetty pseudo-ohjelmana Kuvassa[31]

Asetai = 0;n = #X; Gy = (Xo, Uy, ¥g) = (X, U, ¥);
etsi verkosta G juuri xg € Xo;

while (i <n —1)asetai¢ =i+ 1;

Xi=Xi—1 \ {zi-1};

U; = U;—1 \ { nuolet pdsnd x;_1 };

U, =V, 4|Us;

Gi = (X4, U3, ¥y);

etsi juuri x; € Gy, jolle ¥ (u;) = (zi—1, z;);

aseta p; = (ug,u2,...,u;);

end while

(if on olemassa uy,, jolle ¥ (u,) = (zp—_1,x0)
aseta pp, = (u1,ug, ..., Un_1, uy,) end if)

Kuva 31: Tyhjennysalgoritmi

Annetusta suunnatusta verkosta on ennen algoritmin kdyttdd testattava tdydelli-
syys. Samoin on muodostettava algoritmi verkon juuren etsimiseksi tai tutkimi-
seksi, onko tietty solmu verkon juuri. Tyhjennysmenetelma ei ole tehokas, mut-



13 SUUNNATUT VERKOT 159

ta se on havainnollinen ja kdyttdd hyvikseen edelld todistettuja tuloksia. Mene-
telmalld ei vilttamittd 10ydetd sellaista avointa Hamiltonin polkua, joka voidaan
tdydentdd suljetuksi, vaikka sellaisia olisikin (harjoitustehtivid).

Esimerkki 13.6.11 Olkoon (' suunnattu verkko solmuina 1, 2, 3, 4,
verkon nuolet (1,3), (2,1), (2,3), (2,4), (2,5), (3,5), (4,1), (4,3), (
Etsi verkon G Hamiltonin polut.

5. Olkoot
1), (5,4).

Ratkaisu. Heti ndhdién, ettd verkko on tdydellinen, joten Hamiltonin polkuja on
olemassa. Solmu 2 on ainoa juuri, silld sithen ei pddstd mistdin muusta solmusta.
Tédten mikiddn Hamiltonin polku ei voi olla suljettu ja avoimet Hamiltonin polut
lahtevit solmusta 2. Ne ovat solmujonoin lueteltuina 21354, 23541, 24135, 24351
ja 25413. Jos verkosta poistetaan esimerkiksi nuoli (2,4), ei verkko ole tdydelli-
nen, mutta siini on vield 3 Hamiltonin polkua.

13.7 Eulerin polut ja de Bruijnin jonot

Olkoon G = (X, U, V) dérellinen suunnattu verkko. Eulerin polun olemassaolo
karakterisoidaan vastaavaan tapaan kuin suuntaamattoman verkon tapauksessa.

Mairitelmi 13.7.1 Suunnatun verkon polku on Eulerin polku, jos jokainen ver-
kon nuoli esiintyy polussa tismélleen kerran. Suunnattu verkko on Eulerin verkko,
jos siind on suljettu Eulerin polku.

Lause 13.7.2 Olkoon G = (X, U, V) dérellinen suunnattu verkko, jossa ei ole
erillisid solmuja. Tilloin verkossa GG on Eulerin polku jos ja vain jos G on yhte-
nidinen ja jompikumpi seuraavista ehdoista on taytetty:

D) df(z) = dg(x) kaikilla z € X,
2) on olemassa sellaiset solmut x1, x5 € X, ettd

di(xy) = dg(z) + 1,
dg(ze) = di(xs) +1,

jadl(z) = dg(z) kaikilla z € X\{z1, x2}.

Kohdan 1) tapauksessa jokainen Eulerin polku on suljettu ja kohdan 2) tapaukses-
sa jokainen Eulerin polku on avoin polku z; — 5.

Todistus. Samaan tapaan kuin suuntaamattomalle verkolle. O
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Eulerin verkon sovelluksena tarkastellaan aakkoston de Bruijnin jonoja, joiden
avulla kaikki tietynpituiset sanat voidaan ilmaista kompaktissa muodossa. Tédssd
pykildssi kidytetddn seuraavaa erikoistermistod:

Miiéritelmi 13.7.3 Olkoon S didrellinen epityhji joukko. Joukko S on aakkosto
ja sen alkiot kirjaimia. Olkoon n € N. Vektori w = (wy,ws,...,w,) € S"
on aakkoston S n-kirjaiminen sana ja sanan w pituus on n. Sanalle kiytetddn
lyhennysmerkintii

WiWy . .. Wy, = (W1, Wa, ..., Wy).

Jos k = #5, on erilaisia n-kirjaimisia sanoja N := k" kappaletta. Aakkoston S
sana
B = bObl e bN—l

on de Bruijnin jono sanapituudelle n, jos jokaista n-kirjaimista sanaa w € S™
kohti on olemassa yksikisitteisesti méaritty indeksi 4, i+1 € [N], jolle

W =0bbiy1.. . biyn_1,

kun indeksit otetaan modulo [V, ts. indeksin N —1 jédlkeen jatketaan nollasta eteen-
pdin. Tilannetta voi havainnollistaa kirjoittamalla jono B ympyrin kehille tasavi-
lein kellotaulun tapaan ja lukemalla siitd n-kirjaimisia sanoja myotipdivédn, 14h-
tien kustakin kirjaimesta vuorollaan.

Esimerkki 13.7.4 Aakkostossa S = {p, ¢} on kolmikirjaimisia sanoja 23 = 8
kappaletta. Erds kolmikirjaimisten sanojen de Bruijnin jono on B := pppqpqqq,

ks. Kuva [32] silld siitd 16ytyvat kaikki sanat ppp, ppq, pgp, qpq, paq. 499, qqp ja
qpp-

q

q B P

Kuva 32: Esimerkin de Bruijnin jono

Lause 13.7.5 Jokaisessa aakkostossa on de Bruijnin jono jokaiselle sanapituudel-
le.
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Todistus. Olkoon S aakkosto, k& := #5, n € N mielivaltainen sanapituus ja
N = k™ Jos n = 1, on viite triviaalisti tosi. Olkoon n > 2. Asetetaan sol-
mujoukoksi X := S"7!, nuoliksi U := S™ ja vastaavuuskuvaukseksi siirto
U U — Srtxsnt

U(zy...xp) = (T1...Tp_1,T2...Tp).

Silloin G := (X, U, V) on dérellinen suunnattu verkko, jossa ei ole erillisid sol-
muja. Kukin yksittdinen sana x = z; ...z, voi saada “kaverikseen” k erilaista
sanaa s ...T,, silld kirjain z, voidaan valita aakkostosta miten vain, muut on
kiinnitetty. Tdmén ja symmetrian perusteella

d5(x) = dg(x) =

kaikilla x € X. Todetaan vield, ettd G on yhtendinen osoittamalla se jopa vahvasti
yhtendiseksi. Olkoot x =1 ... 2,1, Y = ¥1 ... Yn—1 € X mielivaltaisia. Silloin

P=(T1. . Ty 1 Y1, To e Ty 1Y1Y2, -+ s T 1 Y1 -+ - Yn—1)
—_— —
x y
on polku x — y. Vastaavasti 16ytyy polku y — x. Siis G on vahvasti yhtendinen
ja siten yhtendinen. Lauseen nojalla on verkossa G suljettu Eulerin polku.
Tiassd tapauksessa polku koostuu kaikista n-kirjaimisista sanoista ja kukin niis-

td esiintyy kerran. Polun sanasta saadaan seuraava sana jattimélld ensimmaéinen
kirjain pois ja lisddmélld loppuun yksi kirjain. Jos Eulerin polku on

(Bo - b1, b1 by e by b1,
DNt - bN_100s -+ b_1D0 - .. bu_s),

on sana bgb; . ..by_1 erds de Bruijnin jono sanapituudelle n > 2 aakkostossa .S.
O
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13.8 Suunnatut puut

Olkoon G = (X, U, V) tdssé pykilidssd ddrellinen suunnattu verkko. Tarkastellaan
suunnattujen puiden rakennetta.

Miiritelmi 13.8.1 Adrellinen suunnattu verkko G = (X, U, ¥) on suunnattu
metsd, jos verkkoa (G vastaava suuntaamaton verkko on metsi, ts. sykliton. Verkko
G on suunnattu puu, jos vastaava suuntaamaton verkko on puu, ts. yhteniinen ja
sykliton. Suunnattu puu on juurellinen, jos siind on juuri.

Lause 13.8.2 Jos G = (X, U, V) on &édrellinen suunnattu puu, niin

a) jokainen sen polku on yksinkertainen ja 1dhto ja maali ovat eri solmuja, ts.
polku on yksinkertainen ja avoin.

b) jokaista sen solmuparia yhdistdd korkeintaan yksi polku.

c¢) siind on korkeintaan yksi juuri.
Todistus. a) Olkoot x, y € X solmuja ja

p=(ug,ug, ..., up) ~ (=20, T1,...,Tn =1Y)

polku. Jos olisi z; = z; joillekin 0 < ¢ < j < n, polkua p vastaava ketju si-
séltiisi syklin {w;(1,...,u;}. Tdmd on ristiriita oletuksen kanssa. Siis polku on
yksinkertainen. Erikoisesti x # y.

b) Olkoot p, ¢ kaksi eri polkua x — v, missd x # y. Unohtaen nuolten suunnat
saisimme vastaavat ketjut ¢, * — y ja ¢, y — x. Kuten Lauseen transi-
titvisuusosan todistuksessa, voitaisiin 10ytdd ketju x — x, joka siis olisi suljettu.
Vastaava kaarijoukko olisi sykli vastaavassa suuntaamattomassa puussa, mikd on
vastoin oletuksia.

c¢) Jos x # y ovat juuria, niin on olemassa polut p; : * — y ja ps : y — . Mutta
silloin pp, on polku z — x. Tdmai on ristiriita kohdan a) kanssa. O

Mairitelmé 13.8.3 Olkoon G = (X, U, V) direllinen juurellinen suunnattu puu.

a) Jos on olemassa polku z — y, sanotaan solmua = solmun y edeltdjdksi ja
solmua y solmun x seuraajaksi.

b) Solmuparissa ¥(u) = (z,y) solmu z on solmun y véliton edeltdjd ja solmu
y solmun z vdliton seuraaja.
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¢) Solmu, jolla ei ole seuraajia, on lehti tai pdcdtesolmu. Muut solmut ovat haa-
roja tai haarasolmuja.

Huomautus 13.8.4 Lauseesta[I3.8.2]seuraa, etti direllisessd juurellisessa puussa
1) juurella ei ole edeltdjid, muilla solmuilla on tdsmilleen yksi viliton edeltdja,

2) jokainen solmu on joko haara tai lehti, ei molempia. Haarasolmulla voi olla
useita vilittdmid seuraajia,

3) jokaisesta solmusta on sen jokaiseen seuraajaan tdsméilleen yksi polku. Jokai-
nen solmusta ldhtevi polku péittyy seuraajaan eikd mikéidn polku kulje edeltijin
kautta.

Lause 13.8.5 Olkoon G = (X, U, ¥) &édrellinen juurellinen suunnattu puu ja x €
X mielivaltainen. Jos X, on joukko, jonka muodostavat x ja sen kaikki seuraajat,
solmujoukon X, virittdima verkon G aliverkko GG, on juurellinen suunnattu puu,
jonka juuri on solmu .

Todistus. Olkoon y € X, \ {z} mielivaltainen. Koska y on solmun z seuraaja
puussa G, on siind tdsmélleen yksi polku p :  — y. Polun p nuolet ovat joukon
X, solmujen vilisid, joten p on polku x — y my®ds aliverkossa GG,. Téten x on
verkon G, juuri.

Olkoot H ja H, verkkoja GG ja GG, vastaavat suuntaamattomat verkot. Edelld tuli
jo osoitetuksi, ettd /1, on yhtendinen. Verkossa [ ei ole syklejd, joten niitd ei voi
olla myo6skédn sen aliverkossa H,. Tdten H, on suuntaamaton puu. Miidritelmin
13.8.1]mukaan suunnattu verkko G, on juurellinen puu. a

Lause 13.8.6 Jokainen &direllinen suuntaamaton puu voidaan suunnata juurelli-
seksi suunnatuksi puuksi.

Todistus. Olkoon G = (X, E, V) ddrellinen suuntaamaton puu. Valitaan yksi
solmu z € X ja muutetaan siitd ldhtevit kaaret nuoliksi. Siirrytdén ndiden nuolten
maaleihin ja toistetaan suuntaaminen. Néin saadaan kaikki kaaret suunnatuiksi
niin, ettd mielivaltaiseen solmuun y paittyva ketju x — y muuttuu poluksi. O

Olkoon G idrellinen yhtendinen suunnattu verkko. Koska sitd vastaava suuntaa-
maton verkko H on yhtendinen, se on Seurauksen @ mukaan erdidn puun P
virittdmi. Antamalla puun P kaarille niiden alkuperiiset suunnat saadaan suunna-
tun verkon G virittdvd suunnattu puu. Tdma ei kuitenkaan ole yleensi juurellinen
puu. (harjoitustehtdvid). Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd 10ytyy virittdvd suunnat-
tu metsd, jonka puut ovat juurellisia. Jos verkko GG on vahvasti yhtendinen, on
virittdvd suunnattu juurellinen puu olemassa.
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13.9 Binidiripuut

Suunnattujen juurellisten puiden erikoistapauksia, nk. bindéripuita, kdytetdéan eri-
tyisesti tietotekniikassa, mutta myods monissa muissa yhteyksissi.

Mairitelmi 13.9.1 Suunnattu juurellinen puu on binddripuu (binary tree), jos
jokaisella solmulla on (enintddn) kaksi lasta. Niitd kutsutaan vasemmaksi ja oi-
keaksi.

Esimerkki 13.9.2 Aritmeettisen lausekkeen laskujérjestys voidaan esittdd binda-
ripuuna. Esimerkiksi lauseke

(34 —5)* = (6:7+1)

binddripuuna Kuvassa

Kuva 33: Esimerkin [13.9.2]laskutoimitus binddripuuna

Tehtidva 13.9.3 Esiti ainakin kahdella eri tavalla binddripuuna lauseke
(a —b)(a+Db),
missi a ja b ovat reaalilukuja.

Tehtivi 13.9.4 Esittele jokin omaan alaasi kuuluva ongelma, jossa kdytetddn
apuna binddripuita.
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14 VERKKOTEORIAN ONGELMIA

Luvuissa [I2] ja [I3] on tarkasteltu Eulerin ja Hamiltonin ketjujen ja polkujen se-
ki virittdvien puiden olemassaoloa painottamattomassa verkossa. Esitettiin myos
joitakin teorian pohjalta kehiteltyjd menetelmid nédiden etsimiseksi. Téssd tdy-
dentdvissd luvussa tarkastellaan mm. verkkojen isomorfisuutta, planaarisuutta eli
tasoverkko-ominaisuutta ja tunnetuimpia verkko-ongelmia painotetuissa verkois-
sa.

14.1 Verkkojen isomorfisuudesta

Verkkojen isomorfisuusongelmia esiintyy kdytdnnon tasolla mm. kemiassa, tie-
donhakujirjestelmissé ja lingvistiikassa. Jos esimerkiksi on saatu selvitetyksi kah-
den monimutkaisen yhdisteen rakennetta kuvaavat verkot, jotka saattavat olla hy-
vinkin eri nidkoéisid, miten saadaan selville, ovatko yhdisteet samat? Vastaus on:
tasmaélleen silloin, kun vastaavat verkot ovat isomorfiset. Isomorfisuuden méérit-
tely on oleellisesti sama suuntaamattomalle ja suunnatulle verkolle.

Mairitelmé 14.1.1 a) Suuntaamattomat Verkot G = (X, F, ¥)jaG’' = (X', E', V)]
ovat isomorfiset (merkitidn G = G'), jos on olemassa sellaiset bijektiot f : X —
X'jag: E — FE' ettikaikillae € Fjax,y € X

[V(e) ={z,y}] = [W(gle) ={f(2), f(W)}].

b) Suunnatut verkot G = (X, U, V) ja G' = (X', U’, V') ovat isomorfiset (mer-
kitddn G = G’), jos on olemassa sellaiset bijektiot f : X — X'jag: U — U’,
ettd

[(V(u) = (z,9)] & [V(9(w) = (f(),f(»)].

Lause 14.1.2 Verkkojen vilinen isomorfia on ekvivalenssirelaatio (harjoitusteh-
tavd). Yleisesti kahden verkon isomorfisuuden toteaminen on hyvin hankala ja
tyOlids tehtidva.

Olkoot G = (X, A, V) ja H = (Y, B,T") kaksi #drellistd verkkoa, molemmat jo-
ko suuntaamattomia tai suunnattuja. Seuraavat ehdot ovat isomorfisuudelle viltti-
mittomid: Jos G = H, verkoissa on

a) sama maara solmuja, #X = #Y,

b) sama maéiri kaaria tai nuolia, #A = # B,

¢) sama mdadrd kunkin asteluvun omaavia solmuja,

d) samat méadrit tietynpituisia (suljettuja) ketjuja tai polkuja,



14 VERKKOTEORIAN ONGELMIA 167

e) sama madrd yhtendisii ja vahvasti yhtendisid komponentteja, ja jo-
kaista verkon GG komponenttia vastaa sen kanssa verkkona isomorfi-
nen verkon A komponentti, joille pétevit kohdat a) — d).

Nimai ominaisuudet eivit suinkaan riitd isomorfisuuden osoittamiseen, mutta niiti
voidaan kiyttdd osoitettaessa, ettd kaksi verkkoa eivit ole isomorfisia.

Pienehkojen yksinkertaisten verkkojen isomorfisuus saattaa ratketa komplement-
teja tutkimalla.

Lause 14.1.3 Jos G ja H ovat kaksi yksinkertaista verkkoa, ne ovat isomorfiset
jos ja vain jos niiden komplementit ovat isomorfiset.

Todistus. Harjoitustehtdva. g

Yleisesti kahden &érellisen verkon isomorfisuuden toteaminen on periaatteessa ai-
na ratkaistavissa suoralla laskulla. Jos verkot ovat suuria, menetelma on kuitenkin
erittdin hidas, silld laskenta-aika on verrannollinen solmujen méérdn kertomaan.
Yleistd algoritmia, jonka laskenta-aika olisi verrannollinen solmujen mééréén po-
lynomiaalisesti, ei ole onnistuttu kehittiméan.

Lause 14.1.4 Jos G ja H ovat kaksi adrellistd verkkoa, ne ovat isomorfiset jos
ja vain jos verkon H solmut voidaan jdrjestdd niin, ettd verkkojen yhteysmatriisit
ovat samat.

Todistus. Yhteysmatriisi maardd verkon yksikésitteisesti, ja kdéntéden. a

Jos verkoissa on n solmua, on muodostettava joukon [n] kaikki eri jirjestykset
(permutaatiot, Méairitelmi [16.2.1)), joita on n! kappaletta, ja verrattava matriisia
M kuhunkin matriisista My jéarjestimélld saatavaan matriisiin. Erikoista tyyp-
pid oleville verkoille, kuten puille ja tasoverkoille, on kehitetty nopeitakin mene-
telmid.

Esimerkki 14.1.5 Ovatko Kuvan [34] verkot isomorfisia?

L

Kuva 34: Esimerkin [14.1.5] verkot

Ratkaisu. Vasemmassa verkossa on kaksi, oikeassa kolme erilaista 4-pituista sul-
jettua ketjua, joten kohdan d) nojalla verkot eivit ole isomorfiset.
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Esimerkki 14.1.6 Olkoot GG ja H verkkoja matriiseina

11301 21011
12110 11130
Meg=1100 2 2], Mp=1]110010
00 0O01 0120 2
01100 00100

Osoita, ettd verkot ovat isomorfiset.

Ratkaisu. Verkot ovat suunnattuja, silld matriisit eivit ole symmetrisid. Olkoot

X = A{x,mp,33,70,75), G o= (XU, 9),
Y = {y¥9309), H = (Y, V.I).

Olkoot M¢ = (a;;)sx5 ja My = (b;j)5x5. Yritetddn muodostaa bijektio f : X —
Y kéyttden isomorfisuudelle vilttdméttomid ehtoja. Koska a13 = by = 3, on
valittava f(zq) := vy ja f(z3) := y4. Koska solmut z,4 ja y5 ovat ainoita, joiden
lahtoaste on 1, tiytyy olla f(x4) := ys. Koska (x4, z5) € U, on oltava

(f(za), f(25)) = (ys, f(25)) €V,

joten pitéd valita f(z5) := y3. Lopuksi olkoon f(x2) := y;. Jarjestimailld funktion
f mukaan saadaan

H vy v v Ys Y3

w1l 1 3 0 1

n| 1 2 1 1 0
MH = Ya 1 0 0 2 2 y

us| 0 0 0 0 1

»\0 1 1 0 0

mistd ndhdéin, ettd verkot ovat isomorfiset.
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14.2 Taso- vai avaruusverkko?

Joskus on tiarkedta tietdd, voidaanko annettu verkko esittdd tasokaaviona niin, et-
teivit kaaret tai nuolet leikkaa toisiaan. Téllainen tilanne on tuttu mm. elektro-
niikassa suunniteltaessa integroituja tai painettuja virtapiireji. Tehtdva on yksin-
kertainen asettaa ja periaatteessa myOs suorittaa, mutta — kuten monet muutkin
verkko-ongelmat — kdytidnnossé hidas toteuttaa. Vaikka verkko onnistuttaisiinkin
todistamaan tasoverkoksi, jdd yleensd vield selvitettdviksi, miten se on tasoon
piirrettdvi. Seuraavassa kisiteltdvi tasoverkko-ominaisuuden tarkastelu on esitet-
ty suuntaamattoman verkon terminologialla, mutta se soveltuu ymmaérrettavisti
yhtd hyvin suunnatulle verkolle.

Geometrisista kiyristi

Tarkastellaan aluksi euklidisen avaruuden R™ kidyrid. Esimerkiksi integraalilas-
kennan yhteydessi kiyrilld tarkoitetaan jatkuvaa kuvausta 7 : [a,b] — R™. Mo-
nissa muissa tilanteissa — kuten suuntaamattoman geometrisen verkon yhteydessi
— riittad tarkastella tillaisten kdyrien kuvajoukkoja eli jdlkii C., := ~([a, b]).

Miiritelmé 14.2.1  a) Avaruuden R" osajoukko C on kdyrd, jos on olemassa
suljettu vili [a,b], a < b, ja jatkuva kuvaus v : [a,b] — R", joille C' =
v([a, b]). Kuvaus «y on kéyrin (eréds) parametriesitys.

b) Kéyrd on Jordanin kaari, jos silld on parametriesitys, joka on injektio. Kdy-
rd on yksinkertainen, jos silld on parametriesitys -, jolle v|[a, b[ on injektio.
Kiyrd C' on suljettu tai umpinainen, jos y(a) = ~y(b). Kdyrd on Jordanin
kdyrd, jos se on yksinkertainen ja suljettu.

¢) Jos {x,y} = {7(a),~(b)}, sanotaan, ettd kiyrid yhdistcd pisteet x,y € R"
ja ettd pisteet x ja y ovat kdyrin pdidit.

d) Kayrd C leikkaa itseddin pisteessd x € R", jos jokaista sen parametriesitysti
7 vastaa lukupari s,t € [a, b, s < t, jolle y(s) = (t) = x. Kaksi kdyrdd C
ja D leikkaavat toisensa pisteessd x € R", josx € C'N D.

e) Olkoot C' ja D kaksi kéyrid, joilla on ainakin yksi yhteinen pédd. Kdyrien
yhdiste on joukko C'D := C'U D.

Lause 14.2.2 (Jordanin kiiyrilause) Jordanin kiiyri C tasossa R? jakaa tason
kahteen pistevieraaseen alueeseen, joiden molempien reuna on C'.

Todistus. Syvillinen topologinen tulos. O
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Huomautus 14.2.3 1) Kéyrilld on aina useita parametriesityksid. Jordanin kaari
el leikkaa itseédén ja Jordanin kiyré leikkaa itsedédn ainoastaan pédissdén.

2) Jos kdyrd C' yhdistdd pisteet x, y ja kdyrd D yhdistdd pisteet y, z, niiden yhdiste
C'D on kiyri, joka yhdistdd pisteet x ja z.

3) Jos Jordanin kidyrd C' jakaa tason alueisiin A;, As jax; € Ay, X9 € A, niin
jokainen ndité pisteitd yhdistdva kdyri leikkaa kdyrdd C'.

Geometrinen verkko ja abstrakti verkko

Mairitellddn aluksi verkon erikoistapaus, geometrinen verkko. Sitten késitelldén
abstraktin verkon esittimistd geometrisena verkkona euklidisessa avaruudessa.

Maiiéritelmi 14.2.4 Kolmikko G = (X, £, V) on geometrinen verkko avaruudes-
sa R", jos

a) X C R" on epityhji pistejoukko,

b) £ on joukko niiti pisteitd yhdistdvid yksinkertaisia kdyrid, jotka eivit leik-
kaa toisiaan ja siséltivit pisteitd x € X korkeintaan pédinééin,

c) V:& — X & X on kuvaus, joka liittdd kdyrddn sen piét.

Huomautus 14.2.5 Olkoon G = (X, £, V) avaruuden R™ geometrinen verkko.

a) On ilmeistd, ettd geometrinen verkko on suuntaamaton verkko, kun X tulkitaan
solmujen joukoksi, £ kaarten joukoksi, jossa silmukat ovat Jordanin kéyrid, muut
kaaret Jordanin kaaria ja ¥ on vastaavuuskuvaus.

b) Kaarijono on sen sisiltdmien kaarien yhdiste. Jos ¢ = C1C} ... C,,, missi ku-
kin C; on geometrisen verkon kaari, on ketju, se voi kdyréni leikata itsedén vain
solmuissa. Yksinkertainen suljettu ketju on Jordanin kiyra.

c¢) Tason (n = 2) geometrisessa verkossa yksinkertainen suljettu ketju jakaa tason
Jordanin kédyrédlauseen mukaan kahteen erilliseen alueeseen, joista toinen on rajoi-
tettu ja toinen ei. Ndin dérellinen verkko jakaa tason ddrellisen moneen alueeseen.

Lause 14.2.6 Jokainen &drellinen suuntaamaton verkko on isomorfinen avaruu-
den IR? jonkin geometrisen verkon kanssa. Yleisemmin, viite pitee jopa verkolle,
jossa on numeroituva médri solmuja ja kaaria.

Todistus. Asetetaan solmut kolmiulotteisen xyz-koordinaatiston positiiviselle x-
akselille pisteisiin 1, 2, 3, .. .. Koska kaaria on numeroituva miiri, voidaan kuta-
kin kaarta e; varten ottaa eri taso 7;, joka sisdltdd z-akselin. Kaari e; voidaan nyt
piirtdd omaan tasoonsa 7;. u
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Verkon planaarisuus

Tarkastellaan tasoverkon ominaisuuksia, mm. Eulerin kaavoja seki esitetaan tun-
nettu Kuratowskin lause, joka karakterisoi tasoverkko-ominaisuuden.

Miiéritelmi 14.2.7 Suuntaamaton verkko G on tasoverkko eli planaarinen, jos
se on isomorfinen tason jonkin geometrisen verkon kanssa, muutoin avaruusverk-
ko.

Seuraavaa lausetta kédytetddn usein osoitettaessa verkkoa avaruusverkoksi.

Lause 14.2.8 (Eulerin kaava verkoille) Olkoon G = (X, &, V) tason #irellinen
geometrinen verkko, jossa on n solmua ja m kaarta. Oletetaan, ettd G jakaa tason
tason 7 alueeseen.

a) Jos verkko G on yhtenidinen, on

n—m+r=2. (18)

b) Jos verkossa on p yhteniistd komponenttia, on

n—m+r=p+1.

Todistus. a) Viite voidaan todistaa induktiolla (harjoitustehtivi) tai kdyttdd Huo-
mautuksen [14.2.9 menetelméd, jonka avulla miké tahansa tason dérellinen yhte-
nidinen geometrinen verkko voidaan tyhjentdd yhdeksi solmuksi, jolle kaava sel-
vistikin pitdd paikkansa.

b) Kullekin yhteniiselle komponentille G; erikseen pitee (I8)):
n;—m;+r; =2, 1€ ]|pl (19)

Kun lasketaan koko verkon jakamia alueita, otetaan rajoittamaton alue vain ker-
ran, joten alueita on yhteensd r = > »_, r; — (p — 1). Kun lasketaan yhtlst (19)

puolittain yhteen saadaann —m +r+p—1=2pelin—m+r=p+1. 0O

Huomautus 14.2.9 Tason yhteniiselle geometriselle verkolle pysyy luku n—m+
r muuttumattomana, jos verkkoa muunnetaan niin, etti se pysyy yhtendiseni geo-
metrisena verkkona ja

a) poistetaan (tai lisdtdén) yksi kaari.

b) poistetaan (tai lisdtdén) yksi kaari ja sithen liittyvé yksiasteinen solmu.
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Seuraus 14.2.10 Jos G = (X, £, V) on dérellinen yhtendinen yksinkertainen geo-
metrinen tasoverkko, jossa on n > 3 solmua ja m kaarta, niin

m < 3n — 6.

Todistus. Jokaista aluetta rajoittaa ainakin 3 kaarta ja jokainen kaari rajoittaa kor-
keintaan kahta aluetta, joten 3r < 2m. Eulerin kaavan mukaan

2
m:n—i—T—ZSn—i—gm—Qa
jostam/3 <n—2, O

Huomautus 14.2.11 a) Jos verkko on tasoverkko, sitd voidaan muuntaa planaari-
suuden kirsiméittd seuraavasti:

1. Poistetaan silmukat ja rinnakkaiset kaaret.

2. Poistetaan 2-asteinen solmu ja yhdistetdén sithen liittyneet kaaret.

3. Kaari “kutistetaan” pisteeksi, jolloin kaaren péit yhtyvit yhdeksi solmuksi.
Verkon yksinkertaisuus saatetaan tapauksissa 2 tai 3 menettéda.

b) Avaruusverkko puolestaan pysyy avaruusverkkona, jos sitd muunnetaan kohtien
1 ja 2 menetelmilld; sen sijaan “kutistaminen” voi muuttaa verkon tasoverkoksi.

Esimerkki 14.2.12 Onko Kuvan [35] verkko G tasoverkko?

G

Kuva 35: Esimerkin [14.2.12] verkko

Ratkaisu. Verkko on yksinkertainen ja siind on 6 solmua ja 11 kaarta, joten pitee
11 < 3.6 — 6 = 12, miki ei ole planaarisuuden kanssa ristiriidassa. Kutistetaan
pisin vaakasuora kaari. Muunnettu verkko GG’ on yksinkertainen ja siind on 5 sol-
mua ja 10 kaarta, joten 10 > 3 -5 — 6 = 9. Seurauksen [14.2.10|nojalla verkko G’
ei ole tasoverkko, joten myoskiéin G ei ole.
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Esimerkki 14.2.13 Adrellisii avaruusverkkoja on olemassa ainakin kaksi, nk.
Kuratowskin verkot K ja K33, ks. Kuva[36

A

K

33

Kuva 36: Kuratowskin avaruusverkot K5 ja K33

K5 on yksinkertainen tdydellinen 5-solmuinen verkko ja K3 3 nk. téydellinen kak-
sijakoinen (complete bipartite) 3+3-solmuinen verkko. Verkon K3 3 solmut voi-
daan jakaa kahteen ryhméin L = {1,2,3} ja A = {a, b, ¢} niin, ettd

a) jokaisesta x € L on yksi kaari jokaiseen y € A,

b) kummankaan ryhmin solmujen vililld ei ole kaaria.

Verkot todistetaan avaruusverkoiksi Jordanin kéyrilauseen tai Seurauksen [14.2.10]
avulla (harjoitustehtavi).

Seuraava lause karakterisoi dérellisten verkkojen planaarisuuden.

Lause 14.2.14 (Kuratowskin lause) Adirellinen verkko on tasoverkko jos ja vain
jos se ei sisdlld yhtédédn sellaista aliverkkoa, joka voidaan muuntaa Huomautuksen
[[4.2.T1| keinoin 1 ja 2 (ei 3) verkoksi, joka on isomorfinen Kuratowskin verkon

K tai K33 kanssa (ks. Esimerkki[14.2.13]).
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14.3 Kartan viritys

Tasokartan virittimisongelma (graph coloring) askarrutti tutkijoita ja maallikko-
jakin viime vuosisadan puolivilistd ldhtien. Oletetaan, ettd G on erds valtioiden
rajoja kuvaava tasokartta. Valtiot oletetaan yhtendisiksi alueiksi ja rajanaapuruus
tarkoittaa, ettd valtioilla on yhteistd rajaa enemmin kuin yksittdisten pisteiden ver-
ran. Kuinka monta eri virii tarvitaan kartan vérittdmisessé, kun rajanaapureilla on
oltava eri vérit?

Ongelmana on 16ytdd kartan G kromaattinen luku g € N, so. pienin médri vérejd,
jolla kartta voidaan virittdd. Probleema voidaan muotoilla verkkoteorian kielelle
seuraavasti: Olkoon G = (X, F, ¥) suuntaamaton verkko, jossa

1) valtiot = solmut X = {z1,z9,...,2,},
2) olla rajanaapureita” merkitsee kaarta {x, 22} € E,

3) vastaavuuskuvaus ¥ on joukon £ identtinen kuvaus.

Ongelma. Miki on pienin joukko [yg] C N, jonka alkioilla verkon
G solmut voidaan numeroida niin, ettd minkdin kaaren pdilld ei ole
sama numero?

Aikojen my6td on esitetty lukuisa joukko osatuloksia tietyn tyyppisille verkoille
seki yleisid tuloksia v < 6, v < 5, joiden todistaminen ei ole edes kovin tyolasta.
On myos ollut kauan selvéd, ettd on tasoverkkoja, joille v = 4.

Esimerkki 14.3.1 Montako virii tarvitaan Kuvan [37 kartan vérittimiseen?

Kuva 37: Esimerkin [14.3.1] verkko

Ratkaisu. Selvisti 3 virid ei riitd, silld jo sisemmaén tdydellisen nelisolmuisen ali-
verkon vérittimiseen tarvitaan véahintiin 4. Toisaalta, jos kédytettdvissi on 4 virid,
vdritys onnistuu helposti. Siis verkon kromaattinen luku v = 4.

Vuonna 1976 K. Appel ja W. Haken ([[11]]) esittivit kuuluisalle nelivirivéittiméille
todistuksen, joka perustuu oleellisesti tietokoneen kéayttoon. Tyohon kului aikaa 4
vuotta ja yli 1200 tietokonetuntia.
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Lause 14.3.2 (Appel ja Haken) Tasoverkon kromaattinen luku v < 4.

Lause 14.3.3 (Brooks, 1941) Olkoon G #irellinen suuntaamaton verkko, jonka
solmujen asteilla on yliraja d € N. Silloin

a)ye <d+1,

b) v < d, paitsi jos

1. verkolla G on komponenttina K4, tai

2. d = 2 ja verkolla G on komponenttina paritonta pituutta oleva
suljettu ketju.
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15 PAINOTETUT VERKOT

Verkon avulla muotoillulla ongelmalla saattaa olla useita ratkaisuja, jotka kaikki
eivit kuitenkaan ole yhti toivottuja. Jos esimerkiksi kauppamatkustajan ongelmal-
la (ks. Luku [I2.6)) on ratkaisuja, on jokin reiteistd lyhin (lyhimpid voi olla useita
erilaisia). Jos ongelmaa viljennetiddn luopumalla osasta kaupunkeja, on hylattavéit
kaupungit valittava jollakin kriteerilld, esimerkiksi pienuuden perusteella. Téllai-
sissa tapauksissa on jarkevdd midritelld kaarille ja/tai solmuille painokertoimet ja
pyrkid 16ytdmiin ratkaisu, jossa painokerrointen summa tms. on — tilanteesta riip-
puen — edullisin. Kauppamatkustajan ongelman tapauksessa solmupainot voisivat
olla kaupungin kokoon liittyvii ja kaaripainot vilimatkoja tai matka-aikoja.

15.1 Painotettu verkko
Mairitelmé 15.1.1 Olkoon G = (X, A, V) verkko. Viisikkoa
GW = (X7 A7 \Ij7 gx, gA)u

missd gx : X — Rjags : A — R ovat kuvauksia, nk. painofunktioita (weight
function), sanotaan painotetuksi verkoksi (weighted graph, network).

Usein verkossa on vain solmu- tai kaaripainot. Jos esimerkiksi solmupainoja ei ole
annettu, asetetaan solmupainoiksi vakiofunktio gx = 1 tai jétetdéin se kokonaan
pois. Tissd esityksessd rajoitutaan dérellisiin suuntaamattomiin verkkoihin, joissa
on vain kaaripainoja. Lisdksi verkot ovat yksinkertaisia tai ne yksinkertaistetaan
jattamalld pois “turhat” rinnakkaiset kaaret. Esitettdvistd menetelmistd ne, joissa
kiytetdin etdisyysmatriisia, soveltuvat myos suunnatuille verkoille.

Mairitelmé 15.1.2 Olkoon G = (X, E, V¥, gg) yksinkertainen painotettu verkko
yhteysmatriisina Mg = (@ )nxyn. Matriisi Mg w = (W;j)nxn, Missd

ge({zi,z;}), josa;; >0,
Wij = oo, jOS Q55 = 0,2 7£ j,

0, josi =7,

on verkon G painomatriisi eli etdisyysmatriisi.
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Esimerkki 15.1.3 Kuvassa[3§on eris suuntaamaton painotettu verkko ja sen etéi-
syysmatriisi:

Xy o X,
G Hm4 0 3 5 3
N o [2 0
3 0o 4 0

Kuva 38: Esimerkin [I5.1.3] verkko ja painomatriisi

15.2 Lyhin ketju

Olkoon G = (X, E, V¥, g) yksinkertainen painotettu verkko.
Ongelma Etsi verkon kahta solmua z ja y yhdistivisti ketjuista lyhin.

Alkeellisin ja samalla tehottomin menetelma on etsid kaikki ketjut x — y ja valita
ndistd lyhin.

Huomattavasti parempi, mutta myos hieman hankalammin kisiteltivd menetelma
on E. Dijkstran vuonna 1959 esittdmi algoritmi, jolla haluttaessa saadaan my0s
lyhimmiit ketjut solmusta  kaikkiin muihin solmuihin virittdvin puun muodossa

(ks. Méiritelma[12.9.1):

Olkoon H aluksi verkko, jossa on vain ldhtosolmu x. Lihdetdin kas-
vattamaan verkkoa H yksi solmu kerrallaan toistamalla seuraavaa
prosessia, kunnes solmu y (tai kaikki solmut) ovat verkossa H :

Toista Etsitdédn sellainen verkkoon /' kuulumaton solmu, johon on
lyhin matka ldhtosolmusta = verkossa f. Lisdtdédn tdimé solmu
ja kaari verkkoon H.

On selvii, ettd ndin syntyneessd verkossa H jokaista solmuparia x # z yhdistdd
tasmalleen yksi ketju. On my0s melko ilmeisti, ettd kaikki muut ketjut verkossa
G ovat ainakin yhti pitkid.
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Tehtivi 15.2.1 Etsi lyhimmit ketjut Kuvan [39] verkon solmusta A muihin sol-
muihin.

B 2 ¢
4
2 2 9 1
A 5] 4 E H
™, 3 7 6
5
F (€}

Kuva 39: Tehtdvin [I5.2.1] painotettu verkko

Jos halutaan tietdd ainoastaan kaikkien solmuparien vilisten lyhimpien ketjujen
pituudet, voidaan kdyttdd mekaanista Floydin algoritmia. Olkoon D = (d;;)nxn
verkon G etdisyysmatriisi. Kuvan 40 funktio palauttaa lyhimpien ketjujen pituudet
sisdltdvin matriisin L.

function L = lyhimmat(D);

L =D,

fork=1:n

fori=1:n

for j = 1:naseta L(i,5) = min (L(¢, ), L(i, k) + L(k,j)); end
end

end

Kuva 40: Floydin algoritmilla lyhimpien ketjujen pituudet

Esimerkki 15.2.2 Esimerkin [I5.1.3]tapauksessa etdisyysmatriisista saadaan Flo-
ydin menetelmélld lyhimpien ketjujen pituudet

0 35 3
308 6
La=145 8 0 4
36 4 0

Tehtiivi 15.2.3 Laske Tehtivin [I5.2.1] lyhimpien ketjujen pituudet.
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15.3 Minimaalinen virittiva puu

Olkoon G = (X, E, ¥, gg) yksinkertainen yhtenéinen painotettu verkko, jossa on
n solmua. Olkoon ongelmana 16ytda verkolle minimaalinen virittiva puu (mini-
mal (spanning), economy tree), ts. virittdvad puu, jonka kaarten painokerrointen
summa on mahdollisimman pieni.

Jos verkossa on vihinlaisesti kaaria, minimaalisen virittidvd puu (X, T, V) 1oytyy
nopeimmin Kruskalin algoritmilla, joka on Kuvassa 1]

Asetai =0,T = 0;

while (i <n —1)

valitse sellainen kaari e € E \ T, jolle
1) (X, T U{e}, ¥) on syklitén

2) g (e) on mahdollisimman pieni
aseta T =T U{el; i =1+ 1;

end

Kuva 41: Mimimaalinen virittavd puu Kruskalin algoritmilla
Primin algoritmi tuottaa niinikdin minimaalisen virittdvén puun:

Otetaan puuksi P, lyhin kaari ja sen paatesolmut.

Toistetaan arvoilla k = 2,3, ..., n — 1: Muodostetaan verkon G ali-
verkko Py lisddmailld puuhun P, pditesolmuineen lyhin niistd kaa-
rista, joiden toinen pdd on puussa Fj_;, mutta toinen ei. Silloin P on
puu.

Tehtédva 15.3.1 Etsi Primin algoritmilla halvin virittdvd puu Kuvan [42) verkosta.

B 2 (
2 > 4 3 1
A D 4 E H
EANE U
5
F (J

Kuva 42: Tehtdvin[I5.3.1] painotettu verkko
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Tehtiivi 15.3.2 Etsi Kruskalin algoritmilla halvin virittivd puu Tehtdvin [15.3.1]
verkosta.

Esimerkki 15.3.3 Esimerkille saadaan Primin menetelmélla virittivd puu
(Kuva[43)), jonka kaarten painojen summa on 13 yksikkoa.

Kuva 43: Virittdva puu Esimerkkiin [15.3.3]

Onko muitakin yhtd halpoja?

Tehtivi 15.3.4 Rakenna Kuvan 4] painotetulle verkolle

Kuva 44: Tehtdvin [I5.3.4] painotettu verkko

a) halvin virittdvd puu Primin algoritmilla.

b) virittavd puu Dijkstran algoritmilla alkaen solmusta 4.
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15.4 Kauppamatkustajan ongelma

Olkoon G = (X, E,V, gg) yksinkertainen tdydellinen painotettu verkko, jossa
on n solmua. Periaatteessa minimaalisen suljetun Hamiltonin ketjun voi verkosta
16ytad tutkimalla kaikkia mahdollisia suljettuja Hamiltonin ketjuja. Koska tdydel-
lisessd n-solmuisessa verkossa on (n — 1)! kappaletta erilaisia suljettuja Hamil-
tonin ketjuja, on menetelmé ddrimmaéisen tyolis. Itse asiassa kelvollista nopeata
yleistd menetelmii ei ole onnistuttu kehittim&én.

Esitetiddn lopuksi erds nopea menetelmd, joka antaa kohtuullisen approksimatiivi-
sen ratkaisun (ks. algoritmi Kuvassa45)). Voidaan osoittaa, etti menetelmin anta-
ma ratkaisu on huonoimmassakin tilanteessa pituudeltaan korkeintaan kaksinker-
tainen verrattuna oikeaan ratkaisuun, mutta usein huomattavasti tarkempi. Olete-
taan, ettd verkon painot toteuttavat kolmioepdyhtdlon w;, < w;; + wji, minkd
useimmat kdytdnnon ongelmat toteuttavat.

Valitse solmu x4, sitd 1dhinné oleva solmu x9 ja aseta ho = (x1, x2, z1);
fork=2:(n—1)

valitse solmu 2, € X, joka

1) ei ole ketjussa hy,

2) on lahinni ketjua hg;

olkoon x;, €< hj, > ldhinnid solmua zj;

lisdd 23, jonoon hy, solmun x,, edelle ja indeksoi uudelleen;

aseta hk+1 = (xl, T2y vy Tht1, 1}1);

end

Kuva 45: Quick travelling salesperson-algoritmi

Kauppamatkustajan ongelman yhteydessd on edullista muuntaa etdisyysmatriisia
niin, ettd diagonaali asetetaan darettomaksi.

Esimerkki 15.4.1 Olkoon G painotettu verkko, jonka etdisyysmatriisi on (ks.
my6s Kuva 46)

© 3 3 2 7 3
3 00 3 4 5 5
3 3 00 1 4 4
Me,w = 2 4 1 co 5 5
7 5 4 5 oo 4
3 5 4 5 4 o

Olkoot solmut vastaavassa jarjestyksessd A, B, C, D, E ja F. Lahdetdédn solmus-
ta A ja valitaan matriisin perusteella hy = (A, D, A). Nditd solmuja ldhinni on
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A
3

8 7 F
o2

3 4

4

4 5 £

D

Kuva 46: Esimerkin [I5.4.1] verkon eris esitysmuoto

solmu C, jota ldhinnd on D. Asetetaan siis hy = (A, C, D, A). Jatkossa on hie-
man valinnan varaa: Edellisid 1dhinné on kaksi solmua, B ja F'. Valitaan néistd B,
joka on ldhimp#ni ketjun solmua C ja asetetaan hy = (A, B,C, D, A). Solmu F'
on edelleen ldhimpéni ketjua hy, joten asetetaan hs = (A, B,C, D, F, A). Solmu
E on ldhinnd solmua F', joten asetetaan hg = (A, B,C, D, E, I, A). Niin saadun
suljetun Hamiltonin ketjun pituus on 19, kun lyhin olisi 18. Aloittamalla jostain
muusta solmusta tai tekemilld dskeiset valinnat toisin saataisiin erilaisia arvioita.
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16 KOMBINATORIIKKAA

Joukon mahtavuutta ja kardinaliteettia tarkasteltiin Luvussa [I0] Samoin todistet-
tiin ddrellisten joukkojen summa- ja erotusperiaate eli joukkojen yleinen yhteen-
laskukaava (Lause [10.2.3)) sekd palautuskaava joukon ositusten lukumaiérien las-
kemiseksi (Lause[10.3.1). Tassé luvussa tarkastellaan kombinatoriikan alkeita.

Kombinatoriikassa tarkastellaan dérellisen joukon A = {ay, as, . .., a,} osajouk-
kojen valintaan liittyvid kysymyksid. Osajoukot voivat my0s olla jéirjestettyji os-
ajoukkoja. Osajoukot, olivatpa ne jérjestettyjd tai eivit, voidaan valita siten, ettd
kukin alkio voi esiintyd vain kerran tai siten, ettd tietty alkio voi esiintyd useam-

man kerran. Kun esimerkiksi n alkiota a;, ao, . . ., a,, on annettu, voidaan ne ilmei-
sesti aina esittdd jarjestysluvuin 1, 2, ..., n. Niin ajattelemme alkioita esitettdvin
jatkossa.

Konbinatoriikan perustyokaluja ovat mm. summa- ja tuloperiaatteet, variaatiot,
kombinaatiot sekid binomi- ja multinomikertoimet. Sovellutuksena tarkastellaan
joukon alkioluokkiin jakoja eli ositteluja multinomikerrointen avulla.

16.1 Tulo- ja summaperiaate

Monissa yhteyksissd, esimerkiksi todennédkoisyyslaskennassa, tulee toistuvasti
vastaan seuraava perusongelma: Kuinka monta alkiota on joukossa, joka on muo-
dostettu tunnetuista joukoista tiettyjen alkeisoperaatioiden avulla?

Esimerkki 16.1.1 Laatikko sisdltdi viisi tuotetta a, as, as, a4 ja as. Valitaan laa-
tikosta umpiméhkiin kolme tuotetta, jotka asetetaan ndytteille vierekkdin. Mon-
tako keskendin erilaista jdrjestettyd joukkoa saadaan?

Ratkaisu. Téssd tapauksessa kukin tuote voi esiintyi vain kerran kussakin osajou-
kossa. Ensimméinen tuote voidaan valita viidelld eri tavalla. Témin jédlkeen voi-
daan seuraava tuote valita neljilld eri tavalla (edellisen valinnan jélkeen jéljelld-
olevista) ja viimeinen tuote kolmella eri tavalla. Keskendin erilaisia jirjestettyji
kolmen tuotteen joukkoja saadaan kaikkiaan 5 - 4 - 3 = 60 kappaletta.

Esimerkki 16.1.2 Kuinka monella eri tavalla voidaan muodostaa kolminumeroi-
nen luku, kun ensimmainen numero ei saa olla nolla?

Ratkaisu. Ensimmaéinen numero voidaan valita yhdeksilld eri tavalla, toinen ja
kolmas numero kumpikin voidaan valita kymmenelli eri tavalla. Keskendin eri-
laisia kolminumeroisia lukuja saadaan néin ollen 9 - 10 - 10 = 900 kappaletta.
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Lause 16.1.3 (tuloperiaate valinnoissa) Jos

operaatio N7 voidaan suorittaa n:114 eri tavalla
operaatio N, voidaan suorittaa no:lla eri tavalla

operaatio NV voidaan suorittaa ny:lla eri tavalla

niin, operaatiojono N1 N, ... Ni voidaan suorittaa tulon n; - ns - ... - ng ilmoitta-
malla eri tavalla.

Matematiikan kielelld tima tarkoittaa:

Lause 16.1.4 (tuloperiaate joukoille) Jos A, Ao, ..., A, ovat ddrellisid joukko-
Jja, on voimassa tuloperiaate

#(Al XAQX see XAk) = #Al . #AQ e #Ak
Tuloperiaatetta voidaan havainnollistaa juurellisena puuna, jossa solmun vélitto-
mien seuraajien maddrd kuvaa kunkin vaiheen tulosmahdollisuuksia.
Esimerkki 16.1.5 Monellako eri tavalla voidaan Esimerkissi [[6.1.1] mainitusta
laatikosta valita enintddn kolme tuotetta kisittiva jarjestetty joukko?

Ratkaisu. Valittu joukko voi sisdltdd yhden, kaksi tai kolme tuotetta. Yhden tuot-
teen joukko voidaan valita viidelld eri tavalla. Kahden tuotteen joukko voidaan
valita 5 - 4 = 20 eri tavalla, kolmen tuotteen joukko 5 - 4 - 3 = 60 eri tavalla. Ndin
ollen voidaan enintdédn kolmen tuotteen jérjestetty joukko valita 5 4 20 4+ 60 = 85
eri tavalla.

Lause 16.1.6 (summaperiaate valinnoissa) Oletetaan, etti
operaatio M voidaan suorittaa m:114 eri tavalla
operaatio M, voidaan suorittaa ms:lla eri tavalla
operaatio M) voidaan suorittaa my:lla eri tavalla

ja lisdksi, ettd operaatiot ovat kaikki toisensa poissulkevia. Télloin voidaan ope-
raatio M, tai M, tai ...tai M,” toteuttaa m; + mq + ... -+ my eri tavalla.

Matematiikan kielelld tima4 tarkoittaa:

Lause 16.1.7 (summaperiaate joukoille) Jos A, As, ..., A, C E ovat erillisii,

ts. pareittaiset leikkaukset ovat tyhjid, on voimassa summaperiaate
#AIUA U UA) = #A1 +#A2 + - + #As,

ks. Lause
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Summa- ja tuloperiaatteen probabilistinen tulkinta
Olkoon koetta tehtdessd n tulosmahdollisuutta eli alkeistapausta
E ={e1,ea, ..., e}

Pistetodenndikoisyysfunktio pg : E — [0, 1] on kuvaus, jolle

Alkeistapauksen e; todenncikoisyys on luku pg(e;). Tapahtuman A C FE todenni-
koisyys on luku

Jos tapahtumat A;, Ao, ..., Ax C E ovat toisensa poissulkevia, niin summaperi-

aatteen mukaan . .
i=1 i=1

Olkoon sitten kyseessi koe, joka voidaan ajatella suoritetuksi useassa toisistaan
riippumattomassa vaiheessa: = 1, 2, .. ., k, joissa kaikkien alkeistapausten joukot
ovat Iy, Es, . .., E}. Tamén ilmion malliksi kdy tulokenttd

E = FEixXFEyx -+ xXE,.

Jos Ay x Ayx -+ x Ay, C E on tulokentén tapahtuma, saadaan tuloperiaatteen mu-

kaan . i
P (HAZ-) R
=1 =1

missd P; on todennidkdisyys vastaavassa projektiokentissd F;.

Alkeistapausten lukumiidrien késittely helpottuu, kun otetaan kadyttoon kisitteet
kombinaatio ja variaatio sekd sen erikoistapaus permutaatio.
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16.2 Variaatiot ja permutaatiot

Olkoon meilld n alkiota, jotka jdrjestimme perédkkiin kaikilla mahdollisilla ta-
voilla. Jokaista téllaista jirjestystd kutsutaan n:n alkion permutaatioksi. Yleisem-
min, joukosta A = {ay, as,...,a,} otettuja k alkion jérjestettyjd jonoja sanotaan
k-variaatioiksi.

Mairitelméa 16.2.1 Olkoon A epityhji joukko, n := #A ja k € [n]. Joukon A
k-variaatioita ovat kaikki eri alkioista muodostetut vektorit

k . .
(a1,aq,...,ar) € A%, a; # a;j, kuni # j.
Joukon A n-variaatioita sanotaan permutaatioiksi.

Kahden alkion joukolla on kaksi permutaatiota, esimerkiksi joukolla {1,2} jonot
(1,2) ja(2,1). Kun n = 3, on permutaatioita kuusi kappaletta:

(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)

Huomautus 16.2.2 Joukon A k-variaatio voitaisiin yhtd hyvin mééritelld in-
jektiona f : [k] — A. Nimittdin, jokainen injektio f miérdd k-variaation
(f(1),..., f(k)) jakéidntéen, jokainen variaatio (a1, as, . . . , a) mé4rdd injektion,
kun médritellddn f(i) := a; kullekin i € [k].

Lause 16.2.3 Adrellisen n-alkioisen joukon k-variaatioiden lukuméiri on

n!

V(n,k):=nn—1)--- (n — (k:—l)) = m

(20)

Erikoisesti n-alkioisen joukon kaikkien permutaatioiden lukumééri on
V(inn)=1-2-3-...-(n—1)-n=n!

Symboli n! on luvun n kertoma, jolle asetetaan 0! := 1.

Todistus. Olkoon A = {ay,as, ..., a,}. Muodostettaessa k-variaatiota sen

1. alkio voidaan valita n tavalla,

2. alkio voidaan valita n—1 tavalla,

k. alkio voidaan valitan — (k—1) tavalla.
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Tuloperiaatteen nojalla erilaisia k-variaatioita on n(n — 1)--- (n — (k—1)) kap-
paletta. Siis kaava on todistettu:

Vink)=n(n—1)--(n— (k-1)) = ——
Toinen vdite on vain timéin erikoistapaus. O

Esimerkki 16.2.4 Kilpailussa jaetaan 1., 2., 3. ja 4. palkinto. Kilpailijoita on 16.
Montako erilaista palkintojenjakomahdollisuutta on olemassa?

Ratkaisu. Mahdollisuuksia on V' (16,4) = 16 - 15 - 14 - 13 = 43680 kappaletta.

Permutaatioiden luokittelu

Mairitelmi 16.2.5 Olkoot n-alkioisen joukon alkioiden jarjestysluvut 1, 2, 3,
..., n. Permutaatiota (1,2,3,...,n), jossa kaikki jérjestysluvut ovat suuruusjir-
jestyksessd, sanotaan peruspermutaatioksi. Nédiden alkioiden kaikissa muissa per-
mutaatioissa on joitakin lukuja, jotka eivit esiinny niiden suuruusjirjestyksessi.
Jokaisen tillaisen lukuparin sanotaan muodostavan kddnteisen jirjestyksen eli in-
version.

Esimerkki 16.2.6 Joukon {1,2,3,4,5, 6,7} permutaatiossa
(3,5,1,7,4,2,6)
on yhdeksén inversiota, nimittdin ne, jotka muodostuvat lukupareista
(3,1),(3,2),(4,2),(5,1),(5,2),(5,4),(7,2),(7,4),(7,6).

Mairitelmi 16.2.7 Permutaation sanotaan olevan parillinen tai pariton sen mu-
kaan, onko sen inversioiden lukuméiird parillinen (mukaanlukien 0) vai pariton.
Permutaatiot jaetaan titen kahteen luokkaan, joita voidaan kutsua parilliseksi luo-
kaksi ja parittomaksi luokaksi. Kahden alkion keskindistd paikanvaihtoa kutsutaan
transpositioksi.

Permutaatioluokille on voimassa seuraava lause.

Lause 16.2.8 Jos permutaatiossa kaksi alkiota vaihtaa paikkaa keskeniin, per-
mutaation luokka muuttuu. Jos permutaatiossa tehddéan £ tillaista paikanvaihtoa,
permutaation luokka sdilyy tai vaihtuu sen mukaan, onko k parillinen vai pariton.
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Todistus. Riittdnee todistaa lauseen ensimmdiinen osa, joka vastaa toisen osan ta-
pausta k = 1. Oletetaan alkiot merkityiksi jirjestysluvuilla 1, 2, 3, ..., n. Valit-
semme niisti jarjestysluvuista mielivaltaisesti kaksi ja merkitsemme niitd symbo-
leilla a ja b, ja vathdamme niitd vastaavien alkioiden paikat keskenidin. Jos a ja b
ovat vierekkdisid alkioita, lisdintyy tai vihenee inversioiden méaarad yhdelld, silld
jos a on ennen lukua b, laskee inversioiden miird yhdelld, jos a > b, ja kasvaa
yhdelld, jos a < b. Lause siis pitee tiltd osin. Oletetaan nyt, ettd a on ennen lu-
kua b, ja niiden vilissd on m muuta alkiota, joiden jirjestyslukuja merkitsemme
symbolein ¢y, o, . . ., ¢;,,. Lukujen a ja b transpositio voidaan télloin ajatella tapah-
tuvan seuraavalla tavalla: a vaihtaa paikkaa ensin luvun ¢; kanssa, sitten luvun c,
kanssa jne., ja lopuksi luvun b kanssa. Niiden (m + 1):n vierekkiisten alkioiden
transpositioiden jilkeen a on alkioiden ¢y, o, . . ., ¢,, ja b oikealla puolella luvun b
ollessa vilittomasti a:n vasemmalla puolella. Sitten b vaihtaa paikka ensin luvun
¢m kanssa, sitten luvun c,,,_; kanssa jne., ja lopuksi luvun ¢; kanssa. Téten olem-
me saaneet halutun permutaation, jossa a ja b ovat vaihtaneet paikka vierekkdisten
alkioiden kanssa (m + 1) +m = 2m + 1 kertaa. Koska luku 2m + 1 on pariton
kaikilla arvoillam = 1, 2, .. ., on permutaatio vaihtanut luokkaa. m

Tamaén tapauksen perusteella saamme seuraavan tuloksen:

Lause 16.2.9 Olkoon joukossa n alkiota. Silloin parillisia ja parittomia permu-
taatioita on yhté paljon, nimittdin %n! kappaletta.

Todistus. Kirjoitamme nikyviin kaikki parilliset permutaatiot, joissa jokaisessa
annamme sitten kahden ensimméisend olevan alkion vaihtaa paikkaa keskenéén.
Saamme titen pelkistddn erilaisia permutaatioita, jotka ovat kaikki parittomia.
Tilla tavalla olemme saaneet myos kaikki parittomat permutaatiot, silld jos vield
16ytyisi pariton permutaatio, siitd tulisi kahden ensimmadisen alkion transpositiolla
parillinen, ja tdmén tidytyy 10ytyd aikaisemmasta parillisten permutaatioiden luet-
telosta. m

Esimerkki 16.2.10 Kolmialkioisen joukon {1, 2, 3} parilliset permutaatiot ovat
(1,2,3), (2,3,1), (3,1,2),

ja parittomat
(1,3,2), (2,1,3), (3,2,1).
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Permutaatiot, joissa on osittain samoja alkioita

Tdhdn mennessd olemme tarkastelleet n-alkioisen joukon permutaatioita. Jos nyt
jotkin n-jdsenisen jonon alkioista ovat samoja, on selvid, etti erilaisten permutaa-
tioiden lukumaiéra on pienempi kuin n!. Jos meilld on esimerkiksi n = 4 ja alkiot
listana [1, 1,2, 2], saamme vain seuraavat toisistaan eridvit permutaatiot:

(1,1,2,2), (1,2,1,2), (1,2,2,1), (2,1,1,2), (2,1,2,1), (2,2,1,1).

Néiden eri permutaatioiden lukuméiri on kuusi, kun nelialkioisen joukon permu-
taatioita olisi 4! = 24.

Laskettaessa tdminkaltaisissa tapauksissa permutaatioiden lukuméiirid kirjoite-

taan ensin ylos n-alkioisen joukon {ci,cs, ..., c,} kaikki n! permutaatiota P,
1 =1, 2,...,nl. Asetamme niiden alkioista m, kappaletta keskenidin samoiksi,
esimerkiksi ¢; = ¢co = ... = ¢, = a;. Edellisissd permutaatioissa P; tulevat
kaikki ne permutaatiot P; keskenédidn samoiksi, jotka F;:ssd on permutoitu vain
ndiden m; alkion ¢y, ¢, ..., c,, suhteen. Erilaisten permutaatioiden lukumaéari
on titen

n!

m1!

Samaistetaan nyt loput n — m; = my alkiota, esimerkiksi

Cmi+1 = Cmy+2 = Cmy4my — -+« = G2,

missd a; # ao. Saamme analogisesti edellisen tarkastelun perusteella ndiden al-
kioiden permutaatioiden lukumiiriksi

n!

m1! m2! .
Kun tdmé menettely yleistetdédn, saadaan seuraava tulos:

Lause 16.2.11 Jos n-jonon jésenistd vain v kappaletta on erilaisia, esimerkiksi
ai, Ga, . . ., Gy, jolloin

m; kappaletta on samoja kuin a;
meo kappaletta on samoja kuin as

m,, kappaletta on samoja kuin a,,

jamy +mo + ... +m, = n, on ndiden alkioiden erilaisten permutaatioiden

lukumairi
n!

mq!lmeol - my!
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Lauseessa[[6.2.11|saatua permutaatioiden lukuméérid kutsutaan myos multinomi-
kertoimeksi. Se on binomikertoimen yleistys. Tdma kerroin esiintyy tuonnempana

ns. polynomilauseen ja osittelujen yhteydessi (Luku [16.7)). Binomikertoi-
men (Z) merkintitavan yleistyksend merkitddn multinomikertoimia

n n!
¢: )
mi, Mo, ..., My mylms!---my,!

mistd kdytetddn myos merkintdd M (n;mq, mo, mg, ..., m,).
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16.3 Kombinaatiot

Jos valitsemme n:std annetusta alkiosta k alkiota, kutsutaan néité valittuja alkioi-
ta k:n alkion kombinaatioksi annetusta n:std alkiosta. Télloin jdtetddn ottamatta
huomioon valittujen alkioiden jirjestys.

Mairitelmé 16.3.1 Olkoon A epityhji joukko, n := #A ja k € [n]. Joukon A
k-kombinaatioita ovat kaikki sen k-alkioiset osajoukot {ay, as, ..., ar} C A.

Esimerkki 16.3.2 Olkoon n = 4 ja k = 2, seki alkioiden jdrjestysluvut 1,2, 3 ja
4. Talloin naisti alkioista voidaan valita kaksi seuraavasti:

{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}
eli niitd on kaikkiaan kuusi erilaista.

Lause 16.3.3 Adirellisen n-alkioisen joukon k-kombinaatioiden lukumiéri on

!
K(n k) := m 21)

Niitd lukumaéirié, binomikertoimia, merkitaan

(4)

Todistus. Olkoon A = {ay,as,...,a,}. Jokainen k-kombinaatio {a;,,...,a; }
voidaan jdrjestdd k-variaatioksi Lauseen |16.2.3|nojalla

jaluetaan ’n k:n yli”.

k! k!
(k—k)! o

V(k, k) = k!

eri tavalla. Jokaista k-kombinaatiota vastaa siis k! kappaletta k-variaatioita, joten
k-kombinaatioiden lukumiird on edelld mééritelty binomikerroin

(1) = =

Siis kaava (21)) on todistettu. m

Huomattakoon siis, ettd joukon k-variaatiot saadaan muodostamalla kaikkien k-
kombinaatioiden permutaatiot.
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Esimerkki 16.3.4 Kymmenestd henkilostd voidaan muodostaa erilaisia seitse-
min henkil6n jonoja
V(10,7) 10! 604800 k lett
== appaletta.
T o — ) PP
Jos jonot jirjestetddn aakkosjdrjestykseen, on jirjestys yksikésitteinen ja mahdol-
lisuuksia jda vain
10!
K(10,7) = T 120 kappaletta.
Esimerkki 16.3.5 Montako sanaa saadaan kdyttdmailld kirjainjonon MISSISSIP-
PI kirjaimet?

Ensin valitaan neljd paikka S-kirjaimille, sitten neljd paikkaa I-kirjaimille jne. Tu-
los on

11\ (7\ (3\ (1 1731l
. . . = . . . = 34650
(4) <4) (2) (1) 70413041 2011 110l
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16.4 Jirjestamiiton otanta takaisinpanolla

Binomikertoimet K (n, k) midriteltiin jirjestimittomien & kappaleen otantojen
lukumadirini n-alkioisesta joukosta ilman takaisinpanoa (ks. Luku[16.3).

Lause 16.4.1 Jirjestamittomien k:n kappaleen otantojen mééra n-alkioisesta jou-
kosta takaisinpanolla on

n+k—1

k

Tdmé on sama luku, kuin on eri tapoja asettaa k identtistd palloa n:44n nimettyyn
lokeroon, joiden vetoisuudet ovat rajattomat.

):an+k—Lk)

Todistus. Olkoon A = {aq,as,...,a,}. Lauseen otantatulkinnassa joukon A al-
kioita otetaan toistuvasti yksi kerrallaan ja palautetaan otettu identifioinnin jil-
keen takaisin. Pallot-ja-lokerot-tulkinnassa A on nimetyt lokerot, joihin identtisia
palloja asetellaan. Otannassa tietyn alkion a; esiintymiskertojen médri k; vastaa
lokeroon a; laitettujen pallojen madrdd ja k = ky + ko + ... + k.

Nyt kutakin otantaa (tai lokeroihin asettamista) vastaa k palloa (p) ja n — 1 vili-
seindd (]) sisdltdvi "koodi”, jonka pituus on k+n—1, esimerkiksi

pop | ppppp | ... ppp | pppPRP
k1 kpl k. kpl

Koska viliseinit | voivat olla missd hyvinsi, eri mahdollisuuksia asettaa ne pai-
koilleen on (sama kuin asettaa k palloa noille paikoille)

(n;ﬁzl>:(&ti;2!:<n+2—1>

Esimerkki 16.4.2 Montako erilaista dominolaattaa on olemassa?

Ratkaisu. Dominolaatassa on kaksi paikkaa, £ = 2, joissa voi olla 0 — 6 tdplda
(nimetyt lokerot), siis n = 7. Eri tapoja asettaa 2 paikkaa 7 nimettyyn lokeroon,
eli erilaisia laattoja, on

T+2-1 8 8!
( 2 ) CJ o6l
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16.5 Binomikertoimet ja binomilause

Luvussa[[6.3| méiritellyilld binomikertoimilla

K(n,k) = (Z)

Lause 16.5.1 (binomilause) Kaikilla z, y € R ja kaikilla n € N on voimassa

on tarkeitd ominaisuuksia.

n __ - n' n—k_ k
(r+y) _Zk!(n—k)!x y
k=0

Todistus. Tamai jo koulumatematiikastakin tuttu binomikaava todistetaan usein in-
duktiolla. Kombinatoriikka antaa kuitenkin yksinkertaisemman todistusmenetel-
man.

On ilmeistd, ettd potenssiin korotus antaa lausekkeen, joka on muotoa
(l’ + y)n ="+ Clll’n_ly 4+ akxn—kyk .+ an_lxyn—l + yn

Riitt4d siis osoittaa, ettd

n!
ar = —————
T R(n — k)]
Suorittamalla potenssin (z + )" kertolaskut saadaan muotoa " *y* olevia po-

tenssituloja valitsemalla 3 k:sta muusta tekijasti. Termi 2" *4/* esiintyy niin ollen

yhtid monta kertaa, kuin on k:n alkion kombinaatioita n:std alkiosta. Siis saamme

Kootaan binomikerrointen ominaisuuksia yhteen:
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Lause 16.5.2 Olkoot 0 < k£ < n € N. Binomikertoimille pitee

(
2) (1
3) (n—llc— 1

S
N— —

I

N

S

| 3
—_
I

k=0

Todistus. Kaavat 1) ja 2) ovat ilmeisid. Kaava 3) lasketaan laventamalla yhtdlon
oikean puolen yhteenlaskettavat samannimisiksi ja sieventelemilld. Kaava 4) on
edelld todistettu binomikaava (Lause [16.5.1), ja 5) on binomikaavan sovellutus
arvoillaa =0=1. m

Tehtidva 16.5.3 Osoita, ettd binomikertoimille pitee yhtdlo
n n n+1
+ = :
k k+1 E+1

Voimme maéiritelld mielivaltaiselle reaalimuuttujalle = luvun (z)

(i) :x(a:—l)(a:—2]3!...(x—k+1)

My®s télldin on voimassa

() ()= ()

kun £ > 0 on mielivaltainen kokonaisluku.
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16.6 Polynomilause ja multinomikertoimet

Binomilauseen [I6.5.1] yleistys on seuraava polynomilause.

Lause 16.6.1 (polynomilause) Kaikilla x4, 2o, x3, ..., 7 € R jakaikillan € N
on voimassa

n! m
T+ T+ .. Fa)" = A A A
( ) Zml'mg'mk' ! 2 ko
missd summa ulotetaan yli kaikkien lukujen m; = 0,1,2,...,n, kun 7 =

L,2,...,kjamy+mo+ ...+ mp =n.
Todistus. Tarkastellaan n:n tekijén tuloa
(1 +za+ .. +ap)(xr a2+ ... Fxp). . (v + T2+ ..+ xp) (22)
Jja etsitddn maaritty lukumééra tapoja, joilla potenssitulot
A (23)
voivat muodostua, kun my + ms + ...+ my; = n. Tulo on sama kuin muotoa

Ty, + Xy, +...+ 2,

olevien termien summa. Jotta saataisiin tietdd, kuinka monta tillaista termid sa-
maistuu termiin (22)), havaitaan, ettd n:std indeksistd vy, s, ..., 1, aina m; kpl
saa arvon 1, msy kpl arvon 2 jne. ja lopulta my indeksid arvon k. Tyyppid
olevien termien lukuméérid saadaan titen permutoimalla n alkiota vy, v, ..., vy,
kun m; alkiota on yhtédkuin 1, ms alkiota on yhtdkuin 2 jne. ja lopulta m; alkiota
yhtikuin k. Lauseen mukaan timi lukumiiri on

n!

M(n;m17m27m3»"'7mk): ] | K
may-Mmao: -+ M.

joka on siis potenssitulon (23)) kerroin. m
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16.7 Osittelut ja multinomikertoimet

Edelld johduttiin multinomikertoimiin permutaatioista pdin. Piidymme multino-
mikertoimiin myds (ainakin ndenniisesti) toiselta kautta.

Tarkastellaan ddrellisen joukon nimettyihin alkioluokkiin jakojen médrid. Eri ta-
poja jakaa direllinen n-alkioinen joukko kahteen nimettyyn luokkaan niin, etti
luokassa 1 on n; ja luokassa 2 on ny = n—n; alkiota, on niin monta kuin on
n-alkioisen joukon n;-kombinaatioita, ts.

ny  nl
n1 _m!ng!'

Yleistetdan tama tulos useammalle luokkamaéirille.

Lause 16.7.1 Olkoon A = {ay, as,...,a,}. Eri tapoja jakaa joukko A nimettyi-
hin luokkiin 1,2, 3, ...,k € N niin, ettd luokassa ¢ on n; alkiota ja Zle n; = n,
on multinomikertoimen

n!

M(n;ny,ne,ng, ..., ng) = i '
niiMng-Mg. =+ - Ni..

1lmoittama maara.

Todistus. Induktiolla luvun & suhteen:
1)Josk =1,o0nn :nja% =1.
2) Tapaus k = 2 johdettiin edella.

3) Oletetaan, ettd viite on tosi arvoilla 2 < k£ < m. Olkoon luokkia m+1 kap-
paletta ja luokassa m+1 alkioita n,, ;. Ajatellaan sijoittelu suoritetuksi kahdessa
vaiheessa

a) N+ alkiota n:std luokkaan m+1,

b) n—n,,1 alkiota luokkiin 1,2, 3,... m.

Tuloperiaatteen ja induktio-oletuksen mukaan tapoja on yhteensi

(n )x (n—npmyr)! n!
Nma1/) nilng!ng!---n,l nylng!ng!-n!ng,.q!

Induktioperiaatteen nojalla lause on todistettu. m

Huomautus 16.7.2 Osa luokista voi olla tyhjid, jolloin n;! = 0! = 1. Toinen ero
Luvussa [10.3]esilld olleeseen osituksen Késitteeseen on se, ettéd osittelussa luokat
ovat nimettyji; ne voidaan erottaa toisistaan.
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Esimerkki 16.7.3 Tarkastellaan 5 henkilon H;, i = 1,2, 3,4, 5, jakamista 3 ryh-
maan.

a) Kuinka monella tavalla henkil6t on mahdollista jakaa nimettyihin ryhmiin A,
B ja C niin, ettd ryhmissd B ja C' on molemmissa kaksi henkilod?

Ratkaisu. Tapa 1. Multinomikertoimien avulla

5!

Tapa 2. Tuloperiaatetta kédyttden: on

5 tapaa asettaa yksi henkilo H; ryhméén A,
(;) tapaa valita neljistd kaksi ryhméén B,

1 tapa tiyttda ryhma C.

Titen tapoja on yhteensd 5 - (;l) -1 =30.

b) Kuinka monella tavalla henkilot voidaan jakaa kolmeen epétyhjdin nimetto-
midn ryhméin niin, ettd yhdessd ryhméssd on yksi ja molemmissa muissa kaksi
henkil6a?

Ratkaisu. Tapa 1. On kyse viiden alkion joukon 3-osaisista osituksista. Kaikki
ositukset eivit kelpaa, nimittdin ne, joissa yhteen ryhméén otetaan kolme henki-
164. Koska niitd on (g), on kelvollisia osituksia palautuskaavan (Lause|10.3.1)) tai
Stirlingin kolmion (Taulukko mukaan p(5,3) — (3) = 25 — 10 = 15.

Tapa 2. Tehtdva ratkeaa my0s tuloperiaatetta kdyttden:

1-henkildisen ryhmén jidsen voidaan valita 5 tavalla,

4 henkil6d voidaan jakaa kahden henkilon ryhmiin 3 eri tavalla,

joten hyvéksyttdvid tapoja on tuloperiaatteen mukaan 5 - 3 = 15.
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Monet matemaattiset tehtdvit, mm. kombinatoriikan lukuméérdongelmat (ks. Lu-
ku[I6) ja numeerisen matematiikan approksimointimenetelméit johtavat lukujonon
kisittelyyn. Lukumiirdongelman yhteydessd jono ei yleensd ole analyysin mie-
lessd suppeneva; tehtdvind voi olla 16ytidd yksinkertainen menetelmé haluttujen
jonon lukujen laskemiseksi tai arvio jonon kdytoksestd suurilla indeksin arvoilla.
Numeerisissa menetelmissé taas ollaan kiinnostuneita jonon suppenemisesta, eri-
tyisesti suppenemisvauhdista, jotta laskettavalle suureelle saadaan nopeasti hyvi
approksimaatio.

Jos ongelman ratkaisemisessa tarkasteltava lukujono on saatu muodossa, jossa jo-
non luku riippuu jonkin sdinnon mukaan edeltivisti luvuista tai niiden erotuksis-
ta, on kyseessi rekursiokaava tai vastaavasti differenssiyhtdlo. Namé ovat saman
asian eri tulkintoja. Joskus sanotaan my®ds, ettd jono on annettu induktiivisesti.
Erityisesti numeerisessa matematiikassa rekursiokaavan kédyttéd jonon jidsenten
laskemiseen sanotaan iteroinniksi.

17.1 Rekursiokaavan ja differenssiyhtilon yhteys

Madritellddn rekursiokaava ja differenssiyhtdlo sekd tarkastellaan esimerkkejd
ndiden kiyttotilanteista.

Rekursiokaava

Olkoon (ay)n>0 = (ao, ai, as, . . .) reaalilukujono tai yleisemmin alkiojono jossa-
kin avaruudessa X.

Mairitelmé 17.1.1 Avaruuden X jono (ay,),>o on médritelty rekursiivisesti, jos

Qp = f(na Ap—1,0n—-2, - .. )an—k)u (24)
missid f : NxX* — X on kuvaus. Yhtil6 (24) on k. kertaluvun rekursiokaava.
Jonon alkiot ag, aq, . .., ax_1 ovat alkuarvoja tai pdcdtosarvoja, riippuen tarkaste-

lutavasta.

Yhtilo (24) on normaalimuotoinen rekursiokaava, yleisempi muoto on
g(”v Ap, Ap—1,An—2, - . - 7a/n—k‘) = 0 (25)

Huomautus 17.1.2 a) Miiritelmissd voitaisiin sallia, ettd a, riippuu kaikista
edeltidvistd jonon alkioista. Yleensd tillainen tilanne kannattaa yrittdd muuntaa

muotoon (24).



17 REKURSIOKAAVA - DIFFERENSSIYHTALO 201

b) Jotta jonon jdsenid voidaan laskea rekursiokaavasta, on tunnettava arvot a,
ai, as, ..., ap_1. Jos rekursiokaavaa kiytetididn alkioiden a,, laskemiseen arvoilla
n =k, k+1, ... tassd jarjestyksessd, on Kyseessd induktiivinen menetelmd. Talloin
tunnettuja alkioita a, . . ., ax_1 sanotaan alkuarvoiksi.

c) Jos ldhdetidén laskemaan alkiota a,, “takaperin” niin, ettd saadaan lopulta maé-
ritetyksi funktio F', jolle

an, = Fag_1,...,a9,a1,ap),
voidaan alkioita ag, ay, as, ..., ax_1 sanoa pddtosarvoiksi. Tallainen ldhestymis-
tapa on rekursiivinen menetelma.
Differenssioperaattorit ja differenssiyhtilot

Madritelldén aluksi lukujonon differenssioperaattorit ja edelleen niiden avulla dif-
ferenssiyhtéld. Lukujonon

(an)nZO = Qp, 01,092,043, ...,0p—-2,0An—1,An, An41, An42, - - -

perdkkdisten termien erotukset, differenssit (difference) ovat

Aay, = ay11 — ap,n >0 erotus eteenpdin  “’delta”
Va, :=a, —a,_1,n > 1 erotus taaksepdin “nabla”

Niitd yhdistdd yhtdlo Aa,_1 = Va,.

Asetetaan yleinen lukujonon differenssien miiritelma:

Mairitelmé 17.1.3 Olkoon (a,),>o lukujono. Differenssioperaattorin A potens-
sit madritellddn induktiivisesti

0 o
Aa, = a,,
1 o _
Ata, = apy1 — ap = Aay,
2 Al 1
A%a, = A'api1 —A'a, = apio — 20,41 + ay,
Al = Akan+1 — Ak, k> 1.

Operaattori A* on k. kertaluvun erotus eteenpiiin (forward difference). Vastaavas-
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ti

Va, = a,,
Via, = a,—a,_1 = Va,,
2 1 1
Vi, = Via,—V'a,_1=a, — 20,—1 + a,_o,
Ve, = V*a, —V*a,_;, n>k+1.

Operaattori V* on k. kertaluvun erotus taaksepdiin (backward difference). Taak-
sepdin-erotuksessa on huomioitava, ettd V*a, on madritelty vain arvoillan > k.

Esimerkki 17.1.4 Lukujonolle (a,,),>o on arvoilla n > 3
Via, = Via, — Via,_1 = a, — 34,31 + 3ap_2 — Gp_3

ja yleisesti
: k
vk n — -1 ’ n—i-
a Z( ) (z) a
Miiritelmé 17.1.5 Olkoon (a,,),>o lukujono. Muotoa

g(n, an, Van, Vay,,...,V¥a,) =0

olevaa yhtdlod sanotaan k. kertaluvun differenssiyhtdloksi taaksepdin ja sen eri-
koistapausta

ap = f(na Ap—1, van—h v2an—17 s 7vk_1an—1>

normaalimuotoiseksi differenssiyhtéloksi taaksepiin.

Vastaavasti muotoa
2 k
g(n, an g, Aty g, A% g, ..., A%, ) =0

olevaa yhtdlod sanotaan k. kertaluvun differenssiyhtdloksi eteenpdiin ja sen eri-
koistapausta

2 k—1
an = f(n,an_p, Aty g, A%y gy ..., A" a,_4)
normaalimuotoiseksi differenssiyhtédloksi taaksepiin.

On ilmeistd, ettd differenssiyhtilo voidaan aina muuntaa Méiritelmén|(17.1.1{ mu-
kaiseksi rekursiokaavaksi. Myos kédénteinen onnistuu periaatteessa, mutta on vi-
hemmiin triviaalia toteuttaa.
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Esimerkki 17.1.6 Differenssiyhtilo
V?a, —3Va, =6
muuntuu rekursiokaavaksi
Ay — 2051+ Qp_o — 30, + 30,1 = —2a,, + ap_1 + ap_2 = 6.
Esimerkki 17.1.7 Olkoot p, q ja r vakioita. Rekursiokaava
Ap +Pap_1 + qQ0p_9 =T

muuntuu differenssiyhtiloksi vaikkapa seuraavasti: jéarjestetdin vasempaan puo-
liskoon differenssit, lisdten tarvittavat korjaustermit:

Ap + PAp—1 +Q0p_o2 = Gy + Pay_1+ Q(an - 2an71 + anf2) —qa, + 2qanfl
(1= q)an + (p+2¢)an—1 + ¢V?ay
= (1+p+qa,— (p+29)Va, +qV3a,.

Titen saamme rekursiokaavan kanssa yhtipitdvin differenssiyhtilon
(14+p+q)a, — (p+2¢)Va, + ¢V3a, = 7.
Esimerkki 17.1.8 Muunna differenssiyhtilo
p, = DAUp_2 — p_o

rekursiokaavaksi.

Ratkaisu. Koska Aa,, s = a,,_1 — a,_o, saa yhtdlé normaalimuodon
ay, = dap_1 — 6a,_o.
Esimerkki 17.1.9 Muunna rekursiokaava
(pio — Qpy1 — 2a, = 0.

differenssiyhtiloksi, jossa kédytetddn erotuksia eteenpdin.

Ratkaisu. a,, 19 = ap41 + 2a, = apy1 — an + 3a, = Aa, + 3a, ja siten
Qpio = Aa, + 3a, tai a, = Aa, o+ 3a,_2.
Tehtidva 17.1.10 Muunna rekursiokaava
Qpio + 20,11 — 6a, =1

differenssiyhtiloksi, jossa kédytetddn erotuksia eteenpdin.

Vastaus: A?a,, + 4Aa,, — 3a, = 1 tai A%a,_s + 4Aa,_o — 3a,_2 = 1.
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Muun muassa differentiaaliyhtédloiden ja diskreettien stokastisten prosessien yh-
teydessd on luonnollista kiyttidd differenssiyhtilod, kun taas lukuméédrdongelmissa
kiytetdin useimmiten rekursiokaavoja.

Esimerkki 17.1.11 Differentiaaliyhtdlon numeerinen ratkaiseminen voidaan useinji
aloittaa diskretisoimalla se. Kirjoitetaan differentiaaliyhtidloon y' = f(z, y) litty-
vi alkuarvotehtdvd muotoon

dy = f(z,y)dz, y(ro) = Yo

Olkoot xg < 1 < 3 < ...Jayp < Y1 < Y2 < ... pistejonoja. Korvataan yhtdlos-
sd “addrettoman pieni” differentiaalinen poikkeama dv ddrelliselld erotuksella Vuy,
ja siirrytiddn tarkastelemaan esimerkiksi yhtdlod

Yy = f (mk +rp1 Yp+ yk_l) V.

2 ’ 2

Tamin avulla saadaan approksimaatioita alkuarvotehtdvin ratkaisulle pisteissi v,
Yo, . . . ratkaisematta itse differentiaaliyhtdloa.

Esimerkki 17.1.12 Kuinka monella tavalla n erilaista esinetti voidaan laittaa ri-
viin? Kuinka monta permutaatiota on joukolla [n]?

Ratkaisu. Tehtdvéa on ratkaistu aiemmin suoraan tuloperiaatteella. Toinen tapa on
muodostaa rekursiokaava: Yhden alkion joukolla on 1 permutaatio. Olkoon a,,
joukon [n] permutaatioiden midrd, n € N. Alkio n+1 voidaan asettaa ndiden
alkuun, viliin tai loppuun yhteensd n+1 eri tavalla. Téten a,, 11 = (n + 1)a,, eli

a = 1,
ant1 = (n+l)a,, neN.
Esimerkki 17.1.13 Lapsi hyppii n-askelmaisia portaita ylospdin yksi tai kaksi
askelta kerrallaan. Miten monella eri tavalla a,, hdn voi portaat nousta ylos?

Ratkaisu. Alkuarvot ovat ay = 1, a; = 1. Tasolle n voidaan tulla joko tasolta
n — 1 tai tasolta n — 2. Yhteenlaskuperiaatteen mukaan saadaan nk. Fibonaccin
alkuarvotehtivi (ks. Luku|18.4)

p = Ap—1 + Ap_2, a9 =1, a; = 1.



17 REKURSIOKAAVA - DIFFERENSSIYHTALO 205

17.2 Rekursiivisesta ohjelmoinnista

Useissa ohjelmointikielissd on mahdollista muodostaa rekursiivisia (ali)ohjelmia.
Ne ovat yleensi tyypiltdin funktioita, jotka annetuista ldhtéarvoista laskevat tu-
loksen ja palauttavat sen kutsuvaan ohjelmaan. Rekursiivisuus tarkoittaa sitd, ettid
funktio kutsuu itsedin toistuvasti, kunnes jokin paitosehto toteutuu. Kutsujen yh-
teydessd informaatio kasaantuu Huomautuksen c)-kohdassa kuvatulla ta-
valla.

Laskettaessa rekursiivisesti annetun alkiojonon alkiota aj tietokoneohjelmalla
olisi luonnollista kdyttdd rekursiivista funktiota, joka kutsuu itsedédn, kunnes al-
kuehdot (péditdsehdot) tulevat vastaan. Téllainen ohjelma joutuu kdyttimaiin tie-
tokoneen muistia epitaloudellisesti ja siten ohjelma toimii hitaammin kuin vas-
taava suora toteutus. Jos muistia on kiytettdvissd huomattavan vihén, voi kiydi
jopa niin, ettd rekursiivinen ohjelma ei pysty tehtivistid suoriutumaan, vaikka in-
duktiivinen ohjelma toimii hyvin (vrt. Esimerkki[18.4.5).

17.3 Rekursiokaavojen kayttotilanteita

A. Monet matematiikan erikoisfunktiot ja operaattorit (vrt. differenssioperaattorit
edelld) médritellddn rekursiokaavoilla.

Esimerkki 17.3.1 Tsebysevin polynomit T : R — R midritellddn seuraavasti:

T(] = ].,
Ti(t) = t,
Too(t) = 20To(t) — Ty s(t).

Kullakin kiintedlld ¢ € R on kyseessé reaalinen lukujono.

B. Jos rekursiivisesti annettu lukujono suppenee, raja-arvo voidaan joskus laskea
suoraan rekursiokaavasta. Alkuarvojen valinta vaikuttaa yleensé oleellisesti jonon
kiytokseen. Rekursiokaavalla laskettu raja-arvoehdokas taas on usein alkuarvoista
riippumaton. Tdma voi johtaa tilanteeseen, ettid raja-arvo” voidaan muodollisesti
madrittdd rekursiokaavasta, vaikka jono ei edes suppene! On siis erikseen todet-
tava jonon suppenevuus; vasta sitten voidaan rekursiokaavaa kéyttdd luotettavasti
itse raja-arvon laskemiseen.

Esimerkki 17.3.2 Olkoon arvoillan € N

1 n 2
Ap = = | Qp— .
2 ! Qp—1
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Olkoon ag # 0. Voitaisiin osoittaa, ettd jono (a,,),eny ON Monotoninen ja rajoitettu,
joten silld on raja-arvo a € R (ks. Analyysin kurssit). Koska

lim a, = lim a,_1 = a,
n—oo n—oo

saadaan
. 1 2
a=lma,==-a+—-),
n—oo 2 a
mistd ¢ = ++/2. Koska kaikki jonon luvut ovat samaa merkkid kuin ag, myos
raja-arvon etumerkki on sama kuin alkuarvon ag # 0.

Esimerkki 17.3.3 b) Olkoot aluksi ag, a; € R ja

Ay —
Ay = ”2 Lid? n>2.
Oletetaan, ettd jono on suppeneva raja-arvona ¢ € R. Ottamalla raja-arvo kaavan

molemmista puolista ja kidyttiméalld raja-arvon laskusidintojd saadaan yhtidlo

_a 2

a = 5 +a”,
jostaa = Otai a = 1/2.Jono ei kuitenkaan suppene mill tahansa alkuarvoilla! On
ilmeisti, ettd raja-arvo on 1/2 alkuarvoilla ay = a; = 1/2. Etsi muita alkuarvoja,

joilla jono suppenee (esimerkiksi tietokoneella tai laskimella).

C. Useat numeerisen matematiikan algoritmit perustuvat rekursiokaavan méairit-
teleméin iteraatioon.

Esimerkki 17.3.4 Tarkastellaan funktion f kiintopisteiden etsimistd eli yhtdlon
f(x) = z ratkaisemista. Otetaan alkuarvoksi eridén ratkaisun jokin approksimaatio
a ja muodostetaan approksimoiva jono

T0 = a,
x, = flry—1), meN

Jos f toteuttaa tietyt ehdot ratkaisun ldhistolld, saadaan kohti ratkaisua suppeneva
jono (Banachin kiintopistelause).

Esimerkki 17.3.5 Yhtilon g(x) = 0 ratkaisemiseksi Newtonin menetelmdllci
muodostetaan vastaavasti jono

o ‘= a,

Tpy1 = Ty —
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D. Tietokoneiden kehityksen myotid on tullut muotiin nk. fraktaaligeometria, jon-
ka nikyvin muoto ovat kauniit monimutkaiset tietokonegrafiikalla muodostetut
fraktaalikuviot. Niitd kuvioita muodostetaan useimmiten rekursiokaavojen avul-
la.

Esimerkki 17.3.6 Fraktaalikuvioista tunnetuin on Benoit Mandelbrotin nimei
kantava kompleksitason joukko M, joka médritellddn seuraavasti: Kompleksilu-
ku ¢ € M jos ja vain jos rekursiokaavan

20 = O,
2
Zp = 2z,_;+c¢, neN

médrittelemd kompleksilukujono (z,),>o on rajoitettu. Kuvio muodostetaan ta-
son osasta niin, ettd joukon M alkiot virjidtdédn eri vérillda kuin muut. Voidaan
vield kéyttad useita vérejd 1dhelld reunaa sen mukaan, kuinka nopeasti jono havai-
taan rajoittamattomaksi. Kuvio on kaunis ja monimuotoinen; suurentamalla sen
yksityiskohtia saadaan né@kyviin loputtomasti samankaltaisesti toistuvaa hienora-
kennetta.

E. Diskreetin matematiikan lukumééréd- yms. ongelmissa ollaan kiinnostuneita it-
se jonon luvuista.

Esimerkki 17.3.7 Olkoon a,, ; luku, joka ilmoittaa, kuinka monella tavalla voi-
daan valita & alkion kokoelma 7 erilaisen esineen {ey, ey, . . ., €, } joukosta. M-
ritd luvut a,, .

Ratkaisu. Jaetaan tehtdvi kahteen osaan sen mukaan, kdytetddnko esinettd e;. On
olemassa a,_; k-alkioista joukkoa, joihin e; ei kuulu ja a,_;;_; k-alkioista
joukkoa, joihin se kuuluu. Néin saadaan kaksimuuttujainen rekursiokaava

Ano = Gnn:=1, n €Ny,
Ap = 0, k > n,
pi = QAp-1k+ Gp-1k-1, k<n,

jonka ratkaisut voidaan kirjoittaa taulukon muotoon:

anp | k=0 1 2 3 4 5
n=0 100 0 00
1 110 0 00
2 12 1 0 00
3 13 3 1 00
4 14 6 4 10
5 1 5 10 10 5 1
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17.4 Rekursiokaavan ratkaiseminen

Monesti konkreettisen ongelman matemaattinen mallitus johtaa rekursiokaavaan,
josta haluttu tulos ax voidaan periaatteessa laskea. Tdmé voi kuitenkin olla kay-
tannossd hidasta tai jopa mahdotonta, jos kaava on riittdvdn monimutkainen ja K
suuri. Joskus on mahdollista ratkaista rekursiokaava, ts. miirittdd funktio g, jolle

an, = g(n,ax_1,...,ap)

saadaan lasketuksi mille tahansa n > k suoraan, laskematta ensin lukuja ay, a1,
<+ Gp—1.JONO (a,),>0 tai yhtd hyvin funktio g on rekursiokaavan ratkaisu.

Erikoista tyyppid oleva — esimerkiksi lineaarinen — rekursiokaava voidaan rat-
kaista ratkaisukaavalla tai muulla eksplisiittiselld menetelmélld. Joskus ratkaisu
keksitddn jollakin epédeksaktilla keinolla, jopa arvaamalla, ja todistetaan oikeaksi
vaikkapa induktioperiaatteella.

Esimerkki 17.4.1 Esimerkin kaksiulotteisen rekursiokaavan

Qp ke = Qp—1k + Ap—1k—1

ja sen alkuehdot toteuttavaksi ratkaisuksi voidaan todentaa Lauseen[[6.5.2]kohdan
3) avulla binomikertoimet
n
Ap k. = L .

Esimerkki 17.4.2 Permutaatioesimerkin [17.1.12| rekursiokaavan

ag = 1,

G, = Na,_1, neN

ratkaisuksi on jo Lauseessa [16.2.3| todettu kertoma a,, = n!. Eksakti ratkaisu ei
kuitenkaan ole (ollut) kdytinnollinen suurilla arvoilla n. Klassillisella Stirlingin

kaavalla -~
n! ~ s, :=V2mn (—)
e

saadaan suurten lukujen kertomille hyvii arvioita. Absoluuttinen virhe |n! — s,
kylldkin kasvaa, kun n kasvaa, mutta suhteelliselle virheelle pitee

n! — s,

= 0.

n—00 Sn

Esimerkiksi 100! = 9.3326 - 107 ja s190 = 9.3248 - 1057, jolloin suhteellinen
virhe on noin 0.00083.
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Kuten differentiaaliyhtédloiden teoriassa, (ainakin vakiokertoimisille) lineaarisille
rekursiokaavoille voidaan johtaa mekaaniset ratkaisumenetelmait.

18.1 Lineaarisen rekursiokaavan muoto
Mairitelmé 18.1.1 Jos reaalilukujonolle (ay,),>o on voimassa
Coly + CLap_1 + -+ + Cpp_p = f(n), (26)

missd luvut ¢; € R ovat kertoimia, ¢y, ¢, # 0, n > k > 0 ja f reaaliarvoi-
nen funktio, yhtilo (26)) on lineaarinen vakiokertoiminen rekursiokaava (LVRK),
jonka kertaluku on k. Jos f = 0, rekursiokaava on homogeeninen (LHVRK).

Huomautus 18.1.2 Lineaariseksi sanotaan myos rekursiokaavan (LVRK) ylei-
sempdd muotoa, jossa kertoimet c; eivit vilttamaittd ole vakioita vaan funktioita
¢; » No — R. Itse asiassa kertoimet ovat tdlloin lukujonoja.

Esimerkki 18.1.3 Kaava
2na, + 4a,_1 + In(n+1)a,_o = €"

on toisen kertaluvun lineaarinen epihomogeeninen ei-vakiokertoiminen rekursio-
kaava.

Esimerkki 18.1.4 Tarkastellaan lukujonoa (ay,),>0 = 1,1,—1,—1,1,1, -1, —1,. ...

Helposti nihddin, ettd se toteuttaa rekursiokaavan a,, + an — 2 = (. Toisaalta ti-
min saman rekursiokaavan toteuttaa myds moni muu jono, esimerkiksi (a,)n>0 =
2,1,—-2,—-1,2,1,—-2,—1,2,1,... Yksinkertaisillekaan jonoille ei ole aina helppo
keksid suoraa esityskaavaa, siti ratkaisua.

Seuraavissa luvuissa tarkastellaan lineaarisen vakiokertoimisen rekursiokaavan ja
alkuarvotehtivién ratkaisemista.

Ratkaisumenetelmit perustuvat polynomiyhtidloiden ratkaisemiseen, ja timé tuo
mukanaan vilttamattomyyden kayttdd kompleksilukuja.



18 LINEAARINEN REKURSIOKAAVA 210

18.2 Kompleksiluvuista

Toisen asteen polynomiyhtilolld aa® + ba + ¢ = 0 ei ole reaalialueessa ratkaisua,
jos sen diskriminantti D := b? —4ac on aidosti negatiivinen. Kunnan R laajennuk-
sessa, kompleksialueessa eli kompleksitasossa C yhtilolla on kuitenkin ratkaisut

—-btiv—-D

2a ’
missi i := \/—1 on nk. imaginaariyksikko, jolle siis i2 = —1, i3 = —i, i* = 1,
i° 6 = —1jne.

Q19 =

=1,1

Lause 18.2.1 (algebran peruslause) Jokaisella kompleksimuuttujan k. asteen po-JJjj
lynomiyhtilolld P,(z) = 0 on kompleksitasossa k kappaletta juuria, kun useam-
pikertaiset juuret lasketaan kertalukunsa mukaan.

Kompleksiluku z = =+ iy voidaan samaistaa euklidisen xy-tason pisteen (x,y) €
R? kanssa; = + 7y ~ (x,y). Lineaariavaruudeksi tulkitun avaruuden C kannan
muodostavat vektorit 1 ~ (1,0) jai ~ (0, 1), jolloin

z=z-1+y-i~xz(1,0)+y(0,1) = (z,y).
Kompleksiluvun 2z = x + 1y reaaliosa on x, imaginaariosa on y ja liittoluku
Zi=1x—1y.

Kompleksiluku voidaan esittdd napakoordinaateissa (r, ¢) seuraavasti (ks. myos
Kuva [47):

z=1x+1iy =r(cosp+ising) = re¥ = |z|e' ™,

|z| =r =22+ 2 =|Z| = V2Z

on luvun z moduli (eli normi, pituus) ja arg z = ¢ sen argumentti, so. kulma,
jonka vektori z muodostaa positiivisen z-akselin kanssa. Kulma ei ole yksikésit-
teisesti madritty, mutta jos on valittu arg z = ¢, on kosinin ja sinin jaksollisuuden
nojalla myos

missi

2 = re'® = !t kaikillan € Z.

Jos |z| > 0, kulma voidaan valita esimerkiksi seuraavien sdintjen mukaan:
jos x>0, ¢=argz — arctan 2
x
jos <0, ¢= argz:mtang+7r
x

jos z=0, p=argz= gsign(y)
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z=x+iy=re'"

iy
L

Kuva 47: Kompleksilukuja tasossa

Kompleksilukujen yhteen- ja kertolaskut: jos z, = xj, + iy, = rpe"?*, niin

21+ 29 = ([El + Zlfg) + z'(yl + y2),
zn1zg = (m1 +iy) (w2 +iy2) = (1172 — Y1y2) + i(T1Y2 + T291)
— (rleﬁpl)(r2€i¢2) _ ’21H22|ei(¥’1+§02)_

Potenssiin korotus saadaan de Moivren kaavalla
2 = (re’®)" = r"el™) = | 2" (cos ny + isin ny).

Esimerkki 18.2.2 a) Muunnetaan 1 + i7/3 suorakulmaisista napakoordinaattei-

hin:
1+v/3 = VI+3e™nY3 = 2615 = 27 %

Esimerkki 18.2.3 Jatkossa tarvitaan helposti edellisistd johdettavia kaavoja

M+ Z)" = 2|z|"cosng € R,

n

2i|z|" sinnp € C.

-
]
S~—

|

Z” —
Esimerkki 18.2.4 Jos luvut
w, = A" + B(Z)" = |2]" ((A+B) cosnp + i(A—B) sinny)

ovat reaalisia, on olemassa vakiot C', D € R, joille (harjoitustehtdvi)

wy, = |2|"(C cosny + D sinney).



18 LINEAARINEN REKURSIOKAAVA 212

18.3 Homogeeninen rekursiokaava

Yleinen ratkaisu. Lineaarinen homogeeninen vakiokertoiminen rekursiokaava
(LHVRK)
Coly + C1Gp—1 + - + CRQp_f = 07 (27)

missd luvut ¢; € R ovat vakioita, ratkaistaan samaan tapaan kuin lineaarinen ho-
mogeeninen vakiokertoiminen differentiaaliyhtédld. Kun sijoitetaan yrite

an ="

yhtdloon LHVRK , saadaan yhtilo cpa” + c1a" !+ - + o = 0, josta
jakamalla luvulla o™~ %

cod® + et 4 4o = 0. (28)

Yhtilolla LHVRK on ratkaisuna muotoa a,, = o oleva ratkaisujono (a, ),>o
jos ja vain jos w on LHVRK:n karakteristisen yhtdlon ratkaisu. Algebran pe-
ruslauseen mukaan karakteristisella yhtdlolld on kompleksitasossa & kappaletta
juuria, joista jotkut voivat olla useampikertaisia. Ratkaistaessa karakteristista yh-
tdlod on muistettava, ettd jos « := a + ¢b on juuri, myds @ = a — ¢b on juuri.

Lause 18.3.1 Olkoot a1, s, ..., € C lineaarisen vakiokertoimisen rekursio-
kaavan LHVRK karakteristisen polynomiyhtilon (28) juuret lueteltuina niin,
ettd useampikertaiset juuret ovat peridkkédin. Yhtalon LHVRK yleinen ratkaisu on
silloin

a, = Bial +Boaj + - - - + Bray,

missé kertoimet B, médrdytyvit juuren kertaluvun mukaan seuraavasti:

p:=1
while p < &
m,, := juuren a, kertaluku;
forj =0,1,...,m, —1
By = Appn?,  Apyj € G
end;
pi=p+my;
end

Todistus. Sivuutetaan (ei kovin vaikea, mutta tyolis). O
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Esimerkki 18.3.2 Ratkaise rekursiokaava
a, — 2a,_1 = 0.

Ratkaisu. Sijoitus a,, := o™ antaa yhtilén o —2a"~! = 0, josta jakamalla luvulla

a" ! saadaan karakteristinen yhtilo

a—2=0.
Tilld on ratkaisu o = 2, joten rekursiokaavan yleinen ratkaisu on
a, = A2", AeC.
Esimerkki 18.3.3 Ratkaise rekursiokaava
ap = 46,1 — 4ap_9, n > 2.

Ratkaisu. Karakteristinen yhtils on o™ = 4a™ ! — 40" 2, josta jakamalla luvulla

a2 saadaan karakteristinen yhtilo

a?—da+4=0.
Tilléd on ratkaisut ar; = a9 = 2, joten rekursiokaavan yleinen ratkaisu on

Ay = A12n + A2n2”, Al, AQ € C.
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18.4 Alkuarvotehtiava

Kertalukua k olevan rekursiokaavan yleinen ratkaisu siséltdd siis k& vapaata para-
metria A, € C. Jos rekursiokaavalle on annettu alkuarvot ag,ay, ..., ay_;, voi-
daan yleisesti ratkaisusta poimia nditd vastaava yksittdisratkaisu. Tama alkuarvo-
tehtdvdn ratkaiseminen johtaa yhtdloryhmin ratkaisemiseen.

Esimerkki 18.4.1 Ratkaise rekursiokaava
ag = 1, a;:=0,

Ap ‘= —Qp_9, N >2.

Ratkaisu. Karakteristisen yhtilon o® + 1 = 0 juuret ovat a1 = =i Yleinen

ratkaisu on siten
Ay = Alln + AQ(—Z)n

Alkuehdoista saadaan yhtdloryhméa

A1+ AQZCLOI 1
iAl - ZAQ = ay = 0,

jonka ratkaisut ovat A; = Ay = 1/2. Siis haettu ratkaisu on
a, = # = (1,0,-1,0,1,0,—1,0,...).

Esimerkki 18.4.2 Ratkaise rekursiokaava

ag = 0,a1:=1, ay:=2,
ap = 20n_1+ 26,0+ 30,_3, n>3.

Ratkaisu. a) Homogeeniyhtilon yleinen ratkaisu: Karakteristisen yhtdlon
a®—20* —200—3=0

erds juuri on o; = 3. Jaetaan yhtédlon vasen puoli tekijilld ov — 3, jolloin saadaan
(a=3)(a®*+a+1)=0.

Muut juuret ovat siis a3 = (—1 % iv/3) /2, joten yleinen ratkaisu on

q ) n 1 n
an:AIS”—FAg (L\/ﬁ) +A3 (—Z\/g) ,AkG(C.

2 2
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b) Haluttu yksittdisratkaisu: Muodostetaan kompleksinen yhtdléryhma

Al + AQ + A3 = 0
OélAl + OKQAQ + OégA3 = 1
Oé%Al + OC%AQ + Oé%Ag = 2,

josta ratkaistaan vakiot Ay (harjoitustehtédva).

Esimerkki 18.4.3 (Fibonaccin luvut) Ensimmiinen matematiikassa kdytetty re-
kursiokaava lienee ollut Leonardo di Pisan eli Fibonaccin rekursiokaava

ag = 1, a1 :=1,

Gp ‘= Qp_1+ Ap_o, N >2,
joka on perdisin 1200-luvun alkupuolelta. Tédssd luku a,, ilmaisee kanipopulaation
pariskuntien lukuméiirin n kuukauden kuluttua alusta, jolloin pareja oli yksi vas-

tasyntynyt, ja jokainen vihintéiin kaksi kuukautta vanha pariskunta saa kuukauden
vaihteessa tytto- ja poikakanin. Jonon (a,,),en jdsenet ovat Fibonaccin lukuja.

Toinen sovellus Fibonaccin luvuille on seuraava: On kiivettdivd n porrasta ylos.
Jokaisella askeleella noustaan yksi tai kaksi porrasta. Kuinka monella tavalla kii-
pedminen voidaan suorittaa (ks. Esimerkki [17.1.13)) ?

Fibonaccin rekursiokaavan ratkaisi de Moivre 1700-luvun alkupuolella kdyttien
jonon generoivaa funktiota (harjoitustehtdvi).

Esimerkki 18.4.4 Fibonaccin kaava on kuitenkin 2. kertaluvun lineaarinen ho-
mogeeninen vakiokertoiminen rekursiokaava. Karakteristisen yhtilon

d=a+1
ratkaisut ovat a; 5 = 1/2 (1 + +/5). Titen yhtilon yleinen ratkaisu on
Ay = Ala’f + AQO(S, Al, AQ e C.

Kun otetaan huomioon alkuarvot ¢y = a; = 1, saadaan

A = (1+v5), Ay=— (1-+/5),

Sl
ot
DN | —
5l
ot
DN | —

mistd lopullinen kaava

an = i5 (%(1 + \/S))n+1 — % <%(1 - \/5)>n+1.
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function ' = Fibonacci(/NV); function F' = Fiborek(V);

if N <2 if N <2
F=1; F=1;
else else
ai—o = 150,41 = 1; F' = Fiborek(N —1) + Fiborek(/N —2);
forind=2: N end

a; = aj—1 + a;—2;
Aj—2 = Qj—1; Aj—1 = Qj;
end
F =a;
end

Kuva 48: Suora ja rekursiivinen ohjelma Fibonaccin luvuille

Esimerkki 18.4.5 Fibonaccin lukujen laskeminen rekursiokaavasta tietokoneoh-
jelmalla on valaiseva esimerkki siitd, ettd rekursiivista ohjelmaa ei kannata kayt-
tdd tdllaiseen tehtivddn. Kuvassa 48] esimerkki induktiivisesta ja rekursiivisesta
ohjelmasta. Esimerkiksi lukua a,5 = 987 laskettaessa

a) suorassa ohjelmassa on yksi ohjelman kutsu, 14 yhteenlaskua (ja sijoituskésky-
ja, joita kylldkin voisi vihentdd kirjoittamalla ohjelma esimerkiksi kdyttden vek-
toria F’),

b) rekursiivisessa on yhteenlaskujen lisiksi funktion kutsuja 1973 kappaletta.

Kiytettdessi MATLAB-ohjelmaa eriilla tietokoneella meni suorituksiin aikaa 0.3
ja 63 sekuntia.

18.5 Lineaarinen vakiokertoiminen rekursiokaava

Luvussa johdettiin lineaariselle homogeeniselle vakiokertoimiselle rekursio-
kaavalle ratkaisumenetelmd. Tdssd Luvussa tarkastellaan yleisen lineaarisen va-
kiokertoimisen rekursiokaavan LVRK

Coln + C1ap1 + - + Cpant, = f(n) (29)

ratkaisemista vastaavan lineaarisen homogeeniyhtilon yleisen ratkaisun ja epiho-
mogeenikaavan yksittdisratkaisun summana.

Lause 18.5.1 Olkoon lineaarisen vakiokertoimisen homogeeniyhtilon

coln + C1ap—1+ -+ crap_ =0 (30)
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FUNKTIO f(n) YRITE p,
d D

din + dy Din + Dy

dn” +de_n" 4+ +dy | Don"+ Dp_n" "+ -+ Dy

d\" D"
(dln + do))\n (Dln + D0>>\n
(d,n" + -+ +do)\" (Dpn" + -+ 4 Do) A"

Taulukko 4: Yritetaulukko

yleinen ratkaisu (h,,),>0 ja yksi epdhomogeeniyhtilon (29) ratkaisu (e, )n>o. Yh-
tdlon LVRK taydellisen ratkaisun muodostaa edellisten summajono (a, ),>0,
ts. jono

an = h, +e,.

Todistus. Samaan tapaan kuin differentiaaliyhtédloiden tapauksessa. a

Ongelmana on siis 10ytdd epdhomogeeniyhtildlle yksi ratkaisu. Yksinkertaisissa
tapauksissa tdima onnistuu yritteelld.

Yritemenetelmé. Yhden ratkaisun 16ytamiseksi epahomogeeniyhtilolle LVRK
Colp + C1n 1 + -+ + Crn_p, = f(n) (31

muodostetaan yritejono (p,)n>0, jonka muoto riippuu funktiosta f ja vastaavan
homogeeniyhtédlon ratkaisuista ja joka sisaltdd mddrddmdttomid vakioita. Yrite
sijoitetaan epdhomogeeniyhtdloon lukujen a; paikalle ja vakioiden arvot laske-
taan.

Erdissd yksinkertaisissa tapauksissa yrite voidaan valita Taulukon [4] avulla. Tau-
lukossa luvut d;, A ja r € R ovat funktion f méddrdamii tunnettuja vakioita ja D;
yritteen madaraamittomid vakioita. Taulukon kidyttod koskevia ohjeita on koottu
Huomautukseen [18.5.2]

Huomautus 18.5.2 a) Jos funktio f on esimerkiksi astetta  oleva polynomi, jon-
ka alempaa astetta olevia termeji puuttuu, on yrite silti otettava tdydelliseni.

b) Jos f on eri tyyppisten funktioiden summa f; + f5 + - - - + fx, missd kutakin
funktiota f; vastaa taulukossa jono (p,, ;)»>0, yritteeksi otetaan summajono (p,, 1 +

Pn2 + o +pn,k’)n20'
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c¢) Jos homogeeniyhtilolld on ratkaisuna jono (b,),>0, joka on samaa muo-
toa (esim. polynomi) kuin kokeiltava yrite (p,),>0, tulee yritteeksi ottaa jono
(npy )n>0. Mikdli tdllainenkin on homogeeniyhtdlon ratkaisu (tai vakioita ei voida
saaduista yhtiloisti ratkaista), otetaan yritteeksi (n2p,, ),>0, jne.

Esimerkki 18.5.3 Ratkaise rekursiokaava
Qpio — 4apiq +4a, =2", n>0.

Etsi se ratkaisu, jolle ag = a; = 0.

Ratkaisu. Vastaavan homogeeniyhtilon karakteristisella yhtilolla
o —da+4=(a—-22=0
on kaksoisjuuri o = 2, joten yleinen ratkaisu on
hyn = A12" + Aon2™,  A;, As € R

Epdhomogeeniyhtilolle saataisiin taulukon perusteella yrite p, = D2", mutta
koska tdméa — ja jopa p, = Dn2" — on homogeeniyhtélon ratkaisu, tehdédén yrite

Py = Dn?2",
joka ei ole homogeeniyhtilon ratkaisu. Sijoitetaan yrite rekursiokaavaan
Pny2 — 4pn+1 + 4pn = 2"
D(n +2)?2""2 — 4D(n + 1)%2""! 4 4Dn?2" 2"
D2" (4(n+2)* = 8(n + 1)* + 4n?) 2"

D2"(4n? +16n 4 16 — 8n* — 16n — 8 + 4n?) = 2"
8D2" = 2"

Epidhomogeeniyhtilon erids ratkaisu on siis ¢, = 1/8n? 2", Tehtivin yleinen rat-
kaisu on siten a,, = h,, + e,, eli

1
Ay — A12n -+ A2n2” + §n2 2”, Ala A2 € R.
Alkuarvot ay = a; = 0 toteuttavaksi ratkaisuksi saadaan arvoilla A; = 0 ja

Ay = —1/8 jono
an = n(n —1)2"73,
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Kuva 49: Hanoin kolme tornia

Esimerkki 18.5.4 (Hanoin tornit) On pystytetty kolme tankoa 7}, 75 ja T5. Tan-
koon 7T} on pinottu n kappaletta reidllisid kiekkoja suuruusjirjestykseen suurin
alimmaiseksi, ks. Kuva #9] Kiekkojen muodostama torni on siirrettivi tangosta
T; tankoon 75 niin, ettd suurempi kiekko ei ole koskaan pienemmén péalld. Apu-
na saa kdyttda tankoa 75.

Probleema. Kuinka pienelld siirtoméérélli a,, tehtdavistd voidaan selviytyd?

Ratkaisu. Oletetaan, ettd tilanne on edennyt seuraavaan vaiheeseen: Tangossa 7}
on vain suurin kiekko n, tanko 75 on tyhji ja kaikki muut kiekot ovat suuruusjér-
jestyksessd tangossa 75. Tdhédn on tarvittu a,_; siirtoa. Nyt tarvitaan yksi siirto
siirrettdessd suurin tankoon 75 ja toiset a,,_; siirtoa, jotta n — 1 kiekkoa saadaan
tankoon 75 suurimman paille. Ndin saadaan rekursiokaava

p = Qp—1 + 1+ a1 =2ap,1 +1

alkuarvona a; = 1. Rekursiokaava on lineaarinen, vakiokertoiminen ja epdhomo-
geeninen. Homogeeniyhtélon yleinen ratkaisu on

h, = A2".
Vakiojono p,, := D yritteend saadaan yhtdlé p, = D = 2D + 1, josta D =
—1. Epdhomogeeniyhtilolld on siis yhtend ratkaisuna e,, = —1. Rekursiokaavan
yleiseksi ratkaisuksi saadaan
a, = A2" — 1.
Vaaditun alkuehdon a; = 1 toteuttava ratkaisu on

a,=2"—1, neN.

Hanoin tornien ongelma voidaan siis ratkaista kdyttden enintddn 2" — 1 siirtoa.
Rekursiokaavan muodostamisesta selvidi, ettd timd on myods minimimaari.
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