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1 yksi
2 Polynomialgebra

2.1 Monomijarjestykset ja jakoalgoritmi

Joukossa N on luonnollinen jarjestysrelaatio < esim. 2 < 3. Tama indusoi yh-
den yhden muuttujan polynomien monomeille jirjestyksen z* < 2" < k <
n. Tarkastellaan sitten usean muuttujan tapausta.

o a=(,...,a,) € N" on moni-indeksi

o ¢

=7 ... 20" on monomi
® a,x% a, € K on term:
o Klxy,...,x,] on polynomirengas

Maaritelma 2.1.1. Relaatio < on lineaarinen jdrjestys joukossa S, jos
Vax,yeSjokor <y r=ytaiy<uzx.

Esimerkki 2.1.2. a.) S = N2. Méiritellddan a < 8 jos [ < B1, az < (o).
Nyt esimerkiksi alkioita o = (2,3) € N? ja 8 = (3,2) € N? ei voi verrata
kyseisella relaatiolla, silla o < (1, mutta B < ay. Néin ollen < ei ole lin-
eaarinen jarjestys.

b.) S = N2 Miiritellidn o < 8 jos a1 < B; tai a; = B ja az < (.
Kyseinen jarjestys on lineaarinen jarjestys.

Usein halutaan liséki implikaation

a<f = at+y<fB+7y
olevan voimassa. Monomeiden tapauksessa

< 2P = 7 < 2P

Maaritelma 2.1.3. Oletetaan, etté joukossa S on annettu lineaarinen jérjestys
<. Joukon S sanotaan olevan hyvinjdrjestetty, jos V. B C S 3 a € B siten,
ettd a < c¢ V ce€ B. Jarjestyksen < sanotaan talloin olevan hyvinjdrjestys.



Esimerkki 2.1.4.

1. N on hyvinjarjestetty.

2. Joukkoa S = [0,1] C R ei ole hyvinjarjestetty silld esim. joukkolla

1
o aen)
n+1
et ole pieninté alkiota, silld inf(B) =0 ¢ B.

Todistetaan, ettd esimerkissa 4.0.2(b) médritelty jarjestys < on hyvinjérjestys.
Olkoon

a; =min{ag € N | o = (aq,a2) € B}.
Minimi on olemassa, silld N on hyvinjérjestetty. Olkoon
B={aeB|a=a},
ja olkoon
as = min{as € N | a = (a1,a3) € E}
Minimi on jélleen olemassa, ja a = (a1, az) = min(B)
Lemma 2.1.5. Olkoon joukossa N™ annettu jirjestys < siten, ettd
1. < on lineaarinen jarjestys
2. a<f == a+y<pB+1.
Talloin < on hyvinjdarjestys jos ja vain jos « > 0 V o € N™.
Maaritelma 2.1.6. < On monomijdrjestys joukossa N", jos
1. < on lineaarinen jarjestys
2. Implikaatio a« < f = a+ v < 3+ v on voimassa.
3. a>0=(0,...,0).

Maaritelma 2.1.7 (Aakkosjarjestys). Olkoon «a, f € N talloin o >, 3,
jos ay = Bi,...,ap = By, ja agr1 > Bt

Esimerkki 2.1.8.



1. Esimerkissd 4.0.2(b) esitetty jérjestys on aakkosjirjestys.

2. Olkoon o = (2,5,0,3) ja f = (2,2,9,1) télléin a >, 5. Monomien
avulla kirjoitettuna m; = x?z523 >, r?r3r3rs = my. Kuitenkin

deg(my) = 10 < deg(ms) = 14.

3. Joukossa N* saadaan (1,0,0,0) >y, (0,1,0,0) >, joten @1 >pep
Ty >lex T3 >ler T4. Permutoimalla muuttujia x,z9, x3, x4 saadaan
4! = 24 aakkosjérjestysta.

Maaritelma 2.1.9.

a.)

Madritelladn jarjestys > e, joukossa N'. a >0, 5, jos |a] > |B] tai
la| = ||, & >pep 5. Jarjestystd > g, sanotaan porrastetuksi aakkosjdrjestyk-
seksi

b.)
Madritelladn jarjestys >grevier joukossa N™. o >grcper 0 jos |af > |F] tal
’C(’ = ‘ﬁ‘ ja Qn = ﬁm ey Qi1 = ﬁnfz?l»l? Up— < ani'

Esimerkki 2.1.10. Oletetaan x > y > z. Jarjestetddn polynomin f termit
(suurin vasemmalla) eri monomijérjestyksien avulla

1. lex: f = —bz® + To?2% + day?z + 422

2. grlex: f = Ta?2? + 4ay?z — 5a® + 422

3. grevlex: f = 4ay’z + Ta?2? — b3 + 422,
Maaritelmé 2.1.11. Olkoon f € K[zy,...,z,] polynomi

f= Z a1,
Polynomin f monomiaste on
mdeg(f) = max{a | ao # 0}
Polynomin f isoin monomi on
LM(f) = a™des(),
Polynomin f isoin kerroin on

LO(f) = amdeg(f)

Polynomin f #soin termi on

LT(f) = LC(f)LM(f).



Yhden muuttujan tapauksessa saatiin tulos: Jos fi,..., fs € Klz] ja g =
syt(fi, ..., fs), niin

I= <f1a~--7fs> = <g>

Jos on annettu f € K[z], niin jakolaskualgoritmin avulla f = hg + r, ja jos
r = 0 niin tdma on yhtapitédvaa sen kanssa, ettd f € I. Usean muuttujan
tapauksessa voidaan kysyéd: Jos on annettu f, fi,..., fs € Klz1,...,2,] ja
I ={f1,...,fs), niin koska f € I ja onko olemassa algoritmia, jonka avulla
saadaan esitys

f=a1fi+...+asfs +r.
Tarkastellaan sitten mahdollista jakolaskualgoritmia

Esimerkki 2.1.12. Kiytetdan aakkosjérjestystd z > y, ja olkoon

f=xy*+1
fi=zy+1
fa=y+1

Halutaan siis esitys
f=afitafa+r, aa €K,y

Nyt LT(f1) = xy, LT(fy) = y, joten y x LT(f1) = zy* = LT(f) ja 2? *
LT(fy) = 2y, joten seké LT(f,), ettd LT(f;) jakaa termin LT(f). Asetetaan
sitten a; = as = 0 ja r = f. Tamén jilkeen edetdan
N LT(r)
a; :=a =
T L) Y

LT
r::r—ﬁflz—y+1

Nyt LT(f;) ei endd jaa termid LT(r) = —y, joten siirrytddn kdyttdmaan
termid LT(fy) = y. Téstéd saadaan

. LT(r)
P LT(f)
2GS

TR

ag ‘=

Néin ollen saatiin esitys

2y +1=yley+1)+ (=D(y+1)+2.



Tarkastellaan sitten seuraavaa esimerkkia

f=2*y+ay’ +y°
fi=xy—1
f223/2—1~

Nyt LT(f1) jakaa termin LT (p) = LT(f) = x*y. Tisti saadaan

a; ‘=T

pi=p—afi =ay’+x+1°
Edelleen LT(f;) jakaa termin LT (p) = zy* ja LT (p)/LT(f) =y, joten

ar:=a1 +y=x+Yy
p=p—yh=x+y"+y.

Nyt kumpikaan termeista LT(f1), LT(f2) ei jaa termia LT (p) = x, joten se
siirretdén jakojadnnokseen, ja nain ollen

ri=ux

p = y2 + .
Nyt LT(f,) = y? jakaa termin LT (p) = y* ja algoritmié voidaan jatkaa

as =1

p=p—1lxfo=y+1

Nyt kumpikaan termeistd LT(f1), LT(f2) el endé jaa termid LT (p) = y, eikd
termia 1 joten loppu siirretddn jakojaédnnokseen, ja néin ollen

f=afitafo+r=(+y)«fi+1lxfo+ax+y+1

Lause 2.1.13. Olkoon f, f1,..., fs € K[x1,...,x,]. Edellinen algoritmi an-
taa polynomit ay, ..., as,r siten, ettd

f=a1fi+...+asfs +,
missa

1. LT(f;) ei jaa mitdidn polynomin r termeistd

2. mdeg(f) > mdeg(a:f;).



Todistus. Koska algoritmi antaa selvasti polynomit aq, ..., a,,r siten, etta
f:alfl‘{'"-"i_asfs_'_ra

riittdd todistaa ettéd algoritmi paattyy dérellisen askelméaran jalkeen. Algo-
ritmi péaattyy, kun p := 0. Alussa p := f ja jokaisella kierroksella, joko

1. p:p—%fh tai

2. p:=p—LT(p).

Nyt

LT(p)
LT (L )= LT0)

Siis molemmissa tapauksissa

mdeg(puusi) < mdeg(p).

Koska monomijarjestys on hyvinjarjestys polynomin p monomiaste voi vihen-
tya vain ddrellisen monta kertaa, joten algoritmi péaattyy aérellisen askelméaran
jalkeen.

2.2 Hilbertin kantalause ja Grobner kannat

Maaritelma 2.2.1. Ideaali I C K on monomi-ideaali, jos on olemassa A C
N™ siten, ettéd jokainen polynomi f € I on muotoa

f:Zpaxo‘, Pa € Klzy, ..., 2]

acA

Merkitdan talloin

I = (% acA).



Esimerkki 2.2.2. Olkoon esimerkiksi
I = (2%, xy”)

monomi-ideaali. Seuraavassa kuvassa on havainnollistettu mitkd monomit
voivat kuulua monomi-ideaalin I polynomien monomeihin.

y
A
Q
3
2 |
a
1 HH T
B

y
X

Kuva 1: Mahdolliset monomi-ideaaliin kuuluvien polynomien monomit
alueessa (2.

Lemma 2.2.3. Olkoon I = (2%, a € A) monomi-ideaali, ja olkoon z° mono-
mai. Tdlloin seuraava ekvivalenssi on voimassa

el < =272 jollakin o € A.
Ts. x® jakaa monomin x° jollakin o € A.
Todistus. (<)

Jos z jakaa monomin =, niin 2° = 272 € I.
(=)

k
el = xﬁ:Zpix‘”, pi € Klzq, ..., x,]
i=1



Oikean puolen jokainen termi on jaollinen jollain monomilla :L‘al, joten sama
pitee myos vasemmalle puolelle (vaikka vasemmalla puolella on vain yksi
termi!).

Lause 2.2.4 (Dicksonin lemma). Olkoon I = (z* | a € A). Talloin on
olemassa multi-indeksit o, ... o° € A siten, etti

Toisin sanoen jokainen monomi-ideaali on ddrellisesti generoitu.

Lemma 2.2.5. Olkoon I = (..., 2*") ja f € Klzy,...,x,). Tdlloin on
voimassa ekvivalensst

fel < jakojianndsr = 0.

Todistus. (<)

Jos r = 0, niin méaritelmédn mukaan f € 1.
(=)

Jos f € I, niin

k

f= Zpiiﬂai-

i=1

Télloin polynomin f jokainen termi on jaollinen jollain 7 ja néin ollen
jakolaskualgoritmissa r = 0.

Esimerkki 2.2.6. Olkoon I = (z%y, ry?) ja
F =2y + 2% + 2Py + 2P
Aluksi p := f. Koska 2%y jakaa termin LT(f) = x*y?, niin

ar = 2%y

p ="y + a2ty +ay’
Koska jilleen 22y jakaa termin LT(p) = 2%y* saadaan

ay = a:2y—|—xy
p = x3y+xy3.

Edelleen x?y jakaa termin LT (p) = 2%y ja

ay == x2y+xy+as
pi=ay’



Termié p := 2y ei termi 2%y enidi jaa mutta termi zy? jakaa

as =1y
p:=0

Néin ollen

f=(@Py +ay +x)x 2’y +yxay? =ty + 2%y 2ty +ay
Todistus. |Dickson| Todistetaan lause induktiolla muuttujien lukumé&arin
suhteen.
1.
Tapauksessa n = 1 (1) matala-asteisin monomi «; € A, m = z®' virittda
loput ideaalin monomit, joten tapaus n =1 on O.K.
2.
Oletetaan, ettéd viite patee kun muuttujia on n — 1 kappaletta ja todiste-

taan ettd tistd seuraa, ettd se patee myos kun muuttujia on n kappaletta.
Merkitaan

B=Klzy,..., 21,
Olkoon I C B sitten monomi-ideaali,
I= (" | (a,m) € A), aeN
Olkoon
J = (x| (a,m) € A jollekkin m) C Klzy,...,x,-1].

Induktio-oletuksen mukaan on olemassa moni-indeksit o', ..., a* siten, etti

Siis (af, m;) € A jollekkin m;. Olkoon sitten
m = max(m;).
Olkoon Ji, C Klzy, ..., 2p_1]
Je = (27 | 2PyF €), 0<k<m.

Nyt J = J,,, ja kaikki idaalit J; ovat monomi-ideaaleja ja induktio-oletuksen
perusteella niilld on aérellinen kanta

Jp= (2", 2y,



Nyt viitetdan, ettd ideaalin I virittdd monomit

1,0 50,0
_ _ab oS0
JO =T sy, &L
1,m—1 -1 Sm—1,m—1 -1
J — :L,Oé m (0% m
m—1 Y PR
1 s
ot .m a®m, m
Jm =T y ) 71: y

Lemman 2.2.3 perusteella x*y? € I < x%y” on jaollinen jollain ideaalin [/
monomeista. Saadaan kaksi tapausta. Olkoon x®y? € [

1. Jos p > m = ideaalin I konstruktion perusteella on olemassa monomi
% y™ joka jakaa monomin x®yP

2. Jos p<m = ideaalien J; konstruktion perusteella on olemassa I, a®t
siten, ettd monomi z“y® on jaollinen monomilla o

Esimerkki 2.2.7. Olkoon I = (zy? z3y*, 2%y°). Tilloin
Js = (z" | 2Fym e I) = (2*) = J
Jo = (o | 2F € 1) = {0}
Ji = (2" |2ty e I) = {0}
Jo = (z" | 2Fy? € I) = {2*}
Ty = (a* | 2ty € I) = {a"}
Jy=(a* | 2ty e 1) = {2},
joten
[ = (@2, 2, 2y, 220).
Maéritelmé 2.2.8. Olkoon I C Klzy,...,z,] ideaali. Valitaan monomi-
jarjestys <, ja olkoon

LT(I)=A{cx* |3 felselT(f)=ca"}.

Télloin ideaalin I polynomien johtavien monomaien virittamd monomi-ideaals

on (LT(I)).

Lemma 2.2.9. Olkoon I C K[z, ...,z,]. Koska (LT(I)) on monomi-ideaali
suoraan Dicksonin lemmasta seuraa, ettd on olemassa polynomit gy, ..., g; €
I siten, etta

(LT(I)) = (LT(g1),- .-, LT(g¢))-

10



Olkoon sitten I = (f1,..., fs) aina on voimassa

(LT(f1), -, LT(fs)) € (LT(I)),

mutta kidanteinen inkluusio ei ole valttdméatta voimassa, kuten seuraava es-
imerkki osoittaa

Esimerkki 2.2.10. Olkoon
fi=a —2xy
fo = 2y — 2y + .
Talloin (LT(fy), LT(fy)) = (23, 2%y). Kuitenkin fs =zfy —yfi =22 €I ja
LT(fs) = 2* ¢ (a*,2y),
mutta z? € (LT(I)), joten vélttamitti ei ole voimassa LT (I) C (LT(f1), ..., LT(fs)).

Lause 2.2.11 (Hilbertin kantalause). Olkoon I C Klz1,...,z,| ideaali, tdl-
loin on olemassa polynomit g1, ..., g, siten, ettd

I = <gl7"'7gt>‘
Toisinsanoen jokainen ideaalt on ddrellisesti generoitu.

Todistus. Jos I = {0}, niin I = (0). Oleteaan sitten, ettd I # {0}. Lemman
2.2.9 nojalla on olemassa monomit siten, etta

(LT(I)) = (LT(g1), - - -, LT(ge))-

Vaitamme, etta

T={g1,....q) =1

Selviisti I C I, koska g; €I V1<1i<t Olkoon f € I, talloin jakolaskual-
goritmi antaa

f:algl+...+atgt+r,
joten
r=f—(ag+...+aq) €I

Néin ollen LT(r) € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g)), joten lemman 2.2.3
nojalla on olemassa sellainen k, 1 <k <t ettd termi LT (gx) jakaa termin
LT (r). Tama on ristiriita jakolaskualgoritmin kanssa koska mink&én termin
LT(g;) el pidé jakaa mitdén jakojadnnoksen r termid. Néin ollen r = 0, joten
fel

11



Maéritelmé 2.2.12 (Grébner kanta). Olkoon I C Kz, ..., z,]. Télléin
joukkoa

G=Aq,...,q¢} C1I
sanotaan ideaalin I Grébner kannaksi, jos
(LT(I)) = (LT(g1), - .-, LT (gr))-
Hilbertin kantalauseen perusteella saadaan lemma

Lemma 2.2.13. Kaikille ideaaleille I C K|xy,...,x,] on olemassa Grébner
kanta G = {g1,...,9:},

(G = 1.

Lause 2.2.14. Olkoon I = (¢1,...,q:), missd G = {g1,...,g:} on ideaalin I
Grébner kanta ja olkoon f € Klzy, ..., x,]. Tadllin on olemassa 1-kdsitteinen
jakojadannds r siten, ettd

1. LT(g;) ei jaa mitidn jakojidnndéksen r termid

2. On olemassa g € I siten, ettd f =g+ .

Todistus. 1. ja 2. kohta seuraa suoraan jakolaskualgoritmista. Taman perus-
teella saadaan esitys

f=a91+...+ag; +,

ja jakolaskualgoritmin perusteella LT'(g;) ei jaa mitdén polynomin r termii,
ja polynomiksi g voidaan valita g = a191 + ... + arg; € I. Todistetaan sitten
jakojédadnnoksen r yksikésitteisyys. Tehddéan vastaoletus: Oletetaan, ettd on
olemassa kaksi jakojaannosta ry ja ro siten, etté

f=hi+7ri=hy+rs.
Néin ollen
riy—1r9="hyg —hy €1.
Toisaalta
LT(r1 —ry) € LT(I) = (LT(g1), .- ., LT(g¢)),

joten jokin polynomin 7y tai re termi on jaollinen jollain termillda LT(g;).
Tama on ristiriita, silla r1 ja r9 ovat jakojadnnoksia.

12



Seuraus 2.2.15. Olkoon G ideaalin I Grobner kanta. Talloéin on voimassa
ekvivalenssi f € I < jakojidannos r = 0.

Todistus.

(<)

Jos r =0, niin f € I (pétee aina)
(=)

Edellisen lauseen kohdan 2. nojalla f =g+r=9g+0=g € I, joten f € I.

Lemma 2.2.16. Jos on annettu kaksi ideaalia Iy = (f1,...,fs) ja Iy =
(g1, ..., 0t), niin on voimassa ekvivalenssi

[1C[2 ~ fieIQ v1§2§5

Grobner kannan méarittelemisen jalkeen voidaan kysya kaksi peruskysymys-
ta:

1. Jos on annettu I = (fy,..., fs) onko {fi,..., fs} ideaalin I grébner
kanta 7

2. Jos on annettu ideaali I = (f1,..., fs), kuinka sille konstruoidaan

Grobner kanta ?

2.3 FEraita sovelluksia

Esimerkki 2.3.1. Olkoon

fi=@—-1)2+y* -1
f2 :4(:r—1)2—|—y2+xy—2, f17f2 GK[ZE,y],

ja I = {(f1, f2). Valitaan monomijarjestys lex ja y > z. Talléin Grobner
kannan polynomit ovat

g =y — 52> +192% — 21z + 6
go = bt —192° + 242% — 122 + 2.

Koska V(I) = V((G)), niin V(I) siséltdaa korkeintaan 4 pistettd. Polynomin
go nollakohdat a; ovat

ar =1, as~0.35, a3~0.63, as4~1.85.

13



Esimerkki 2.3.2. Maksiomoidaan/minimoidaan funktiota f = 22 +y? + xy
joukossa g = 2% + 2y* — 1 = 0. Lokaalissa maksimissa/minimissi V f||Vg
joten maksimi/minimi pisteissi pn voimassa

Vf+AVg=0

9=0,

eli

g =2rx+y+2\x=0

G=2y+x+4\y =0

g=2+2y*—1=0.
Min/Max tehtévan Lagrangen funktio on L = f + Ag, ja

I )
g_a)\7 gl_@x’ 92_6?./

Olkoon sitten I = (g1, g2, g). Ideaalin I Grobner kannan polynomit p; jérjestyk-
sen lex, A >y > x suhteen ovat

p=A+y° +yr+2°
pr =y — 3%+ 2z
p3 = 62* — 627 + 1.

V(I) siséltdaa télloin korkeintaan 4 pistetté

&

r == +

6

N | —

jolloin funktion f arvot ovat
=032, f=032, f=118, f=1.18.
Esimerkki 2.3.3. Olkoon ¢ : R +— R? ¢(t) = (c1(t), c2(t)) funktio, ja
C={c(t)eR*|teR}
kiyri. Toisaalta jos f : R? + R, missid f on polynomifunktio, niin kiyri
voidaan esittdd myos muodossa V(f). Tarkastellaan esimerkiksi kiyrié jonka
parametriesitys on

c(t) = (t* =3t +4, -t +2t — 1),

14



ja asetetaan
fi=x—t*+3t—4

Olkoon sitten I = (f, f2). Ideaalin I Grobner kannan ensimmaéiseksi poly-
nomiksi ¢g; saadaan jérjestyksessi lex, t >y > x

g1 =1y> +axy — 13y — 2% + 162> — 57z + 58.

Nyt saatiin kiyrd V(g;). Toisaalta V(I) on kiyri avaruudessa R®. Madrit-
teleméilld projektiokuvaus 7 : R® — R? 7(t, x,y) = (x,y) saadaan

m(V(I)) = V(g).

Esimerkki 2.3.4 (Kardioidi). Kardioidi on tasokéyrd C' |, jonka yhtélé on
napakoordinaateissa r = 2 + 2 cos(#), jolloin sen parametriesitys c : [0, 27—
R? on

c(0) = (2(1 + cos()) cos(#),2(1 + cos(f)) sin(h)).
Asetetaan sitten

¢ = cos(0)
s = cos(0),

jolloin ¢* + s* — 1 = 0. Olkoon sitten I = (f}, fo, f3), missi

fi=xz—=2(1+4c)c

fo=y—2(1+c¢)s

fa=c+s*—1.
Ideaalin I Grobner kannassa on jarjestyksessa lex, ¢ > s > y > x 5 polynomia
gi, joista yksi gy siséltdd vain muuttujia x,y,

g= (2" +y*)" —dx(a® +y*) — 7,

janyt C'=V(g).

Maésritelma 2.3.5 (Kéyran singulaariset pisteet). Olkoon f : R? — R funk-
tio, ja V(f) kéyré. Implisiittifunktiolauseen nojalla piste p € V(f) on sddn-
néllinen, jos V f(p) # 0. Piste p € V(f) on singulaarinen, jos V f(p) = 0.
Singulaaristen pisteiden varieteetti on siis

of of

S(N=V(£5,5,) € VU

15



Esimerkki 2.3.6. Olkoon f = 2% + 4% — 1. Tilléin singulaarisen varieteetin
madrdavat polynomiyhtalot

2?4y —1=0
20 =0
2y = 0,

jolloin S(f) = (. Tamé on yhtépitavad sen kanssa, ettd I(S(f)) = (1) =
K[z, y]. Nyt esimerkiksi

L= (=1f+(z/2)x+ (y/2)y

Esimerkki 2.3.7. Tarkastellaan kardioidin singulaarista varieteettia. Olkoon
I = (g, s, gy)- Ideaalin Grébner kannan polynomit jérjestyksessd lex y > x
laskettuna ovat

g =Y
g2 = 2> + 9.
Niin ollen kardioidin singulaarinen varieteetti on yksi piste S(g) = {(0,0)}.

Esimerkki 2.3.8 (Scarabee). Scarabee on tasokéyri, joka on annettu poly-
nomin

f= @+ +ar)? (2 +9°) - bz —v*)?,  feKz,y], K=Q(a,b)
varieteettina V(f). Olkoon sitten jilleen

I= <f1,f27f3> = <f= fxufy>7

ja S(f) = V(I). Jos ideaalin I Grobner kanta lasketaan jarjestyksessé lex,
x > y se sisdltdd polynomin

g =4 —a’y’.
Néin ollen singulaarisessa varieteetissa y = 0 tai y = +a/2. Scarabeen sin-
gulaarinen varieteetti on siis tason pistejoukko

S(f) ={(0,0),(a/2,a/2), (a2, —a/2)}.

Esimerkki 2.3.9 (3-véri ongelma). Graafi G on jérjestetty pari G = (V, E),
joka koostuu graafin solmupisteista V' = {as,...,a,}, sekd niitd yhditdvista
janoista E = {ejq, €23, €34, €41, . ..}. 3-Véri ongelmassa kysytddn voidaanko
loytaa graafin solmupisteiden véritys kolmella eri véarilla siten, etta vierekkaiset
janoilla yhdistetyt solmupisteet eivét tule varitetyiksi samoilla véreilld ? Tarkastel-
laan esimerkissé kuvan 2 mukaista graafia
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V:{al,...,%}

E= {6127 €23, €34, €45, €56, €61, 663}-

Kuva 2: Graafi G = (V, E)

Tarkastellaan miten ongelmaa voidaan lahestyé algebrallisen geometrian menetelmin.
Asetetaan

pi=2 —1=(z; — 1)(a? + 2 +1)
polynomin p; varieteetti on

1 3 1 3
V(pz) = {]_, —5 + Z%, —5 — Z\/T_} = {Ul, V2, 113}.
Kolmivariongelma voidaan nyt muotoilla seuraavasti: Vastatkoon jokaista
pistetta a; polynomi p;, jos vierekkaisille polynomeille p; ja p; voidaan 1oytaa
eri ratkaisut v; ja v, niin graafi voidaan kolmella eri vérilla v;. Koska kuitenkin

;=10 & (1 —x;) (0] +xa;+a3) =0,
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ja kahdella vierekkaiselld pisteelld ei saa olla samaa véritystd v; # v; niin
talloin taytyy olla

T} + xmj + :1:? =0.
Kuvan 2 graafille 16ytyy siis véritys, jos polynomiyhtéloilla

plzx?—lzo

ps=1x3—1=0

qlzx%—i-mxg—i-x%:()

q6:x%+:171:1:6+x%:0
G7 = T3 + w336 + 25 = 0
on ratkaisu. Jos merkitédén I = (py,...,ps,q1,-- -, q7), niin timé on yhtépitavaa

sen kanssa, ettd V(I) # ().

2.4 Buchenbergerin algoritmi
Olkoon
I={f1,.., fs) CK[zq,...,2,].
Aikaisemmin kysyttiin
1. Onko f1,..., fs Grobner kanta?
2. Miten Grobner kannan voi laskea?

Jos G ={gi,...,9:} on Grobner kanta, niin
(LT(I)) = (LT (1), .., LT (q0))-
Jos GG ei ole Grobner kanta, niin 3 f € [ siten, etté

LT(f) ¢ (LT(g1), ..., LT (g1))-

Maaritelma 2.4.1. Olkoon f ja g polynomeja missd LM (f) = x* ja LM(g) =
28, Madritelldin monomien z® ja 2° pienin yhteinen jaettava

) = pyj{:ll’a, xﬂ}7

missd v on pienin moni-indeksi, siten ettd z* ja z° jakavat monomin z7.
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Maaritelma 2.4.2. Maaritelladn kahden polynomin f,g € Klzy, ..., z,] S-
polynomsi

il il

(! T Ir(g)”

S(f.9) =
missa

27 = pyj(LM(f), LM (g)).
Esimerkki 2.4.3. Olkoon I = (fi, f2), missé

fi=a" —2xy
fo=2%y+2y* + 2.

Nyt saadaan
27 = pyj(LT(f1), LT(f2)) = pyj(a®,2’y) = 27y.
Polynomien f; ja fy S-polynomi on siis
S(fi, fo) =yfr —afo = —2® = —2® — day?.
Nyt huomataan
LT(S(f1, f2)) = =2 & (2°, 2%).
Olkoon sitten F' = {f1,..., fs} polynomijoukko ja f annettu polynomi
fifi € Klxy, ..., z,)
Jakolaskualgoritmi antaa
f=aifi+...+asfs+r.

Maaritelma 2.4.4. Sanotaan, ettd polynomi f redusoituu polynomiksi r
polynomijoukon F' = {fi,..., fs} suhteen ja merkitdan

f=rr

Jos r on jakolaskualgoritmin antama jakojaannos jaettaessa polynomijoukol-
la F.
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Lause 2.4.5 (Buchenbergerin kriteeri). Olkoon G polynomijoukko

G=A{q, ..,a},
Jja
I'={(g1,....q9:) = (G).
Tdlloin G on ideaalin I Grobner kanta jos ja vain jos

Todistus. [Buchenbergerin kriteeri| Todistetaan ensin vain ” = 7. Oletetaan,
ettd G on Grobner kanta. Koska g;, g; € I télléin S(g;, g;) € I ja seurauksen
2.2.15 perusteella

S(gi, g;) = 0.

Esitetdan sitten todistuksen <= idea ja oletetaan kaikki S polynomit redu-
soituvat nollaksi. Olkoon f € I t&lloin taytyy osoittaa

LT(f) € (LT(q1),...,LT(g))

ja

t
f= Z ;G-
i=1
Aina on voimassa
mdeg(f) < max{mdeg(a;g:)},
mutta nyt voidaan osoittaa, ettd polynomit a; voidaan valita siten, etta

mdeg(f) = max{mdeg(a;g:)}.

Tésté seuraa, ettd polynomin f johtava termi LT(f) on jaollinen jollakin
polynomin g;, 1 <i <t johtavalla johtavalla termilla LT (g;), LT (g;)|LT(f).
Tasté seuraa

LT(f) = (LT (q1), ..., LT(q1))-
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Esimerkki 2.4.6. Jatkoa esimerkistéa 2.4.3. Asetetaan f3 = S(f1, f2), ja

Fy={fi, f2. f3}.
Nyt saadaan
S(fi, f2) =0,
mutta S(f1, f3) = —2zy, ja
S(fis fz) =" —2ay.
Asetetaan sitten f; = —2zy ja
Ey ={f1, f2, f3, fa}-
Nyt S(fi, f1) = —2zy* ja
S(f1, fa) =0,
mutta S(fa, f3) = =2y + 7 ja
S(fa, f3) = =2y* + z.
Asetetaan sitten f5 = —2y? + 7, ja
Fy=A{f, fa. f3, fa, f5}-
Nyt saadaan
S(fi. ;) =70 ¥1<i,j<5,
joten Fj on ideaalin I = (f1, fo) Grobner kanta.

Lause 2.4.7 (Buchbergerin algoritmi). Buchbergerin algoritmi antaa Gréb-
ner kannan ddrellisen askelmddrdn jdlkeen.

Maéritelma 2.4.8. Olkoon [, C Klzy,...,z,], k € N. Ideaalit I; muo-
dostavat laajenevan jonon ideaaleja (ascending chain), jos

LchLcC...ClyClyy C...

Lause 2.4.9. Olkoon Iy, I, ... laajeneva jono ideaaleja, talloin on olemassa
m € N siten, etta

I, = m+1 — dm4+2 — - - -

Toisin sanoen laajeneva jono ideaaleja stabiloituu jonkun indeksin m jalkeen.
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Todistus. Olkoon
I= U 1.
k=1

Todetaan ensin, ettd I on ideaali, silld
1.0el

2. f,gel = ki, kysef €Iy jag € Iy,. Jos valitaan k = max{ky, ka},
niin talléin f + g € I, joten f+ g € 1.

3. fel = Fkse fel talldin hf € I, C I, h € Klxy,...,z,)]

Koska 1, 2 ja 3 ovat voimassa [ on ideaali. Hilbertin lauseen nojalla ideaalilla /
on olemassa &dérellinen kanta siten, ettd I = (g1, ..., g;). Nyt jokaista indeksia
1 <7 <t kohti on olemassa indeksi k; siten, ettd g; € Ij,. Olkoon sitten
m = max{k; }. Talloin

I'={g1,...,9t) ClLyp Clpy1 C...C1,
joten

I, = m+1 — Im42 — - - -

Todistus. [Buchbergerin algoritmil
1. Algoritmin lopussa I = (F) = (G).

2. Jos algoritmi paattyy Buchbergerin kriteeri on voimassa, joten algorit-
mi antaa Grobner kannan.

Jaa todistettavaksi vain kohta 3: Todistetaan, etté algoritmi padttyy aérel-
lisen toistomaaran jalkeen.

Jos GV # G niin GV C G ja (GV) = (G), joten (LT(GV)) C (LT(QG)).

Pitaa osoittaa, etta itseasiassa
(LT(GV)) & (LT(G)).
Algoritmissa

GV:{gla"'ugt}
G:{glv"'ugtar}7
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missd S(g;,g;) —CY r joillekkin 1 < 4,5 < ¢. Niin ollen kaikilla g; € G on
voimassa

LT(g:) 1 LT (r),

joten LT(r) ¢ (LT(GV)). Toisaalta LT(r) € (LT(G)), joten

(LT(GV)) & (LT(G)). Koska (LT(G4)) & (LT(G2)) & ... on laajeneva jono
ideaaleja sen taytyy stabiloitua darellisen askelméaran jéalkeen lauseen 2.4.9
perusteella, joten

Gm+1 = Gm
jollekkin m € N, joten algoritmi paattyy.

Esimerkki 2.4.10. Aikaisemmassa esimerkissa tarkasteltiin ideaalia

I = <f1,f2>

fr =2’ =2y
fo =2y — 2> + x.

Buchenbergerin algoritmi antoi ideaalille Grébner kannan
G = {flu f27 —I2, —256"3/, _2y2 + .’,U}

Nyt voidaan kysya: Voisiko Grobner kantaa jotenkin yksinkertaistaa siten,
ettd siiné olisi vihemmén polynomeja mutta se edelleen olisi ideaalin Grébner
kanta?

Lemma 2.4.11. Olkoon G ideaalin I Grébner kanta. Jos on olemassa p € G
siten, etta

LT(p) € (LT(G\ {p})),

niin G\ {p} on myds ideaalin I Grobner kanta.

Todistus. Oletetaan, ettd LT(p) € (LT (G \ {p})), talloin

(LT(G\ A{p})) = (LT(G)) = (LT(I)).

Talloin Hilbertin kantalauseen todistuksen perusteella

(G\{p}) =1,

joten G'\ {p} on ideaalin I Grébner kanta.
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Esimerkki 2.4.12. Tarkastellaan jilleen tapausta I = (f1, fa),
G = {fla f27 _$2’ —2515?47 _2y2 + {E} = {f17 R fS}
Nyt

LT(fs)|LT(f1)
LT(f4)|LT(f2),

joten polynomit f; ja fo voidaan poistaa joukosta G ja niin saatu uusi joukko

é: {f37f4,f5}

on edelleen ideaalin I Grobner kanta. Nyt endé mikéédn jaljelld olevisen poly-
nomien johtavista termeista ei jaa minkaén toisen jaljelld olevan polynomin
johtavaa termia.

Kuitenkin voidaan edelleen kysyi: Voitaisiinko jéljelld olevia polynomeja
yksinkertaistaa (poistaa termeja), siten etté jaljelle jadvien polynomien joukko
olisi edelleen ideaalin I Grébner kanta?

Maaritelma 2.4.13. Joukko G on ideaalin I minimi Grobner kanta, jos se
on Grobner kanta ja

Vped, LT(p) ¢ (LT(G\ {p}))-

Toisinsanoen mikdan Grobnerkannan polynomien johtavista termeisté ei jaa
kannan toisen polynomin johtavaa termia.

Maaritelma 2.4.14. Joukko G on ideaalin I redusoitu Gréobner kanta, jos
se on Grobner kanta ja

1. LC(p)=1, VpedG
2. Mikédn polynomin p € G termi ei kuulu ideaaliin(LT(G \ {p})).

Lause 2.4.15. Olkoon

F:{flw"afs}
G:{glv"'agt}a

ja I =(F)=(G). Jos F ja G ovat ideaalin I minimi Grébner kantoja, niin
1. s=1
2. LM(f;) = LM(g;).
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Jos F' ja G ovat ideaalin I redusoituja Grobner kantoja, niin F = G.

Lause 2.4.16 (Ideaalien yhtasuuruus). Olkoon I} C Klxy, ..., z,]
ja Iy C K[zq, ..., z,] ideaaleja

]1:<f17---afs>
]2:<gla--~7gt>-

Talloin I, = I jos ja vain jos
1. fiel, V1<i<sjag;clh V1<j<t
2. Jos G; on ideaalin I; redusoitu Grobner kanta, niin G = Gs.
Esimerkki 2.4.17. Olkoon
fi=v+yx+ 2

fo=y+ux
f3:y7

I = {f1, f2, f3) ja kdyteyaan jarjestysté lex, y > z. Olkoon sitten
F = {fl, fg, fg} Talloin

S(f1, fo) = a? =7 = Ja
S(fa, f3) =2 =T == fs.

Nyt kaikki joukon G = {fi, ..., f5} S-polynomit redusoituvat nollaksi joukon
G suhteen, joten se on ideaalin I Grobner kanta. Nyt kuitenkin

LT(f5)|LT(fa)
LT(f3)|LT(f1),

joten polynomit f; ja f4 voidaan poistaa. Liséksi
LM(f2) = LM(fs),
joten jompikumpi voidaan poistaa. Néin saadaan Grobner kannat

G, ={y+x,z}
GQ :{y7$}

Koska LT (G1(2))|x kanta Gy ei ole redusoitu Grobner kanta. Kanta Gy taas
on.
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Lause 2.4.18. Olkoon G = {g1,...,¢:} ideaalin I Grébner kanta. Tdlloin
seuraavat vaittdmdt ovat yhtdapitavid

1 (LT(G)) = (LT (1))
2.V fel3isiten, etta LT (g;)|LT(f).
3. fel o f=00

4. f —C r on yksikdsitteinen. Toisinsanoen se on risppumaton polynomien
g; jérjestyksestd jaossa f —C r .

2.5 Eliminointiteoria

Maéritelma 2.5.1. Olkoon I C K|y, ..., z,]. Ideaalin I eliminaatio ideaali
I, on

[k: =1InN K[l'k—i-la ce ,xn].
Lemma 2.5.2. I, on ideaali. Tod H.T

Lause 2.5.3. Olkoon G ideaalin I Grébner kanta jarjestyksessd
lex, x1 > ... > x,, tdlloin joukko Gy,

Gr = GNK[zpta, ..., 20

on eliminointi-ideaalin I, Grobner kanta.

Todistus. Olkoon G' = {g1,...,q:} ja Gx = {g1,...,9m} talloin selvisti
Gy C I, joten (Gy) C I. Pitaé osoittaa

1. (Gg) = I
2. Joukko (G on ideaalin I, Grobner kanta.
Olkoon f € I, C I. Téalloin jakolaskualgoitmi antaa
f=a1g1+ ...+ ag:.

Jakojaannos r = 0, koska G on Grobner kanta. Jos kiytetdén jarjestysta lex,
niin jokainen termi LT (¢y41), - - ., LT (g;) on suurempi polynomin f jokainen

26



termi. T&lloin polynomit ¢,,11, . .., g; eivit voi jakaa polynomia f. Néin ollen
Gpi1 = ... =ay =0, joten

f:a1g1+...+amgm.

Téstd seuraa f € (Gy), joten (Gy) = Ii. Lauseen 2.4.18 kohdan 3 perusteella
fel < f—%0. Asken saatiin

fel, = f-=%0

ja implikaatio toiseen suuntaan on selvé, joten Gy on ideaalin I Grébner
kanta.

Maaritelma 2.5.4 (Tulojérjestys). Merkitadn

AIK[l’l,...,xn;yl?--'?ym]
Ax:K[]}l’...,xn]

Ay = K[yh cee 7ym]

Olkoon renkaassa A, mééritelty monomijarjestys >, ja renkaassa A, monomi-
jirjestys >,. Méiritelldéin renkaassa A tulojirjestys >, x®1yPt > 292952 jos

™ > x*?) tai
M =x* ja
yﬁl > yﬁQ
Lemma 2.5.5. Tulojdrjestys on monomijdrjestys.

Lause 2.5.6. Olkoon I C A =Klzy,...,2,,Y1,...,Ym]| ideaali ja oletetaan,
etta G on ideaalin I Grobner kanta, ja olkoon

I, =1NA,.

Jos G on tulojdrjestykselld saatu Grobner kanta niin joukko G,
G,=GNA,

on ideaalin I, Grébner kanta.

Tarkastellaan sitten tilannetta, missd kaikki eliminaatio ideaalin vari-
eteetin pisteet eivit laajennu alkuperdisen varieteetin pisteiksi.
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Esimerkki 2.5.7. Olkoon esimerkiksi

fi=zy—1
fo=x2z—1

Valitaan jarjestys lex, x > y > z ja lasketaan Grober kanta. Talloin saadaan
I =(y—2z)=(9),
ja
V(g) = {(a,a) € R* | a € R} C R?,

mutta

1
V(fl;fQ) = {(aaa7a> S Rg | a 7é 0} C Rg.
Esimerkki 2.5.8. Olkoon sitten
fl = 552 —vy
fo=2a%—%

ja I = (f1, f2). Valitaan jarjestys lex, © > y > z. Tédssd jarjestyksessa
lasketusta Grobner kannasta saadaan ensimmaéinen eliminointi-ideaali I, =

{y—2)={g) ja
V(g) = {(a,a) | a € K} C K2

Jos K = R niin ja koska f, = 2% — 2, niin ratkaisut laajenevat jos a > 0.
Jos K = C, niin ratkaisut laajenevat kaikilla a € C.

Lause 2.5.9 (Laajennus teoreema). Olkoon I = (fi,..., fs) C Clxy,. .., x,]
tdeaali ja I, sen ensimmdinen eliminaatioideaals

[1 :IQC[Z'Q,,Z'TL]

FEsitetetddn polynomit f; muodossa f; = gi(xa, . .. ,a:n)xiv + ..., missd N; on
suurin potenssi muuttujan x, suhteen.
Olkoon sitten ¢ = (cq,...,c,) € C"1 ¢ € V(I,). Jos € & V((g1,---,95)),

niin on olemassa ¢y € C siten, ettd (c1,¢) € V(I).
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Esimerkki 2.5.10. Jos tarkastellaan jilleen esimerkin 2.5.7 tapausta, niin
saadaan laajennus teoreemaa vastaaviksi polynomeiksi g;

g1 =
g2 = Z.
Néin ollen V(g1, g2) = {(0,0)}, josta voidaan péétella etté ratkaisut
V(L) ={(a,a) | a € C}
laajenevat koko systeemin ratkaisuiksi jos a # 0.

Esimerkki 2.5.11. Olkoon f; = 2?4+ y*+22—1, fo =xyz—1jal = (fi, f2).
Jos ideaalin I Grobner kanta lasketaan jarjestyksessa lex, x > y > z niin
saadaan G = {g1, g2},

g1 :x+y32+yz3—yz
gy = y422 —|—y224 —y2z2 s
T&std saadaan

I =1NCly,z] = (g2)
L =INC[z] =0.

Koska I, = 0, niin V(I3) = C. Jos g, esitetdén sitten laajennus teoreeman
muodssa

go = 22 y4+...
=h

niin huomataan kaikki arvot z # 0 laajentuvat polynomin g, = 0 ratkaisuiksi.
Siis jos ¢ # 0 on olemassa b € C siten, ettd (b,c) € V(I1) = V(gq2). Koska
polynomi g; esittettyna laajennus teoreeman muodossa on

g1 = 1~ *T 4 ...

=h

ja V(h) = 0, niin jos ¢ # 0 on olemassa luvut a,b € C siten, ettd

(a,b,c) € V(I).
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Lemma 2.5.12. Olkoon f,g € K|z] tdlldin seuraavat vditteet ovat ekviva-
lentteja.

1. Polynomeilla f ja g on yhteinen tekija.
2. On olemassa A, B € K|z] siten, eltd

e A ja B eivdt ole molemmat nollia.
o deg(A) < deg(g) — 1 ja deg(B) < deg(f) —1
e Af+ Bg=0.

Todistus. (1) = (2) Jos polynomeilla f ja g on yhteinen tekija f = hf; ja
g = hgy. Jos valitaan A = ¢y ja B = — fi, niin saadaan Af+Bg = g1 f— f1g =
h(g1f1— fig1) = 0 ja selvésti polynomit A ja B toteuttavat kaksi ensimmaéisté
ehtoa. Todistetaan sitten implikaatio (2) = (1). Oletetaan esimerkiksi, etta
B # 0 ja tehddén vastaoletus. Oletetaan, ettd suurin yhteinen tekijé on

syt(f,g) = 1.
Koska 1 € (f,g) = (syt(f, g)), niin on olemassa hy ja hs siten, etté
hif + hog = 1.
Kun yhtéloé kerrotaan puolittain polynomilla B # 0 saadaan
Bhy f + Bhyg = B,
ja koska —Af = Bg saadaan
B = (Bhi — Ahs)f,

joten deg(B) > deg(f) mika on ristiriita.

30



Maaritelma 2.5.13 (Resultantti). Olkoon A, B, f, g € K[z] ja

f=az'+... +a
g=bypx™+ ...+ by
A=cp 2™+ ... +¢

B = dl_ll'l_l + e + do.

Olkoon sitten

l+m—1

p=Af+Bg= Z e;x’.

Jj=0

Télloin p =0 & ¢ =0V 0 < j <[+ m—1 Téama on yhtapitavia
matriisiyhtalon

Ax =0

kanssa, missd © = (¢p_1,...,¢0,di—1,...,dp) ja A on Sylvesterin matriisi.
Polynomien f ja g resultantti on talléin polynomi

res(f,g,x) = det(A) := det(syl(f, g, 7).
Seuraus 2.5.14. Polynomeilla f, g € K[z| on yhteinen tekija, jos
/res(f7 g7 x) - O'

Maaritelma 2.5.15. Olkoon f € K[z]. Polynomin f Diskriminantti on

—(_l)l(l_l)/2 res(f, f',x).

a

D(f) =
Lause 2.5.16. Polynomilla f on moninkertaisia tekijoitd, jos ja vain jos

D(f) = 0.

Jos f,g € Klzy,...,2,], f = ai(zo,...,2,)z} + ... niin res(f,g,7,) €
K[.TQ,...,Q}n].

Lemma 2.5.17. Olkoon I = (f, g) tdlloin

res(f,g,x1) € [ = I NK[xg, ..., x,).

Todistus. Pitdé osoittaa, ettd Af + Bg = res(f, g, ). Todistus on saman-
lainen kuin yhden muuttujan tapauksessa.
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Lemma 2.5.18. Olkoon ¢ € K" ! kiinnitetty. Mddritellddn tdlloin funktio
o Kz, ..., x,] — Klzy],

o(f(x1,...,2n)) = f(z1,0).

Jos I C Klxy, ..., 2, on ideaali, niin
p(I) C Klz]
on ideaali.
Lemma 2.5.19. Olkoon ¢ € K" ja f,g € K[zy,...,,]. Oletetaan lisiksi,
etta

1. deg(f) =1, deg(g) =m
2. deg(p(f)) =1, deg(p(g)) =p <m
3. h=res(f,g,x1)

Tdalloin

p(h) = a(e)™ Pres(e(f), ¢(9), 71)

Todistus. Seuraa suoraan sylvesterin matriisista.

Todistus. |Laajennus teoreemal]
Olkoon ¢ € K" !, tilléin

I={f(z1,0)| f €1} = (D).
Télloin on olemassa u € K|[xq] siten, ettd I = (u). On kolme mahdollisuutta:
l.u=0 = f(c,¢)=0 V fel, joten (c1,¢) € V(I) V¢ €C.
2. deg(u) > 0, jolloin on olemassa ¢; siten, ettd u(c;) = 0, misté seuraa

f(CljaZOVfGL

joten (c1,¢) € 2 — yz(I).

3. u = vakio = ug # 0. Talléin on olemassa f € [ siten, ettd f(x1,¢) = ug ja
c¢ V(gi,...,9s). Nain ollen on olemassa g; siten, ettd h = res(f, f;, x1)

N

Koska f;, f € I niin h € I; C I ja néin ollen h(¢) = 0. Toisaalta
res(o(fo),p(f), ) = up".
Télloin edellisen lemman perusteella

h(@) = p(h) = gi(&)*"Vug" # 0,

miké on ristiriita, joten osittaisratkaisu

32



Maaritelmé 2.5.20 (Projektiokuvaus). Maaritelldén projektiokuvaus
7 K? = Kk,
mw(ay, ... a,) = (Ags1,---,0p).

Projektiokuvausta voidaan tarkastella myos sen rajoittumana varieteettiin
VK", 7: V= Kk

Voidaan kysyé miké on eliminaatioideaalien varieteettien ja alkuperéises-

té varieteetista projisoimalla saadun joukon yhteys?

Jos I = (fi,...,fs) C Klxy,...,x,], niin V(I) C K" Ideaalin I elimi-
naatioideaali I, on I, = I NK[zgy1, ..., 7). Nyt V(I;,) C K" % ja tietenkin
myos mp(V(I)) C K=+

Esimerkki 2.5.21. Olkoon I = 2% +y? — 1 € R[z,y]. Tallsin V(I) C R?
on yksikkokehé. Toisaalta nyt ensimméinen eliminaatioideaali on I; = (0),
joten V(I;) = R. Jos sitten tarkastellaan projektiokuvausta m (z,y) = y niin
saadaan m (V (7)) = [—1,1]. Néin ollen siis

(V1) S V(L)

Jos taas tarkastellaan ideaalia [ = 2% + y* — 1 € C[z,y] ja sen varieteettia
V(I) C C? niin saadaan jilleen V(I;) = C, mutta nyt laajennusteoreeman
nojalla kaikki pisteet y € C laajentuvat varieteetin V(I) pisteiksi. Néin ollen

m(V(I)) = V(L)

Esimerkki 2.5.22. Tarkastellaan aikaisemman esimerkin ideaalia
I = (zy — 1,2z — 1) ja sen varieteettia

V(I) = {<éaa> |a7é0>}.

Aikaisemmin todettiin
V(h) ={(a,a) [ a € K},
mutta nyt oli K mikéd hyvénsa kunta
m(V(I)) = {(a,a) | a # 0}
Lemma 2.5.23. Olkoon I C Kz, ..., x,] ideaali ja I} sen eliminaatioideaali
Iy = I N0 K[zpiq, ..., 2]
Talloin

m(V(I)) C V(L)

33



Todistus. Eliminaatioideaalin I, varieteetti on
V(1) = {(arer, .- an) € K% flager,...,a,) =0 V f e )} c K"
Olkoon sitten f € I mielivaltainen. Pitaé osoittaa

fb)y=0 Vbem(V{)).

Olkoon @ = (agy1,---,an) € V(Ix). Koska f € I, C I, niin
flay,...;a,,a) =0 V ay,...,a Niin ollen

0= f(a) = f(mi(a)), a€ V().
joten Wk(V(I)) C V(Ik)

Lause 2.5.24. V(I;) on pienin varieteetti joka sisdltdd joukon m(V (1)),
m(V(I)) C V(Iy).

Tarkastellaan sitten (hyper) pintaa P C K", jonka parametriesitys
f:K"— K" n>mon

T :fl(tla"‘atm)

Ty = fulty, .o tm).
Funktion f graafi F on funktio F : K™ — K™ x K" ~ K™*",
F(ty, . tm) = (try oot fi(tn o tim)s e ooy falt, o tm)
Talloin seuraava diagrammi kommutoi

Km HF Kern _Tm Kﬂ
Jos maéritelldédn polynomit
hi=x;— fi € K[t1, ..., tm,x1,. .., 2y
jaideaali I = (hq, ..., hy), niin V(I) C K**™. T&ll6in on voimassa
Lemma 2.5.25.
™m(V(I)) C V(1)

Siis V(I,,) on pienin varieteetti, joka sisaltad pinnan P = f(K™) C K".
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Esimerkki 2.5.26. Tarkastellaan kiiyrii, jonka parametriesitys ¢ : R — R3

on
T = tl
T = t%
T3 = til))

Kiyrin tangentti vektori pisteessi t; on ¢'(t1) = (1, 2ty, 3t?) ja koska ¢'(t1) #
0, niin se on hyvin maéaritelty kaikilla ¢; € R. Kéayran ¢ tangenttipinnan
S C R? parametriesitys f : R? — R3 on

t1 1
f(tl, tg) — t% + t2 2t1
t3 3t?

Muodostetaan sitten tangettipinnan koordinaattien esityksistd polynomit
hl =T — tl — tg
hg = Ty — t% — 2t1t2
hg = T3 — ti’ — 315%752

Muodostetaan polynomeista ideaali I = (hq, ho, h3). Laskemalla Grobner
kanta esim. jarjestyksessa lex, t; > to > x1 > o > x3 saadaan

12 = <g>7

missé,
3 3

1
_ .3 2 2 2 2
g = T3 riT5 T1T9T3 + Ty + —a5.

4 2 4
Téssé tapauksessa on voimassa Im(f) = V(Iy) = V(g).

Esimerkki 2.5.27 (Whitneyn sateenvarjo). Whiteneyn sateenvarjon parametrisoin-
ti s : K2 — K3 on

Ir1 = tltg
To = t2
T3 = t%

Eliminointi-ideaaliksi I saadaan I, = f = 22 —z3xs. Yhtilo f = 23 —23x3 =
0 toteutuu esimerkiksi kun o = 0 ja z; = 0. Nain ollen koko x3-akseli kuuluu
varieteettiin V(I3). Jos asetetaan K = R, niin (0,0,a) ¢ Im(f), jos a < 0.
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Néin ollen I'm(f) & V(I3). Jos tarkastellaan pinnan singulaarista varieteettia
saadaan ensinnikin df = (21, —2z,79, —x3), joten singulaarinen varieteetti
on

S(f) =V{f.df)) = V((z1,32)).
Pinnan singulaarinen varieteetti on siis koko xz-akseli.

Tarkastellaan sitten (hyper) pinnan rationaalista parametrisointia

_h
ry = —
g1
_Jn
Tp = —,
In
misséd f;, g; € K[t1,...,t] ja n > m. Aikaisemmassa esimerkissé todettiin,

etta yksikko voidaan parametrisoida rationaalisesti lukuunottamatta pistetta
(—1,0). Parametrisointi oli

1 —¢2
r= -

2 +1
2
Y= 15e

Rationaalisesta parametrioinnista voidaan muodostaa polynomit
hi = gixi — fi,
kun g; # 0, ja néista edelleen ideaali I = (hy,..., hy).

Esimerkki 2.5.28. Tarkastellaan pintaa jonka koordinaatit on parametrisoitu

t2
T = 4
ta
t2
To — —2
1]
T3 = tl

Parametrioinnista muodostetut polynomit h; ovat

hl = tg&?l — t%
hg = t1$2 — t%

hs = x5 — 1,
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jaideaali I on I = (hy, hg, h3). Laskemalla eliminaatio ideaali
I, = I NKzy, z9, 23] saadaan

I = (g) = (w3(afwy — x3)).
Nain ollen
V(L) = V(z3) UV (atws — 23),
mutta Im(f) C V(z3xy — 23).

Maaritelldan sitten kuvaus

¢:<£""’§_:>'

Nyt
V() U...UV(gn) :V<ﬁgi> — W

Nyt saadaan jalleen diagrammi

@ : K™\ W =% K"
p K™\ W —¢ K™ ™ K"

Asetetaan jélleen
pi = 9iTi — fi.
Im(¢) C V(I),

mutta ongelma on, ettd V(I) voi olla liian iso.

Esimerkki 2.5.29. Jatkoa edellsiestd esimerkistd. Nyt g; = ¢35, g2 = t1 ja
gs = 1 ja W = V(tltg) = V(tl) U V(tg)

Olkoon sitten py = 1 — gy, missé
g=119
i=1
ja
I = <p0)p17 s 7pn> - K[y7t17 s 7tm7x17 cee 7xn]'
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Nyt
V(I) c K+ttt
ja jos b € V, niin g(b) # 0. Nyt seuraava diagrammi kommutoi
e :Km"\ W =¥ K"
P K™\ W —? K™\ J o K7
missa

~ 1 n
¢_<_7t17"'7tm7ﬁ7”'7f_)'
g (51 In

Nyt on voimassa

ja toisaalta
Im() = Im(mms 0 3).

Lause 2.5.30. Olkoon I, 1 ideaalin I = (po,p1,...,pn) C K[y, t1,. . tm,T1, ..., Ty
esliminointi-ideaali. Talloin V (1,,11) on pienin varieteetti, joka sisdltdd joukon

Im(ep).

Todistus. Koska
L1 = INK[zy,. ..z,

niin lauseen 2.5.24 perusteella V(1,,,1) on pienin varieteetti siten, etté
Tm1(V(I)) € V(Inta).

Toisaalta koska

Im(p) = Im(Tmi1 0 9),
niin lause on todistettu.
Esimerkki 2.5.31. Jatkoa edellisesté esimerkista.
Do = tity
p1=toxy — 1]
po = t1zs — 15
p3 = T3 — t1.
Kun nyt asetetaan I = (pg, p1, p2, p3) niin J3 = (z3zy — 23).

Esimerkki 2.5.32 (Verhokiyrd). Olkoon f; = (z — t)* + y* — 1, téllsin
V(f:) on kiyrdparvi joka koostuu 1 séteisistd ympyroisté joiden keskipiste
on z-akselilla. Kéyraparven V(f;) verhokdyri on kiyra joka sivuaa kaikkia
kéyraparven pisteité.
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Tarkastellaan sitten, miten annetun kiyradparven verhokdyréd voitaisiin
muodostaa. Olkoon fi(x,y) = f(t,z,y) ja merkitddn vastaavaa kiyraparvea
V, = V(fi(z,y)) C R2 Olkoon sitten ¢ : R — R? c(t) = (x(t),y(t)) ver-

hokéyréan parametriesitys. Kayraparven V,; normaalit ovat vektoreita

df aft)

Vfi= (%7 a_y

on kiyraparven V; normaali. Nyt taytyy olla voimassa
EORTORE
<C/(t)7 Vft> =0
Jalkimmaisestd yhtélostad saadaan

8_fx,+8_f

"=0.
ox (9yy

Derivoimalla ensimmaistéd yhtalod muuttujan ¢ suhteen saadaan

0 o o
/ ’+—fy’+—f=0.

d

Nain ollen verhokéyra toteuttaa yhtalot

f(z,y,1) =0
fi(z,y,t) = 0.

Maaritelma 2.5.33. Kéyraparven V(f(t,z,y)) = V, verhokédyrd on V(I;),
missa

I = <f7 ft>
ja
I = I NK]z, y].

Esimerkki 2.5.34. Jos tarkastellaan jilleen kilyraparvea V(f(t,z,y)) = Vi,
missi f = (z —t)? + y* — 1 saadaan

I = <f(t,l’,y), ft(tvxvy» = <(ZE - t)2 + y2 -1 —2(1’ - t))
Edelleen
V(L) =V((y* - 1)) ={(z,y) eR* |z € R, y =1},

miki oli arvattavissa.
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Esimerkki 2.5.35 (Caustic). Lasketaan puoliympyran muotoisesta peilista
heijastunneittein valonsateiden verhokayra kun peilin ajatellaan rajoittuneen
alueeseen > (. Heijastuneiden séteiden yhtélé voidaan muodostaa kuvasta

Kuva 3: Puoliympyrén muotoisesta peilistd heijastunut valonséde

Heijastunutta siadetta esittédvan suoran yhtéloksi saadaan
y — sin(f) = tan(260)(x — cos(0)).
Verhokayréin yhtéaloiksi saadaan
f(0,z,y) =y —sin(f) — tan(26)(x — cos(f)) =0
fo(0,7,y) = cos(6) + 2(1 + tan®(0))(x — cos(#)) + tan(26) sin(#) = 0.
Asettamalla ¢ = cos(f), s = sin(f) ja yhtélosta

sin(20)

tan(26) = cos(260)

saadaan verhokayrille jélleen esitys algebrallisena varieteettina. Nyt I =
{f, fo,* + s* — 1) ja vehokiyrd on V(I5).
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2.6 Varieteettien ja ideaalien yhteys
Olkoon
I'={(f1,..., fs) CK[zy,..., 2]
Ideaalia vastaava varieteetti on
V(I)={aeK"| f(a)=0V f eI}
Téstd saadaan funktio/kuvaus ideaalien ja varieteettien vilille.
Ideaalit — Varieteetit

Esimerkki 2.6.1. Olkoon I; = (1) = K[z] ja I, = (1 + 2?) & K[z]. Nyt jos

1. Jos K=R, niin V(I;) = V(I;) =0

2. Jos taas K = C, niin V(I;) = 0, mutta V(I3) = {£i}.

Lemma 2.6.2. Olkoon S C K" warieteetti ja I C Klzy,...,x,] ideaali.
Tdlloin

1.8 =V(J(S))
2. I CI(V(]))

Todistus. Koska J(S) on ideaali silld on dérellinen mééré virittdjia
J(S) = (g1, 91)-
Nyt
1. gi(a) =0 Yaes
2. V(I(5)) ={a € K" | gi(a) = 0},
joten S C V(I(S5)). Koska S on varieteetti
S:V(fla"'vfs)
I=(fi,-.- fs)

Mutta toisaalta J C I(S), joten V(I(S)) C V(J)=S.
Todistetaan toinen kohta. Olkoon J = (fy,..., fs). Talloin fi(a) =0 Va €
V(J). Néin ollen f; € IV(J)), joten J C I(V(J)).

Esimerkki 2.6.3. Jatkoa edellisesté esimerkisti. Nyt J = (2?), joten V(J) =
{0}. Néin ollen I(V(J)) = (z) 2 J. Yleisesti jos f* € I(V), niin f € I(V).
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Maéritelmé 2.6.4 (Radikaali-ideaali). Olkoon I C Klzy,...,x,] ideaali.
Tillsin ideaalin I radikaali /T on

VI={f|f*el, jollakin k > 1}.

Ideaali I on radikaali-ideaali, jos VI = I

Lemma 2.6.5. Ideaalin I radikaali v/ on ideaali.

Todistus. 1. Koska 0 € I ja I C \/7, niin 0 € VI

2. Jos f,g € VI télléin f* € I ja f™ € I, k,m € N. tarkastellaan sitten

plynomia (f + ¢)**™ binomikehitelmin perusteella polynomin f + g, k +m

kertaisen tulon yleinen monomi on
fk+m_jgj.

Nyt jos j > m, niin g; € I jos taas j < m, niin f*™J € I. Néin ollen

(f+g)*™ e, joten f+ge€l

3. Jos f € VIjaheK[x,...,x,], niin f* € I. Tallsin h*f* = (hk)* € I,

joten hf € VI

Lemma 2.6.6. Jos I C C[z|, niin

V()£ 0 & I+Cll

Todistus. Olkoon g € C[x] s.e I = (g). Algebran peruslauseen nojalla

V(g) #0 & g# vakio # 0.

Lause 2.6.7. Olkoon I C Clxy,...,x,]. Tdalléin on voimassa

V(I)#£0 & I#Clxy,...,x,.

Todistus. " < 7 Koska esimerkiksi 1 € C[z1,...,z,], niin V(1) = 0.

7 = 7 Todistus nojaa heikkoon nollakohtalauseeseen. Todistetaan viite in-
duktiolla muuttujien z; lukumaéaéréin suhteen. Tapaus n = 1 seuraa edellises-
ta lauseesta. Oletetaan sitten, ettd viite péatee arvolla n — 1. Olkoon sitten
I={f1,...,fs) € Cla,...,z,], V(I) = 0 ja deg(f1) > 1. Yleisyytta rajoit-
tamatta voidaan olettaa, etta

missé f; on kirjoitettu siind muodossa, ettd N on korkein muuttujaa z; vas-
taava potenssi ja C' = vakio. Tami saadaan aikaan lineaarisella muuttujan
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vaihdolla (71,...,7,) = T = Az, x = (21,...,x,). Téytyy osoittaa, ettd
1 € I. Ensimmainen eliminaatioideaali on

I = INK[zy,...,z,]
Koska C' = vakio kaikki osaratkaisut laajenevat, eli
V(L) = m(V(D).
Koska V(I) = (), niin V(I;) = (), néin ollen induktio-oletuksen nojalla
I =Kz, ..., x,].
Koska 1 € I} C I, niin I = Clxy, ..., xz,)].
Seuraus 2.6.8. Olkoon G ideaalin I minimi Grébner kanta. Tdlloin

[=Klzy,...,2.] & G=1{1}.

Todistus. 7 <=7 on selvi. Todistetaan ” = 7. Olkoon
1=LT(1) € (LT(q1),--.,LT(gt))-

Téalloin LT(g;)|1 jollekkin 1 < ¢ < t¢. Néin ollen LT (g;) = vakio, joten g; on
vakio, siis (G) = (g;), joten G ei ole minimi Grobner kanta, mutta {g;} on
minimi Grébner kanta.

Lause 2.6.9 (Nullstellensatz). Olkoo I C Clxy,...,x,| ideaali tilloin
VI =I(V(J])).

Tasté saadaan bijektiivinen kuvaus Kompleksisten varieteettien ja radikaali-
ideaalien valille

VI =Y V(J)
V() = VI

Todistus. 7 C 7 Koska J C I(V(J)) ja I(V(J)) on radikaali-ideaali, niin
VI C I(V(J)).

7 D7 Olkoon sitten J = (f1,..., fs) ja f € I(V(J)). Télloin taytyy osoittaa,
ettd, f € v/ J eli on olemassa m € N siten, ettd f™ € /J. Toisinsanoen on
olemassa m € N ja polynomit a; siten, etté

fm = a1f1 “+ ... +a5f5.
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Olkoon sitten

J= (fi, . fss 1 =yf) C Clxy,...,zn, Y]

Viite: V(J) = (). Todistetaan viite. Olkoon (by,...,b,11) € C"™! tillsin on
kaksi mahdollisuutta

1. (by,...,by) € V(J)

2. (by,...,b,) € V(J).
Tapaus (1) f(c¢) =0 aina kun f;(¢) =0 V i. Téstd seuraa

Néin ollen by, ..., b,, b1 ¢ V(J). Tapaus 2 (by,...,b,) ¢ V(J). Téstd seu-
raa, ettd on olemassa [ siten, etta

fi(br, ..., b,) # 0.

Tasté seuraa (b, ..., by, boy1) € V(J). Nyt kohdista 1 ja 2 seuraa V(J) = 0.
Néin ollen 1 € J, ja

1:p1f1 +~'+psfs +ps+1(1 _yf>

Asetetaan sitten

1
Y= }a
jolloin
1
1 =pi(z1,..., 25, ?)fl + .+ Dpsfs

Kerrotaan puolittain tarpeeksi korkealla potenssilla polynomin f potenssilla
f™, niin saadaan

fmM=a(ry,...,x0) i+ ... +as(ze, ..., z0) [,

joten f € v/J.
Esimerkki 2.6.10. Olkoon f € C[z] télloin

f=an(x—c)" - (x—cp)™

fr=(—=ca)-(r—-a)

Aikaisemmin saatiin tulos

Nyt (fr) = V{/f)-
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Lemma 2.6.11. Olkoon f; € Klzy, ..., z,],
f= g R
ja
I'=(f).
Oletetaan, ettd syt(f;, f;) =1 Y i# j tdlloin
V= (f1 fu)-
Lause 2.6.12. Olkoon f, f1,..., fs € K[z1,...,x,] ja

[:<f17"'7f3>'

Talloin on voimassa ekvivalenssi

fevi & 1el

Todistus. 7 < Koska 1 € 1, , niin

s

1=Zaifi+b(1—yf)

i=1

Sijoitetaan y = 1/ f. Kerrotaan polynomilla f™ missé m on tarpeeksi korkea
potenssi. Talloin

fm:sz‘fiGL
i=1
joten f € V1. N N
? =7 Jos f € VI, niin f™ € I C I. Toisaalta 1 —yf € I. Néin ollen

L=y f"+ 1 —y"f")=y"f"+Q—yfH(L+yf+...+y" " e
widetildel .

Esimerkki 2.6.13. Olkoon I = (fi, f2), missé

fi = v175 + 273
f2:$?—2$%+1
f=xy— 23+ 1.
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Nyt

I= (fi, fos 1 = y(z2 — 21 + 1))

Kun lasketaan ideaalin I minimi Grébner kanta saadaan G = {1}. Néin ollen

f € V/I. Ideaalin I minimi Grobner kanta on
G = {z] — 227+ 1,23}
Nyt saadaan

f=9f
f2 -G —2x%x2 + 224

=90,

joten f3 € I.

2.7 Operaatiot ideaaleilla ja varieteteilla

(1) Varieteettien leikkaus. Olkoon I} = (fi,..., fs) jala = (g1, ..

ja. Onko
V(1) NV(I)
varieteetti? Olkoon sitten a € V(I;) N (V(1y)). Télloin

gi(a) =0 V.

Olkoon sitten
[3 = <f17"'7fsagla"'7gt>-
Talloin

V(I3) = V(1) N V(1)

, gt) ideaale-

Maaritelmé 2.7.1 (Ideaalien summa). Olkoon [; ja I5 ideaaleja. Mé&éritel-

laan

L+L={heKz,.. x| h=f+g, f€h, g€}

Lause 2.7.2. Ideaalien summa I; + Iy on ideaals.
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Lemma 2.7.3.
V(I + 1) =V(L)NV(l).
Esimerkki 2.7.4. Olkoon
fi=a*+y*—4
fo=2—y
Talloin
VI{(I)) N V({(f2) = V((fi, f2)) = {p, —p}-

Maéritelma 2.7.5 (Ideaalien tulo). Olkoon /; ja I5 ideaaleja. Téll6in ideaalien
I ja I tulo méaritellaan

11[2 = <{h ’ h’:fga f € [17 g € IQ}>
Lemma 2.7.6. Olkoon

11: <f17'-~7fs>
[2: <.gl>"'7gt>

Talloin ideaali 1115 on
Ly = (figi,- - f1i9e, fagn, - foGes oo s fsgus -, fsge)

Todistus. HT
Lemma 2.7.7.
V(L15) = V() UV(I).
Todistus. ” C” Olkoon a € V(I11,) tdlléin f(a)f(g) =0 VY fe L, g € L.
Jos g(a) # 0, niin @ € V(I;). Jos on olemassa f siten, ettd f(a) # 0, niin

gla) =0 V gel,joten a€ V().
” 27 Olkoon a € V(I;) UV (I,). Télloin

fla)=0 Vel
tal
gla)=0 Vgel.
Nain ollen
fla)g(a) =0,
kun f € I}, g € I, joten h(a) =0 VY h € I115, joten a € V(I115).
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Lemma 2.7.8. Jos I, ja I ovat ideaaleja, nitn Iy N Iy on ideaal.

Todistus. H.T
Osoitetaan, ettd I11, C I; N I5. Olkoon p € 1115, ja

.[1: <f17...,f3>
I, = <gla"'>gt>-

Nyt polynomi p on muotoa
p=a1figi +azfiga+ ... +asfsge
Koska fig; € Iy NIy V4,7, niin a;f;9; € 1 N I, joten p € I; N 1.
Esimerkki 2.7.9. Olkoon I; = I, = (z), nyt
L= (") S (z) =L N L.

Lause 2.7.10. Olkoon I, ja Iy ideaaleja

11:<f17"'7f5>
]2: <gl,...,gr>.

Olkoon J ideaals
J=({tf,.. . tfe, (1 =t)gy,....,(1 =t)g.) CK[t,21,...,7,).
Tdlloin
Lnl=J=JnK|xy,...,z,)]
Todistus. 7 C” Olkoon p € I; N I,. T&lléin p on muotoa
p=arfi+...+asfs =bigi +... + g
Néin ollen

p=tlafi+...+afs) + (1 —=t)(bigr + ...+ brgy)
=aitfi+...+astfs+0(1—t)g1 +...0.(1 —t)g, € J.

Toisaalta p ei riipu muuttujasta ¢, joten p € Ji.
7 D7 Olkoon sitten p € J; C J. Tall6in

p=aitfi+...+asfs+b(1—t)g1 + ...+ b.(1 —t)g,.
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Pli=o =bigr + ... + b9, € I
p|t:1 =a1f1+...+asfs € 1.

Koska p € J;, niin
P = Pli=o = pli=1 € L1 N L.
Esimerkki 2.7.11. Olkoon

Nyt ideaali J on
J = (ta’y, (1 - t)zy?)
Laskemalla ideaaliun J Grobner kanta jéarjestyksessé lex, t > x > y saadaan
J = (tz’y, (1 — t)zy?, 2°y?).
Téasta saadaan

Il N IQ = <.§L’2y2>

Huomataan
LI = (z%°) S L N1,
mutta
VLl = {ay) = VLN L.
Lause 2.7.12.

\/11]2 = \/[1 ﬂ[g

Todistus. 7 C 7 Olkoon p € /1115, talléin p™ € I1I5 ja néin ollen P™ €

IiN 1, joten p € /I;N1y.” D7 Olkoon p € v/I; N I, jolloin p™ € I} N I5.
Téasta seuraa

pr=aifi+ ... tasfs =bigi+ ...+ begr.

Lasketeaan sitten tulo
PP =pxp=aibifig + asbifogi + ... + ab.fsgr € L 5.
Néin ollen p € /11 I5.
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Seuraus 2.7.13.
Lause 2.7.14.

\/[1ﬂ12:\/[_1ﬂ\/1_2.

Todistus. H.T

Seuraus 2.7.15. Jos I ja Iy ovat radikaali-ideaaleja, niin myds Iy N Iy on
radikaali-ideaals.

Maééritelmé 2.7.16 (Zariski-sulkeuma). Olkoon S C K". Joukon S Zariski-
sulkeuma S on pienin varieteetti joka siséltéa joukon S.

Jos joukot V;, i € I ovat varieteetteja niiden yhdiste ei valttamatta ole
jos I on dareton indeksijoukko.

Esimerkki 2.7.17. Olkoon V; = {i} C R, télléin U;cz = Z C R, mutta Z
e1 ole varieteetti.

Lemma 2.7.18. Olkoon {V,}, a € I kokoelma varieteetteja. Tdlloin

V.

a€el

on varieteetts.

Hilbertin kantalauseen perusteella

J:<f17"'7f8>7

joten

(Va=V().

ael
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Esimerkki 2.7.19. Jos A, B € T,4r, Tzar C P(R), niin A ja B ovat varieteet-
tien kompementteja. Nyt on voimassa: Jos A # () # B, niin AN B # (), joten
(R, T,ar) €l ole Hausdorff avaruus.

Esimerkki 2.7.20. Olkoon I = (zz,zy) = (z)(z,y). Talloin Ideaalin I
varieteetti on yhdiste (z,y)-tasosta ja suorasta z-akselista, V(I) = V((z)) U
V{(z,9))- Nyt V((z,9)) — V(2) = {z — akseli} — {0}. Nyt

V({(z,y)) — V(2) = {z — akseli} — {0} = {z — akseli}.

Olkoon sitten 7 : K® — KF, k < n ja 'V C K", tillsin yleensi 7(V) C KF
ei ole varieteetti.
Olkoon sitten W =V, —V, = {p € V},p ¢ Vo} myoskiddn W ei yleensi ole va-
rieteetti. Nyt minké tahansa joukon A Zariski-sulkeuma on pienin varieteetti,
joka sisaltdd annetun joukon.

Maaritelma 2.7.21 (Jakoideaali). Olkoon I, I, C K|xy,...,z,] ideaaleja.
Ideaalien I ja Iy jakoideaali on

Ililgz{p‘prI:l, VfEIQ}

Esimerkki 2.7.22. 1. Jos I} = (z*) ja I, = (z), niin

Li:L={p|pfe(z®,Vfe ()}
={p|pr e}
= (o).
2. [1 U Il . [2, tai yhtapltavastl V([l) N V(]l . [2)
3. Il ZK[I’L. . .7ZL’n] = ]1.
4. Jos Iy C Iy, niin
Il : [2 = K[l’l,. .. ,.Tn].

Lemma 2.7.23. I, : I, on ideaals

Todistus. H.T
Tiedetdén, ettd Iy C I} < V(I[;) C V(I3). Toisaalta, jos I, C I, niin
V([l . ]2) = @

Lause 2.7.24. Olkoon I, I, C K[zy,. .., x,] ideaaleja tdlloin on voimassa

1. V(I;) = V(l3) C V(I : L)
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2. Jos K= C ja I, on radikaali-ideaali, niin

V(]l) — V(]Q) = V(Il . ]2)

Esimerkki 2.7.25. Tarkastellaan edellisen esimerkin tapausta I; = (z?) ja
I, e ole radikaali-ideaali.

Esimerkki 2.7.26. Olkoon
L= <x2 + y2>
I = (y).

Nyt I; on radikaali-ideaali ja I; : I = I;.

1. Jos K = R, niin V(Il) = {0}, jOHOiH V(Il) — V(IQ) = (Z) ; V(II . IQ) =
{0}

2. Jos K = C, niin

V(L) ={(a,ia) | a € C}
V() ={(b,0) | be C}.

Nyt

V(Il> - V([Q) == {(CL, @CL) | a 7é 0} == V(Il> - V([Q) == V(Il> == V(Il . ]2)

Todistus. |Lause 2.7.24] Ensimmaéisessd kohdassa téytyy osoittaa
[1 : IQ C [(V([l) - V([Q))

Olkoon f € I : I jax € V(I;) — V(I3). Jos fg € I}, niin f(z)g(z) = 0.
Jos x ¢ V(I3), niin on olemassa g € I, siten, ettd g(z) # 0, joten f(x) =
0 VaxeV()—V(ly),joten f e I(V(1)— V(L)) =1I;.

Toisessa kohdassa taytyy vield osoittaa I3 C I : I5. Jos h € I3 ja g € I3, niin
h(z)g(z) =0V x € V(I). Nollakohtalauseen perusteella

hg € VI, = I(V(IL)),
joten hg € Iy V g € I,. Néin ollen h € I, : Is.

Lemma 2.7.27. Olkoon Iy, I, I3 C K[z, ..., x,] ideaaleja, tdlldin on voimas-
sa ekvivalenssi

L1, C]g e CIgZIQ.
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Todistus. Varieteettien avulla saadaan
Lemma 2.7.28.

L (L+13) = (I : L)N (I : I3).

Todistus. Olkoon p € I : (Ir + I3) ja

11: <f1a~~-7fs>
]2:<91,~-7gt>
[3: <h1,...,hr>.

Nyt kaikkia kertoimia b;, c; vastaa kertoimet ay siten, etta
pligr + .. b+ ehi+ .. b)) =afi+ ..+ asfs

Jos asetetaan ¢; = 0, V ¢, niin p € I} : I5. Jos asetetaan b; = 0 V , niin
p € Iy : I3, joten I : (Iy + I3) C (Iy : I)) N (I : I3). Oletaan sitten,
ettd p € (I : I)) N (I : I3). Talloin kaikkia kertoimia b; kohti on olemassa
kertoimet a; siten, etta

p(bigi + ... +big) = arfir + ...+ asfs.
Liséksi kaikkia kertoimia ¢; kohti on olemassa kertoimet a; siten, ettéa
plethi + ...+ agr) =afi+ ... +asfs

Laskemalla edelliset yhtélot yhteen saadaan p € Iy : (I + I3), joten ([ :
[2) N ([1 : Ig) C [1 : (IQ —|—[3>, ja néin ollen [1 : ([2 +[3) = ([1 : [2) N ([1 : Ig)

Seuraus 2.7.29. Olkoon Iy = (f1,..., fs), tdlloin
LI = ﬂII (i)
i=1

Lause 2.7.30. Olkoon I C K[zy,...,x,] ideaali ja g € K[z, ..., x,] polyno-
mi. Olkoon sitten

I10(g) = (h1,....hy).

Talloin on voimassa



Todistus. Todistetaan ” D 7. Oletetaan, etté

hy hs
fe(—,....,—/).
<g g>

Pit&& osoittaa, etta pf € I ¥V p € (g). Jos p € (g), niin pf on

h hs
pf =agf = ag<b1—1+...+bs—>
g g
= a(bihy + ...+ bshs) CIN{g) CI.

Todistetaan ” C 7. Oletetaan, etta f € I : (g). Talloin fg € I, joten fg €
I'n{g). Néin ollen

fg=aihi+ ...+ ashs, h; € {g).

Néin ollen h;/g on polynomi jolloin

h hg
f=a1—1+...+as—.
g g

Esimerkki 2.7.31. Olkoon I} = (xz—y? 2*—yz). Nyt {z—akseli} C V(I;).
Toisaalta {z — akseli} = V({x,y)) = V(I5). Ideaalien I; ja I5 jakoideaali on

[1 . [2 = [1 : (af:,y) = ([1 : <x>) N ([2 : <y>)
Laskemalla I; N (x) saadaan

Y wyz, 2ty — 127,

LN {(z) = (2*2 —xy* @
joten
Li: () = L + (a%y — 2°).
Liséksi I; : (y) = I, : (), joten
I =1 + (2%y — 27).
Ideaalin I; : I5 varieteetti voidaan parametrisoida
V(I : L) ~ (8,4, ).

Maéritelma 2.7.32 (Osittumaton varieteetti). Varieteettia V. C K" sano-
taan osittumattomaksi jos implikaatio

V=V,UVy, = V=V ;tai V=V,

on voimassa.
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Maéritelmé 2.7.33 (Alkuideaali). Ideaalia I C R sanotaan alkuideaaliksi,
jos implikaatio

fgel = feltaigel

on volmassa.

Esimerkki 2.7.34. Olkoon I C Z, téll6in on olemassa m siten, ettd [ = (m).
Jos m ei ole alkuluku, niin on olemassa a,b € Z siten, ettd m = ab ja
1 < a,b < m. Télloin ab € I, mutta a ¢ I ja b ¢ I. Néin ollen I ei ole
alkuideaali. Siis on voimassa ekvivalenssi

I on alkuideaali < m on alkuluku.

Lause 2.7.35. Olkoon V C K" osittumaton varieteetti, tillgin on voimassa
ekvivalenssi

V on osittumaton varieteetti < 1(V) on alkuideaali.

Todistus. 7 =" Olkoon fg € I(V) ja

V,=VnV(f)
V,=VnV(g).

Talloin V. = V; U V,. Koska V on osittumaton, niin joko V. = V; tai
V = V,. Olkoon esimerkiksi V.=V, = VNV(f), tilloin f € I(V) jos taas
V = Vy, niin g € I(V).

7 «< 7 Olkoon V = V; UV, ja V # Vy. Osoitetaan, ettd 1(Vy) = I(V).
Koska V, C V, niin I(V) C I(Vy). Taytyy siis osoittaa 1(Vy) C I(V).
Koska Vi & V, niin I(V) & I(Vy). Olkoon sitten f € I(Vy) — I(V2),
g € I(Vy). Nyt V.=V, UV, joten fg € I(V). Koska I(V) on alkuideaali,
niin g € 1(V), joten I(Vq) C I(V).

Esimerkki 2.7.36.

1. Olkoon I = (x? — 2), télléin I on alkuideaali renkaassa Q[z], mutta ei
renkaassa R[], silld I = (x — v/2) N (z + V2)

2. Jos taas I = (2* — 2y?), niin I on alkuideaali renkaassa Q[z, y], mutta
ei renkaassa R[z, y]. Ideaali J = (2% — 2y* + ¢) taas on alkuideaali myos
renkaassa Rz, y].

3. Olkoon sitten I = (x? + 1), télldin I on alkuideaali renkaassa R|z],
mutta ei renkaassa Clz], silla I = (z + i) N (x — i) C C[z].
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Lause 2.7.37.

1. Olkoon V wvarieteetti. Tdlloin on olemassa 1-kdsitteinen minimihajotel-
ma

V=V,U...UV,,

missda varieteetit V; ovat osittumattomia.

2. Olkoon I ideaali. Tilloin ideaalin I radikaalilla /I on olemassa 1-
kdsitteinen minimihajotelma

VIi=PN...NnP,

missd ideaalit P, ¢ P; ovat alkuideaaleja.

Lause 2.7.38. Olkoon (V;);en jono varieteetteji siten, ettd
V13V23V3D...
Tdlloin on olemassa N € N siten, ettd indeksistd N alkaen

VN:VN+1:VN+2:....

Todistus. Jos varieteetit toteuttavat lauseen ehdon, niin t&lléin
I(Vy) CI(Vy) CI(Vs) C ...

ja télloin laajenevan jonon periaatteen nojalla on olemassa N € N siten, etta

[(VN) = [(VN+1) = ... joten VN = VN+1 = ...
Lause 2.7.39. Jokainen varieteetti V voidaan esittad muodossa
V:V1U...UVT,

maissd varieteetit V; ovat osittumattomia.

Todistus. Vastaoletus: Oletetaan, ettd edellisen lauseen hajotelma ei ole mah-
dollinen. Olkoon sitten V = V; U V. Télléin hajotelma esim. verieteetille V
ei ole mahdollinen. Olkoon sitten taas V; = V, U V. Jélleen esim. vari-
eteetille Vy ei ole lauseen mukaista esitysta. Télloin

V2V, 2V,2...

mik4 on ristiriita lauseen 2.7.38 kanssa.
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Todistus. |lause 2.7.37] Olkoon
V:V1UUVT

Jos jokin V; C V;, niin poistetaan V;. Olkoon sitten

V=V,U...UV,=V,U...UV,,.
Nyt
V;=V;,NnV
=V,;n(V,U...UV,)
= (V,NV)U...U(V;NV,).

Koska V; on osittumaton on olemassa indeksi [ siten, ettd V; = V;NV; C \7[.
Samoin on olemassa indeksi k siten, ettd

{“/.l :{/'lﬁVk C Vk,
joten
Vi - {}l C Vk

Koska kyseessd on minimihajotelma, niin tapauksessa ¢ = k saadaan V; =
V,, joten hajotelmissa on samat varieteetit.

Lemma 2.7.40. Olkoon I, alkuideaali. Tdlloin joko I : I = I
tai I - Iy = K[z, ..., x,].

Todistus. Olkoon Iy = (g1, ..., g:), talloin
112[2:[1 : <g1>ﬂﬂ[1 : <gt>

Riitta4 siis osoittaa I : (g) = I; tai I : (g) = K[zy,...,z,]. Jos g € I, niin
aikaisemmin todetun perusteella I : (g) = K[xq,...,z,]. Oletetaan sittem,
ettd g ¢ I,. Talloin

Li:{g)={p|pg € L}
Koska I; on alkuideaali ja g ¢ I, niin p € 1.

Miééritelmé 2.7.41 (Maksimi-ideaali). Olkoon I G Klzy,...,2,]. I on
maksimi-ideaali jos ei ole olemassa ideaalia J siten, etté

IS TG K[z, .. .z,
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Lemma 2.7.42. Olkoon I = (z1 —ay,...,x, — a,) C Klzy, ..., z,]. Tdlloin
I on maksimi-ideaals.

Todistus. 1.) Selvasti I # Klzy,...,z,], koska I:n polynomit ovat minimi
Grobner kanta, ja 1 ¢ 1.
2.) Olkoon [ ; J ja olkoon f € J — I. Jakolaskualgoritmi antaa talloin

f=bi(r1—a1)+ ...+ by(x, —an) +r.
Koska 0 # r € K, ja koska deg(r) < 1, niin r = vakio. Téasta saadaan
r=f—b(xy—a1)— ... — bp(x, —a,) € J.
Néin ollen 1 € J, joten J = K[z, ..., x,).

Lemma 2.7.43. Olkoon I C Klzy,...,x,] tdeaali, tdlloin on voimassa imp-
likaatiot

I on maksimi-ideaali = I on alkuideaali = I on radikaali-ideaals.

Todistus. H.T

Lemma 2.7.44. Olkoon I C Clxy,...,x,]. Tdlldin on voimassa implikaatio
I on maksimi-ideaali = I = (xy —ay,..., Ty — ap).
Todistus. Olkoon I G Clzy, ..., xy], télloin heikon nollakohtalauseen perus-

teella V(1) # (. Olkoon sitten a € V(I). Talloin f(a) =0V f € I, joten

fel{a}) =(x1—ar,...,x, —ay),

joten I C I({a}). Koska I on maksimi-ideaali, niin I = I({a}).
Edellisen tuloken perusteella voidaan péatelld, ettd maksimi-ideaalit ovat
isomorfisia avaruuden C" kanssa. Maksimi-ideaalit ~ C".
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2.8 Sovelluksia

Lause 2.8.1. Olkoon I = (f1,..., fs) C Clxy,...,x,)] tdllin seuraavat vdit-
tdmdt ovat ekvivalentteja

1. V(I) on adarellinen joukko.

3. On olemassa vain ddrellinen mddrd monomeja x® siten, ettd z® ¢

(LT(I))
4. Vi3 N; siten, etti zN' € (LT(I))

Maaritelma 2.8.2. Ideaali I C K|xy,...,z,] on nollaulotteinen,
jos I NK[z;] #{0} V1<i<n.
Todistus. Todistetaan (1) = (2). Olkoon V(I) = {a',...,d'} ja

fi=(zi—a;) - (x; — ap).
Talléin fi(a’) =0 1 < j < 1. Néin ollen

fre I(V(ID) = VI,

joten on olemassa m € N siten, ettd f/ € I ja néin ollen f/" € I NClz,].
(2) = (4) Olkoon p € I N C[x;]. Télléin

LM (p) =z}’ € (LT(I)).
(4) = (3) Olkoon

Iy = (.. 2y ¢ LT(I).

Nyt ndhdéddn, ettd jos 2 ¢ Iy, niin o; < N;. On siis olemassa Ny --- N,
kappaletta monomeja siten, ettd x® ¢ LT(I). Siis on olemassa &érellinen

médrd monomeja x* ¢ LT (I).
(3) = (2) Olkoon

N

E k
p’i = ckixi .

k=0

Koska on olemassa vain &érellinen méaird monomeja x* ¢ (LT(I)), niin
LT (p;) € (LT(I)), kun N on riittdvén iso. Valitaan sitten monomijirjestys
lex, ja z; on pienin muuttuja. Olkoon G ideaalin I Grébner kanta. Talloin

LT(ps) € (LT(q1), .., LT(g,)).
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Nyt LT(g;)|LT (ps), joten g; € I N Clay].
(2) = (1) Olkoon g; € I N Clz,]. Télléin i-koordinaatilla on korkeintaan
deg(g;) arvoa, joten

#V(I) < deg(g1) - - deg(gn)-
Maaritelma 2.8.3. Maaritellddn vektoriavaruus Ly,
Lp:=A{z® [ 2% ¢ (LT(I))}.
Télloin dim(L;) on
dim(Ly) = #{z® | 2% ¢ (LT(I))}.
Lause 2.8.4. Oleteaan, ettd ideaali I on nollaulotteinen. Tdlloin
#V(I) < dim(Ly).
Lause 2.8.5. Oletetaan, ettid I on nollaulotteinen radikaali-ideaali. Tdlloin
#V(I) = dim(Ly).
Huomautus 2.1. Reaalisessa tapauksessa saadaan tietenkin vain epayhtalo

#V(I) < dim(Ly),
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2.9 Robotit

Tarkastellaan robottia tasossa R2. Tarkstellaan esimerkiksi robottia, jossa on
kaksi vartta kiinnitetty toisiinsa sarananivelelld, kolmas varsi joka on kiin-
nitetty toiseen varteen translaationivelelld ja koura joka on kiinnitetty kol-
manteen varteen sarananivelelld. Oletaan lisdksi, ettd jokaisen varren lokaali
koordinaatisto on kiinnitetty varren padhan. Robotin konfiguraatioavaruus

Yo o
SIS S

Kuva 4: Robotti

on
T=5S"x8"x8"x1I.

Robotin mahdolliset liikkeet tapahtuvat avaruudessa R? x S' miké ottaa
huomioon kouran paikan globaalissa koordinaatistossa, seké sen orientaation
globaaliin koordinaatistoon ndhden. Funktio f kuvaa kouran aseman konfig-
uraatio avaruudelta avaruudelle R? x S!,

f:T—C=UxS"CcR?x S,

missé U C R? on kouran kaikkien mahdollisten paikkavektoreiden joukko.
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Nyt voidaan kysyéa
1. Mikéd on kuvaus f: 7T +— C'7?
2. Mikd on U 7
3. Mikii on f~1(p) ?
Olkoon

4= (o = snth)

Nyt kuvaus ¢;, joka kuvaa koordinaatit (a;41,b;41) ¢ + 1 koordinaatistossa
koordinaatteihin (a;, b;), i koordinaatistossa on

a; a; li_
; bz — ) — Az i+1 ) 1) ]
QD(CL +1, +1) (bz) (bi—H) + ( 0

Affiini kuvaus ¢; voidaan esittdéd ekvivalentisti lineaarikuvausena

a; COS(@Z‘) — sm(@z) li—l ;11
gp(aiﬂ, bi+1) = bz = sm(@,) COS(QZ‘) 0 bz‘+1
1 0 0 1 1

Kuvaukset ¢; kuuluvat erikoiseen affiiniin ryhmaéén

SE(2) = {f : R? — R*| f(z) = Az +b, A€ SO(2)},
¢; € SE(2). Olkoon sitten
1) —sin(6;) 0

0
(61) cos(#y) O
0 0 1

cos(
B; = | sin

cos(fy) —sin(6y) I
By = | sin(fy) cos(fs) 0
0 0 1

Talloin

COS<01 + 62) — sin(Ql + 02) ll
BlB2 = sin(91 + 92) COS(el + 92) 0
0 0 1
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Nyt funktio f voidaan esittda kuvauksena f ~ ByByB3By,

Iy cos(01 + 02) + 14 cos(6y) 0
f(@l, 62, 93, lg) = lQ sin(91 + 92) + l1 Sil’l(91> ~ BlBngB4 O
01 + 05 + 65 1

Olkoon sitten (a,b) piste globaalissa koordinaatistossa, ja merkitdan

¢; = cos(6;)

s; = sin(6;).

Jotta saataisiin selville milla kulman arvoilla kyseiseen pisteeseen (a, b) padstiaan
taytyy tutkia ideaalin I = (fi, fo, f3, f1) varieteettia, missé

J1=lecicy —lzs183 + lici —a
fo=1laciss +1lsc180 + 1151 — b
f3 = cf + s% -1
fi=c+s3—1.

Paras rengas analyysiin on

@(CL, b7 l17 lg)[Cl, 51, C2, 52]

jarjestyksena lex, cg > s9 > c1 > 7.
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2.10 Geometrian lauseiden todistaminen

Todistetaan algebrallisen geometrian keinoin Apolloniuksen lause.

Kuva 5: Suorakulmainen kolmio

A=(0,0)
B = (uy,0)
C = ((1/2)u,0)
My = (0, (1/2)us)
Ms = (0, (1/2)us)
My = ((1/2)ur, (1/2)uz)
H = (x1,x9)
K = (x3,14)

Ehto (1) sanoo AH L BC, joten

fi= ($1,932) : (Ul, —Uz)
= T1U1 — TU9
=0.
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Ehto (2) sanoo CH||C'B, joten on olemassa A siten, etté

(xl, To — Uz) = )\(Ul, —U2)-
—_—

CH:nsuunta

Téstéd saadaan yhtalot

I = /\u1

To — Uy = —AlUs.
Naista saadaan A eliminoitua jolloin
fo = x1us + wouy — ugus = 0.
Ehto (3) sanoo
|[K M| = [K M| = |KMs).
Ehdosta |K M| = | K M| saadaan yht&lo
f3 = (x5 — (1/2)u1)?* + 25 — 235 — (24 — (1/2)uy)* = 0.
Ehdosta |K M, | = | K M| saadaan yht&lo
fo= (25 = (1/20w1)* + 23 — (23 — (1/2)w)* = (24 — (1/2)uz)* = 0.

Hypoteeseista saadaan ideaali I = (f1, fa, f3, f4). Viite oli |[KM;| = |KH|,
joka voidaan esittad yhtalona

f=(x3 = (1/2)w)? + 2F — (x5 — 21)* — (21 — 22)%.

Nollakohtalauseen perusteella, jos K = C /I = I(V(I)). Reaalisessakin
tapauksessa on voimassa

VI cI(V(I)).
Siis jos f € v/I Apolloniuksen lause on voimassa. Miten sitten valita rengas?
1. Jos A = Qluy, ug, 71, T2, T3, 4], niin f & VI C A

2. Jos taas A = Q(uy, up)[w1, Ta, T3, 14], niin f —Y 0, joten f € I.
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Hakemisto

johdanto, 1
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