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I GEOMETRIA

1. Aksioomat ja mallit

Geometria rakentuu kahdesta peruskasitteesta: pisteistd ja suorista. Nait yh-
distdd toisiinsa ns. insidenssi eli kohtaaminen (“piste P on suoralla I” eli “suora !
kulkee pisteen P kautta” eli P € ). Pisteitd, suoria ja insidenssid liittdd toi-
siinsa joukko perussddntdji eli aksioomeja. Kohta tarkasteltavassa insidenssigeo-
metriassa on esim. seuraava aksiooma: Jos P ja @ ovat eri pisteits, niin on ole-
massa yksikésitteisesti maaratty suora I, joka kulkee P:n ja Q:n kautta.

Vaikka kiytdmme merkints P € I, kun piste P on suoralla [, ei suoran tarvitse
olla pisteistd koostuva joukko joukko-opillisessa mielessd. Merkint3 on perusteltu,
koska esimerkeissé yleensé suora todella koostuu pisteistd. Yht# hyvin pisteiden
ja suorien voidaan myds ajatella suhtautuvan toisiinsa kuten kirjat ja hyllyt kir-
jastossa. Kirja A ja hylly I kohtaavat eli ovat insidenttejs, jos A on hyllylla I
Kuitenkaan hylly ei koostu kirjoista vaan yleensd lastulevystd. Tams malli ei
toteuta eo. insidenssigeometrian aksioomaa, silld kaksi kirjaa A ja B ei yleensi
sijaitse samalla hyllylld. Itse asiassa téssi mallissa “piste” (=kirja) P maaris
yksikésitteisesti “suoran” (=hyllyn) I, jolle P € L.

Esimerkki 1.1. Joukon S relaatio ~ on ekvivalenssi, jos kaikille S:n alkioille
a, b ja ¢ on voimassa seuraavat ehdot:

(i) a~ a (refleksiivisyys)
(il) a~b = b~ a (symmetrisyys)
(i) a~b& b~c = a~ c (transitiivisuus)

Tésséd ovat peruskasitteind alkiot ja joukot. Niitd yhdistds toisiinsa perus-
suhde “alkio kuuluu joukkoon”. Ekvivalenssi on relaatio, joka toteuttaa aksioomat

(@)-G). O

Geometrian alkuvaiheissa (Eukleides n. 330-275 eKr.) ajateltiin yleisesti, etta
aksiooma oli reaalimaailmaa koskeva toteamus, jonka voimassaolo oli itsestiin
selvd. Aksioomat olivat siis maailmankaikkeudessa vallitsevia perustotuuksia.
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Eukleideen Alkeissa esitetyistd aksioomeista yhtd ei yleisesti voitu hyvaksyd
tallaiseksi itsestdanselvyydeksi. (“Suoran ! ulkopuolella olevan pisteen P kautta
kulkee tésmélleen yksi suoran ! suuntainen suora.”) Téméan viidennen aksiooman
(ns. paralleeliaksiooman) voimassaoloa ei suinkaan epiilty, mutta sen voimassao-
loa ei pidetty samalla tavalla “ilmeisend” tai “itsestdénselvina” kuin muiden ak-
sioomien. Téstd johtuu, ettd yli kahden tuhannen vuoden ajan viidennen aksioo-
man voimassaolo yritettiin todistaa muiden aksioomien avulla. Vasta 1800-luvulla
(Nikolai Ivanovits Lobatsevski 1792-1856, Jénos Bolyai 1802-1860) selvisi, etts
namé yritykset eivat voineet onnistua. L&ydettiin nimittdin esimerkkejd, jotka
toteuttivat kaikki muut Eukleideen aksioomat paitsi viidettd. Viidennen aksioo-
man “voimassaolo” maailmankaikkeudessa ei nykyfysiikan kasitysten mukaan ole
myoskadn itsestddnselvad tai todennakdista.

Nykyisen ajattelutavan mukaan geometria ei ole luonnontiede. Geometria ei
siis kerro reaalimaailmasta yhtdin mitdsn. Jos geometriassa otaksutaan jonkin
aksiooman olevan voimassa, niin se tarkoittaa vain sitd, ettd halutaan tutkia jar-
jestelmid, joilla on ko. ominaisuus. Esimerkin 1.1 aksioomat (i)—(iii) eivat todella-
kaan kerro maailmankaikkeuden tilasta yhtaan mitdsn. Ne kertovat vain sen, etti
niilld ominaisuuksilla varustetun relaation tutkiminen on osoittautunut hyodylli-
seksi. Eukleideen tavatonta kaukonakdisyyttd osoittaa, ettd hin ymmarsi tdmén
Jja otti viidennen aksiooman mukaan aksioomajarjestelmiansi. Hanen mielestian
oli siis hyodyllista tutkia geometriaa, jolla on tdma ominaisuus.

Kohtaamme kohta geometrioita, joissa Eukleideen viides aksiooma ei pide. On
osoittautunut erittdin hyodylliseksi tutkia myos téllaisia geometrioita.

Matematiikassa aksioomat esitetdin yleensd mddritelmind. Naistd loogisen
padttelyn (=“terveen talonpoikaisjarjen”) avulla johdettuja tuloksia kutsutaan
lauseiksi, teor tksi, propositioiksi, I iksi jne. Paattelys, jolla lauseen tms.
voimassaolo ko. jarjestelméssé osoit: kutsutaan todistukseksi.

Yleisesti ottaen aksioomien valinta on muuten vapaata, kunhan mukaan ei tule
aksioomeja, jotka johtavat loogiseen ristiriitaan. Esimerkin 1.1 aksioomiin (i)—(iii)
ei voida liséta esim. aksioomaa

(iv) a~b = b a (antisymmetrisyys).

Téma on sindnsé mielekéds aksiooma, silld reaalilukujen jérjestysrelaatio a < b
(“pienempi kuin”) toteuttaa sen.

Jarjestelmain on turha lisitd aksioomaa, joka on muiden looginen seuraus. On
esimerkiksi turha liséta aksioomaa
(v) a%b = bra
Esimerkin 1.1 jarjestelméan, silla (v) on lause ko. jérjestelmassd. Sille voidaan
esittad seuraava (epésuora) todistus: Oletetaan, ettd a « b. Antiteesi b ~ a.
Mutta silloin olisi (ii):n perusteella a ~ b. Ristiriita. Siis (v) patee.

Aksioomajérjestelmén tulisi liséksi olla tédydellinen siind mielessd, etts jokainen
jarjestelmén kannalta “mielekés lause” voidaan todistaa joko oikeaksi tai véaraksi.



Thannetapauksessa aksioomat siis

/
1),ovat keskenddn ristiridattomaa, ¢ ,\,(—: 0/(/ U; Jar” - \f
2)<ovat toisistaan loogisesti risppumattomia, W“ e e
{
3) muodostavat tiydellisen jirjestelmsn. O e

Ainoa ehdoton vaatimus on kuitenkin ristiriidattomuus. T#ydellisyyden tai riip-
pumattomuuden puuttuminen on jérjestelmin kannalta lhinné kauneusvirhe.

Loogikot ovat osoittaneet (Kurt Gédel 1906-1978), etté aritmetiikkaa ei voida
aksiomatisoida siten, etta ko. kolme ehtoa olisi yhta aikaa voimassa. Geometriassa
on ehkd mahdollista laatia jarjestelmid, jotka jossain mielessd toteuttavat nima
ehdot (kts. esim. Rolf Nevanlinna: Geometrian perusteet, WSOY 1973).

Aksioomajérjestelmén mallilla tarkoitetaan yksinkertaisesti esimerkkis, joka to-
teuttaa ko. jérjestelmén. Tavallinen zy-taso koordinaattiakseleineen, pisteineen ja
suorineen on malli, joka toteuttaa kaikki Eukleideen aksioomat, my6s viidennen.
Tasta mallista voidaan piirtad kuvia, ja kiyttaa niitd pasttelyn apuna. Vaikka vii-
des aksiooma toteutuu tssé mallissa, ei se suinkaan ole muiden looginen seuraus.
Se ei néet ole voimassa kaikissa malleissa, jotka toteuttavat kaikki muut Eukleideen
aksioomat. Mallin olemassaolo sen sijaan osoittaa, ettd Eukleideen aksioomat ovat
keskendén ristiriidattomia (edellyttden ettd pidimme zy-tasoa ristiriidattomana,
vrt. em. Godelin tulos).

Huomautettakoon lopuksi, ettd Eukleides kaytti sanaa “postulaatti” samassa
merkityksessa kuin nykyisin kéytetddn sanaa “aksiooma”.

Matemaattinen teoria yleensa ja geometria erityisesti on seuraavan kaavion ta-
valla kolmikerroksinen:

aksiomaattinen
teoria
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Matematiikan opiskelua eri tasoilla kuvaa puolestaan seuraava kuvio:

Tieto syventdvit opinnot
Varsinainen Ja jatkokoulutus
matematiikka

aine-
opinnot
Calculus
(derivointiin
Jja integroin-
tiin liittyva
laskutekniikka) lukio
Laskento
Taito Ja mittaus- peruskoulu
oppi

Kuvioiden piirtdminen ja kuvien mittaaminen on keskeinen osa geometrian al-
keiden opiskelua koulussa. Se tulisi jirjestds siten, ettd havaitut lainalaisuudet
johdattavat oppijan kohti abstraktia mallia ja aksiomaattista teoriaa.

2. Abstrakti geometria

Edellisen pykélin mukaan geometria koostuu (epétyhjists) pisteiden joukosta,
(epétyhjasta) suorien joukosta ja naitd yhdistivists insidenssists eli kohtaamisesta,
(“piste P on suoralla I”, “suora I kulkee pisteen P kautta”, P € [). Yksinkertaisin
tilanne on varmasti se, jossa on vain yksi piste ja yksi suora eivitkd nami ole
insidenttejd. Koska téstd tilanteesta ei ole mitdin muuta sanottavaa, haluamme
sulkea tdméntapaiset trivialiteetit pois. (Kirjasto, jossa on vain yksi kirja ja yksi
hylly eiké kirja ole hyllylld, on mielenkiinnoton kirjaston hoidon kannalta.) On
osoittautunut hyodylliseksi asettaa seuraava madritelms, jossa luovumme abstrak-
tista insidenssin késitteestd ja ajattelemme tavalliseen tapaan suoran koostuvan
pisteistd. Mitdén loogista perustetta tille ei ole, muttan ei mydskiin mitsan
loogista estetta.



Maéritelmd 2.1. Abstrakts geometria A koostuu joukosta S, jonka alkioita
kutsumme pisteks:, seké kokoelmasta £ joukon S epatyhjis osajoukkoja, joita,
kutsumme suoriksi, siten ett3 seuraavat ehdot (aksioomat) ovat voimassa:

(i) Jokaista kahta pistettd A, B € S vastaa ainakin yksi suora I € £, jolle
AecljaBel
(i) Jokaisella suoralla on vhintién kaksi eri pistetts.

Joissakin abstraktin geometrian malleissa suorat nayttavét suorilta, toisissa
kéyrilta. Kaareutuvat mallit ovat lihempana fysikaalista todellisuutta kuin suo-
raviivaiset.

Sopimus: Malleja koskevia tuloksia kutsumme propositioiksi, aksiomaattista
teoriaa koskevia tuloksia lauseikss.

Propositio 2.2. Olkoon § = R? = {(z,y) | z,y € R}. Mairitellién suorien
Joukko seuraavasti: Jokainen muotoa

Lo={(z,y) €R* |z =a},
a vakio, oleva R?:n osajoukko on vertikaalinen (=pystysuora) suora. Muotoa
Ly ={(z,y) €R* |y =ma +b},
m ja b vakioita, olevat R®:n osajoukot ovat ei-vertikaalisia suoria. Olkoon Lz

kaikkien vertikaalisten ja ei-vertikaalisten suorien joukko. Silloin € = {R?, L £}
on abstrakti geometria.

Y vy
z=a
y=mz+b
L, b
[ p
L,

Kuva 2.1. £ ={R? L}

Todistus. (i) On osoitettava, ettd mité tahansa kahta eri pistettsa P = (z,y;)
ja Q = (w2,y2) vastaa suoral € L, joka kulkee P:n ja Q:n kautta. Tamé tehdiin
tarkastelemalla kahta eri tapausta.



Tapaus 1: z; = ;. Olkoon a = z; = 5. Silloin suora ! = L, € Lz kulkee P:n
ja @ kautta.

Tapaus 2: z; # 5. Valitaan

m=Y2TY ja b=y, —maz,.
Ty — 2y

Silloin y; = may + b ja y; = ma, +b, joten P ja @ ovat suoralla | = Ly € L.

(ii) Vield helpompi on osoittaa, ett? jokaisella suoralla on kaksi eri pistettd. [

Abstraktin geometrian mallia £ = {R?, L } kutsutaan euklidiseksi tasokss tai
karteesiseksi tasoksi (René Descartesin (1596-1650) mukaan, joka otti kiyttdon
koordinaattiakselit tasossa).

Propositio 2.3. Olkoon § = H = {(z,y) € R? | y > 0}. Méaritellisn suorien
Jjoukko seuraavasti: Jokainen muotoa

L*={(s,y) eH|z =a},
a vakio, oleva H:n osajoukko on I-tyypin suora. Muotoa
L ={(zy) €H|(z—cf +y* =1},

r > 0 ja c vakioita, olevat H:n osajoukot ovat II-tyypin suoria. Olkoon Ly kaikkien
I- ja II-tyypin suorien joukko. Silloin H = {H,Ly } on abstrakti geometria.

Kuva 2.2. H={H,Lx}

Todistus. (i) On osoitettava, ettd mitd tahansa kahta eri pistetts P = (z1,11)
ja Q = (22,y2), missd y1 > 0 ja y; > 0, vastaa suora | € Ly, joka kulkee Pn ja
Q:n kautta.



Tapaus 1: z; = z,. Olkoon a = z; = . Silloin suora [ = L € L kulkee P:n
ja @ kautta.
Tapaus 2: z) # 2. Valitaan (harj. teht.)
e Bt mtm _ yi-yi+al-ad
2(zy — 21) 2 2(z2 — 21)

r=y/(e1 - +ui,

mistd seuraa, ettd P ja Q ovat suoralla [ = L™ € Ly.

(ii) Jokaisella suoralla ! € Ly on ilmeisesti kaksi eri pistetti. [

Abstraktin geometrian mallia H = {H, Ly } kutsutaan hyperboliseksi tasoksi
tai Poincarén tasoksi (Henri Poincarén (1854-1912) mukaan). Geometriselta kan-
nalta samanarvoinen hyperbolinen taso saadaan valitsemalla § = D = {(z,y) €
R? | 22 + y? < 1} ja suorien joukoksi £p kaikki D:n halkaisijat ja D:n reunaa
vastaan kohtisuorat ympyrankaaret (Kuva 2.3).

Kuva 2.3. D={D,Lp}

Kolmas abstraktin geometrian malli saadaan tarkastelemalla yksikkopall

$?={(z,y,2) eR* | 2® +y* + 2 =1}
kolmiulotteisessa avaruudessa R®. Tasolla R®:ssa tarkoitetaan muotoa
{(z,y,2) ER® |az 4+ by +-cz = d}
olevaa joukkoa, missd a, b, ¢ ja d ovat vakioita, joille a® + b2 + ¢ > 0. Jos
d = 0, niin taso kulkee origon (0,0,0) kautta. Yksikkdpallon S? isoympyrdilld
tarkoitetaan S%:m ja jonkin origon kautta kulkevan tason leikkausympyras. Jos C
on isoympyré, niin C:114 on néin ollen esitys

C={(z,9,2) €5 |az + by +cz =0},

missd a® + b% 4+ ¢2 > 0.



Kuva 2.4. Isoympyréita

Propositio 2.4. Olkoon pisteiden joukkona S = S? ja suorien joukkona Lg
yksikképallon 5% kaikkien isoympyréiden C joukko. Silloin { $%, Lr } on abstrakti
geometria.

Todistus. (i) Olkoot P = (z1,y1,21) € S? ja Q = (22,¥s,22) € S? kaksi eri
pistettd. On lydettdva isoympyré C, jolle P € C ja Q € C. Toisin sanoen on
18ydettavd reaaliluvut a, b ja c siten, ettd a® + b2 +¢? > 0 ja

{ azy +byy +czy =0
) azg + byy + czp = 0.
Koska yhtéloryhmassi (*) on kolme tuntematonta a, b ja c, mutta vain kaksi
yht&lda, sillé on aina (itse asiassa diretén mésirs) ei-triviaaleja (so. a? +b2+c? > 0)
ratkaisuja. Toisin sanoen P:n ja Q:n kautta kulkee aina ainakin yksi isoympyré C.

(i) Jokaisella isoympyréllé C on ainakin kaksi eri pistetts. [

Abstraktin geometrian mallia R = {S?,Lg} kutsutaan Riemannin palloksi
Bernhard Riemann’in (1826-1866) mukaan. Hin kirjoitti tutkimuksensa “Uber
die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen” vuonna 1854.

Maéritelma 2.5. Abstraktin geometrian suorat Iy ja I, ovat yhdensuuntaisia
eli paralleelejd, jos joko lj = I tai Iy N1, = §. Talléin merkitésn [ || . Sanonta:
Suora ! on suoran lp suuntainen.

1

b y=mz+b

Kuva 2.5
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Kuva 2.6

Tarkastellaan abstraktin geometrian suoraa ! ja sen ulkopuolella olevaa pis-
tettd P. Kysymys: Kulkeeko pisteen P kautta suoran ! suuntaisia suoria? Vastaus
saadaan tarkastelemalla abstraktin geometrian malleja £, H ja R:

1. Jos P ja l ovat tavallisessa euklidisessa zy-tasossa €, niin P:n kautta kulkee
tésmdlleen yksi l:n suuntainen suora (Kuva 2.5).

2. Tarkastellaan suoraa [ ja pistetta P ¢ [ hyperbolisessa tasossa H. Pisteen P
kautta kulkee nyt #4reton maird suoran ! suuntaisia suoria. (Kuvassa 2.6 Pin
kautta kulkevat suorat [, I4 ja I ovat suoran ! suuntaisia.)

3. Tarkastellaan Riemannin palloa R. Koska kaksi yksikkdpallon mielivaltaista
isoympyréd leikkaa aina kahdessa pisteessa (Kuva 2.4), jokainen pisteen P kautta
kulkeva suora ! leikkaa suoran I. Nain ollen suoran ! suuntaisia suoria ei ole
lainkaan olemassa.

Eukleideen viides aksiooma patee ainoastaan abstraktin geometrian mallissa &.
Mallissa H etsittévid suoran ! suuntaisia suoria on rajaton m#irs, mallissa R
ei sitd vastoin lainkaan. Mallin € kaltaista geometriaa kutsutaan euklidisekss,
muita epdeuklidisiksi. H:n kaltaiset epaeuklidiset geometriat ovat hyperbolisia,
R:n kaltaiset elliptisid. Kuvailevasti voidaan sanoa, etté euklidisessa geometriassa
suorat eivit kaareudu, jolloin on tilaa tdsmilleen yhdelle I:'n suuntaiselle suoralle
annetun pisteen P ¢ | kautta. Hyperbolisessa geometriassa suorat kaareutuvat
“ulospdin”, jolloin tilaa téllaisille I:n suuntaisille suorille ja& paljon. Elliptisessa
geometriassa suorat kaareutuvat “sisdinpain” eiké tilaa yhdensuuntaisille suorille
ole lainkaan. T&mad riittakoon selittémaén, miksi Eukleideen viides aksiooma,
avaruuden kaareutuminen ja suhteellisuusteoria liittyvét laheisesti yhteen. Viides
aksiooma saa “suorat nayttamaan suorilta”.



3. Insidenssigeometria

Tarkastellaan vield abstraktin geometrian elliptistd mallia R. Ma&raéako kaksi
pistettd P ja Q yksikésitteisesti suoran [, joka kulkee ndiden kautta? Yleensa niin
on, silla jos P, @ ja origo O eivit ole samalla suoralla, on olemassa tasmélleen
yksi taso pisteiden P, @ ja O kautta ja siis myds tasmalleen yksi mallin R suora
P:n ja @:n kautta.

Pisteitd P € S? ja Q € S? sanotaan antipodaalisiks, jos P, Q ja O ovat samalla
suoralla. Jos tallsin P = (z,y,2), niin Q = (—z,—y,—z). Maapallolla esim.
pohjoisnapa ja etelanapa ovat antipodaalisia.

Propositio 3.1. Jos P ja Q ovat S?:n antipodaalisia pisteité, niin P:n ja Q:n
kautta kulkee dédrettéméan monta Lg:n suoraa (so. S?:n isoympyrdd).

Todistus. Kuva 2.4. O

Abstraktin geometrian mallit £ ja H poikkeavat mallista R sikéli, ettd £:ssd
ja H:ssa kahden eri pisteen kautta kulkee aina vain yksi suora. On hyddyllistd
rajoittua geometrioihin, jotka toteuttavat tdman ehdon.

Madritelma 3.2. Abstrakti geometria { S, £ } on insidenssigeometria, jos seu-
raavat ehdot (aksioomat) ovat voimassa:

(i) Jos P € S ja Q € S ovat eri pisteitd, niin on olemassa yksikésitteisesti
madratty suora [ € L, joka kulkee P:n ja Q:n kautta.

(ii) On olemassa kolme eri pistettda A € S, B € S ja C € S, jotka eivét ole
samalla suoralla.

Aksiooma (ii) voidaan muotoilla toisin kéyttamalla kollineaarisuus-kasitetta.

Maiaritelma 3.3. Pistejoukko P C S on kollineaarinen, jos on olemassa suora
le L, jolle P Cl. Pisteet 4,B,C,... ovat kollineaarisia, jos joukko {4, B,C, ...}
on kollineaarinen.

Aksiooma (ii) on yhtépitava seuraavan aksiooman (i)' kanssa:

(i) On olemassa kolme pistetts A € S, B € S ja C € S, jotka eivit ole
kollineaarisia.

Propositio 3.4. Fuklidinen taso £ on insidenssigeometria.

Todistus. Lukiomatematiikkaa. [



Propositio 3.5. Hyperbolinen taso H on insidenssigeometria.

Todistus. Harjoitustehtava. [

Olkoot #; ja Iy suoria insid geometriassa. Oletetaan, ettd joukossa I3 N Iy
on vahintéén kaksi eri pistettd. Maaritelmén 3.2 kohdasta (i) seuraa silloin, ettd
l; = 1. Pisteiden P ja Q, P # @, kautta kulkevalle suoralle kiytetisin merkintas

%. Olemme todistaneet seuraavan lauseen:

Lause 3.6. Insidenssigeometrian suorat lj ja ly ovat joko yhdensuuntaisia tai
ne leikkaavat toisensa tdsmalleen yhdessa pisteessd. []

Edellisen lauseen mielekkyys tulee ilmi vertaamalla sité abstarktin geometrian
malliin R.

Insidenssigeometriasta voidaan esittdi malleja, joissa on vain #arellisen monta,
pistettd ja dérellisen monta suoraa. Yksinkertaisinta ndistd ddrellisistd eli findit-
tisistd geometrioista edustaa seuraava kolmen pisteen ja kolmen suoran malli:
Olkoon § = {P,Q,R} ja £ = {{P,Q},{P,R},{Q, R} }. Kyseessé on selvésti
abstrakti geometria, sillé (i) jokaista kahta pistetté vastaa aina suora, joka kulkee
niiden kautta, seké (i) jokaisella suoralla on vihintiin kaksi eri pistettd. Malli
{8,L} on insidenssigeometria, sillé (i) kahden eri pisteen kautta kulkee yksi ja
vain yksi suora, seké (ii) on olemassa kolme eri pistetti, jotka eivit ole kollineaa-
risia. Kuva 3.1 esittdd tata mallia.

®

/N
/ \

b=1{P, R}/ \l3 ={QR Kuva 3.1. Yhdensuuntaisia suoria ei ole

)/ \( lainkaan (elliptinen malli).
L={P.Q}

Adsrellisten geometrioiden olemassaolo on yllattavaa. Niitd esittéivien mallien
rakentelu on hyvai harjoittelua. Kuvan 3.2 neljan pisteen ja kuuden suoran malli
on euklidinen. Kuvassa 3.3 on esitetty malli, jossa on 5 pistettd ja 10 suoraa.
Huomaa, ettd téssid mallissa esim. suorat {Py, Py} ja {P2, Ps} eivit leikkaa, silld
{P1,P,} N {P2,Ps} = 0. Kyseessi on siis hyperbolinen malli.

Asrellisilli malleilla ei ole havaintoon perustuvaa ominaisuutta “suoran kahden
pisteen valissa on aina muita suoran pisteitd”.
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Kuva 3.2. Kuva 3.3.
Suoran ulkopuolella olevan Suorat {Py, Ps} ja {Ps, Py} ovat
pisteen kautta kulkee tdsmélleen suoran {Py, P} suuntaisia ja
yksi tamén suoran suuntainen kulkevat pisteen Py kautta
suora (euklidinen malli). (hyperbolinen malli).

4. Metrinen geometria

Eukleideen geometrian erddnéd puutteena voidaan pitdd, ettei héin aksiomati-
soinut kdsitettd “suoran ! piste @ on pisteiden P € [ ja R € [ vilissd”. Tamén
kasitteen aksiomatisoinnin suoritti vasta David Hilbert (1862-1943) teoksessaan
“Grundlagen der Geometrie” vuonna 1899. Aksiomatisointi ei kuitenkaan ole aivan
yksinkertainen. Tehtéva hoituu helpommin, jos ensin otetaan kiyttdon etaisyys-
funktio ja méiritellain ns. metrinen geometria. Huomaa etaisyysfunktion ja ns.
metriikan valinen ero.

Madritelma 4.1. Joukon S etdisyysfunktiolls d tarkoitetaan funktiota, joka
liitt 84 jokaiseen pistepariin (P, Q) € & x S reaaliluvun d(P, Q) siten, ettd seuraavat
ehdot (aksioomat) ovat voimassa:

(i) d(P,Q) > 0 kaikilla P, Q € S,
(i) dP,Q)=0<=P=Q,
(iii) d(P,Q) = d(Q, P) kaikilla P, Q € S.

Euklidisessa tasossa £ on olemassa “luonnollinen” etdisyysfunktio: Jos P =
(z1,%1) ja @ = (22,y2), niin asetetaan

dp(P,Q) = V(21 — 22)? + (y1 —y2)*

Lukua dg(P, Q) kutsutaan pisteiden P ja Q euklidiseks: etdisyydeksi. Huomautet-
takoon heti, ettd £:ssé voidaan maaritelld muitakin etaisyysfunktiota. Yksinker-
taisin mahdollinen on seuraava: Asetetaan d(P,Q) = 1,kun P # @, jad(P,P)=0

12



kaikille P. Tama maaritelmd antaa etaisyysfunktion missé tahansa joukossa S,
siis myos esim. euklidisessa tasossa.

Euklidisessa tasossa on ns. yhtenevyyskuvausten ryhma. Tama koostuu ta-
son siirroista, tason kierroista, tason peilauksista jonkin suoran suhteen ja naiden
yhdisteistd. Jos f: R? — R? on t#llainen yhtenevyyskuvaus, niin

(%) ds(P, Q) = dp(f(P), f(Q))
kaikille P, @ € R2.

Hyperbolisessa tasossa on myds luonnollinen yhtenevyyskuvausten ryhmé ja
etaisyysfunktio siten, ettd ():4 vastaava invarianssi on voimassa. Emme kuiten-
kaan voi tassd perustella tatd emmekd johtaa tata kautta kyseisen etdisyysfunktion
lauseketta.

Maéritelma 4.2. Olkoot P = (z1,1) ja @ = (22,¥2) hyperbolisen tason H
pisteitd. Hyperbolinen etdisyys dp médritellddn seuraavasti (Kuva 4.1):

() du(P,Q)=

,jos Ty =2y

mn¥
Y1

zy—ctr

un .
—— | s P,Qe L™
vz

(i) dn(P,Q)=|In

e

(O] (i)
Kuva 4.1
Vaikka hyperbolinen etéisyys nayttid keinotekoiselta, tayttaa se selvasti etai-
syysfunktiolle Maaritelméssé 4.1 asetetut vaatimukset. Jos piste P pidetdan pai-
kallaan ja annetaan pisteen @ ldhestyd z-akselia pitkin suoraa L™ (tai tapauk-

sessa. (1) pitkin suoraa L), niin y, — 0 ja dg(P, Q) kasvaa rajatta. Hyperbolisen
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tason reuna, z-akseli, on siis “adrettéman kaukana” hyperbolisen tason pisteista.
Jos @ liikkkuu hyperbolisen etaisyyden suhteen tasaisella nopeudella pitkin suo-
raa L™° (tai pitkin suoraa L*) kohti z-akselia, hidastuu litke meidén silmissimme
nopeasti eikd @ koskaan saavuta z-akselia. Jos @ sen sijaan litkkuu euklidisen
etaisyyden suhteen tasaisella nopeudella, niin @ saavuttaa z-akselin tuota pikaa.
Tama auttaa ymmartdmasn, miten maailmankaikkeuden “geometrisella raken-
teella” on keskeinen merkitys sen asukkaiden késityksiin ajasta ja paikasta.

Hyperbolisen etaisyyden luonnollisuus ja todellinen merkitys voidaan tuoda
esiin vasta kompleksianalyysin antamien keinojen avulla.

Palataan euklidiseen tasoon. Euklidinen etaisyys ei suinkaan kaikissa tilanteissa
ole luonnollisin mahdollinen. Esimerkiksi ruutukaava-alueella kahden pisteen vé-
limatka katuja pitkin kuljettaessa muodostuu z-koordinaattien erotuksesta ja y-
koordinaattien erotuksesta riippumatta siita, milla tavalla pisteita yhdistava lyhin
murtoviiva valitaan.

Kuva 4.2.
Kaksi lyhinta murtoviivaa
pisteestd P pisteeseen Q.

Madritelma 4.3. Olkoot P = (z1,y1) ja Q@ = (22,y2) euklidisen tason &
pisteitd. Taksiautoetdisyys dp mairitelladn seuraavasti:

dr(P,Q) = |21 — 22| + [y1 — -

Propositio 4.4. Taksiautoetdisyys on joukon R? etiisyysfunktio.

Todistus. Koska itseisarvo on aina ei-negatiivinen, on d7(P, Q) > 0 kaikille P

ja Q.

Kaikille P € R? on dr(P,P) = 0. Oletetaan kisntéen, ettd dr(P,Q) = 0.
Silloin on |z; — 22| =0 ja |y1 — y2| =0, joten P = Q.

Koska |z1 — 22| = |22 — 21 Ja [t1 — v2| = ly2 — w1, on dr(P,Q) = dr(Q,P)
kaikille P, Q € R%.. O



Millainen on piste O = (0, 0) keskinen ympyréi
Kr={Q|dr(0,Q)=1}
taksiautotasossa { R?,dr }?

(0,1)

(-1,0) 0 1,0 =

(0,-1)

KuvA 4.3. Ympyra taksiautotasossa

Joka tapauksessa pisteet (1,0), (0,1), (—=1,0) ja (0,—1) ovat t&lld ympyralld.
Taksiautoympyré on euklidinen nelid, jonka karkind ovat em. neljd pistettd. Tark-
kaan ottaen tdmén perustelemiseksi tulee osoittaa kaksi asiaa: (1) Jokainen nelién
piste @ toteuttaa ehdon dr(Q,0) = 1, seké (2) jokainen ehdon dr(Q, 0) = 1 to-
teuttava piste @ on nelidlla. Perustelu kumpaankin kohtaan on yksinkertaista
(analyyttista) geometriaa (Kuva 4.3).

Geometrian kehittdmisen kannalta on osoittautunut hyodylliseksi varustaa insi-
denssigeometrian suorat asteikolla, joka mittaa suoran pisteiden etaisyytta toisis-
taan. Jokaisesta suorasta tehdaén siis “viivoitin” (George David Birkhoff (1884~
1944): “A Set of Postulates for Plane Geometry Based on Scale and Protractor”,
1932).

Maiéritelma 4.5. Olkoon [ suora insidenssigeometriassa {S,L}. Oletetaan,
ettd d on joukon S etaisyysfunktio. Funktio f: ! — R on suoran ! vivoitin eli
koordinaattijirjestelmd, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(i) f on bijektio,
(ii) jokaiselle pisteparille P, @ € I pétee
() 1£(P) = £(Q)] = d(P,Q).

Yhtalda (x) kutsutaan vivortinyhtdléks: ja lukua f(P) pisteen P koordinaatikst
funktion f suhteen.



Esimerkki 4.6. Tarkastellaan suoraa Ls3: y = 2z + 3 euklidisessa tasossa &£,
joka on varustettu euklidisella etdisyydelld dp. Jos Q = (z,y) € Las, niin ase-
tetaan f(Q) = v/5z. Silloin f on suoran Loz viivoitin. Todistus. (i) on selvi.
(il) Olkoon P = (z1,71) € L3 ja Q = (2,y) € Lys. Silloin y; = 2z, + 3 ja
y = 2z + 3, joten

d5(P,Q) = V(w1 — =) + (y1 — y)? = V(31 — 2)? + (221 — 2z)?
= |21 — z[V5 = |f(P) - f(Q)I.

Esimerkiksi pisteen R = (1,5) koordinaatti f:n suhteen on f(R) = 5. O

On huomattava, ettd piste P voi sijaita usealla eri suoralla. Jos P € I; Ny,
suoralla I; on viivoitin f; ja suoralla l; on viivoitin f;, niin P koordinaatit
f1(P) ja f2(P) ovat tdysin riippumattomia toisistaan. Jos suoralla [ on yksikin
viivoitin, niin silld on automaattisesti 4retén mésra viivoittimia (mika nahdéan
myShemmin).

Maéadritelmé 4.7. Etaisyysfunktiolla d varustettu insidenssigeometria (S, L)
toteuttaa vitvoitinpostulaatin (eli viivoitinaksiooman), jos jokaisella suoralla [ € £
on viivoitin. Téssé tapauksessa M = {S,L,d} on metrinen geometria.

Jos suoralla [ on viivoitin f: ! — R, niin ! ja R ovat pistejoukkoina yhtd mah-
tavia. Jokaisella metrisen geometrian suoralla on siis ylinumeroituvasti aéretén
misri pisteits. Asrellinen (eli finiittinen) geometria ei siis voi koskaan olla metri-
nen geometria.

Metrisen geometrian kiyttdonotolla on se etu, etta voimme suoran  viivoittimen
f: 1 — R avulla sanoa, milloin piste @ € ! on pisteiden P € [ ja R € [ vilissi.
Reaaliluku y on lukujen z ja z vilissi, jos (y — z)(y — z) < 0. Nain ollen Q on
P:n ja Ren vilissa, jos (f(Q) — f(P))(F(Q) — f(R)) < 0. Tahankin palataan

myShemmin.
Jotta { S, £, d} olisi metrinen geometria, on jokaista suoraa ! € £ varten 15ydet-

tavéd funktio f: I — R, joka on bijektio ja joka toteuttaa yhtélon (x). Itse asiassa
fm bijektiivisyys seuraa surjektiivisuudesta.

Lemma 4.8. Olkoon ! € L ja f: | — R surjektio siten, etta kaikille P, Q € 1
on voimassa |f(P) — f(Q)| = d(P, Q). Silloin f on l:n viivoitin.

Todistus. Riittds osoittaa, ettd f on injektio. Olkoon f(P) = f(Q). Silloin
d(P,Q) = |f(P) - f(Q)| =0,

joten P = @ Maéritelmén 4.1 aksiooman (ii) perusteella. ]
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Propositio 4.9. Euklidinen taso £ euklidisella etiisyydelli dg varustettuna
on metrinen geometria.

Todistus. Olkoon [ suora. On 16ydettava, Llle viivoitin. Tarkastellaan kahta eri
tapausta.

1. Jos | = L, on pystysuora suora, niin P € L, aina ja vain, kun P = (a,y)
jollekin y € R. Maaritellaan f: | — R asettamalla

f(P) = f(a,y)=y.
Silloin f on surjektio. Jos P = (a,y1) ja @ = (a,y2), niin
[f(P) = f(@)| = ly1 — 2| = dp(P, Q).
Lemman 4.8 nojalla f on ln viivoitin.

2. Jos | = L, niin P = (z,y) € Lmy aina ja vain, kun y = mz + b. Maari-
telldén f: Lyp — R asettamalla

f(P) = f(z,y) = zV1+m?2.

Olkoon t € R. Etsitddn P = (z,y) € Lm, siten, ettd f(P) = t. Olkoon z =
t/V1+m? jay = mt/v/14+m?+b. Silloin y = mz + b, joten P = (z,y) € Lmy.-
Liséksi f(P)=t, joten f on surjektio.

Olkoot P = (z1,y1) € Lmp ja Q@ = (z2,92) € L. Silloin |f(P) — f(Q)| =
|lz1 = z2|v1 + m2. Toisaalta

dp(P,Q) = /(21 — 22)2 + (11 — v2)? = V/(z1 — 22)2 + m2(z; — z2)2
= |z; — 22|14+ m2.

Lemman 4.8 nojalla f on lin viivoitin. [

Euklidinen taso £ tarkoittaa téstd lahtien metristd geometriaa

£={R*Lp,dp}.

Seuraava tehtdva on osoittaa, ettd hyperbolinen taso hyperbolisella etéisyy-
delld dy varustettuna on metrinen geometria. Tatd varten palautetaan mieleen
hyperboliset funktiot

. t_ gt el 4 et
sinht = ET, cosht = +T’
t —t
et —e 1
tanht = —— ht= ——.
an et +e~t’ sec cosht

On tapana kiyttas merkintdd sinh®¢ = (sinht)? jne. Seuraavat peruskaavat on
helppo todistaa laskemalla:



Lemma 4.10. Jokaisella arvolla t € R on voimassa:
(i) cosh’t —sinh®t =1,

(ii) tanh®t+sech’t=1. O

Tasokayra, jolla on parametriesitys
z =cost, y=sint
on yksikkdympyrd z? 4 y? = 1. Vastaavasti tasokdyrd
z = cosht, y=sinht

on hyperbeli 2% — y% =1, z > 1 (Kuva 4.4).

22 _y2=1 224y’ =1

Kuva 4.4

Tarkastellaan parametrin ¢ geometrista merkitystd. Ympyrin z2 + 3% = 1
tapauksessa ¢ on pisteen P = (cost,sint) vaihekulma. Merkitd4n a:lla sektorin
P, O, (1,0) pinta-alaa. Silloin

joten a = t/2. Viivoitetun sektorin pinta-ala Kuvassa 4.5 on siis ¢/2. Hyperbelin
z?—y® = 1 pinta-alatulkinta on sama. Jos P = (cosht,sinht), t > 0, on hyperbelin
piste, niin vastaavan viivoitetun sektorimaisen alueen pinta-ala on t/2. Tam#n
osoittaminen on integraalilaskentaan kuuluva tehtéva.
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1) .
P = (cost,sint) P = (cosht,sinht)

-
h| 7

[9 (1,0) z - z

Kuva 4.5. Viivoitettujen sektoreiden pinta-ala on ¢/2.

Mielenkiintoista on huomata (Lemma 4.10(ii)), etté puoliympyralld 2? +4y2 = 1,
y > 0, on parametriesitys

z =tanht, y = secht.

T4llsin arvo t = co vastaa pistetta (1,0) ja arvo ¢ = —co vastaa pistetta (—1,0).
Piste (tanht,secht) piirtd puoliympyrén kertaalleen pisteesté (—1,0) pisteeseen
(1,0), kun ¢ kasvaa —oo:std +oco:d4n.

Madritelma 4.11. Olkoon (8, £) insidenssigeometria ja d joukon S etaisyys-
funktio. Suoran ! € L parametrisoinnilla tarkoitetaan bijektiota a: R — I, jolle
yhtalé |p — g| = d(a(p), a(q)) pitee kaikilla arvoilla p, ¢ € R.

Lause 4.12. Jos « on suoran | parametrisointi, niin «~!: | — R on l:n viivoi-
tin. O

Propositio 4.13. Hyperbolinen taso H hyperbolisella etiisyydelld dg varus-
tettuna on metrinen geometria.

Todistus. Olkoon | € Ly suora. On 18ydettiva llle viivoitin. Tarkastellaan
kahta eri tapausta.



1. Tapaus [ = L* (Kuva 4.6). Maaritelldsin parametrisointi ay: R — L¢ aset-
tamalla a.(t) = (a,e'). Kun t kasvaa
—oo:std 400 , (a,€') piirtdd L%n
pisteestd (a,0) lahtien yléspdin, joten

v . a, on todella L,:n parametrisointi.
L Sen ki#nteiskuvaus fo(a,y) = Iny on
haettu viivoitin.
(a,v)
a z
Kuva 4.6

2. Tapaus [ = L™ (Kuva 4.7). Etsimme jilleen parametrisointia §: R — L™e.
Kéyttamalla hyvéksi em. puoliympy-
réin parametriesitystd paddytisn funk-

y tioon

(z,9) B(t) = (c+rtanht, rsecht) = (z,y).

Kuva 4.7
Sen osoittamiseksi, ettéd 8 on todella L™:n parametrisointi todetaan aluksi, ettda
(z —c)® + y* = r*(tanh® ¢ + sech? t) = r?,
Jjoten B kuvaa R: suoralle L™¢.
Ratkaistaan ¢ yhtaldista
z =c+rtanht, y=rsecht.
Sijoittamalla tanh ¢:n ja sech t:n méirittelevit lauselkeet saadaan yhtalst muotoon

el —et 2r

T—c=r—————) y=———
et tet’ et et’

Jjoten
Y t —t
z—c=Z(et — X
c 2(6 € )
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Siis
2(z — c)e! = y(e* — 1)
eli
y(e) —2z—c)e' —y =0,
mistd saadaan toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan avulla
ot (z—c)+ r
Yy

Koska (z —c)? +y? =72 jay #0, on (z—c)? < r? eli [(z —c) +7][(z — ¢) =] < 0.
Nain ollen

(z—c)+7r>0 ja (z—c)—7<0.

Koska ¢! > 0 ja y > 0, on ainoa ratkaisu

RO Gk kL PN C ko k

eli
Yy Yy
Néin ollen A: R — L™ on bijektio ja sen ki#nteiskuvaus on
T—c)+r
f(z,y)=In (————)—

Osoitetaan lopuksi, ettéd f toteuttaa Masritelmén 4.5 viivoitinyhtalén (+). Ol-
koot P = (z1,11) € L™ ja Q = (22,%2) € L™°. Silloin

zy—cH+r Ty —cH+r
nomerl _gprrTerr

1f(P) = f(@)] = |ln
Y2

=du(P,Q). D

Hyperbolisella tasolla H tarkoitetaan tisté lahtien metristd geometriaa
{H, Ly, dy }.

Propositio 4.14. Euklidinen taso taksiautoetiisyydelld varustettuna on met-
rinen geometria.

Todistus. Jos | on pystysuora suora L,, mééritelldsn f(a,y) = y. Jos [ on ei-
pystysuora suora L, 3, médritelladn f(z,y) = (14|m|)z. Molemmissa tapauksissa
kuvaus f: ! — R on suoran [ viivoitin (harjoitustehtavi). O

Mallia 7 = {R?, L, dr } kutsutaan taksiautotasoks:.. On mielenkiintoista huo-
mata, ettd metriset geometriat { R?, Lp,dg } ja {R?,Lp,dr } perustuvat samaan
insidenssigeometriaan {R?,Lg}. Jos jokin insidenssigeometria voidaan jollakin
tavalla tehdd metriseksi geometriaksi, voidaan se yleensi tehds metriseksi geo-
metriaksi monella eri tavalla.

Edelld annettiin insidenssigeometrialle etdisyysfunktio ja etsittiin jokaiselle suo-
ralle viivoitin. Metrinen geometria voidaan myés madritelld antamalla viivoitti-

met:
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Lause 4.15. Olkoon {S,L} insidenssigeometria. Oletetaan, etti on olemassa
bijektio fi: | — R jokaiselle suoralle | € L. Silloin on olemassa joukon S etisyys-
funktio d siten, ettid {S,L,d} on metrinen geometria ja jokainen f;: | — R on
viivoitin.

Todistus. On maériteltava d(P, Q) jokaiselle pisteparille P, Q € S. Jos P = Q,
asetetaan d(P,Q) = 0. Jos P # Q, olkoon ! € L se yk51kaslttelsest1 madrétty
suora, joka kulkee pisteiden P ja Q kautta (Mairitelma 3.2) . Olkoon f;: ! — R
téhdn suoraan liittyvé bijektio. Madritelliin d(P,Q) = |f(P) — f(Q)|. Silloin
d on joukon S etdisyysfunktio. Lisiksi d maariteltiin siten, ettd se toteuttaa
Méaritelmén 4.5 viivoitinyhtélén (x). 0O

On itse asiassa joskus vaikea ratkaista, tekeekd annettu etaisyysfunktio d insi-
denssigeometriasta { S, £ } metristd geometriaa. Lause 4.15 néyttii, ettd metrinen
geometria on helpompi maéritelld antamalla kaikki viivoittimet f;: I — R. Et&i-
syysfunktion d konstruoinnissa ei silloin ole mité#n vaikeutta. Lopuksi yhteenveto:

Malli Suoratyypit Standardiviivoittimet
Euklidinen L,={(a,y)|yeR} fla,y)=y
taso £ Lmp ={(z,y) |ly=ma +b} flz,y) =avV1+m?
Hyperbolinen | L* = {(a,y) |y > 0} f(a,y)=Iny
twsoH | D= {(50) | (e~ o 4P =1ty > 0] | fla,y) =l T
Taksiauto- L,={(a,y)|yeR} fla,y)=y
taso 7' Lmp ={(z,y) ly=maz +b} fl@,y) = 2(1+|m))

Esimerkki 4.16. Tarkastellaan ns. sahanteréfunktiota aluksi tasossa, jonka
koordinaatteja merkitadn #:113 ja u:lla.

Sahanteréfunktio fy, jolla on valilli [0,1/2] tésmalleen n € N hammasta, mii-
ritelldén ehdoilla
V2

() fu(t) = [t], kun f] < =,

(ii) fa on jaksollinen ja sen jakso on v/2/n, ts. kaikilla arvoilla t € R ja kaikilla
k=0,+1,+2,... on voimassa

f,.(t + k\/?i) = fa(t).
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=

Kuva 4.8. Sahanterafunktio u = fa(2)

Ehdoista (i) ja (ii) seuraa, etts

SN

0< fa(t) < kaikilla t € R,

joten f, — 0 tasaisesti Rissd, kun n — co. Niin ollen sahantersin u — fn(t) ham-
paiden lukumaéré valilli [0, /2] kasvaa rajatta, mutta hampaan korkeus lhestyy
nollaa, kun n — co.

Léheneeks sahanterén u = f,(t), 0 < t < /2, pituus vilin [0,+/2] pituutta, kun
n — oo?

Yhden hampaan pituus on 2/n, joten koko sahanterin « = fa(?), 0 <t <2,
pituus on r- (2/n) = 2. Vilin [0, /2] pituus on sen sijaan v/2. Sahanterin pituus
el siis riipu lainkaan hampaiden lukuméérésta n. Onko timé ristiriita?

Olkoon yleisesti u = g(t) jatkuva kiiyri, jonka derivaatta u = ¢'(t) on paloittain
jatkuva vélilla [a, 8] (Kuva 4.9).

Kuva 4.9. Jatkuva kéyrs u = g(¢), jonka derivaatta on paloittain
jatkuva.
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Kéyran u = g(t) pituus on

b
o) = [ VIFFF a

Olkoon f(t) =0 ja tarkastellaan kéyrien u = f(t) seki u = fo(t) pituuksia valilla

[0,v2]:
vz vz
l(f):/ 2JiT(t)?dt=/ ViTCa-ve
0 0
v vi
z(f,,)=/D Z\/1+f,’1(t)2dt=/o T E =2,

Jotta voitaisiin paatelld, ettd I( f,) — I(f), olisi integraalilaskennan teorian mukai-
sesti lausekkeen /1 + f},(t)? supettava esim. tasaisesti kohti lauseketta /1 + f/(¢)?
valilld [0,v/2]. Analyysi 5:ssé tarkastellaan tasaista suppenemista yleisempié sup-
penemisen muotoja, joiden vallitessa I(fn) — I(f), kun n — co. Sen sijaan ta-
sainen suppeneminen f, — f ei milliéin tavalla vaikuta kéyrin u = f,(t) pituu-
den I(f,) kiyttdytymiseen, kun n — oco. Integraalilaskennan valossa ei siis ole
16ydetty minkéénlaista ristiriitaa.

Tarkastellun sahanteréfunktion u = f,(t) pituus antaa zy-tason pisteiden O =
(0,0) ja P = (1,1) taksiautoetiisyyden, kun valitaan t-akseliksi suora y=2ja
u-akseliksi suora y = —z (Kuva 4.10).

Yy
V2,04
u .1 P
u= fu(t)
o (1,0) z

Kuva 4.10. dr(O, P) = I(fa)
Téami osoittaa, ettei euklidista etdisyyttéd dp(O, P) saada taksiautoetiisyyden
dr (0, P) rajatapauksena, jos pisteitd O ja P yhdistavin muotoviivan sivujen lu-

kumé&ira kasvaa rajatta. [
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5. Erikoisviivoittimista

Metrisen geometrian M = {§, L, d} suoran ! viivoitin f: [ — R voidaan valita
siten, etté se saa arvon nolla halutussa pisteessi ja on positiivinen halutulla osalla
ko. suoraa. Tamén osoittamiseksi todistetaan ensin seuraava yleinen tulos.

Lause 5.1. Olkoon f: 1 — R suoran | viivoitin metrisessi geometriassa M.
Josa € R ja e € R siten, ettd e = 1, niin kuvaus h,: | — R,

ha,o(P) = ef(P) - a,

on suoran | viivoitin.

Todistus. Lemman 4.8 nojalla riittia niyttis, ettd ha,e on surjektio ja ettd
yhtélo
[ha,e(P) = hae(Q)] = d(P, Q)

patee kaikille P, Q € L.
Olkoon ¢ € R. Koska f: | — R on surjektio, on olemassa R € I siten, ett3,

t+a
-

f(R) =

Mutta silloin on

a=t,

hodB) = ef(B)—a=e 52

joten kg . on surjektio.
Olkoot P, @ € I. Silloin

|ha,e(P) = ha,e( Q)] = [ef(P) — a— (e£(Q) — a)|
= [elIf(P) = f(@)| = If(P) - f(@)] = d(P,Q). O

Valitaan @ = 0 ja € = —1 Lauseessa 5.1. Silloin saadaan viivoitin ho—1: I =R,
jolle
ho,-1(P) = = f(P)
kaikille P € I. Té&méi viivoitin vaihtaa siis fin positiivisen osan negatiiviseksi
ja negatiivisen osan positiiviseksi. Oletetaan, ettd f(Py) = 0. Voimme silloin
mééritelld suoran | peilauksen op,: I — I pisteen Py suhteen yhtalolla

ho,—1(op,(P)) = f(P).
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Pisteen P peilikuva pisteen P, suhteen on se yksikasitteisesti madratty l:n piste

ap,(P), jolle f(op,(P)) = —f(P) eli op,(P) = FH=f(P)).

Jos valitaan a # 0 ja € = 1, niin viivoitin h,; saadaan f:sté siirtamallé origo Py
pisteeseen P, jolle f(P;) = a. Toisin sanoen voimme méaritelld suoran ! siirron
3q: | — [ luvin a vetran yhtalslla

ha(sa(P)) = f(P).

Talléin s,(P) on se yksikésitteisesti masratty suoran ! piste, jolle f(sa(P)) =
f(P)+ a. Siis
sa(P) = fTH(F(P) +a).

Lause 5.2. Olkoot A ja B metrisen geometrian M suoran [ pisteitd. Silloin
on olemassa viivoitin g: | — R, jolle g(A) = 0 ja g(B) > 0.

Todistus. Koska I on suora metrisessd geometriassa, on olemassa viivoitin
f:1—R. Olkoon a = f(A). Méaritellazn h: I -» R asettamalla h(P) = f(P) —a
kaikilla P € I. Lauseen 5.1 perusteella h on suoran ! viivoitin. Koska h(A) =
f(A)—a =0, on h(B) # 0. Jos h(B) > 0, valitaan g = h. Jos h(B) < 0, niin
valitaan g = —h. Molemmissa tapauksissa g on suoran [ viivoitin (Lause 5.1), joka
toteuttaa vaaditut ehdot. [

Lauseen 5.2 tilanteessa sanotaan, ettd g on suoran [ viivoitin eli koordinaatti-
Jjérjestelmd, jolle A on origo ja B on positiivinen.

Edelld todettiin, ettd metrisen avaruuden M suoralle | voidaan maritelld pei-
lauksia op,: [ — [ ja siirtoja sq: | — . Siirrot ja peilaukset ovat bijektioita ja

a;ol = 0Py, S, =$—q.
Jos f: 1 — R on viivoitin, jolle Py on origo, niin
ho,—: =foop ja ha,x =fos_a
ovat l:n viivoittimia. Seuraava lause osoittaa, etté kaikki I:n viivoittimet saadaan

muuntamalla f:34 peilauksen op, ja siirtojen s, avulla:

Lause 5.3. Oletetaan, ettd f ja g ovat metrisen avaruuden M suoran | viivoit-
timia. Silloin on olemassa a € R ja ¢ € R siten, ettd €2 = 1 ja g(P) = ef(P) — a
kaikille P € 1.

Todistus. Olkoon Py € I piste, jolle f(Py) = 0 ja olkoon a = —g(P,). Koska f
ja g ovat molemmat l:n viivoittimia, on jokaiselle P € I voimassa
[f(P) = f(P) = f(Po)| = d(P, Py)
=19(P) = g(Po)| = |g(P) + al.
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Nain ollen jokaiselle P € [ on voimassa
f(P)=%(g(P) +a).
Oletetaan, ettd on olemassa lin piste P; # Py, jolle f(P1) = g(P1) + a ja toinen
I:n piste P, # Py, jolle f(P) = —(g(Pz) + a). Silloin
d(Py, o) = |f(Py) = f(P2) = lg(P1) +a+g(P2) +a
= g(P1) + g(P2) +2al.
Koska d(Py, Py) = |g(P1) — g(P,)|, on
l9(Pr) = g(P2)| = lg(P1) + 9(P2) + 2al,
joten joko
9(Pr) - g(P2) = g(P1) + 9(P2) + 2a
tai
9(P1) = g(Py) = —g(P1) — g(P2) — 2a.
Ensimmaisessi tapauksessa on
9(Py) = —a=g(Po)
ja jalkimmaisesséd tapauksessa on
9(P1) = —a = g(P).
Koska ¢ on injektio, tullaan molemmissa tapauksissa ristiriitaan. Siis on joko
f(P)y=g(P)+a kaikilla P € [
tai
f(P)=—g(P)—a kaikilla P € I

Jos edellisessé tapauksessa valitaan ¢ = 1 ja jalkimmaéisessa tapauksessa valitaan
e = —1, niin aina g(P) =ef(P)—a. O

Edelld on jo todettu, ettd metrisen geometrian suoralla on aina dérettéman
monta pistettd. Kuitenkaan jokainen insidenssigeometrian { S, L } etiisyys ei syn-
nytd metristd geometriaa, vaikka suorilla olisi “riittévasti” pisteitd. Pisteiden pitad
liséksi jakautua oikealla tavalla seké ldhelle ettd kauas, kuten harjoitustehtavissa
on nahty.

6. Euklidisen tason vektoriesitys

Edelld euklidinen taso £ maariteltiin kayttamalld analyyttisestd geometriasta
peraisin olevia kasitteitd, esim. suoran kulmakerrointa. Toinen tapa maaritelld
& on kayttad lineaarialgebran késitteistod, kuten vektoreita, vektorin normia ja
sisituloa.
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Madritelmd 6.1. Jos A = (21,y1) € R?, B = (22,12) € R? ja 7 € R, niin
(i) A+B=(21+22,y1 +92) €ER?,

(ii) 74 = (rz; +ry1) € R?,

(i) A—B=A+(-1)B = (21— 22,51 — y2),

(iv) (4, B)=z122 +yip €R,

) 4l = +v/{4,4) €R.

Mééritelméassé 6.1 tarkastellaan R?:a vektoriavaruutena, jossa on tavanmukai-
nen vektoreiden yhteenlasku, skalaarilla kertominen, sisétulo ja vektorin normi.
Nailld on seuraavat ominaisuudet:

Propositio 6.2. Kaikille A, B, C € R? jar, s € R pétee

(i) A+B=B+A4, (i) (A+B)+C=A+(B+C),
(iii) r(A+B)=rA+rB, (iv) (r+s)A=rA+ 34,
(v) (4,B)=(B,4), (i) (r4,B)=r(4,B),

(vi)) (A+B,C)=(4,C)+(B,C), (vii]) [Ir4]l = |r[||All,
(ix) Al >0, jos A #(0,0). O
Vektorimerkintsj kéyttamalla R%:sta tehdssn insidenssigeometria seuraavasti:
Jos A ja B ovat eri pisteité, niin niiden kautta kulkeva suora on
Lap={X€e€R?|X=A+4B-A), teR}).
Seuraavaa propositiota pidetdan ilmeisens:
Propositio 6.3. Olkoon L' kaikkien muotoa Lap olevien R%mn osajoukko-

jen kokoelma. Silloin {R?,L'} on insidenssigeometriana sama kuin euklidinen
taso£. O

Proposition 6.3 todistamiseksi riitta4 osoittaa, ettd £’ on sama kuin Propo-
sitiossa 2.2 médritelty euklidisten suorien joukko Lp. T#imé voidaan osoittaa
néyttamalla, ettd L' C Lg ja Lg C L.

Propositio 6.4. Jos A, B € R?, niin dg(4,B) = ||A - B].

i

Todistus. Olkoon A = (z1,%1) ja B = (z2,y2). Silloin |4 — B|| = (A— B
A=BY? = ((z1 - @)+ —w2))Y2 O
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Propositio 6.5. Olkoon Lp € Lg. Silloin kuvaus f: Lap — R,
F(A+UB - 4)) =t|B - 4],
on suoran L 4p viivoitin.
Todistus. Jokaista pistetti P € Lap vastaa yksi ja vain yksi reaaliluku ¢ siten,

ettd P = A+t(B — A). Niin ollen f on todella kuvaus Lap — R (eli f on “hyvin
maaritelty”).

Olkoon ¢y € R. Suoran L 4p mairitelmén nojalla A # B, joten ||A — B[ # 0.
Olkoon ¢ = to/||B — Al| ja P = A +#(B — A) € Lap. Silloin

£(P) =B = Al = B~ Al = to,

joten f on surjektio.

Viivoitinyht&lén todistamiseksi olkoot Py = A+t (B—A) ja P, = A+t2(B—A).
Silloin on
IF(P1) = f(Po)| = [t2]|B — All = 22| B — All| = [t = 2| |B — A
Toisaalta on (Propositio 6.4 ja Propositio 6.2)
dp(P1, B) = ||Py = B = [[t(B — A) — t2(B — A)|| = [tz — to| [|B — 4]|.
Niin ollen |f(P1) — f(P2)| = de(Py, P,), joten f on Lemman 4.8 nojalla viivoi-
tin. O

Vanhastaan tiedetéin, ett vektoreiden pistetulo ja vektoreiden valisen kulman
kosini liittyvéit toisiinsa kaavalla @ - § = ||| [|3]| cos(&, %), missa (&,5) on vektorei-
den @ ja % vilinen kulma, kun vektorit on piirretty alkamaan samasta pisteesti
(Kuva 6.1).

Kuva 6.1
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Koska | cos(d, b)| < 1, seuraa tisté vektorilaskennan peruskaavasta, etts
[@- o < flalf 12]]-

Tama ns. Schwarzin epiyhtilé voidaan myds todistaa kayttamatta kulman ké-
sitettd. Télloin saavutetaan kaksi etua: 1) Euklidisen tason vektoreiden vilisen
kulman kosini voidaan méaritelld sisdtulon avulla, jolloin kulman késite i nojaa
kuvista tehtyihin havaintoihin. 2) Schwarzin epayhtilon todistus patee sellaise-
naan yleisemmissikin sisatuloavaruuksissa kuin R?:ssa. T#sti seuraa, ettei vek-
toreiden valisen kulman kiisite rajoitu tasoon R?, vaan se voidaan yleistd4 jopa
sellaisiin sisdtuloavaruuksiin, joista ei voida piirtaa kuvia.

Propositio 6.6. (Schwarzin epéyhtils). Jos X, Y € R?, niin
() KX,V < [ X] 1Y)

Epdyhtiléssd () on voimassa yhtasuuruus, jos ja vain jos joko Y = (0,0) tai
X =1Y jollakin t € R.

Todistus. Huomaa, etté tapaus X = (0, 0) siséltyy jilkimmaiseen vaihtoehtoon,
kun valitaan ¢ = 0.

Jos Y = (0,0), niin [(X,Y)] = 0= || X|| |[Y]], joten (*) on voimassa.
Oletetaan, ettd Y # (0, 0). Tarkastellaan funktiota g: R — R, g(t) = || XtV
Silloin
g(t) = (X —tY, X — V) = (X, X) — 2t(X,Y) + (¥, Y).
Koska Y # (0,0), on (Y,Y) # 0, joten g(t) on ¢:n toisen asteen polynomi. Koska
g(t) = ||X — t¥|* > 0 keikilla ¢ € R, e ¢(¢):1li voi olla kahta eri nollakohtaa.

Yleisesti tiedetdn, ettd funktiolla at? + 2bt + ¢ on kaksi reaalista nollakohtaa, jos
ja vain jos b? — ac > 0. Nain ollen

(X,Y)? — (X, X)(Y,Y) <0

XY < VXL XNYY) = XY

Milloin (#):ssd on voimassa yhtasuuruus? Jos ¥ # (0,0), niin yhtdsuuruus
pétee aina ja vain, kun yhtéldlld g(¢) = 0 on reaalinen juuri. Mutta g(¢) = 0 aina
javainkun X —tY =0eli X =tY jollakint € R. O

eli

Té&hén asti olemme verranneet toisiinsa ainoastaan samalla suoralla olevien pis-
teiden (eli kollineaaristen pisteiden) vilisid etdisyyksid. Jos 4, B ja C ovat kol-
lineaarisia pisteitd metrisessé geometriassa M = {S, L,d} siten, ettd B on Amn
ja C:n valissd, niin d(A,C) = d(4,B) + d(B,C). Jos pisteet A, B ja C ei-
vét ole kollineaarisia, ne muodostavat kolmion. Kolmiossa on aina “sivun AC
pituus” korkeintaan niin suuri kuin “sivujen AB ja BC pituuksien” summa eli
d(A,C) < d(A, B)+d(B,C). Tama heuristinen ajatus voidaan tismentis seuraa-
valla tavalla:

30



Maaritelmé 6.7. Joukon § etaisyysfunktio d toteuttaa kolmuoepiyhtilin, jos
epayhtalé
d(A,C) < d(A,B) +d(B,C)
on voimassa kaikille 4, B, C € S.

Propositio 6.8. Euklidinen etaisyysfunktio dg toteuttaa kolmioepayhtilon.

Todistus. Osoitetaan aluksi Schwarzin epayhtilon avulla, ettd kaikille X, ¥ e
R? on voimassa || X + Y| < || X|| + ||Y]. Suoralla laskulla nihdéin, etts
X +Y[P = (X +¥, X +Y) = (X, X) +2(X, V) + (¥,Y)

= X1+ 206,¥) + ¥ P

XN + 21, )+ (1Y)

S IXIP 21X Y]+ )

= (IX [+ 1Y 11>
Ottamalla epayhtdléon molemmilta puolilta neliéjuuri saadaan [|X + Y| <
IIX]| + IIYll. Viite seuraa valitsemalla X = A— B ja ¥ = B — C, silla
IX+Y||=[l4-Cll = ds(4,C), |X| = |4~ B| = dE(A B) ja IIY|| =[B-C|
=dg(B,C). O

Kolmioepayhtéld on voimassa myés taksiautotasossa (harjoitustehtsvi) ja hy-
perbolisessa tasossa (pitka lasku). Kuitenkaan se ei ole voimassa kaikissa metri-
sissé geometrioissa (harjoitustehtava).

7. Suoran pisteiden jarjestys

Edelld on jo pari kertaa viitattu kasitteeseen “piste B on pisteiden A ja C valissi
suoralla I”. Eukleides ei aksiomatisoinut taté késitettd, mutta on osoittautunut,
ettd télloin voidaan esim. “todistaa” jokainen kolmio tasakylkiseksi. Miaritte-
lemme seuraavaksi “vilissdolon” kayttamalla etdisyysfunktiota. Taman jilkeen
voimme méaritelld sellaiset metrisen geometrian peruskasitteet kuin jana, kulma
Jja kolmio.

Madéritelma 7.1. Piste B on pisteiden 4 ja C wilissd, jos A, B ja C ovat
metrisen geometrian M = {S, £,d} kolme eri kollineaarista pistetts ja d(4, B) +
d(B,C) =d(A,C). Talloin merkitian A — B — C.

Jos merkitddn lyhyesti AB = d(4, B), niin

A—-B-C <= AB+ BC = AC,
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kun A, B ja C ovat erillisid kollineaarisia M:n pisteitd. Merkinta AB = d(A, B)
ei ole kuitenkaan kovin yleisesti kéyttékelpoinen, koska siitd ei kiy ilmi kiytetty
etdisyysfunktio. (Jos A ja B ovat esim. ylemmin puolitason H pisteit, voidaan
tilanteesta riippuen tarkastella etaisyyksia dp(A, B), dy(4, B), dr(4, B) jne.)

Olkoot A, B ja C metrisen geometrian M kolme erillistd pistettd. Seuraako
ehdosta AB + BC = AC, etta A, B ja C ovat kollineaarisia? Euklidisessa tasossa
ja hyperbolisessa tasossa vastaus on mydnteinen. Havainnollisesti puhuen timi

johtuu siité, ettd suora 4G on molemmissa tapauksissa yksikasitteisesti madratty
lyhin kiyra (eli ns. geodeettinen vijva) pisteesti A pisteeseen C. Jos B ei ole tills
suoralla, on oltava AB+BC > AC, silli muuten murtoviiva ABC olisi korkeintaan
yhté pitkd kuin jana AC eika pisteitd A ja C' yhdistévi geodeettinen viiva olisi
vksikasitteisesti maaratty.

Taksiautotasossa tilanne on toinen. Sielld pisteitd A ja C' yhdistavid lyhimpia,
kéyrid on rajaton madrd. (Kaikki murtoviivat, joiden sivut ovat koordinaatti-
akselien suuntaisia (Kuva 4.2).) Téstd seuraa, ettd taksiautotasossa yhtals AB +
BC = AC voi olla voimassa, vaikka pisteet A, B ja C eivit ole kollineaarisia
(harjoitustehtéva). Yleisessd tapauksessa vastaus esitettyyn kysymykseen on siis
kielteinen.

Esimerkki 7.2. Tarkastellaan hyperbolisen tason H pisteitd A = (—1/2,/3/2),
B=(0,1) ja C = (1/2,/3/2). Osoita, etti A — B — C (Kuva 7.1).

Kuva 7.1
Ratkaisu. Pisteet A, B, ja C ovat suoralla L' = {(z,y) € H | 2? +y? = 1}.

Etiisyyksille on voimassa
=1/241
73/2
AB =dy(4,B) = ln——|= Inv3,
1
BC =dy(B,C) =1nv3,
AC = dy(4,C) =1n3.
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Nain ollen AC' = AB+BC, joten A— B—C. Kuvassa 7.1 piste B todella “nayttaa
olevan” Am ja C:n vilissa. [

Lause 7.3. Jos A— B — C, niinC — B — A.

Todistus. Koska A — B — C, pisteet C, B ja A ovat erillisia ja kollineaarisia.
Lisiksi AB + BC = AC. Koska kaikille P, Q € S on voimassa PQ = QP, on
CB+BA=CA. QO

Jos z, y, ja z ovat reaalilukuja, niin y on lukujen z ja z vilissd, jos
joko z<y<z tai z<y<az,
ts. jos (y — z)(y — z) < 0. Tallsin merkitddn « + y * 2.

Jos z, y ja z ovat kolme eri reaalilukua, niin yksi niist4 on suurin, toinen on
pienin ja kolmas on niiden kahden vilissa.

Lause 7.4. Olkoon f metrisen geometrian M suoran [ viivoitin. Suoran |
pisteiden A, B ja C koordinaatit olkoot z = f(A), y = f(B) ja z = f(C). Silloin
A — B —C, jos ja vain jos z ¥y * z.

Todistus. Jos joukko { A, B,C'} sisiltdé korkeintaan kaksi eri pistetts, niin
kumpikaan ehdoista A — B — C ja z #y * z ei voi olla voimassa. Riittds siis
tarkastella tapausta, jossa A, B ja C ovat kolme eri pistetta.

Oletetaan ensin, ettd A — B — C eli ettd AB + BC = AC. Viivoitinyht&lén
perusteella on silloin

AB =|f(A) - f(B)l=le—yl, BC=ly—2l, AC=|c—2,
joten
(+) [ =yl +ly 2| =|e—z|
On osoitettava, ettd joko = < y < z tai z < y < z on voimassa.

Koska A, B ja C ovat eri pisteita ja f on viivoittimena injektio, ovat z, y jaz
eri lukuja. Néin yksi ja vain yksi seuraavista vaihtoehdoista on voimassa:

(i) z<y<az, (i) z2<y<a,
(i) y<z <z, (iv) z<z<y,
(v) z<z<y, Vi) y<z<a.
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Tapauksessa (iii) on |z —y| =2 —y, [y — 2| = 2 —y ja |z — z| = z— 2. Silloin (*):n
nojalla
le—yl+ly—2l=2-y+z-y=z-uz,

joten & = y, mikd on mahdotonta. Samalla tavalla voidaan osoittaa, etteivit
vaihtoehdot (iv)-(vi) voi toteutua. Siis joko (i) tai (ii) on volmassa el = * y * 2.

Oletetaan kédntéen, ettd = * y * z. Tarkastellaan esim. tapausta z < y < z.
Koska [z —y|=y—=z, [t —2]|=z—-2jaly—2/=2—y,on

le —yl+y— 2| = e — 2|
eli
[£(4) = f(B)| +1£(B) = f(C)l = |£(4) - F(C)I

eli
AB + BC = AC.

Koska pisteet A, B ja C liséksi ovat erillisia ja kollineaarisia, on A—B—C. Tapaus
z < y < z voidaan todistaa samalla tavalla. [

Korollaari 7.5. Olkoot A, B ja C kolme erillisti kollineaarista pistetta. Silloin
yksi ja vain yksi naistad pisteistd on kahden muun valissa.

Todistus. Olkoot A, B ja C suoralla [ ja olkoon f suoran [ viivoitin. Silloin
z = f(A), y = f(B) ja z = f(C) ovat kolme eri reaalilukua, joten yksi ja vain yksi
luvuista z, y ja z on kahden muun valissd. Viite seuraa Lauseesta 7.4. [

Propositio 7.6. Euklidisessa tasossa on voimassa A — B — C, jos ja vain jos
B=(1-t)A+tC = A+1C — A) jollekin reaaliluvulle t,0 <t < 1.

Todistus. Harjoitustehtava. [

Lause 7.7. Jos A ja B ovat eri pisteiti metrisessi geometriassa M, niin
(i) on olemassa piste C, jolle A— B — C,
(ii) on olemassa piste D, jolle A— D — B.

Todistus. Olkoon f suoran | = AB viivoitin, jolle f(4) < f(B) (vrt. Lause 5.2).
Merkitédén z = f(A) jay = f(B). Kohdan (i) todistamiseksi valitaan z = y +1 ja
C = f7(2). Silloin A — B — C, koska z < y < z. (Lause 7.4.)

Kohdan (ii) todistamiseksi valitaan w = (z + y)/2 ja D = f~}(w). Silloin
A—D-B,koskaz<w<y. 0O
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Merkinta A—B-—C— D tarkoittaa, ettd ehdot A~B—C, A~B~D, A~C—D ja
B—C —D ovat yhtaaikaa voimassa. Tama tapahtuu, jos ja vain jos ehdot A—B—C'
ja B = C — D ovat voimassa. Jos annetaan nelja erillistd kollineaarista pistetti,
niin ne voidaan nimetd pisteiksi 4, B, C ja D siten, etti A — B —C — D on
voimassa.

8. Janat ja sateet

Kaiken tahanastisen valmistelutyon jalkeen voimme maritelld janat ja siteet
(eli puolisuorat) aksiomaattisesti. Seuraavassa pykildssi médritellian janojen
avulla kolmiot ja siteitten avulla kulmat, jolloin klassillisen geometrian perus-
kasitteet ovat tulleet méaritellyiksi. Havaitaan, ettd aksiomaattinen lihestymis-
tapa geometriaan ei ole didaktisesti aivan ongelmatonta. Koska esitystd tuskin
voidaan lépikdyméstdamme yksinkertaistaa, ei ole ajateltavissa, ettd niinkain pit-
kalle menevéd aksiomaattista johdatusta voitaisiin siséllyttas kouluopetukseen.
Johtop#atoksend on, ettd koulugeometriassa tulisi aksiomatiikan sijasta keskitty
tutkimaan euklidisen tason mallia £ = {R?, L, dg }.

Milloin sitten aksiomaattinen teoria on tarpeen? Oleellista on, etté samaa teo-
riaa halutaan soveltaa hyvin erilaisiin malleihin. Kohta késiteltivé topologia tulee
olemaan hyvé esimerkki aksiomaattisen menetelmén voimasta. Topologiassa pe-
ruskisitteind ovat pisteet ja avoimet joukot. Mutta “pisteet” ovat joskus euklidisen
avaruuden pisteité, joskus funktioita, joskus lukujonoja, joskus pintoja tai kéyria
jne. On selvid, ettd talloin ei riitd tarkastella euklidisen tason topologiaa. Aksio-
maattiseen geometriaan verrattuna aksiomaattisella topologialla on viels se etu,
ettd tarvittavien aksioomien maara on hyvin pieni.

Maéritelmé 8.1. Jos A ja B ovat eri pisteitd metrisessi geometriassa M =
{S,L£,d}, niin Am ja B:n m amalla janalla tarkoitetaan joukkoa

AB={CeS|A-C—-B}U{A,B}.

Propositio 8.2. Olkoot A = (z1,y1) ja B = (22,y2) hyperbolisen tason suo-
ran L™¢ pisteitd. Jos 21 < z2, niin (Kuva 8.1)

AB={C=(a",y)e L™ |2; <a' <3 }.
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A ¢ B
»
zy z'c T2 z
Kuva 8.1

Todistus. Koska 2' = z; vastaa pistettd 4 ja 2’ = 2, vastaa pistettd B, riittis
néyttdd, etta A — C' — B, jos ja vain jos 21 < z' < z5.

Tarkastellaan suoran L™ standardiviivoitinta

T—cH+r

f(z,y) =In
Oletetaan, ettd A — C — B. Lauseen 7.4 perusteella on silloin
) F(A4) * (C) * £(B).
Kéanteiskuvaus g = f~': R — L™ on L™%n parametrisointi

9(t) = (¢ + rtanht,r secht).
Jos merkitdén f(4) =t1, f(B) =t ja f(C) = ts, niin (*):n nojalla on
ty ¥ty %1y,
Koska tanht on aidosti kasvava t:n funktio, on
(c+rtanht;)* (c 4 rtanhts) * (c +rtanht,)

eli
- Ty * 'k xy.

Koska oletuksen mukaan z1 < x4, on z; < &' < z3.

Oletetaan kiintéen, ettéd 1 < 2’ < 2 on voimassa L™n pisteille A = (z1,91),
B = (22,2) ja C = (2',y"). Koska pisteelle (z,y) € L™ pitee

y=Vri-(@ - =Vir+@=dlr- (-,

36




fay)= ln\/ rie—c)

r—(z—c)
Derivoimalla voidaan osoittaa, etta funktio

r+(xz—c)

xHr—-(z—c)'

on kasvava. Koska myos logaritmi ja nelidjuuri ovat kasvavia funktioita, on
f(4) < £(C) < £(B).
Lauseen 7.4 nojallaon A—C—~B. 0O

_ Lause 8.3. Olkoot A, B, C' ja D metrisen geometrian pisteité siten, etti AB =
CD. Silloin {A,B}={C,D}.

Todistus. Oletetaan esim. ettd A ¢ {C, D}, ts. ettd A # C ja A # D. Koska
AeCD,onC—-A-D.

Koska AB = CD, pisteet A, B, C ja D ovat kollineaarisia. On seuraavat
mahdollisuudet: (i) B = C, (ii) B = D, tai joukossa {A4,B,C,D} on nelji
eri pistettd ja yksi seuraavista vaihtoehdoista toteutuu: (iii) B —C — A — D,
(iv) C=B—A-D,(v) C—A-B-D,(vi) C—~A—- D — B. Tapauksissa (i),
(iii) ja (iv) on B — A — D, joten D ¢ AB = CD. Tapauksissa (ii), (v) ja (vi) on
C — A - B, joten C ¢ AB = CD. Ristiriita, joten A € {C,D}. Samalla tavalla
voidaan osoittaa, ettd B € {C,D}. O

Madritelmé 8.4. Pisteité A ja B kutsutaan janan AB pditepisteiksi. Lukua
AB = d(A, B) kutsutaan janan AB pituudeks:.

Lause 8.3 osoittaa, ettd janan paatepisteet ovat yksikasitteiselld tavalla maara-
tyt.

Maééritelma 8.5. Olkoot A ja B metrisen geometrian M = {&,L,d} kaksi
eri pistettd. Sateelld eli puolisuoralla pisteestd A suuntaan B tarkoitetaan joukkoa

AB=ABU{CeS|A-B-C}.

Side AB on miaritelmin perusteella suoran aB osajoukko.
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Kuva 8.2. Siteitd euklidisessa tasossa

Y
B
c
AB ¢D - F
4 D EF

KuvA 8.3. Siteita hyperbolisessa tasossa
Propositio 8.6. Euklidisen tason janoilla ja siteillé on esitykset
ZE:{CER2|C=A+t(B—A), 0<t<1}),
AB={CeR?|C=4A+1(B - a), t>0}. o

Seuraava lause osoittaa, etts siteen AB

alkupiste A on yksiksitteiselld tavalla
méaratty:

Lause 8.7. Metrisessi geometriassa M on voimassa:
(i) Jos AB = CD, niin 4 = C.
(ii) JosC € AB ja C # 4, niin AC = 4B. o

Kohdan (ii) perusteella siiteell on useita

eri esitystapoja, joissa Laikissa on
sama alkupiste.
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Lause 8.8. Jos A ja B ovat metrisen geometrian M kaksi eri pistettd, niin on

olemassa viivoitin f: AB LR siten, etta

AB={X e AB|f(x)20}.

Todistus. Olkoon f: iB - R viivoitin, jolle A on origo ja B positiivinen
(Lause 5.2). Vaitdmme, ettd f téyttdd vaaditut ehdot. Osoitetaan ensin, etts

{X e AB| f(X)>0}C AB.

Olkoon tit varten X € AB siten, ettd f(X) > 0. Merkitisn ¢ = f(X) ja

y=f(B)>0. Josz=0,niinX =A e AB. Josz =y, niin X = B € AB.
Koska z > 0, niin jaljelle j&3 vaihtoehdot 0 < = < y tai 0 < y < z. Edellisessa

tapauksessa on A — X — B jasiis X € AB C 4B. Jalkimmaisess3 tapauksessa on
A—B—X jasiis X € AB (Lause 7.4).

Viela on osoitettava, etta
ABc{XeAB|f(X)>0}
Olkoon tts varten D € AB, jolloin D € AB. Oletetaan, etti f(D) < 0. Koska

f(A)=0ja f(B) >0, on (Lause 7.4) D — A — B jasiis D ¢ AB. Ristiriita. Siis
f(D)z0. O

Perinteisen (koulu-) geometrian keskeisté aineistoa oli kolmioiden yhtenevai-
syyslauseet. Namé& perustuvat janojen ja kulmien yhtenevaisyyteen.

Maiéritelm4 8.9. Metrisen geometrian M janat AB ja @ova_t_y_htenevid eli
kongruentteja, jos niilld on sama pituus. Talléin merkitdsn AB ~ CD.

Lause 8.10. Olkoon AB side Jja PQ jana metrisessi geometriassa M. Silloin

on olemassa yksikisitteisesti maaratty piste C € AB siten, etti PQ ~ AC.

Todistus. Olkoon f suoran AB viivoitin, jolle A on origo ja B positiivinen.
Lauseen 8.8 mukaan AB = {X e AB | f(X)>0}. Olkoon r = PQ ja C =
F74(r). Koska r > 0, on C € AB. Lisaksi

AC = |f(4) - F(C)] = [0=r] =r = PQ,
joten AC' ~ PQ).

On vield naytettavé, ettd piste C on yksikésitteisesti maaratty. Oletetaan tata,
varten, ettda C' € AB on toinen piste, jolle AC’ ~ PQ. Koska C' € A—B), on
F(C") > 0. Lisaksi

F(C) = f(C") = f(4) = |f(C") - f(A)| = AC" = PQ = f(C).
Koska f on injektio, on C' = C. g
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Esimerkki 8.11. Olkoon hyperbolisessa tasossa A = (0,2), B = (0,1), P =
(0,4) ja @ = (7,3). Etsi piste C € AB, jolle AC ~ PQ.

Ratkaisu. Ensin on selvitettiva, milld suoralla L™ pisteet P ja Q ovat. Mo-
lempien pisteiden koordinaattien on toteutettava yhtals

(= +y* =17,

mistd saadaan helpolla laskulla, ettd ¢ = 3 ja r = 5. Sen jilkeen lasketaan pistei-
den P ja Q etaisyys:

0-345
=In6.

dn(P,Q) = |In

Side AB on I-tyypin suoralla z = 0. Olkoon C = (0,y). Silloin
@m¢n=mgy
Jotta olisi AC ~ PQ, on oltava
In % =+In6

eli
— : 1
y=12 tai y=g3.

Koska on oltava C' € ﬁ, ainoastaan C = (0, 1/3) kelpaa ratkaisuksi (Kuva 8.4). O

Kuva 8.4. AC ~ PQ
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Esimerkissé 8.11 ovat I-tyypin suoralla oleva jana AC ja II-tyypin suoralla oleva
jana PQ yhtenevii eli kongruentteja hyperbolisessa geometriassa. Kuitenkin ne
pistejoukkoina néyttavat hyvin erilaisilta. Yhtenevyys on siis tarkasteltavaan geo-
metriaan liittyva kasite. Ainoastaan euklidisessa geometriassa yhtenevat kuviot
nayttavat samanlaisilta.

Lause 8.12. Oletetaan, ettd metrisessi geometriassa M = {S,L,d} on voi-
massa A— B —C,P—Q— R, AB ~ PQ ja BC ~ QR. Silloin AC ~ PR.

Todistus. Maaritelman 7.1 nojalla on
AB+BC=AC ja PQ+QR=PR

Koska AB ~ PQ ja BC ~ QR, on (Mairitelmé 8.9) AB = PQ ja BC = QR.
Silloin AC' = PR, mist4 seuraa, etti AC ~ PR. [

Seuraavan lauseen todistus on Lauseen 8.12 todistuksen nojalla ilmeinen:
Lause 8.13. Oletetaan, ettéd metrisessd geometriassa M {8,£,d} on

voimassa A — B —C, P - Q — R, AB ~ PQ ja AC ~ PR. Silloin
BC~QR. O

Lauseen 8.12 nojalla janoja voidaan laskea yhteen: Summajanan AC pituus
riippuu vain osien AB ja BC pituuksista, ei siitd, milld suoralla pisteet A, B ja C
sijaitsevat. Lause 8.13 maérittelee janojen vahennyslaskun.

Olkoot A ja B kaksi eri pistettd metrisessd geometriassa M. Piste M € AB on
janan AB keskipiste, jos AM = MB.

Lause 8.14. (i) Jokaisella janalla AB on keskipiste.
(i) Janalla AB on vain yksi keskipiste.
(iii) Jos M on janan AB keskipiste, niin A — M — B.

Todistus. Tarkastellaan suoran AB viivoitinta f, jolle f(A) =0 ja f(B) > 0.

Olkoon m = f(B)/2 ja M = f~!(m). Silloin on AM = |f(M) - f(4)| = m ja

= |f(B) — f(M)| = m, joten M on janan AB keskipiste. Lisiksi A— M — B
(Lause 7.4).

Olkoon M' € AB siten, ettd AM' = M'B. Koska AM' = |f(M')| ja M'B =
f(B) — F(M")], on +F(M") = f(B) — (M"). Siis joko f(M") = F(B)/2 tai
f(B) = 0. Koska f(B) > 0, on f(M') = f(B)/2 = f(M). Siis M = M'
viivoittimen f injektiivisyyden perusteella. [
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9. Kulmat ja kolmiot

Méérittelemme seuraavaksi kulmat ja kolmiot metrisessd geometriassa M =
{8,£,d}. On tarkeis huomata, ettei naiti kisitteitd varten tarvita metriseen
geometriaan mitddn lisdstruktuuria. Toisin sanoen metrinen geometria piti3 jo
siséllddn kulmat ja kolmiot.

Madéritelma 9.1. Olkoot 4, B ja C metrisen geometrian M kolme ei-kolline-
aarista pistettd. Kulmalla ABC tarkoitetaan S:n osajoukkoa

/ABC = BAU BC.

Méaritelméassa 9.1 ei sallita, ettd pisteet A, B ja C olisivat kollineaarisia. Tasts,
seuraa, ettd siteet B4 ja BC eivit ole samalla suoralla. Néin ollen “oikokulma”
ja “nollakulma” eivat sisélly kulman mééritelmédéin. Kuvassa 9.1 on esitetty kulma
euklidisessa tasossa ja hyperbolisessa tasossa.

c

Kuva 9.1. Euklidinen ja hyperbolinen kulma,

Alkeisgeometrian loogisia ongelmia kuvaa se, ettei ehdosta ZABC = ZDEF
itsestddn selvisti seuraa, ettd B = E. Kulman karki ei siis automaattisesti ole yk-
sikdsitteiselld tavalla maaritelty. Tama tulee ilmeiseksi jos ajatellaan oikokulmaa
euklidisessa tasossa: Oikokulman mééaraé kolme kollineaarista pistetts A — B — C,
mutta (Méaritelmén 9.1 mielessi) sama oikokulma saadaan, valittiinpa mitka ta-

hansa kolme pistetta 4’ — B' — C’ suoralta [ = AB. Oikokulmat ja (vastaavasti
nollakulmat) tuovat siis geometriaan loogisia ongelmia.
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Lemma 9.2. Olkoon ZPQR kulma ja S piste, jolle P — Q — S. Silloin S ¢
ZPQR.

Todistus. Oletetaan, ettd S € ZPQR. Koska S ¢ QP, on oltava S € QR ja
S # Q. Lauseen 8.7 kohdan (ii) perusteella éﬁ = Qg', joten @, R ja S ovat

kollineaarisia ja R € & = @ﬁ Néin ollen P, @ ja R ovat kollineaarisia, miké on
ristiriita. Siis S ¢ ZPQR. O

Lause 9.3. Jos ZABC = /DEF, niin B=E.

Todistus. Koska B € ZABC = /DEF, on B € ED tai B € EF. Oletetaan
esim., ettd B € EF ja B # E. Valitaan G siten, ettd E — B — G. Silloin
G € BB = EF C /DEF = /ABC, joten G € BC tai G € BA. Olkoon

esim. G € BC. Koska G # B, BC = BG. Siis ZABC = ZABG. Lemman 9.2
nojalla E ¢ ZABG, koska on E — B — G. Taméi on ristiriita, silld toisaalta
E € /DEF = /ABC = /ABG. Siis B= E. O

Lauseen 9.3 nojalla on metrisen geometrian kulman ZABC kirki B riippumaton
siita, millaista esitystd ko. kulmalle kiytetédn.

Maéritelma 9.4. Jos A, B ja C ovat metrisen geometrian M ei-kollineaarisia
pisteité, niin kolmiolle ABC tarkoitetaan joukkoa

AABC = ABUBCUCA.

Kuva 9.2. Kolmioita hyperbolisessa tasossa
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Euklidisessa tasossa kolmion kulmien summa on aina 180°. Hyperbolisessa ta-
sossa kolmion kulmien summa vaihtelee, mutta on aina vihemmén kuin 180°.
Hyperbolisessa tasossa voidaan maéritelld ns. hyperbolinen pinta-ala. Mité suu-
rempi on kolmion hyperbolinen pinta-ala, sitd pienempi on kulmien summa. On
nimittdin voimassa seuraava mielenkiintoinen saantd: Jos hyperbolisen kolmion
kulmien summa ilmoitetaan radiaaneissa ja lisatasn kolmion hyperbolinen pinta-
ala, niin saadaan aina tulokseksi 7.

Osoitamme lopuksi, etta kolmion kdirjet ovat yksikésitteisells tavalla maaratyt.

Lause 9.5. Oletetaan, etti metrisen geometrian pisteet A, B ja C eivit ole
kollineaarisia. Silloin A ei ole kolmion ABC minkasn kahden pisteen vilissa.

Todistus. Oletetaan, ettd olisi D — A — E joillekin pisteille D, E € AABC.
Osoitetaan, etts tillsin olisi D, E € BC.

Jos D € AB, niin joko D =BjaE—-A—Bti D#BjaE—A—D-B.
Molemmissa tapauksissa E ¢ AB. Jos E C AC, niin C — E — A — B tai C = E,
joten C— A—B. Jos E € BC, niin C — E— A — B tai C = E, joten C — A~ B.
Koska A, B ja C eivat ole kollineaarisia, on tultu ristiriitaan. Siis D ¢ AB.

Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, etts D ¢ AC. Koska D € AABC, on
oltava D € BC. Samanlainen todistus osoittaa, ettd E € BC.

Koska D—A—FEjaD, E ¢ ﬁ, on A € BC. Tami on mahdotonta, koska
A, B ja C eivit ole kollineaarisia. Siis ei voi olla D — A — E millekén pisteelle
D,Ee AABC. O

Korollaari 9.6. Jos AABC = ADEF, niin {A,B,C}={D,E,F}.

Todistus. Jos X € AABC ja X ¢ { A,B,C }, niin X on kolmion ABC kahden

pisteen vilissa. Lauseesta 9.5 seuraa silloin, etti,
{4,B,C}={X € AABC | X ei ole AABC:n kahden pisteen viliss }
={X € ADEF | X ei ole ADEF:n kahden pisteen vilissi }
={D,E,F}. 0

Maéritelma 9.7. Pisteet A, B ja C ovat metrisen geometrian kolmion AABC
karkid ja janat AB, BC ja AC ovat sen swuja.

Kolmioiden AABC ja ADEF yhtenevyyden (eli kongruenssin) m#érittelys var-
ten tarvitaan kulman mitta m. Oletetaan, etts tallainen on onnistuttu maarit-
telemddn metrisessé geometriassa M = {8,£,d}. Silloin nelikkdd {S,L,d,m}
sanotaan astelevygeometriaksi (protractor geometry). Astelevygeometrian kulmat
ZABC ja ZDETF ovat yhtenevid (eli kongruentteja), jos m(£LABC) = m(£DEF).
Talléin merkitdsn ZABC ~ /DEF.

Kolmiossa AABC merkitadn ZABC = /B, ZCAB = /A j» ZBCA = £C.
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Maéaritelma 9.8. Olkoot AABC ja ADEF kaksi kolmiota astelevygeomet-
riassa M. Bijektio f: {4,B,C} — { D, E,F} on kongruenssi, jos

4B ~ f(A)f(B), BC = f(B)f(C), CA=xjf(C)f(4),
sekd
LA~ Lf(A), LB~ /f(B), C =~ /f(C).
Kolmiot AABC ja ADEF ovat yhtenevid (eli kongruentteja), jos on olemassa
konguenssi f: {4,B,C} — {D,E,F}.

Osoittautuu, ettd tutut yhtenevyyslauseet eivat valttamatta pade astelevy-
geometriassa. Jos SKS-lause on voimassa, niin M:n sanotaan toteuttavan SKS-
aksiooman. T3lldin M on ns. neutraaligeometria. Neutraaligeometriassa voidaan
todistaa tuttuja kolmioiden yhtenevyyslauseita.

Taksiautotaso on esimerkki astelevygeometriasta, joka ei toteuta SKS-aksioomaa.
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II TopoLOGIA

1. Euklidisen tason topologian synty

Leonhard Euler (s. 1707 Baselissa, k. 1783 Pietarissa) tuli 1730 fysiikan ja
1733 matematiikan professoriksi Pietarin yliopistoon (kaupunki oli perustettu 1703
asumattomalle suolle). Vuonna 1736 hén ratkaisi seuraavan Kénigsbergin silta-
ongelman: Kénigsbergin kaupunki sijaitsi silloin Pregel-joen molemmilla rannoilla
ja kahdella saarella. Kaupunginosia yhdisti seitsemén siltaa (Kuva 1.1). Onko
mahdollista kiertdd kaupunginosasta toiseen siten, ettd jokainen silta tulee ylite-
tyksi tasmalleen kerran? Vastaus oli kielteinen.

Pregel

Kuva 1.1. Konigsbergin nelja kaupunginosaa ja seitsemin siltaa.

Euler huomasi, ett hin oli tekemisissa sellaisen geometrian osa-alueen kanssa,
jota siihen mennessa ei oltu eksplisiittisesti kéisitelty. Ongelma ei riipu saarten
tai joen muodoista, ei siltojen pituuksista tms. Siltaongelman ratkaisuun vaikut-
taa ainoastaan siltojen sijainti toisiinsa nadhden, ei reittien geometrinen muoto.
Kuvissa 1.2 ja 1.3 on erilaisia versioita samasta ongelmasta.
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Kuva 1.2. Kénigsbergin siltaongelma

S
Kuva 1.3. Kénigsbergin siltaongelma graafina. Kaaret ovat siltoja,
risteyskohdat kaupunginosia.

Konigsbergin siltaongelma ei sinéinsé ole kovin mielenkiintoinen. Matematiikan
historiaan se on jaanyt siksi, ett3 sen katsotaan olleen alkuna Eulerin oivallukselle,
ettd geometriasta tulee erottaa tieteenala, joka tutkii pelkistiin paikkasuhteita
kiinnittdmattd huomiota suuruuksiin tai muotoihin. Uusi tiede sai nimen analysis
situs, paikan analyysi. MyShemmin sité on ruvettu kutsumaan topologiaksi kreikan
kielen sanojen “topos” (Témo(), paikka, ja “logos” (Aéyo(), tieto, mukaisesti.

Aluksi topologia kisitteli tason R? tai avaruuden R? pistejoukkoja. Yleisen to-
pologisen avaruuden maéritteli aksiomaattisesti Felix Hausdorff (1868-1942)
vuonna 1912. Télléin “Ighelldolo” tuli madritellyksi riittévin yleisesti ja yksinker-
taisesti, jotta se soveltuisi matemaattisen analyysin moninaisiin tarpeisiin. Ku-
luneet 80 vuotta ovat osoittaneet, ettd topologia on eris matematiikan perus-
struktuureja.

Jos Konigsbergin kartta piirretdsn venyvalle pinnalle ja sitd venytelldén ja ku-
tistellaan repimatti ja laskostamatta, niin siltaongelma siilyy muuttumattomana.
Tété ajatusta kehittelemalld on paadytty sithen, ettd tason topologia tutkii niit
tason ominaisuuksia, jotka séilyvat muuttumattomina tason jatkuvissa muunnok-
sissa. (Tason ajatellaan olevan venyv kalvo, jota venytelldsn ja kutistellaan repi-
métta ja laskostamatta.) Topologia ei siis tutki madrdllisia asioita eikd suuruuksia.
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Topologisiin ominaisuuksiin ei yleens liity numeroita samalla tavalla kuin aritme-
tiikkaan tai differentiaali- ja integraalilaskentaan. Téssi mielessi topologia eroaa
aikaisemmasta kasityksestd matematiikasta.

Saadaksemme esimerkkeja topologisista ominaisuuksista tarkastelemme karttaa
maisemasta, jossa on manner, jirvi ja saari (Kuva 1.4).

manner

jarvi

KuvA 1.4. Topologinen ominaisuus: Saaresta ei passe mantereelle kul-
kematta jirven yli.

Riippumatta siitd, miten karttaa venytelliin, on saari erillifn mantereesta.
Saaresta ei padse mantereelle kulkematta jérven yli. Tama on topologinen ominai-
suus. Saaren etaisyys mantereesta ei sen sijaan ole topologinen ominaisuus, koska
se muuttuu karttaa venyteltiessd. Kuitenkin etéisyyden suuruudesta ja saaren ja
mantereen muodoista riippumatta on aina olemassa sellaiset rannan kohdat saa-
ressa ja mantereella, joiden vélinen matka saaresta mantereelle on lyhin mahdol-
linen. Téllaisten pisteiden olemassaolo on kuvion topologinen ominaisuus, vaikka
némé pisteet vaihtuvat kuvion muodon muuttuessa.

Etsittdessd ominaisuuksia, jotka eivit muutu kuviota venyteltéessé, on osoit-
tautunut oleelliseksi tutkia, onko pistejoukon alkio joukon “reunalla” vai “sisalls”.

Kuva 1.5. Piste a on joukon A “sislla”, pisteet b ja ¢ sen “reunalla”.
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Olkoon A tason R? = {(z;,22) | @1, 2 € R} osajoukko. Kuvassa 1.5 piste a
on joukon A sisalld, silld kaikki a:n “lihelld” olevat pisteet sisiltyvit A:han. Sen
sijaan “mielivaltaisen laheltd” pisteitd b ja c 18ytyy A:han kuulumattomia pisteit.
Pisteet b ja ¢ ovat Ain “reunapisteitd”.

Olkoon a = (a1,a2) € R? ja r > 0. Joukko
B(a,r) = {(z1,22) € R? | (21 —a1)* + (z2 — ap)? < r? }
on a-keskinen r-siteinen (avoin) kiekko. Jos merkitadn = = (21,2), niin on
B(a,r) = {z € R? | dg(a,z) <1},
misséd dp on R%n euklidinen et#isyys.

Maééritelmé 1.1. Joukon A C R? pistettd a sanotaan A:n sisdpisteeksi, jos on
olemassa a-keskinen kiekko B(a,r), joka sisdltyy A:han.

Jos tasoa venytelladn, joukko A muuttuu ja piste a voi siirtyd lihemmiksi a:n
reunaa. Kuitenkin on aina l8ydettavissé, r > 0 siten, etté B(a,r) C A. Ominai-
suus “piste a on joukon A sisapiste” ei siis muutu tason jatkuvissa muunnoksissa.
Tarkempi ajattelu osoittaa, et tdmé on juuri se oleellinen ominaisuus, joka séilyy
muuttumattomana naissd muunnoksissa.

Esimerkki 1.2. (i) Valitaan A = R2. Silloin jokainen piste a € A on sisapiste.

(i) Valitaan A =1, 1 € Lg. (Lg on R%n suorien joukko.) Joukolla A ei ole
nyt lainkaan sisépisteité.

(iii) Olkoon B(a,r) = {z € R? | dg(a,z) < r} suljettu kiekko. Silloin pis-
teet y € B(a,r) ovat seki B(a,r):mn ettd B(a,r)mn sisipisteitd. Todistus. Olkoon
p=r—dg(a,y) jaz € B(y,p). Koska dg toteuttaa kolmioepéyhtalén (Proposi-
tio 1.6.8), on dg(a, 2) < dp(a,y) + de(y,z) < de(a,y)+p =r. Siis z € B(a,r) eli
B(y,p) C B(a,r) C B(a,r).

(iv) Ympyran S(a,r) = {z € R? | dg(a,z) = r} pisteet eivit ole B(a,r):n
siséipisteitd, silld jokainen kiekko B(w, p'), w € S(a,r), p' > 0, siséltas joukkoon
B(a,r) kuulumattomia pisteitéd (Kuva 1.6). O
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Kuva 1.6. Piste y € B(a,r) on sisipiste.

Maaritelmi 1.3. Joukko U C R? on avoin, jos sen jokainen piste on sisépiste
(tai jos U on tyhja).

Esimerkissé 1.2 todettiin, ettd koko taso U = R? on avoin joukko. Samoin
todettiin, ettd jokainen avoin kiekko U = B(a,r) on avoin joukko. Sen sijaan
tason suora I tai suljettu kiekko B(a,r) eivit ole avoimia Jjoukkoja. Mydskain
yhden pisteen joukko eli yksid ei ole avoin Jjoukko.

Jos tasoa muunnellaan jatkuvasti sité repimatta tai laskostamatta, niin avoin
joukko sdilyy avoimena joukkona. On osoittautunut, etta tAma avoimien j
invarianssi on juuri se ominaisuus, jonka avulla voidaan tasmallisesti ritella,
mitd edelld kuvatuilla tason jatkuvilla muunnoksilla tarkoitetaan. Tisti seuraa,
ettd topologia on avoimien joukkojen tutkimista. Jos timi avoimien joukkojen
invarianssi otetaan luvallisten muunnosten madritelmaksi, niin havainnollisesti on
ilmeistd, ettd kuvion korvaaminen peilikuvallaan ei muuta sen topologisia omi-
naisuuksia. (Sisapiste siilyy sisipisteen peilauksessa.) Nain ollen Konigsber-
gin siltaongelman eri versiot (Kuvat 1.1-1.3) voidaan todeta topologisesti saman-
arvoisiksi.

Tiéssd osassa kurssia emme kiiyti kaikkia I-osan merkintd ja sellaisinaan. Emme
mydskidn erottele malleja ja aksiomaattista teoriaa toisistaan kiyttamalla termeja
“propositio” ja “lause”. On huomattava, etté geometrialle Jja topologialle on kehit-
tynyt toisistaan lievisti poikkeavat merkintatavat ja néita pyrimme luonnollisesti
noudattamaan.



2. Euklidisen tason topologia

Edellisessé pykalassa nahtiin, ettéd paikkasuhteiden analyysi, analysis situs eli
topologia, on avoimien joukkojen ominaisuuksien tutkimista. Kaikkien avointen
joukkojen joukkoa 7 sanotaan tason topologiaksi.

Tason avoimien joukkojen méaré on hyvin suuri. Jo yksistaan origo-keskisten
avointen kiekkojen B(O,r) joukko on ylinumeroituva, kun r kiy lépi kaikki posi-
tiiviset reaaliluvut. Olkoon 7; C 7 kokoelma avoimia joukkoja. Silloin 7; voi olla
joko &érellinen kokoelma,

Ti={A€T|ic{L,2,...,n}},
numeroituvasti adreton kokoelma,
%= {4, €T|ieN},
tai ylinumeroituvasti dareton kokoelma,
Ti={AieT|ieR}.
Kaikissa tapauksissa 73 on muotoa
Ti={A€eT|iel},

missa I on ns. indeksijoukko. Joukkoa

U A, = {a € R? | a kuuluu johonkin joukkoon A4, }
i€l

sanotaan joukkojen A, € T; yhdisteeksi. Vastaavasti joukkoa

ﬂ A, = {a € R? | a kuuluu jokaiseen joukkoon 4, }
€l

sanotaan joukkojen A, € 7y letkkaukseksi.

Lause 2.1. Olkoon Ty kokoelma avoimia joukkoja. Silloin joukkojen A, € Ty
yhdiste on avoin.

Todistus. Olkoon Ty = {A, €T |i€I}ja

A=A

€1
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Jos a € A, niin a € A, jollekin 2 € I. Koska A, on avoin, on olemassa r > 0 siten,
ettd B(a,r) C A,. Mutta silloin B(a,r) C 4, joten a on A:n sisapiste. [

Avoimien joukkojen A,, ¢ € I, leikkaus ei yleensi ole avoin. Olkoon esimer-
kiksi A» = B(O,r), r > 0. (Indeksijoukkona T on nyt positiivisten reaalilukujen
joukko R} = {¢t e R|¢>0}.) Silloin

0e ) 4,

reRy,

koska O kuuluu jokaiseen kiekkoon A, = B(O,r). Olkoon z € R?\ {0}. Koska =
ei ole origo, on ||z]| > 0. Valitaan reaaliluku ry siten, etti 0 < ro < [|z||. Silloin
z ¢ Ay, = B(O,r), joten
z¢ ﬂ A,
reky
Niin ollen

*) N 4-={o}

rERY

Yksioni leikkausjoukko (*) ei ole avoin, vaikka jokainen A, on avoin. Leikkaus on
avoin, jos indeksijoukko I on darellinen:

Lause 2.2. Adrellisen monen avoimen joukon leikkaus on avoin.

Todistus. Oletetaan, etta joukot Ay, As,..., A, ovat avoimia. Jos
n
a€A= ﬂ Ag,
k=1
niin @ € 4y, @ € Ay, ..., a € A,. Silloin on olemassa r; > 0,7, > 0, ...,
ry > 0 siten, ettd B(a,m) C Ay, B(a,r2) C A, ..., B(a,rs) C A,. Olkoon r =
min{ry,r2,...,7s }. Silloin B(a,r) C B(a,ry), B(a,r) C B(a,r3), ..., Bla,r) C
B(a,ry), joten B(a,r) C Ax, k=1,...,n, eli B(a,r) C A. O

Lause 2.3. Epityhja joukko A C R? on avoin, jos ja vain jos se voidaan esittia
avoimien kiekkojen yhdisteena.

Todustus. Oletetaan ensin, ettd T4 = { B, | 1 € I'} on jokin avoimien kiekkojen
kokoelma siten, etta
A=JB.

€l

Koska jokainen B. on avoin joukko, on A Lauseen 2.1 perusteella avoin.
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Oletetaan kadntéen, etti A on avoin. Mééritelmén 1.3 perusteella jokaista
pistettd @ € A kohti on olemassa reaaliluku r, > 0 siten, etti B(z,r,) C A.
Koska = € B(z,r;), on

A= U {=z} C U B(z,r;) C A,

TEA TEA

Jjoten
A= B(a,r.)
z€A

on A:n esitys avoimien kiekkojen yhdisteend. [

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan tasossa R? euklidisten suorien joukkoa L.
Joukko R C R? on rako, jos on olemassa suora [ € Lg siten, ettd R = R? \ L.
Rako on siis suoran komplementti. Joukko R on rako, jos ja vain jos joukko
I =R?\ R on suora.

On itsestdéin selvad, etta tasojoukko B ei yleensd ole rako eiki suora. Tutkimalla
rakoa R = R%\! saadaan yht# paljon tietoa kuin tutkimalla suoraa I eiki kiisitteen
“rako” kiytSstd kisitteen “suora” rinnalla ole mitdin periaatteellista hystyd. [

Avoimet joukot ja suljetut joukot muodostavat samanlaisen késiteparin kuin
raot ja suorat:

Maéritelmé 2.5. Joukko F' on suljettu, jos sen komplementti A = R? \ F on
avoin.

Avoimet joukot ovat hyvin poikkeuksellisia tasojoukkoja. Niin ollen myds sul-
jetut joukot ovat hyvin poikkeuksellisia eiks mielivaltainen tasojoukko yleensa ole
sen enempad avoin kuin suljettukaan. Samalla tavalla kuin Esimerkin 2.4 “rako”
on kisitteend tarpeeton on myds “suljettu joukko” kisitteens periaatteessa tar-
peeton. On kuitenkin osoittautunut hyddylliseksi antaa avoimen joukon komple-
mentille oma nimityksensé. Kasitteen “rako” kiiytosti ei sen sijaan ilmeisestikiiin
ole yleisempaa hyotya.

Tyhja joukko @ on suljettu, koska sen komplementti R = R? \ § on avoin.
Vastaavasti koko taso R* on suljettu, koska sen komplementti § = R? \ R? on
avoin. Koko taso R? ja tyhji joukko § ovat siis sekii avoimia etti suljettuja.
Muita tallaisia joukkoja ei ole:

Lause 2.6. Tyhji joukko () ja koko taso R? ovat ainoat tason R? osajoukot,
Jotka ovat seki avoimia etta suljettuja.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa joukko A C R?, joka toteuttaa seuraavat
ehdot:

(a) A on avoin,
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(b) A on suljettu, jolloin B = R? \ A on avoin,
(©) A%,
(d) A#R2, jolloin B # 0.

Valitaan a € A ja b € B. Olkoon

zr=(1—-ta+tb=a+t(b—a)
ja tarkastellaan janaa o
ab={z, € R*|te0,1]}.
Olkoon
m=sup{t€[0,1] |z, € A}
ja _
Zm =a+m(b—a) € ab.

Onko &, joukossa A vai B? Koska R? = AU B, on pisteen ., oltava toisessa
néistd joukoista.

Olkoon r > 0. Osoitetaan, etté kiekko B(zm,r) sisiltas seks A:han etti B:hen
kuuluvia pisteita (Kuva 2.1).

Kuva 2.1

Koska
dp(z4,2m) = [z — Tm| = [m — ¢ |b— qf),
on z; € B(zm,r), kun [m—t| < r/|[b—al|. Koska m on joukon {¢ € [0,1] | z; € A}

pienin yléraja, ei m — r/||b — a|| endé ole tdmén joukon yliraja. On siis olemassa
i € [0, 1] siten, ettd

r
- <t < j A.
||b—a||< 1Sm ja g €

Télléin z;, € AN B(zm,r).

Koska b on joukon B sisépiste, on olemassa p > 0 siten, etti B(b,p) C B.
Edellisen nojalla pisteelld @, ei ole tillaista ymparistéa, joten 2., # b eli m < 1.

54



Olkoon ¢, € [0,1] siten, etté

m<t2<m+m4

Koska m on joukon {t € [0,1] | z¢ € A} yliraja ja t, > m, on z¢, € BN B(zm,T).
Koska paittely pétee kaikilla arvoilla r > 0, ei piste &, ole joukon A eiki joukon B
sisipiste. Koska A ja B ovat avoimia joukkoja, on p, ¢ Aja z,, ¢ B. Ristiriita.
Ehtoja (a)-(d) tiyttavis joukkoa A ei siis voi olla olemassa. [

Esimerkki 2.7. (i) Suljettu kiekko B(a,) on suljettu joukko. Todistus.
Olkoon b € R?\ B(a,r) ja d = dg(a,b). Silloinr; =d —r > 0 (Kuva 2.2).

KuvA 2.2. B(a,r) on suljettu joukko.

Olkoon @ € B(b,r1). Koska dp toteuttaa kolmioepayhtalon (Propositio 1.6.8),
on

dg(a,b) < dp(a, z) + dp(z,b),

joten
dp(a,z) > dg(a,b) — dg(z,b) >d—r; =r.

Nain ollen B(b,r1) C R? \ B(a,r), joten joukko R? \ B(a,r) on avoin.

(i) Yksié {a} on suljettu. Todistus. Sovelletaan kohdan (i) todistusta arvolla
r=0.

(iii) Jokainen suora [ € Lz on suljettu joukko. Todistus. Olkoon wy € R? \
I=ab jaze=a+t(b—a),t€R,suoran I piste (Kuva 2.3).
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KuvA 2.3. Suora [ on suljettu joukko.
Funktio
h(t) = dp(wo, x¢)

on jatkuva ja positiivinen. Lisaksi h(t) — +o0, kun t — +o0 tai t — —oco. Nain
ollen on olemassa
d = min{dg(wp,z:) [t e R} > 0.

Jos w € B(wo, d), niin dp(wo,w) < d, joten w ¢ I. Silloin B(wy,d) C R2\ L.

Olkoon { F, | i € I'} kokoelma suljettuja joukkoja. Jos merkitééin A, = R?\ F,,
niin { A; [ ¢ € I'} on kokoelma avoimia joukkoja. Koska

RH(QF.) =.EU1A'
: RZ\(BE>=QA.,

voidaan Lauseet 2.1 ja 2.2 muotoilla myds seuraavasti:

Lause 2.1'. Olkoon { F, | i € I'} kokoelma suljettuja joukkoja. Silloin joukko-
jen F,, i € I, leikkaus on suljettu. ]

Lause 2.2'. Adrellisen monen suljetun joukon yhdiste on suljettu. [

Maéaritelma 2.8. Kokoelma B tason avoimia joukkoja on tason topologian 7
kanta, jos jokainen (epétyhji) joukko A € T voidaan esittas Bin joukkojen yhdis-
teend.



Esimerkki 2.9. (i) Avoimet kiekot B(a,r), a € R?, r > 0, muodostavat 7:n
kannan (Lause 2.3).

(i1) Taksiautotason avoimet kiekot
Br(a,r) = {z €R? | dr(a,z) <r},
a € R?, r > 0, muodostavat 7n kannan (harjoitustehtava). [

Jos B on T:n kanta ja B C B' C 7, niin myds B’ on 7:n kanta. Erikoisesti 7°
on itsensé kanta.

Lause 2.10. Joukko B C T on T:n kanta, jos ja vain jos jokaista A € T ja
Jokaista a € A kohti on olemassa B € B siten, ettia € B C A.

Todistus. 1. Oletetaan, ettd B on T:n kanta. Olkoon A € T ja a € A. Koska
B on kanta, on olemassa kokoelma { B, |i € I} C B siten, etti
A={JB.
€l
Koska a € A4, on a € B,, jollekin ¢y € I. Mutta t3lléin a € B,, C A, joten B,, on
vaadittu B alkio.

2. Oletetaan, etta B C 7 on joukko siten, ettd jokaista A € 7 ja a € A kohti
on olemassa B € B siten, ettd a € B C A.

Olkoon A € 7. On osoitettava, ettd Ay voidaan esittds B:n joukkojen yhdis-
teend. Jokaista a € Ag kohti on olemassa B, € B siten, ettd a € B, C Ay. Silloin

on
Ay = U {a} C U B, C Ay,
a€Ao a€Ao

joten Ao = |J B.. O
a€Ao

Korollaari 2.11. Olkoon B topologian T kanta. Joukko U C R? on avoin, jos
Jja vain jos jokaista x € U kohti on olemassa B € B siten, etta z € B C U.

Todistus. Jos U € T, niin Lauseen 2.10 perusteella jokaista z € U vastaa B € B
siten, ettda 2 € B C U.

Oletetaan kaantéen, etta jokaista ¢ € U vastaa B, € B siten, ettd z € B, C U.
Mutta silloin (vrt. Lauseen 2.10 todistus)
U= B..
z€U
Lauseen 2.1 nojalla U € 7. [

Tason topologialla T on erilaisia kantoja. Harjoitustehtévissd osoitetaan, etts
sellaiset kiekot B(a,r), joille a € Q x Q ja r € Q, muodostavat 7 :n kannan. Téssa
kannassa on vain numeroituva maara alkioita, koska rationaalilukujen joukko Q
on numeroituva.
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Lause 2.12. Tason topologialla T ei ole aarellista kantaa.

Todistus. Olkoon B C T topologian kanta. Tarkastellaan kiekkoja B(an,1/2),

missd a,, = (n,0), n = 1,2,.... Lauseen 2.10 nojalla on olemassa joukot B, € B
siten, ettéd Bn C B(an,1/2). Koska kiekot B(an,1/2) ovat erillisia, ovat joukot B,
eri joukkoja, n = 1,2,..., joten Bissi on diirettdmin monta eri joukkoa. [

Olemme edelléd perustaneet topologian kisitteen “avoin joukko” varaan. Toi-
nen lievésti erilainen lahestymistapa saadaan méirittelemilla avoimien joukkojen
asemasta pisteen a € R? ymparistot:

Maaritelma 2.13. Joukko V' C R? on pisteen a € R? ympdrists, jos a on
Jjoukon V sisdpiste.

Jos A on avoin joukko, niin Mééritelmén 1.3 mukaan A on jokaisen pisteenss
a € A ymparisto.

Pisteen a ympéristén V ei tarvitse olla avoin joukko. Riittas, etts on olemassa
r > 0 siten, ettd B(a,r) C V. Néin ollen jokainen suljettu kiekko B(a,r) on
pisteen a ymparisto.

Avoimien joukkojen vastaavien ominaisuuksien perusteella ymparistéills on seu-
raavat ominaisuudet:

Lause 2.14. (i) Jos V on pisteen a ympérists ja Vi D V, niin myds V; on
pisteen a ymparisto.

(i) Joukko V on pisteen a ympirists, jos ja vain jos on olemassa avoin joukko
A siten, ettia€ ACV.

(ili) Jos V1, Va,...,V, ovat pisteen a ympéristéji, niin myds
n
v=v,
=1
on pisteen a ymparistd.

Todistus. (i) seuraa Madritelmstd 2.13. Jos V kohdassa (ii) on a:n ympiristd,
niin on olemassa r > 0 siten, ettd B(a,r) C V. Avoimella joukolla A = B(a,r) on
silloin vaadittu ominaisuus. Oletetaan kédintien, etté on olemassa avoin joukko A
siten, etti @ € A C V. Koska A on pisteen a ympéristd, on myds V pisteen a
ympéristé kohdan (i) perusteella.

Kohdassa (iii) on olemassa avoimet joukot A, ..., A, siten, etts a € A, CV,.
Lauseen 2.2 nojalla joukko

on avoin. Koska a € A C V, on V pisteen a ympiristé (kohta (ii)). O
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3. Topologinen avaruus

Yleinen topologinen avaruus voidaan maaritelld hyvin samalla tavalla kuin
abstrakti geometria Maaritelmissi 1.2.1. Lahtokohdaksi voidaan ottaa Lauseet 2.1
ja 2.2,

Maaritelma 3.1. Topologinen avaruus koostuu joukosta X, jonka alkioita kut-
summe pisteiksi, seké kokoelmasta 7 joukon X osajoukkoja, joita kutsumme avoi-
miksi joukoiksi, siten ettd seuraavat ehdot (aksioomat) ovat voimassa:

(T1) Jos {A, |i€I}C T, nin 4, €7,
€1

(T2) Jos {A,|i=1,2,...,n} CT,niin (4, €T,
=1
(T3) #eTjaXeT.
Avoimien joukkojen kokoelmaa 7 kutsutaan X:n topologiaks:.

Taso R? on topologinen avaruus, kun topologiaksi 7 valitaan sen tavalliset avoi-
met joukot (Maaritelma 1.3). On heh sanottava, ettd tasossa voidaan maaritelld
muitakin topologioita kuin sen tavanmukainen topologia 7. Osoitamme néet seu-
raavaksi, ettd jokainen joukko X, jossa on vahintaan kaksi eri pistettd, voidaan
tehdd ainakin kahdella eri tavalla topologiseksi avaruudeksi, eikd kumpikaan naista
tason tapauksessa ole sen tavanmukainen topologia.

Joukon X jokainen topologia siséltédé joka tapauksessa alkiot § ja X. (Huo-
maa, ettd X ja @ sisdltyvat alkioina X:n jokaiseen topologiaan 7.) Niin ollen
T; = {0, X} on suppein mahdollinen X:n topologia. Kutsumme 77:ti X:n mini-
topologiaksi. Jos toisaalta 7, on X:m kaikkien osajoukkojen joukko, niin 75 on
selvisti X:n topologia. Téllin siis X:n kaikki osajoukot, esimerkiksi yksiét {z},
z € X, ovat avoimia. Kutsumme T5:t4 X :n diskreetiks: topologiaksi ja paria (X.T5)
diskreetiksi topologiseksi avaruudeksi. Pari (X,T) on diskreetti topologinen ava-
ruus, jos ja vain jos {z} € 7 kaikilla ¢ € X. Jos X:ssé on vihintdin kaksi eri
pistettd z; ja x4, niin {z;} # X. Téallin on Ty # Ts.

Lause 3.2. Joukon X # @ minitopologia on sen diskreetti topologia, jos ja
vain jos X on yksié. [

Luvussa L3 tarkastelimme aarellisid geometrioita. Samalla tavalla aarelliset
topologiset avaruudet tarjoavat kéyttokelpoisia esimerkkeja tilanteista, joissa jokin
ominaisuus joko on tai el ole voimassa.

Asrellisellé joukolla X = {#1,22,...,Zn} on dérellinen mééira osajoukkoja ja
siis myos ddrellinen maaré topologioita. Aarellinen joukko voidaan siis tehdi to-

pologiseksi avaruudeksi vain aarellisen monella eri tavalla. Ne voidaan 1&ytad
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suorittamalla dérellinen méird kokeita ominaisuuksien (T1)-(T3) voimassaolon
selvittdmiseksi. Kone voi siis helposti listata kaikki dérellisen joukon topologiat.

Jos esimerkiksi a, b ja c ovat eri pisteiti ja X = {a,b,c}, niin joukko

{0,{a},{a,b},{a,c},X} on X:n eriis topologia. Muitten luetteleminen i ole
vaikea harjoitustehtava.

Lause 3.3. Olkoon X epétyhja joukko. Silloin T = {A C X | X \ A on
ddrellinen} U {@} on X:n topologia.

Todistus. (T1) Olkoon { 4, |i € I} C T. Jos A, = 0 kaikilla i € I, niin

U =0eT.

€l

Jos taas A,, # 0 ainakin yhdelld indeksilli 1o € I, niin X \ 4,, on iiirellinen ja
tamén osajoukkona on

x\Ja

€l

&érellinen. Talldin |J A, € 7.
W€l

(T2) Olkoon {A1, Az,..., A} CT ja

Jos jokin joukoista A, on tyhjd, niin myds A on tyhjd ja A € 7. Muussa tapauk-
sessa on jokainen X \ A,, ¢ =1,...,n, irellinen, joten myds

x\4=Jex\4)
=1

on darellinen ja A € 7.

(T3) T'n mééritelmén mukaan § € 7. Toisaalta X € T, koska § = X \ X on
darellinen joukko.

Madritelmd 3.4. Lauseessa 3.3 mairiteltyd joukon X topologiaa T sanotaan
X:n kofinuttisekss topologiaks.



Lause 3.5. Joukon X kofiniittinen topologia on sen diskreetti topologia, jos ja
vain jos X on darellinen joukko.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd X on &érellinen joukko. Olkoon z € X. Riittad
ndyttdd, ettd yksid {r} on avoin joukko X:n kofiniittisessi topologiassa. THmE
puolestaan seuraa siité, ettd X \ {2} on &irellinen joukko.

Oletetaan kaéintéen, ettéd X :n kofiniittinen topologia on sen diskreetti topologia.
Silloin jokainen yksi6 {z}, z € X, on avoin my&s kofiniittisessd topologiassa, joten

joukot X\ {z} ovat &arellisia. Koska X = (X \ {z}) U {2z}, on X aérellinen
joukko.

Laajennettu luonnollisten lukujen joukko N maéritelldsn joukkona N U {co},
missé, oo ei ole luonnollinen luku.

Lause 3.6. Joukko
T={ACN|ACN tai N\ A on &érellinen}
on Nin topologia.

Todistus. Ehto N\ A tulee kiiyttddn ainoastaan joukoille A, Jjotka sisaltavat
pisteen oo.

(T1) Olkoon {4, |i €I} C T ja A={J,c A Jos A, C N kaikilla i € I, niin
myds A C N. Jos taas 0o € 4, jollekin i € I, niin N\ 4 on #érellisen joukon N\ 4,
osajoukkona aarellinen. Nain ollen 4 € 7.

(T2) Olkoon {4;,...,A4,} C T ja A =\, A. Jos Ax C N jollekin k €

{1,...,n}, niin myds A C N (koska aina 4 C Ay). Jos taas co € 4,,i=1,...,n,
niin N\ 4, on &érellinen kaikilla : = 1,...,n. T4lléin on

Nia={J@®\4)

adrellinen joukko. Molemmissa tapauksissa 4 € 7.

(T3) Koska § C N, on § € 7. Koska tyhji joukko § = N\ N on #éirellinen, on
Ne7. g

Miaéritelmé 3.7. Lauseessa 3.6 médriteltyd topologiaa sanotaan joukon N =
{1,2,3,...,00} luonnolliseks: topologiaks.
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Joukon N luonnollinen topologia muistuttaa diskreettii topologiaa, silla kaikki
muut yksi6t paitsi {oo} ovat avoimia. Toisaalta se muistuttaa kofiniittistd topo-
logiaa, koska pisteen co siséltdva joukko A on avoin, jos sen komplementti N\ 4
on &érellinen.

Tasossa R? on nyt kilytettéivissi nelji topologiaa:
(a) minitopologia 77 = {0, R?},
(b) kofiniittinen topologia 7; = { A C R? | R?\ A on #érellinen joukko } U {0},
(c) tavanmukainen topologia 73 = 7,
(d) diskreetti topologia 73 = { A | A C R? }.

Olkoon A € T,. Silloin R*\ A on &irellisend joukkona suljettu (Esimerkki 2.7(ii)
ja Lause 2.2'), joten A on avoin tavanmukaisessa topologiassa T3 = 7. Nain ollen
T, C T3. Koska lisiksi 7; C T, ja T3 C 74, on voimassa

hChCchCT,

Topologia 7; on karkea, siiné on avoimina joukkoina ainoastaan § ja R?. Kun
R?:ta rei’itellidn kaikilla mahdollisilla tavoilla, saadaan topologia 7,. Lisdamalla
téhéin kokoelmaan uusia joukkoja saadaan topologia T; ja lisdéimalld tihén loput-
kin R?:n osajoukot saadaan topologia 7;. Sanomme, etti nima tason topologiat
saadaan toisistaan edellisti hienontamalla.

Maédritelma 3.8. Olkoot 7; ja T; topologioita joukossa X. Jos 7; C T3, niin
T, on hienompi kuin 77 ja 7 on karkeampi kuin T5.

Muistisiants: Topologiat ovat kuin seuloja. Hienossa seulassa on enemmin
aukkoja kuin karkeassa. Hienossa topologiassa on enemmin avoimia joukkoja,
kuin karkeassa.

Jos 71 ja Ty ovat X:n topologioita, niin tavallisesti niistd ei kumpikaan ole
toista hienompi. Toisin sanoen topologiat eivit aina ole lainkaan vertailtavissa.

Esimerkki 3.9. Olkoon X = {a,b}, 71 = {,X,{a}} ja T, = {0, X, {b}}.
Silloin 7; ja 7; ovat X'n topologioita, mutta 7; ei sisilly Zo:hen aika 7; sisally
T;:hen.

Jos 7y on joukon X minitopologia, 73 sen diskreetti topologia ja 7 sen mieli-
valtainen topologia, niin kuitenkin on aina

LCTCT.
Minitopologia on siis karkein ja diskreetti topologia hienoin joukon X topolo-

gioista. [
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4. Hausdorffin avaruus

Tason tavanmukaisen topologian miiirittely perustui euklidisen etiisyysfunk-
tion kéyttoon. Olkoot a ja b kaksi tason pistetti. Merkitdén ||b— a|| = 2r. Silloin
B(a,r) N B(b,r) = B (Kuva 4.1), joten kahdella eri pisteelld on aina pistevieraat
ymparistot.

Kuva 4.1. Pisteilld a ja b on pistevieraat ympéristot.

Pistevieraitten ympéristGjen 16ytyminen ei suinkaan ole kaikkien tason topolo-
gioitten yhteinen ominaisuus.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kiekkojen B(a,r) asemasta z;-akselin suuntai-
sia viipaleita
V(e,f) = {(z1,22) ER* |a <z < B},
missd o, f € R ja a < f (Kuva 4.2).

V(a,8)

Kuva 4.2. Viipaletopologian kantajoukko V(a, 8).
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Joukkojen V(a, 8) avulla voidaan tasossa méritelld erds topologia samaan ta-
paan kuin tavanmukainen topologia kiekkojen B(a,) avulla: Olkoon Ty niiden
tason osajoukkojen A joukko, joiden jokaista pistetti a € A kohti on olemassa
luvut @, ja f, siten, ettéd a € V(a,, B.) C A.

Harjoitustehtavini osoitetaan:
(a) Tv on tason R? topologia,
(b) {V(e,8) | a,B€R, a< B} on Ty:n kanta,
(¢) v on karkeampi kuin tason tavanmukainen topologia.

Kéaytamme topologiasta Ty nimitystd viipaletopologia.

Olkoon a suoran I = {(z1,22) | 22 = v} piste (Kuva 4.2). Jos A € Ty siten,
ettd a € A, niin on olemassa a,f € R siten, ettd a € V(a,f) C A. Koska
1 CV(a,p),onlC A. Jos b€ I, niin jokainen avoin joukko A € Ty, joka sisiltia
amn, sisdltdd myds bm. Ei siis voida 18yt34 avoimia joukkoja U € Ty ja V € Ty
siten, etti a € U, b€V jaUNV =0. O

Maéritelmd 4.2. Topologista avaruutta (X, 7") sanotaan Heusdorffin avaruu-
deksi, jos se toteuttaa seuraavan ns. Hausdorffin ehdon:

(H) Jos 2 ja y ovat eri pisteiti, niin on olemassa avoimet joukot U € T ja
V eTsiten,etthzeU,ye VijalUNV =40.

Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Lauseen 2.14 antaman mallin mukaisesti
kutsumme joukkoa B C X pisteen a € X ympdristiksi, jos on olemassa avoin
Jjoukko A € T siten, ettd a € A C B.

Lause 4.3. Topologinen avaruus (X, T) on Hausdorffin avaruus, jos ja vain jos
kahdella X :n eri pisteelld © ja y on aina olemassa pistevieraat ympéristot. [

Jos topologinen avaruus (X,7T) ei ole Hausdorff, niin topologia T ei “riitti-
vésti erottele” X:n pisteitd. Sovellutuksissa tSrmétésin silloin tillin tilanteisiin,
joissa Hausdorffin ehto (H) ei ole voimassa. Yleisesti ottaen havaintoon ja kuviin
perustuva péttely ei silloin ole voimassa ja virheellisen piittelyn vaara on lihells.

Esimerkki 4.4. (i) Joukon X # @ minitopologia 7; = {X, 0} toteuttaa Haus-
dorffin ehdon, jos ja vain jos X on yksio. Todistus. Oletetaan, etti X :ssé on kaksi
eri pistettd z ja y. Olkoon U € 7; ja V € Ty siten, etti 2 € U ja y € V. Koska
U ja V ovat epétyhjia avoimia joukkoja ja 7; on minitopologia, on U = V = X,
joten UNV # 0.

(il) Joukon X diskreetti topologia 73 toteuttaa aina Hausdorffin ehdon. Todss-
tus. Olkoot z ja y joukon X kaksi eri pistetts. Koska 7, on diskreetti topologia,
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on {z} € 7; ja {y} € Tp. Nainollen U = {2} ja V = {y} ovat vaaditut pistevieraat
ymparistot.

(iii) Adrellinen topologinen avaruus X = {a,b,c}, T = {8,X,{a},{a,b},{a,c}}
ei toteuta Hausdorffin ehtoa. Todistus. Tarkastellaan pisteitd a ja b. Jos V on bin
ympéristd, nlin V' O {a,b}, joten a € V. Jokainen a:n ympéristd kohtaa sil-
loin V:n. Samanlainen paittely osoittaa, ettd ddrellinen topologinen avaruus on
Hausdorff, jos ja vain jos se on diskreetti.

(iv) Kofiniittinen topologinen avaruus (X,7) on Hausdorff, jos ja vain jos se
on &drellinen (jolloin se on diskreetti topologinen avaruus). Todistus. Olkoot U
ja V avoimia joukkoja siten, etti U NV = §. Silloin komplementit X \ U ja
X\ 'V ovat dérellisia. Koska toisaalta X = (X \ U)U (X \ V), on X #arellinen.
Nain ollen kofiniittinen Hausdorffin avaruus on aarellinen. Jos kiintden (X,7)
on dérellinen kofiniittinen topologinen avaruus, niin se on Lauseen 3.5 nojalla
diskreetti. Kohdan (ii) perusteella se on silloin Hausdorffin avaruus. [J

5. Metriset ja metristyvat avaruudet

Joukon X etéisyysfunktiota d: X x X — R kutsutaan metritkaksi, jos se to-
teuttaa kolmioepdyhtélén. Maéritelmien 1.4.1 ja 1.6.7 nojalla d on metriikka, jos
ja vain jos seuraavat ehdot (aksioomat) ovat voimassa:

(M1) d(z,y) > 0 keikilla z,y € X,

(M2) d(z,y) =0+ 2=y,

(M3) d(z,y) = d(y,z) kaikilla z,y € X,

(M4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, ) kaikilla z,y, 2 € X.
Euklidinen etdisyys dp, hyperbolinen etiisyys dg ja taksiautoetiisyys dr ovat
metriikkoja. Harjoitustehtavissi on esimerkki etaisyysfunktiosta, joka ei ole met-
riikka.

Jos d on joukon X metriikka, niin pari (X, d) on metrinen avaruus.

Miéritelmi 5.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, a € X ja r > 0. Avaruu-
den X osajoukkoa

B(a,r) = By(a,r) = {z € X |d(a,z) <r}

sanotaan a-keskiseksi r-sdteiseksi (avoimeksi) palloksi. Joukkoa
B(a,r) = By(a,r) = {z € X | d(a,z) <1}
sanotaan a-keskiseks: r-sdteisekst suljetuksi palloks.
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Metrisessé avaruudessa (X, d) voidaan topologiset kisitteet miiritelli samalla
tavalla kuin euklidisessa tasossa:
(i) Piste a € A on joukon A C X sisdpiste, jos B(a,r) C A jollekin r > 0.
(if) Joukko A C X on avoin, jos sen jokainen piste on sisépiste (tai jos A on
tyhja).
(ili) Joukko 73 = {U C X | U on avoin} on X:n topologia. Sité kutsutaan
metriikan d mddradmdks: topologiaksi tai d-topologiaksi.
(iv) Jokainen B(a,r) on avoin.
(v) Jokaisen yksién {a} komplementti on avoin, ts. jokainen yksié on suljettu
joukko.

Esimerkki 5.2. Olkoon X joukko ja
1, kunz#y,
d =
(@) { 0, kunz=y.
Ehdot (M1)~(M3) ovat selvisti voimassa. Kolmioepéyhtals d(z,z) < d(z,y) +
d(y, z) on ilmeinen, kun z = z eli kun d(z,z) = 0. Jos taas z # z, niin = # y tai
y # 2, jolloin oikea puoli on > 1. Ehto (M4) on siis aina voimassa. Jos 0 < r < 1,
on B(a,r) = {a}. Néin ollen jokainen yksié {a} on avoin topologiassa 7y eli X:n
diskreetti topologia on metriikan d misrddms. O

Maéaritelmé 5.3. Topologinen avaruus (X, 7)) on metristyvd, jos on olemassa
X:n metriikka d siten, ettd T = Tg.

Esimerkin 5.2 nojalla diskreetti topologinen avaruus on aina metristyvi. Seu-
raava lause osoittaa, ettd monet topologiset avaruudet eivit ole metristyvi.

Lause 5.4. Metristyva topologinen avaruus on Hausdorffin avaruus.

Todistus. Olkoon (X,T) metristyvé topologinen avaruus ja d joukon X met-
riikka siten, ettd 7 = 73. Olkoot a ja b joukon X eri pisteit. Ehtojen (M1) ja (M2)
perusteella on d(a, b) > 0. Valitaan r = d(a, b)/2. Silloin B(a, 7)NB(b,r) = 0, silla
jos z € B(a,r)NB(b,r), on d(a,z) < 7 ja d(z,b) < r. Kolmioepiyhtélon (M4) pe-
rusteella on silloin d(e, b) < d(a, z) + d(z,b) < 2r = d(a,b), miki on mahdotonta.
Koska joukot B(a,r) ja B(b,r) ovat avoimia, on (X,d) Hausdorffin avaruus. [

Esimerkki 5.5. (i) X:n minitopologia ei ole Hausdorffin avaruus, jos X:ssé
on vihintddn kaksi eri pistettd. Lauseen 5.4 perusteella minitopologia ei tillsin
ole metristyva.

(il) Tason viipaletopologia (Esimerkki 4.1) ei ole metristyvi. [J

Lauseesta 5.4 ei seuraa, ettd kaikki Hausdorffin avaruudet olisivat metristyvii.
Hausdorffin ehto (H) on vilttaméton, mutta ei riittdvi ehto avaruuden metristy-
vyydelle. Emme kuitenkaan voi téssé vaiheessa esittdd esimerkkii ei-metristyvists,
Hausdorffin avaruudesta.




Esimerkki 5.6. Joukon N = NU {oo} luonnollinen topologia 7 on metristyvé.
T&mén osoittamiseksi konstruoidaan N:n metriikka d seuraavalla tavalla:

Olkoon f: N — R kuvaus, jolle

_n_
f(n):{ 4, kuneN

1, kun n = co.
Silloin f on injektio. Asetetaan
d(m,n) = |f(m) - f(n)].

Harjoitustehtévissi osoitetaan, ettd d on metriikka joukossa N. Koska 0 < f(1) <
f(2) < -+ < f(o0) =1, on (Kuva 5.1)

B(n,d(n,n +1)) = {n}, kunn €N,

B(oo,r):{nENln>;1-—1}U{oo}.

0 1/2 1
) 12) £ fleo)
Kuva 5.1

Nain ollen 7; ja 7 sisdltavit molemmat kaikki yksist {n}, n € N, seké kaikki
pallot B(oco,r). Télléin 73 C 7. Jos A € T, niin joko A C N, jolloin

a=Jmem,

neA

koska {n} € 74, tai co € A ja N\ A on direllinen. Mutta tillin A koostuu sopivan
pienesti pallosta B(oco, 7) ja &arellisesté misrasts yksiditd {n}. Silloin 4 € Ty. O

Harjoitustehtéviissd on osoitettu, ettéd taksiautokiekot By (a,r) muodostavat
tason tavanmukaisen topologian 7 kannan. Toisin sanoen

T =Tap = Tap.
Naéin ollen metristyvéa topologia voi olla usean erilaisen metriikan mairasma.
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Mééritelmé 5.7. Joukon X metriikat d; ja d; ovat (topologisests) ekvivalent-
teja, jos ne midraivit saman topologian, ts. jos 7g, = Tq,.

Lause 5.8. Olkoot d; ja dy joukon X metriikkoja. Jos on olemassa vakiot
a >0 ja B >0 siten, ettd
adi(z,y) < do(2,y) < fdi(z,y)

on voimassa kaikilla z,y € X, niin metriikat d; ja dy ovat ekvivalentteja.

Todistus. Pallo By, (a,r) sisdltaa pallon Bg,(a,ar). Jos nimittdin dy(z,a) <
ar, niin ehdosta adi(z,a) < da(z, a) seuraa

1 1
di(z,a) < ;dz(z,a) < Sar=r.

Jos U € 7g, ja a € U, niin Bg,(a,r) C U jollekin r > 0. Koska Bg,(a,ar) C
Ba,(a,7) CU,on U € Ty,. Siis T, C Tg,. Vaihtamalla vakio « vakioksi 1/8 ja
metriikka d; metriikaksi d; voidaan samalla tavalla osoittaa, etta Ts, CTy,. O

Esimerkki 5.9. Luvun L6 merkintoihin liittyen mairitellisn euklidisessa ta-
sossa R? kolme normia: Jos z = (z1,22) € R?, niin asetetaan

lzllo = max(|z1], |z2[)
llzllx = |za] + |2

lzllz = /= + 23

Asettamalla d,(z,y) = |ly—=z||;, ; = 0,1, 2, saadaan kolme metriikkaa. Itse asiassa
ondy, =dp jady =drp.

Koska [ex[* < 2} + 23 = ||allf, on |o1| + |az| < 2fje|l5 eli [l < 2f].-
Ehdosta |k | < [|z[|, seuraa toisaalta, ettd max(|z1], |z2]) < |||z, eli |[z[lo < [|2f2-
Koska [|z][f = 2% + 2f < (loa| + |22])’ = [[all}, on [[efls < [|alls. Lisiksi on

llzlly = [&1] + |z2| < 2max(|z1], |z2]) = 2||z|o. Yhdistelemalls saadaan seuraavat
kaksoisepayhtalot:

llzllo < llzlls < 2[lzlo,
lizllo < llzll2 < 2llzllo,
llzllz < flzll: < 2lf2fl2-

Lauseesta 5.8 seuraa, ettd normien || - [[o, || - ||+ ja || - || m#&rdamat tason metrii-
kat ovat ekvivalentteja. Toisin sanoen on (jélleen kerran) osoitettu, ett euklidinen
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etéisyys, taksiautoetdisyys ja maksimietdisyys maéréévit tasossa saman topolo-
gian. O

Tarkastellaan arvoilla ¢ > 0 funktiota

w(t) = 1%-15
Silld on seuraavat ominaisuudet:
(i) »(t) 2 0 kaikilla t > 0,
(i) p(t)=0<=t=0,
(i) ot +u) < @(t) + ¢(u) kaikilla ¢ > 0 ja u > 0,
(iv) ¢ on kasvava,
(v) ¢(t) < 1 kaikilla ¢ > 0.

Kohdan (iii) (eli ¢:n subadditiivisuuden) todistamiseksi olkoot ¢ > 0 ja u > 0.

Silloin
t+u t " u < t " u
T+t+u l4t+u  1d+t+u—1+¢ 1+4u

eli p(t+u) < @(t) + ¢(u). Muut ominaisuudet ovat vield ilmeisempia.

Olkoon d joukon X metriikka ja d' = @ od eli

d(z,y)

d'(z,y) = Trde.y)

z,y € X.

Kohdista (iv) ja (iii) seuraa, etta d’ toteuttaa kolmioepéyhtilon. Nain ollen d' on
metriikka X:ssé, joka on rajoitettu, ts. d'(z,y) < 1 kaikilla z,y € X.

Tasossa R? on siis

e = L2

metriikka, joka toteuttaa ehdon dj(z,y) < 1 kaikilla z,y € R%. Mielenkiintoista
on, ettd se madrad tason tavanmukaisen topologian:

Lause 5.10. Joukon X metriikat d ja d' = ¢ o d ovat ekvivalentteja.
Todistus. Olkoon z € By(a,r). Koska
d(z,a)
d' =—’ <
(z,a) THde.a) ~ d(z,a) <,
on & € Bg(a,r). Nain ollen By(a,r) C By (a,r).
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Jos toisaalta merkitédén ' = ¢(r) = r/(1+ r), niin vastaavasti By(a,r') C
By(a,r).

Olkoon A C X. Piste a € A on siséipiste d-topologiassa, jos ja vain jos se on
siséipiste d'-topologiassa. Silloin A € 7y jos ja vain jos A € Ty eli Ty = Ty, O

Tason R? metriikat dg ja df ovat siis Lauseen 5.10 perusteella ekvivalentteja.
Koska dg ei ole rajoitettu, mutta d; < 1, ei voida 1oytdd vakiota 8 > 0 siten, ettd

dp(z,y) < Bdy(s,y)

olisi voimassa kaikilla z,y € R?. Ekvivalentit metriikat dp ja dj eivit ndin ollen
toteuta Lauseen 5.8 ehtoa.

Korollaari 5.11. Jokainen metriikka on topologisesti ekvivalentti rajoitetun
metriikan kanssa. [

Havainnollisesti voidaan sanoa, ettei maailmankaikkeuden paikallinen tarkas-
telu voi paljastaa sitd, onko maailmankaikkeus #érellinen vai ireton. Meidén
“luonnollinen metriikkamme” voi olla yhti hyvin rajoitettu tai rajoittamaton, eika
maailmankaikkeuden topologinen rakenne siitd miksikdan muutu.

Maééritelmd 5.12. Olkoon Ry = {t € R |t > 0}. Kuvaus ¢: Ry — Ry on
mittausfunktio, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
(i) () =0 t=0,
(i1) @(t +u) < p(t) + ¢(u) kaikilla ¢, u € Ry (subadditiivisuus),
(iif) ¢ on kasvava.

Lause 5.13. Jos ¢ on mittausfunktio jad on X :n metriikka, niin myés d' = pod
on X:n metriikka. Jos ¢ on jatkuva arvolla t = 0, niin d ja d' ovat ekvivalentteja.

Todistus. Harjoitustehtivi. [

0, kunt=0,
Esimerkki 5.14. Olkoon ¢(t) = { un
1, kunt>0.

Silloin ¢: Ry — Ry on mittausfunktio ja

0, kunz =y,
1, kunz #y.

2(e9) = {

Télldin 7y on X diskreetti topologia. [



Esimerkin 5.9 tadydennykseksi esitetisn lopuksi esimerkki metrisistéd avaruuk-
sista, joissa X on tuttu ja konkreettinen vaikka se ei ole euklidisen tason tai ava-
ruuden osajoukko.

Olkoon C suljetulla valilld [0,1] jatkuvien funktioiden z: [0,1] — R joukko.
Alkioiden z € C ja y € C summa  + y méiéritelldéin asettamalla

E+y)B) =2 +y@®), telo1]
Alkion z € C ja reaaliluvun a tulo az méritelliin puolestaan kaavalla
(az)(t) = az(t),  t€[0,1].

Nailla laskutoimituksilla varustettuna C on resalikertoiminen vektoriavaruus, ts.
vektoreiden yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen noudattavat tavanmukaisia
laskusééntdjé. Erikoisesti on nollavektorina vakiokuvaus z(t) = 0 kaikilla t € [0, 1].

Maédéritelldan C:ssa kolme eri normia:

= t
Il = max (),

1
llell = / la(2)) dt,

llzlls = (/01 2(t)? dt)l/z.

C:sté tulee normiavaruus varustettiinpa C milld tahansa normilla || - [jo, || - |1 tai
I - ll2; toisin sanoen seuraavat normiavaruuden aksioomat ovat aina voimassa:

(N1) [lz +yll < [lz]l + [ly|| kaikille vektoreille z ja y,
(N2) [laz|| = |a|||z|| kaikille a € R ja vektoreille z,
(N3) ||z[| = 0 jos ja vain jos = on nollavektori.

Ehto (N1) normille || - ||z on suoralla laskulla vaikeasti todistettavissa (ns. Min-
kovskin epayhtdls), muut ovat helppoja analyysin harjoitustehtévia.

Normien avulla voidaan C tehda kolmella eri tavalla metriseksi avaruudeksi
asettamalla

do(z,y) = llz = yllo,

di(z,y) = llz = ylls,

da(2,y) = ||z — ]2
Metriikka dy on euklidisen etéisyyden yleistys C:hen ja d; on taksiautoetaisyy-
den yleistys C:hen. Jatkuvien funktioiden avaruus C voidaan siis topologisoida

kolmella tavalla. Vektoriavaruutena C on ééretdnulotteinen, luvut z(t), t € R,
voidaan tulkita vektorin z komponenteiksi samalla tavella kuin luvut ; ja z,
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ovat vektorin ¢ = (z1,2,) € R? komponentteja. Euklidisella tasolla on nain ollen
mielenkiintoinen a&reténulotteinen yleistys.

Voidaan vield huomauttaa, etti yhtalo

1
) = [ aluo)at
]
madrittelee C:ssé sisatulon, jolle

llellz = v/(=, z)-
Téllsin Madritelma 1.6.1 ja Lause 1.6.2 on yleistetty koskemaan myds dretén-
ulotteista avaruutta C. Sisituloavaruudessa on Schwartzin epiyhtéld aina voi-
massa (kts. Proposition 1.6.6 todistus). Silloin my&s ehto (N1) toteutuu (vrt. Pro-

position 6.8 todistus). Olemme néin ollen osoittaneet, ettd normi || - ||, toteuttaa
kolmioepéyhtalén (N1).

6. Homeomorfismit

Maérittelemme seuraavaksi, milloin kaksi topologista avaruutta (X,7) ja
(X',T") ovat samanrakenteisia eli isomorfisia.

Olkoon yleisesti f: X — X' kuvaus ja M kokoelma Xmn osajoukkoja. Joukko-
luokan M kuvalla kuvauksessa f tarkoitetaan X':n osajoukkojen kokoelmaa

fM)={f(A)|AeM]}.

Esimerkki 6.1. Maéritelldan kuvaus fo: R?> — R? asettamalla
fo(z1,z2) = (21,22/2).
Olkoon M kaikkien origokeskisten ympyrdiden
S(0,1) = { (@1,22) | a2 + a3 =12}

joukko. Merkitadn fo(z1,2) = (y1,y2). Silloin z; = y; ja z5 = 2y, joten

2 2
(v1,%2) € o(S(0,r)) = ¥ +4y5 =r* = (Z’;—l) + (%) =1
2

72



Néin ollen M' = fo(M) on kaikkien niiden origokeskisten ellipsien (y;/a)? +
(y2/b)* = 1 perhe, joille a/b = 2 (Kuva 6.1).

E23 Y2

Kuva 6.1. Ympyréperhe kuvautuu ellipsiperheeksi.

Tutkitaan, miten avoimet joukot kuvautuvat kuvauksessa f: X — X'. Seuraava
esimerkki osoittaa, ettei ole mitdin syytd odottaa, etti X:n avoimen joukon A
kuva f(A) olisi X":n avoin joukko.

Esimerkki 6.2. Olkoon X = {z1,22}, T = {0,X,{z1}}, X' = {z},2}} ja
T' = {0,X",{z4}}. Silloin (X, T) ja (X',T") ovat topologisia avaruuksia. M-
ritelldén bijektio f: X — X' asettamalla f(z1) = 2} ja f(z2) = 5. Silloin Xn
avoimen joukon 4 = {z;} kuva f(A4) = {z!} ei ole X;:n avoin joukko.

Esimerkki 6.2 osoittaa, ettei topologisten avaruuksien vilinen bijektio valtta-
matta sailytd topologista struktuuria.

Maéaritelmé 6.3. Olkoot (X,7) ja (X',7") topologisia avaruuksia. Bijektio
f: X — X' on homeomorfismi, jos f(T) =T'. Avaruudet (X, T)ja (X', T") ovat
homeomorfisia (eli isomorfisia), jos on olemassa niiden vélinen homeomorfismi.

Homeomorfiset topologiset avaruudet X ja X' ovat topologisilta ominaisuuksil-
taan tdysin samankaltaisia. X on esimerkiksi diskreetti tai Hausdorff, jos ja vain
jos X":1l& on vastaava ominaisuus.

Topologisten avaruuksien (X,7) ja (X',7") vilinen bijektio f: X — X' on
homeomorfismi, jos ja vain jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
(i) AeT = f(A)eT,
(i) A'eT = fA)eT.
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Seuraava lause seuraa suoraan mairitelmasté:

Lause 6.4. Jos X, X' ja X" ovat topologisia avaruuksia, niin
(i) identtinen kuvaus Idx: X — X on homeomorfismi,
(ii) homeomorfismin f: X — X' kiinteiskavaus f~': X' — X on homeo-
morfismi,
(ili) homeomorfismien f: X — X' ja g: X' — X" yhdistelmé go f: X — X"
on homeomorfismi. [

Korollaari 6.5. Olkoon X topologinen avaruus. Silloin G = {f: X — X |
f on homeomorfismi} on ryhma, jonka laskutoimituksena on kuvausten yhdis-
tdminen, neutraalialkiona Idx ja alkion f € G kiinteisalkiona sen kaanteisku-
vaus 1.

Korollaari 6.6. Olkoon X kaikkien topologisten avaruuksien joukko. Silloin
relaatio ~,

X ~ X' <= on olemassa homeomorfismi f: X — X',

on ekvivalenssi joukossa X. [

Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Mésritelman 2.8 joukko B C 7 on topolo-
gian 7 kanta, jos jokainen (epatyhji) joukko A € T voidaan esittdd Bin joukkojen
yhdisteena.

Lause 6.7. Olkoot (X,T) ja (X', T") topologisia avaruuksia, B jokin X to-
pologian T kanta seki f: X — X' bijektio. Silloin f on homeomorfismi, jos ja
vain jos B' = f(B) on X':n topologian T" kanta.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on homeomorfismi. Koska silloin f(B) € 7'
kaikilla B € B, on B' C 7'. Olkoon A’ € T'. Koska f~(A") € T ja B on T:n
kanta, on olemassa perhe { B, | i € I} C B siten, etti

4y =JB.
€l
Mutta silloin

A= (B,

€l

joten B’ on 7':n kanta.
Oletetaan kaantéen, ettd B’ on 7':n kanta.
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(i) Olkoon A € 7. Silloin on olemassa perhe { B, |+ € I} C B siten, etta

A=JB.

1€

Koska
) = £(8)

€1
ja f(B.) € B CT',on f(A) € T".

(ii) Olkoon A’ € 7'. Soveltamalla edellisté pasttelys bijektioon f~1: X' — X
voidaan osoittaa, ettd f~1(4) € T.

Esimerkki 6.8. Tason siirrolla fi: R? — R? vektorin a € R? verran tarkoite-

taan kuvausta
fi(z) =z +aq, z € R%
T&llSin f; kuvaa avoimet kiekot B(z,r) avoimiksi kiekoiksi B(z +a, 7). Nin ollen

f1 on bijektio, joka kuvaa tason tavanmukaisen topologian kannan B = { B(z,r) |
z €R, r > 0} itselleen. Lauseen 6.7 perusteella f;: R? — R? on homeomorfismi.

Tarkastellaan Esimerkin 6.1 litistystd fo(z1,z2) = (z1,22/2). Koska (Kuva 6.2)

_ 2 _z2\2
(274 )
T 2

fo(B(z,1)) ={ (v1,92)

T2

Y2

N

ol &

Kuva 6.2
on fo: R — R? Lauseen 6.7 perusteella homeomorfismi. (Avoimet ellipsit
{@v2) | (v = m)?/r® + 4y2 —m)?/r® < 1}, missi (m1,m2) € R? jar >0,

muodostavat tason tavanmukaisen topologian kannan Lauseen 2.10 perusteella.)
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Kuvaus fy on esimerkki tason homeomorfismista itselleen, joka ei ole yhtenevyys-
kuvaus eiké yhdenmuotoisuuskuvaus. Yhtenevyys- ja yhdenmuotoisuuskuvaukset
ovat kaikki homeomorfismeja.

Qlkoon (X, T) topologinen avaruus ja Y C X. Perhe
Ty ={ANY |AeT}

on Y:n topologia. (Seuraa suoraan Mairitelmasta 3.1.) Sitd kutsutaan 7:n in-
dusoimaksi topologiaksi Y :ssé, eli Y'm relatiivitopologiaksi. Topologista avaruutta
(Y, Ty) kutsutaan (X, 7 ):n alicvarvudeksi.

Esimerkki 6.9. Luonnollisten lukujen joukko N voidaan tulkita tason R? osa-
joukoksi N = {(n,0) | n = 1,2,...}. Millaisen topologian tason tavanmukainen
topologia 7 indusoi joukkoon N?

Osoitetaan, ettd 7y on diskreetti topologia, ts. ettd kaikki yksiot {n} ovat
avoimia. (Kéytémme lyhennettyé merkintéé n = (n,0).) Tarkastellaan kiekkoja
B(n,1/2). Esimerkin 1.2 perusteella. B(n,1/2) € T. Koska

{n} = B(n,1/2) NN,

on{r}eTn. O

Esimerkki 6.9 osoittaa, ettd alkuperainen topologia ja indusoitu topologia voivat
olla hyvin erilaisia. Topologiassa Ty ovat kaikki yksiét avoimia, kun taas topolo-
giassa 7 ei ole yhtdén avointa yksiots. Ratkaisevaa téllaisen tilanteen syntymisessa
on, etta N¢ 7.

Lause 6.10. Olkoon (X, T) topologinen avaruus ja ¥ C X. Silloin Ty C T,
josjavainjosY € T.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd (X,T) ja sen aliavaruus (¥, 7y) voivat olla
homeomorfisia.

Esimerkki 6.11. Valitaan avaruudeksi (X,7) taso R? tavanmukaisella topo-
logialla varustettuna ja osajoukoksi ¥ yksikkdkiekko D = B(0,1). Maéritellain
kuvaus f: R? — D yhtalslla,

z
f@) = 7=
L+ |l
Olkoon a € R? piste, jolle [|a]| = 1. Yksinkertainen paattely osoittaa, etts f kuvaa
origosta lahtevan siteen {ta | ¢ > 0} bijektiivisesti janalle {ua | 0 < u < 1}.
Tésta seuraa, etté f: R — D on bijektio. Kuvauksen f homeomorfisuus voidaan
perustella Lauseen 6.7 avulla. [J
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7. Jatkuvat kuvaukset

Kuvaus f: R — R on jatkuva pisteessd z¢ € R, jos jokaista lukua ¢ > 0 vastaa
& > 0 siten, etta

*) [z — 0| <6 = |f(z) — f(z0)| <.

Kahden reaaliluvun z ja y erotuksen itseisarvo [ —y| on lukujen z ja y (euklidinen)
etdisyys lukusuoralla. Jos merkitédén dg(z,y) = [¢ —y|, niin (*) voidaan kirjoittaa
muotoon

() dp(z,70) < § = dp(f(2), f(20)) <e.
Kuvauksen f 1ahténd ja maalina on téssi sama metrinen avaruus (R, dp).

Olkoot yleisesti (X,d) ja (X',d') metrisiéi avaruuksia ja f: X — X' kuvaus.
Ehdon (++) perusteella on selvéé, miten kuvauksen f jatkuvuus pisteessi zo € X
tulee maaritella:

Madritelmé 7.1. Kuvaus f on jatkuva pisteessi zo € X, jos jokaista lukua
€ > 0 vastaa § > 0 siten, ettd

(% #) d(z,z0) <6 => d'(f(z), f(z0)) <e.

Kuvaus f on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa X:n pisteessi.

Ehto (+*#) tarkoittaa, ettd palloympérist By(zo, §) kuvautuu palloympéristésn
Bar (f(z0),€) eli ettd
f(Ba(®o,8)) C Bar (f(z0),€).

Korvaamalla palloympéristot mielivaltaisilla ymparist6illd voimme yleista jatku-
vuuden méaéritelmén koskemaan topologisten avaruuksien vilisid kuvauksia:

Maaéritelmé 7.2. Olkoot (X,7T) ja (X',7') topologisia avaruuksia. Kuvaus
f: X — X' on jatkuva pisteessd x, jos jokaista pisteen f(z¢) ympéristéa V vastaa
pisteen zo ympéristé U siten, ettd f(U) C V. Kuvaus f on jatkuva, jos se on
jatkuva jokaisessa X:n pisteessé.

Jos f(U) C V, niin U C f~(V). Jos U on pisteen zo ympéristd, niin myés
f7Y(V) on z¢n ympéristd (Lause 2.14). Olemme todenneet, etts seuraava lause
on voimassa.
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Lause 7.3. Olkoot (X,T) ja (X',T") topologisia avaruuksia. Kuvaus f: X —
X' on jatkuva pisteessi o, jos ja vain jos f~1(V) on pisteen ©o ympéristé aina,
kun V on pisteen f(zo) ympérists. 0

Avoin joukko on jokaisen pisteensd ympéristd. Lauseen 7.3 avulla voidaan nyt
todistaa seuraava tulos:

Lause 7.4. Olkoot (X,7) ja (X', T") topologisia avaruuksia. Kuvaus f: X —
X' on jatkuva, jos ja vain jos

AeT = flA)eT.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd f on jatkuva. Olkoon A’ € 7'. Merkitadn
A= f~1(A"). On osoitettava, etts A € 7. Olkoon titi varten = € A ja merkitésn
z' = f(z). Koska z' € A' ja A' € T', on A’ pisteen 2’ = f(z) ympérists. Koska f
on jatkuva pisteessd x, on A Lauseen 7.3 perusteella pisteen z ympéristé. On siis
olemassa joukko A(z) € 7 siten, ettd z € 4(z) C A. Mutta talldin

A= U{z}C UA(I)CA,

z€EA T€EA

joten A= |J A(z) e T.
z€4

Oletetaan kiantaen, ettid f~1(4') € 7 aina, kun A’ € 7'. On osoitettava, etti
f on jatkuva jokaisessa X:n pisteessé. Valitaan ¢ € X. Olkoon V pisteen f(z)
ympéristé ja A' € T' siten, ettd f(z) € A' C V. Merkitiin U = f~'(V) ja
A= fY(A"). Koska A€ T jaz € ACU,onU pisteen & ympérists. Lauseen 7.3
perusteella f on jatkuva pisteesss z € X. Koska z valittiin mielivaltaisesti, on f
jatkuva. [

Lauseen 7.4 tulos voidaan ilmaista sanomalla, etté topologisten avaruuksien
vilinen kuvaus on jatkuva, jos ja vain jos jokaisen avoimen joukon alkukuva on
avoin.

Bijektio f: X — X' on homeomorfismi, jos ja vain jos seuraavat ehdot ovat
voimassa:

() AeT = fA)=(f") (A eT,

(i) A'eT = f1AYeT.
Lauseen 7.4 nojalla ehto (i) toteutuu, jos ja vain jos f on jatkuva. Vastaavasti (i)
toteutuu, jos ja vain jos f~! on jatkuva Nain ollen on voimassa
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Korollaari 7.5. Olkoot (X, T) ja (X',T') topologisia avaruuksia. Bijektio
f: X — X' on homeomorfismi, jos ja vain jos sekd f: X — X' ettd f~1: X' = X
ovat jatkuvia. [J

Kuvauksen jatkuvuutta tutkittaessa ei itse asiassa tarvitse tutkia kaikkien avoi-
mien joukkojen alkukuvien avoimuutta:

Lause 7.6. Olkoot (X,T) ja (X',T') topologisia avaruuksia ja B' topolo-
gian T' kanta. Silloin f: X — X' on jatkuva, jos ja vain jos

B'eB = f(B)eT.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f: X — X' on jatkuva. Jos B' € B', niin
f7Y(B') € T Lauseen 7.4 perusteella.

Oletetaan, etté f~'(B') € T kaikilla B' € B'. Olkoon 4’ € 7'. Koska B' on
T':n kanta, on olemassa perhe { B! |i € I} C B' siten, etta

A'=|JB.
€1
T&ll6in on
Ay =Ureyer.
1€l

Lauseen 7.4 perusteella f on jatkuva.

Esimerkki 7.7. Olkoon (X,7T) taso R? tavanmukaisella topologialla varus-
tettuna sekd (X',7') taso R? viipaletopologialla varustettuna (Esimerkki 4.1).
Tarkastellaan kuvausta f = Idgz. Tall6in siis f(z1,72) = (21,22) kaikille z =
(z1,22) € R2.

Viipaletopologialla 7' on kanta B', joka koostuu viipaleista
V(e,f) ={(z1,22) €K’ |a <3 < B},

missd o, € R ja @ < f. Koska f~(V(e,8)) = V(e,8) € T, on f: X — X'
jatkuva.

Tason tavanmukaisella topologialla on kanta B, joka koostuu avoimista kiekoista
B(,r), missé z € R? jar > 0. Tarkastellaan kuvausta f ™ = f: X' — X. Koska
f(B(z,r)) ¢ T', e f: X' — X ole jatkuva. Bijektio f: X — X' ei siis ole
homeomorfismi. [
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Lause 7.8. Olkoot (X,T), (X',T') ja (X",T") topologisia avaruuksia.
Jos kuvaukset f: X — X' ja g: X' — X" ovat jatkuvia, niin niiden yhdiste
gof: X — X" on jatkuva.

Tadistus. Olkoon 4" € 7", Koska g: X' — X" on jatkuva, on (Lause 7.4)
g7Y(A") € T'. Koska f: X — X' on jatkuva, on vastaavasti F g7 (4") =
(90NN (AM€ET. O

Seuraava esimerkki osoittaa, ettei jatkuva kuvaus valttimatts kuvaa avointa
Jjoukkoa avoimeksi joukoksi.

Esimerkki 7.9. Varustetaan R tavanmukaisella topologialla ja tarkastellaan
kuvausta f: R — R, jolle f(z) = 2%/3 — « (Kuva 7.1).

_\75 -1 1 V3 z

Kuva 7.1. Avoimen vilin | —/3,v/3 [ kuva on suljettu vili [—2/3,2/3].

Funktiolla f on pisteessi @ = —1 (lokaali) maksimi f(—1) = 2/3 ja pisteessi
@ =1 (lokaali) minimi f(1) = —2/3, funktion nollakohdat ovat @3 = —/3, z, = 0
ja @3 = +/3. Nain ollen avoimen vilin A = ]—\/?:,\/g[ kuva f(A) on suljettu
vali [-2/3,2/3]. Avoin vili on avoin joukko. Suljettu vili ei ole avoin joukko.
Liséiksi on huomattava, ettd f on surjektio eli f(R) = R. Kuvajoukko f(R) ei siis
ole Rin aito aliavaruus, vaan aliavaruuden f(R) topologia on R:n tavanmukainen
topologia. [



8. Sulkeuma ja reuna

Topologisen avaruuden (X,T) osajoukko F' C X on suljettu, jos X \ F € T
(Mééritelmé 2.5). Jos { F\ |1 € I'} on perhe suljettuja joukkoja, niin joukko

F=(F

el
on suljettu (Lause 2.1").

Olkoon A C X mielivaltainen joukko. Tarkastellaan seuraavaa suljettujen jouk-
kojen perhetta
Fa={FDA|F C X suljettu joukko }.

Madiritelma 8.1. Joukkoa
A= n F
FeFa
sanotaan joukon A sulkeumaksi.

Suljettujen joukkojen leikkauksena sulkeuma 4 on suljettu joukko. Se on sup-
pein suljettu joukko, joka sisdltds Awm, ts. jos F D A on suljettu joukko, niin
F D A. On siis voimassa

Lause 8.2. Joukko Fy on joukon A sulkeuma, jos ja vain jos Fy on suljettu ja
F D Fy D A kaikille suljetuille joukoille F D A. [

Korollaari 8.3. Jos A C B, niin A C B.

Todistus. Koska A C B C B, on B D A. Koska B on suljettu joukko, on B D5 A
Lauseen 8.2 perusteella. [

Korollaari 8.4. Joukko A on suljettu, jos ja vain jos A = A.

Todistus. Jos A =4, on A suljettu (Lause 8.2).

Oletetaan kédntéden, ettd A on suljettu. Merkitdéin Fy = A. Silloin F D Fy D A
kaikille suljetuille joukoille F D 4, joten A= Fy = A. 0O
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Korollaari 8.5. (4) = 4.
Todistus. Koska A on suljettu (Lause 8.2), seuraa viite Korollaarista 8.4. [
Korollaari 8.6. AUB =AUB.

Todistus. Joukko A U B on suljettu (Lause 2.2') ja AUB C AU B, joten
CAUB(Lause82) Koska A C AUB jaBC AUB,on ACAUB ja
B (Korollaari 8.3). Nainollen AUBCAUB. O

4u
Bc
Korollaari 8.7. AnB c AnB.

Todistus. KoskaAﬂBCAJaAﬂBCB niin (Korollaari 8.3) AN ANBCA4ja
ANBCB,ts. ANBC4ANB. O

Esimerkki 8.8. (i) Avoimen kiekon B(a, ) C R? sulkeuma on suljettu kiekko
B(a,r). (Harjoitustehtdva.) Olkoon a = (1,0), b = (-1,0), A = B(a,1) ja
B = B(b,1). Silloin on (Kuva 8.1) ANB =@ ja An B = {(0,0)}. Koska § on
suljettu joukko, on @ = 0. Niin ollen AN B #4ANB.

z2
/\\

ALY

(~1,0) (1,0 1

_

Kuva 8.1. ANB#ANB.

(ii) Olkoon (X,T) topologinen avaruus. Koska § € 7 ja X € T, ovat § ja X
toistensa komplementteina suljettuja. Korollaarin 8.4 nojalla on § = § ja X = X.
Pistettd z € X kutsutaan erilliseksi pisteeksi, jos {z} € 7. Tallsin X \ {z} on
suljettu, joten X \ {z} = X \ {z}. Jos z ei ole erillinen piste, ei joukko X \ {z}
ole suljettu. Korollaarin 8.4 nojalla silloin

X\ {e} # X\ {z}.
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Koska joka tapauksessa X \ {z} D X \ {z}, on oltava
DET=X o

Olkoon (X,7) topologinen avaruus ja A C X. Piste a € A on joukon 4
sisapiste, jos A on a:n ymparistd, ts. jos on olemassa U € T siten, etta a € U C A.
Piste b € X \ A on joukon A ulkopiste, jos b on joukon X \ 4 siséipiste. Talléin on
olemassa U’ € T siten, ettd b € U’ ja U' N A = §. Joukon A sisépisteiden joukolle
kaytetaan merkintaa Int A ja ulkopisteiden joukolle kaytetadn merkintad Ext A.

Pisteitd z € X \ Ext A sanotaan A:n kosketuspisteiksi. (Piste on kasautumis-
piste, jos se on kosketuspiste, mutta ei ole erillinen piste.)

Lause 8.9. Piste z on joukon A kosketuspiste, jos ja vain jos UN A # § aina,
kun U on pisteen = ymparisté.

Todistus. Piste x ei ole A:n kosketuspiste, jos ja vain jos z € Ext A. T&ma
tapahtuu jos ja vain jos z on joukon X \ A sisapiste, ts. jos ja vain jos on olemassa
z:n ymparisto U siten, etta U C X \ A. O

Lause 8.10. Joukon A sulkeuma on sama kuin sen kosketuspisteiden joukko.

Todistus. Olkoon B = X \ Ext A joukon A kosketuspisteiden joukko. Koska
Ext A on avoin (vrt. Korollaari 8.16), on B suljettu. Liséksi A C B (Lause 8.9).

Jos F' D A on suljettu joukko, niin X \ F C Ext A. Néin ollen F D X \ Ext A =
B. Lauseen 8.2 perusteella B=A. [

Korollaari 8.11. Topologisen avaruuden osajoukko on suljettu, jos ja vain jos
se sisdltad kaikki kosk isteensa.

P

Todistus. Korollaari 8.4. O

Maéritelma 8.12. Piste ¢ € X on joukon A C X reunapiste, jos = on Am
kosketuspiste, mutta = ¢ Int A.

Lause 8.13. Piste z € X on joukon A C X reunapiste, jos ja vain jos ehdot
UNA#0 ja U¢gA

ovat voimassa kaikille z:n ympaéristéille U.
Todistus. Lause 8.9. O

Joukon A reunapisteiden joukkoa kutsutaan A:n reunaks:. Sille kiytetizin mer-
kintad Bd A. Joukko A el yleensa sisalld kaikkia reunapisteitian.
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Esimerkki 8.14. (i) Avoimen kiekon B(a,r) reuna on ympyrd S(a,r) =
{z €R||lz —a|| =r}. Avoin kiekko ei siis sisdlls yhtaan reunapistettiin.

(ii) Suljetun kiekon B(a,r) reuna on myds ympyré S(a,r). Suljettu kiekko
isaltad kaikki reunapist a

(iii) Tasojoukon A = QX Q reuna on koko taso R?. Todistus. Olkoon z € R? ja
U pisteen = ympéristd. Silloin on olemassa r > 0 siten, ettéd B(z,r) C U. Toisaalta
B(z,)NQxQ # 0 ja toisaalta B(z,r) ¢ QxQ. Lauseen 8.13 perusteella z € Bd A.
Tiéssd tapauksessa Int A =@, ExtA=0, ACBdAjaR?\ACBdA. O

Olkoon A topologisen avaruuden (X,7) osajoukko. Avaruuden X pisteet ja-
kautuvat kolmeen luokkaan:
(a) Int A,
(b) ExtA,
(c) BdA.
Némd luokat ovat keskendén pistevieraita ja X = Int A U Ext A U Bd 4.
Lause 8.15. 4 =IntAUBdA.
Todistus. Lause 8.10 ja Maaritelma 8.12. [
Seuraava huomio on ilmeinen my&s suoraan méasritelmien perusteella:

Korollaari 8.16. Joukot Exta ja Int A ovat avoimia.

Todistus. Ext A = X \ (IntAUBdA) = X \ 4. Koska 4 on suljettu (Korol-
laari 8.4), on Ext A avoin. Koska Int A = Ext(X \ A), on Int A avoin. [

Korollaari 8.17. Joukko A on suljettu, jos ja vain jos BdA C A.
Todistus. Korollaari 8.4. [
Korollaari 8.18. Joukko A on avoin, jos ja vain jos A = Int A.

Todistus. Jos A on avoin, niin A on jokaisen pisteensd ymparistd. Nain ollen
A=1IntA. Jos A =Int A, niin A on avoin Korollaarin 8.16 perusteella. ]

Korollaari 8.19. Joukko A on avoin, jos ja vain jos ANBd A = §.
Todistus. Jos A on avoin, on A = Int A. Tallsin AN BdA = §. Oletetaan

kédntéen, ettd ANBd A = 0. Koska A C A =Int AUBd A, on A = Int A. Télléin
A on avoin. [J
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IIT HARJOITUSTEHTAVIA

1.

harjoitustehtavat

Osoita, ettd Esimerkin 1.1 aksioomajéarjestelmé (i)~(iii) on ristiriidaton.

Maééritellaén tasossa R? ekvivalenssirelaatio asettamalla P; = (z1,y1) ja

Py = (z3,y2) ekvivalenteiksi, jos 2 + y? = 23 + y2.

a) Osoita, ettd kyseessd on todella ekvivalenssirelaatio.

b) Mita ovat pisteiden (1,0), (0,1), (2,2) ja (0,0) méfiraimat ekvivalenssi-
luokat?

. Maééritelma: Joukon S relaatiolla ~ tarkoitetaan si&ntdd, joka liittds jokai-

seen alkioon s € S joukon S osajoukon R(s). Jos z € R(s), niin merkitdin
z ~ 5. Olkoon ~ relaatio, joka on symmetrinen ja transitiivinen. Mit3 vikaa
on seuraavassa paattelyssd: Olkoon a ~ b. Silloin symmetrisyyden nojalla
b ~ a. Transitiivisuuden nojalla a ~ b ja b ~ a implikoivat, ettéd a ~ a, joten
~ on refleksiivinen. Vai eiviitkd Esimerkin 1.1 aksioomat olekaan loogisesti
riippumattomia?

Maaritelladn joukossa R®\ {(0,0,0)} ekvivalenssirelaatio asettamalla vektorit
¥ ja W ekvivalenteiksi, jos on olemassa A € R\ {0} siten, ettd & = .

a) Osoita, etta kyseessi on todella joukon R*\ {(0,0,0)} ekvivalenssirelaatio.
b) Mita ovat ekvivalenssiluokat?

Ekvivalenssiluokkien joukkoa kutsutaan (reaaliseksi) projektuvisekss tasokss.

harjoitustehtavat

. Olkoot P = (z1,y1) ja @ = (22,y2) hyperbolisen tason H pisteitd, z; # 2.

Johda pisteiden P ja Q kautta kulkevan suoran L™¢ € Ly yhtils.

. Osoita, ettd hyperbolinen taso H on insidenssigeometria.
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- Etsi kaikki pisteen (0, 1) kautta kulkevat hyperbolisen tason H suorat, jotka

ovat suoran L% € Ly suuntaisia.

. Olkoon S = R?. Suoralla R%:ssa tarkoitetaan muotoa

Jope={(2,y) eR* |az + by = ¢}

olevaa joukkoa, missi a, b ja ¢ ovat vakioita ja a® 4+ 5% > 0. Olkoon L
kaikkien suorien joukko. Osoita, ettd (S, L) on insidenssigeometria, jolla on
sama suorien joukko kuin euklidisella tasolla.

- Olkoon § = R?\ {(0,0)} ja £ kaikkien suorien Jo 4, joukko, joille ¢ # 0.

Osoita, ettd (S, L) el ole insidenssigeometria.

. On olemassa aarellinen insidenssigeometria, jossa on 7 pistettd siten, etts

jokaisella suoralla on tésmaélleen 3 pistettd. Etsi tamé geometria. Montako
suoraa siing on?

harjoitustehtavat

. Osoita, ettd hyperbolinen etiisyys on etaisyysfunktio.

. Tarkastellaan euklidista tasoa £ = {R?, Lg } taksiautoetiisyydelld dp varus-

tettuna. Osoita, ettd kuvaus f(z,y) = z(1 + |m|) on suoran Ly, ; viivoitin.

. Masritellain R%ssa etiisyysfunktio d* euklidisen etaisyyden dg avulla seu-

raavasti:

dp(P,Q), jos dp(P,Q) <1,

4(PQ) = { 1, jos de(P,Q) > 1.

a) Osoita, ettda d* on etaisyysfunktio.

b) Etsi kaikki pisteet P € R2, joille d*(P,0) < 2.
c) Etsi kaikki pisteet P € R?, joille d*(P,0) = 2.
Tavalliseen tapaan on O = (0,0).

. Olkoon d* edellisen tehtavin etiisyysfunktio. Osoita, etts ei ole olemassa

insidenssigeometriaa {R?, £} siten, ettd {R?,£,d*} olisi metrinen geometria.

. Olkoot dy ja d; joukon § etdisyysfunktioita sekd s > 0 ja t > 0. Osoita, etta

my0Ss sdg + tdy on S:n etaisyysfunktio.

. Olkoon {§,£,d} metrinen geometria, r > 0 ja P € S. Osoita, ettd on ole-

massa piste ) € S siten, ettd d(P,Q) = r.
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harjoitustehtavat

. Etsi euklidisessa tasossa pisteen (2, 3) koordinaatit (a) suoran ¢ = 2 suhteen

(b) suoran y = —4z + 11 suhteen. Molemmilla suorilla kaytetdsn standardi-
viivoitinta.

. Sama tehtava kuin edelld taksiautotasossa.

- Etsi hyperbolisessa tasossa pisteen (2, 3) koordinaatit (a) suoran z = 2 suh-

teen (b) suoran (z — 1)? + y? = 10. Molemmilla suorilla kiytetisn standar-
diviivoitinta.

- Maardd (a) pisteiden (1,2) ja (3,4) hyperbolinen etéisyys seké (b) pisteiden

(2,1) ja (4,3) hyperbolinen etiisyys.

- Etsi piste P, jonka eullidinen koordinaatti suoralla Ly _3 on —2 (standardi-

viivoittimen suhteen).

- Etsi piste P, jonka taksiautokoordinaatti suoralla Ly _3 on —2 (standardi-

viivoittimen suhteen).

. Etsi piste P, jonka hyperbolinen koordinaatti suoralla LV"~3 on In2 (stan-

dardiviivoittimen suhteen).

harjoitustehtavat

- a) Tarkastellaan suoraa Lo = {(z,y) € R? | ¢ = 0} euklidisessa tasossa €.

Muodosta pisteen (0,2) peilikuva pisteen (0,1) suhteen.
b) Tarkastellaan suoraa L° = {(z,y) € H | z = 0} hyperbolisessa tasossa H.
Muodosta pisteen (0,2) peilikuva pisteen (0,1) suhteen.

. Tasossa R? masritellaan maksimietiisyys dg seuraavasti: Jos P = (z1,31) ja

Q = (z2,%), niin

ds(P, Q) = max{|z1 — 22/, [y1 — s/ }.
a) Osoita, ettd ds on etiisyysfunktio.
b) Osoita, etté {R% Lg,ds} on metrinen geometria.
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&

Metrisessi, geometriassa {S, £, d} méaaritelldsin piste P € S keskinen ja r > 0
siteinen ympyra joukkona { Q € § | d(P,Q) = r }. Piirré piste (0, 0) keskinen
ja 1-séteinen ympyré kiyttamalld jokaista etiisyysfunktiota dg, dr ja ds.

. Olkoon {S8,L,d} metrinen geometria, P € S ja | € L suora, jolle P € 1.

Olkoon C piste P keskinen ympyri. Osoita, etté INC sisaltad tasmalleen kaksi
pistettd. Ovatko pisteet toistensa peilikuvia ympyréin keskipisteen suhteen?

Millainen joukko mahtaa olla hyperbolisen tason ympyri, jonka keskipiste on
(0,€) ja side on 17

harjoitustehtavat

Osoita, ettd taksiautoetaisyys dr toteuttaa kolmioepiyht&lén.

. Madritellasn R%n pisteiden P ja Q funktio dr asettamalla

0, jos P=Q,
dp(P,Q) =< dg(P,Q), jos Lpq el ole vertikaalinen,
3dp(P,Q), jos Lpg on vertikaalinen.

Osoita, ettd {R?, L, dr} on metrinen geometria. Osoita, etta etiisyysfunktio
dp ei toteuta kolmioepayhtalda.

Osoita, ettd euklidisessa tasossa on voimassa A — B — C, jos ja vain jos
B=(1—t)A+tC jollekin t,0 < ¢ < 1.

Osoita, ettd taksiautotasossa on olemassa kolme eri pistettd A, B ja C, jotka
eiviit ole kollineaarisia, mutta joille dr(4,C) = dr(4, B) + dr(B,C). Tima
selittdd, miksi Médritelméssé 7.1 puhutaan kollineaarisista pisteista

- Olkoon annettu neljd erillists, metrisen geometrian pistettd. Osoita, ettéi ne

voidaan nimet pisteiksi A, B, C' ja D siten, etts A— B — C' — D.

Olkoot A, B, C' ja D metrisen geometrian pisteitii siten, ettd 4 — B — C ja
B—C-D. Osoita, ettd A=B—D ja A—C—D. (Talldinsiis A-B—C—D.)
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7. harjoitustehtavat

1. Osoita, etta euklidisen tason janoilla ja siteilli on esitykset
AB={CeR*|C=A4+tB-A4), 0<t<1},
AB={CeR*|C=A+tB—4), t>0).

2. Osoita, ettéd metrisessi geometriassa M on voimassa:
() AB=CD = A=C,
(i) CeAB & C#A => AC = 4B.

3. Olkoon hyperbolisessa tasossa P = (1,2) ja @ = (1,4). Jos 4 = (0,2) ja
B = (1,V/3), niin etsi C € /ﬁ, jolle AC ~ PQ.

4. Taksiautotasossa olkoon P = (1,-2), @ = (2,5), A = (4,—1) ja B = (3,2).
Etsi C € 4B, jolle AC ~ PQ.

o

. Varustetaan R? etiisyydella
ds(P,Q) = max{ |21 — 2], |y1 — 2/},
P = (z1,51), @ = (22,2), jolloin {R? Lg,ds} on metrinen geometria.

Olkoot A = (0,0), B = (1/10,1) ja C = (1,1) timén metrisen geometrian
pisteita. Osoita, ettd AB ~ AC. Milta janat nayttivat?

6. Osoita, ettad metrisen geometrian M side AB on niiden pisteiden C € 4B
joukko, joille A ei ole C:n ja B:n vilissi.

harjoitustehtavat

1. Osoita, ettéd metrisessd geometriassa on voimassa ZABC = Z/C BA.

2. Olkoot D, F ja F kolme metrisen geometrian ei-kollineaarista pistetti. Ole-
tetaan, ettd suora [ siséltéad korkeintaan yhden pisteisti D, E ja F. Osoita,

ettd jokainen suora 5@, oYa ja EF kohtaa Iin korkeintaan yhdessa pisteessi.

3. Olkoot A, B ja C metrisen geometrian ei-kollineaarisia pisteita. Osoita. etti
4B = ABn AABC.
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Olkoon A = {(z1,22) €ER?* |0 <2y <1, 0 <y < 1}. Mitkd A pisteet
ovat sisdpisteitd ja mitkd A:mn pisteet ovat reunapisteiti.

. Olkoon E = {(0,1/n) e R®* [n €N} jaA=R*\E={2 €R? |z ¢ E}.

Mitkd A:n pisteet ovat sisépisteiti ja mitkd reunapisteita? Onko A avoin
joukko?

Tarkastellaan tason suoria lo = {(21,22) € R? |21 =0} ja ln = { (z1,22) €
R? |z; =1/n}, n € N. Olkoon
A=R\ J b
k=0

Osoita, etta A on avoin joukko.

Oletetaan, etta joukko F C R? ei ole avoin. Voiko osajoukko A C F olla
avoin?

harjoitustehtavat

Osoita, etté joukko F' C R? on suljettu, jos F:n alkioiden masra on dérellinen.
Olkoot Fy = {(1/n,0) € R* | n € N} ja F; = {(n,0) € R* [ n € N}.
Molemmissa joukoissa on numeroituvasti fareton méiri pisteita. Osoita, etta

F ei ole avoin eika suljettu. Osoita, ettd F, on suljettu.

Olkoon Ap = {(z1,22) ER* | -1 <21 <1, =3 <2y < i} n=12..,
seka

Totea, ettd jokainen A, on avoin. Osoita, ettd 4 = {(z;,0) € R? |
—1 < z; <1}. Onko A avoin tai suljettu?

Osoita, ettd taksiautotason kiekot Br(a,r) = {z € R? | dr(a,2) < r} muo-
dostavat tason topologian kannan.

Muodostavatko rengasalueet
R(a,r1,m2) = {z €R?* | ry < dp(a,2) <3},

a €R? 0<r; <ry, tason topologian kannan?

. Osoita, ettd avoimet kiekot B(a,r), joille ¢ € Q x Q ja r € Q, muodostavat

tason topologian kannan.



10. harjoitustehtavat

[

b

w

Olkoon X = {a,b,c}. Luettele kaikki X:n topologiat.

Olkoon [0,a[ = {t e R|0 <t < a}, kun a > 0. Olkoon X = [0,1[. Osoita,
ettd
T={[0,a|[0<a<1}U{0}

on X:n topologia.

- Olkoot 77 ja 72 joukon X topologioita. Osoita, ettd 73 N7 on X mn topologia.

. Mitka seuraavista joukoista ovat origon O = (0,0) ympiristdji tason tavan-

mukaisessa topologiassa:

a) {(z1,%2) | 2120, 23 >0},
b) {(z1,22) | 2122 <1},

c) {(z1,22) | =3 < 21+, <3},
d) {(z1,22) | lex] + |z2] < 4},
e) {(z1,22) | 2a? +2} <2}
Piirrd kuvat.

11. harjoitustehtavat

-

[N

. Osoita, ettd Tv on tason topologia, jonka kantana on joukko {V(a,8) |

a,f €R, a < f}. Osoita, etti Ty on karkeampi kuin tason tavanmukai-
nen topologia.

. Méérdd karkein joukon {a,b,c,d, e} niisti topologioista, jotka sisaltivat jou-

kot {a,b}, {b,c} ja {b,d,e}.

. Olkoon X aarellinen topologinen avaruus. Osoita, etta X on Hausdorff, jos

ja vain jos se on diskreetti.

. Olkoon f: X — R injektio ja d(z,y) = |f(z) — f(y)|, kun 2,y € X. Onko d

joukon X metriikka?

- Olkoon f(z,y) = |2* — y?| ja g(z,y) = |¢* — y*|, kun z,y € R. Ovatko f ja g

metriikkoja Rissa?
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6.

Olkoot d; ja dy metriikkoja joukossa X. Osoita, ettd kuvaukset
di +dy: (,y) = di(2,y) + da(2,y)
ja
max(d, dz): (2,y) = max(di(2,y), da(,y))

ovat metriikkoja X:ssa.

12. harjoitustehtavat

1.

Olkoon f: N — R kuvaus, jolle f(c0) =1 ja f(n) =n/(n+1), kun n € N.

Asetetaan d(m,n) = |f(m) — f(n)|. Osoita, ettd d on joukon N = N U {co}

metriikka.

Oletetaan, ettd ¢ on mittausfunktio ja d on joukon X metriikka.

a) Osoita, ettéi d' = ¢ o d on X:n metriikka.

b) Oletetaan, ettd 'Eloﬂ+g0(t) = 0. Osoita, ettda d ja d' ovat topologisesti
ekvivalentteja.

Miaritelldin vektoreille = = (21, z2) € R?
llzlls = max(lz1] + |z2], 2lea]).
Osoita, etté || - ||s on normi. Tutki, millaisia ovat timin normin masrasmasn

metriikkaan ds liittyvat pallot. Osoita, etté ds on ekvivalentti normin ||z||; =
|z1] + |z2| maardiman metriikan d; kanssa.

- Osoita, ettd funktiot ¢ — t* (0 < & < 1), £+ log(1 +t) ja ¢ = min(1,t) ovat

mittausfunktioita.
Osoita, etta R:n metriikat
d(z,y) =z ~yl ja d(z,y) =" -

ovat ekvivalentteja. Osoita, etta ei ole olemassa vakioita a > 0 ja > 0 siten,
ettd kaksoisepayhtélo

ad(z,y) < d'(z,y) < fd(z,y)
olisi voimassa kaikille z,y € R.

92



13. harjoitustehtavat

- Varustetaan N=NU{co} luonnollisella topologiallaan. Osoita, etts bijektio

f: N — N on homeomorfismi, jos ja vain jos f(co) = 0.

. Olkoon (X, T) topologinen avaruus, ¥ joukko ja f: X — V bijektio. Osoita,

ettd on olemassa yksi ja vain yksi Y:n topologia 7Ty siten, etti f on homeo-
morfismi.

. Olkoot (X, T) ja (X',7') homeomorfisia topologisia avaruuksia. Osoita, etti

X, T) on metristyva, jos ja vain jos (X', 7") on metristyvi.
2

. Olkoon f: X — X' homeomorfismi ja A C X. Osoita, etti piste € A on

Aum sisapiste, jos ja vain jos f(z) on f(A)m sisdpiste.

. Maaritellddn kuvaus f: R? — R? asettamalla

o) = 0, kun z = (0,0),
@)= > kunz #(0,0).

Osoita, ettd f on bijektio. Onko f homeomorfismi?

- Millainen on R:n luonnollinen topologia? Osoita, ettd R ja avoin vali ]a, b

ovat homeomorfisia.

14. harjoitustehtavat

[

'

. Olkoot (X,T) ja (X',T') topologisia avaruuksia ja ¢ € X'. Maaritelliin

kuvaus f: X — X' asettamalla f(z) = c kaikilla = € X. Osoita, ettéi f on
jatkuva.

. Olkoon (X, T) taso R? varustettuna viipaletopologialla ja olkoon f: X — X

tason kierto. Milloin f on jatkuva?

. Olkoon X = {a,b,c} ja T = {ﬂ,X, {a}, {a,b},{a,c}}A Maéraa joukon {a}

sulkeuma topologisessa avaruudessa (X, 7).

. Olkoon X' joukko, (X,T) topologinen avaruus ja f: X — X' kuvaus.

Osoita, ettéd X':ssa on olemassa karkein topologia, jolla f on jatkuva.
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