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3 Painotetut verkot

3.1 Kauppamatkustajan ongelma

Kauppamatkustajalla on ongelma. Hanen tulee kaupata polynimureita nel-
jassi eri kaupungissa (Kuopio, Mikkeli ja Jyviskyld) palaten tyopaivéan jal-
keen kotikaupunkiinsa (Joensuu). Kartasta katsomalla hin selvittaa paik-
kojen viliset etdisyydet, mutta miké on lyhin reitti? (Kuva

Kuopio

Joensuu

Jyvaskyla

Mikkeli

Kuva 51: Kauppamatkustaja ldhtee Joensuusta, kiertdé kaikki kaupungit ja palaa ko-
tikaupunkiinsa. Mik4 on lyhin reitti?

Joensuusta kauppamatkustaja voi lahted kolmeen kaupunkiin, jonka jéilkeen
vaihtoehtoja on kaksi. Néin ollen reittivaihtoehtoja on

3:2-1=6.

Yksi tapa ratkaista ongelma on laskea kaikkien reittivaihtoehtojen pituudet ja
valita niistd lyhin (Taulukko . Taulukosta ndhdaén, ettd kauppamatkustajalla
on valittavissa kaksi reittié, jotka molemmat ovat lyhimpié.

Yleisessa tapauksessa voidaan olettaa, ettd jokaisesta kaupungista on tie jo-
kaiseen kaupunkiin. Kun kaupunkeja on n kappaletta, niin reittivaihtoehtoja
tulee (n — 1)! kappaletta. Eli jos kaupunkeja on 9, niin reittivaihtoehtoja on
40 320. Jos kaupunkeja on 10, niin reittivaihtoehtoja on 362 880. Néin ollen
reittivaihtoehtojen lukumaééré kasvaa kaupunkien lukuméérén kasvaessa hyvin-
kin nopeasti.

Téamén tyyppisista verkoista, jonka kaarilla on jokin pituus tai muu vastaava
arvo, kutsutaan painotetuiksi verkoiksi. Kaaren arvoa kutsutaan painoksi.

Maaritelma 3.1.1. Painotetussa verkossa, jokaiseen kaareen liittyy jokin luku.
Tatéa lukua kutsutaan kaaren painoksi.
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Kauppamatkustajan reitti Reitin pituus [km]
Joensuu-Kuopio-Mikkeli-Jyvaskyla-Joensuu 130+-160+115+250=655
Joensuu-Kuopio-Jyvaskyla-Mikkeli-Joensuu | 130+1504+115+210=605
Joensuu-Mikkeli-Kuopio-Jyviskyla-Joensuu 210+1604-115+250=735
Joensuu-Mikkeli-Jyviskyla-Kuopio-Joensuu | 2104+115+150+130=605
Joensuu-Jyviskyla-Mikkeli-Kuopio-Joensuu 250+1154160+4-130=655
Joensuu-Jyviaskyla-Kuopio-Mikkeli-Joensuu 250+1504-160+-210="770

Taulukko 2: Taulukossa laskettu kaikki reittivaihtoehdot, joista lyhimpid on kaksi.

Maaritelm3a 3.1.2. Painotetussa verkossa ketjun pituus on ketjun kaarten pai-
nojen summa.

Verkko voidaan esittdd kaupunkien vilisind yhteyksind (Taulukko (3)).

Joensuu | Kuopio | Jyvéskyla | Mikkeli
Joensuu 0 130 250 210
Kuopio 130 0 150 160
Jyvéaskyla 250 150 0 115
Mikkeli 210 160 115 0

Taulukko 3: Taulukoidaan kaupunkien véliset yhteydet, jossa vilimatkat kilometreina.

Toisaalta taulukko voidaan esittdd myos paino- eli etdisyysmatriisina, jossa
solmujen vilisid yhteyksid merkitdan niitd vastaavilla painoilla

Joensuu Kuopio Jyvaskyla Mikkeli

Joensuu 0 130 250 210
_ Kuopio 130 0 150 160
— Jyviskyld 250 150 0 115

Mikkeli 210 160 115 0

Nykyiset painotettuihin verkkoihin liittyvéit ongelmat ja sovellukset ovat l&-
hes poikkeuksetta lyhimmé&n reitin etsimiseen liittyvid ongelmia. Kauppamat-
kustajan ongelmassa etsitddn lyhintd suljettua ketjua n kaupungin kautta.

Kauppamatkustajan ongelman lisdksi usein etsitddn lyhintd avointa ket-
jua kahden solmun vilille. Esimerkiksi tieliikenneverkosto voidaan kuvata pai-
notettuna verkkona siten, ettd tiet ovat painotettuja kaaria ja risteykset solmu-
ja. Navigaattori laskee lyhimmén reitin kahden solmun vilille, jolloin kyseessa
on lyhimmaén painotettun ketjun etsiminen, missé painot ovat vilimatkoja. Toi-
saalta navigaattori laskee my0s nopeimman reitin, joka tapahtuu yksinkertaisel-
la muunnoksella, missé kaarien painot (matkat) muunnetaan nopeusrajoitusten
mukaan ajaksi.

Erds painotettujen verkkojen ongelmatyyppi on etsid lyhin yhtendinen
verkko n solmun vilille. Esimerkiksi 10 kaupungin vilille tulee rakentaa sahko-
verkko siten, ettd sdhkoverkko yhdistad kaikki kaupungit toisiinsa. Mutta mika
on pienin méaira kaapelia, jolla sihkdverkko voidaan rakentaa?
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3.2 Virittavat puut

Suomen tietoverkkoa uusitaan uudella valokaapelitekniikalla. Kuvassa
on esitetty kaupunkien vilisid vilimatkoja. Koska valokaapeli on kallista,
halutaan kaupunkien vilille rakentaa mahdollisimman pieni, mutta kuiten-
kin yhtenéinen verkko. Mikéd on minimimé&éra valokaapelia, jolla tekniikan
uusiminen voidaan toteuttaa?

Kuva 52: Mikd on pienin méara valokaapelia, jolla kaikki kaupungit saadaan yhdistet-
tya toisiinsa?

Jos Suomen tietoverkko uusitaan siten, ettd Kuvan [52) kaikki yhteydet uusi-
taan, tarvitaan valokaapelia yhteensd 3590 km. Riittda kuitenkin, ettd kahden
kaupungin vililld on vain yksi ketju, joten valokaapelia tarvitaan vihemmaéan.
Jos kahden kaupungin valilld on tdsmélleen yksi ketju, niin uusista yhteyksista
muodostuu puu.

Tehtéva voidaan muotoilla matemaattisemmaksi ja tdsmaéllisemmaéksi, jos
kdytetdan puun ja kaaren painojen kisitteita. Télloin tehtava kuuluu: Etsi kuvan
verkosta sellainen puu, joka siséltda kaikki verkon solmut ja kaarten painojen
summa on pienin.

Maaritelma 3.2.1. Puu on verkon wvirittdvd puu, jos se sisdltdd kaikki verkon
solmut.

Kuvan [52] verkon virittivii puita on useita. Esimerkiksi Kuvassa [59] on eriis
kyseisen verkon virittdva puu, jonka painojen summa on 2170 km.

Masritelma 3.2.2. Jos virittdvin puun painojen summa on kaikista viritta-
vistd puista pienin, virittdva puu on minimaalinen virittdvd puu.
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Kuva 53: Siniset kaaret muodostavat virittdvan puun, jonka painojen summa on 2170
km.

Suurista verkoista minimaalisen virittdvin puun etsiminen ilman apuvéli-
neitéd on yleensé tyoldstd. Matematiikassa nditd apuvilineitd kutsutaan algorit-
meiksi.

Algoritmi on toimintaohje, joka sisdltdd tietyn méédrdn kiskyji, jotka to-
teuttamalla paastddn haluttuun lopputulokseen. Esimerkiksi ruokareseptit ovat
algoritmeja. SyGmisen algoritmi puolestaan voisi olla seuraava:

Laita ruoka suuhun.
Pureskele ja niele.

Oletko kylldinen?

-Jos vastaat ei, palaa kohtaan 1.
-Jos vastaat kyll4, siirry kohtaan 4.

Lopeta ruokailu.

Algoritmissa voidaan siis toistaa joitakin kiskyjd useitakin kertoja. Kaikki al-
goritmit esitetddn tassad oppimateriaalissa oranssin laatikon sisalla.

3.3 Minimaalisen virittdvan puun algoritmeja

Minimaalisen virittdvin puun algoritmeilla voidaan etsié lyhin yhtenéinen verk-
ko, joka yhdistdd kaikki painotetun verkon solmut. Palataan takaisin sivulla[37]
olleeseen tehtévidn, jossa piti etsid Kuvan [52] mukaiselle Suomen tietoverkolle
minimaalinen virittéava puu.
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Tilannetta pohtivat insin6orit keksivat suuressa viisaudessaan, ettd yhtey-
det voitaisi uusia lyhimmasta yhteydesté pisinpéan, mutta kuitenkin niin, ettei
turhia eli moninkertaisia yhteyksia kaupunkien vélille muodostu.

Kartasta katsomalla he selvittévéit, ettd Kuopion ja Joensuun vélinen yhteys
on lyhin. Siis yhteyksien uusiminen aloitetaan siitd. He merkitsevéit tamén yh-
teyden karttaansa vihredlld. Seuraavaksi lyhin yhteys on Mikkeli-Imatra, joten
tdma uusitaan toisena, ja insindorit merkitsevat tdmankin yhteyden karttaan-
sa vihrealld. Kolmanneksi lyhin yhteys on Tampereen ja Turun vélila, joten
sekin merkitddn karttaan vihreélld. Seuraavaksi lyhimpid yhteyksid on kaksi,
nimittdin yhteydet Turku-Helsinki ja Kuopio-Mikkeli. Koska molemmat ovat
samanpituisia, insinoorit valitsevat arvalla yhteyden Kuopio-Mikkeli, joka uusi-
taan ennen yhteyttd Turku-Helsinki. Molemmat kuitenkin uusitaan, joten ne
merkitdan karttaan vihreélla.

Seuraavaksi lyhimpid yhteyksid on jélleen kaksi nimittéin yhteydet Kuopio-
Kajaani ja Tampere-Helsinki. Talld kertaa arpa suosii yhteyttd Tampere-Helsinki,
joka uusitaan ennen yhteyttd Kuopio-Kajaani. Juuri kun insin6érit ovat varitta-
massa tata yhteytta, heistd tarkkandkoisin huomauttaa, ettd Helsinki ja Tam-
pere ovat jo yhteydessé toisiinsa Turun vélitykselld. Helsingin ja Tampereen
vélisen yhteyden uusiminen olisi rahan haaskausta, joten tdmé yhteys jatetdan
uusimatta, ja insin6orit varittéavit sen karttaansa punaisella. Sen sijaan tdmén
yvhteyden kanssa samanpituinen yhteys Kuopio-Kajaani uusitaan, ja se vérite-
tadn vihrealla.

Insin6orit jatkavat yhteyksien varittamista talld tavoin, ja lopulta heilld on
edessiddn Kuvan [54 mukainen kartta, jossa vihreét kaaret kertovat minimaalisen
virittdvan puun. Téllaista menettelyd sanotaan Kruskalin algoritmiksi.

180 -
Kajaani

Kuopio &

| Joensuu

Mikkeli

Imatra

Helsinki

Kuva 54: Vihredt kaaret muodostavat , jonka painojen
summa eli kokonaispaino on 1560 km.
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Kruskalin algoritms
Kruskalin algoritmi tuottaa minimaalisen virittdvan puun. Algoritmin idea on
seuraava: verkon kaaret varitetddn vihredlld pienimmdstd painosta suurimpaan
siten, ettd suljettuja ketjua ei muodostu.

. Valitse pienimméin painon omaava kaari ja véritd se solmui-
neen vihredksi. Mikéli pienimmén painon omaavia kaaria on
useita, valitse niistd yksi.

. Valitse jéljelle jadvastd verkosta jélleen pienimméan painon
omaava kaari ja varitd se vihredksi.

. Valitse jaljelle jaavastd verkosta pienimmin painon omaava
kaari ja varita se vihredksi, jos verkkoon ei muodostu suljettua
ketjua. Vérita kaari punaiseksi, jos muodostuu suljettu ketju.

. Toista kohtaa K3, kunnes kaikki kaaret on véritetty. Lopuk-
si korvaa punaisella véritetyt kaaret mustalla. Algoritmi on
paattynyt.

Etsi Kuvan [55 painotetusta verkosta minimaalinen virittévd puu Kruskalin
algoritmin avulla.

Kuva 55: Etsi painotetusta verkosta minimaalinen virittdvad puu.

Kokeillaan Kruskalin algoritmia Kuvan [55] verkolle.

1. Verkon kaarten pienin paino on 1, joka loytyy kaarilta (2,3) ja (2,6). Va-
ritetdén niistéd toinen, esimerkiksi kaari (2.3), vihrealla. (Kuvam vasem-
malla)

2. Jéljelld olevien kaarien pienin paino on 1, joka on kaarella (2, 6). Varitetdén
kaari (2,6) vihredlld. (Kuva [56| oikealla)
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Kuva 56: Kruskalin algoritmissa kaaret véritetdan vihredlld pienimmésta painosta suu-
rimpaan.

3. Jaljelld olevista kaarista pienin paino 2 16ytyy kaarilta (3, 6) ja (5,6). Véri-
tetddn kaari (3, 6) punaiseksi, koska se muodostaa suljetun ketjun vihrealla
viritettyjen kaarten kanssa. (Kuva [57] vasemmalla)

4. Jaljelld olevien kaarien pienin paino on 2, joka on kaarella (5, 6). Varitetdin
kaari (5,06) vihredlla. (Kuva [57] oikealla)

Kuva 57: Jos pienimmén painon omaavan kaaren varittdminen muodostaa suljetun
ketjun vihreélld véritetyn puun kanssa, niin tdlléin kaari varitetdédn punaisella.

5. Toistetaan algoritmin kohtaa K3, kunnes algoritmi pysahtyy. (Kuva

Kuva 58: Minimaalinen virittdva puu muodostuu vihreistéd kaarista.



3.3 Minimaalisen virittdvin puun algoritmeja 42

Kruskalin algoritmi pysdhtyy, kun kaikki verkon kaaret on varitetty joko vih-
redlld tai punaisella. Algoritmin viimeisessé vaiheessa K4 korvataan punaiset
kaaret mustilla kaarilla. Lopputuloksena on vihreélla varitetty verkon minimaa-
linen virittdva puu. Kuvan verkon minimaalisen virittdvén puun painojen
summa on 10.

Napajaitikolla olevalla tutkijalla on ongelma. Y6lld on satanut lunta niin
paljon, ettd kaikki tutkimuskeskuksen tiet ovat kulkukelvottomia. Tyopéaiva
ei padse kdyntiin, ennen kuin hénelld on padsy jokaiseen tutkimuskeskuksen
rakennukseen. Miten tutkijan kannattaa lapioida tiet puhtaaksi, etté varsi-
naisiin t6ihin padstdan mahdollisimman nopeasti? Kuvan 59 painotetussa
verkossa painot ovat valimatkoja metreissé.

Asuintilat

Mittaus-
asema

Tutka-
asema

10

Koiratalli 20 Ruokala 70 Valinevarasto

Kuva 59: Mitka tiet tutkijan kannattaa aurata, jotta lunta taytyisi lapioida mahdolli-
simman v&hén?

Tutkija seisoo asuintilojen edessé ja pahkiilee tilannetta. Hanelld on edes-
sadn kolme tieté, joista yksi johtaa mittausasemalle, toinen ruokalaan ja kolmas
tutka-asemalle. Mittausasemalle ja tutka-asemalle johtavat tiet ovat lyhyemmét
kuin ruokalaan johtava tie, joten tutkija pdattda tehdé ensiksi jomman kumman
niistd. Han valitsee mittausasemalle johtavan tien.

Téamaén raivattuaan tutkija pohtii seuraavaksi tyostettdvaa tietd. Han voi la-
pioida puhtaaksi tien mittausasemalta koiratalliin, ruokalaan tai tutka-asemalle.
Toisaalta hén voi palata takaisin dsken raivaamaansa tietd pitkin, ja raivata tien
asuintilalta ruokalaan tai tutka-asemalle. Kaikista naista viidestd vaihtoehdos-
ta mittausaseman ja koiratallin véilinen tie on lyhin, joten tutkija valitsee sen
(Kuva [60)).

Nyt tutkijalla on jalleen vaihtoehtoina viisi tieté, joista mittausaseman ja
ruokalan seké koiratallin ja ruokalan véliset tiet ovat lyhimmét (Kuva. Tut-
kija valitsee koiratallin ja ruokalan vélisen tien ja lapioi sen puhtaaksi.

Seuraavaksi edessd olevista vaihtoehdoista lyhin olisi ruokalan ja mittausa-
seman valinen tie. Tutkijalla kuitenkin on jo auratut tiet mittausasemalle, joten
tdman polun raivaaminen olisi turhaa ty6ta. Niinpa han katsoo mika olisi seu-
raavaksi lyhin vaihtoehto. Se on asuintilan ja tutka-aseman vilinen tie, joten
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Asuintilat

30 s, 30

1 -
Mittaus- {70 Y. Tutka-
D .--------f------------ asema
A i
10 26\ :.50
A
Koiratalli 20 Ruokala 0 Valinevarasto

Kuva 60: Kun vihrealld merkityt tiet on aurattu, tutkija voi seuraavaksi aurata jonkin
siniselld merkityista teista.

tutkija kévelee puhtaaksi lapioimiaan teitd pitkin takaisin asuintilalle, ja lapioi
polun tutka-asemalle puhtaaksi.

Téamaén jalkeen jaljella olevista lumen peittdmista teistad tutka-aseman ja véi-
linevaraston vélinen tie on lyhin, joten tutkija lapioi sen puhtaaksi. Nyt hanel-
14 on péadsy kaikkiin tutkimusaseman rakennuksiin, ja varsinainen tyop&iva voi

alkaa (Kuva[61)).

Asuintilat
30 30
Mittaus- 70 Tutka-
asema asema
10/ o9 50 60  \10
Koiratalli 20 Ruokala 0 Valinevarasto

Kuva 61: Tutkija on tehnyt lumit6itd 100 metrin matkalta, kun hénelld on paasy
kaikkiin tutkimuskeskuksen rakennuksiin.

Lumesta puhdistetut tiet muodostavat tutkimusaseman tieverkoston mini-
maalisen virittdvan puun. Téllaista minimaalisen virittdvan puun tuottamisen
menetelmad kutsutaan Primin algoritmiksi.
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Primain algoritma
Primin algoritmi tuottaa minimaalisen virittdvan puun. Algoritmi kdynnistyy,
kun sille sydtetddn aloitussolmu, josta puun rakentaminen aloitetaan.

. Valitse verkosta aloitussolmu ja véarita se vihredksi. Varita si-
niselld kaikki aloitussolmuun liittyneet kaaret.

. Valitse sinisistd kaarista pienin ja varitd kaari k; ja kaaren
padsséa oleva solmu sy vihredksi.

. Viritd solmuun s; kiinnittyneet kaaret siniselld. Mikéli jokin
solmu on péitesolmu kahdelle tai useammalle kaarelle ts. syn-
tyy suljettu ketju, véritd niistd painoltaan suurempi punaisel-
la.

. Valitse sinisisté kaarista pienin ja vérita kaari ja kaaren paéssa
oleva solmu vihreédksi.

. Toista kohtia P2 — P4 kunnes et voi jatkaa menettelya. Lo-
puksi korvaa punaisella véritetyt kaaret mustalla. Algoritmi
on paattynyt.

Etsi Kuvan [62] painotetusta verkosta minimaalinen virittdvd puu Primin
algoritmin avulla.

Kuva 62: Muodosta kuvan verkosta Primin algoritmin avulla minimaalinen virittava
puu.

Muodostetaan minimaalinen virittava puu Kuvan verkolle Primin algo-
ritmin avulla.
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1. Valitaan aloitussolmuksi . Véritetaan kaikki aloitussolmuun liitty-
neet kaaret (6,2), (6,3), (6,4) ja (6,5) siniselld. (Kuva [63] vasemmalla)

2. Sinisistd kaarista pienin on , joten véaritetddn kaari ja solmu 2
vihreélld. (Kuva [63| oikealla)

Kuva 63: Viritetdan aloitussolmuun liittyneisté kaarista pienin vihrealla.

3. Viéritetéén kaikki solmuun 2 liittyneet kaaret (2, 1), (2,3) ja (2, 5) sinisellé.
(Kuva |64] vasemmalla)

4. Nyt solmu 3 on péétesolmu kahdelle kaarelle. Varitetdén kaari (3,6) pu-
naisella, koska se on suurempi kuin kaari (2, 3). (Kuva [64] oikealla)

5. Myos solmu 5 on padtesolmu kahdelle kaarelle, joten varitetdan myos kaari
(2,5) punaisella, koska se on suurempi kuin kaari (5,6). (Kuva[64] oikealla)

Kuva 64: Mikili solmu on péaédtesolmu kahdelle kaarelle varitetdan kaarista suurempi
punaisella.

6. Sinisistd kaarista pienin on , joten véritetdan kaari ja solmu 3
vihrealla.

7. Jatketaan vastaavalla tavalla, kunnes algoritmi pyséhtyy. (Kuva

Lopulta Primin algoritmi tuottaa verkolle minimaalisen viritt&vén puun, jon-
ka painojen summa on 12. Sekd Primin, ettd Kruskalin algoritmi tuottavat sa-
man lopputuloksen eli minimaalisen virittdvan puun. Tarvitsemmeko kaksi eri-
laista algoritmia, jotka molemmat tuottavat saman lopputuloksen? Miké erottaa
nédma kaksi algoritmia?



3.3 Minimaalisen virittdvin puun algoritmeja 46

Kuva 65: Primin algoritmi tuottaa minimaalisen virittdvan puun.

Verkkoteorian algoritmeja kiytetddn nykyadn pédasiassa tietokoneilla. Sil-
ti tietokoneiden laskentakapasiteetti loppuu nopeasti, jos lasketaan esimerkiksi
minimaalista virittdvad puuta erityisen suurelle verkolle. Tésta johtuen algo-
ritmien tehokkuutta mitataan niiden tilan- ja ajankéytolla. Koska tietokoneiden
muistit ovat algoritmien tarvitsemaan tilaan verrattuna suhteellisen suuria, niin
algoritmien tehokkuutta mitataankin pédasiassa niiden ajankéytolld. Toisin sa-
noen algoritmi on sité tehokkaampi mitéd nopeammin se ratkaisee ongelman.

Primin ja Kruskalin algoritmien ajankéytto riippuu verkon rakenteesta eli
kaarien ja ja solmujen lukuméaarasta.

Maéritelma 3.3.1. Verkon V = (S, K) solmujen lukumé&érééd merkitddn | S| ja
kaarien lukuméaéraa |K|.

Primin algoritmin ajankdytto saadaan laskettua kaavalla | K| + |S|lg|S]| ja
Kruskalin |K|1g|S|, missd |S| on solmujen lukumééra ja |K| on kaarten luku-
mMAaara.

Sivun [37] tehtdvéissd téytyi ratkaista miké on pienin mééréd valokaapelia, jol-
la Suomen 10 kaupunkia saadaan yhdistettyé toisiinsa. Kyseisessé painotetussa
verkossa on 10 solmua ja 17 kaarta. Tehtéavéssé téytyi etsid siis minimaalinen
virittdvd puu, joten voidaan valita etsitdénko se Primin vai Kruskalin algorit-
milla. Ajankdyton kannalta on jarkevdd kayttdéa kyseiselle verkolle Kruskalin
algoritmia, koska se suoriutuu ongelmasta nopeammin. (Taulukko E[)

Algoritmi | Tehokkuus Jos |S] =10 ja |K| =17 | Ajankaytto/yksikkod
Prim K[+ 1S]1g]S] | 17 + 101g 10 27
Kruskal |K|1g|S] 171g 10 17

Taulukko 4: Prim vs Kruskal.
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3.4 Lyhimméin ketjun algoritmi

Ulkomailta Suomeen saapuva posti kulkee Turun sataman kautta, josta
posti toimitetaan eteenpain. Mitka olisivat lyhimmaét reitit kuljettaa posti
Turusta Kuvan [66] kaupunkeihin?

Jyvaskyla

Savonlinna

Tampere

Lappeenranta

Helsinki

Kuva 66: Mité reittejé pitkin posti kannattaa kuljettaa Turusta eteenpain?

Kuvan [66] painotetusta verkosta on tarkoitus etsié sellainen kaikki solmut
sisaltdva verkko, jossa on Turun ja kaikkien muiden kaupunkien valilld lyhim-
maét ketjut. Toisin sanoen painotetusta verkosta tulee etsié virittava puu, jossa
on lyhimmét ketjut Turusta verkon muihin solmuihin. Seuraavaksi tutustutaan
Dijkstran algoritmiin, joka tuottaa edelld kuvatun lopputuloksen.
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Digkstran algoritms
Digkstran algoritmi tuottaa verkon wvirittdvin puun, jossa on lyhimmdt ketjut
aloitussolmusta muihin solmuihin.

. Valitse aloitussolmu s, vérita se vihreédksi ja merkitse solmun
sisédn luku 0.

. VArité siniselld aloitussolmuun sq liittyneet kaaret solmuineen.
Merkitse sinisten solmujen siséén ketjun pituus aloitussolmus-
ta ko. solmuun.

. Valitse siniselld véritetyistd solmuista se, jonka sisélla on pie-
nin numero s; (ts. matka aloitussolmusta ko. solmuun). Varita
se kaari ja solmu vihrealla.

. Varita siniselld solmuun s; liittyneet kaaret solmuineen. Mer-

kitse sinisiin solmuihin ketjun pituus aloitussolmusta sg sol-
mun s; kautta kyseesséd olevaan solmuun.

. Mikéli johonkin solmuun p#isee kahta tai useampaa ketjua
pitkin valitse niistd lyhyin ja merkitse sen ketjun pituus ko.
solmuun. Varitd punaisella se kaari, jonka kautta ko. solmuun
on pidempi matka.

. Toista kohtia D3 — D6, kunnes kaikki solmut kuuluvat virit-
tdvédn puuhun ja siirry kohtaan D7.

. Lopuksi korvaa punaisella véritetyt kaaret mustalla. Algorit-
mi on paattynyt.

Etsi verkon kaikki lyhimmét ketjut aloitussolmusta a muihin solmuihin
Dijkstran algoritmin avulla. (Kuva@

Kuva 67: Etsi verkon kaikki lyhimmaét ketjut aloitussolmusta a muihin solmuihin.
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Tutustutaan Dijkstran algoritmiin ja etsitdan verkolle kaikki lyhimmaét ket-
jut aloitussolmusta a muihin solmuihin.

1. Viritetdan vihredlld ja merkitddn sen sisddn luku 0. (Kuva

vasemmalla)

2. Véritetddn solmuun a liittyneet kaaret (a,b) ja (a,c) solmuineen siniselld.
Merkitddn sinisten solmujen sisdén ketjun pituus aloitussolmusta. (Kuva

oikealla)

d

Kuva 68: Valitaan aloitussolmu ja varitetddn se vihreilla. Varitetddn kaikki aloitus-
solmuun liittyneet kaaret siniselld ja merkitdan sinisten solmujen siséén ketjun pituus
aloitussolmusta.

3. Viéritetdéan sinisistd solmuista vihredlld, koska sini-
sistd solmuista solmun c sisilld on pienin luku. (Kuva [69] vasemmalla)

4. Véritetddan solmuun c liittyneet kaaret (c,b), (c,e) ja (¢,d) solmuineen
siniselld. Merkitdén sinisten solmujen sisdéan ketjun pituus aloitussolmusta.

(Kuva [69] oikealla)

Kuva 69: Viritetddn sinisistd solmuista se solmu kaarineen vihredlld, jonka sisdlld on
pienin luku. Véritetddn siniselld kaikki vihreisiin solmuihin liittyneet kaaret.

5. Nyt solmu b on pédtesolmu kahdelle siniselle kaarelle, joten véritetdan
niistd suurempi kaari (¢, b) punaisella. Merkitééin solmun b sisdin ketjun
pituus sinisid kaaria pitkin. (Kuva [70| vasemmalla)

6. Viritetddn sinisté solmuista vihreélld, koska sinisista
solmuista solmun b sisélld on pienin luku. (Kuva [70| vasemmalla)
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Kuva 70: Kahdesta reitti vaihtoehdosta pidempi véritetdan punaisella.

7. Menetelméd jatketaan kunnes algoritmi pysahtyy. (Kuva

Dijikstran algoritmi tuottaa lopulta virittdvdn puun, jossa on pienimméat
etédisyydet aloitussolmusta a kaikkiin muihin verkon solmuihin. Dijkstran algo-
ritmi soveltuu tilanteisiin, jossa etsitddn esimerkiksi kahden kaupungin vélista
lyhinta etéisyytta.
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Kuva 71: Dijkstran algoritmilla voidaan muodostaa virittdva puu, jossa on lyhimmat
ketjut aloitussolmusta muihin solmuihin. Potentiaaliset ehdokkaat tulevaan viritta-
vadn puuhun merkitdan siniselld. Kahdesta reittivaihdosta véritetdan pidempi reitti
punaisella.
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Palataan vield luvun [3.4] alussa olleeseen tehtévién, jossa piti etsid lyhim-
mét reitit Turusta Kuvan [66] muihin kaupunkeihin. Dijikstran algoritmi tuottaa
lyhimmaét ketjut aloitussolmusta kaikkiin muihin solmuihin. Jos Turku on aloi-
tussolmu t&lléin saadaan kaikki lyhimmét reitin muihin kaupunkeihin (Kuva
155]).

Jyvaskyla

15,
Tampere

Mikkeli | 390

110

Lappeenranta

160

Helsinki

Kuva 72: Dijkstran algoritmi tuottaa lyhimmét etdisyydet Turusta kaikkiin muihin
kaupunkeihin.

Kuvan solmujen sisélla oleva luku kuvastaa matkaa Turkusta ko. kau-
punkiin.

3.5 Kasitteiden kertausta

Téssé kappaleessa on kisitelty painotettuja verkkoja ja muun muassa késittei-
ta: kaaren paino, ketjun pituus, virittdva puu, solmujen ja kaarten lukuméara,
kauppamatkustajan ongelma (lyhin suljettu ketju) ja minimalinen virittdva puu
(lyhin yhtendinen verkko). Algoritmeista tutuiksi ovat tulleet Kruskal, Prim ja
Dijkstra.

Kertaa aiempia kisitteitd sivuilta [53] -
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Painotettu verkko

Painotetussa verkossa jokaiseen
kaareen liittyy jokin luku eli paino.

Ketjun pituus

=—— Ketjun pituus = 11

3 N b

Kahden solmun vélisen ketjun pituus
on ketjun painojen summa.

Virittava puu

Puu on verkon virittava puu, jos se
sisaltaa kaikki verkon solmut.

Minimaalinen virittdva puu

Jos virittdvan puun painojen summa
on kaikkein pienin, niin talléin se on
minimaalinen virittava puu.

Solmujen lukumaara

ISI=5

Verkon solmujen lukumaaraa
merkitédan |S|.

Kaarien lukumaara

K| =8

Verkon kaarien lukumaaraa
merkitaan |S|.

Kuva 73: Kappaleen kasitteiden kertausta.
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Valitse

ja varita kaari vihredksi

pienimman painon omaava kaari

Y

Onko verkossa El
varittamattémia kaaria? ?

/

™~

KYLLA
Y

Valitse véarittdmattdmisté kaarista
pienimman painon omaava kaari

\

M

suljetun ketjun vihreiden
kaarien kanssa?

uodostaako valittu kaari

\

KYLLA

la

/

Minimaalinen virittava puu
muodostuu vihreista kaarista

Varita valittu
kaari punaiseksi

Varita valittu
kaari vihreaksi

Kuva 74: Kruskalin algoritmi kaaviona.

Valitse aloitussolmu
varita se vihreaksi

Y

Onko kaikki solmut
varitetty vihrealla?

KYLLA

Minimaalinen virittdva puu
muodostuu vihreista kaarista

—_—
El \
Y

Varita vihredan solmuun
littyneet mustat kaaret
ja kaarien mustat

paatesolmut siniseksi

Y

Onko jokin sininen solmu
paatesolmu useammalle kuin
yhdelle siniselle kaarelle?

(

KYLLA El
Y

\

Valitse niista kaarista
pisin ja varitd se punaiseksi

Kuva 75:

Valitse sinisista kaarista lyhin
ja varita kaari ja sen paassa
oleva solmu vihreaksi

Primin algoritmi kaaviona
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Valitse aloitussolmu
ja varita se vihreaksi

Y

Onko kaikki solmut w;..

varitetty vihrealla? Algoritmi on padttynyt

El \
Y

Varita vihredaan solmuun
liittyneet kaaret ja niiden
varittamattomat paatesolmut
sinisella

Y

Merkitse sinisten solmujen

sisadan ketjun pituus sinisia

kaaria pitkin aloitussolmusta
ko. solmuun.

Y

Onko jokin sininen solmu
paatesolmu useammalle
kuin yhdelle siniselle kaarelle?

KYLLA El
Y
Varita se kaari punaisella, Varita sinisistd solmuista
jonka kautta on pidempi se solmu ja siihen liittyva
ketju aloitussolmusta sininen kaari vihrealla, jonka
ko. solmuun sisdlla on pienin luku

Kuva 76: Dijkstran algoritmi kaaviona
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3.6 Tehtavia

Tehtava 3.6.1. Etsi Kuvan verkosta virittdvd puu. Mikd on virittévistd
puista kaikkein pienin?

Tehtéva 3.6.2. Etsi Kuvan |77 verkon minimaalinen virittdva puu sekd Primin,
ettd Kruskalin algoritmilla.

Kuva 77: Mik4 on virittavistd puista pienin?

Seuraavat tehtévat liittyvat Kuvan painotettuun verkkoon, jossa painot
ovat kaupunkien vilisié etdisyyksid kilometreissa.

Jyvaskyla

Savonlinna

Tampere

Lappeenranta

Kuva 78: Verkon painot ovat kaupunkien vilisié etéisyyksia.

Tehtdvi 3.6.3. Perustele milla algoritmilla voidaan laskea nopeiten minimaa-
linen virittdva puu Kuvan [78] painotetusta verkosta.

a) Prim,
b) Dijkstra vai
c¢) Kruskal?
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Tehtavad 3.6.4. Talvi on yllattdnyt taas Eteld-Suomen autoilijat. Kuvan
jokaisessa kaupungissa on odottamassa kolme lumiauraa, jotka voidaan tarpeen
tullen ldhettdd puhdistamaan teitd. Mikd on lyhin matka, jonka auraamalla
kaikkien kaupunkien vélilld on aurattu reitti? Onnistuuko teiden auraaminen,
jos kussakin kaupungissa on kiytettadvissd vain yksi lumiaura?

Tehtava 3.6.5. Turkulaisella postimiehelld on ongelma. Kaikki muut postel-
joonit ovat sairastuneet Turussa riechuvaan hullun lehmén influenssaan. Turku-
laisen postimiehen tulee toimittaa postit kaikkiin kaupunkeihin palaten takaisin
Turkuun. Mikd mahtaa olla lyhin reitti?

Tehtiva 3.6.6. Olkoon Kuvan [79] verkon painot kaupunkien vélisia etdisyyksid
kilometreind. Laske lyhimmaét reitit Joensuusta kaikkiin muihin kaupunkeihin
Dijkstran algoritmin avulla.

O Oulu

9 -

Kajaani

220 290
o 230
Qr- Kuopio ‘
S . 380
Vaasa ‘ Joensuu
160
240
T
amp Mikkeli ‘ 200
150 (70 By
Turku Imatra
. 160
]
3esas O
Lo D Helsinki

(o]

Kuva 79: Laske lyhimmat reitit Joensuusta muihin kaupunkeihin.
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