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5 Verkkojen varittaminen

5.1 Tasoverkot

Olipa kerran kolme taloa, joiden ldheisyydessé oli kaksi kaivoa. Jokaisesta
talosta oli tie molemmille kaivoille. Talojen ihmiset halusivat porata viela
yvhden kaivon ja rakentaa tiet siten, ettd jokaisesta talosta on tie kaikil-
le kaivoille. Keksitkd miten kaivo ja tiet tulisi sijoittaa, ettei teihin tulisi
risteyksid?

Kolme taloa (violetit solmut) ja kaksi kaivoa (turkoosit solmut) voivat olla
sijoitettuna esimerkiksi Kuvan mukaisesti. Kolmas kaivo voidaan sijoittaa
johonkin kolmesta alueesta eli tahkosta A, B tai C.

Kuva 104: Kolmas kaivo voidaan sijoittaa johonkin kolmesta alueesta eli tahkosta.

Maaritelma 5.1.1. Suuntaamaton verkko on tasoverkko, jos se voidaan piirtaa
tasoon siten, ettd kaaret eivit leikkaa toisiaan. Muussa tapauksessa suuntaama-
ton verkko on avaruusverkko.

Masritelma 5.1.2. Yhtendisessd tasoverkossa tahko T on sellaisen suljetun
ketjun rajaama alue, jonka sisdpuolella ei ole yhtdkdéan suljettua ketjua. Taso-
verkon ulkopuolinen alue on my6s tahko.

Kuvassa verkon ulkopuolinen alue A muodostaa yhden tahkon ja suljet-
tujen ketjujen rajaamat alueet B ja C' muodostavat kaksi tahkoa.

Maiéritelma 5.1.3. Yksinkertainen kaksijakoinen verkko on tdydellinen kaksi-
jakoinen verkko, jos joukon A jokainen solmu on yhdistetty jokaiseen solmuun
joukossa B. Téydellistd kaksijakoista verkkoa merkitaén K, ,, missd m on jou-
kon A solmujen lukumééré ja n on joukon B solmujen lukumé&ara.
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Piirrd kolme mielivaltaista yhtenéistd tasoverkkoa, kun solmujen, kaarien
tai tahkojen lukumé&éristd kaksi tunnetaan. Laske piirtdmastési kuvasta
puuttuva lukumaara, kun

a) [8|=5,|K|=6,T=? b)|S|=4,|Kl=7T=?

) |S|=3,[K[=2,T=5 d) [S| =6, [K| =9, T =7

Loydéatko tasoverkon solmujen, kaarien ja tahkojen lukuméaérille yhteyden?

Jos yhtendisessd tasoverkossa on viisi solmua ja kuusi kaarta, niin néyttaisi
siltd, ettd verkossa on aina kolme tahkoa (Kuva 105

5

Kuva 105: Néissa yhtenéisissé tasoverkoissa on kolme tahkoa.

Jos yhtendisessa tasoverkossa on nelja solmua ja seitseméan kaarta, niin nayt-
taisi silté, ettd verkossa on aina viisi tahkoa. (Kuva [106)

Kuva 106: Néissa yhtenéisissé tasoverkoissa on viisi tahkoa.

Voidaan itseasiassa osoittaa, ettd yhtendisen tasoverkon solmuille, kaarille ja
tahkoille on voimassa seuraava yhtalo:

Lause 5.1.4. (Eulerin kaava tasoverkoille) Olkoon verkko V' yhtendinen taso-
verkko. Télloin

S| = |K[ +[T] = 2.

Nyt tehtéva voidaan ratkaista Lauseen [5.1.4] yhtdlon avulla, koska tehtévissi
taytyi ratkaista yhtendisen tasoverkon solmujen, kaarien tai tahkojen lukuma&é-
rd, kun kaksi niistd tunnetaan.

Palataan vield kolmen talon ja kolmen kaivon ongelmaan (s. . Osoitetaan,
ettd kolmesta talosta ei voi olla tieta kaikille kolmelle kaivolle ilman, etté tiet ris-
tedvéat. Verkko on taydellinen kaksijakoinen verkko, koska siiné on kaksi joukkoa
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(talot ja kaivot), ja jokainen talo ja kaivo on yhdistetty. Télloin talojen ja kai-
vojen verkkoa voidaan merkitd K3 3. Osoitetaan, ettd tdydellinen kaksijakoinen
verkko K3 3 ei ole tasoverkko.

Tehddén vastaoletus ja oletetaan, ettd K33 on tasoverkko. Verkossa on sol-
mujen lukuméira |S| = 6 ja kaarien lukuméaérd |K| = 9, joten Lauseen
mukaan tahkoja tdytyy olla

IT)=|K|—-|S|+2=9—-6+2=05.

Yhden kaaren mittainen suljettu ketju ei voi rajata tahkoa, koska yksinker-
taisessa verkossa ei ole luuppeja. Kahden kaaren mittainen suljettu ketju ei voi
rajata tahkoa, koska yksinkertaisessa verkossa ei ole rinnakkaisia kaaria. Kolmen
kaaren mittainen suljettu ketju ei voi rajata tahkoa, koska verkko on kaksijakoi-
nen (Lause [£.4.2)). Jokaista tahkoa ympéréi siis viihintéén 4 kaarta.

Aiemmin osoitettiin, ettd verkossa taytyy olla viisi tahkoa. Jos jokaista tah-
koa ymparoi vahintddn 4 kaarta, on verkossa 4 - 5 = 20 kaarta. Yhden kaaren
molemmin puolin voi olla korkeintaan kaksi tahkoa, joten verkossa taytyy olla
vahintdan % = 10 kaarta. Tama& on ristiriita, koska verkossa on kaaria vain 9.
Tésté seuraa, ettd K33 ei ole tasoverkko, vaan avaruusverkko.

Lause 5.1.5. Tdydellinen verkko K, ei ole tasoverkko, jos n > 5. Tdydellinen
kaksijakoinen verkko Ky, ,, ei ole tasoverkko, jos m > 3 jan > 3.

5.2 Kartan varitysongelma

Varitd Kuvan kartta siten, ettd vierekkéiset maat eivéit saa olla saman-
variset. Kéytd mahdollisimman vihan vireja. Maat ovat vierekkiiset, jos
mailla on yhteistd rajaa enemmén kuin yhden pisteen verran.

Kuva 107: Varitd kartta siten, ettd vierekkéiset valtiot eivit saa olla samanvériset.
Kéayta mahdollisimman vahé&n véareja.

Kyseista karttaa ei voida vérittdaa kdyttdmalla kolmea véria, mutta sen sijaan
neljalla varilla kartta voidaan varittda niin, ettd vierekkiiset maat eivét ole
samanvériset (Kuva [108)).
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Kuva 108: Kuvan kartta voidaan virittda kayttamalla neljaa varia siten, ettd vierek-
kéiset maat eivit ole samanvériset.

Kartan véritysongelma voidaan muuntaa verkon solmujen varitysongelmaksi
siten, ettd solmuja vastaavat maat ja maita yhdistdvit kaaret, jos maat ovat
keskendén vierekkéiset (Kuva [109))

Kuva 109: Kartan varitysongelma muuntuu solmujen varitysongelmaksi, kun maita
vastaavat solmut ja kaaret kuvaavat naapuruutta.

5.3 Solmujen virittdminen

Maaritelma 5.3.1. Verkon solmut ovat k-vdriset, jos solmut on véritetty k:lla
eri varilla. Verkon kaikkia samanvérisid solmuja kutsutaan vdriluokaks.

Kuvan [109|verkot ovat 4-varisid, koska ne on varitetty neljalla varilla. Talldin
vériluokkia on nelja ja ne ovat C' = {Sininen, Vihred, Punainen, Valkoinen}.

Maaritelma 5.3.2. Verkon solmut on varitetty asianmukaisesti, jos jokaisen
kaaren péédtesolmut ovat erivériset. Verkon kromaattinen luku on pienin méars
varejé, joita tarvitaan verkon asianmukaiseen vérittdmiseen. Jos verkon V' kro-
maattinen luku on k, sanotaan verkon olevan k-kromaattinen, jota merkitdan
x(V) =k.
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Kuvan [T10] verkko on véritetty asianmukaisesti, koska jokaisen kaaren péa-
tesolmut ovat eri vériset. Verkko on 4-véirinen, koska verkon virittdmiseen on
kiytetty neljda eri varia.

Kuva 110: Téma verkko on varitetty asian-
mukaisesti neljalla varilla. i

Kuvan [T1]] verkko on véritetty asianmukaisesti kiyttdméalld pienintd maaras
virejd, jota asianmukainen varittdminen vaatii. T&ll6in verkosta voidaan sanoa,
ettd se on 2-kromaattinen.

Huomautus 5.3.3. Jos verkko on a-vérinen, verkko on varitetty asianmukaisesti
b-vériseksi tai verkossa on c-viriluokkaa, kuvastavat ne vain sité, miten verkko on
silld hetkelld véritetty. Sen sijaan verkon k-kromaattisuus, on verkon ominaisuus,
johon ei vaikuta miten verkko on véritetty.

Maéritelm4 5.3.4. Verkko V on yhtendisen verkon G aliverkko, jos verkko V'
koostuu osasta verkon G solmuja ja osasta néitd yhdistévia verkon G kaaria.

Kuvassa [[12] vasemmalla on verkko G, jonka aliverkkoja ovat kaikki muut
kuvan verkot, koska ne koostuvat osasta verkon G solmuja ja niiden valisid
kaaria.

© ©

Kuva 112: Vasemmalla on verkko G, jonka erdité aliverkkoja ovat muut verkot. Verkon
G virittava aliverkko on kuvassa oikealla.

Maaritelma 5.3.5. Aliverkko V' on verkon G virittdvd aliverkko, jos se sisaltaa
kaikki verkon G solmut ja verkon ne kaaret, jotka tekevéit verkosta yhtendisen.

Kuvassa [112] vasemmalla on verkko . Kuvan oikeanpuoleinen verkko on
verkon G virittdva aliverkko, koska se sisdltdd kaikki verkon G solmut ja ne
kaaret, jotka tekevit verkosta yhtenédisen.

Kuva 111: Tama verkko on véritetty asian-
mukaisesti kdyttden pienintd maarda vére-
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Miks on Kuvan [I13 verkon kromaattinen luku? Perustele verkon k-
kromaattisuus kiyttdmalld k-solmuista aliverkkoa, jonka kromaattinen lu-
ku on k.

Kuva 113: Miké on kuvan verkon kromaattinen luku?

Verkon solmut voidaan varittad kiyttadmalla maksimissaan yhdeksaa eri va-
rid, koska verkossa on yhdeksdn solmua. Kokeilemalla saadaan selville, etta
verkko voidaan védrittda asianmukaisesti neljalla vérilld. Verkkoa ei voida vé-
rittdd asianmukaisesti kolmella vérilld, koska verkko sisdltdéd 4-solmuisen ali-
verkon, jota ei voida virittdad asianmukaisesti kolmella varilld. Siis verkko on
4-kromaattinen.

Kuva 114: Verkko on 4-kromaattinen, koska verkossa on neljdsolmuinen aliverkko, jota
ei voida varittda asianmukaisesti kolmella varilla.

Maéritelma 5.3.6. Olkoon verkon V' solmuista suurimman asteluku « ja pie-
nimmén asteluku y. T&ll6in verkosta kdytetddn merkintdd am..(V) = z ja
amm(V) =Y.

Kuvan verkon solmuista suurimman asteluku on 6 ja pienimmén 2, joten
verkosta voidaan kiyttadd merkint6ja ama. (V) = 6 ja amin (V) = 2.

Lause 5.3.7. Yksinkertaisessa verkossa V' wverkon kromaattinen luku x(V) <
maz(V) + 1.
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Jaetaan verkon kromaattisen luvun etsiminen kahteen osioon:

o Alaraja: Osoitetaan, ettd x(V) > k eli verkon solmujen asianmukaiseen
varittdmiseen tarvitaan vihintdan tietty méaara varejad. Taméa osoitetaan
yleensé etsimélld k-solmuinen aliverkko, jonka asianmukaiseen varittdmi-
seen vaaditaan k véria.

o Yldraja: Osoitetaan, ettd x (V) < k eli tietty méara virejd riittdd solmu-
jen asianmukaiseen vérittdmiseen. TAmé& osoitetaan yleensé véirittdmailla
verkko asianmukaisesti k-vériseksi.

Perustele verkkojen kromaattiset luvut yli- ja alarajan avulla (Kuva[115]).

Kuva 115: Perustele verkkojen kromaattisuudet ylé- ja alarajan avulla.

Virittamalld verkot asianmukaisesti saadaan verkkojen kromaattisen luvun
yldrajat. Vasemmanpuoleisessa verkossa yliaraja on x(V) < 3, koska kyseinen
verkko voidaan virittaéd asianmukaisesti kolmella varilla. Oikeanpuoleisen verkon
ylaraja on x(V) < 4 (Kuva [116).

Vasemmanpuoleisen verkon alaraja on x (V) > 3, koska verkossa on kolmen
kaaren pituinen suljettu ketju. Toisin sanoen verkossa on kolme solmua, jot-
ka ovat kaikki keskenddn vierekkiisid. Koska ala- ja yldraja on 3, niin verkon
kromaatinen luku on 3.

Maéritelma 5.3.8. Olkoon yksinkertainen verkko n-solmuinen suljettu ketju.
Jos verkkoon lisatéaén yksi solmu, joka on yhdistetty kaikkiin verkon solmuihin,
niin t&lléin verkko on pyérd P,, missd n > 3.

Kuvan oikeanpuoleinen verkko on pyoré, jonka keskelld oleva solmu on
yvhteydessd kaikkiin muihin verkon solmuihin. Keskelld olevan solmun taytyy
olla erivirinen kuin muut solmut. Jos suljetussa ketjussa on parillinen méara
solmuja, suljettu ketju voidaan véarittda vuorottelemalla kahta varid. Jos sulje-
tussa ketjussa on pariton mééra solmuja, suljetun ketjun vérittdmiseen tarvitaan
kolmea eri varia.

Tastéd seuraa, ettd Kuvan m pyoran P; alaraja on x(V) > 4. Pyoran P;
ylaraja on x(V) < 4, koska kyseinen pyord voidaan vérittdd asianmukaisesti
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Kuva 116: Vasemmanpuoleinen verkko voidaan varittdd asianmukaisesti kdyttamalla
vahintddn kolmea vérid, joten verkon ylaraja on x(V) < 3. Oikeanpuoleisen verkon
ylaraja on x(V) < 4.

neljalld vérilld. Koska verkon kromaattisuuden ylé- ja alaraja ovat samat, niin
verkon kromaattisuus on 4.

Lause 5.3.9. Verkon V kromaattinen luku x(V) = 1, jos ja vain jos verkossa
et ole kaaria.

Todistus. Jokaisen kaaren paatesolmujen téytyy olla erivériset. O

Lause 5.3.10. Jos verkko V on kaksijakoinen, puu tai avoin ketju, niin talléin

x(V) =2.
Todistus. Harjoitustehtava.

Lause 5.3.11. Olkoon verkko V suljettu ketju. Jos ketjussa on parillinen mddrd
solmuga, niin talloin verkon kromaattinen luku on x(V) = 2. Jos ketjussa on
pariton madrd solmuga, niin x(V) = 3.

Lause 5.3.12. Olkoon verkko muotoa P, oleva pydrd. Kun n on parillinen, on
kromaattinen luku x(V) = 3. Kun n on pariton, on kromaattinen luku x (V) = 4.

Verkko V

Kaksijakoinen verkko

Avoin ketju

Puu

Suljettu (2n-solmuinen) ketju
Suljettu (2n + 1-solmuinen) ketju
Pyoréd Ps,

Py6rd Poyy1

Téydellinen verkko K,

=
3.&09001\31\3[\9[\3’%

Taulukko 9: Verkkojen kromaattisia lukuja.

Taulukossa [J] on esitetty erilaisten verkkojen kromaattisia lukuja. Seké kap-
paleessa [4] etté téssd kappaleessa on tutustuttu kaksijakoisiin verkkoihin. Yleis-
tetdan seuraavaksi tdméa késite "useampijakoisille"eli k-jakoisille verkoille.
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Masritelma 5.3.13. Suuntaamaton yksinkertainen verkko on k-jakoinen verk-
ko, jos verkon solmut voidaan jakaa k osajoukoksi siten, ettd yhdenkédén kaaren
paatesolmut eivat kuulu samaan osajoukkoon.

Lause 5.3.14. Jos verkko on k-kromaattinen, niin talloin verkko on k-jakoinen.

Jos verkko voidaan vérittas asianmukaisesti kiyttamalla k varia, talldin verk-
ko on k-jakoinen. Kuvan verkot voidaan muuntaa variluokkien mukaisesti
3— ja 4—jakoisiksi verkoiksi (Kuva [117).

Kuva 117: Jos verkko on k-kromaattinen, tilloin verkko on k-jakoinen. Kuvan [116]
verkot muunnettuna 3— ja 4—jakoiseksi.

Lause 5.3.15. (Brooks Theorem, 1941) Olkoon verkko V yksinkertainen ei-
taydellinen suuntaamaton verkko, jonka solmugjen korkein asteluku on apmqqz(s) >
3. Talloin x(V) < amaz($).

Tutki ja perustele Kuvan verkon kromaattinen luku. Perustele verkon
kromaattisuuden ylaraja kiyttden Lausettta [5.3.15

Kuva 118: Tutki ja perustele verkon kromaattisuus.

Kuva verkko on 6-solmuinen, yksinkertainen ja ei-téydellinen, joten Lauset-
talb.3.15|voidaan soveltaa kyseiseen verkkoon. Verkon solmujen korkein asteluku
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on 5, joten Lauseen mukaan verkon kromaattisuus on korkeintaan 5. Kos-
ka verkko sisaltad 5-solmuisen taydellisen aliverkon K5, on verkon kromaattisuus
vahintdédn 5. Tastd seuraa, ettd verkko on 5-kromaattinen.

Kuva 119: Verkko sisdltéaé taydellisen aliverkon K.

Tutustu Suurin aste ensin -algoritmiin ja véritd Kuvan [I120] verkko algo-
ritmin mukaisesti. Tutki tuottaako algoritmi kromaattista lukua vastaavan
verkon?

Kuva 120: Varita verkko kayttamaélla Suurin aste ensin -algoritmia.
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Solmujen vdrittdminen: Suurin aste ensin

. Merkitse véreji numeroin {1 = punainen, 2 = sininen, 3 = vihred
4 = valkoinen, ...}

. Virita asteluvultaan suurin solmu vérilla 1.

. Viritd varittdmattomistad solmuista asteluvultaan suurin vé-
rilld 1, jos vérittdminen onnistuu asianmukaisesti. Jos varitta-
minen ei onnistu asianmukaisesti kiytéa varia 2.

. Viaritd solmut suurimmasta asteluvusta pienimpéan kiytta-
malld numerokoodiltaan mahdollisimman pienté véria.

. Lopeta, kun viimeinen solmu on véritetty.

Verkon solmujen asteluvut ovat

a(s) = 6, missd s =17,8,9,10,11,12
a(s) = 4, missd s #7,8,9,10,11,12.

Jéarjestetdén solmut taulukkoon suurimmasta asteluvusta pienimpéén. Vari-
tetddn solmut asianmukaisesti suurimmista asteista pienempiin kayttamaélla nu-
merokoodiltaan mahdollisimman pientd varid ja kirjataan taulukkoon kaytetty
viiri (Taulukko [10)).

Solmu | 7|8 9|10 11 (12|12 |3|4|5|6|13 |14 |15 16

17

18

Vari (12|12 | 1|2 [3|4[3|4(3|4|3 | 4] 3|4

Taulukko 10: Suurin aste ensin -algoritmin tuottamat solmua vastaavat vérit.

Algoritmi tuottaa 4-vérisen verkon (Kuvassa vasemmalla). Algoritmi ei
kuitenkaan tuota kromaattista lukua vastaavaa verkkoa, koska kyseinen verkko
voidaan vérittda asianmukaisesti kiyttden kolmea viria (Kuvassa oikealla).

Kuvan verkko on véritetty asianmukaisesti kayttamalla kuutta varia.
Miten muuttaisit solmujen vérejé, jotta saisit valkoisen solmun varitettya
punaisella tai siniselld varilla? Saat vaihdella vain ja ainoastaan sinisten ja
punaisten varien paikkoja.

Jos Kuvan [122] verkon valkoinen solmu halutaan virittdd punaiseksi, niin
valkoisen solmun viereinen punainen solmu tulee vaihtaa siniseksi. Vaihdetun
sinisen solmun viereinen solmu tulee vaihtaa punaiseksi ja niin edelleen.

Masritelma 5.3.16. Olkoon verkko varitetty asianmukaisesti. Verkon kaksi-
vdrinen aliverkko on aliverkko, joka siséltdé kaikki verkon ¢ ja j vériset solmut
ja niitd yhdistavat kaaret.
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Kuva 121: Suurin aste ensin -algoritmi tuottaa 4-vérisen verkon (vasemmalla), vaikka
verkon kromaattinen luku x(V') = 3 (oikealla).

TA

Kuva 122: Miten muuttaisit solmujen vérejé, jotta saisit valkoisen solmun véritettya
punaisella tai sinisella?

Maiéritelma 5.3.17. Verkon komponentti on verkon yksi yhtendinen osa. Kom-
ponentti sisaltdd kaikki ne solmut ja niihin liittyneet kaaret, jotka ovat yhdis-
tetty.

Olkoon kaksivérisen aliverkon vérit sininen ja punainen. T&ll6in Kuvan [122
verkon kaksivériseen aliverkkoon kuuluvat kaikki verkon siniset ja punaiset sol-
mut ja niitd yhdistévit kaaret. Kyseinen kaksivéirinen verkko koostuu kahdesta
komponentista (Kuva [123)).

Kuva 123: Kuvan verkon sinipunainen aliverkko muodostuu kahdesta komponen-
tista.

Maiiaritelma 5.3.18. Kaksivérisen aliverkon komponentti on Kempen i—j ket-
Jju, missé ¢ ja j ovat kaksivérisen aliverkon vérit.

Koska Kuvan kaksivarinen aliverkko sisaltdd kaksi komponenttia, on
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verkossa kaksi Kempen ketjua (kuvassa oikealla ja vasemmalla). Késitelladn
aluksi vasemmanpuoleista Kempen ketjua.

Kempen ketjussa sininen ja punainen véri vuorottelevat, koska verkko on véi-
ritetty asianmukaisesti. Muutetaan Kempen punainen-sininen ketjussa punaiset
solmut sinisiksi ja siniset solmut punaisiksi. Ndin muodostuu uusi Kempun ket-
ju, jossa vérit ovat péinvastoin (Kuvassa oikealla).

My6s uusi Kempen ketju on varitetty asianmukaisesti. Nyt valkoisen solmun
viereisend solmuna ei ole enéd punaista solmua, joten valkoinen solmu voidaan
varittda punaiseksi.

Kuva 124: Jos Kempen ketjun vérit vaihdetaan péinvastaisiksi, valkoinen solmu voi-
daan varittda punaiseksi.

Tarkastellaan seuraavaksi Kuvan oikeanpuoleista Kempen ketjua. Myos
tédssd Kempen ketjussa vaihtamalla sinisten ja punaisten solmujen véreja on
uusi verkko varitetty asianmukaisesti. Kempen ketju saa sisaltda myos suljettuja
ketjuja (Kuva . Nyt valkoinen solmu voidaan varittad siniseksi.
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Kuva 125: Jos Kempen ketjun vérit vaihdetaan péinvastaisiksi, valkoinen solmu voi-
daan varittas siniseksi.

Jokainen asianmukaisesti vahintddn kahdella vérilla véiritetty verkko siséaltaa
kaksivarisen aliverkon. Kempen ketjun vérien vaihdos toimii kaikissa asianmu-
kaisesti varitetyissd verkoissa. Kempen ketjun vérien vaihdoksella voidaan muo-
kata verkon virien paikkoja (kuten edellisessd tehtévissd), jotta vériluokkien
maarad voidaan vahentaé.

Edellisessé tehtévissd osoitettiin kahdella eri tavalla, ettéd kiytettyjen virien
lukumé&arad voidaan vahentdd kuudesta véarista viiteen. Liséksi Kuvan ver-
kon vihred, turkoosi ja violetti solmu voidaan vaihtaa siniseksi tai punaiseksi,
joten verkko voidaan varittda asianmukaisesti kiyttden vahintdan kolmea varia.
Verkko on siis 3-kromaattinen.
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5.4 Kaarien varittaminen

Maiiéritelma 5.4.1. Verkon kaaret ovat k-vdriset, jos kaaret on varitetty k:lla
eri varilla. Verkon kaikkia samanvérisid kaaria kutsutaan kaariviriluokaksi.

Kuvan [126] verkon kaaret ovat véritetty seitsemélld eri vérilld, joten verkon
kaaret ovat 7-vériset.

Masritelma 5.4.2. Verkon kaaret on véritetty asiamukaisesti, jos verkon jo-
kainen vierekkdinen kaari on erivirinen. Verkon kaarikromaattinen luku on pie-
nin madra vareja, joita verkon kaarien asianmukaiseen vérittdmiseen tarvitaan.
Talloin verkko V' on k-kaarikromaattinen ja tatd merkitddn x'(V) = k.

Kuvan verkon kaaret on varitetty asianmukaisesti, koska jokainen vie-
rekkdinen kaari on erivirinen. Kuvassa verkon kaaret on varitetty asianmu-
kaisesti kiiyttdmalld minim&arda vérejd, joten verkko on 4-kaarikromaattinen.

O O

Kuva 126: Verkon kaaret ovat 7-viriset, Kuva 127: Verkko on 4-kromaattinen, kos-
koska verkon kaarien varittdmiseen on kéy- ka nelji on miniméara véreja, joilla verkon
tetty seitsemad eri varia. kaaret voidaan asianmukaisesti vArittaa.

Varita Kuvan verkon kaaret asianmukaisesti. Miki on verkon kaarikro-
maattinen luku?

Kuva 128: Viritd verkon kaaret asianmukaisesti ja tutki miké on verkon kaarikromaat-
tisuus.
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Kaaret voidaan vérittad asianmukaisesti kiyttdmalld maksimissaan 8 varié,
koska verkossa on 8 kaarta. Kaaret voidaan varittaa asianmukaisesti kiyttamalla
vain 4 varid. Minimima&ra vareja on nelji, koska verkossa on 4-asteinen solmu.
Tésté seuraa, ettd verkko on 4-kaarikromaattinen (Kuva [129).

‘e '

Kuva 129: Kaaret voidaan véarittda asianmukaisesti kdyttdmaélla 8 véarid. Verkko on
4-kaarikromaattinen.

Jaetaan verkon kaarikromaattisen luvun etsiminen kahteeen osioon:

o Alaraja: Osoitetaan, ettd x'(V) > k eli kaarien asianmukaiseen véritté-
miseen tarvitaan vahintdan tietty médra virejia. TAmé osoitetaan yleensé
kiyttadmalla verkon V' ominaisuuksia.

e Yldraja: Osoitetaan, ettia x'(V) < k eli tietty médrd vireja riittdd kaa-
rien asianmukaiseen varittamiseen. Tama osoitetaan yleensé varittamaéalla
asianmukaisesti verkon kaaret k-variseksi.

Lause 5.4.3. (Vizing, 1964, 1965)(Gupta, 1966) Olkoon verkko V yksinkertai-
nen. Tdalloin verkon kaarikromaattinen luku on korkeintaan X' (V) > amaz(V) +
1.

Seuraus 5.4.4. Yksinkertaisessa verkossa V' verkon kaarikromaattisuus on joko
X' (V) = amaz (V) tai X' (V) = ama (V) + 1.

Seurauksen [5.4.4) mukaan yksinkertaiset verkot voidaan jakaa kahteen luok-
kaan; kaarikromaattisuus on yhtésuuri kuin solmujen korkein asteluku tai
kaarikromaattisuus on yhta suurempi kuin solmujen korkein asteluku. Tut-
ki varittdmalla verkon kaaria kumpaanko luokkaan téydelliset Ky, K5, Kg

ja K7 verkot kuuluvat (Kuvat ja|l31])).

Taydellisten verkkojen Ky ja Kg kaaret voidaan virittdd asianmukaisesti
kiyttamalla vahintddn yhtd montaa virid kuin solmujen korkein asteluku on
(Kuva . Téydellisen K4 verkon kaarikromaattisuus on kolme ja téaydellisen
K verkon kaarikromaattisuus on viisi. Jos tdydellisessd verkossa on parillinen
madra solmuja, kaarikromaattisuus on yhtdsuuri kuin solmujen korkein asteluku.

Taydellisen K5 verkon kaaret voidaan vérittdéd asianmukaisesti kiyttamaélla
vahintdén viittd virid. Tdydellisen K7 verkon kaaret voidaan varittda asian-
mukaisesti kityttadmalla vihintddn seitseméé varid (Kuva . Jos taydellisessa
verkossa on pariton madra solmuja, kaarikromaattisuus on yhta suurempi kuin
solmujen korkein asteluku.
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= G

Kuva 130: Tutki varittdmalla mitkd ovat kuvan taydellisten verkkojen kaarikromaat-

tiset luvut.

Kuva 131: Tutki varittdmalla mitkd ovat kuvan tdydellisten verkkojen kaarikromaat-
tiset luvut.

Kuva 132: Jos tdydellisessad verkossa on parillinen méaaré solmuja, kaarikromaattisuus
on yhtésuuri kuin solmujen korkein asteluku.

o B

Kuva 133: Jos téaydellisessé verkossa on pariton maara solmuja, kaarikromaattisuus on
yhta suurempi kuin solmujen korkein asteluku.
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Lause 5.4.5. Verkon kaarikromaattisuus on yksi, jos ja vain jos verkon solmu-
jen korkein asteluku on yksi.

Lause 5.4.6. Taydellisen verkon K, kaarikromaatisuus X' (V) = n, jos n on
pariton ja X' (V) =n—1, jos n on parillinen.

Lause 5.4.7. Kaksijakoisessa verkossa tai puussa kaarikromaattisuus on yhtd-
suurt kuin solmugen korkein asteluku.

Taulukossa[I]on esitetty edelld mainittujen lauseiden lisiksi muutamia mui-
ta kaarikromaattisuuksia.

Verkko V X' (V)
Kaksijakoinen verkko maz (V)
Avoin ketju 2
Puu maz(V)
Suljettu (2n-solmuinen) ketju 2
Suljettu (2n + 1-solmuinen) ketju 3
Pyora P, n
Téydellinen verkko Ko, 2n—1
Taydellinen verkko Koy, 41 2n +1

Taulukko 11: Verkkojen kaarikromaattisia lukuja.

Joensuun Normaalikoulun neljélle opettajalla on méaratty oppitunnit Tau-
lukon [T2 mukaisesti. Jokainen kurssi pidetdéin omassa luokkahuoneessaan,
joten yhtéa kurssia ei voida jarjestdd samanaikaisesti kahdessa paikassa. Laa-
di opettajille lukujarjestykset. Mikd on minimim&ara eri aikaan jarjestet-
tavid oppitunteja, jotta kaikki tunnit tulevat pidetyiksi péivén aikana?
Vihje: Tee Taulukosta[I3 kaksijakoinen verkko ja viritd verkon kaaret kdyt-
tien mahdollisimman vdhdn vdrejd.

Opettaja Kurssi 1 | Kurssi 2 | Kurssi 3 | Kurssi 4
Hannu Saari 3 1 0 0
Heikki Vahakoski 1 2 0 1
Harri Eronen 1 1 2 0
Lasse Hakulinen 0 0 1 3

Taulukko 12: Jokainen opettaja opettaa nelji tuntia paivéssa taulukon mukaisia kurs-
seja.

Taulukosta voidaan tehdé kaksijakoinen verkko, missé solmujoukko jaetaan
opettajien joukkoon {Saari, Vdhédkoski, Eronen, Hakulinen} ja kurssien jouk-
koon {1,2,3,4}. Esimerkiksi Saaren ja kurssin 1 vilille tulee kolme kaarta ja
Saaren ja kurssin 2 vilille tulee yksi kaari. Kaaria vastaavat kullekin opettajalle
maarityt oppitunnit (Kuva.

Olkoon kaarien varit oppituntien pitoaikoja siten, ettd esimerkiksi punainen
kaari tarkoittaa paivin ensimmaistd oppituntia, siis aikavalia 8 : 00 - 9 : 20.
Viritetdan Kuvan [I34] verkon kaaret asianmukaisesti kiiyttden mahdollisimman
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Hannu Heikki Harri Lasse
Saari Vahakoski Eronen Hakulinen

Kurssi Kurssi  Kurssi Kurssi
1 2 3 4

Kuva 134: Opettajalle méaréattya oppituntia vastaa kaari kuvan kaksijakoissa verkossa.

vahén vareja. Verkon kaaret voidaan virittdd asianmukaisesti kayttden vahin-
tdan viittd eri varid. Esimerkiksi solmun Kurssi 1 asteluku on viisi, joten viisi
varid on myos minimimaara véreji, jotka kaarien asianmukainen vérittdminen
vaatii. Verkon kaarikromaattisuus on x’(V) = 5, joten oppitunteja tulee jarjes-

taa viitend eri aikana (Kuva [135)).

Hannu Heikki Harri Lasse
Saari Vahakoski Eronen Hakulinen

— 8:00 - 9:20

—0:30 - 10:45
11:00 - 12:15

—13:00 - 14:15

m—14:30 - 15:45
Kurssi Kurssi Kurssi Kurssi
1 2 3 4

Kuva 135: Oppitunteja tulee jarjestaa viitend eri aikana.

Kuvan [I35] verkosta voidaan tehdd lukujirjestys. Lukujérjestyksestd nékyy

mitd kurssia kukin opettaja opettaa tiettyné kellonaikana (Taulukko .

Hannu Heikki Harri Lasse
Saari | Vahédkoski | Eronen | Hakulinen
8:00-9:20 1 2 3 4
9:30-10:45 1 2 3 4
1 — 2 4
13:00-14:15 2 1 — 3
14 :30-15:45 — 4 1 —

Taulukko 13: Opettajien lukujérjestykset.
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Heikki Vahékoski ja Harri Eronen ovat tyytyméattomia Taulukon [13| luku-
jarjestykseen. Onko mahdollista muuttaa lukujérjestysté siten, ettei opet-
tajille tulisi "hyppytunteja"?

Masritelma 5.4.8. Olkoon verkon kaaret véritetty asianmukaisesti. Verkon
kaksivdrinen aliverkko on aliverkko, joka siséltda kaikki verkon ¢ ja j vériset
kaaret ja niiden pa#tesolmut.

Masritelma 5.4.9. Kaksivéirisen aliverkon komponentti on Kempen i—j-kaariketju,
missé ¢ ja j ovat kaksivirisen aliverkon varit.

Lukujérjestystd voidaan muuntaa esimerkiksi siten, etté etsitdédn Kuvan [I35]
verkosta kaksivarinen Kempen kaariketju ja vaihdetaan véirien paikkaa. Vaihde-
taan musta-vihrein Kempen kaariketjun véreja (Kuvan . Vaihdetaan viela
kolmen kaaren virit (Kuva [I37). Nyt verkko niytt#d tiltd (Kuva [I38).

Hannu Heikki Harri Lasse Hannu Heikki Harri Lasse
Saari Vahakoski Eronen Hakulinen Saari Vahakoski Eronen Hakulinen

Kurssi Kurssi  Kurssi Kurssi Kurssi Kurssi  Kurssi Kurssi
1 2 3 4 1 2 3 4

Kuva 136: Vaihdetaan musta-vihrein Kempen kaariketjun vérejé.

Hannu Heikki Harri Lasse Hannu Heikki Harri Lasse
Saari Vahakoski Eronen Hakulinen Saari Vahakoski Eronen Hakulinen

N
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4 7 -

7 27
1

Kurssi Kurssi  Kurssi Kurssi Kurssi Kurssi  Kurssi Kurssi
1 2 3 4 1 2 3 4

i
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I
[
I 1

I

]
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Kuva 137: Vaihdetaan vield kolmen kaaren vérit.

Nyt Kuvan verkosta voidaan tehdé lukujérjestys, jossa ei ole hyppytun-
teja (Taulukko [14)).

Toinen vaihtoehto on, ettd vaihdetaan Taulukon [[3]sarakkeissa kurssien paik-
koja kuitenkin niin, ettd samalla rivilld ei saa olla samaa kurssia.
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Hannu Heikki Harri Lasse
Saari Vahakoski Eronen Hakulinen

—8:00-9:20
—_—0:30 - 10:45
11:00 - 12:15
—13:00 - 14:15
m—14:30 - 15:45

Kurssi  Kurssi  Kurssi  Kurssi
1 2 3 4

Kuva 138: Nyt verkko nayttaa talta.

Hannu Heikki Harri Lasse
Saari | Vahéakoski | Eronen | Hakulinen
8:00-9:20 1 2 — —
9:30-10:45 1 2 3 4
2 1 3 4
13:00-14:15 1 4 2 3
14:30 - 15:45 — - 1 4

Taulukko 14: Opettajien uusi lukujérjestys.

5.5 Kasitteiden kertausta

Tassa kappaleessa on késitelty padasiassa verkkojen varittdmista ja muun muas-
sa seuraavia kisitteité: taso- ja avaruusverkko, tahko, komponentti, tdydellinen
kaksijakoinen verkko, aliverkko, virittava aliverkko, solmujen korkein asteluku,
pyoré, k-jakoinen verkko, sekd solmujen etta kaarten vérittdminen, asianmukai-
nen varittdminen, kromaattisuus, kaksivirinen aliverkko, Kempen i—j-ketju ja
kaariketju. Liséksi tutuksi on tullut Suurin aste ensin -algoritmi.

Kertaa aiempia kisitteitd sivuilta [93}
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Taydellinen kaksijakoinen verkko

A B

Téaydellisessa kaksijakoisessa
verkossa jokainen solmu joukossa A
on yhdistetty jokaiseen solmuun
joukossa B.

Taso- ja avaruusverkko

Avaruusverkko Tasoverkko

Suuntaamaton verkko on tasoverkko,
jos se voidaan piirtda tasoon siten, etta
kaaret eivat leikkaa toisiaan. Muussa
tapauksessa verkko on avaruusverkko.

Aliverkko

------- @ —— o

Aliverkko, jossa viisi solmua ja nelja kaarta.

Yhtenaisen verkon aliverkko koostuu
osasta verkon solmuja ja niita
yhdistavista kaarista.

Virittava aliverkko

Virittava aliverkko

Aliverkko on virittava aliverkko, jos
se sisaltaa kaikki verkon solmut ja
ne kaaret, jotka tekevat aliverkosta
yhtenaisen.

Pyéra

Tama verkko on Py pydréa.

Olkoon verkko yksinkertainen suljettu
ketju. Jos verkkoon lisataan solmu,
joka on yhdistetty kaikkiin verkon
solmuihin, on verkko pyora.

Verkon korkein asteluku

Verkon korkein astelukuona, (V) =5

Merkintaa a,_, (V) = 5 kaytetdan
verkon solmuista korkeimmalle
asteluvulle.

Kuva 139: Kappaleen [f] kiisitteiden kertausta.
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Tahko ]
Komponentti
o
Tassa tasoverkossa on 4 tahkoa Tassd verkossa on kaksi Tassa verkossa on kolme
’ komponentiia. komponenttia.

Yhtenaisessa tasoverkossa tahko on

sellaisen suljetun ketjun rajaama Komponentti sisdltaa kaikki ne
alue, jonka sisapuolella ei ole solmut ja niihin liittyneet kaaret,
yhtakaan suljettua ketjua. Tasoverkon jotka on yhdistetty.

ulkopuolinen alue on myds tahko.

Variluokka Kaarivariluokka

[ X >

Verkko on 2-varinen = kaksi variluokkaa Verkon kaaret ovat 2-vériset = kaksi variluokkaa

Verkon solmut ovat k-variset, jos Verkon kaaret ovat k-véariset, jos

solmut on varitetty k:lla eri varilla. kaaret on varitetty k:lla eri varilla.

Tall6in variluokkia on k kappaletta. Tallgin kaarivariluokkia on k kappaletta
Asianmukaisesti véritetyt solmut Asianmukaisesti varitetyt kaaret

[ X L

L . . L Verkon kaaret on véritetty asianmukaisesti 8 varilla
Verkon solmut on varitetty asianmukaisesti 5 varilla.
Y Verkon kaaret on varitett:
Verkon solmut on varitetty asianmukaisesti, jos joka¥nen
asianmukaisesti, jos jokaisen kaaren ; i i

o 2 J= JL G vierekkainen kaari on eri véarinen.
paatesolmut ovat eri vériset.

Kuva 140: Kappaleen [5| kisitteiden kertausta.
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Verkon solmujen kromaattinen luku

Fan

y
Verkko on 3-kromaattinen

Verkon kromaattinen luku on
minimimaara vareja, jotka tarvitaan
solmujen asianmukaiseen
varittdmiseen.

Verkon kaarikromaattinen luku

Verkko on 3-kaarikromaattinen

Verkon kaarikromaattinen luku on
minimimaara vareja, jotka tarvitaan
kaarien asianmukaiseen
varittdmiseen.

Kaksivéarinen aliverkko (solmut)

Turkoosin ja violetin muodostama kaksivarinen aliverkko

Asianmukaisesti varitetyssa verkossa
kaksivarinen aliverkko on aliverkko,
joka sisaltaa kaikki verkon i ja j variset
solmut ja niita yhdistavat kaaret.

Kaksivarinen aliverkko (kaaret)

Turkoosin ja violetin muodostama kaksivarinen verkko

Asianmukaisesti varitetyssa verkossa
kaksivarinen aliverkko on aliverkko,
joka sisaltaa kaikki verkon i ja j variset
kaaret ja niiden paatesolmut.

Kempen ketju

Kempen turkoosi-violetti ketjuja on kaksi

Kaksivarisen aliverkon komponentti
on Kempen i-j ketju, missa i ja j ovat
kaksivarisen aliverkon varit.

Kempen kaariketju

O /O
P
-
s

v
-
-
.
-

- o——~oO0

Kempen turkoosi-violetti ketjuja on kaksi

Kaksivarisen aliverkon komponentti
on Kempen i-j -kaariketju, missa i ja j
ovat kaksivarisen aliverkon vérit.

Kuva 141: Kappaleen [5| kisitteiden kertausta.
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5.6 Tehtavii

Tehtava 5.6.1. Perustele, ettd Kuvan karttaa ei ole mahdollista varittaa
kolmella vérilld, jos vierekkiiset maat eivit saa olla samanvériset.

Tehtiva 5.6.2. Kuvan jokaisessa kaupungissa on paikallisradioasema, jolla
on ldhetysté tietylld taajuudella. Radion kuuluvuudessa on esiintynyt héiriita,
koska vierekkaisilla kaupungeilla on ollut ldhetystd samalla taajuudella. Mika
on pienin maara eri taajuuksia, jotta kaikkilla kaupungeilla on vain hairiotonta
lahetysta?

Kajaani

Kuva 142: Mika on pienin mééara eri taajuuksia, jotta hairidit ei esiinny lahetyksessia?

Tehtévi 5.6.3. Viritd Kuvan[I42]verkon solmut asianmukaisesti kiiyttden mah-
dollisimman vihan véreja.

a) Miki on verkon kromaattinen luku? Perustele.

b) Etsi véritetystd verkosta pisin Kempen ketju. Minkd kaupunkien vélille
ketju muodostuu?

¢) Muodostuuko pisin Kempen ketju aina ko. kaupunkien vilille vai voidaan-
ko solmujen vérejd vaihtaa siten, ettd pisin Kempen ketju muodostuu eri
kaupunkien vélille?

Tehtiva 5.6.4. Kuninkaalla oli testamenttia tehdessdan neljd poikaa, joiden
kesken maa piti jakaa siten, ettd jokainen pojista saisi oman maansa. Liséksi
kunkin maan padkaupungista oli rakennettava tie kaikkien muiden maiden paa-
kaupunkeihin kuitenkin niin, ettei yksikdéan tie mene toisen maan halki eiviatka
tiet risted muualla kuin padkaupungissa. Kuninkaan neuvonantajat laativatkin
téllaisen jaon. Neuvonantajien harmiksi kuninkaalle syntyi kuitenkin vield viides
poika, jolloin maa oli jaettava ja teiden rakentaminen suunniteltava uudelleen.
Olet neuvonantajien neuvonantaja. Miten neuvoisit neuvonantajia?
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Tehtava 5.6.5. Virita Kuvan alueet siten, ettd vierekkaiset alueet eivit
ole samanvériset. Kéytd mahdollisimman vahan véreja.

Kuva 143: Virita kuva siten, ettd vierekkéiset alueet eivit ole samanvériset.

Tehtava 5.6.6. Lemmikit Ry:ll& on ongelma. Heille on tuotu viikonlopuksi

hoitoon yhdeksén elédinté, joita ei voida kaikkia sijoittaa samaan huoneeseen.
Kuinka monta erillistd huonetta Lemmikit Ry:1l4 on oltava, jotta kaikki eldi-

met voidaan ottaa hoitoon? Taulukko [I5]kertoo mitd lemmikkeja ei voida laittaa

samaan huoneeseen.

Lemmikki | Samassa huoneessa ei voi olla yhtdaikaa
hamsteri kaarme, kilpikonna

hiiri kissa, kilpikonna

kani koira, kissa

kilpikonna | kddrme, hiiri

kissa koira, kultakala, papukaija, hiiri

koira kani, kissa

kultakala kissa

kddrme kani, hamsteri, kilpikonna

papukaija | kissa

Taulukko 15: Lemmikit, joita ei voida laittaa samaan huoneeseen.
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