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1 Johdanto

[ta-Suomen yliopistossa oli vuosien 2009-2011 aikana kdynnissd Mestariluok-
ka-projekti, jonka tavoitteena oli tarjota lukiolaisille ylim#ariisid opintoja
matematiikan, fysiikan ja tietojenkasittelytieteen parista seké lisdta lukioi-
den ja yliopistojen yhteistyotd. Osana tdtd projektia toteutettiin syksylld
2011 Joensuun Normaalikoululla valinnainen matematiikan kurssi, jonka ai-
heena oli alunperin tarkoitus olla yliopiston matematiikan opintojen alussa
tulevia asioita. Téasta aihe jalostui eteenpéin diskreettid matematiikkaa ka-
sitteleviksi, ja lopulta kurssin nimeksi annettiin Verkot ja relaatiot. Nimi oli
kuitenkin sikdli harhaanjohtava, ettd verkot valtasivat koko ajan suuremman
osan kurssille varatusta ajasta, ja loppujen lopuksi relaatioista ei puhuttu
koko kurssin aikana.

Miksi sitten juuri verkot ja verkkoteoria valikoituivat kurssin paddpainoksi
nédiden monien vaiheiden jéilkeen? Ja miksi esimerkiksi yliopisto-opinnoissa
verkkoteoriaa edeltdvit aiheet kuten joukko-oppi ja relaatiot paadyttiin jat-
tamadn pois, vaikka ne ovat vilttaméattomid verkkoteorian tdsmaéllisessa ka-
sittelyssd? Syy on se, ettd verkot tuntuivat tarjoavan todella paljon mielen-
kiintoisia tapoja ratkaista eldvistd eliméistd kumpuavia ongelmia. Lisiksi
verkkoteoria on aiheena jopa jossain maédrin mediaseksikas, liittyyhén se hy-
vin ldheisesti tietoverkkoihin, sosiaalisiin verkostoihin ja muihin p&ivd péi-
valtd merkityksellisemmiksi kiyviin olioihin ja ilmi6ihin.

Mutta miten verkkoteoriaa sitten pystyttiin opiskelemaan ilman mate-
maattisia taustatietoja, joita tarvitaan verkkoteorian késitteiden formaaliin
méarittelyyn ja tdsmalliseen kasittelyyn? Helposti, silld tavoitteeksi ei asetet-
tukaan yliopistoista ja korkekouluista tuttua verkkoteorian perinteista esitté-
mistd ja kisittelyd, vaan pyrittiin kaikkien ymmarrettiavissi olevaan tapaan
kisitelld tatd pohjimmiltaan hyvin yksinkertaista aihealuetta. Tamé vaati
matemaattisesta tdsmallisyydestd joustamista, mutta se uhraus oltiin val-
miita tekemaén.

Téllaista verkkoteorian kisittelytapaa tukevaa opetusmateriaalia ei kui-
tenkaan ollut olemassa, joten se piti tuottaa itse. Kurssille laadittiin oppi-
materiaalipaketti kahden Mestariluokka-projektin tyontekijin voimin. Kos-
ka matematiikka yleensikin, ja verkkoteoria erityisesti, kehittyy erilaisten
ongelmien ja niiden ratkaisemisen seurauksena, asetettiin oppimateriaalille
heti kittelyssd ohjenuoraksi erilaisten ongelmien korostaminen. Koska mate-
matiikka kehittyy myos yksiléiden henkil6kohtaisena rakenteena pitkalti on-
gelmanratkaisuprosessin kautta, haluttiin oppimateriaalin etenevin nimeno-
maan erilaisten ongelmien ja niille esitettyjen ratkaisujen kautta. Késitteitd
méariteltiin aina tarpeen mukaan, mutta kaikessa pyrittiin koko ajan selke-
aan ja helppolukuiseen tekstiin.



Téassé pro gradu -tutkielmassa analysoidaan kurssia varten tuotetun oppi-
materiaalin ensimmaéisen luvun ongelmia. Tutkielma jakautuu neljdin osaan:
aluksi kerrotaan verkkoteoriasta yleisesti, seuraavaksi késitelliin oppimateri-
aalin ensimmaisen luvun matemaattinen sisilto perinteisesti ja tdasmallisesti,
taman jalkeen esitellddn oppimateriaalin sekd kurssin opetuksen taustalla ol-
lutta matematiikan didaktista teoriaa ja lopuksi suoritetaan varsinainen on-
gelmien analysointi. Tutkielman loppuun on vielé sisillytetty luettelo Mes-
tariluokka-projektin puitteissa suunnitelluista ja toteutetuista verkkoteorian
kursseista sekd oppimateriaaleista.

Oppimateriaalia on analysoitu myos Koposen pro gradu -tutkielmassa [9],
jossa perehdytdidn oppimateriaalin kolmannen luvun painotettuja verkkoja
késitteleviin ongelmiin.



2 Verkkoteoriasta

Verkkoteoria on matematiikan osa-alue, joka tutkii verkoiksi kutsuttuja mate-
maattisia struktuureja. Parhaiten verkot soveltuvat malleiksi tarkasteltaessa
diskreetteji, eritoten darellisid ilmiGitd tai tilanteita. Yksinkertaisimmillaan
verkot koostuvat pisteista ja niiden vilisistd yhteyksistd — verkkoteorian ter-
mein solmuista ja kaarista. Verkkoina voidaan kuvata esimerkiksi reittien op-
timointiongelmia, tietokoneiden segmentointia, liikennevalojérjestelmien oh-
jelmointia ja useiden pelien voittostrategioita. Lisdksi useat systeemit ovat
itsessddn verkkoja kuten esimerkiksi tieto- ja sihkotekniset verkot, Internet
ja liikenneverkostot. [17]

Nykypaivin verkkoteoreettiset ongelmat liittyvit yleensé niin suuriin verk-
koihin, ettd ongelmien ratkaiseminen ilman tietokoneita on mahdotonta. Toi-
saalta optimiratkaisun 16ytyminen kohtuullisessa ajassa ei ole aina taattua
edes tietokoneiden avulla. [I7, s. 1]

Verkkoteorian kehitys voidaan karkeasti jakaa kahteen aaltoon. Ensim-
maéinen aalto alkoi Konigsbergin siltaongelmasta vuonna 1736, jolloin mate-
maatikko Leonhard Paul Euler (1707-1783) mééritteli verkon. Tédmén lisdksi
Euler esitti useita verkkoteorian perusteoreemoja 1700-luvun aikana. Ensim-
méinen aalto jatkoi kehittymistddn 1960-luvulle saakka, jolloin tietokoneet
alkoivat tehda tuloaan. T&ll6in kdynnistyi verkkoteorian kannalta kehityksen
toinen aalto, jota voidaan kutsua nopean kehityksen aalloksi. [17, s. 2]

Tietokoneet toivat mukanaan toisaalta laskentatehoa sitd vaativiin mate-
maattisiin ongelmiin ja toisaalta tietokoneiden tietorakenteet olivat itsessiin
verkkoja, joten verkkoteorian kehittymistd auttoi tietokoneiden kehittymi-
nen. Etenkin verkkoteorian algoritmit ovat tarkedné védlineend tietojenkésit-
telytieteiden ja matematiikan rajamailla. Kykymme ratkaista verkkoteoreet-
tisia ongelmia on kiytinnossd yhtd hyva kuin kykymme manipuloida suuria
verkkoja tietokoneilla. [17]

Verkkoteorian algoritmit liittyvat usein kdytdnnonlaheisiin ongelmiin, jot-
ka muunnetaan verkoksi, jonka jialkeen ne palautetaan verkkojen analysoin-
titehtaviksi. Erds kuuluisa verkkoteorian ongelma on neliviariongelma, joka
perustui vanhojen kartanpiirtdjien kokemuksiin; tasokartat voidaan aina vé-
rittdd kiyttamalld korkeintaan neljdd virid siten, ettei yksikdin vierekkéi-
nen maapari ole samanvéarinen. Neliviariongelma esitettiin ensimmaisen ker-
ran vuonna 1852, jonka jilkeen useat matemaatikot ovat yrittdneet ratkais-
ta ongelmaa. Ongelmaa tutkivat erityisesti Percy John Heawood (1861-1955)
1800-luvun loppupuolella ja Oystein Ore (1899-1968) 1960-luvulla. Vasta kun
aikaa oli kulunut 124 vuotta ongelman esittamisesté, IKKenneth Appel (1932-)
ja Wolfgang Haken (1928-) Illinoisin yliopistosta todistivat neliviriteoreeman.
Matematiikan kannalta merkityksellista oli se, ettd todistus suoritettiin tar-



kastusta my6ten puhtaasti tietokoneilla. Vuoden 1976 aikaisilta tietokoneilta
kului aikaa todistuksen laskentaan yhteensi 1200 tuntia. [17]
Nelivéiriteoreema on vain yksi esimerkki verkkoteorian kombinatorisesta
luonteesta — yksinkertaisen ja helposti ymmarrettivissa olevan ongelman to-
distaminen lyhyesti ja ilman tietokoneita saattaa olla mahdotonta.



3 Suuntaamattomat verkot

Tassa luvussa kiydadn lyhyesti lapi Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaa-
lin ensimmaisessd luvussa esiintyvit verkkoteorian kisitteet sekd lauseet to-
distuksineen. Kasitteiden ja lauseiden esitystapa on téssd luvussa perinteisen
matemaattinen ja poikkeaa huomattavasti oppimateriaalin kisittelytavasta.

Verkkojen peruskisitteiden ldhteend on kdytetty pddasiassa diskreettid
matematiikkaa késittelevid teoksia, kuten Johnsonbaughin [6] ja Matousekin
[12] kirjat sekd Pesosen |15] ja Chenin [1] monisteet. Suomennoksia termeille
on haettu péadasiassa Savolaisen kirjasta Verkkoteoria [17], jonka liséksi suo-
mennoksiin on kdytetty Pesosen luentomonisteiden Diskreetti matematiikka
[15] ja Matematiikan johdantokurssi |[16] mukaisia termeja.

Téassé luvussa kiytetddn pddsiddntoisesti seuraavia merkintoja: joukkoja
merkitddn isoin kirjaimin ja joukon alkioita pienin kirjaimin. Téssa luvussa
rajoitutaan kisittelemiin Airellisii ja suuntaamattomia verkkoja,
vaikka monet méafritelmisti kiyvit ddrettomillekin verkoille.

3.1 Suuntaamattomien verkkojen peruskasitteita

Maaritelma 3.1.1. Joukon X ei-jdirjestetty tulo itsensi kanssa on sen kaik-
kien jarjestimattomien parien joukko

X & X = {{a,b} | a,b € X}.

Maaritelma 3.1.2. Suuntaamaton verkko (graph, network) V on kolmik-
ko (S, K,®), missid S # () on solmujen (vertex, node) joukko, K on kaarien
(edge, link) joukko ja ® : K — S & S on funktio kaarien joukosta jirjesté-
méttomien solmuparien joukkoon.

Jos k € K, s1,80 € S ja (k) = {s1,s2}, kaari k liittyy solmuihin s;
ja sg. Koska ® on funktio, liittyy suuntaamattoman verkon jokainen kaari
yhteen tai kahteen solmuun. Solmut, joihin kaari on liittynyt, ovat kyseisen
kaaren pddtesolmut (terminal vertex). Jos kaari liittyy vain yhteen solmuun,
eli s1 = s9, on kaari luuppi (loop).

Méidritelma 3.1.3. Suuntaamattoman verkon V = (S, K, ®) solmujen lu-
kum#idrad merkitddn |S| ja kaarien lukuméaraa | K.

Adrellinen suuntaamaton verkko voidaan esittii esimerkiksi kaaviokuva-
na, luettelona, yhteysmatriisina tai vastaavuusmatriisina. Esitetddn seuraa-
vaksi eréis verkko V' = (S, K, @) néilld neljalld eri tavalla.



1) Kaaviokuva muodostetaan siten, etta piirretadn |S| solmua esimerkik-

si pisteina tai palloina, ja yhdistdén ne kuvausta ® vastaavilla kaarilla
k; € K. Jos kaaviokuva on mahdollista piirtdé tasoon niin etteivit kaa-
ret leikkaa toisiaan, on verkko tasoverkko (planar graph), muutoin ky-
seessd on avaruusverkko (nonplanar graph). Olkoon esimerkkiverkkona
tasoverkko (Kuva [L).

Kuva 1: Suuntaamaton verkko kaaviokuvana

Luettelo muodostetaan siten, ettd luetellaan suuntaamattoman verkon
solmut, kaaret ja vastaavuus. Kuvan [I| esimerkkiverkon luettelo on seu-
raava;

solmut S = {s1, 9, 83, S4, S5},
kaaret K = {kl, kg, ]{53, k?4, k5},
vastaavuus @ (k1) = {s1, 2}, P(ko) = {59,585}, P(k3) = {s3,55},
O (ky) = {54, 85}, P(ks) = {51, 54}
Yhteysmatriisi (adjacency matrix) saadaan asettamalla
aij = |7 (i, 55)].

Luku a;; ilmoittaa solmujen s; ja s; valilld olevien kaarien lukumaéran.
Kuvan [I] suuntaamaton verkko voidaan esittdd yhteysmatriisina:

s1/0 1 0 1 0
ssl 1 0 1 0 1
M = (aij)sxs= s3{ 0 1 0 0 1
s41! 1 0 0 0 1
ss\0 1 1 1 O



4) Vastaavuusmatriisi (incidence matrix) saadaan asettamalla b;; = 1, jos
kaari k; liittyy solmuun s;, muutoin b;; = 0. Kuvan 1| verkko voidaan
esittda vastaavuusmatriisina:

s;{1 0 0 0 1
sel 1 1 0 0 O
M = (bij)5><5 = S3 0 0 1 0 0
s40 0 0 0 1 1
ss\0 1 1 1 0

Miéé&ritelma 3.1.4. Suuntaamattomassa verkossa on moninkertaisia (multi-
edge) kaaria, jos kahden solmun vélilld on useita kaaria. Suuntaamaton verk-
ko on yksinkertainen (simple graph), jos verkossa ei ole luuppeja eikd mo-
ninkertaisia kaaria. Solmut ovat vierekkdiset (adjacent vertices), jos niiden
valilla on kaari. Kaaret ovat vierekkdiset (adjacent edges), jos niilla on yhtei-
nen paitesolmu. Verkko on tdydellinen (complete graph), jos verkon jokaisen
solmuparin s; # s; solmut ovat vierekkéiset.

Mi&ritelma 3.1.5. Suuntaamattomassa verkossa V = (S, K, ®) solmun
s € S aste tai asteluku (degree) mééritelladn

a(s) = |{/{: e K|®(k)={s,z},s#z,z¢€ S}| +2- |{k eK|®k) = {s,s}}|.
Lause 3.1.6. Adrellisessi suuntaamattomassa verkossa

1) solmugen astelukujen summa on kaksi kertaa verkon kaarien lukumddrd,

2) parittoman asteluvun omaavien solmujen lukumddrd on aina parillinen.

Todistus. Olkoon V = (S, K, ®) #érellinen suuntaamaton verkko.

1) Jos verkossa V kaarien lukumééri |K| = 1, on joko yhden solmun aste-
luku 2 tai kahden solmun asteluku 1, joten verkon V' solmujen astelu-
kujen summa on 2. Uuden kaaren lisidminen verkkoon kasvattaa aina
joko kahden solmun astelukua yhdellé tai yhden solmun astelukua kah-
della, joten m kaaren lisddiminen kasvattaa astelukujen summaa aina
luvulla 2m.

2) Kohdan 1) nojalla

2-|K| = Za(a:) = Z a(z) + Z a(z),

zeS a(z)parillinen a(z)pariton

7



joka on parillinen luku. Parillisasteisten solmujen astelukujen summa
on parillinen luku, joten paritonasteisia solmuja on oltava parillinen
mAaara.

O

Maié&ritelma 3.1.7. Suuntaamaton verkko V' = (S, K’, @) on suuntaamat-
toman verkon V' = (S, K, ®) aliverkko (subgraph), jos

1) 0£5CS8,

2) K' C K,

3

)
)
) (k) = ®(k) Vk e K,
4)

jos k € K'ja ®(k) = {z,y}, niin z,y € S".

Jos verkko V' = (S, K, ®’) on verkon V = (5, K, ®) aliverkko, S" = S,
K = {lﬁ, ]{52, ey ]{Zm} ja K = {/{31, /{52, ey I{Im, km+1}7 merkitadn V/ =V -
km_;,_l tal V == V/ + km_;,_l.

Maidritelma 3.1.8. Suuntaamattomassa verkossa V = (S, K, ®) kaarien
k; € K jono C = (ky,...,ky) on ketju (walk, chain), jos seuraavat ehdot
patevat:

].) ]{72‘7&/{?]’7 kunz;«éj

2) On olemassa solmujen s; € S jirjestetty joukko (so,s1...,S,) siten,
ettd @(kﬁz) = {Sifl, Sz’}-

Ketju on suljettu (closed), jos sy = Sy,. Jos ketju ei ole suljettu, se on avoin
(open). Ketjun C' = (ky, ..., k) kaarien joukkoa {ki, ..., k,, } merkitddn K.

Miaritelma 3.1.9. Suuntaamattoman verkon V' = (S, K, ®) kaksi solmua
s1,82 € S ovat yhteydessd (connected), jos niiden valilld on ketju. Suun-
taamaton verkko on yhtendinen (connected graph), jos verkon V jokaisen
solmuparin {s;,s;} € S & S solmut ovat yhteydessé kaikilla i # j.

Maaritelma 3.1.10. Suuntaamattoman verkon V' kaariyhtendisyys yp € N
on minimimaara kaaria, jotka verkosta on poistettava, ettd saadaan verkon V'
epayhtendinen aliverkko Vj. Suuntaamattoman verkon V' solmuyhtendisyys
ys € N on minimiméaéra solmuja, jotka verkosta on poistettava kyseisiin sol-
muihin liittyvine kaarineen, ettd saadaan verkon V' epdyhtendinen aliverkko
V.



Maéritelmd 3.1.11. Olkoon V' = (S, K, ®) suuntaamaton verkko. Verkon
V aliverkko V' = (S', K', ®') on verkon V' komponentti (component), jos

1) jokainen solmupari {s;,s;} € §" & S’ on yhteydessd kaikilla i # j,
2) yksikddn joukon S’ alkio ei ole yhteydessi joukon S\ S’ alkioon.

Mi&ritelma 3.1.12. Suuntaamaton verkko on puu (tree), jos verkko on
yhtendinen ja verkossa ei ole yhtidin suljettua ketjua. Puu on verkon alipuu
(subtree), jos puu on verkon aliverkko.

Lause 3.1.13. Jos puuhun lisdtidin kahden solmun vdlille kaarit, muodostuu
verkko, jossa on suljettu ketju.

Todistus. Olkoon verkko V' = (S, K, ®) puu ja z,y € S. Koska verkko V on
puu, se on yhtendinen, joten solmusta = on ketju C' = (kq,...k,,) solmuun
y. Jos solmujen z ja y valille lisdtdan kaari k, muodostuu verkko V', jossa on
suljettu ketju C" = (ky,..., km, k), jonka aloitus- ja lopetussolmu on z. [

Lause 3.1.14. Jos ddarellinen suuntaamaton verkko on vdahintddin kaksisol-
muinen puu, on sind vihintddn yksi solmu, jonka asteluku on 1.

Todistus. Olkoon #irellinen suuntaamaton verkko V' = (S, K, ®) vihintdin
kaksisolmuinen puu. Koska solmuja on ainakin kaksi, on puussa myos kaaria.
Jokaiseen solmuun liittyy ainakin yksi kaari. Lisiksi jokaisella kaarella on
péinddn kaksi eri solmua. Puu V' voidaan rakentaa uudelleen vaihe vaiheelta
niin, ettd vaite pitad paikkansa kullekin muodostettavalle entistd laajemmalle
alipuulle ja lopulta itse puulle.

Vaihe 1: Muodostetaan puu P valitsemalla yksi verkon V' solmu s seka lisddmal-
1& siihen kyseiseen solmuun verkossa V' liittyneet kaaret paédtesolmui-
neen. Koska verkossa V' oli ainakin kaksi solmua, tulee lisétyksi ainakin
yksi kaari. Solmu s ei voi olla tdmén kaaren ainoa péitesolmu, koska
muutoin syntyisi suljettu ketju (tdssd vaiheessa luuppi). Lisdtyn kaa-
ren myotda puuhun P; on siis tultava toinenkin solmu, jonka asteluku
on néin ollen 1 puussa P;. Jos P, =V, on asia selvii, muutoin puusta
P, puuttuu ainakin yksi puun V' solmu tai kaari.

Jos puuttuu solmu s, siitd puuttuu yhtendisyyden nojalla ketju sol-
musta s’ puuhun P;. Joka tapauksessa siis puuttuu ainakin yksi kaari
ja solmu.



Vaihe 2: P, on puu, jossa alipuuhun P; on lisatty puun V kaaret, joiden toi-
nen pai on puussa P, ja nididen toiset pddtesolmut. Lisdttyja kaaria
on ainakin yksi, nimittdin em. ketjussa puuhun P; liittyvé kaari. Koska
puuhun P, lisdtddn yksi kaari, on siithen lisdttdvd myos kaaren toinen
paitesolmu, joka ei Lauseen nojalla voi kuulua puuhun P;. Ta-
mén lisdtyn paan asteluku on silloin 1 puussa . Jos P, =V, on asia
selvd, muutoin jatketaan kuten ylla. Koska puu V oli déarellinen, tule-
vat kaikki kaaret ja solmut yhtenéisyyden nojalla lopulta mukaan ja
viimeisessa tilanteessakin jda ainakin yhden solmun asteeksi 1.

O

3.2 Eulerin ketju

Maéaritelma 3.2.1. Suuntaamattoman verkon V' = (S, K, ®) ketju (k1, ..., ky)
on Eulerin ketju (Eulerian trail, walk, chain), jos {ki, ..., ky,} = K. Jos ver-
kossa V' on suljettu Eulerin ketju, on kyseinen verkko Fulerin verkko (Euler
graph, Eulerian graph).

Lause 3.2.2. (Eulerian-Graph Characterization) Seuraavat vdittdmdt ovat
ekvivalentteja ddrelliselle yhtendiselle suuntaamattomalle verkolle.

1. Verkko on Eulerin verkko.
2. Verkon jokaisen solmun asteluku on parillinen.

3. Verkon kaarien joukko on kaarivieraiden erillisten suljetiujen ketjujerﬂ
yhdiste.

Todistus. Olkoon V' = (S, K, ®) dédrellinen yhteniinen suuntaamaton verkko.
Jos |S| =1 ja |K| = 0, piitee lause seuraavin perustein; Maaritelma ei
kielld tyhjian kaarijoukon muodostamaa ketjua, joten téllainen suljettu ketju
sisaltdaa kaikki verkon V' kaaret ja on niin ollen suljettu Eulerin ketju. Jos sol-
mun asteluku on nolla, se on parillinen. Liséksi jos verkossa ei ole kaaria, on
kaarien joukko triviaalisti kaarivieraiden erillisten suljettujen ketjujen yhdis-
te. Lause patee my0s, jos |S| =1 ja |K| > 0, silld kulkemalla luupit jossakin
jarjestyksessd muodostuu suljettu Fulerin ketju. Luuppi kasvattaa solmun
astelukua kahdella, joten solmun asteluku on vaistidméitta parillinen. Jokai-
nen luuppi on suljettu ketju, joten kaarien joukko on kaarivieraiden erillisten
suljettujen ketjujen yhdiste.
Tarkastellaan seuraavaksi tapauksia, joissa |S| > 2.

I Kaksi ketjua ovat kesken#isin kaarivieraat, jos ne eivit sisilld yhtddn yhteists kaarta.
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(1=2)

(2=13)

Olkoon V' Eulerin verkko. Koska verkossa V' on suljettu Eulerin ketju,
on verkon jokainen solmu vihintédan yhden suljetun Eulerin ketjun aloi-
tussolmu. Olkoot C' suljettu Eulerin ketju verkossa V' ja solmu s ketjun
C' aloitussolmu. Aloitussolmu s on sama solmu kuin suljetun Eulerin
ketjun lopetussolmu, joten solmun s asteluvun on oltava vihintdan kak-
si. Jos solmuun s liittyy tasan kaksi kaarta, on a(s) parillinen. Olete-
taan, ettd solmuun s liittyy useampi kuin kaksi kaarta. Jos solmuun s
liittyisi kolme kaarta, ei kyseinen solmu voi olla suljetun Eulerin ketjun
lopetussolmu, silld solmuun s tiytyy liittyd yhtd monta kaarta, joita
pitkin suljettua ketjua myoten solmuun tullaan ja solmusta lahdetdan.
Vastaavalla paattelylla voidaan osoittaa, ettd a(s) #5,7,9,....

Verkon dérellisyyden nojalla aloitussolmuun s taytyy liittyd parillinen
méard kaaria. Koska verkon jokainen solmu on suljetun Eulerin ket-
jun aloitussolmu, pétee verkon jokaiselle solmulle sama tarkastelu kuin
edelld tehtiin solmulle s, joten verkossa V' jokaisen solmun asteluvun
on oltava parilllinen.

Olkoon verkon V' jokaisen solmun asteluku parillinen. Verkko V' ei voi
olla puu (Lause [3.1.14)), joten se siséltdé yhteniisyysoletuksen nojal-
la ainakin yhden suljetun ketjun C;. Jos C} sisaltdd kaikki verkon V'
kaaret, seuraa vaite 3.

Oletetaan, ettd ketju C ei sisdlld kaikkia verkon V' kaaria. Olkoon V;
verkko, josta on poistettu ketjuun C; kuuluvat kaaret. Koska ketju C;
on suljettu ketju, on jokaisen verkon V' solmun asteluku pienentynyt pa-
rillisella luvulla. Néin ollen verkko V; koostuu yhdesti tai useammas-
ta erillisestd komponentista, joista jokainen on joko yksittdinen solmu,
yksittdinen solmu johon on liittynyt luuppeja tai parillisen asteluvun
omaavista solmuista sekd niihin liittyvistd kaarista koostuva yhtenii-
nen verkko. Nimitetdan néitd komponentteja Vi1, Vig, ..., Vi,,. Tarkas-
tellaan ainostaan niitd komponentteja, joissa on vahintddn yksi kaari.
Jokainen téllainen komponentti on ominaisuuksiltaan samanlainen kuin
verkko V', joten jokaisesta komponentista voidaan poistaa yhden sulje-
tun ketjun sisidltamat kaaret. Kyseiset suljetut ketjut ja C ovat kaari-
vieraita. Télloin saadaan verkko V5 joka koostuu ominaisuuksiltaan sa-
manlaisista komponenteista kuin verkko V; koostui. Verkon V5, kompo-
nenteista Va1, Vo, . .., Vb, voidaan myos poistaa suljetut ketjut, jolloin
saadaan verkko V5 sekd kyseisen verkon komponentit Vsq, Vaa, ..., Vi,
Verkon V direllisyyden nojalla menettelyd voidaan jatkaa niin pitkille,
ettd jaa jaljelle verkko V,,, jossa ei ole yhtdan kaarta. Koska jokainen
poistettu kaari on kuulunut yhteen ja vain yhteen poistettuun suljet-
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tuun ketjuun, viite patee.

(3 = 1) Oletetaan, ettd Ky on kaarivieraiden erillisten suljettujen ketjujen yh-
diste. Jos yksi suljettu ketju sisdltdéd kaikki kaaret, on tapaus triviaali.
Oletetaan, ettd kaarivieraita suljettuja ketjuja on enemmén kuin yksi.
Olkoon sy erdén tallaisen suljetun ketjun C; aloitussolmu. Talloin sul-
jetussa ketjussa C7 on verkon yhteniisyyden nojalla oltava solmu so,
joka aloittaa toisen suljetun ketjun Cy, joka on kaarivieras ketjun C}
kanssa. (On myos mahdollista, etti s; = s5.) Ketjut C ja Cy voidaan
kulkea siten, ettd kuljetaan solmusta s; solmuun ss, kuljetaan suljettu
ketju C5 ja kuljetaan loppuosa suljetusta ketjusta C palaten solmuun
s1. Jos kuljettu reitti muodostaa suljetun Eulerin ketjun verkossa V,
seuraa vaite.

Jos ketjut C ja Oy eivit sisélla kaikkia verkon V' kaaria, on ketjuis-
ta C7 ja Cy muodostetussa suljetussa ketjussa Co verkon yhtenaisyy-
den nojalla oltava solmu s3, joka aloittaa kolmannen suljetun ketjun
C3, joka on kaarivieras ketjun Cis kanssa. Namaé ketjut voidaan kul-
kea siten, ettd kuljetaan mielivaltaisesta aloitussolmusta s; ketjua C
kunnes kohdataan solmu s3, jonka jilkeen kuljetaan ketju C'5 ja lopuksi
solmusta s3 solmuun s;. Jos kuljettu ketju sisaltad verkon kaikki kaaret,
vaite patee. Jos kuljettu ketju ei sisilla kaikkia verkon kaaria, voidaan
menettelyd jatkaa mielivaltaisen pitkille, jolloin verkon &irellisyyden
nojalla ketjujen yhdiste lopulta sisdltdd kaikki verkon kaaret. Néin ol-
len verkossa V' tdytyy olla suljetttu Eulerin ketju, joten verkko V' on
Eulerin verkko.

O

Lause 3.2.3. Yhtendisessd suuntaamattomassa verkossa on avoin Fulerin
ketju jos ja wvain jos wverkossa on tdismdlleen kaksi paritonasteista solmua.
Tdlloin avoin Eulerin ketju alkaa toisesta paritonasteisesta solmusta ja pddt-
tyy toiseen paritonasteiseen solmuun.

Todistus. (=) Oletetaan, ettd ketju (ki,..., k) on avoin Eulerin ketju sol-
musta s; solmuun s, yhteniisessi suuntaamattomassa verkossa V. Lisdtaan
verkkoon V' uusi kaari k siten, ettd kaari yhdistdd avoimen Eulerin ketjun
padtesolmut s; ja s,. Nyt verkossa V* = V + k on suljettu Eulerin ketju
(k1y ..., km, k), joten Lauseen mukaan verkon V* jokaisen solmun aste
on parillinen. Siis alkuperiisessé verkossa V' jokaisen solmun asteluku, lukuu-
nottamatta solmuja s; ja s,, tiytyy olla parillinen.

(<) Oletetaan, ettd s; ja s, ovat ainoat paritonasteiset solmut verkossa
V. Jos uusi kaari k£ yhdistdd solmut s; ja s,, on uudessa verkossa V* =
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V' + k kaikki solmut parillisasteisia. Tastd seuraa Lauseen nojalla, etta
verkossa V* on suljettu Eulerin ketju Cg. jos ketjusta C'p otetaan pois kaari
k, on syntyva ketju Cr — k avoin Eulerin ketju. Siis verkko V* — k =V
sisaltdd avoimen Eulerin ketjun. O

3.3 Hamiltonin ketju

Miiritelmi 3.3.1. Olkoon V = (S, K, ®) suuntaamaton verkko ja C' =
(k1,...,km) ketju verkossa V. Olkoon (sg, i ..., Sy) jono verkon V' solmuja
siten, ettd ®(k;) = {s;_1,s:}. Ketju C on Hamiltonin ketju (hamiltonian
trail, walk, chain), jos seuraavat ehdot pétevit:

1) s; # s, kun s; # so ja s; # Sp.
2) {s0,51,.--,8m} = S.

Jos verkossa V' on suljettu Hamiltonin ketju, on verkko Hamiltonin verkko
(Hamilton graph, hamiltonian graph).

Huomautus 3.3.2. Kaytdnnossd Maaritelma tarkoittaa seuraavaa: ver-
kon ketju on Hamiltonin ketju, jos se kulkee verkon kaikkien solmujen kautta
tasmélleen kerran — aloitussolmu voi olla poikkeus.

Seuraus 3.3.3. Hamiltonin ketjun mddaritelmdstd saadaan seuraavat ehdot:

1) Jos verkossa on suljettu Hamiltonin ketju C, ja solmun s asteluku on
2, kuuluvat molemmat solmuun s liittyneet kaaret ketjuun C.

2) Jos verkossa on suljettu Hamiltonin ketju C, ja solmuun s liittyneistd
kaarista kakst kuuluu ketjuun C, eiwvdt muut solmuun s liittyneet kaaret
voi kuulua ketjuun C.

3) Jos verkossa muodostetaan suljettua Hamiltonin ketjua C, saa ketjuun
C syntyd suljettu ketju ainoastaan silloin, kun ketjuun C liitetddn vii-
meinen kaari.

4) Verkossa ei ole suljettua Hamiltonin ketjua, jos verkossa on solmu, jon-
ka aseteluku on 1 tai 0, tai jos voidaan osoittaa, ettd jonkin solmun
kaarista vain ykst voi kuulua Hamiltonin ketjuun.

Esitetddn seuraavaksi kaksi lausetta, joiden avulla monia verkkoja voi-
daan todistaa Hamiltonin verkoiksi. Lauseista vanhemman todisti Gabriel
Adrew Dirac vuonna 1952. Uudemman lauseen todisti Jystein Ore vuonna
1960. [2] s. 269]
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Diracin lause on suora seuraus Oren lauseesta, mutta todistetaan se kui-
tenkin ennen Oren lausetta. Diracin lauseen todistamiseksi tarvitaan seuraa-
va lemma:

Lemma 3.3.4. Miki tahansa verkko V = (S, K, ®) saadaan tdydennettyd
Hamiltonin verkoksi lisadmdlld sithen solmuja ja kaaria siten, ettd kustakin
lisdtystd solmusta menee kaari jokaiseen verkon alkuperdiseen solmuun s € S.
Solmugja tarvitsee lisitd korkeintaan n = |S| kappaletta.

Todistus. On intuitiivisesti selvdd, ettd mitd enemmén verkossa on kaa-
ria, sitd todenndkdisemmin sieltd l0ytyy suljettu Hamiltonin ketju. Siksi
riittdd tarkastella pelkdstdan verkkoja, joissa ei ole yhtddn kaarta. Olkoon
V = (5, K, @) verkko siten, ettéd |S| = n ja |K| = 0. Verkon V solmut voidaan
asettaa ympyramuodostelmaan, jolloin ne muodostavat jonon (si,...,$,).
Aletaan lisitd tdhdn muodostelmaan solmuja siten, ettd lisdtdin aina yksi
solmu s} solmujen s; ja s;;1 vdliin. Solmu s}, lisdtddn solmujen s,, ja sy véliin.
Kun solmusta s} lisdtddn kaaret kaikkiin verkon V' solmuihin, on my6s sol-
mujen s; ja s; sekd s; ja s;4q vélilld kaaret. Kun solmuja on lisdtty verkkoon
n kappaletta, on jokaisen verkon V' solmuparin {s;, s;11} sekd parin {s,, s}
valissd solmu s, josta menee kaaret solmuihin s; ja s;;1. Kaarijono

C = (@ o1, 5}, @ {s7, 52}, @ sz, 53}, .., @ s, 5}, 0 s 51})

on suljettu Hamiltonin ketju. 0

Lause 3.3.5. (Dirac, 1952) Olkoon suuntaamaton verkko yksinkertainen ja
n-solmuinen, missdé n > 3. Jos jokaisen solmun asteluku on vihintdin n/2,
on verkko Hamiltonin verkko.

Todistus. Olkoon V' = (S, K, ®) lauseen ehdot téyttavi verkko. Lemman
mukaan verkko V' saadaan tdydennetyksi Hamiltonin verkoksi lisdé-
mélla sinne m kappaletta solmuja, missi m < n = [S|, sekd asettamalla
kaaret lisdttyjen ja alkuperdisten solmujen vélille. Olkoon tdmé tiydennetty
verkko V' = (S’ K, ®'). Olkoon m pienin méérd solmuja, jotka lisiamalla
saadaan aikaiseksi Hamiltonin verkko V’. Osoitetaan, ettd m = 0 epésuoralla
todistuksella. Tehddén vastaoletus m > 0.

Verkossa V' on olemassa suljettu Hamiltonin ketju C. Nimetddn ketjun
C kaarien péétesolmut C' = (s, 5, 82,...,8,,51), missd s; € S jas € 5"\ S.

Verkon V' solmut s; ja s, eivéit saa olla vierekkiiset, silld muutoin solmu
s’ on lisétty turhaan. Jos solmu s; on vierekkédinen solmun s; kanssa, ei solmu
s;+1 voi olla vierekkdinen solmun sy kanssa, silld muuten 10ytyisi solmun s
tarpeettomaksi tekeva suljettu Hamiltonin ketju

!
O = (Slvsiasi—la .. 'aS278’H—17 .. 'asnysl)'
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Verkosta V' 16ytyy siis yhtd monta solmun s, ei-vierekkiistd solmua, kuin
solmulla s; on vierekkiisid solmuja, joita puolestaan on n/2 + m kappalet-
ta. Toisaalta solmulla s, on lauseen oletusten mukaan n/2 + m vierekkaista
solmua. Solmun s, vierekkéiset ja ei-vierekkdiset solmut tekevét siis yhteen-
s n + 2m solmua. Mutta |S’| = n + m, joten m = 0, mikd on ristiriita
vastaoletuksen kanssa. [15] O

Lause 3.3.6. (Ore, 1960) Olkoon V yksinkertainen ja yhtendinen suun-
taamaton n-solmuinen verkko, missi n > 3. Jos verkon V jokaiselle ei-
vierekkdiselle solmulle x ja y on voimassa a(x) + a(y) > n, on verkko V
Hamiltonin verkko.

Todistus. Olkoon V = (S, K, ®) Lauseen ehdot tayttava verkko. Jos
n = 3, ainoastaan tdydellinen verkko tayttdd lauseen oletukset. Téydellinen
verkko on Hamiltonin verkko, joten viite pitee kun n = 3.

Todistetaan tapaukset n > 4 epéasuoralla todistuksella. Olkoon verkko
V' sellainen ei-Hamiltonin verkko, joka tdyttdd Lauseen [3.3.6] ehdot. Risti-
riidan aikaansaamiseksi riittdd osoittaa, ettd on olemassa sellaiset verkon V'
ei-vierekkiiiset solmut z ja y, joille on voimassa a(z) + a(y) <n — 1.

Jos verkkoon V' lisdtdén kaaria siten, ettd verkko sailyttda yksinkertai-
suuden, muuttuu verkko jossain vaiheessa Hamiltonin verkoksi (viimeistadn
siind vaiheessa kun verkosta tulee tdydellinen verkko). Muodostetaan yksin-
kertainen verkko V* siten, ettd lisatddn kaaria yksi kerrallaan verkkoon V'
niin kauan, ettd muodostuu Hamiltonin verkko, ja poistetaan tdméan jilkeen
viimeiseksi lisdtty kaari k, jonka padtesolmut olkoot x ja y. Télloin verkosta
V> 16ytyvit ei-vierekkéiset solmut x ja y, joiden vililld on avoin Hamiltonin
ketju C. Jos a(z) + a(y) < n — 1 pétee verkossa V*, on kyseinen epdyhtilo
voimassa my06s verkossa V.

Koska verkko V* on yksinkertainen, voidaan ketjua C' merkitd yksikasit-
teisesti kirjoittamalla ylos ketjussa esiintyvét solmut jarjestyksessd. Olkoon
siis ketju

Cc= (81782, ey Siy Sialy - - .,sn,l,sn)

avoin Hamiltonin ketju verkossa V*, missé ketjun padtesolmut ovat x = s;
jay = s, (Kuval2).

Olkoot s; ja s;y1 mielivaltaiset — ei kuitenkaan s; eikd s, — vierekkai-
set solmut, jotka tulevat perékkiin ketjussa C'. Solmupareista {si,s;11} ja
{si, sp } vahintdén toisen parin solmujen on oltava ei-vierekkiisi, koska muus-
sa tapauksessa ketju (s1, S2, ..., S, Sny Sn—1, - - - , Sit1, S1) on suljettu Hamilto-
nin ketju verkossa V* (Kuva [3).
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Kuva 3: Suljettu Hamiltonin ketju verkossa V*

Tarkastellaan verkon V* yhteysmatriisia, jossa solmut on indeksoitu ket-
jun C jarjestyksen mukaiseksi. Y114 olevan tarkastelun nojalla tAmén yhteys-
matriisin luvuille a; ; on voimassa ay ;41 +a;, < 1,kun¢=2,...,n—2. Nain
ollen

a(r) +aly) = ay,; + @i n

n—1 n—2
= a2+ g a; + E Ay + Ap_1n

i=3 i=2

n—2 n—2
=1+ E Q141+ E iy +1
i—2 i=2

n—2

=2+ Z(al,iJrl +ain)

=2
<24n—-3=n-1

Talloin my6s verkosta V' 16ytyy ei-vierekkéiset solmut x ja y, joille pétee

a(z)+a(y) < n—1, miki on ristiriita lauseen oletuksen kanssa. [2] ss. 269-270]
U
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4 Ainedidaktinen viitekehys

Tassé luvussa kiydadn lapi Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalin taus-
talla olevaa matematiikan didaktista teoriaa. Luvun padasiallisena lahteeni
on kdytetty Haapasalon kirjan vanhempaa [3] ja uudempaa [4] painosta.

4.1 Ongelman maarittely

Mikd on ongelma? Tama kysymys tuottaa varmasti erilaisia vastauksia riip-
puen siitd keneltd kysytdan. Sana "ongelma” tuottaa yleensi negatiivisia mie-
likuvia. Mutta jos ongelmat tarkoittavat automaattisesti jotain pahaa, ei ma-
tematiikan opiskelun perustaminen ongelmien varaan kuulosta kovin hyvilta
idealta.

Jokin tilanne tai tehtidva ei automaattisesti ole ongelma kaikille ihmisille.
Esimerkiksi jonkun mielestd oma alkoholin kdytto ei vilttdmétta ole ongel-
ma, mutta puoliso voi olla asiasta hyvinkin eri mieltd. Tai vield tarkemmin
sanottuna, alkoholisti ei valttamatta koe tarvetta lopettaa juomistaan, kun
taas lihiomaiset haluaisivat saada juomisen loppumaan, mutta eivit nie vi-
littémid keinoja tdmén toteuttamiseen. Jos taas alkoholisti haluaisi lopettaa
juomisen, mutta ei keksi miten pitdd viinanhimoaan kurissa, ndkee hin tilan-
teen itsekin ongelmana. Jos taas juomisen lopettaminen onnistuu helposti,
ei tilanteessa ole mitddn ongelmaa.

Vastaavanlainen tilanne pédtee myos matematiikassa ratkaistaville ongel-
mille. Jos jonkin tehtévin tai ongelmatilanteen ratkaiseminen ei kiinnosta
jotakuta oppilasta, ei kyseinen tehtéva ole hinelle ongelma. Jos tehtava taas
on liian helppo tai ratkaistavissa rutiininomaisesti, ei voida myoskidan puhua
ongelmasta.

Haapasalo méérittelee ongelman seuraavalla tavalla [3, s. 17|: “Jotta ti-
lanne olist mddaratylld hetkelld tietylle henkilolle ongelma, sen on atheutet-
tava tissd yksildssd, juuri silld hetkelld, tietoista, piamddrihakuista (ajatte-
lu)toimintaa, joka tihtdd tavoiteltavaan tulokseen ilman vdlittomdsti havait-
tavia keinoja.”

4.2 [Erilaisia ongelmatyyppeja

Ongelmia voidaan luokitella monin tavoin. Tassd tyOssd kiytetdan jaottelua
kolmeen eri luokkaan: interpolaatio-ongelmat, analyysi-synteesi -ongelmat se-
ki dialektiset ongelmat. Luokitteluperusteina kiytetddn kolmea nikdkulmaa:
millaisia ominaisuuksia on ongelman ldhtétilalla, millaisia ominaisuuksia on
ongelman lopputilalla (halutulla ratkaisulla) seké millaisia askeleita (operaa-
tioita) tarvitaan ratkaisuun pa#semiseksi. [3, s. 37|
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4.2.1 Interpolaatio-ongelmat

Interpolaatio-ongelma on nimensid mukaisesti kahden erillisen "navan”; eli
alku- ja lopputilan, yhdistdmistd vaativa ongelma. Alku- ja lopputilat ovat
tarkkaan tiedossa, ja varsinaisena tehtdvina on etsid polku ndiden kahden
tilan valille. Ratkaisupolun l6ytdmiseen johtavat operaatiot tulee kiyda ilmi
joko tehtédvin asettelusta, tai niiden tulee olla ratkaisijalle ennestédén tuttuja.
[3, s. 38]

Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalissa ei esiinny interpolaatio-on-
gelmia, joten niitd ei tarkastella tdssd tamén enempéd.

4.2.2 Analyysi-synteesi -ongelmat

Interpolaatio-ongelmia astetta vaativampia ovat analyysi-syntees: -ongelmat.
Siind missd ensin mainitussa ongelmatyypissa tiedetdédn sekd alku- etté lop-
putilat, analyysi-synteesi -ongelmissa voi jompikumpi tiloista olla himéarin
peitossa. Olennainen ero naiden kahden ongelmatyypin vililld on myds sii-
ni, ettd analyysi-synteesi -ongelmissa ratkaisuun johtavat operaatiot eivit
saa kiyda ilmi tehtidvin asettelusta, ja ne voivat olla ongelmanratkaisijalle
entuudestaan tuntemattomia. 3] s. 39|

4.2.3 Dialektiset ongelmat

Kolmas ongelmatyyppi, dialektiset ongelmat, menee aiemmin esiteltyji ongel-
matyyppeji pidemmaille vapaudessaan ja epadméaraisyydessdin. Dialektisten
ongelmien tunnusmerkki on, ettd niissd ei ole annettu lopputilaa, ja alkuti-
lakin voi olla epdmédrdinen. Ongelmanratkaisu voi alkaa alkutilan tarkem-
malla méarittelemiselld ja lopputila voi puolestaan kdydé ilmi ongelmanrat-
kaisuprosessin aikana. Dialektisille ongelmille on myd6s tyypillistd lopputu-
loksen arvioinninvaraisuus; ratkaisu ei ole joko oikein tai viirin, vaan sen
mielekkyys on kiinni ratkaisun perusteluista. Tata seikkaa korostaa mones-
ti dialektisten ongelmien kysymyksenasettelu, jossa kiytetdan usein fraaseja

bR IS

”...mielestési...”, ”...oma nikokantasi...” jne. [3] s. 41|

4.3 Ongelmanratkaisusta

Tuskin kukaan kiistdd, ettei ongelmanratkaisu ole merkittava taito. Monet
ovat varmasti myos sitd mieltd, ettd ongelmanratkaisua tulee opettaa kou-
lussa. Se mitd hyva ongelmanratkaisu on ei kuitenkaan ole niin selvdd, pu-
humattakaan siitd, miten ongelmanratkaisua voidaan opettaa tehokkaasti.
Jos hyvd ongelmanratkaisu tarkoittaa ainoastaan sitéd, ettd ongelmaan saa-
daan hyva ratkaisu, on hyvin vaikea ldhted tutkimaan ja analysoimaan on-
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gelmanratkaisun opettamista. Siksi onkin syyté keskittya siihen, mitd tapah-
tuu ongelmanratkaisun aikana. Niitd lopulta ratkaisuun johtavia prosesseja
kutsutaan heuristisiksi prosesseiksi.

4.3.1 Heuristiset prosessit

Ongelmien ratkaiseminen edellyttaé yleensa asiatietoa. Asiatiedolla voidaan
tarkoittaa esimerkiksi faktoja, otaksumia seki jopa kaavamaisia tai algorit-
min tyyppisi# menettelyjiP} tietoja, joita voidaan tarvittaessa palauttaa mie-
leen. Erityisesti tdmé kéy ilmi matemaattisista ongelmista, joissa sovelletaan
lahes poikkeuksetta aiemmin opittua tietoa. 3| s. 25]

Jos kuitenkin pelkkd asiatieto riittdd tehtdvan ratkaisemiseen, ei kysees-
si ole ongelma lainkaan. Erds ongelman tunnusmerkki on, ettei siihen ole
valittomasti ndkyvissd ratkaisua (Luku . Ongelmanratkaisun on siséllet-
tavi prosesseja, joissa valitaan ja késitelldéin tilanteeseen sopivaa asiatietoa.
Strategioita téllaisten prosessien suorittamiseksi sanotaan menetelmallisiksi
tiedoiksi. |3, s. 25]

Ongelmanratkaisustrategiat sisdltaviit myos oman ajattelun arviointia ja
kontrollia. Naistd voidaan kiyttad nimitystd metakognitiot. Kontrollia on esi-
merkiksi se pieni ddni padn sisdlld, joka sanoo: "nyt tdmi muodostamani
yhtilo ei ndytd ratkeavan mitenkiin jirkevadn muotoon. Palataanpa askel
taaksepéin ja katsotaan, onko yhtdléo muodostettu oikein. Jos on, ei yhtélon
muodostaminen vaikuta sittenkddn kiayttokelpoiselta ratkaisulta, ja voin har-
kita ongelman ratkaisuun jotain muuta keinoa.” Menetelmallisia tietoja seké
metakognitioita voidaan nimittdd yhteiselld nimell& heuristiset prosessit. [3
ss. 25-26]

Luvussa [4.1] esiintynyt ongelman maérittely voidaan heurististen proses-
sien avulla muotoilla yksinkertaisemmin [3] s. 26]: ” Ongelma on tietynlainen
epatasapaino- tai ristiriitatilanne, joka synnyttdida yksilossd heuristisia pro-
sesseja tihddten tilanteen tasapainottamiseen eli ratkaisun [oytamiseen.”

4.3.2 Poélyan ongelmanratkaisuprosessi

Unkarilainen matemaatikko George Polya jakaa ongelmanratkaisuprosessin
seuraaviin vaiheisiin [3, s. 178]:

1) ongelman ymmértdminen,
2) ratkaisusuunnitelman laatiminen,

3) ratkaisusuunnitelman toteutus,

2Esimerkiksi rutinoitunut yhtéldnratkaisu.
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4) prosessin tulkinta ja feedback.

Ensimméisessd vaiheessa tiedostetaan ongelmatilanne ja motivoidutaan
ratkaisemaan ongelma. Tarvittavat henkiset toiminnat, tietojen valikoitumi-
nen ja kiytannon toimenpiteen alkavat. Ongelman ymmértdminen voi myos
vaatia ongelmanasettelun uudelleen muotoilua. My6s mallin laatiminen on
erittain tehokas tapa ongelman ymmaértdmiseksi. [3] s. 179]

Ratkaisusuunnitelman laatiminen voi alkaa ongelman tdsmentamiselld se-
ki analysoimisella. Namé vaiheet sisiltdvit mm. ongelman mielekkyyden tar-
kastelemista ja ongelman olennaisimpien osien tunnistamista. Varsinkin ma-
tematiikassa hyvin olennaista on my6s annettujen tietojen ja ehtojen pohti-
minen. Siis ovatko annetut tiedot ja ehdot riittavit ja ristiriidattomat. Jos
annetut tiedot ja ehdot eivit ole riittavit, on niitd valittava lisdd. Vastaavasti
on tunnistettava, ovatko kaikki annetut tiedot ja ehdot ongelman ratkaise-
misen kannalta olennaisiaf] [3} s. 179

Ratkaisusuunnitelman laatimisen tavoitteena on luonnollisesti ratkaisui-
dean loytdminen. Ratkaisuidea on tie, keino, suunnitelma, strategia tai muu
vastaava menetelmé, joka johtaa todennédkdisesti ratkaisun l6ytamiseen. Jos
tatéd ideaa ei meinaa 16ytyé, kannattaa varmistaa onko ymmaértinyt ja analy-
soinut ongelman oikein seké miettié, onko ongelma purettavissa pienemmiksi
ongelmiksi tai vastaavasti osa laajempaa kokonaisuutta. Myds ongelman eh-
tojen muuttaminen on tehokas keino ongelman tésmentédmiseksi. [3] s. 180]

Ratkaisuidean toteuttamisessa suoritetaan suunnittelussa ehdotetut toi-
menpiteet mahdollisimman huolellisesti. Tamén jilkeen tehdddn ratkaisun
médrittdminen, missa tarkastetaan, ettd toteutusvaiheessa on 16ytynyt ongel-
malle ratkaisu. Lopuksi ratkaisu on vield esitettivd. Pelkin ratkaisun lisdksi
on yleensd myos hyvéi esittda siihen johtaneet oleelliset askeleet ja paattelyt.
Esittdmisen muoto ja tarkkuus riippuvat yleensi tilanteesta, mutta innokas
ongelmanratkaisija nikee tdméan vaiheen aina tilaisuutena kehittdd sujuvaa
ja virheetonté tiedon esittédmista. [3, s. 180]

Prosessin tulkinnassa varmistutaan saadun ratkaisun oikeellisuudesta var-
mistamalla, ettda se on sopusoinnussa ongelmanasettelun kanssa. Lisdksi voi-
daan esimerkiksi kokeilla ongelman ratkaisemista vaihtoehtoisilla menetel-
milld ja katsoa paddytddnko samaan lopputulokseen. Ongelmanratkaisua on
syyté arvostaa kokonaisena prosessina, joten lopuksi kannattaa mydos painaa
mieleen ratkaisu ja siihen johtaneet menetelmét tulevaisuuden varalle. Rat-
kaisussa kiytetyt ja mahdollisesti sitd varten kehitetyt tyokalut voivat olla

3Koulussa yleisesti ratkaistavien tehtivien tekeminen ei kehité niité taitoja, silld kou-
lumatematiikan tehtévit sisdltavit yleensa kaiken tarpeellisen tiedon eikd mitdén ylimaa-
raista.
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hy6édyllisia tulevaisuudessakin. My6s ratkaisun merkitystd voi arvioida, ja
pohtia jopa ratkaisun yleistd julkistamistakin. [3], s. 181]

4.3.3 Ongelmanratkaisun opettamisesta

Mitd ongelmanratkaisun opettaminen tarkoittaa? Voiko ongelmanratkaisua
opettaa? Jos voi, niin miten? Haapasalon mukaan heuristiikkojen oppiminen
parantaa yksilon ongelmanratkaisukykya ja heuristiikkoja puolestaan voi op-
pia [3, s. 126]. Tamén perusteella vastattavaksi jid ainoastaan viimeisend
esitetty kysymys, tosin uudelleen muotoiltuna: miten heuristiikkoja voi op-
pia?

Heuristiikkojen opettaminen tulisi aloittaa mahdollisimman yksinkertai-
silla strategioilla, joiden omaksumiseen oppilailla on kehityspsykologiset ja
kognitiiviset edellytykset. Alkuvaiheessa téllaisia strategioita voivat olla esi-
merkiksi johtopddtosten tekeminen seké vaihtoehtojen muodostaminen. Opet-
taminen on voitava toteuttaa mahdollisimman selkeilld ja varmasti suoritet-
tavissa olevilla ohjeilla, ja kun ensimmaéisten strategioiden kiytté on opittu,
opettajan tulee esittdd ongelmia, joiden ratkaisemiseen ne sopivat. Positiivi-
set kokemukset ovat my0s hyvin merkittavissa roolissa, silld niiden kautta
oppilas innostuu yrittdméain yha haasteellisempien ongelmien ratkaisemista.
[3, s. 130]

Haapasalo esittda seuraavanlaisen jaon, joka luokittelee oppilaat heidén
ongelmanratkaisukykynsd mukaan |3, s. 223|:

1. taso Oppilaalla ei ole mitdan kuvaa siitd, miten ongelmatilanteessa tulisi
kiyttaytyd. Opettaja on hinelle ainoa malli ongelman ratkaisijasta.

2. taso Oppilas ymmaéartdd ongelmanratkaisun merkityksen, uskaltautuu kéiy-
madn kisiksi tutun tuntuisiin ongelmiin, ideoi ryhméssa. Opettaja on
tuki ja "proteesi”.

3. taso Oppilaalla on hyvi kiisitys ongelmanratkaisusta. Han uskaltautuu jo
kokeilemaan uudentyyppisid strategioita. Opettaja on ongelmien "toi-
mittaja”.

4. taso Oppilas kykenee valitsemaan eri strategioista sopivimman, nikee vari-

aatioita ja yleistyksid seké esittdd niitd muille. Opettaja on “edistaja’”.

Jos oppilas edustaa 1. tasoa, on syyta ldhted liikkeelle oppilaalle luon-
nollisista ja rakenteeltaan yksinkertaisista ongelmista. Tarkeintd on varmis-
taa, ettd oppilas saa onnistumisen eldmyksia ja kokemusta ongelmatilantees-
sa kdyttdytymisestd sekd kokee ongelmanratkaisutilanteet mahdollisimman
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miellyttiviksi. Opettajan on osattava olla eldvi malli siitd, miten ongelman-
ratkaisutilanteissa kiyttaydytdan. Oppilaalle ei opeteta uusia heuristiikkoja,
vaan tarkoitus on saada esille hdnessi mahdollisesti piilevit ongelmanratkai-
sutilanteen toimintamallit. Oppilasta olisi myos syytéd tukea ongelman purka-
misessa Luvussa [4.3.2 esitetyn Polyan ongelmanratkaisuprosessin mukaisiin
osavaiheisiin. [3] s. 223|

Kun ongelmanratkaisu alkaa olla luonnollinen osa opetusta ja oppilaat
saavat siitd riittavisti kokemusta, heille kehittyy halu kehittia ajatteluaan.
Liséksi oppilaat alkavat toimia ongelmanratkaisutilanteissa varmemmin ja
heiddn kykynsd kommunikoida ja kiyttdd korkeamman tason metakognitii-
vista ajattelua kasvaa. Ollaan siis edetty 2. tasolle. Téassa vaiheessa opettaja
voi yrittda harjoitella oppilaiden kanssa helpompia strategioita, kuten ongel-
man osien erottamista, niiden lisddimisté tai vihentdmista seké yksinkertais-
ten vaihtoehtojen ja johtopaitosten tekemista. [3] s. 224]

Oppilaille tulee tarjota ongelmia, jotka pakottavat heidat tyoskentele-
médn ryhmissd ja jakamaan ideat muiden kanssa sekd kdyttdmadn teknisid
apuvilineitd. Lisdksi tulee tarjota ongelmia, joiden kautta havaitaan mate-
matiikan hyodyllisyys ja voima. Vaikka alkuun onkin térkeé ratkaista niin sa-
nottuja “oikean maailman” ongelmia, tulisi jossain vaiheessa ratkaista myos
matematiikan tutkimisesta nousevia ongelmia, joissa joudutaan tekeméiin
yleistyksid ja kiyttam&dn uusia késitteitd. |3, s. 224|

Haapasalo mainitsee useita periaatteita, jotka ovat valttamattomié, kun
yritetddn kehittad oppilaiden ongelmanratkaisutaitoja [3), ss. 224-225]. Tassa
niistd muutamas:

e Ongelmanasettelun on oltava ymmaérrettiva ja tapahduttava ilman ou-
toja kisitteita.

e On pyrittdva muotoilemaan ongelma yleensé avoimena tai dialektisessa
muodossa, elleivit jotkin syyt vaadi menettelemaén toisin.

e On yritettéva kytked ongelma oppilaan arkielaméin ja kokemusmaail-
maan.

e Ratkaisuprosessista tulisi aina tehdé yhteenveto ja mahdollinen yleistys
selkedisti, ymmarrettivisti ja riittavin yksityiskohtaisesti.

o [y pidd ratkoa samantapaisia ongelmia samalla menetelmdalld, vaan jo-
ko samoja ongelmia taysin eri menetelmdlld tai tdysin erilaisia ongel-
mia samalla yleiselld menetelmdlld!
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4.4 Kasitteet

Haapasalo mainitsee kdsitteistd seuraavaa [3, s.51|: "Voidaan — hieman val-
jassd mielessd tulkittuna — sanoa, ettd mikd tahansa (uusi) koulussa opittava
asta voidaan tulkita kdsitleeksi... Kasitteet ymmdarretdan sekd yksilon henki-
send rakenteena ettd yhteisesti hyviksyttyind ilmausten merkityksind. Ne voi-
daan mdaritelld joko védljdsti ilmoittamalla kasiteluokkaan kuuluvia tai kuu-
lumattomia jdsenid tasi esittamalld madritteleviac ominaisuuksia tai ehtoja.”
N&itd maérittelevid ominaisuuksia tai ehtoja eli relevantteja tunnusmerkkeja
Haapasalo nimittdd késitteen attribuuteiksi |3 s. 52|.

Kasitteet ovat hyvin merkittavissa asemassa matematiikassa ja matema-
titkan opetuksessa. Tétd mieltd on my6s Opetushallitus, jonka laatimasta
perusopetuksen opetussuunnitelmasta [I3] kymmenen sivua on varattu ma-
tematiikalle. Nama sivut sisaltavat vahan alle puolen sivun mittaisen kuvauk-
sen matematiikan opetuksen tavoitteista sekd opetuksen toteutuksesta, jonka
jalkeen esitelldéin suuntaviivat tietyille ikékausille (vuosiluokat 1-2, 3-5 jne.).
Namaé ikdaluokkien opetuksen kuvaukset jakautuvat neljadn osaan: aluksi on
parin rivin mittainen selostus opetuksen ydintehtévista kyseiselle ikéikaudel-
le, jonka jilkeen tulevat opetuksen tavoitteet, keskeiset siséillot, sekid hyvit
taidot kyseisen ikdikauden paédttyessi. Osio keskeiset sisallot keskittyy luette-
lemaan opetettavia kisitteitd sekd vie noin puolet kunkin ikikauden opetuk-
sen kuvailusta. Lihes puolet matematiikan opetussuunnitelmasta keskittyy
siis pelkistiadn luettelemaan, mitd késitteitd matematiikassa on opittava.

4.5 Konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto
4.5.1 Konseptuaalinen tieto

Konseptuaalinen tieto on nimensd mukaisesti késitteellistd tietoa (tai tietoa
késitteistd). Perinteisempien mééritelmien mukaan konseptuaalinen tieto si-
saltdd matematiikan tapauksessa esimerkiksi kisitteiden nimet, symbolit se-
ki ominaisuudet. Modernimman mééarittelyn mukaan konseptuaalinen tieto
ei kuitenkaan ole pelkkid yksittdisid tiedonmurusia, vaan se pitdd sisallaan
myos kasitteiden viliset yhteydet. Hyvin toisiinsa linkittyneet késitteet muo-
dostavat yhdessid semanttisen verkon. Haapasalo méérittelee nimenomaan
taman verkon konseptuaaliseksi tiedoksi, ja korostaa lisiksi madritelméssain
yksilon kykyé tulkita ja rakentaa oman verkkonsa solmuja ja linkkeja. [3 ss.
55-56|
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4.5.2 Proseduraalinen tieto

Proseduraalinen tieto on tietoa siitd, miten toimitaan. Tdhin on perinteises-
ti liitetty formaalien kisitteiden symboliset esitysmuodot seké toimintamene-
telmét ja algoritmit ongelmien ratkaisemiseksi. Ero proseduraalisen ja kon-
septuaalisen tiedon vililld on vaikeasti méariteltavissd, mutta erdana kritee-
rind voidaan pitda toimintojen automatisaatiota. Esimerkiksi murtolukujen
erilaisten esitysmuotojen (murtoluku, desimaaliluku, prosenttiluku) muodos-
tama semanttinen verkko on aluksi konseptuaalista tietoa. Riittdvian harjoit-
telun jalkeen esitysmuodosta toiseen siirtyminen on kuitenkin rutinoitunut,
jolloin esitystavan muuntaminen toiseksi on proseduraalista tietoa. |3} ss. 55-
58]

4.5.3 Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon linkittiminen

Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon linkittdminen liittyy olennaisesti
kysymykseen, pitaiko osata tehdd ymmértadkseen asian vai painvastoin [4]
s. 59|. Esimerkiksi autolla ajaminen voi onnistua varsin hyvin, vaikkei ym-
martaisi kiytdnnossd mitddn auton tekniikasta. Toisaalta auton tekniikkaa
on kenties helpompi oppia ymmaéartdméan, jos on jo kokemusta auton kasit-
telysti. Tésséd tapauksessa siis proseduraalinen tietdmys voi edeltda konsep-
tuaalista tietamysta.

Piinvastainen esimerkki 16ytyy esimerkiksi matematiikan puolelta. Opis-
kelija voi oppia suorittamaan erilaisten funktioiden rutiininomaista derivoin-
tia helpostikin, mutta tdmé& tuskin lisdd hdnen ymmaérrystdan derivaatan
kasitteestd ja tuskin edes helpottaa kisitteen omaksumista. Sen sijaan sopi-
valla kisitteenmuodostusprosessilla voidaan saada aikaiseksi hyvaé konseptu-
aalista tietdmystd derivaatan kasitteestd, minka jialkeen voidaan helpommin
aloittaa derivoimissadntojen eli proseduurien konstruoiminen.

Kehityksellisessd lahestymistavassa konseptuaaliseen tietoon edetdan pro-
seduraalisen tiedon kautta. Télloin konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon
suhde on joko geneettinen — proseduraalinen tieto on valttdmaton, mutta
ei riittdva ehto konseptuaaliselle tiedolle — tai samanaikaisen aktivoinnin -
periaatteen — proseduraalinen tieto on valttamaton ja riittdvd ehto konsep-
tuaaliselle tiedolle — mukainen. [4, ss. 59-60]

Koulutuksellisessa lihestymistavassa proseduraalinen tieto saavutetaan
hankkimalla ensiksi laadukasta konseptuaalista tietoa. T&lloin konseptuaali-
sen ja proseduraalisen tiedon suhde on joko dynaamisen interaktion (konsep-
tuaalinen tieto on vilttamaton mutta ei riittava ehto proseduraalisen tiedon
muodostumiselle) tai samanaikaisen aktivoinnin mukainen. [4, ss. 59-60|
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4.6 Kasitteenmuodostusprosessi

Kasitteenmuodostusprosesst voidaan jakaa viiteen eri osavaiheeseen: orien-
taatioon, médrittelyyn, tunnistamiseen, tuottamiseen ja lujittamiseen. Namé&
vaiheet voivat monissa tilanteissa menné osin paillekkiin, joten tatd jakoa
tulee pitdd ainoastaan mallina, joka helpottaa opettajan opetuksen suunnit-
telua sekd opetusseurantaa. [3), ss. 201-202]

Orientaatiovaiheessa oppilaalle synnytetadn loogis-kognititvinen ristiriita,
usein hyvin ongelmatehtivin avulla. Loogis-kognitiivinen ristiriita tarkoittaa
tilannetta, jossa oppilas ei l16yda sopivaa mentaalimallia tulkitsemaan ongel-
maa. Tadma voi tarkoittaa jotain seuraavista vaihtoehdoista:

e ristiriita kdytettavissd olevien strategioiden ja ongelman vaatimusten
valilla,

e useiden erilaisten kilpailevien skeemojenﬁ valinnasta aiheutuva ristirii-
ta,

e ristiriita ongelman ratkaisun ja sen epikiytdnnollisyyden tai hankaluu-
den valilla tai

e ristiriita ratkaisun ja sen perustelun puuttumisen valilla.

Ratkaistessaan tati ristiriitaa oppilas torméaa vaistamatta kisitteen olen-
naisiin tunnusmerkkeihin eli attribuutieihin. Téméan takia ongelman on olta-
va sellainen, ettd oppilas pystyy tulkitsemaan sitd mielikuviensa ja malliensa
avulla. My6s ongelman esittdminen dialektisessa muodossa voi auttaa risti-
riiddan havaitsemista. |3 ss. 102-103, 203

Mdaritlelyvaiheessa késitteen attribuutit kootaan ja ly6ddan lukkoon.
Thanteellisessa konstruktivistisessa opiskeluympéristossd tdmi kokoaminen
tapahtuu siten, ettd oppilaat karsivat keskenédin juttelemalla ja viittelemél-
18 16ytamistddn tunnusmerkeistd niin sanotusti 16yséit pois, ja jiljelle jadvat
vain kaikkein tédrkeimmit seikat. |3 s. 204]

Tunnistamisvaihe on hyvin merkittava kisitteen omaksumisen kannalta.
Tunnistamisvaiheessa oppilaiden annetaan harjoitella seka késitteen tunnus-
merkkien tunnistamista erilaisissa esitysmuodoissa’} etti tiedon muuntamis-
ta erilaisesta esitysmuodosta toiseen. Tehtdvien on oltava aluksi hyvin help-
poja, ja niiden pitdd sisédltdéd tiedon prosessoimista mahdollisimman vihéan.
Vihitellen voidaan siirtyd kohti haastavampia tunnistustehtavia. |3, s. 205]

1Skeemalla tarkoitetaan, ettdi ongelmaan osataan linkitt#ii jokin ongelmanratkaisume-
todi.
5Esitysmuoto on yleensi sanallinen, kuvallinen tai symbolinen
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Kun késite on omaksuttu riittdvin hyvin, voidaan siirtyad tuottamisvai-
heeseen. Téssé vaiheessa harjoitellaan kisitteen tunnusmerkkien tuottamis-
ta samojen esitysmuotojen valilld kuin tunnistamisvaiheessakin; kuvallisesta
esityksestd sanalliseen, sanallisesta esityksestd symboliseen ja niin edelleen.
Taménkiaan vaiheen tehtavit eiviat saa vaatia liiallista tiedon prosessointia
oppilaalta. [3], s. 206|

Lugittamisvaiheessa oppilas syventdd tietdmystdan opiskeltavasta kasit-
teestd. Téssd vaiheessa voidaan edellyttédd jo tiedon prosessoimista. Lujitta-
misvaihe sisdltdd myos kisitteeseen liittyvien proseduurien johtamista. Kasi-
tettd voidaan soveltaa niin rutiini- kuin ongelmatehtivissékin. 3| s. 206]

4.7 Konstruktivismi

Vaikka konstruktivism: mielletdfinkin monesti oppimisteoriaksi, on kyseessé
paljon laajempi késite kuin pelkistddn oppimisteoria. Konstruktivismi on
enemménkin paradigma tai yleinen perspektiivi, mistd asioita tarkastellaan.
[3, s. 95]

Konstruktivismi nivoutuu vahvasti yhteen tiedon subjektiivisuuden (mi-
kidn tieto ei ole kaikille samaa) kanssa. Haapasalo kirjoittaa, ettd konstruk-
tivismista puhuttaessa on aina syyté erottaa toisistaan tieto ja informaatio
[3, s. 96]. Esimerkiksi kellonaika on informaatiota, ja kysymykseen "Paljon-
ko kello on?” voidaan antaa vastaus suoraan, ja ihmiset tuskin tulkitsevat
titd vastausta eritavoin. Sen sijaan kysymykseen "Mikd atomi on?” annetut
vastaukset voivat saada hyvin erilaisia tulkintoja vastauksen kuulijasta riip-
puen. Vastaus "positiivisen ja negatiivisen alkeisvarauksen omaavien seki va-
rauksen suhteen neutraalien hiukkasten muodostama kemiallisesti jakamaton
aineen rakenneosa” saa varmasti erilaiset mielikuvat liikkeelle peruskoululai-
sessa, lukiolaisessa ja yliopisto-opiskelijassa. Paitsi ettd vastauksessa esiinty-
neet kisitteet kuten sihkoévaraus ja hiukkanen voivat merkitd hyvin erilaisia
mielikuvia, vaanii taustalla my0s sanan atomi herdttdmat mielikuvat. Ala-
koululaisetkin ovat kuulleet puhuttavan atomipommista ja atomivoimalasta.
Sana atomi voi hyvinkin alkaa hahmottua néiden mielikuvien perusteella.
Sanasta atomi voi tulla mieleen jopa grilliherkku: atomipiirakka.

Haapasalo luettelee konstruktivismin sisidltdvin seuraavat peruspiirteet
[3, s. 95]:

e vksilon tai sosiaalisten tiedeyhteisdjenkddn muodostama tieto ei voi olla
ontologisesti objektiivista, vaan

e jo ulkoisen maailman havaitseminen tapahtuu ikién kuin linssin lapi;
se on aina valikoivaa ja tulkitsevaa sen viitekehyksen mukaan, mika
havaitsijalla on
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e tiedon olemukseen vaikuttavat aina se kokemusmaailma, kisitteisto ja
nikokulma, joka kulloinkin tietoa synnyttdi tai tarkastelee

e tieto ei ole sellaisenaan vélitettavissi yksilolta toiselle, vaan se on jo-
kaiselle erikseen persoonallista ja toisten luoksepidsemétonta

e tieto on pohjimmiltaan yksilén kokemusmaailman uudelleen organisoi-
tumista.

Jos ulkoisesta maailmasta saatavaa objektiivista tietoa pidetd&n mahdot-
tomana, puhutaan radikaalista konstruktivismista. Taman ndakemyksen kan-
nattajat pitdvit usein kaikenlaisia opetussuunnitelmia ja tavoitteita seka ra-
dikaalia konstruktivismia téysin yhteensovittamattomina. [3| ss. 97-98]

Radikaalille konstruktivismille erdénlaisen vastakohdan muodostaa heikko
konstruktivismi, jossa ulkopuolista maailmaa pidetdin objektiivisesti havait-
tavissa olevana ja hyvaksytadan objektiivisen tiedon olemassaolo. Heikko kon-
struktivismi ei tarjoa kovin suuria mahdollisuuksia yksilon omille konstruk-
tioille, mutta se tarjoaa pelkin tiedon esittdmisen ja mekaanisen siirtdmisen
asemasta paremman mahdollisuuden muodostaa pysyvia tietorakenteita. |3
ss. 98-99]

Koska matematiikassa pyritdan saavuttamaan tietoa, joka on suhteelli-
sen objektiivista, on hyddyllistd yhdistelld radikaalia ja heikkoa konstruk-
tivismia. Taméa tapahtuu lokaalin konstruktivismin valitykselld. Oppilas voi
suorittaa hyvinkin radikaaleja konstruktioprosesseja muovaillessaan tietoa,
mutta vasta lopullisesti saavutetun tiedon luonne osoittaa, onko koko pro-
sessi radikaali vai heikko konstruktio 3], ss. 100-102]. Oppilas on esimerkiksi
voinut nelikulmioita luokitellessaan keksid koverille nelikulmioille nimityksen
"melkein kolmio”, joka on radikaali lokaali konstruktio. Hinen kaverinsa on
kuitenkin voinut kritisoida nimitystd sen epdmaériisyyden vuoksi, jolloin op-
pilaat ovat lopulta padtyneet nimittdméain koveraa nelikulmiota pelkéistiain
nelikulmioksi, miké on siis globaalissa mielessé heikko konstruktio.

4.8 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu (mathematical thinking) kisitteend on vaikea méad-
ritelldi, vaikka siithen tormé&a usein seké didaktiikan kirjallisuudessa, ettéd ope-
tushallituksen asiakirjoissa. Esimerkiksi vuoden 2003 lukion opetussuunni-
telman perusteissa sanotaan, etti:

"Matematitkan opetuksen tehtdvind on tutustuttaa opiskelija matemaatti-
sen ajattelun mallethin sekd matematitkan perusideoihin ja rakenteisiin, opet-
taa kdyttimddan puhuttua ja kirjoitettua matematitkan kieltd sekd kehittdd
laskemisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja”. |14 s. 118§]
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Opetussuunnitelman perusteissa ei kuitenkaan maéritella tarkemmin mi-
td matemaattisella ajattelulla tarkoitetaan. Joutsenlahti méaarittelee mate-
maattisen ajattelun seuraavalla tavalla [8 s. 367]:

"Matemaattinen ajattelu on oppijalle merkityksellisten matemaattisten tai-
tojen (konseptuaalisten tietojen, proseduraalisten tietojen ja niiden yhdistel-
mien) prosessointia. Tiedon prosessointi voi olla esimerkiksi intentionaalista
ongelmanratkaisud’), opittavan aineksen ymmdrtdmistd tai omaehtoista tieto-
jen tutkimista. Tietoisuus ajattelunprosesseissa ja nitden hallinnassa on toi-
saalta osa oppijan tietorakennetta. Ajatteluprosessia suuntaavat ja rajaavat
oppilaan kyvyt, asenteel, uskomukset, senhetkiset tiedot ja taidot.”.

4.8.1 Matemaattinen ajattelu ja ongelmanratkaisu

Ongelmanratkaisu voidaan nidhdid koko matemaattisen ajattelun ytimena.
Matemaattista ajattelua voidaan havainnoida kouluissa pddasiassa kahden
prosessin avulla: ongelmanratkaisun ja kisitteenmuodostumisen avulla |7, s.
68]. Matemaattista ajattelua voi parhaiten oppia ongelmatilanteilla, jotka
vaativat fyysistd, emotionaalista ja dlyllistd osallistumista. Tamén takia on-
gelmatilanteiden tulee olla dlyllisesti haastavia tehtavid, joita ei voida ratkais-
ta nopeasti ja rutiininomaisesti. Myos ongelmatilanteen tiedostamisprosessi
ja ongelmanratkaisuprosessi ovat aina matemaattista ajattelua.

4.8.2 Matemaattinen osaaminen

Matemaattinen osaaminen (mathematical profiency) muodostuu eri tekijois-
té, jotka liittyvit matemaattiseen ajatteluun, ymmartdmiseen ja ongelman-
ratkaisuun. Namaé tekijdt ovat:

1) Konseptuaalinen ymmdartiminen (conceptual understanding)
on matemaattisten kasitteiden, operaatioiden ja niiden suhteiden ym-
marrysta.

2) Proseduraalinen sujuvuus (prosedural fluency)
on taitoa toteuttaa matemaattisia menettelytapoja tehokkaasti, téas-
maéllisesti ja tarkoituksenmukaisesti.

3) Strateginen kompetenssi (strategic competence)
on taitoa muunnella, esittdé ja ratkaista matemaattisia ongelmia.

4) Sowveltava pddttely (adaptive reasoning)
on kykya selittdd, perustella, reflektoida ja ajatella loogisesti.

Intentionaalisella ongelmanratkaisulla tarkoitetaan, ettd oppija pyrkii aktiivisesti ja
tarkoituksenmukaisesti etsiméén strategioita ongelman ratkaisemiseksi.
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5) Yrittelidisyys (productive disposition)
on ahkeruudella ja tehokkuudella mitattavaa toimintaa.

Matemaattisen osaamisen avulla voidaan ratkaista matemaattisten ongel-
mien lisdksi myos muunlaisia ongelmia. Koponen méirittelee matemaattisen
ongelman (mathematical problem) yksinkertaisesti: “"Ongelma on matemaat-
tinen silloin, kun sen ratkaisemiseen kaytetadn jollakin tavoin matemaattisia
keinoja.” [10], s. 159]. Matemaattinen osaaminen ei kuitenkaan kuulu pelkés-
tddn matematiikkaan ja matemaattisten ongelmien ratkaisemiseen, vaan se
on osa laajempaa kontekstia. Osa matemaattista osaamista on myds tunnis-
taa uusia tilanteita, joissa voidaan kayttaa hyviksi erilaisia ajattelutapoja ja
tekniikoita. Erilaiset ongelmanratkaisumenetelmit voidaan myos rinnastaa
matemaattiseen ajatteluun.

4.8.3 Todistusajattelu

Todistusajattelua kehittédvit tehtivit ndyttaytyviat koulumatematiikassa pai-
asiassa logiikan péaittelysddntdjen totuusarvotaulukoinnissa, vaikka niiden
hy6dyllisyys on kiistanalaista |11, s. 102]. Totuusarvotaulukoinnin ongelma
on se, ettd se muuttaa todistamisen epidhavainnolliseksi ja monimutkaisek-
si. Néin oppilaille ei muodostu riittavaa kasitystd todistusajattelusta ja sen
hyodyllisyydesta.

Jos sen sijaan loogiset padtelmét liitetddn kiytdnnon ongelmatilanteisiin,
monipuolistavat ne todistusajattelun kehittymistd. Kédytdnnon ongelmatilan-
teisiin liittyvat todistustehtévit ovat kiinnostavia ja toimivat itsessddn mo-
tivaattoreina. Taméa nakékulma liittda todistusajattelun kehittymisen myds
ongelmanratkaisuprosesseihin.

Koulumatematiikan kannalta todistusajattelulla tarkoitetaan:

1) Logiikan péattelysaantjen avulla tapahtuvaa systemaattista todista-
mista. Tatd edustaa esimerkiksi logiikan pdittelysadntojen totuusarvo-
taulukointi.

2) Matemaattisen todistamisen mallien avulla tapahtuvaa todistamista.
Matemaattisella todistamisella tarkoitetaan vakiintuneita todistusmal-
leja, kuten esimerkiksi suora, episuora, induktio- ja olemassaolotodis-
tus.

3) Ongelmanratkaisun avulla tapahtuvien kokeilujen ja arvailujen toteen-
niyttamistd. Namé ongelmanratkaisut eivit yleensa sisédlld matemaat-
tisen todistamisen mukaista toimintaa, paittelyita tai todistuksia.
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Suurin osa koulumatematiikan todistamisesta tapahtuu logiikan paitte-
lysdantojen avulla. Todistaminen tapahtuu useimmiten mekaanisella ja rutii-
ninomaisella tekniikalla, joka harjoittaa matemaattista todistamista, mutta
ei kehitad oppilaan todistusajattelua.

Jos ongelmanratkaisu on jokaisessa ongelmatilanteessa erilainen, kehit-
tad se oppilaan todistusajattelua, silli ongelmia ei ole mahdollista ratkaista
mekaanisella ja rutiininomaisella tekniikalla. Jos ndin voitaisiin tehda, ei ky-
seessé olisi aito ongelma.
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5 Lukiolaisille tuotetun oppimateriaalin analy-
sointia

5.1 Oppimateriaalin lyhyt esittely

Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaali (Liite 1) on oppikirjaa vastaava
119-sivuinen monistepaketti. Vaikka sivumaéré kuulostaa todella laajalta lu-
kiomatematiikan oppikirjaksi, on huomattava, ettd Verkkoteoriaa lukiolaisil-
le -moniste sisdltda runsaasti kuvia. Materiaalissa on myos esimerkiksi usean
sivun mittaisia kertauskoosteita jokaisen luvun péatteeksi.

Oppimateriaalin perusidea on seuraava: mahdollisimman moni uusi kisi-
te tai proseduuri tulee ensimmaistd kertaa esille jonkin ongelman yhteydes-
séﬂ Moniste on siis kokoelma erilaisia ongelmia, joiden myo6ta verkkoteorian
kisitteitd, lauseita ja ongelmanratkaisumenetelmii otetaan esille sopivassa
jirjestyksessd niin, ettd oppimateriaali muodostaa loogisen kokonaisuuden.
Koska ongelmat ovat olennaisin osa oppimateriaalia, on jokaisen ongelman
merkitystd korostettu kehystamailld se. Jokaisen ongelman jilkeen tekstisséd
esitetddn verkkoteorian vilineistoon pohjautuva ratkaisu ongelmalle.

Toinen oppimateriaalin perusidea on, etti siiti on karsittu matemaattiset
symbolit niin véhiin kuin mahdollista. Monet verkkoteoriaa kisittelevit op-
pimateriaalit on kirjoitettu hyvin formaalilla matematiikan kielelld, jota on
todella vaikea ymmértda ilman perusteellista harjoittelua. Suurin osa téasti
harjoittelusta tulee vasta korkeakouluopintojen myota. Taméan takia Verkko-
teoriaa lukiolaisille -monisteen tekstissé on pyritty kieleen, joka on kaikkien
ymmérrettavissa. Tamaé ei kuitenkaan ollut kirjoittajille helppoa, silla vaikka
monet verkkoteorian kisitteet ja ideat on helppo ymmartaé, on niiden lyhyt
ja tasmaillinen méaaritteleminen hankalaa ilman formaalia matemaattista kiel-
ta. Tamén takia joissakin tapauksissa piti tehdd kompromissi tdsmallisyyden,
selkokielisyyden ja havainnollisuuden vililld, ja esimerkiksi oppimateriaalis-
sa annettu ketjun méaritelmé pitdéd sisdlladn virheellisiikin ketjuja. Mutta
vaikka tekstid on pyritty muuttamaan pois matemaattisuudesta kohti proo-
sallisempaa ilmaisua, muistuttaa tekstin muotoilu jossain maarin matemaat-
tisen asiatekstin muotoilua, silld kaikki maaritelmét ja lauseet on nostettu
muusta tekstistd selvisti erilleen ja numeroitu.

Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalia kiytettiin Joensuun Normaa-
likoulun valinnaisella matematiikan kurssilla niin, ettd tunnit etenivit taysin
oppimateriaalin ongelmia ratkoen. Oppimateriaali jaettiin kurssilaisille ns.

“Tamé on piinvastainen jérjestys perinteisempiin matematiikan oppikirjoihin verrat-
tuna, silld niissd ldhes poikkeuksetta kisitteen madrittely edeltdd kisitteen soveltamista
ongelmatehtévissa.
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pala kerrallaan: jokaisen tunnin jélkeen oppilaille annettiin kyseisella tunnil-
la késitellyt luvut sisaltdvi osio kurssimateriaalista. Oppimateriaali soveltuu
mainiosti myos aiheesta kiinnostuneelle itseopiskeltavaksi, silli monet ongel-
mista ovat mukaansatempaavia, ja ratkaisun saatuaan on mielenkiintoista
verrata omaa ratkaisua materiaalin laatijoiden esittelemiin ratkaisuihin.
Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaali koostuu kuudesta eri luvusta:
suuntaamattomat verkot, suunnatut verkot, painotetut verkot, kaksijakoiset
verkot, verkkojen virittdminen sekd pelit ja sovellukset. Viimeisen luvun ni-
men ei kuitenkaan pidd antaa himéta, silld verkkoteoriaa sovelletaan mité
moninaisimpiin ongelmiin kaikissa luvuissa, ei pelkidstddn viimeisessa.

5.2 Suuntaamattomat verkot -luvun rakenne

Suuntaamattomat verkot -luku aloittaa koko oppimateriaalin, joten kyseisen
luvun ensimmaisen ongelman yhteydessd madritellddan mitd suuntaamatto-
malla verkolla verkkoteoriassa tarkoitetaan. Tdmén ongelman jilkeen esitel-
ldan myds muutamia suuntaamattomiin verkkoihin liittyvia késitteita, kuten
vierekkéiset kaaret ja solmut, yksinkertaiset verkot seké ketju. Naitd késittei-
td seuraa uusi ongelma, jonka yhteydessid médritellidn solmun asteluku se-
ki Eulerin ketju. Taman jalkeen tulee tehtdvi, jossa on tarkoitus perustella
Eulerin ketjun olemassaolo verkon solmujen astelukujen avulla.

Seuraavaksi siirrytddn uuteen aiheeseen ja ratkaistaan ongelma, jonka yh-
teydessa méaaritellddn verkon yhtendisyys ja siihen liittyvit késitteet solmu-
yvhtendisyys ja kaariyhtendisyys. Suuntaamattomat verkot -luvun lopuksi tu-
tustutaan vield Hamiltonin ketjuihin kahden ongelman ja yhden tehtévan
avulla, joista ensimmadisessd ongelmassa tutustutaan Hamiltonin ketjun maa-
ritelméén, toisessa ongelmassa tutustutaan muutamaan suljettuihin Hamil-
tonin ketjuihin liittyviin sdédntoihin ja viimeisend tulevassa tehtdvissa har-
joitellaan Hamiltonin ketjun olemassaolon perustelemista.

Suuntaamattomat verkot -luvussa esitellifin Diracin ja Oren lauseet, joi-
ta ei kuitenkaan todisteta. Lauseiden todistamatta jattdminen johtuu pyrki-
myksestd mahdollisimman yksinkertaiseen tekstiin. Todistukset alkavat usein
niyttad tarpeettoman pitkiltd ja tylsiltd jaaritteluilta, jos ne kirjoitetaan lii-
an seikkaperdisesti ja yksityiskohtaisesti auki. On myos otettava huomioon,
onko lukiolaisilla vield valmiuksia ymmaértdd kyseisid todistuksia. Luku si-
saltdd myos Eulerin ketjujen olemassaoloon liittyvét lauseet (joita ei kuiten-
kaan sanota lauseiksi vaan viittdmiksi) ja Seurauksen mukaiset ehdot
suljetulle Hamiltonin ketjulle.
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5.3 Suuntaamattomat verkot -luvussa kiytettyjen on-
gelmien analysointia

5.3.1 Kbonigsbergin siltaongelma

Konigsbergin siltaongelma:

Kénigsbergin kaupungissa on seitse-
mén siltaa. Kaupungin asukkaat ka-
vivit mielellddn sunnuntaikivelylla
pitkin kaupunkia. Asukkaat ldhtivét
kavelylle kukin omasta kaupungin
osastaan (1,2,3,4) (Kuva 4] ja pyr-
kivat kulkemaan reitin, jossa kukin
silta ylitettiin vain kerran ja tultiin
takaisin ldhtopisteeseen. Oliko mah-
dollista kulkea kukin silta vain ker-
ran ja padtyd takaisin ldhtopistee-
seen? Entd oliko ldhtopisteelld vai- Kuva 4: Konigsbergin sillat
kutusta tdhan?

Konigsbergin siltaongelma valikoitui oppimateriaalin aloitusongelmaksi
jo historiallisen taustansa ansiosta. Lisdksi tdmé ongelma on hyvé esimerk-
ki siitd, miten matematiikka kehittyy ongelmanratkaisun myotd; Eulerhan
maéadritteli verkon kisitteen juuri tdta kyseistd ongelmaa varten.

Ongelman tarkoitus on johdattaa oppilaat verkon kisitteeseen, ja tutus-
tuttaa heiddt verkon kaikista olennaisimpiin attribuutteihin: kaariin ja sol-
muihin. Téssid ongelmassa oppilaat joutuvat suorittamaan proseduuria — Eu-
lerin ketjun etsimistd — ennen kuin konseptuaaliseen tietoon paastéin késiksi,
joten kyseesséd on kehityksellinen ldhestymistapa. Ongelman myo6td on myos
tarkoitus konstruoida lause Fulerin verkkojen ja verkon solmujen astelukujen
vilille. Kaiken kaikkiaan ongelma toimii orientaatiotehtavind monelle késit-
teelle ja lauseelle, joten téistd syystéd siind on pyritty dialektisen ongelman
muotoiluun.

Téassd ongelmassa on havaittu syntyvian kahdenlaisia loogis-kognitiivisia
ristiriitoja: (1) uskotaan, ettd siltaongelmaan 16ytyy ratkaisu (reitti, jossa
kaikki sillat kuljetaan kerran ja vain kerran), mutta ei keksita sitd, tai (2) us-
kotaan, ettid ratkaisua ei ole olemassakaan, mutta ei osata perustella tillaista
viittadméaa.. Toisin sanoen syntyy ristiriita kiiytettivissi olevien strategioiden
ja ongelman vaatimusten vélille tai ristiriita joko ratkaisun tai sen perustelun
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puuttumisen vélille (Luku [£.6).

Téssé vaiheessa on ymmérretty, ettd ollaan ongelmatilanteessa, joten Po-
lyan ongelmanratkaisuprosessin ensimmainen vaihe on suoritettu, ja seuraa-
vana vuorossa on ratkaisusuunnitelman laatiminen (Luku [4.3.2)). Tdm4 vaihe
on tarvittaessa aloitettava ongelman tdsmentdamiselld. i nimittdin ole miten-
kiddn yhdentekevid, yritetddnko siltaongelmaa ratkaista etsiméllda ongelman
ehdot tayttiva reitti vai perustelemalla ettei reittii 16ydy. Kyseessd on oi-
keastaan vield kaksi erilaista ongelmaa, ja ndmé ongelmat saattavat kulkea
jopa rinnakkain ratkaisijalla niin, ettd turhautuessaan toiseen hén yrittaa ai-
na vililla ratkaista toista. Ratkaistavaa ongelmaa ei tillaisessa tapauksessa
ole vield kiinnitetty. Tehokkaaksi havaittu keino ongelman tdsmentédmiseksi
on muuttaa ongelman ehtoja. Kokemattomat ongelmanratkaisijat eivit valt-
taméattd osaa tehda tatd automaattisesti, joten oppimateriaalissa seuraavaksi
esitettivi ongelma (Solmujen asteluku ja Eulerin ketjut, Luku on ana-
loginen ensimmaisen ongelman kanssa lukuunottamatta muutettuja ehtoja.
Lisdksi ennen tatd ongelmaa esitellidn ongelmanratkaisun kannalta hyodyl-
listd verkkoteoreettista kisitteistod, jotka voidaan tédssd yhteydessa tulkita
ongelmasta tehtiviksi malliksi; malli on toinen tehokas tapa ongelman tés-
mentdmiseksi.

Ongelman ehtojen muuttelemista ei kuitenkaan kannata tehda ongelman-
ratkaisijan puolesta, joten parempi keino tutustuttaa ongelmanratkaisija eh-
tojen muuttelemiseen on esittaéd seuraavalla tavalla muotoiltu jatko-ongelma
ensimmaisen ongelman jéilkeen: "Entd muuttuuko tilanne, jos kartasta saa
poistaa tai lisdté siltoja?” Talla tavoin alkuperdisen ongelman ehtoja muu-
teltuaan ongelmanratkaisija paatyy hyvin todennékoisesti tdsmentamain al-
kuperdisen ongelman jompaan kumpaan seuraavista muodoista: "ilmeisesti
reittid ei ole mahdollista 10ytai, siis tehtava on ratkaistu”, tai "ilmeisesti reit-
tid ei ole mahdollista 16ytda, voinko minéd perustella sen jotenkin?” Oppi-
materiaalissa seuraavana esiintyvin ongelman on tarkoitus johdattaa lukija
ratkaisuidean 16ytymiseen.

5.3.2 Solmujen asteluku ja Eulerin ketjut

Jos oppilas ei ole vield tdhdn mennessi motivoitunut etsiméan perustelua Eu-
lerin ketjun 16ytymattomyydelle Kénigsbergin siltaongelmaan, on tdmén on-
gelman tarkoitus viimeistdén herdttaé kiinnostus ratkaisun perusteluun. Toi-
sin sanoen ongelman tarkoitus on motivoida lukijaa l6ytdméan lause mutta
ei vield (valttdmétta) todistamaan sita. Kyseisessd ongelmassahan on tarkoi-
tus tutkia kolmea erilaista verkkoa (Kuva , joista yhdesta l6ytyy suljet-
tu Eulerin ketju, toisesta pelkdstddn avoin Fulerin ketju ja kolmannesta ei
kumpaakaan. Téssa vaiheessa ei oppimateriaalissa kuitenkaan puhuta Eule-
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Solmujen asteluku ja Eulerin
ketjut:

Yritéd piirtda paperille Kuvan [ kal-
taiset verkot siten, ettd kynéa ei saa
nostaa missddn vaiheessa paperista
ja kyné saa kulkea kutakin kaarta
pitkin vain yhden kerran. Perustele
miksi kaikkia verkkoja ei voida piir-
tda em. ehdoin.

Kuva 5: Voidaanko kuvan ver-
kot piirtdd yhdelld katkeamat-
tomalla viivalla?

rin ketjuista vield mitddn, vaan tehtdavd on muotoiltu hyvin yksinkertaiseksi
ja jopa alakoululaiselle sopivaksi. Eulerin ketjun 16ytymistd vastaa verkon
piirtdminen nostamatta kynai paperista kertaakaan sekd kulkematta jo piir-
rettyd kaarta pitkin, joten ongelmassa kehoitetaan piirtdméaén esimerkkiver-
kot talla tavoin, sekd perustelemaan miksi kaikkia verkkoja ei voida piirtad
talla tavoin. Téllainen ongelmanasettelu sisiltdd kuitenkin liiaksi vihjeita on-
gelman tdsmentamisestd, joten parempi ongelmanasettelu voisi olla seuraa-
vanlainen: "voidaanko kuvan verkot piirtda siten, ettd kyndi ei saa nostaa
missddn vaiheessa paperista ja kynd saa kulkea kutakin kaarta pitkin vain
vhden kerran?” Téllainen ongelmanasettelu ei sisilld kehoitusta perustella
vastaustaan, mutta toiveena onkin, ettd syntyvi loogis-kognitiivinen ristirii-
ta synnyttiisi automaattisesti halun etsid perustelua.

Lukija onnistuu piirtdmé&én kaksi verkkoa ongelman ehtojen mukaan hy-
vinkin nopeasti, mutta todennékoisesti hin péadtyy ihmetteleméaédn, kuinka
voi olla mahdollista ettei kolmannen verkon piirtdminen ehtojen mukaan on-
nistu. Syntyy ristiriita kiytettdvissé olevien strategioiden ja ongelman vaa-
timusten vélilld (Luku . Tehokas strategia tdssd tapauksessa (ja yleen-
sakin lauseiden 16ytdmisessi) on hypoteesien tekeminen. Jotta hypoteeseja
saataisiin aikaiseksi, tdytyy olla jotain mihin kiinnittdd huomionsa ja mita
voi tarvittaessa manipuloida. Tamén lauseen tapauksessa tarvitaan solmujen
asteluvun késitetta.

Jos tdtd ongelmaa kaytetdan oppitunnilla, on opettajan tassi vaihees-
sa helppo esittdd jatkokysymyksid, kuten "miten verkot eroavat toisistaan?”,
“onko verkoissa jotain, mitd pystyisi esimerkiksi laskemaan?” ja "keksikaé eri-
laisia verkkoja ja tutkikaa onko keksimienne verkkojen piirtdminen tehtavin
ehtojen mukaisesti mahdollista”. Téllaisten kysymysten esittdminen ja oppi-
laiden rohkaiseminen omien hypoteesien tekemiseen voi hyvinkin johtaa seké
halutun strategian 10ytymiseen (tehtdviin ehtojen muunteleminen ja hypo-
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teesien tekeminen ja testaaminen) ettd asteluvun késitteen konstruoimiseen
ja lopulta myo6s halutun lauseen 16ytdmiseen. Kun Eulerin ketjujen olemas-
saolon ehdot kisittiva lause on 16ytynyt, voidaan sen kiyttoa harjoitella seu-
raavan tehtdvin avulla.

5.3.3 Eulerin ketjujen perusteleminen

Eulerin ketjujen perusteleminen:

Etsi Kuvan [p| verkoista avoin tai suljettu Eulerin ketju, jos se on mah-
dollista. Perustele ketjujen olemassaolo viitteiden 1 — 3 avulla.

1) Jos suuntaamattoman verkon kaikkien solmujen aste on parillinen,
verkosta 16ytyy suljettu Eulerin ketju.

2) Jos suuntaamattomassa verkossa on korkeintaan kaksi paritonas-
teista solmua, verkosta 10ytyy avoin Eulerin ketju.

3) Jos suuntaamattomassa verkossa on enemmén kuin kaksi parito-
nasteista solmua, verkosta 16ytyy avointa eikid suljettua Eulerin
ketju.

Téata probleemaa on parempi kutsua tehtéviksi kuin ongelmaksi, silld rat-
kaisun avaimet ovat jo valmiiksi lukijan késissd. Ennen kyseistd tehtavia on
esitetty asteluvun kisite, tehtévin yhteydessé esitelladn Eulerin ketjujen ole-
massaoloon liittyvii lause kolmen vilitteen muodossaff| ja kiisket#iin etsimiiéin
edellisen ongelman verkoista (Kuva Eulerin ketjut sekd perustelemaan ket-
jujen olemassaolo viittadmien avulla.

Taméa tehtava soveltuu kuitenkin sikidli huonosti oppimateriaaliin itse-
néisesti tutustuvalle, ettd se sivuuttaa lauseen loytamisprosessin kokonaan.
Kyseistéd tehtiviid voisi edeltdd seuraavalla tavalla muotoiltu dialektinen on-
gelma: "voidaanko verkon astelukuja tutkimalla sanoa jotain Eulerin ketjun
olemassaolosta?” Tamén ongelman ratkaiseminen mahdollistaisi myos oppi-
materiaaliin itsendisesti tutustuvalle edellisessd luvussa kuvatun prosessin
tyyppisen lauseen 16ytédmisprosessin.

Eulerin ketjuja voi olla ainoastaan yhtenéisissé verkoissa. Yhtenéisen ver-
kon kisite tulee oppimateriaalissa vasta seuraavan ongelman (Etelé- ja Keski-
Suomen televerkko) myoté, joten Eulerin ketjujen olemassaoloa koskevien
véitteiden yhteydessd ei yhtendisistd verkoista puhuta mitddn; ikdan kuin

8Termii viite kilytetiin termin lause sijasta, koska oppimateriaalissa ei esitetd todis-
tusta kyseiselle lauseelle.
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epayhteniisid verkkoja ei olisi olemassakaan. Téllaiseen ratkaisuun paadyt-
tiin, koska yhtenéisen verkon késite haluttiin esitelld oman ongelman kautta,
ja kyseisen ongelman integroiminen edellisten ongelmien yhteyteen olisi teh-
nyt materiaalista todella sekavan.

5.3.4 Eteli- ja Keski-Suomen televerkko

Etelid- ja Keski-Suomen televerkko:

Etelé- ja Keski-Suomen televerkkoon saapuvat matkapuhelinpuhelut oh-
jautuvat ldhimpien tukiasemien kautta eteenpéin (Kuva @ Ongelmia on
ilmennyt eri kaupunkien vélisissa yhteyksissé, ja ukkosmyrskyjen aikaan
joidenkin tukiasemien kaikki yhteydet ovat saattaneet kaatua. Asiantun-
tijoiden tehtéava on laatia raportti televerkon haavoittuvuudesta. Heiddn
tulee ratkaista seuraavat kysymykset.

e Mikd on minimiméadra katkenneita yhteyksid tai kaatuneita tukia-
semia, joiden seurauksena kahden tai useamman kaupungin vililla
ei ole yhteytta?

e Mikd on maksimiméaara katkenneita yhteyksid, jonka jalkeen kaik-
kien kaupunkien vililla on vield yhteys?

Téaméan ongelman tarkoitus on johdattaa lukija yhtendisen verkon késit-
teeseen. Ongelman myd&td tulevat myos kisitteet solmuyhtendisyys ja kaa-
riyhtendisyys. Ongelma ei ole kovin vaikea ratkaista, ja hyvinkin yksinkertai-
set strategiat kuten yritys-ja-erehdys voivat johtaa nopeasti oikeaan loppu-
tulokseen. Helpompienkin ongelmien ratkaiseminen on perusteltua varsinkin
oppimateriaalin alkupuolella, silld oppilaille pitda jarjestdd myos onnistumi-
sen eldmyksid (Luku [1.3.3).

Ongelman pédasiallinen tarkoitus on antaa yhtenéisen verkon kéasitteel-
le oppilaan kannalta mielekds merkitys. Koska konseptuaalisen tiedon se-
manttisen verkon solmut ja linkit voivat olla my6s ongelmia [4, s. 53], tar-
joutuu tallaisella kasittelylld tilaisuus konseptuaalisen tiedon monipuoliseen
konstruointiin. Lisdksi kéisitteen epayhtenéinen verkko relevantein attribuut-
ti (kahden solmun vélilld ei ole ketjua) saa hyvin konkreettisen merkityk-
sen (kahden kaupungin vélilld ei ole televerkkoyhteyttd). Oppilaalle tarjou-
tuu my6s mahdollisuus linkittdd késitteet solmuyhtendisyys ja kaariyhtenéi-
syys yhtendisen verkon kisitteeseen kyseisen ongelman vélitykselld esimer-
kiksi seuraavaan tapaan: “solmuyhtendisyys vastasi sitd, miten monta tu-
kiasemaa oli televerkosta minimissidin poistettava, ettd televerkko muuttuisi
epayhtendiseksi.”
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Kuva 6: Etelé- ja Keski-Suomen televerkkoon saapuvat matkapuhelinpuhelut
ohjautuvat ldhimpien tukiasemien kautta eteenpéiin

Yhtendisen verkon kisitteen lisiksi tdméin ongelman myotd saataisiin
médriteltyd todella hyvin toinenkin késite: virittdva puu. Ongelmassahan téy-
tyy mm. ratkaista kuinka monta yhteyttd voi maksimissaan kaatua, etté te-
leverkko sdilyy yhtendisend. Ratkaisu tuottaa vaistdmattd verkon virittdvan
puun, jolloin kyseisen késitteen idea olisi helppo sisédistidolisi helppo sisdis-
tad. Tamén takia virittdvin puun méaéritelma tulisi esittdd tAméin ongelman
yhteydessé eikd luvussa "Suunnatut verkot”, kuten se oppimateriaalin nykyi-
sessd, versiossa on.

5.3.5 Hamiltonin ketjun etsiminen

Tama probleema pyérii ongelman ja tehtdvin rajamailla, silla ongelman maé-
ritelmén mukaan sen ratkaisuun ei saisi olla vilittomaésti havaittavissa olevia
keinoja (Luku . Suurin osa ongelman ratkaisijoista kuitenkin havaitsee
heti, ettd tdhdn ongelmaan ratkaisu loytyy yksinkertaisesti kokeilemalla.

Ongelmanasettelu on hyvin imperatiivinen, joten sitd voisi muuttaa esi-
merkiksi seuraavanlaiseksi: "Loytyyko kuvan verkosta sellaista ketjua, joka
sisialtdd verkon kaikki solmut tidsmélleen kerran?” Ongelmanasettelu sisil-
tad verkkoteorian késitteistod, mutta se on téssd vaiheessa perusteltua, silld
kisitteet eivat ole lukijalle endéd uusia tai outoja.

Tamé ongelma ei ole orientoiva Luvun mielessa, silld se ei synnyta
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Hamiltonin ketjun etsiminen:

Etsi Kuvan [0 suuntaamattomasta
verkosta suljettu ketju, joka sisil-
tad verkon kaikki solmut tdsmélleen
kerran.

Kuva 7: Loytyyko verkosta ky-
syttya ketjua?

loogis-kognitiivista ristiriitaa. Oppimateriaalia laadittaessa on luotettu sii-
hen, ettd Hamiltonin verkon késitteen ymmaéartdminen on téssa vaiheessa sen
verran yksinkertainen prosessi, ettei erillisti orientaatiovaihetta késitteeseen
tarvita, vaan voidaan hypatd suoraan maérittelyvaiheeseen. Ongelman var-
sinainen tarkoitus on antaa konkreettista kokemusta Hamiltonin verkon rele-
vanteista attribuuteista ennen tdsmalliseen maédritelmadn tutustumista. Té-
mé on yksinkertainen tapa tutustua uuteen késitteeseen, vaikkakaan se ei ole
konstruktivistisen tiedonmuodostuskésityksen mukaista, silld oppilaan omille
konstruktioille ei tissé tapauksessa jai tilaa.

5.3.6 Hamiltonin verkon perusteleminen

1r © G
Hamiltonin verkon perustele-
minen: ép é
Tutki ja perustele onko Kuvan f
suuntaamaton verkko Hamiltonin
verkko. 2 O €

Kuva 8: Onko tama verkko Ha-
miltonin verkko?

Tamén ongelman avulla on tarkoitus konstruoida erilaisia sadntojd, joi-
den avulla voidaan osoittaa ettei jokin verkko ole Hamiltonin verkko. Ongel-
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manasettelu on jilleen hyvin imperatiivinen, ja sen voisi muotoilla esimer-
kiksi seuraavanlaisiksi: "voidaanko kuvan verkosta sanoa, onko se Hamiltonin
verkko?” tai “millé tavalla voitaisiin perustella, onko kuvan verkko Hamilto-
nin verkko vai ei?” Ongelman sisdlto ei tdstd kuitenkaan olennaisesti muutu,
silla ratkaisua varten on suoritettava samat askeleet kuin alkuperdisessakin
ongelmanasettelussa kehoitetaan tekemadn: tutkimaan ja perustelemaan on-
ko kuvan verkko Hamiltonin verkko.

Ongelma on todennékoéisesti ymmarretty nopeasti, ja ensimméinen tyota
vaativa vaihe tdmén ongelman ratkaisuprosessissa on ratkaisusuunnitelman
laatiminen. Tadma vaihe alkaa ongelman tdsmentamiselld, silld ongelmaan voi
olla kolme vaihtoehtoista ratkaisua: verkko voidaan osoittaa Hamiltonin ver-
koksi, voidaan osoittaa ettei verkko ole Hamiltonin verkko tai verkosta ei
voida sanoa, onko se Hamiltonin verkko vai ei. Ongelman tasmentdminen
tarkoittaa téssd tapauksessa néistd jonkin vaihtoehdon valitsemista. Ensim-
maéinen tapaus olisi todennéakodisesti yksinkertaisin ndyttaa toteen, joten siita
on hyvd aloittaa. Tdém& on myd&s luonnollisin tapa aloittaa ongelman rat-
kaiseminen, silld se mahdollistaa kiymisen ongelman kimppuun ainoastaan
yritystd ja erehdysta kiiyttden ilman sen kummempia suunnitelmia. Kun tatéa
strategiaa on kiytetty jonkin aikaa, havaitaan, ettd suljettua Hamiltonin ket-
jua ei tahdo loytyd. Riippuu paljon yksilostd, missd vaiheessa han kallistuu
toisen vaihtoehdon kannalle; miettiméian, voisiko ketjun 16ytyméattomyytta
perustella jotenkin. Jotkut lopettavat ketjun etsimisen jo hyvinkin pian, toi-
set taas eivat halua lopettaa yrittdmistd millddn. Tahdn vaikuttaa varmasti
myos se, missd méadrin oppilas on tietoinen ongelman ratkaisuvaihtoehdoista.
Jos tétad ongelmaa ratkaistaan oppitunnilla, tarjoaa ongelmanratkaisun tamé
vaihe oivallisen tilaisuuden oppilaiden metakognitioiden kehittdmiseen (Luku
. Téassd vaiheessahan mitataan jossain mairin ratkaisijan sinnikkyytté
sekd kykyé kddntyd takaisin jo valitulta tieltd. Metakognitioiden kehittami-
nen tarkoittaa oppilaiden tietoisuuden kehittdmisti oman ongelmanratkaisu-
prosessinsa kontrollista, joten opettajan tehtidviksi jad auttaa oppilasta ym-
martamaan omaa ajatteluaan. Tata pyrkimystd tukevat parhaiten sopivat
kysymykset, kuten "minkélaista strategiaa olet kiyttanyt?”, "eikd ratkaisua
niyta loytyvin?”, "voisiko kenties kokeilla jotain muutakin strategiaa?” jne.
Taytyy kuitenkin olla varovainen, ettei ohjaile oppilaan ongelmanratkaisua
litkaa eikd keskeyté ratkaisuprosessia jos oppilas tekee innokkaasti toita. Ky-
symykset kannattaa varata enemmaénkin siihen vaiheeseen, kun oppilas tur-
hautuu eiké tyo ndyti etenevin. Turhautumisen voittamisella voidaan paran-
taa oppilaan yrittelidisyytta, jolloin kehitetddn merkittavid matemaattisen
osaamisen osa-aluetta (Luku [4.8.2)).

Kun ongelman tédsmentiminen on edennyt vaiheeseen, jossa on paddytty
etsimian perusteluja sille, miksi verkosta ei 16ydy suljettua Hamiltonin ket-
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jua, siirrytddn ratkaisuidean keksimiseen. Ratkaisuidean l0ytymista voivat
helpottaa paljon ketjua etsittiessi syntyneet ideat ja skeemat, kuten "tuo
keskell& oleva solmu on ongelmallinen” tai ”jos vain saisi ottaa yhden solmun
verkosta pois, niin tehtdva ratkeaisi heti”. Jos ongelmaa késitellddn oppitun-
nilla, opettaja voi esimerkiksi pyytaa oppilaita verbalisoimaan tekemidin ha-
vaintoja sekd kirjoittamaan ne ylos, ja esittda oppilaille sopivia kysymyksia
heidén havaintojaan hyddyntéien.

Eris ratkaisua varten tarvittaviin Hamiltonin ketjun sidintoihin johtava
idea on tarkastella kokonaisuuden sijasta pienempié osia. TAmé& on monissa
verkkoteorian ongelmissa hyva strategia; esimerkiksi verkkojen kromaattiset
luvutﬂ voidaan usein perustella kokonaisuuksien ja yksityiskohtien avulla.
Todennékoisesti myds oppilaiden tekemét havainnot liittyvét joihinkin ver-
kon yksittéisiin kohtiin ja osasiin. Tai jos havainnot ovat yleisid, kuten ”jos
vain saisi poistaa yhden solmun...”, voidaan ne mahdollisesti sopivilla kysy-
myksilld (esim. "minkd solmuista siind tapauksessa poistaisit verkosta”) oh-
jata yksityiskohtiin. Erads téillaiseen suuntaan johdatteleva kysymys on myos
esimerkiksi seuraava: "onko verkossa joitakin erikoisia tai muista poikkeavia
solmuja?”

Kenties helpoin havainto, johon ohjaamisesta on hyvi aloittaa, on huo-
mata, ettd asteluvun 2 omaaviin solmuihin liittyineiden kaarten on pakko
kuulua Hamiltonin ketjuun, mikali sellainen on olemassa. Toinen hyvin mer-
kittdva havainto on, ettd jos solmuun liittyvistd kaarista kaksi kuuluu jo
suljettuun Hamiltonin ketjuun, eivit muut kyseiseen solmuun liittyvit kaa-
ret voi sithen endd kuulua. Néiden kahden havainnon tekeminen ongelman
verkon avulla edellyttdd antiteesin tekemistd. Antiteesi tarkoittaa téssd yh-
teydessd seuraavaa: vaikka ratkaisija on tietoisesti todistamassa, ettei ketjua
ole olemassa, hianen on tehtdvi vastaoletus "ketju on olemassa” ja kyettavi
ajattelemaan, mita talloin tapahtuisi. Téssd avautuu lukiolaisille kenties en-
tuudestaan tuntemattoman tehokkaan strategian opettelumahdollisuus seké
tilaisuus kehittdd todistusajatteluaan. Naitd kahta havaintoa hyvéiksi kiyt-
tden padstddn kolmanteen ja tehtdvin ratkaisun kannalta riittdvadn havain-
toon. Jos liitetddn jokin vaihtoehtona olevista kaarista antiteesin mukaiseen
Hamiltonin ketjuun, paddytaidn havaittujen sddntdjen nojalla tilanteeseen,
jossa johonkin solmuun liittyy vain yksi Hamiltonin ketjuun kuuluva kaari.
On kuitenkin helppo todeta, etté suljettu Hamiltonin ketju vaatii tasan kak-
si kaarta jokaista solmua kohden, joten paddytadn ristiriitaan, mika todistaa
antiteesin vadraksi.

9Verkon kromaattinen luku tarkoittaa kuinka monta virid vihintdsin tarvitaan, etti
verkon solmut voidaan virittdé niin, etteivit vierekkéiset solmut ole samanvériset.
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5.3.7 Hamiltonin verkkoihin liittyvien lauseiden soveltaminen

Hamiltonin verkkoihin liitty-
vien lauseiden soveltaminen:

Osoita, ettd Kuvan [ suuntaamaton
verkko on Hamiltonin verkko.

Kuva 9: Osoita, ettd verkko
Hamiltonin verkko

Téata probleemaa ei ole tarkoitettu ongelmaksi vaan harjoitustehtéviksi,
silld ratkaisuun tarvittavat asiatiedot on esitelty ennen tehtdvianantoa. Té-
mén harjoitustehtivin tarkoitus on antaa konkreettinen merkitys oppima-
teriaalissa esitellyille Oren ja Diracin lauseille. Vaikka kyseinen tehtiva ei
olekaan ongelma, sen kasittely tayttdisi ongelmanratkaisutaidon kehittami-
selle annetun kriteerin "on ratkottava taysin erilaisia ongelmia samalla me-
netelmélld tai sama ongelma tiysin erilaisilla menetelmilld” (Luku [4.3.3)),
silli oppimateriaalissa esitelldéin kaksi hyvin erilaista menetelméé ratkaista
tehtdva: Hamiltonin ketjun etsiminen sekd sopivan matemaattisen lauseen
kdyttdminen.

Sopivan lauseen kiyttdminen osoitettaessa néin yksinkertaista verkkoa
Hamiltonin verkoksi voi tuntua turhan jérealtd keinolta, silld tehtdva rat-
keaa paljon helpommin etsiméllé suljettu Hamiltonin ketju. Tehtéville voisi
kuitenkin olla jatkotehtdvinid suuremman ja haastavamman verkon osoitta-
minen Hamiltonin verkoksi, jolloin ketjun etsimistd helpommaksi keinoksi
osoittautuu verkon ominaisuuksien kuten solmujen astelukujen tarkastelemi-
nen sekd sopivan lauseen kdyttdminen. Téllainen tehtdvapari antaisi hyvén
kuvan siitd, miten matematiikassa sopivat tyovilineet kannattaa valita aina
tilanteen mukaan.
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6 Mestariluokka-projektissa tuotetut verkkoteo-
rian kurssit ja oppimateriaalit

Mestariluokka-projektin puitteissa kehitettiin Joensuun normaalikoulun lu-
kiossa jarjestetyn Verkot ja relaatiot -kurssin lisdksi Verkkoteoriaa lukiolai-
sille -verkkokurssi Itd-Suomen virtuaaliseen oppimisympéristéon ISOvers-
taaseen.

Molempien kurssien pohjana olleen oppimateriaalin luominen aloitettiin
kesilld 2011. Syksyyn mennessé kasassa oli oppimateriaalipaketti, jonka paé-
paino on tassd tutkielmassa kasitelty ongelmaldhtéinen kurssimoniste. Té-
mén liséksi kehitettiin erilaisia verkkotehtévid. Naiden pohjalta jarjestettiin
Verkot ja relaatiot -kurssi, jonka padtyttya kaikki oppimateriaalit digitalisoi-
tiin ja muunnettiin verkkokurssiksi [SOverstaaseen vuoden 2012 alussa.

6.1 Verkkoteoriaa lukiolaisille -verkkokurssi 2012

Verkkoteoria lukiolaisille on verkkokurssi [ISOverstaan Moodle-jarjestelméassa.
Kurssi on tarjolla kaikille kouluille Suomessa ja ulkomailla.

e Kurssimoniste:
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/MatematiikanMestariluokka/
VerkotJaRelaatiot/Kurssimoniste/Verkkoteoriaalukiolaisille.pdf

e Kurssin kotisivut:
https://isoverstas.moodle.fi/course/view.php?id=3630

6.2 Verkot ja relaatiot -kurssi 2011

Verkot ja relaatiot kuului Joensuun normaalikoulun lukion valinnaisiin luon-
nontieteiden opintoihin. Kurssin suoritti hyviaksytysti kymmenen lukiolaista.

e Kurssimoniste:
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/MatematiikanMestariluokka/
VerkotJaRelaatiot/Kurssimoniste/Verkotjarelaatiot.pdf

e Oppimateriaalit:
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/MatematiikanMestariluokka/
VerkotJaRelaatiot/verkot_ja_relaatiot_kurssimateriaali.html

e Kurssin kotisivut:
http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/MatematiikanMestariluokka/
VerkotJaRelaatiot/index.html
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