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1 Johdanto

[t&d-Suomen yliopistossa oli vuosien 2009-2011 aikana kiynnissd Mestariluok-
ka-projekti, jonka tavoitteena oli tarjota lukiolaisille ylim&&riisid opintoja
matematiikan, fysiikan ja tietojenkésittelytieteen parista seké lisdtéa lukioi-
den ja yliopistojen yhteistyota [5]. Osana téata projektia toteutettiin syksylla
2011 Joensuun normaalikoululla valinnainen matematiikan kurssi, jonka ai-
heena oli alun perin tarkoitus olla yliopiston matematiikan opintojen alussa
tulevia asioita. Téastéd aihe jalostui eteenpéin diskreettia matematiikkaa ké-
sitteleviksi ja lopulta kurssin nimeksi annettiin Verkot ja relaatiot. Nimi oli
kuitenkin sikéli harhaanjohtava, ettd verkot valtasivat koko ajan suuremman
osan kurssille varatusta ajasta, ja loppujen lopuksi relaatioista ei puhuttu
kurssilla lainkaan.

Miksi sitten juuri verkot ja verkkoteoria valikoituivat kurssin paapainoksi
ndiden monien vaiheiden jélkeen? Ja miksi esimerkiksi yliopisto-opinnoissa
verkkoteoriaa edeltavit aiheet kuten joukko-oppi ja relaatiot paadyttiin jat-
tdmadn pois, vaikka ne ovat valttaméattomia verkkoteorian tésmaéllisessa ka-
sittelyssd? Syy on se, ettd verkot tuntuivat tarjoavan todella paljon mielen-
kiintoisia tapoja ratkaista eldvistd elaméstd kumpuavia ongelmia. Lisdksi
verkkoteoria on aiheena jopa jossain méaérin mediaseksikas, liittyyhén se hy-
vin ldheisesti tietoverkkoihin, sosiaalisiin verkostoihin ja muihin péiva péi-
valtd merkityksellisemmiksi kdyviin olioihin ja ilmi6ihin.

Mutta miten verkkoteoriaa sitten pystyttiin opiskelemaan ilman mate-
maattisia taustatietoja, joita tarvitaan verkkoteorian késitteiden formaaliin
maéaarittelyyn ja tdsmélliseen késittelyyn? Helposti, silla tavoitteeksi ei ase-
tettukaan yliopistoista ja korkeakouluista tuttua verkkoteorian perinteisté
esittamistd ja kasittelyd, vaan pyrittiin kaikkien ymmaérrettévissa olevaan
tapaan kasitteleméa#n tatd pohjimmiltaan hyvin yksinkertaista aihealuetta.
Tama vaati matemaattisesta tasmallisyydestéd joustamista, mutta se uhraus
oltiin valmiita tekemaan.

Téllaista verkkoteorian kasittelytapaa tukevaa opetusmateriaalia ei kui-
tenkaan ollut olemassa, joten se piti tuottaa itse. Kurssille laadittiin oppi-
materiaalipaketti kahden Mestariluokka-projektin tyontekijan voimin (luku
@. Koska matematiikka yleensékin, ja verkkoteoria erityisesti, kehittyy eri-
laisten ongelmien ja niiden ratkaisemisen seurauksena, asetettiin oppimate-
riaalille alusta alkaen ohjenuoraksi erilaisten ongelmien korostaminen. Koska
matematiikka kehittyy myos yksiloiden henkilokohtaisena rakenteena pitkalti
ongelmanratkaisuprosessin kautta, haluttiin oppimateriaalin etenevin nime-
nomaan erilaisten ongelmien ja niille esitettyjen ratkaisujen kautta. Kasit-
teitd madariteltiin aina tarpeen mukaan, mutta kaikessa pyrittiin koko ajan
selkedan ja helppolukuiseen tekstiin.



Verkot ja relaatiot -kurssin oppimateriaali muokattiin Verkkoteoriaa lu-
kiolaisille -verkkokurssiksi itdsuomalaiseen oppimisverkostoon ISOverstaa-
seen vuoden 2012 alussa. Téssa pro gradu -tutkielmassa analysoidaan kysei-
sen kurssin kurssimonisteen (Liite 1) kolmannen luvun ongelmia, miké eroaa
hieman Verkot ja relaatiot -kurssilla kidytetystda oppimateriaalista.

Tutkielma jakautuu seuraaviin osiin:

Luku
Luku

Luku

Luku 5]
Luku @

Liite 1)

Liite 2)

Liite 3)

Luodaan lyhyt yleiskatsaus verkkoteoriaan.

Kasitellddn oppimateriaalin ensimmaisen, toisen ja kolmannen luvun
matemaattinen sisialté perinteisesti ja tasmaéllisesti.

Esitellaan oppimateriaalin ja kurssin opetuksen taustalla ollutta mate-
matiikan didaktista teoriaa.

Analysoidaan oppimateriaalin kolmannen luvun ongelmia.

Luettelo Verkot ja relaatiot -kurssin ja Verkkoteoriaa lukiolaisille -
verkkokurssin oppimateriaaleista.

Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaali (versio 16. tammi-
kuuta 2012).

Toimintaohje tutkijan lumityo -ongelmaan lukiolaisten tyyliin.

Suomen tietoverkko -ongelma esilla AbiTour2011-2012 -kiertueella.

Oppimateriaalin ensimmaisen luvun ongelmia analysoidaan Kotilaisen
pro gradu -tutkielmassa [12].



2 Verkkoteoriasta

Verkkoteoria on matematiikan osa-alue, jossa tutkitaan verkoiksi kutsuttu-
ja matemaattisia struktuureja. Parhaiten verkot soveltuvat malleiksi tarkas-
teltaessa diskreetteja, eritoten aarellisia ilmioita ja tilanteita. Yksinkertai-
simmillaan verkko koostuu pisteisté ja niiden vélisista yhteyksistda — verkko-
teorian termein solmuista ja kaarista. Verkkoina voidaan kuvata esimerkiksi
reittien optimointiongelmia, tietokoneiden segmentointia, liikennevalojérjes-
telmien ohjelmointia ja useiden pelien voittostrategioita. Liséksi useat systee-
mit ovat itsessdan verkkoja kuten esimerkiksi tieto- ja sahkotekniset verkot,
Internet ja liikenneverkostot. [21]

Nykypaivan verkkoteoreettiset ongelmat liittyvét yleenséa niin suuriin verk-
koihin, ettd ongelmien ratkaiseminen ilman tietokoneita on mahdotonta. Toi-
saalta optimiratkaisun l0ytyminen kohtuullisessa ajassa ei ole aina taattua
edes tietokoneiden avulla. [21] s. 1]

Verkkoteorian kehitys voidaan karkeasti jakaa kahteen aaltoon. Ensim-
maéinen aalto alkoi Konigsbergin siltaongelmasta vuonna 1736, jolloin mate-
maatikko Leonhard Paul Euler (1707-1783) méaéritteli verkon. Témén liséksi
Euler esitti useita verkkoteorian perusteoreemoja 1700-luvun aikana. Ensim-
méinen aalto jatkoi kehittymistddn 1960-luvulle saakka, jolloin tietokoneet
alkoivat tehdé tuloaan. Talloin kdynnistyi verkkoteorian kannalta nopean
kehityksen aalto. |21 s. 2]

Tietokoneet toivat mukanaan toisaalta laskentatehoa sitd vaativiin mate-
maattisiin ongelmiin ja toisaalta tietokoneiden tietorakenteet olivat itsessaéan
verkkoja, joten verkkoteorian kehittymistd auttoi tietokoneiden kehittymi-
nen. Etenkin verkkoteorian algoritmit ovat tarkeana vilineend tietojenkésit-
telytieteiden ja matematiikan rajamailla. Kykymme ratkaista verkkoteoreet-
tisia ongelmia on kiytdnnossd yhta hyva kuin kykymme manipuloida suuria
verkkoja tietokoneilla. [21]

Verkkoteorian algoritmit liittyvét usein kiiytdnnonldheisiin ongelmiin, jot-
ka muunnetaan verkoksi, jonka jalkeen ne palautetaan verkkojen analysoin-
titehtéaviksi. Eras kuuluisa verkkoteorian ongelma on kartanvaritysongelma,
joka perustui vanhojen kartanpiirtdjien kokemuksiin: Tasokartat voidaan ai-
na varittda kayttamaélla korkeintaan neljdd varia siten, ettei yksikédén vie-
rekkdinen maapari ole samanvérinen. Kartanvaritysongelma esitettiin ensim-
maisen kerran vuonna 1852, jonka jédlkeen useat matemaatikot ovat yritta-
neet ratkaista ongelmaa. Ongelmaa tutkivat erityisesti Percy John Heawood
(1861-1955) 1800-luvun loppupuolella ja Qystein Ore (1899-1968) 1960- ja
1970-lukujen vaihteessa. Vasta kun aikaa oli kulunut 124 vuotta ongelman
esittdmisestd, Kenneth Appel (1932-) ja Wolfgang Haken (1928-) Illinoisin
yliopistosta todistivat, ettd kaikki tasokartat voidaan varittaad kdyttamalld



korkeintaan neljaa varid niin, ettd vierekkdiset maat eivit ole samanvériset.
21

Matematiikan kannalta merkityksellistd oli se, ettd todistus suoritettiin
tarkastusta myoten puhtaasti tietokoneilla. Vuoden 1976 aikaisilta tietoko-
neilta kului aikaa todistuksen laskentaan yhteensé 1200 tuntia. [21I] Kartan-
varitysongelma on osoitus verkkoteorian kombinatorisesta luonteesta: yksin-
kertainen ja helposti ymmarrettavisséa olevan ongelman todistaminen lyhyesti
ja ilman tietokoneita saattaa olla mahdotonta.



3 Verkkojen peruskasitteita

Téassa luvussa kiydaan lapi Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalin lu-
vuissa 1 — SEI esiintyvét késitteet ja lauseet sekéd algoritmit todistuksineen.
Matematiikka esitetdén perinteisen formaalisti, miké poikkeaa huomattavas-
ti oppimateriaalin késittelytavasta.

Verkkojen peruskasitteiden ldhteend on kdytetty péédasiassa diskreettié
matematiikkaa kisittelevid teoksia kuten Johnsonbaughin 7] ja Matousekin
[14] kirjat sekéd Pesosen [I§] ja Chenin [I] monisteet. Suomennoksia termeille
on haettu pédasiassa Savolaisen kirjasta Verkkoteoria [21], jonka liséksi suo-
mennoksiin on kiytetty Pesosen luentomonisteiden Diskreetti matematiikka
[18] ja Matematiikan johdantokurssi [19] mukaisia termejd. Muutamien késit-
teiden suomennoksien kohdalla on paddytty keksiméén itse kuvaavampia ja
osuvampia suomennoksia, joita esiintyy péadasiassa Liitteessd Verkkoteoriaa
lukiolaisille.

Téasséd luvussa kiytetdan padsdantoisesti seuraavia merkintoja: joukkoja
merkitaén isoin kirjaimin ja joukon alkioita pienin kirjaimin. Téssa luvussa
rajoitutaan tarkastelemaan airellisid verkkoja, vaikka monet maa-
ritelmisti soveltuvat myos adrettomille verkoille.

3.1 Suuntaamattomat verkot

Yksinkertaisimmillaan verkot koostuvat solmuista ja suuntaamattomista kaa-
rista, jolloin niistd kiytetddn nimitystd suuntaamattomat verkot. Téssa lu-
vussa kasitellddn suuntaamattomien verkkojen peruskasitteitd ja muutamia
esitystapoja.

3.1.1 Suuntaamattoman verkon maarittely

Maaritelma 3.1.1. Joukon X ei-jarjestetty tulo (pair set) itsensé kanssa on
sen jérjestaméttomien parien {a, b} joukko

X&X = {{a,b}|abe X}

Maaritelma 3.1.2. Kolmikko V' = (S, K, ®) on suuntaamaton verkko (graph,
network), jos S # ) ja K ovat joukkojaja ® : K — S & S on kuvaus. Joukon
S alkiot ovat verkon V' solmuja (vertex, node), joukon K alkiot ovat verkon
V' kaaria (edge, link) ja kuvaus ® on vastaavuuskuvaus (incidence mapping).

Suuntaamattoman verkon jokainen kaari liittyy (join) yhteen tai kahteen
solmuun. Jos k € K, s1,s2 € S ja ®(k) = {s1, 52}, kaari k liittyy solmuihin

Luvut 1-3 kiisitteleviit suuntaamattomia, suunnattuja ja painotettuja verkkoja.



s1 ja so. Kaareen liittyvéit solmut ovat kaaren pddtesolmut (terminal vertex).
Jos kaari liittyy samaan solmuun, on kaari luuppi (loop).

Maéritelmé 3.1.3. Suuntaamattomassa verkossa on moninkertaisia (multi-
edge) kaaria, jos kahden solmun vélilld on useita kaaria. Suuntaamaton verk-
ko on yksinkertainen (simple graph), jos verkossa ei ole luuppeja eikd mo-
ninkertaisia kaaria. Suuntaamaton verkko on tdydellinen (complete graph),
jos jokaisen solmuparin s; # s, valilla on vahintdan yksi kaari. Solmut ovat
vierekkdiset (adjacent vertices), jos niiden vélilld on kaari. Kaaret ovat vie-
rekkdiset (adjacent edges), jos niilla on yhteinen padtesolmu. Jos verkko on
yksinkertainen ja ®(k) = {s1, s2}, voidaan kaari k samaistaa (identify) jér-
jestaméttoméan solmuparin kanssa k = {s1, $2}.

Maéritelmé 3.1.4. Suuntaamattoman verkon V' = (S, K, ®) solmujen luku-
méadrad merkitddn |S| ja kaarien lukuméérdd |K|. Suuntaamattomassa ver-
kossa solmun x € S asteluku (degree of vertex) on

={keK|®k) ={z,y}x#y}|+2 |{ke K|D(k)={z z}}|
Lause 3.1.5. Adrellisessi suuntaamattomassa verkossa V = (S, K, ®)
a) Yoo a(s;) =2-|K|, missi n =S|,
b) paritonasteisia solmugja on parillinen mdadrd.
Todistus.
a) Jokaisen kaaren lisidminen nostaa astelukujen summaa kahdella.

b) Kohdan a) mukaan solmujen astelukujen summa on parillinen luku.
Parillisasteisten solmujen astelukujen summa on parillinen, joten pari-
tonasteisia solmuja taytyy olla parillinen mé&ara. [

Maaritelma 3.1.6. Suuntaamaton verkko V' = (S’, K’, ®') on suuntaamat-

toman verkon V' = (S, K, ®) aliverkko (subgraph), jos
1) 0#£5CS,
2) K" CK,

3

)
)
) (k) = ®(k) Vke K,
)

4) jos k € K' ja (k) = {z,y}, niin z,y € 5.



Merkintd V' C V tarkoittaa, ettd V' on verkon V' aliverkko. Jos lisdksi K’ =
d~1(S" & 5" on V' solmujoukon S’ wvirittimd aliverkko.

Maéritelma 3.1.7. Olkoon V = (S, K, ®) suuntaamaton verkko. Kaarien
jarjestetty joukko C = (ky, ko, ..., k) on verkon V' ketju (walk, chain), jos

1) k; # k; kaikilla i # j,
2) on olemassa solmujen jarjestetty joukko (sg, S1, ..., Sy ), Missé

(I)(kl) = {Sifl,Si}, i:O,1,2,...,m.

Jos kaarijoukko toteuttaa ehdon 2), on se aérellinen tai ddreton kaarijono.
Ketjua solmusta sy solmuun s,, merkitdan k& : sg — s,,. Ketju on suljettu
(closed), jos sy = s, muutoin ketju on avoin (open).

Maaritelméa 3.1.8. Suuntaamattoman verkon V' = (S, K, @) kaksi solmua
si,s; € S ovat yhteydessd (connected), jos niiden valilld on ketju. Suun-
taamaton verkko on yhtendinen (connected graph), jos jokainen solmupari
{si,s;} € S&S on yhteydessa kaikilla i # j.

Maéritelmé 3.1.9. Olkoon V = (5, K, @) suuntaamaton verkko. Aliverkko
C = (5K ®)CV on verkon V komponentti (component), jos

1) jokainen solmupari {s;,s;} € S'&S" on yhteydessé kaikilla ¢ # j, eikd

2) yksikdén joukon S’ alkio ole yhteydessd joukkoon S\ S’

3.1.2 Suuntaamattomat puut

Maaritelma 3.1.10. Suuntaamaton verkko P on puu (tree), jos verkko on
yhtendinen ja verkossa ei ole yhtidkdan suljettua ketjua. Puun yhtendinen
aliverkko on alipuu (subtree).

Lause 3.1.11. Jos wverkko V on wvihintddin kaksisolmuinen puu, on siind
ainakin yksi solmu, jonka asteluku on 1.

Todistus. Olkoon #érellinen suuntaamaton verkko V' = (S, K, ®) vihintdén
kaksisolmuinen puu. Koska solmuja on kaksi, on puussa myos kaaria. Jokai-
seen solmuun liittyy ainakin yksi kaari. Liséksi jokaisen kaaren péatesolmut
ovat eri solmut. Puu V voidaan rakentaa uudelleen vaihe vaiheelta niin, etta
véite pitda paikkansa kullekin muodostettavalle entisté laajemmalle alipuulle
ja lopulta itse puulle.

2Tarkoittaa, ettid K’ sisiltdi kaikki aliverkon solmuihin S’ liittyvit kaaret.

7



Vaihe 1: Rakennetaan puu P; siten, ettd valitaan miké tahansa verkon V' solmu
s. Lisatdan puuhun P; solmu s, siihen liittyneet kaaret ja niiden paéte-
solmut. Nyt P, on puu, jossa on yksi puun V' solmu s, siihen liittyvét
kaaret ja niiden pa#tesolmut, joiden asteluku on véistdmatta yksi.

Koska puussa V' on ainakin kaksi solmua, tulee lisdtyksi ainakin yksi
kaari, jonka toisen padtesolmun asteluku puussa P; on 1. Se ei nimittéin
voi olla puun P; solmu, koska muutoin syntyisi suljettu ketjuﬂ Jos
P, =V, on asia selvd, muutoin puusta P; puuttuu ainakin yksi puun
V solmu tai kaari. Jos puuttuu solmu ', siitd puuttuu yhtenéisyyden
nojalla ketju solmusta s’ puuhun P;. Joka tapauksessa siis puuttuu
ainakin yksi kaari ja solmu.

Vaihe 2: Rakennetaan puu P, siten, ettd lisdtdan sithen puu P, puuhun P
liittyneet kaaret ja niiden paétesolmut. Nyt P, on puu, jossa alipuuhun
P, on lisatty puun V kaaret, joiden toinen péatesolmu on puussa P,
ja naiden toiset padtesolmut, joiden asteluku on vaistamatta yksi.

Liséttyjéa kaaria on ainakin yksi, nimittdin edelld mainitussa ketjussa
puuhun P; liittyva kaari, jonka toisen paétesolmun asteluku on silloin
1 puussa P,. Jos P, = V| on asia selvd, muutoin jatketaan kuten ylla.

Koska puu V oli darellinen, tulevat kaikki kaaret ja solmut yhtendisyyden
nojalla lopulta mukaan ja viimeisessé tilanteessakin jaa ainakin yhden solmun
asteeksi 1. [

Lause 3.1.12. Jos suuntaamattomassa verkossa ei ole yhtakddn suljettua
ketjua, on verkossa kahden solmun valilla korkeintaan yksi ketju.

Todistus. Todistetaan lause epésuoralla todistuksella. Olkoon verkko V =
(S, K, ¥) ddrellinen suuntaamaton verkko. Osoitetaan, etta jos verkossa on
kahden solmun vililla useampi kuin yksi ketju, on verkossa suljettu ketju.

Olkoon verkossa V kaksi solmua x ja y, joiden vélilla on vahintdan kaksi
ketjua

K = (ki,ka, ..., k), solmujoukkona (z = s, 51, S2, .., S, = Y),

L =(ly,ly,...,1l;), solmujoukkona (x = to,t1,t,....,t; = y).

Koska K on eri ketju kuin L, on olemassa ensimmaéinen solmu z = s;_ 1,
jonka jélkeen ketjut erkanevat, siis k; eri kuin /;. Olkoon edelleen u = s;
solmu, jossa ketjut seuraavan kerran kohtaavat, siis viimeistddn solmussa
sp =ty = y. Nyt suljettu ketju saadaan aikaan kulkemalla ketjua K : 2 — u
ja ketjua L takaisin u — z. Konstruktiosta johtuen mikaan kaari ei esiinny
siinéd kahdesti. Seuraa haettu ristiriita ja véite on todistettu. [J

3T#ssé vaiheessa luuppi.



Lause 3.1.13. Puussa kahden solmun vdlilld on tdsmdalleen yksi ketju.

Todistus. Todistetaan viite suoralla todistuksella. Puu on yhtenéinen ja yh-
tendisessa verkossa kahden solmun vélilla on ainakin yksi ketju. Koska puussa
ei ole suljettua ketjua, on siind Lauseen nojalla kahden solmun valil-
1& korkeintaan yksi ketju. Puussa on siten kahden solmun vélilla tédsmélleen
yksi ketju. U

Lause 3.1.14. Jos puussa on n solmua, siind on kaaria tdasmdlleen n — 1
kappaletta.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Triviaalisti lause on tosi, jos puussa
on vain yksi solmu. Oletetaan, ettd viite pétee, jos puussa on m € N solmua
eli siind on tédsmaélleen m — 1 kaarta.

Tarkastellaan puuta 7', jossa on m + 1 solmua. Lauseen mukaan
puussa on vahintdan yksi solmu s, jonka asteluku on yksi. Muodostetaan
verkko V* poistamalla puusta 7" solmu s ja siihen liittynyt kaari. Nyt verkko
V* on m-solmuinen puu. Induktio-oletuksen mukaan siiné on tédsmélleen m—1
kaarta. Taten induktioperiaatteen nojalla, jos verkossa on n solmua, on siiné
kaaria tdsmélleen n — 1 kappaletta. [J

Maaritelma 3.1.15. Olkoon suuntaamaton verkko V = (.S, K, ®) dérellinen
ja yhtendinen. Jos aliverkko P = (S, K’,® | K') on puu, on P verkon V
virittdvd puu (spanning tree).

Lause 3.1.16. Jos suuntaamaton verkko on yhtendinen ja siind on n solmua
jan —1 kaarta, niin verkko on puu.

Todistus. On ilmeisté, ettd yhtenédinen verkko V' voidaan riisua puuksi pois-
tamalla sen suljetuista ketjuista yksitellen kaaria niin, etté jaljella oleva verk-
ko on edelleen yhtendinen ja lopulta verkon V' virittdava puu. Kun verkosta
poistetaan kaari, on uusi verkko joko puu tai siind on vahintaan yksi suljet-
tu ketju. Toistetaan kaarien poistaminen kunnes verkossa V' ei ole yhtakaan
suljettua ketjua.

Jos siis verkossa on suljettuja ketjuja, avataan ne poistamalla joku m
kappaletta kaaria niin, ettd saadaan virittdava puu. Téssd puussa olisikin n
solmua ja n — 1 —m kaarta, mika on vastoin Lauseen tulosta. U

Lause 3.1.17. Olkoon verkko V puu.

1) Jos puuhun V' lisdtian yksi kaari, muodostuu wuteen verkkoon tdsmidl-
leen yksi suljettu ketju.

2) Jos puusta V' poistetaan yksikin kaari, on uusi verkko epdayhtendinen.

9



Todistus. Lauseen mukaan kaaria on puussa yksi vihemman kuin
solmuja.

1)

2)

Kaaren lisiaminen ei voi epayhtendistéad verkkoa. Koska kaarien méaéré
kasvaa yhdelld ja solmujen méara pysyy samana, ei verkko voi olla enaa
puu, ja siten siind on oltava suljettu ketju. Jos verkkoon muodostuisi
suljettuja ketjuja enemmén kuin yksi, siitd pitédisi poistaa enemmén
kuin yksi kaari, jotta saataisiin virittdva puu. Mutta siind puussa ei
olisi kaaria vain yksi vihemmén kuin solmuja.

Jos kaaren poistaminen ei epayhtendaistéisi verkkoa, sen pitdisi tuoda
sinne suljettu ketju, koska saatu uusi verkko ei voisi olla enaa puu. [

3.1.3 Suuntaamattoman verkon esitystapoja

Adsrellinen suuntaamaton verkko voidaan esittéifi esimerkiksi kaaviokuvana,
luettelona, yhteysmatriisina tai vastaavuusmatriisina. Esitetdédn seuraavaksi
eris verkko V' = (S, K, ®) niilla neljalld eri tavalla.

1) Kaaviokuva (figure) muodostetaan siten, ettd piirretédén |.S| solmua esi-

merkiksi pisteind tai palloina ja yhdistetddn ne kuvausta ® vastaavilla
kaarilla K. Jos kaaviokuva on mahdollista piirtda tasoon siten, etta kaa-
ret eivét leikkaa toisiaan, on verkko tasoverkko (planar graph), muutoin
kyseessd on avaruusverkko (nonplanar graph). Olkoon esimerkkiverk-
kona tasoverkko (Kuva [1)).

Kuva 1: Suuntaamaton verkko kaaviokuvana.
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2) Luettelo (list) muodostetaan siten, ettd luetellaan suuntaamattoman
verkon solmut, kaaret ja vastaavuus. Kuvan [1] esimerkkiverkon luettelo
on seuraava:

solmut S = {s1, 52, 53, 54, 55},
kaaret K = {ky, ko, k3, ka, K5},

vastaavuus @ (k1) = {s1, s2}, P(ka) = {52, 85}, P(k3) = {s3, 55},
D(ks) = {54, 55}, P(ks) = {s1, 54}

3) Yhteysmatriisi (adjacency matrix) saadaan asettamalla
ai; =2 {si,5;}I.

Luku a;; ilmoittaa solmujen s; ja s; valilld olevien kaarien lukumaaran.
Kuvan [If suuntaamaton verkko voidaan esittdé yhteysmatriisina:

51 S2 83 S4 Sp

s;{0 1 0 1 O
sl 1 0 0 0 1
M = (aij)5><5 = S3 0 0 0 0 1
Sq 1 0 0 0 1
ss\0 1 1 1 0

4) Vastaavuusmatriisi (incidence matrix) saadaan asettamalla b;; = 1, jos
kaari k; liittyy solmuun s;, muutoin b;; = 0. Kuvan (1| verkko voidaan
esittaa vastaavuusmatriisina:

ss/{1 0 0 0 1
;{1 10 0 0
M= (bj)sxs= ss| 0 0 1 0 0
sl 0 0 0 1 1
ss\0 1 1 1 0

3.1.4 Hamiltonin ketjut
Maédritelma 3.1.18. Suuntaamattomassa verkossa V' = (5, K, @) ketju
(kla kQa k37 “eey k;t)

on Hamiltonin ketju (hamiltonian trail, walk, chain), jos se sisdltda kaikki
verkon V' solmut tésmélleen kerran. Jos verkossa V' on suljettu Hamiltonin
ketju, on verkko Hamiltonin verkko (Hamilton graph, hamiltonian graph).
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Seuraus 3.1.19. Hamiltonin ketjun mdaritelmdasta saadaan seuraavat ehdot:

1) Jos verkossa on suljettu Hamiltonin ketju C, ja solmun s asteluku on
2, kuuluvat molemmat solmuun s liittyneet kaaret ketjuun C.

2) Jos verkossa on suljettu Hamiltonin ketju C, ja solmuun s liittyneistd
kaarista kaksi kuuluu ketjuun C', eivdt muut solmuun s litttyneet kaaret
voi kuulua ketjuun C'.

3) Jos verkossa muodostetaan suljettua Hamiltonin ketjua C, saa ketjuun
C syntyd suljettu ketju ainoastaan silloin, kun ketjuun C listetddn vii-
meinen kaar.

4) Verkossa ei ole suljettua Hamiltonin ketjua, jos verkossa on solmu, jon-
ka aseteluku on 1 tai 0, tar jos voidaan osoittaa, etta jonkin solmun
kaarista vain yksi voisi kuulua Hamiltonin ketjuun.

Lause 3.1.20. (Ore, 1960) Olkoon V yksinkertainen ja yhtendinen suun-
taamaton n-solmuinen verkko, missi n > 3. Jos verkon V jokaiselle ei-
vierekkdiselle solmulle = ja y, on voimassa a(x) + a(y) > n, on verkko V
Hamultonin verkko.

Todistus. Olkoon verkko V' lauseen ehdot tayttava verkko. Jos n = 3, ai-
noastaan taydellinen verkko tayttaa lauseen oletukset. Téydellinen verkko on
Hamiltonin verkko, joten véite on tosi, kun n = 3.

Todistetaan tapaukset n > 4 epésuoralla todistuksella. Olkoon verkko V'
sellainen ei-Hamiltonin verkko, joka tayttda lauseen ehdot. Olkoot solmut
x ja y erdat ei-vierekkaiset solmut verkossa V. Ristiriidan aikaansaamiseksi
riittad osoittaa, ettd néille solmuille on voimassa a(z) + a(y) < n — 1.

Jos verkkoon V' lisdtdan kaaria siten, ettd verkko sailyttda yksinkertaisuu-
den, muuttuu verkko jossain vaiheessa Hamiltonin verkoksi. Tama tapahtuu
viimeistaan siina vaiheessa, kun verkosta tulee taydellinen verkko. Muodos-
tetaan yksinkertainen verkko V* siten, ettd lisatdan kaaria yksi kerrallaan
verkkoon V' niin kauan, ettd muodostuu Hamiltonin verkko, ja poistetaan
tamén jalkeen viimeiseksi lisatty kaari k, jonka pédtesolmut olkoot = ja y.
Talloin verkosta V* 16ytyvét ei-vierekkéiset solmut z ja y, joiden valilla on
avoin Hamiltonin ketju C. Jos a(x) 4+ a(y) < n — 1 pétee verkossa V*, on
kyseinen epéyhtalé voimassa myos verkossa V.

Koska verkko V' on yksinkertainen, voidaan ketjua C' merkité yksikésit-
teisesti kirjoittamalla ylos ketjussa esiintyvat solmut jarjestyksessd. Olkoon
siis ketju

c= (817 82y «eey iy Sily o0y Sn—1, sn)
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avoin Hamiltonin ketju verkossa V*, misséd ketjun paitesolmut ovat x = s;

jay = s, (Kuval2).

X=S1 y=sn

Kuva 2: Avoin Hamiltonin ketju &k : x — y verkossa V*.

Olkoot s; ja s;1 mielivaltaiset, lukuun ottamatta solmuja s, tai s, vie-
rekkéiset solmut, jotka ovat perékkéin ketjussa C. Solmupareista {s1, s;+1} ja
{si, sp} véhintaén toisen on oltava ei-vierekkiisié, koska muussa tapauksessa
ketju (S1, S, ..y Siy Sny Sn1, -+ Sit1, $1) on suljettu Hamiltonin ketju verkossa

V* (Kuva3).

X=s,

Kuva 3: Suljettu Hamiltonin ketju verkossa V.

Téamaé tarkoittaa, ettd verkon V* yhteysmatriisin kaikille soluille a; ; on
voimassa aj i+1 + @i, < 1, kun ¢ =2, ...,n — 2. Nain ollen
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n—1 n—1
a(r) +aly) = Y ai+ Y ain
1=2 =2
n—1 n—2
= a2+ E ai; + E Qi + An-1n
=3 =2

n—2 n—2
= 1+Za1,z'+1 +Zai,n+1
i—2 i—2
n—2
= 2+ Z(al,i—i-l +a;n)
i—2
< 24n—-3=n-1.

Talloin myos verkosta V' 16ytyvat ei-vierekkéiset solmut x ja y, joille péatee
a(x) + a(y) <n —1, mikd on haettu ristiriita. OJ [2], ss. 269-270]

Lemma 3.1.21. Mikd tahansa verkko V = (S, K, ®) saadaan tdydennettyd
Hamiltonin verkoksi lisadmdlld siihen solmuja ja kaaria siten, ettd kustakin
lisdtysta solmusta menee kaari jokaiseen verkon alkuperdiseen solmuun s € S.
Solmuga tarvitsee lisatd korkeintaan n = |S| kappaletta.

Todistus. On intuitiivisesti selvéd, ettd mitd enemmén verkossa on kaa-
ria, sitd todenndkoisemmin sieltd 10ytyy suljettu Hamiltonin ketju. Siksi
riittdéd tarkastella pelkistddn verkkoja, joissa ei ole yhtéadn kaarta. Olkoon
V = (S, K, @) verkko siten, etté | S| = n ja |K| = 0. Verkon V solmut voidaan
asettaa ympyrdmuodostelmaan, jolloin ne muodostavat jonon (si,...,s,).
Aletaan lisata tahin muodostelmaa solmuja siten, ettd lisdtaén aina yksi sol-
mu s; solmujen s; ja s;41 valiin. Solmu s, lisdtddn solmujen s, ja s; véliin.
Kun solmusta s; lisitdan kaaret kaikkiin verkon V' solmuihin, on myds sol-
mujen s; ja s; sekd s; ja s;4q vélilla kaaret. Kun solmuja on lisatty verkkoon
n kappaletta, on jokaisen verkon V' solmuparin {s;, s;11} sekd parin {s,, s1}
valissé solmu s}, josta menee kaaret solmuihin s; ja s;41. Kaarijono

C = (Y sy,sT}, @ {s7, 50}, @ {s9,55},..., 0 Hs,, 55}, @ sk 51})
on Hamiltonin suljettu ketju.

Lause 3.1.22. (Dirac, 1952) Olkoon suuntaamaton verkko yksinkertainen ja
n-solmuinen, missi n > 3. Jos jokaisen solmun asteluku on vdihintddin n/2,
on verkko Hamiltonin verkko.
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Todistus. Olkoon V' = (S, K, ®) lauseen ehdot tayttavd verkko. Lemman
mukaan verkko V' saadaan tdydennetyksi Hamiltonin verkoksi liséé-
mélla sinne m kappaletta solmuja, missa m < n = |S]|, sekd asettamal-
la kaaret lisédttyjen ja alkuperdisten solmujen vélille. Olkoon tdmé tayden-
netty verkko V' = (S, K’,®’). Olkoon m pienin méérd solmuja, jotka li-
sdamalld saadaan aikaiseksi Hamiltonin verkko. Osoitetaan, ettd m = 0
epasuoralla todistuksella. Tehddan vastaoletus m > 0. Talloin verkossa V'
on olemassa suljettu Hamiltonin ketju C'. Nimetdan ketjun C' péitesolmut
C=(s1,5,82,...,8,,51), missi s; € Sjas € 5"\ S.

Verkon V' solmut s; ja s eivit saa olla vierekkéiset, silld muutoin solmu
s" on lisdtty turhaan. Jos solmu s; on vierekkéinen solmun s; kanssa, ei solmu
s;+1 voi olla vierekkédinen solmun sy kanssa, silld muuten 16ytyisi solmun s
tarpeettomaksi tekevé suljettu Hamiltonin ketju

/
C' = (81, SiySi—1y+-+552,S8i41,--- ,8n781).

Verkosta V' 16ytyy siis yhtd monta solmun s ei-vierekkaistd solmua, kuin
solmulla s; on vierekkdisid solmuja, joita puolestaan on 7 + m kappaletta.
Toisaalta solmulla s; on lauseen oletusten mukaan 7 +m vierekkiista solmua.
Solmun s, vierekkéiset ja ei-vierekkéiset solmut tekevét siis yhteensd n + 2m
solmua. Mutta |S’| = n + m, joten m = 0, miké on ristiriita vastaoletuksen
kanssa. O [I8] ss. 136-137]

3.2 Suunnatut verkot

Suunnatut verkot muodostuvat solmuista ja niiden valisistd suunnatuista
kaarista, nuolista. Téassa luvussa késitellddn suunnattujen verkkojen perus-
késitteitd ja esitellidn muutamia suunnattujen verkkojen esitystapoja.

3.2.1 Suunnatun verkon mairittely

Maaritelma 3.2.1. Joukon X karteesinen tulo (cartesian product) eli tu-
lojoukko (product set) itsensé kanssa on kaikkien jérjestettyjen lukuparien
(x,y) joukko

XxX = {(z,y)|z,y € X}.

Maaritelma 3.2.2. Kolmikko V' = (S, N, ¥) on suunnattu verkko (directed
graph, digraph), jos S # () ja N ovat joukkoja ja ¥ : N — S x S on kuvaus.
Joukon S alkiot ovat verkon V' solmuja (vertices, nodes), joukon N alkiot
ovat verkon V' nuolia tai suunnattuja kaaria (arcs, directed edges, arrows) ja
kuvaus ¥ on vastaavuuskuvaus (incidence mapping).
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Olkoon ¥(k) = (z,y) suunnatussa verkossa V' = (S, N, ¥). Talloin solmu
x on nuolen k alkusolmu (initial vertex) ja solmu y on nuolen k loppusolmu
(terminal vertex). Solmut z ja y ovat my6s nuolen W(k) padtesolmut (end
vertices).

Jos nuolen pédtesolmuina on sama solmu, on kyseessa luuppi (loop). Jos
kahden solmun valilla on useita nuolia, on suunnatussa verkossa rinnakkai-
sia nuolia (multiple edges, parallel edges, multi-edge). Suunnattu verkko on
yksinkertainen (simple), jos verkossa ei ole rinnakkaisia nuolia eikd luuppeja.
Nuolet (k1) = (x,y) ja V(ks) = (y, 2) ovat perdkkdiset (consecutive), koska
nuolen k; loppusolmu on sama kuin nuolen ks alkusolmu.

Maéritelma 3.2.3. Suunnatussa verkossa V' = (S, N, V) solmun x ldhtdaste
(outdegree) on

a*(z) = [{k € N [ ¥(k) = (z,y),z € S}|
ja tuloaste (indegree) on
a (x)={ke N |V (k)= (y,z),x € S}

Maéritelma 3.2.4. Suunnattu verkko V/ = (S, N’, V') on suunnatun ver-
kon V = (S, N, V) aliverkko (subgraph), jos

1) 0 £S5 C5S,
2) N'C N,
3) (k) = U(k) Vk € N,

4) jos k€ N ja V(k) = (x,y), niin z,y € 5.

Merkinta V' C V tarkoittaa, ettd V' on verkon V' aliverkko. Jos lisiksi K’ =
“1(S" x "} on V’ solmujoukon S’ virittimd aliverkko.

Maaritelma 3.2.5. Suunnatussa verkossa V' = (S, N, ¥) polku (path) p
solmusta sy solmuun s, muodostuu perékkaisista nuolista

P = ]{31, k’g, ]{23, ceey km-

Polulle solmusta sy solmuun s, kiytetdan merkintdd p : sg — s,. Polku on
suljettu, jos so = s,, muutoin polku on avoin.

4Tarkoittaa, ettd K’ sisdltéd kaikki aliverkon solmuihin S’ liittyvit nuolet.
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Maaritelma 3.2.6. Suunnatussa verkossa V' = (S, N, ¥) polku
(klu k27 k37 sy km)

on Eulerin polku (eulerian path), jos se siséaltaé kaikki verkon V' nuolet tés-
mélleen kerran. Jos suunnatussa verkossa V' on suljettu Eulerin polku, on
kyseessd FEulerin verkko (Euler graph, eulerian graph).

Maaritelma 3.2.7. Suunnatussa verkossa V' = (S, N, ¥) polku
(klu k27 k37 sy km)

on Hamiltonin polku (hamiltonian path), jos se sisaltaa kaikki verkon V' sol-
mut tdsmaélleen kerran. Jos suunnatussa verkossa V' on suljettu Hamiltonin
polku, on kyseessd Hamiltonin verkko (Hamilton digraph, hamiltonian di-

graph).

Huomautus 3.2.8. Suuntaamaton verkko maéaritellddn ei-jarjestetyn tulon
avulla ja suunnattu verkko maaritellaan jarjestetyn tulon avulla, jolloin suun-
natussa verkossa kaarilla eli nuolilla on suunta. Muunnoksella ¥ (k) = (z,y) =
®(k) = {z,y} suunnattu verkko V = (5, K, ¥) voidaan muuntaa suuntaa-
mattomaksi verkoksi V' = (S, Ky, ®). Tatd verkkoa sanotaan vastaavaksi
suuntaamattomaksi verkoksi.

Maéritelma 3.2.9. Suunnattu verkko V' = (S, K, V) on yhtendginen (con-
nected), jos sitid vastaava suuntaamaton verkko V' = (S, Ky, ®) on yhtenéi-
nen.

Maéritelma 3.2.10. Suunnattu verkko V' = (S, K, V) on puu (directed
tree), jos sitd vastaava suuntaamaton verkko V = (S, K, ®) on puu. Suun-
natun puun solmu z on juuri (root), jos kaikille y € S on olemassa polku
x — y. Suunnattu puu on juurellinen puu (rooted tree), jos puussa on juuri.
Juurellisen puun solmu s on lehti (leaf), jos a*(s) = 0, ja haara (internal
vertex, intermediate vertex), jos at(s) > 0.

Maaritelma 3.2.11. Suunnattu verkko V' = (S, N, V) on turnaus (tourna-
ment), jos jokaisen x # y solmuparin z,y € N vililld on tdsmélleen yksi nuoli.
Turnaus on sdadannollinen turnaus (regular tournament), jos a*(s;) = a™(s;)

kaikille ¢, j € N.

Seuraus 3.2.12. Sddnndllisessi turnauksessa on a™(s;) = a~(s;) katkille
i,j € N.
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3.2.2 Suunnatun verkon esitystapoja

Adrellinen suunnattu verkko voidaan esittdd esimerkiksi kaaviokuvana, luet-
telona tai yhteysmatriisina. Esitetédén seuraavaksi erés verkko V' = (S, N, ¥)
néilla kolmella eri tavalla.

1) Kaaviokuva (figure) muodostetaan siten, ettd piirretédén |.S| solmua esi-
merkiksi pisteind tai palloina ja yhdistetdan ne kuvausta ¥ vastaavil-
la nuolilla N. Jos kaaviokuva on mahdollista piirtda tasoon niin, etté
nuolet eivéit leikkaa toisiaan, on verkko tasoverkko (planar graph, plane
graph), muutoin kyseessd on avaruusverkko (nonplanar graph). Tamé
esimerkkiverkko on tasoverkko (Kuva [4)).

Kuva 4: Suunnattu verkko kaaviokuvana.

2) Luettelo (list) muodostetaan luettelemalla suunnatun verkon solmut,
nuolet ja vastaavuudet. Kuvan [4] esimerkkiverkon luettelo on seuraava:

solmut S = {s1, 52, 53, 54, 55},
nuolet N = {ky, ko, k3, ky, ks },

vastaavuus V(ki) = (s1,52), U(ka) = (85,52), ¥(k3) = (83, S5),
U(ky) = (85,84), V(ks) = (84, 51).

3) Yhteysmatriisi My = (a;;) (adjacency matrix) saadaan asettamalla
aig =T (si,5)].

Luku a;; on silloin nuolien (s;, s;) lukumé&érd. Kuvan {4 suunnattu verk-
ko voidaan esittda yhteysmatriisina:
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ss/0 1 0 0 0
500 0 0 0 0
M= (a;j)sus= s3] 0 0 0 0 1
sal 1 0 0 0 1
ss\0 1 0 1 0

3.3 Painotetut verkot

Verkkoteoreettisilla ongelmilla ja algoritmeilla on usein laskennallinen luon-
ne, joka korostuu etenkin painotettujen verkkojen tapauksessa. Kun suun-
taamattoman tai suunnatun verkon kaarilla tai solmuilla on jokin arvo eli
paino, on kyseessa painotettu verkko. Erds kombinatorisen optimoinnin pe-
rusongelmista on etsia painotetusta verkosta lyhimpié reitteja. Téassa luvussa
tutustutaan perinteisiin ja yksinkertaisimpiin lyhimpien reittien algoritmei-
hin.

3.3.1 Painotetun verkon maarittely
Maaritelma 3.3.1. Viisikko V' = (S, K, ®, Pg, Px) on

a) painotettu suuntaamaton verkko, jos (S, K, ®) on suuntaamaton verk-
ko, ja

b) suunnattu painotettu verkko, jos (S, K, ®) on suunnattu verkko

sekid Ps: S — R ja P : K — R ovat kuvauksia eli painofunktioita (weight
function).

Huomautus 3.3.2. Painotetuille suuntaamattomille verkoille kiytetdan Lu-
vun mukaisia termejd ja suunnatuille painotetuille verkoille kiytetddan
Luvun [3.2) mukaisia termeja.

Painotetut verkot muodostuvat useimmiten joko painotetuista solmuista
tai kaarista, jolloin toinen painofunktioista jatetdan huomioimatta. Tassa lu-
vussa rajoitutaan yksinkertaisiin suuntaamattomiin painotettuihin verkkoi-
hin, joissa vain kaarilla on painot ja painofunktio on P.

Maaritelma 3.3.3. Olkoon V' = (S, K, ®, P) yhtenédinen painotettu verkko.
Verkon V' ketjun K,, = {ki, ko, ..., kn} C K ketjun paino (weight of path)
on P(K,,) = P(k1)+ P(ks)+ ...+ P(ky,). Verkon kokonaispaino P(V') (total
weight of graph) on kaikkien verkon kaaripainojen summa. Virittavd puu
verkossa V' on minimaalinen virittdvd puu (minimal spanning tree), jos sen
kaaripainojen summa on kaikista virittavista puista pienin.
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Kauppamatkustajan ongelmassa etsitdén lyhinta reittia n kaupungin hal-
ki palaten lahtokaupunkiin.

Maaritelma 3.3.4. Kauppamatkustajan ongelmaksi (travelling salesman prob-
lem) kutsutaan minimipainoisen suljetun Hamiltonin ketjun etsimisté paino-
tetusta verkosta.

Vaikka kauppamatkustajan ongelman ratkaisemiseen ei tehokasta algo-
ritmia ole olemassa [21], s. 151|, voidaan ongelman mielekkyyttéa tarkastel-

la niin, ettd muunnetaan painotettu verkko suuntaamattomaksi verkoksi ja
tutkitaan, onko verkko Hamiltonin verkko (Luku [3.1.4)).

3.3.2 Painotetun verkon esitystapoja

Adrellinen painotettu verkko voidaan esittéié esimerkiksi kaaviokuvana, luet-
telona tai painomatriisina. Esitetddn seuraavaksi erds painotettu verkko V' =
(S, K, ®, P) niilla kolmella eri tavalla.

1) Kaaviokuva (figure) muodostetaan siten, ettéd piirretdén S solmua, yh-
distetddn ne kuvausta ® vastaavilla kaarilla K ja merkitdéan kaariin
painofunktiota P vastaavat painot (Kuva .

Kuva 5: Painotettu verkko kaaviokuvana.

2) Luettelo (list) muodostetaan siten, ettéd luetellaan painotetun verkon
solmut, kaaret, vastaavuus ja kaarien painot. Kuvan [f esimerkkiverkolle
luettelo on seuraava:

solmut S = {s1, $2, 53, S4, S5},

20



kaaret K = {kl, kg, ]{Zg, ]{Z4, ]{Z5},

vastaavuus @ (k1) = {s1, s2}, P(k2) = {s2, 85}, P(k3) = {s3, S5},
P(ky) = {54, 5}, P(ks5) = {51,584},

kaarien painot P(ki) =5, P(ks) = 4, P(k3) = 3, P(k4) = 2,
P(ks) = 1.

3) Painomatriisi M, = (p;;) (adjacency matrix of weighted graph) saa-
daan asettamalla

pi; = P(@7 ({si,5;}))-

Luku p;; on solmujen s; ja s; vililld olevan kaaren paino. Jos solmujen
s; ja s; valilla ei ole kaarta, merkitdan p;; = oo. Luuppien painoksi
asetetaan 0. Kuvan || painotetun verkon painomatriisi on:

§1 S22 S3 5S4 S5

s1/0 5 oo 1 o

s9l 5 0 oo oo 4

Mp = (pij)5><5 = S3| X X 0 (0. 9] 3
sS4l 1 o0 oo 0 2

ss\oco 4 3 2 0

3.3.3 Minimaalisen virittdvin puun algoritmeja

Minimaalisen virittdvan puun algoritmeilla voidaan etsid painotetusta ver-
kosta kaikki solmut sisdltédva yhtendinen aliverkko, jonka kokonaispaino on
pienin mahdollinen. Tutustutaan seuraavaksi kahteen yksinkertaiseen klassi-
seen algoritmiin, jotka tuottavat minimaalisen virittdvan puun.
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Kruskalin algoritmi (Kruskal’s algorithm)

Sydte (input): dérellinen, yhtendinen ja yksinkertainen painotettu n-solmui-
nen verkko V' = (S, K, ®, P)
Tuote (output): minimaalinen virittava puu Ex, = (S,7,® | T, P | T)

KO. Aseta 1 =0T =0, D9 =0, P, =0 ja
Ey = (‘gaTba(D | Ty, P ‘ TO)

K1. jos i < n — 1 siirry kohtaan K2,
muutoin aseta T' = T;, Fx, = (S,T7,® | T, P | T') ja lopeta.

K?2. valitse kaari k € K \ T, jolle
1) verkossa (S, T; U{k},® | T, U{k}, P | T; U {k}) ei ole

suljettua ketjua ja,
2) P(k) on mahdollisimman pieni.

Aseta Tiyy = T, U {k}, Eipn = (S, Tiy1, @ | Tiga, P | Tiya),
kasvata indeksia ¢ yhdella ja siirry kohtaan K1.

Lause 3.3.5. Kruskalin algoritmi tuottaa minimaalisen virittavin puun.

Todistus. Téamaé todistus mukailee osittain |1} s. 18-5] todistusta. Olkoon V' =
(S, K, ®, P) yhtendinen dérellinen painotettu verkko. Verkon yhtenéisyydesté
seuraa, ettd verkossa on vahintaén yksi virittdva puu. Verkon adarellisyydesté
seuraa, ettd virittavia puita on &dérellinen maard. Koska virittdvien puiden
kokonaispainoja P(P;), P(P,), ..., P(P,) on &érellisen monta ja jokin niistd
on pienin, on minimaalinen virittdva puu olemassa.

Olkoot painotettu verkko Fuin = (S, Kmin, Pmin, Pmin) verkon V' mini-
maalinen virittédva puu ja painotettu verkko Fy, = (S, T, @7, Pr) Kruskalin
algoritmin tuottama painotettu verkko. Osoitetaan aluksi, ettd verkko Fk,
on verkon V' virittdva puu. Koska verkkojen V' ja Exk, solmujoukko on sama
jaT C K,on &7 =& | T ja Pr = P | T. Verkko Fk, on aliverkon méaaritel-
mén nojalla verkon V' aliverkko. Koska verkko FEy, sisaltaé kaikki verkon V
solmut, siind on kaaria algoritmin pysahdyttyd n — 1 kappaletta ja verkossa
ei ole yhtékdan suljettua ketjua, on verkko Fy, Lauseen [3.1.16 nojalla verkon
V' virittava puu.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd verkon Fx, ja F.;, painojen summat ovat
samat. Tehdadn tdméa muuntamalla F,;, asteittain samanpainoisten viritta-
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vien puiden kautta puuksi Fk,. Olkoon verkossa solmuja n kappaletta ja ol-
koot verkon F, kaaret algoritmin valintojen mukaisessa jarjestyksessa 1" =
(k1, ko, ..., k2, kn_1), siis painot pienimmésta suurimpaan. Jos T = Ky, on
verkko Ek, minimaalinen virittdva puu, ja asia on selva.

Oletetaan, ettd T ja K, eivit ole sama kaarijoukko. Koska joukoissa on
sama adrellinen maéra alkioita, joukossa 7" on jokin kaari, joka ei kuulu jouk-
koon K. Olkoon k,, jonossa 7" ensimméinen joukkoon K, kuulumaton
kaari, jolloin

{kla k27 sy kql—l} € Kmin ja kql ¢ Kmin-

Lisataén kaari kg joukkoon Kp,, jolloin verkkoon K, muodostuu Lau-
seen nojalla suljettu ketju C;. Tama suljettu ketju ei voi koostua
pelkidstadn joukon T kaarista, koska Kruskalin algoritmi valitsee verkkoon
FEx. kaaria siten, ettéd suljettuja ketjuja ei muodostu. Siis suljetussa ketjussa
C7 on jokin kaari e; € Ky, joka ei kuulu joukkoon 7. Poistetaan tamé,
jolloin ketju avautuu ja syntyy virittava puu F; kaarijoukkona K. Koska e;
ei voi olla mikéén kaarista {k1, ko, ..., kg, —1} ja koska algoritmi valitsee puuhun
kaaria pienimméstd suurimpaan, on P(kg) < P(e;). Néin ollen verkon £,
kaarijoukolle K; on voimassa

P(K,) = P(Ky) — P(er) + P(ky,) < P(Ky).

Koska kaarijoukko K| muodostaa verkon V' minimaalisen virittdvan puun, on
P(K1) = P(Kmn), joten myos verkko £ on minimaalinen virittdva puu. Jos
K; =T, on lause todistettu. Jos ei, on joukossa 7' jokin kaari, joka ei kuulu
joukkoon K. Olkoon k,, jonossa 1" seuraava joukkoon K; kuulumaton kaari,
jolloin

{k’l,k'g, ...,k‘q2_1} € Kl ja k‘q2 ¢ K1, missa qo > q1 + 1.

Lisatéén kaari kg, joukkoon Kj, jolloin verkkoon FE; muodostuu Lauseen
nojalla suljettu ketju Cs. Tamé suljettu ketju ei voi koostua pelkés-
taan joukon 7' kaarista, koska Kruskalin algoritmi valitsee verkkoon F¥, kaa-
ria siten, ettd suljettuja ketjuja ei muodostu. Siis suljetussa ketjussa Cy on
jokin kaari e; € K7, joka ei kuulu joukkoon 7'. Poistetaan tdma, jolloin ketju
avautuu ja syntyy virittdva puu FEs kaarijoukkona Ks. Koska ey ei voi olla
mikddn kaarista {ki, ko, ..., kg—1} ja koska algoritmi valitsee puuhun kaaria
pienimmésté suurimpaan, on P(ky,) < P(e2). Néin ollen verkon Es kaarijou-
kolle K, on voimassa

P(Kg) = P(Kl) - P(@g) + P(kti) S P(Kl)
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Koska kaarijoukko K7 muodostaa verkon V' minimaalisen virittavan puun,
on P(K3) = P(K3), joten myos verkko E on minimaalinen virittdva puu.
Menetelméaa jatkamalla voidaan osoittaa, ettd aina uusi edellisen kanssa yhtéa
painava E; sisiltdéd entistd enemmén jonon 7" alkioita ja &érellisen monen
askeleen péasta F; sisaltaéd kaikki verkon L, kaaret. [

Primin algoritmi (Prim’s algorithm)
Syote: &arellinen, yhtendinen ja yksinkertainen painotettu n-solmuinen

verkko V' = (S, K, ®, P) seké aloitussolmu s € S.
Tuote: minimaalinen virittavd puu Ep, = (S,7,® | T, P | T).

PO. Asetai=0,To =0, Sy = {s}, Eo = (So,To, P | Tp, P | To)

P1. jos i <n — 1 siirry kohtaan P2,
muutoin aseta S = S;, T =T;, Ep, = (5,7, |T,P | T) ja
lopeta.

P2. valitse puuhun F; liittyvé kaari k = {z,y} € K\ T;, jolle
1) verkossa (S;, T; U{k},® | T, U{k}, P | T; U{k}) ei ole
suljettua ketjua ja,
2) P(k) on mahdollisimman pieni.
Aseta Tipy = T; U {k}, Sipn = Si U {z,y}, Bin =

(Sit1, Ti41,® | Tiy1, P | Ti41), kasvata indeksid ¢ yhdelld
ja siirry kohtaan P1.

Lause 3.3.6. Olkoon Ej, Primin algoritmin tuottama puu iteraatiokierroksen
k jalkeen yhtendisessd painotetussa verkossa V', missi 0 < k < n—1. Talloin
By on erddn minimaalisen virittavan puun E alipuu.

Todistus. Olkoon verkko V' &érellinen yhtendinen painotettu verkko. Ver-
kon yhtendisyydesta seuraa, ettd verkossa on vihintdadan yksi virittava puu.
Verkon &arellisyydesté seuraa, etta virittavia puita on déarellinen méara. Kos-
ka virittdvien puiden kokonaispainoja P(P), P([%), ..., P(F,,) on &érellisen
monta ja jokin niistd on pienin, on minimaalinen virittdva puu olemassa.
Todistetaan véite induktiolla. Triviaalisti lause on tosi puulle Ey. Olete-
taan, ettd puu Ej on erddn minimaalisen virittdvan puun E alipuu ja tarkas-
tellaan puuta Fj;. Olkoon kaari e = {u, v} liittynyt puuhun Ej algoritmin
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mukaisesti iteraatiokierroksella k + 1 siten, ettd u € Ey ja v ¢ FEy. Jos kaari
e kuuluu minimaaliseen virittdvaan puuhun £, on puu Fjy,; puun E alipuu
ja asia on selvé.

Oletetaan, ettd kaari e ei kuulu minimaaliseen virittdvaan puuhun F.
Téalloin minimaalisessa virittaviassa puussa E on solmu x, josta on ketju
k : x — v, koska puu E yhdistaa kaikki verkon V' solmut. Lisétdan kaari
e puuhun £, jolloin Lauseen nojalla muodostuu suljettu ketju. Olkoon
kaari f = {z,y} € FE ensimmaéinen suljetussa ketjussa siten, etti x € Ej ja
y ¢ Ej. Tilannetta on havainnollistettu Kuvassa [6] jossa puuhun Ej kuu-
luvat paksut kaaret sekd nimetyistd solmuista solmut v ja x ja katkoviivalla
merkitty kaari e tulee valituksi puuhun Ej, iteraatiokierroksella & + 1.

A

Kuva 6: Primin algoritmi n:11a iteraatiokierroksella.

Induktio-oletuksen mukaan verkko E} on erddn minimaalisen virittéavan
puun alipuu ja koska kaari e tulee valituksi puuhun Ej; iteraatiokierroksella
k + 1, on voimassa P(e) < P(f). Olkoon puu E* muodostettu verkosta F
siten, etté lisdtdan verkkoon kaari e ja poistetaan verkosta kaari f. Nyt verkko
E™* virittda verkon V ja puu Ej 1 on verkon E* alipuu, koska kaari f ei kuulu
puuhun FE,. Lopulta voimme todeta, etta

P(E") = P(E) + P(e) = P(f) < P(E).

Koska verkko E on erds minimaalinen virittdva puu, on oltava P(E*) =
P(FE). Siis myés E* on minimaalinen virittdvd puu verkossa V. O [2] ss.
177-178]

3.3.4 Lyhimman ketjun algoritmi

Dijkstran algoritmi tuottaa virittavin puun, jossa ovat lyhimmét ketjut aloi-
tussolmusta painotetun verkon kaikkiin muihin solmuihin. Dijkstran algorit-
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mi soveltuu myos tilanteisiin, jossa etsitdan lyhintad ketjua kahden solmun
vilille painotetussa verkossa.

Digkstran algoritmi (Dijkstra’s algorithm)

Sydote: &darellinen, yhtendinen ja yksinkertainen painotettu n-solmuinen
verkko V' = (5, K, ®, P) ja aloitussolmu s.

Tuote: virittavd puu Ep; = (S,7,® | T,P | T), jossa lyhimmét ketjut
aloitussolmusta s verkon kaikkiin muihin solmuihin.

DO0. Asetai=0,Ty =0,Sy = {s}ja Ey = (So,T0,® | To, P | Tp)
D1. jos i < n — 1 siirry kohtaan D2,

muutoin S = S;, T =T, Ep; = (S,1,® | T,P | T) ja
lopeta.

D2. valitse puuhun 7; liittyva kaari k£ = {x,y} € K \ T, jolle
1) verkossa (S;,T; U{k},® | T, U{k}, P | T; U{k}) ei ole
suljettua ketjua ja,
2) ketju solmusta s solmuun y on lyhin, kun = € T; ja
y¢ T

Aseta Tipy = T; U {k}, Sipn = Si U {z,y}, Bin =
(Sit1, Ti41,® | Tiy1, P | Ti41), kasvata indeksid ¢ yhdelld
ja siirry kohtaan D1.

Lause 3.3.7. Olkoon E; Dijkstran algoritmin tuottama puu j iterointikier-
roksen jalkeen yhtendisessd painotetussa verkossa V', missa 0 < j < n — 1.
Tdlloin jokaiselle solmulle x € E; on olemassa sellainen puun E; ketju sol-
musta s solmuun x, jonka paino on pienin verkossa V.

Todistus. Olkoon verkko V' &érellinen yhtendinen painotettu verkko, jonka
painot ovat positiivisia reaalilukuja. Koska verkko V' on aarellinen, yhtenai-
nen ja sen painot ovat positiivisia lukuja, saavat ketjun pituudet kahden sol-
mun vélilla diskreetteja arvoja. Verkon yhtendisyydesté seuraa, ettéd verkossa
on vahintadn yksi virittdva puu. Verkon aérellisyydestd seuraa, etté viritta-
vi& puita on adrellinen méaéra. Siis verkossa on viahintdan yksi virittava puu,
jossa ovat lyhimmét ketjut aloitussolmusta kaikkiin verkon V' solmuihin.
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Todistetaan viite induktiolla. Olkoon Dijkstran algoritmin aloitussolmu
s. Triviaalisti lause on tosi puulle Ey. Oletetaan, ettd puu E; tayttdaa lauseen
ehdot ja tarkastellaan puuta Ej;. Olkoon kaari e = {z, y} lisitty puuhun E;
algoritmin mukaisesti iteraatiokierroksella j+1jax € E;, y ¢ E,. Koska y on
uusi solmu, joka liittyy puuhun F; 4, taytyy osoittaa, ettd ketju ks, : s =y
on kaikista ketjuista lyhin verkossa V.

Olkoon £, mikéd tahansa ketju solmusta s solmuun y verkossa V. Mer-
kitddn seuraavassa ketjun C' kaarien kokonaispainoa P(C'). Osoitetaan, etté
P(k;,) = P(ksy). Koska s € Ej jay ¢ Ej, voidaan ketjusta k], valita en-
simméinen sellainen kaari f = {v,z}, ettd v € Ej ja 2z # Ej. Olkoon k7,
mikd tahansa ketju solmusta z solmuun y. Tilannetta on havainnollistettu
Kuvassa [7.

Kuva 7: Dijkstran algoritmi iteraatiokierroksella j.

Induktio-oletuksen mukaan ks, on lyhin ketju s — z ja kg, on lyhin
ketju s — v. Koska kaari e tulee valituksi iteraatiokierroksella j 4+ 1, taytyy
ketjuille ks : s — o — y ja k%, : s = v — 2 olla voimassa P(k,,) < P(k ).
Siis ketjuille £ ja ks, on voimassa

P(k:,y) = P<k:,z) + P<k;y> 2 P(ks,y) + P(k:,y) Z P(ks,y>,

joka on tosi, koska kaikilla painoilla on positiiviset arvot. Tasté johtuen Dijk-
stran algoritmi tuottaa jokaisella iteraatiokierroksella puun, jossa ovat lyhim-
mat ketjut aloitussolmusta s puun muihin solmuihin verkossa E;. Induktio-
periaatteen mukaan véite on tosi kaikille Dijkstran puille E;. Iteraatiokier-
roksen j = n — 1 jilkeen algoritmin tuottama puu virittda verkon V', jossa
ovat lyhimmaét ketjut solmusta s kaikkiin muihin verkon V' solmuihin. O [2]
ss. 180-181]
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4 Ainedidaktinen viitekehys

Tassa luvussa kiaydéaan lapi Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalin taus-
talla olevaa matematiikan didaktista teoriaa. Luvun péaédasiallisena lahteené
on kdytetty Haapasalon kirjan vanhempaa [3] ja uudempaa [4] painosta.

4.1 Ongelman maarittely

Miké on ongelma? Tamé kysymys tuottaa varmasti erilaisia vastauksia riip-
puen siitd keneltd kysytddn. Sana “ongelma” tuottaa yleensd negatiivisia
mielikuvia. Mutta jos ongelmat tarkoittavat automaattisesti jotain pahaa,
ei matematiikan opiskelussa harjoitetulla ongelmanratkaisulla voi olla kovin
ruusuista tulevaisuutta.

Jokin tilanne tai tehtdva ei automaattisesti ole ongelma kaikille ihmisille.
Esimerkiksi jonkun mielestd oma alkoholin kaytto ei valttamatta ole ongel-
ma, mutta puoliso voi olla asiasta hyvinkin eri mieltd. Tai vield tarkemmin
sanottuna, alkoholisti ei valttamatta koe tarvetta lopettaa juomistaan, kun
taas ldhiomaiset haluaisivat saada juomisen loppumaan, mutta eivit néie va-
littomia keinoja tdmaén toteuttamiseen. Jos taas alkoholisti haluaisi lopettaa
juomisen, mutta ei keksi miten pitaéd viinanhimoaan kurissa, nakee hén tilan-
teen itsekin ongelmana. Jos taas juomisen lopettaminen onnistuu helposti,
ei tilanteessa ole mitdan ongelmaa.

Vastaavanlainen tilanne péatee myos matematiikassa ratkaistaville ongel-
mille. Jos jonkin tehtévin tai ongelmatilanteen ratkaiseminen ei kiinnosta
jotakuta oppilasta, ei kyseinen tehtava ole hanelle ongelma. Jos tehtava taas
on liian helppo tai ratkaistavissa rutiininomaisesti, ei voida myoskadn puhua
ongelmasta.

Haapasalo méérittelee ongelman seuraavalla tavalla [3, s. 17|: Jotta ti-
lanne olist mddratylla hetkelld tietylle henkilolle ongelma, sen on atheutet-
tava tdassa yksildssd, juuri silld hetkelld, tietoista, padmddarahakuista (ajatte-
lu)toimintaa, joka tihtdd tavoiteltavaan tulokseen ilman vdlittomdsti havait-
tavia keinoja.

4.2 Erilaisia ongelmatyyppeja

Ongelmia voidaan luokitella monin tavoin. Téssé tyossa kiytetddn jaottelua
kolmeen eri luokkaan: interpolaatio-ongelmat, analyysi-synteesi -ongelmat se-
ké dialektiset ongelmat. Luokitteluperusteina kiaytetdadan kolmea nakokulmaa:
millaisia ominaisuuksia on ongelman ldhtétilalla, millaisia ominaisuuksia on
ongelman lopputilalla (halutulla ratkaisulla) seké millaisia askeleita (operaa-
tioita) tarvitaan ratkaisuun péadsemiseksi. 3], s. 37]
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4.2.1 Interpolaatio-ongelmat

Interpolaatio-ongelma on nimensd mukaisesti kahden erillisen "navan”, eli
alku- ja lopputilan, yhdistdmistd vaativa ongelma. Alku- ja lopputilat ovat
tarkkaan tiedossa, ja varsinaisena tehtdavéna on etsia polku naiden kahden
tilan vélille. Ratkaisupolun 16ytamiseen johtavat operaatiot tulee kiyda ilmi
joko tehtévan asettelusta, tai niiden tulee olla ratkaisijalle ennestaan tuttuja.
[3, s. 38| Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalissa ei esiinny interpolaatio-
ongelmia, joten niité ei tarkastella tdssé tdméan enempéa.

4.2.2 Analyysi-synteesi -ongelmat

Interpolaatio-ongelmia astetta vaativampia ovat analyysi-synteesi -ongelmat.
Siind missd ensin mainitussa ongelmatyypissé tiedetddan seké alku- ettéd lop-
putilat, analyysi-synteesi -ongelmissa voi jompikumpi tiloista olla haméran
peitossa. Olennainen ero nadiden kahden ongelmatyypin vililla on myos sii-
né, ettd analyysi-synteesi -ongelmissa ratkaisuun johtavat operaatiot eivét
saa kiyda ilmi tehtévin asettelusta, ja ne voivat olla ongelmanratkaisijalle
entuudestaan tuntemattomia. [3], s. 39|

4.2.3 Dialektiset ongelmat

Kolmas ongelmatyyppi, dialektiset ongelmat, menee astetta aiemmin esitelty-
jé ongelmatyyppeja pidemmalle vapaudessaan ja epaméaraisyydessaan. Dia-
lektisten ongelmien tunnusmerkki on, ettd niissa ei ole annettu lopputilaa,
ja alkutilakin voi olla epaméarainen. Ongelmanratkaisu voi alkaa alkutilan
tarkemmalla médrittelemiselld ja lopputila voi puolestaan kidyda ilmi ongel-
manratkaisuprosessin aikana. Dialektisille ongelmille on myés tyypillisté lop-
putuloksen arvioinninvaraisuus; ratkaisu ei ole joko oikein tai vééarin, vaan sen
mielekkyys on kiinni ratkaisun perusteluista. Tata seikkaa korostaa mones-
ti dialektisten ongelmien kysymyksenasettelu, jossa kiytetdén usein fraaseja

7N

”...mielestési...”, ”...oma nikokantasi...” jne. [3] s. 41]

4.3 Ongelmanratkaisusta

Tuskin kukaan kiistéd, ettei ongelmanratkaisu ole merkittava taito. Monet
ovat varmasti myos sitd mieltd, ettd ongelmanratkaisua tulee opettaa kou-
lussa. Se mitd hyvéd ongelmanratkaisu on, ei kuitenkaan ole niin selvéda, pu-
humattakaan siitd, miten ongelmanratkaisua voidaan opettaa tehokkaasti.
Jos hyvd ongelmanratkaisu tarkoittaa ainoastaan sité, ettd ongelmaan saa-
daan hyva ratkaisu, on hyvin vaikea ldhted tutkimaan ja analysoimaan on-
gelmanratkaisun opettamista. Siksi onkin syyté keskittya siihen, mita tapah-
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tuu ongelmanratkaisun aikana. N&itd lopulta ratkaisuun johtavia prosesseja
kutsutaan heuristisiksi prosesseiksi.

4.3.1 Heuristiset prosessit

Ongelmien ratkaiseminen edellyttéd yleensé asiatietoa. Asiatiedolla voidaan
tarkoittaa esimerkiksi faktoja, otaksumia sekéd jopa kaavamaisia tai algorit-
min tyyppisid menettely]j 'eiEL tietoja, joita voidaan tarvittaessa palauttaa mie-
leen. Erityisesti tama kiy ilmi matemaattisista ongelmista, joissa sovelletaan
lahes poikkeuksetta aiemmin opittua tietoa. [3] s. 25|

Jos kuitenkin pelkké asiatieto riittda tehtédvan ratkaisemiseen, ei kysees-
sé ole ongelma lainkaan. Erds ongelman tunnusmerkki on se, ettei siihen ole
valittomésti ndkyvissa ratkaisua (Luku . Ongelmanratkaisun on siséllet-
tava prosesseja, joissa valitaan ja kasitelldén tilanteeseen sopivaa asiatietoa.
Strategioita téllaisten prosessien suorittamiseksi sanotaan menetelmdllisiksi
tiedoiksi. [3] s. 25]

Ongelmanratkaisustrategiat sisdltavat myos oman ajattelun arviointia ja
kontrollia. Néistd voidaan kiyttdd nimitystd metakognitiot . Kontrollia on
esimerkiksi se pieni adni paan sisilld, joka sanoo: "nyt tdma muodostamani
yhtalo ei ndytd ratkeavan mitenkdan jarkevddn muotoon. Palataanpa askel
taaksepéin ja katsotaan, onko yhtdlé muodostettu oikein. Jos on, ei yhtéalon
muodostaminen vaikuta sittenkddn kiayttokelpoiselta ratkaisulta, ja voin har-
kita ongelman ratkaisuun jotain muuta keinoa.” Menetelméllisia tietoja seké
metakognitioita voidaan nimittad yhteiselld nimelld heuristiset prosessit. |3,
ss. 25-20]

Luvussa {4.1] esiintynyt ongelman maérittely voidaan heurististen proses-
sien avulla muotoilla yksinkertaisemmin [3] s. 26]: ” Ongelma on tietynlainen
epdtasapaino- tai ristiriitatilanne, joka synnyttda yksilossd heuristisia pro-
sesseja tahddaten tilanteen tasapainottamiseen eli ratkaisun loytamiseen.”

4.3.2 Poélyan ongelmanratkaisuprosessi

Unkarilainen matemaatikko George Polya jakaa ongelmanratkaisuprosessin
seuraaviin vaiheisiin [3, s. 178]:

1) ongelman ymmértadminen,

2) ratkaisusuunnitelman laatiminen,

3) ratkaisusuunnitelman toteutus,

5Esimerkiksi rutinoitunut yhtélénratkaisu.
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4) prosessin tulkinta ja feedback.

Ensimmaisessa vaiheessa tiedostetaan ongelmatilanne ja motivoidutaan
ratkaisemaan ongelma. Tarvittavat henkiset toiminnat, tietojen valikoitumi-
nen ja kiytdnnon toimenpiteen alkavat. Ongelman ymmartdminen voi myos
vaatia ongelmanasettelun uudelleen muotoilua. Myos mallin laatiminen on
erittain tehokas tapa ongelman ymmaéartdmiseksi. [3] s. 179]

Ratkaisusuunnitelman laatiminen voi alkaa ongelman tdsmentamisell se-
ké analysoimisella. Nama vaiheet sisaltdvat mm. ongelman mielekkyyden tar-
kastelemista ja ongelman olennaisimpien osien tunnistamista. Varsinkin ma-
tematiikassa hyvin olennaista on my6s annettujen tietojen ja ehtojen pohti-
minen. Siis ovatko annetut tiedot ja ehdot riittavét ja ristiriidattomat. Jos
annetut tiedot ja ehdot eivét ole riittavat, on niita valittava lisdéd. Vastaavasti
on tunnistettava, ovatko kaikki annetut tiedot ja ehdot ongelman ratkaise-
misen kannalta olennaisiafl] [3, s. 179

Ratkaisusuunnitelman laatimisen tavoitteena on luonnollisesti ratkaisui-
dean loytaminen. Ratkaisuidea on tie, keino, suunnitelma, strategia tai muu
vastaava menetelmé, joka johtaa todennékodisesti ratkaisun 16ytamiseen. Jos
tatéd ideaa ei meinaa 10ytyé, kannattaa varmistaa onko ymmértéanyt ja analy-
soinut ongelman oikein seké miettié, onko ongelma purettavissa pienemmiksi
ongelmiksi tai vastaavasti osa laajempaa kokonaisuutta. Myos ongelman eh-
tojen muuttaminen on tehokas keino ongelman tédsmentédmiseksi. [3] s. 180]

Ratkaisuidean toteuttamisessa suoritetaan suunnittelussa ehdotetut toi-
menpiteet mahdollisimman huolellisesti. Tamén jalkeen tehddan ratkaisun
maéaarittdminen, missa tarkastetaan, etta toteutusvaiheessa on 16ytynyt ongel-
malle ratkaisu. Lopuksi ratkaisu on vield esitettéva. Pelkdn ratkaisun lisdksi
on yleensd myos hyva esittdaa siihen johtaneet oleelliset askeleet ja paattelyt.
Esittdmisen muoto ja tarkkuus riippuvat yleensa tilanteesta, mutta innokas
ongelmanratkaisija ndkee tdmén vaiheen aina tilaisuutena kehittdd sujuvaa
ja virheetontéd tiedon esittdmista. [3), s. 180]

Prosessin tulkinnassa varmistutaan saadun ratkaisun oikeellisuudesta var-
mistamalla, ettd se on sopusoinnussa ongelmanasettelun kanssa. Liséksi voi-
daan esimerkiksi kokeilla ongelman ratkaisemista vaihtoehtoisilla menetel-
millé ja katsoa paddytadnko samaan lopputulokseen. Ongelmanratkaisua on
syyté arvostaa kokonaisena prosessina, joten lopuksi kannattaa myos painaa
mieleen ratkaisu ja siihen johtaneet menetelmét tulevaisuuden varalle. Rat-
kaisussa kiytetyt ja mahdollisesti sitd varten kehitetyt tyckalut voivat olla

6Koulussa yleisesti ratkaistavien tehtivien tekeminen ei kehiti niité taitoja, silld kou-
lumatematiikan tehtévat siséltévit yleensé kaiken tarpeellisen tiedon eikd mitdén ylim&a-
raista.
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hyodyllisia tulevaisuudessakin. Myos ratkaisun merkitystd voi arvioida, ja
pohtia jopa ratkaisun yleista julkistamistakin. [3], s. 181]

4.3.3 Ongelmanratkaisun opettamisesta

Mita ongelmanratkaisun opettaminen tarkoittaa? Voiko ongelmanratkaisua
opettaa? Jos voi, niin miten? Haapasalon mukaan heuristiikkojen oppiminen
parantaa yksilon ongelmanratkaisukykya ja heuristiikkoja puolestaan voi op-
pia [3, s. 126]. Tamén perusteella vastattavaksi jad ainoastaan viimeisena
esitetty kysymys, tosin uudelleen muotoiltuna: miten heuristiikkoja voi op-
pia?

Heuristiikkojen opettaminen tulisi aloittaa mahdollisimman yksinkertai-
silla strategioilla, joiden omaksumiseen oppilailla on kehityspsykologiset ja
kognitiiviset edellytykset. Alkuvaiheessa téllaisia strategioita voivat olla esi-
merkiksi johtopéatosten tekeminen seké vaihtoehtojen muodostaminen. Opet-
taminen on voitava toteuttaa mahdollisimman selkeilld ja varmasti suoritet-
tavissa olevilla ohjeilla, ja kun ensimmaéisten strategioiden kiaytté on opittu,
opettajan tulee esittda ongelmia, joiden ratkaisemiseen ne sopivat. Positiivi-
set kokemukset ovat myoOs hyvin merkittavissa roolissa, silld niiden kautta
oppilas innostuu yrittdméan yha haasteellisempien ongelmien ratkaisemista.
[3, s. 130]

Haapasalo esittda seuraavanlaisen jaon, joka luokittelee oppilaat heidén
ongelmanratkaisukykynsd mukaan [3], s. 223]:

1. taso Oppilaalla ei ole mitddn kuvaa siitd, miten ongelmatilanteessa tulisi
kiyttaytyd. Opettaja on hinelle ainoa malli ongelman ratkaisijasta.

2. taso Oppilas ymmaéartaa ongelmanratkaisun merkityksen, uskaltautuu kéay-
méadn kasiksi tutun tuntuisiin ongelmiin, ideoi ryhméssé. Opettaja on
tuki ja "proteesi”.

3. taso Oppilaalla on hyva késitys ongelmanratkaisusta. Han uskaltautuu jo
kokeilemaan uudentyyppisié strategioita. Opettaja on ongelmien "toi-
mittaja”.

4. taso Oppilas kykenee valitsemaan eri strategioista sopivimman, nikee vari-

aatioita ja yleistyksid seké esittdd niitd muille. Opettaja on “edistaja’.

Jos oppilas edustaa 1. tasoa, on syyta lahted liikkeelle oppilaalle luon-
nollisista ja rakenteeltaan yksinkertaisista ongelmista. Tarkeintd on varmis-
taa, ettd oppilas saa onnistumisen elamyksia ja kokemusta ongelmatilantees-
sa kayttaytymisestd sekd kokee ongelmanratkaisutilanteet mahdollisimman
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miellyttéviksi. Opettajan on osattava olla elédvé malli siitd, miten ongelman-
ratkaisutilanteissa kiyttaydytdaan. Oppilaalle ei opeteta uusia heuristiikkoja,
vaan tarkoitus on saada esille hédnessd mahdollisesti piilevit ongelmanratkai-
sutilanteen toimintamallit. Oppilasta olisi myds syytéd tukea ongelman pur-
kamisessa luvussa |4.3.2| esitetyn Poélyan ongelmanratkaisuprosessin mukaisiin
osavaiheisiin. [3] s. 223|

Kun ongelmanratkaisu alkaa olla luonnollinen osa opetusta ja oppilaat
saavat siitd riittavisti kokemusta, heille kehittyy halu kehittdad ajatteluaan.
Liséksi oppilaat alkavat toimia ongelmanratkaisutilanteissa varmemmin ja
heiddn kykynsa kommunikoida ja kdyttda korkeamman tason metakognitii-
vista ajattelua kasvaa. On siis edetty 2. tasolle. Téassa vaiheessa opettaja voi
yrittdd harjoitella oppilaiden kanssa helpompia strategioita, kuten ongelman
osien erottamista, niiden lisdamistd tai vahentamistd sekd yksinkertaisten
vaihtoehtojen ja johtopadtosten tekemista. [3, s. 224]

Oppilaille tulee tarjota ongelmia, jotka pakottavat heidat tyoskentele-
médn ryhmissa ja jakamaan ideat muiden kanssa sekd kdyttdméadan teknisiéd
apuvalineita. Liséksi tulee tarjota ongelmia, joiden kautta havaitaan mate-
matiikan hyodyllisyys ja voima. Vaikka alkuun onkin térkeé ratkaista niin sa-
nottuja “oikean maailman” ongelmia, tulisi jossain vaiheessa ratkaista myos
matematiikan tutkimisesta nousevia ongelmia, joissa joudutaan tekeméin
yleistyksié ja kiyttamédn uusia késitteita. [3), s. 224|

Haapasalo mainitsee useita periaatteita, jotka ovat valttamattomia, kun
yritetddn kehittad oppilaiden ongelmanratkaisutaitoja [3), ss. 224-225|. Téassa
niista muutama:

e Ongelmanasettelun on oltava ymmarrettava ja tapahduttava ilman ou-
toja kasitteita.

e On pyrittavd muotoilemaan ongelma yleensi avoimena tai dialektisessa
muodossa, elleivit jotkin syyt vaadi menetteleméin toisin.

e On yritettava kytked ongelma oppilaan arkielimaén ja kokemusmaail-
maan.

e Ratkaisuprosessista tulisi aina tehdé yhteenveto ja mahdollinen yleistys
selkedisti, ymmarrettavéisti ja riittavan yksityiskohtaisesti.

e i pidd ratkoa samantapaisia ongelmia samalla menetelmalld, vaan jo-
ko samoja ongelmia taysin eri menetelmdlld tai taysin erilaisia ongel-
mia samalla yleiselld menetelmdlla!
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4.4 Kasitteet

Haapasalo mainitsee kdsitteistd seuraavaa [3, s.51]: "Voidaan — hieman vél-
jassd mielessé tulkittuna — sanoa, ettd miké tahansa (uusi) koulussa opittava
asia voidaan tulkita kasitteeksi... Késitteet ymmarretdan sekd yksilon hen-
kisena rakenteena ettd yhteisesti hyvaksyttyinéd ilmausten merkityksinéd. Ne
voidaan madaritelld joko véljasti ilmoittamalla késiteluokkaan kuuluvia tai
kuulumattomia jésenié tai esittdmaéalla maédrittelevid ominaisuuksia tai eh-
toja.” Naitd madrittelevid ominaisuuksia tai ehtoja eli relevantteja tunnus-
merkkejd Haapasalo nimittad késitteen attribuuteiksi |3, s. 52].

Kasitteet ovat hyvin merkittévissa asemassa matematiikassa ja matema-
titkan opetuksessa. Tétd mieltd on my6s Opetushallitus, jonka laatimasta
perusopetuksen opetussuunnitelmasta [I7] kymmenen sivua on varattu ma-
tematiikalle. Nama sivut sisaltavat vahén alle puolen sivun mittaisen kuvauk-
sen matematiikan opetuksen tavoitteista seké opetuksen toteutuksesta, jonka
jélkeen esitelldén suuntaviivat tietyille ikékausille (vuosiluokat 1-2, 3-5 jne.).
Néama ikdluokkien opetuksen kuvaukset jakautuvat neljaén osaan: aluksi on
parin rivin mittainen selostus opetuksen ydintehtévista kyseiselle ikdkaudel-
le, jonka jélkeen tulevat opetuksen tavoitteet, keskeiset sisdllot, sekd hyvét
taidot kyseisen ikdkauden paattyesséa. Osio keskeiset sisallot keskittyy luette-
lemaan opetettavia kéasitteita sekéd vie noin puolet kunkin ikdkauden opetuk-
sen kuvailusta. Liahes puolet matematiikan opetussuunnitelmasta keskittyy
siis pelkéstddn luettelemaan, mité késitteitd matematiikassa on opittava.

4.5 Konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto

Konseptuaalinen tieto on nimensd mukaisesti késitteellistd tietoa (tai tietoa
késitteistd). Perinteisempien mééritelmien mukaan konseptuaalinen tieto si-
saltda matematiikan tapauksessa esimerkiksi késitteiden nimet, symbolit seké
ominaisuudet. Modernimman maéérittelyn mukaan konseptuaalinen tieto ei
kuitenkaan ole pelkkié yksittaisia tiedonmurusia, vaan se pitaa sisalladn myos
késitteiden viliset yhteydet. Hyvin toisiinsa linkittyneet késitteet muodosta-
vat yhdessad semanttisen verkon. Haapasalo méarittelee nimenomaan tdmén
verkon konseptuaaliseksi tiedoksi, ja korostaa liséiksi méaaritelméassadan yksilon
kykyéa tulkita ja rakentaa oman verkkonsa solmuja ja linkkeja. [3, ss. 55-56]

Proseduraalinen tieto on tietoa siitd, miten toimitaan. Téhdn on perin-
teisesti liitetty formaalien késitteiden symboliset esitysmuodot sekéd toimin-
tamenetelmat ja algoritmit ongelmien ratkaisemiseksi. Ero proseduraalisen
ja konseptuaalisen tiedon vélilla on vaikeasti maariteltavissd, mutta erdéna
kriteerind voidaan pitédd toimintojen automatisaatiota. Esimerkiksi murto-
lukujen erilaisten esitysmuotojen (murtoluku, desimaaliluku, prosenttiluku)
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muodostama semanttinen verkko on aluksi konseptuaalista tietoa. Riittavan
harjoittelun jalkeen esitysmuodosta toiseen siirtyminen on kuitenkin rutinoi-
tunut, jolloin esitystavan muuntaminen toiseksi on proseduraalista tietoa. [3]
ss. 55-58|

4.5.1 Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon linkittaminen

Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon linkittdminen liittyy olennaisesti
kysymykseen, pitaiko osata tehdd ymmaértddkseen asian vai pédinvastoin [4]
s. 59]. Esimerkiksi autolla ajaminen voi onnistua varsin hyvin, vaikkei ym-
maértaisi kiytdnnossd mitdan auton tekniikasta. Toisaalta auton tekniikkaa
on kenties helpompi oppia ymmartaméaén, jos on jo kokemusta auton késit-
telysta. Téassa tapauksessa siis proseduraalinen tietdmys voi edeltda konsep-
tuaalista tietamysté.

Piainvastainen esimerkki 16ytyy esimerkiksi matematiikan puolelta. Opis-
kelija voi oppia suorittamaan erilaisten funktioiden rutiininomaista derivoin-
tia helpostikin, mutta tdmé tuskin lisdd hdnen ymmarrystdan derivaatan
késitteestd ja tuskin edes helpottaa kisitteen omaksumista. Sen sijaan sopi-
valla késitteenmuodostusprosessilla voidaan saada aikaiseksi hyvéa konseptu-
aalista tietdmystéa derivaatan késitteestéd, minké jalkeen voidaan helpommin
aloittaa derivoimissaantojen eli proseduurien konstruoiminen.

Kehityksellisessa lahestymistavassa konseptuaaliseen tietoon edetédén pro-
seduraalisen tiedon kautta. Télloin konseptuaalisen ja proseduraalisen tie-
don suhde on joko geneettinen (proseduraalinen tieto on vélttdméaton, mut-
ta el riittavd ehto konseptuaaliselle tiedolle) tai samanaikaisen aktivoinnin
-periaatteen (proseduraalinen tieto on vélttaméton ja riittdva ehto konsep-
tuaaliselle tiedolle) mukainen. [4, ss. 59-60)]

Koulutuksellisessa lihestymistavassa proseduraalinen tieto saavutetaan
hankkimalla ensiksi laadukasta konseptuaalista tietoa. Téalloin konseptuaali-
sen ja proseduraalisen tiedon suhde on joko dynaamisen interaktion (konsep-
tuaalinen tieto on valttaméaton mutta ei riittédva ehto proseduraalisen tiedon
muodostumiselle) tai samanaikaisen aktivoinnin mukainen. [4], ss. 59-60]

4.6 Kasitteenmuodostusprosessi

Kasitteenmuodostusprosessi voidaan jakaa viiteen eri osavaiheeseen: orien-
taatioon, maarittelyyn, tunnistamiseen, tuottamiseen ja lujittamiseen. Namé
vaiheet voivat monissa tilanteissa menné osin péallekkéin, joten tata jakoa
tulee pitda ainoastaan mallina, joka helpottaa opettajan opetuksen suunnit-
telua sekd opetusseurantaa. [3|, ss. 201-202]
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4.6.1 Orientaatiovaihe

Orientaatiovatheessa oppilaalle synnytetaan loogis-kognitiivinen ristiriita, u-
sein hyvin ongelmatehtavin avulla. Loogis-kognitiivinen ristiriita tarkoittaa
tilannetta, jossa oppilas ei 10yda sopivaa mentaalimallia tulkitsemaan ongel-
maa. Tama voi tarkoittaa jotain seuraavista vaihtoehdoista:

e ristiriita kiytettavissa olevien strategioiden ja ongelman vaatimusten
valilla,

e usein erilaisten kilpailevien skeemojen[l] valinnasta aiheutuva ristiriita,

e ristiriita ongelman ratkaisun ja sen epékéytéannollisyyden tai hankaluu-
den vililla,

e ristiriita ratkaisun ja sen perustelun puuttumisen valilla.

Ratkaistessaan téata ristiriitaa oppilas tormaa vaistamatta kisitteen olen-
naisiin tunnusmerkkeihin eli attribuutteihin. Téméan takia ongelman on olta-
va sellainen, etta oppilas pystyy tulkitsemaan sitd mielikuviensa ja malliensa
avulla. My6s ongelman esittdminen dialektisessa muodossa voi auttaa risti-
riidan havaitsemista. [3, ss. 102-103, 203]

4.6.2 Maarittelyvaihe

Madrittelyvaiheessa késitteen olennaiset tunnusmerkit kootaan ja lyddaan
lukkoon. Thanteellisessa konstruktivistisessa opiskeluympéristossa tama ko-
koaminen tapahtuu siten, ettd oppilaat karsivat keskenédén juttelemalla ja
véittelemalld 10ytamistaddn tunnusmerkeista niin sanotusti l0yséat pois, ja jél-
jelle jaa vain kaikkein tarkeimmaét seikat. [3, s. 204]

4.6.3 Tunnistamisvaihe

Tunnistamisvaihe on hyvin merkittava kasitteen omaksumisen kannalta. Tun-
nistamisvaiheessa oppilaiden annetaan harjoitella seké késitteen tunnusmerk-
kien tunnistamista erilaisissa esitysmuodoissa ] ett# tiedon muuntamista eri-
laisesta esitysmuodosta toiseen. Tehtédvien on oltava aluksi hyvin helppoja,
ja niiden pitda sisdltdd tiedon prosessoimista mahdollisimman vdahéan. Vahi-
tellen voidaan siirtyéd kohti haastavampia tunnistustehtévia. [3, s. 205]

"Skeemalla tarkoitetaan, ettd ongelmaan osataan linkittié jokin ongelmanratkaisume-
todi.
8Esitysmuoto on yleensé sanallinen, kuvallinen tai symbolinen
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4.6.4 Tuottamisvaihe

Kun késite on omaksuttu riittdvan hyvin, voidaan siirtya tuottamisvaihee-
seen. Téssé vaiheessa harjoitellaan késitteen tunnusmerkkien tuottamista sa-
mojen esitysmuotojen valilla kuin tunnistamisvaiheessakin; kuvallisesta esi-
tyksesté sanalliseen, sanallisesta esityksesta symboliseen ja niin edelleen. T4é-
mankaan vaiheen tehtavit eivat saa vaatia liiallista tiedon prosessointia op-
pilaalta. [3, s. 206]

4.6.5 Lujittamisvaihe

Lugittamisvaiheessa oppilas syventaé tietdmystadan opiskeltavasta kasitteesta.
Téssé vaiheessa voidaan edellyttdad jo tiedon prosessoimista. Lujittamisvai-
he sisédltdd myos kasitteeseen liittyvien proseduurien johtamista. Késitettéa
voidaan soveltaa niin rutiini- kuin ongelmatehtavissakin. 3], s. 206]

4.7 Konstruktivismi

Vaikka konstruktivismi mielletdénkin monesti oppimisteoriaksi, on kyseessé
paljon laajempi késite kuin pelkistdan oppimisteoria. Konstruktivismi on
enemmankin paradigma tai yleinen perspektiivi, mista asioita tarkastellaan.
13, s. 95]

Konstruktivismi nivoutuu vahvasti yhteen tiedon subjektiivisuuden (mi-
kddn tieto ei ole kaikille samaa) kanssa. Haapasalo kirjoittaa, ettd konstruk-
tivismista puhuttaessa on aina syyta erottaa toisistaan tieto ja informaatio
[3, s. 96]. Esimerkiksi kellonaika on informaatiota, ja kysymykseen "Paljon-
ko kello on?” voidaan antaa vastaus suoraan, ja ihmiset tuskin tulkitsevat
tatd vastausta eritavoin. Sen sijaan kysymykseen "Miké atomi on?” annetut
vastaukset voivat saada hyvin erilaisia tulkintoja vastauksen kuulijasta riip-
puen. Vastaus "positiivisen ja negatiivisen alkeisvarauksen omaavien seké va-
rauksen suhteen neutraalien hiukkasten muodostama kemiallisesti jakamaton
aineen rakenneosa’ saa varmasti erilaiset mielikuvat liikkeelle peruskoululai-
sessa, lukiolaisessa ja yliopisto-opiskelijassa. Paitsi ettd vastauksessa esiinty-
neet kisitteet kuten sidhkdévaraus ja hiukkanen voivat merkitd hyvin erilaisia
mielikuvia, vaanii taustalla my0s sanan atomi herdttdmaéat mielikuvat. Ala-
koululaisetkin ovat kuulleet puhuttavan atomipommista ja atomivoimalasta.
Sana atomi voi hyvinkin alkaa hahmottumaan néiden mielikuvien perusteel-
la. Sanasta atomi voi tulla mieleen jopa grilliherkku: atomipiirakka.

Haapasalo luettelee konstruktivismin sisaltdvan seuraavat peruspiirteet
[4, s. 97]:

e Ticto on yksilon kokemusmaailman uudelleen organisoitumista.
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o Yksilon tar sosiaalisten tiedeyhteisdjenkdadn muodostama tieto er voi
olla ontologisesti objektitvista.

e Jo ulkoisen maailman havaitseminen on aina valikoivaa ja tulkitsevaa
sen viitekehyksen mukaan, mika havaitsijalla on.

o Tiedon olemukseen vaitkuttavat aina se kokemusmaailma, kasitteisto ja
ndkokulma, joka kulloinkin tietoa synnyttid tai tarkastelee.

o Ticto ei koskaan ole sellaisenaan vdlitettavissda yksiloltd toiselle, vaan
se on jokaiselle erikseen persoonallista ja toisten luoksepddsemdtontd.

Jos ulkoisesta maailmasta saatavaa objektiivista tietoa pidetdin mahdot-
tomana, puhutaan radikaalista konstruktivismista. Taman nédkemyksen kan-
nattajat pitdvit usein kaikenlaisia opetussuunnitelmia ja tavoitteita seké ra-
dikaalia konstruktivismia téysin yhteen sovittamattomina. [3| ss. 97-98|

Radikaalille konstruktivismille erdénlaisen vastakohdan muodostaa heikko
konstruktivismi, jossa ulkopuolista maailmaa pidetdéan objektiivisesti havait-
tavissa olevana ja hyviksytédan objektiivisen tiedon olemassaolo. Heikko kon-
struktivismi ei tarjoa kovin suuria mahdollisuuksia yksilon omille konstruk-
tioille, mutta se tarjoaa pelkéin tiedon esittdmisen ja mekaanisen siirtdmisen
asemasta paremman mahdollisuuden muodostaa pysyvia tietorakenteita. [3]
ss. 98-99|

Koska matematiikassa pyritdén saavuttamaan tietoa, joka on suhteelli-
sen objektiivista, on hyodyllistd yhdistelld radikaalia ja heikkoa konstruk-
tivismia. Tama tapahtuu lokaalin konstruktivismin valityksella. Oppilas voi
suorittaa hyvinkin radikaaleja konstruktioprosesseja muovaillessaan tietoa,
mutta vasta lopullisesti saavutetun tiedon luonne osoittaa, onko koko pro-
sessi radikaali vai heikko konstruktio [3], ss. 100-102]. Oppilas on esimerkiksi
voinut nelikulmioita luokitellessaan keksia koverille nelikulmioille nimityksen
"melkein kolmio”, joka on radikaali lokaali konstruktio. Hanen kaverinsa on
kuitenkin voinut kritisoida nimitysta sen epdmaéériisyyden vuoksi, jolloin op-
pilaat ovat lopulta paatyneet nimittamadn koveraa nelikulmiota pelkéstéaan
nelikulmioksi, mika on siis globaalissa mielessa heikko konstruktio.

4.8 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu (mathematical thinking) késitteenéd on vaikea maa-
ritelld, vaikka sithen torméa usein seka didaktiikan kirjallisuudessa, ettéd ope-
tushallituksen asiakirjoissa. Esimerkiksi vuoden 2003 lukion opetussuunni-
telman perusteissa [10], s. 118| sanotaan, etté:
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"Matematitkan opetuksen tehtavind on tutustuttaa opiskelija matemaatti-
sen ajattelun mallethin sekd matematitkan perusideoihin ja rakenteisiin, opet-
taa kdyttamddan puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd sekda kehittdd
laskemisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja”.

Opetussuunnitelman perusteissa ei kuitenkaan maéritella tarkemmin mi-
td matemaattisella ajattelulla tarkoitetaan. Joutsenlahti méérittelee [9] s.
367] matemaattisen ajattelun seuraavalla tavalla:

"Matemaattinen ajattelu on oppijalle merkityksellisten matemaattisten tai-
tojen (konseptuaalisten tietojen, proseduraalisten tietojen ja niiden yhdistel-
mien) prosessointia. Tiedon prosessointi voi olla esimerkiksi intentionaalista
ongelmanmtkaisucﬂ opittavan aineksen ymmdrtamistd tar omaehtoista tieto-
jen tutkimista. Tietoisuus ajattelunprosesseissa ja nitden hallinnassa on toi-
saalta osa oppijan tietorakennetta. Ajatteluprosessia suuntaavat ja rajaavat
oppilaan kyvyt, asenteet, uskomukset, senhetkiset tiedot ja taidot.”.

Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalin tavoitteena on kehittaa oppi-
jan matemaattista ajattelua; oppimateriaalin avulla pyritddn tarjoamaan op-
pijalle mahdollisuus rakentaa ja laajentaa omaa tietoverkkoaan ongelmanrat-
kaisun keinoin, kyetéd verbalisoimaan matematiikan késitteité, tarjota &lylli-
sesti stimuloivia ongelmia, vahvistaa oppilaiden luottamusta omiin tietoihin-
sa ja taitoihinsa, korjata uskomuksia ja positiivistaa asenteita matematiikkaa
kohtaan.

4.8.1 Matemaattinen ajattelu ja ongelmanratkaisu

Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaali kehittdd oppijan matemaattista
ajattelua ongelmanratkaisun avulla. Tarkastellaan seuraavaksi miten nédma
kaksi késitetta liittyy toisiinsa.

Ongelmanratkaisu on monien tutkijoiden mielestéd koko matemaattisen
ajattelun ydin (esimerkiksi Polya 1948 [20] ja Mason, Burton ja Stacey 2010
[15]). Matemaattista ajattelua voidaan havainnoida kouluissa pééasiassa kah-
den prosessin avulla: ongelmanratkaisun ja késitteen muodostumisen avulla
I8, s. 68]. Matemaattista ajattelua voi parhaiten oppia ongelmatilanteilla,
jotka vaativat fyysistd, emotionaalista ja alyllistd osallistumista. Tdméan ta-
kia ongelmatilanteiden tulee olla alyllisesti haastavia tehtévié, joita ei voida
ratkaista nopeasti ja rutiininomaisesti. Myos ongelmatilanteen tiedostamis-
prosessi ja ongelmanratkaisuprosessi ovat aina matemaattista ajattelua. Ma-
temaattisen ajattelun tasoa voidaan siis mitata asettamalla oppilaat erita-
soisiin ongelmanratkaisutilanteisiin [10, s. 338].

9Intentionaalisella ongelmanratkaisulla tarkoitetaan, etti oppija pyrkii aktiivisesti ja
tarkoituksenmukaisesti etsiméén strategioita ongelman ratkaisemiseksi.
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Matemaattinen osaaminen

Matemaattinen osaaminen (mathematical profiency) muodostuu eri tekijois-
té, jotka liittyvat matemaattiseen ajatteluun, ymmaéartdmiseen ja ongelman-
ratkaisuun. Nama tekijat ovat:

1) Konseptuaalinen ymmdrtiminen (conceptual understanding)
on matemaattisten kasitteiden, operaatioiden ja niiden suhteiden ym-
marrysta.

2) Proseduraalinen sujuvuus (prosedural fluency)
on taitoa toteuttaa matemaattisia menettelytapoja tehokkaasti, tés-
méllisesti ja tarkoituksenmukaisesti.

3) Strateginen kompetenssi (strategic competence)
on taitoa muunnella, esittdd ja ratkaista matemaattisia ongelmia.

4) Sowveltava pddttely (adaptive reasoning)
on kykya ajatella loogisesti, selittaé, perustella ja reflektoida.

5) Yrittelidisyys (productive disposition)
on ahkeruudella ja tehokkuudella mitattavaa toimintaa.

Matemaattisen osaamisen avulla voidaan ratkaista matemaattisten ongel-
mien lisdksi myos muunlaisia ongelmia. Koponen méérittelee matemaattisen
ongelman (mathematical problem) yksinkertaisesti: ongelma on matemaat-
tinen silloin, kun sen ratkaisemiseen kaytetaén jollakin tavoin matemaattisia
keinoja [I1], s. 159]. Matemaattinen osaaminen ei kuitenkaan kuulu pelkés-
tdan matematiikkaan ja matemaattisten ongelmien ratkaisemiseen, vaan se
on osa laajempaa kontekstia. Osa matemaattista osaamista on myds tunnis-
taa uusia tilanteita, joissa voidaan kayttdaa hyviksi erilaisia ajattelutapoja ja
tekniikoita. Erilaiset ongelmanratkaisumenetelmét voidaan myos rinnastaa
matemaattiseen ajatteluun.

Nakokulmia todistusajattelun hyodyllisyydesta

Todistusajattelua kehittéavat tehtavat ndyttaytyviat koulumatematiikassa péaa-
asiassa logiikan paattelysadntdjen totuusarvotaulukoinnissa, vaikka niiden
hyodyllisyys on kiistanalaista [13, s. 102]. Totuusarvotaulukoinnin ongelma
on se, ettd se muuttaa todistamisen epahavainnolliseksi ja monimutkaisek-
si. Néin oppilaille ei muodostu riittavaa kasitysta todistusajattelusta ja sen
hyodyllisyydesta.
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Sen sijaan, jos loogiset paatelmét liitetdén kiytdnnon ongelmatilanteisiin,
monipuolistavat ne todistusajattelun kehittymistd. Kéaytannon ongelmatilan-
teisiin liittyvat todistustehtévat ovat kiinnostavia ja toimivat itsessdédn mo-
tivaattoreina. Tama ndkokulma liittda todistusajattelun kehittymisen myos
ongelmanratkaisuprosesseihin.

Koulumatematiikan kannalta todistusajattelulla tarkoitetaan:

1) Logiikan péittelysaantojen avulla tapahtuvaa systemaattista todista-
mista. Tata edustaa esimerkiksi logiikan péattelysdaantojen totuusarvo-
taulukointi.

2) Matemaattisen todistamisen mallien avulla tapahtuvaa todistamista.
Matemaattisella todistamisella tarkoitetaan vakiintuneita todistusmal-
leja, kuten esimerkiksi suora todistus, epdsuora todistus, induktio- ja
olemassaolotodistus.

3) Ongelmanratkaisun avulla tapahtuvien kokeilujen ja arvailujen toteen-
nayttamistd. Nama ongelmanratkaisut eivit yleensa sisélla matemaat-
tisen todistamisen mukaista toimintaa, paattelyita tai todistuksia.

Suurin osa koulumatematiikan todistamisesta tapahtuu logiikan péaétte-
lysdantojen avulla. Todistaminen tapahtuu useimmiten mekaanisella ja rutii-
ninomaisella tekniikalla, joka harjoittaa matemaattista todistamista, mutta
ei kehita oppilaan todistusajattelua.

Jos ongelmanratkaisu on jokaisessa ongelmatilanteessa erilainen, kehit-
taa se oppilaan todistusajattelua, silla ongelmia ei ole mahdollista ratkaista
mekaanisella ja rutiininomaisella tekniikalla. Jos néin voitaisiin tehd4, ei ky-
seessé olisi ongelma.

Yleisessé mielessd ongelmanratkaisu alkaa ldhtotietojen arvioinnilla, jon-
ka paatelména on toiminta. Toimintaa edustaa hypoteesin tekeminen ja tes-
taaminen, mistd seuraa hypoteesin hyviaksyminen tai hylkdaminen. Oppi-
laan todistusmallit voidaan jakaa erilaisten hypoteesien ohjaamiin paattely-
sykleihin. Néin jokaisen paatelmékierroksen on mahdollista kehittaé oppilaan
todistusajattelua. Nain oppilaan todistusajattelussa esiintyvéit rationaaliset
paatelmat ja loogiset tulkinnat kehittavit kykyé ratkaista myos erilaisia ma-
tematiikasta irrallaan olevia ongelmia, joiden kayttokelpoisuus ja hyodylli-
syys on hénelle selvé.
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5 Lukiolaisille tuotetun oppimateriaalin analy-
sointia

Téasséd luvussa analysoidaan Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalin kol-
mannen luvun ongelmia. Tésté eteenpéin esimerkiksi merkinnélld (katso ket-
jun pituus - VL Mééritelméa 3.1.2 s. 36) viitataan Verkkoteoriaa lukiolaisille
-oppimateriaalin sivulla 36 olevaan maaritelmaan 3.1.2, joka koskee ketjun
pituutta.

5.1 Oppimateriaalin lyhyt esittely

Perinteisten matematiikan oppikirjojen rakenne on erityisen hierarkkinen;
oppiaines koostuu aluksi méaariteltavista kasitteistd, jonka jélkeen voidaan
esittad kyseisten késitteiden avulla lauseita, apulauseita, algoritmeja ja mui-
ta matematiikkaan olennaisesti kuuluvia osuuksia. Esimerkkien jélkeiset teh-
tavit vaikeutuvat lineaarisesti siten, ettd viimeisend tulevat soveltavat tehta-
vét, joista parhaimmat saattavat edustaa ongelmia (katso mikd on ongelma
— luku .

Edelld kuvattuihin perinteisiin matematiikan oppikirjoihin verrattuna Verk-
koteoriaa lukiolaisille -oppimateriaali on rakennettu puhtaasti ongelmalahtoi-
seksi, jossa ongelma, ratkaisu ja ratkaisuun johtavat menetelmét ovat oppimi-
sen lahtokohta. Koska ongelmat ovat olennaisin osa oppimateriaalia, on jokai-
sen ongelman merkitysta korostettu kehystdmalla se. Kehystetyn ongelman
jilkeen oppimateriaalissa esitetddn ongelman verkkoteoreettinen ratkaisu.

5.1.1 Moderni lidhestymistapa matematiikan opetukseen

Verkkoteorian teokset on usein kirjoitettu matematiikan formaalilla kielel-
14, koska kyseistd matematiikan osa-aluetta opiskellaan padasiassa korkea-
kouluissa ja yliopistoissa. Tésta johtuen tdmén oppimateriaalin kirjoittajat
ovat paatyneet korostamaan ongelmanratkaisun merkitysta vélttamalla ma-
temaattisia symboleita tekstissd mahdollisimman paljon, jotta oppijalla on
mahdollisuus oppia verkkoteorian perusteita osaamatta matematiikan for-
maalia kieltd. Néin syntyi verkkoteorian oppimateriaali, joka on suunniteltu
lukiolaisille.

Oppimateriaali muodostuu kuudesta luvusta: suuntaamattomat verkot,
suunnatut verkot, painotetut verkot, kaksijakoiset verkot, verkkojen varit-
taminen seké peli ja sovellukset. Jokainen luku sisaltda kokoelman erilaisia
ongelmia ja niiden ratkaisuja. Lisdksi jokaisen luvun lopussa on kertaus- ja
tehtavaosiot, joiden tarkoituksena on palauttaa mieleen tarkeimpia késitteité
ja harjoittaa oppijaa.
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5.1.2 Kasitteellinen matematisointi konkreettisesta abstraktiin

Verkkoteorian kehittyminen sai alkunsa reitin etsimisongelmasta 1700 -lu-
vulla. Koska verkkoteorian alkuna voidaan pitdd Konigsbergin siltaongelman
ratkaisemista [21], s. 2|, alkaa my6s oppimateriaali samaisella ongelmalla. On-
gelman tarkoitus on johdattaa oppija verkon kisitteeseen ja néayttad, miten
kiytdnnon ongelmat muuntuvat verkko-ongelmiksi. Oppimateriaalin seuraa-
vat ongelmat késittelevat reitin etsimisongelmia verkoista, joiden kautta op-
pijan on mahdollista konstruoida Eulerin verkkojen ja solmujen astelukujen
véalinen yhteys. Tamaén jélkeen oppija voi palata Konigsbergin siltaongelmaan
ja perustella, miksi ratkaisua ongelmaan ei ole olemassa.

Talla tavoin oppimateriaalissa jokaisen luvun ongelmat useimmiten lin-
kittyvét toisiinsa, jolla oppijaa ohjataan ymmartaméaan uusi asia ja yhdis-
tamé&an se aiempaan tietoon. Nain oppijalle muodostuu lapi oppimateriaalin
vahva sidos ongelmien, heuristisien prosessien ja ratkaisujen vélille.

Oppimateriaalin ongelmien tarkoitus on heréttda lukijassaan ajatuksia,
kuinka matematiikan késitteitd voidaan maaritelld selkokielelld tasmaéllises-
ti. Téstd johtuen sanallisten méaaritelmien kiyttdminen on luontevaa myos
oppimateriaalissa. Koska késitteiden méaritteleminen ilman formaalia mate-
matiikan kieltd on vaikeaa, on oppimateriaalin joidenkin mé&éaritelmien koh-
dalla tingitty kasitteiden tasmallisyydesté ja maaritelty késitteitd painottaen
selkokielisyytta (katso ketjun méaaritelma — VL Maéritelmé 1.2.3 s. 2).

Ongelmaldht6inen matematiikan opiskelu ruokkii itse itsedén. Onnistu-
misen eldmykset luovat motivaatiota ja innostusta ratkoa yha haastavampia
ongelmia, jolloin ongelmien vaikeusaste kasvaa oppijan omasta halusta. On-
gelmalahtoisyydella tuetaan oppijan konseptuaalisen tiedon kasvamista, jol-
loin oppija alkaa ymmértaa kasitteiden ja periaatteiden keskinéisid suhteita,
ja taitoa soveltaa niitd erilaisten ongelmien ratkaisemiseen.

5.2 Painotetut verkot -luvun rakenne

Painotetut verkot -luku antaa mahdollisuuksia ja valmiuksia oppia yleisten
algoritmien perusperiaatteiden lisédksi verkkoteoreettisista algoritmeista pe-
rinteisimmaét ja samalla yksinkertaisimmat kuten Kruskalin, Primin ja Dijk-
stran algoritmit. Luvussa tutustutaan perinteisen kauppamatkustajan on-
gelman lisédksi kolmeen muuhun ongelmaan, jotka ovat kirjoittajien toimesta
raataloity edelld mainittujen algoritmien oppimiseen.
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5.2.1 Ongelmanratkaisun opettaminen verkkoteorian keinoin

Kauppamatkustajan ongelmassa oppijan motivaatio ja huomio keskittyy on-
gelmanratkaisuun, joten oppija tulee useimmiten huomaamattaan méaaritel-
leeksi késitteet painotettu verkko, kaaren paino ja ketjun pituus. Seuraava
ongelma kasittelee Suomen tietoverkon paivittdmistd uudella valokaapelitek-
niikalla, jonka my6td méaritelladn virittdvd puu ja minimaalinen virittavd
pu.

Tutkijan lumityot -ongelmassa oppijaa ohjataan keskittyméaéan ongelman-
ratkaisun proseduureihin, jonka my6téa oppijan on mahdollista keksia Primin
algoritmi. Turun posti -ongelman my6ta oppijaa ohjataan pohtimaan algo-
ritmeja, joilla on mahdollista saada selville painotetusta verkosta lyhimmét
ketjut, johon esimerkiksi Dykstran algoritm: soveltuu.

Kauppamatkustajan ongelmaa lukuun ottamatta jokaisen ongelman jal-
keen esitellddn algoritmi, joka tuottaa ratkaisun kyseessa olevaan ongelmaan.
Lisdksi jokaista algoritmia seuraa harjoitustehtédva algoritmin kayton hallit-
semiseen.

5.3 Painotetut verkot -luvussa kaytettyjen ongelmien
analysointia

Téssé luvussa analysoidaan péadasiassa neljda eri oppimateriaalissa esiinty-
vaa ongelmaa. Ongelmia késitelladn erillisissd alaluvuissa, jotka ovat nimetty
kuvaamaan analysoitavia ongelmia.

5.3.1 Kauppamatkustajan ongelma

Kauppamatkustajan ongelma valikoitui Painotetut verkot -luvun ensimméi-
seksi ongelmaksi, koska se on helposti ymmarrettéivissa ja se luo luonnollisen
siirtyméan valimatkoista kaaren painoihin, toisin sanoin kartoista painotet-
tuihin verkkoihin. Ongelma ei toimi oppijan késitteenmuodostusprosessissa
pelkistadn orientaatiotehtaviana, vaan sen avulla pyritdan ohjaamaan oppijaa
maéadrittelemédn itse painotettu verkko, kaaren paino ja ketjun pituus.

Kauppamatkustajan ongelma on helposti ratkaistavissa kokeilemalla, kos-
ka kyseisessd verkossa erilaisia reittivaihtoehtoja on vain kuusi. Nain ollen
kyseinen kauppamatkustajan ongelma ei taytd ongelman tunnusmerkistojé,
vaan voidaan ajatella kyseessd olevan mekaaninen laskutehtéva. Tamén tar-
koituksena on, ettd oppilaat ratkaisevat ongelman nopeasti ja huomaamat-
taan méarittelevit automaatiotasolla késitteet kaaren paino sekéd painotettu
verkko ja lopputuloksessa myos késitteen ketjun pituus.
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Kauppamatkustajan ongelma:
"Kauppamatkustajalla on ongelma.
Hinen tulee kaupata pélynimureita
neljissd eri kaupungissa (Kuopio,
Mikkeli ja Jyvdskyld) palaten
tyopdivan jdalkeen kotikaupunkiinsa
(Joensuu). Kartasta katsomalla hin
selvittdda paitkkojen vdliset etdaisyydet,
mutta mikd on lyhin reitti? (Kuva[8)”

Kuva 8: Kauppamatkustaja ldhtee Joen-
suusta, kiertdd kaikki kaupungit ja palaa
kotikaupunkiinsa. Mikéd on lyhin reitti?

Johdatus algoritmien perusteisiin

Opettajan on mahdollista késitelld ongelmanratkaisu haluamallaan tavalla,
koska oppilaat pitavit ongelmaa mekaanisena laskutehtaviana. Opettaja pys-
tyy antamaan oppilaille juuri niin vahén tietoa ongelmasta tai ongelman-
ratkaisusta kuin haluaa tai esittdméaén johdattelevia kysymyksia. Koska ver-
kon koko on valittu ongelmaan niin, ettei reittivaihtoehtoja ole kovin monta,
oppilas ei valttaméatta tule ajatelleeksi, miten taydellisessa [T_U] painotetussa
verkossa reittivaihtoehtojen [[] lukuméiri kasvaa.

Opettaja voi esittda esimerkiksi kysymyksen "Toimisiko teiddn keksimdn-
ne strategia etsid lyhin reitti, jos kaupunkeja olisi enemmdn?” tai "Luulette-
ko, ettd on olemassa jokin muu strategia etsida lyhintda reittia.” Valttamatta
ei ole tarkoituksenmukaista edes heratella oppilaiden ajatuksia ongelmanrat-
kaisun hankaluudesta verkkojen koon kasvaessa. Oppilaat kokeva luultavasti
vahvimman loogis-kognitiivisen ristiriidan, jos ongelman ratkaisu kerrotaan
oppilaille vasta, kun kaikki ongelmat on ratkaistu Painotetut verkot -luvusta.

On huomattu, ettd Painotetut verkot -luvun ongelmista oppilaille helpoin
on kauppamatkustajan ongelma, jota pidetdan mekaanisena laskutehtavana,
kun taas muita luvun ongelmia pidetdén joko analyysi-synteesi- tai dialek-
tisina ongelmina. Jos oppilaat ovat opiskeltuaan kaikki Painotetut verkot
-luvun ongelmat siiné kasityksessé, etta kaikkiin ongelmiin on olemassa toi-
mintaohje tai algoritmi, jolla ongelma voidaan ratkaista, voi opettaja sanoa,
ettd "todellisuudessa kauppamatkustajan ongelmaan ei vield tahdn paivdadn-

10y ksinkertainen painotettu verkko on tdydellinen, jos verkon jokaisen solmuparin valilla
on kaari.

11 Jos téydellisessi painotetussa verkossa on n solmua, on reittivaihtoehtoja kauppamat-
kustajan ongelmaan (n — 1)!
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kddn mennessd ole keksitty algoritmia, jolla ongelma voidaan tehokkaastﬁ
ratkaista.” Tama aiheuttaa voimakkaan loogis-kognitiivisen ristiriidan, koska
oppilaiden mielesté juuri kyseinen ongelma oli kaikista helpoin.

5.3.2 Suomen tietoverkko -ongelma

Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppimateriaalin sivulla 37 esitetyn ongelman avul-
la voidaan oppilaille opettaa ongelmanratkaisua, jonka sivutuotteina opitaan
verkkoteorian késitteistd virittdvd puu ja minimaalinen virittdva puu. Op-
pilaiden on mahdollista oppia tai keksia Kruskalin algoritmi ja ongelmasta
innostuneet saattavat keksié todistusperiaatteen Kruskalin algoritmille.

Suomen tietoverkko -ongelma:
"Suomen tietoverkkoa uusitaan
uudella valokaapelitekniikalla.

Kuvassa[q on esitetty kaupunkien

valisia valimatkoja. Koska valokaapeli
on kallista, halutaan kaupunkien
valille rakentaa mahdollisimman
pient, mutta kuitenkin yhtendinen

verkko. Mikd on minimimddrd
valokaapelia, jolla tekniikan Kuva 9: Mik4 on pienin méaéra valokaape-
wusiminen voidaan toteuttaa?” lia, jolla kaikki kaupungit saadaan yhdis-
tettyé toisiinsa?

Ongelman ratkominen Itd-Suomen alueella

Kyseinen ongelma esitettiin noin 40 eri lukiolaisryhmalle eri puolilla Ita-
Suomea vuosien 2011-2012 aikana (Liite 3). Naille lukiolaisryhmille kyseinen
ongelma oli samalla ensikosketus verkkoteoriaan. Ongelma toteutettiin lami-
noiduilla tehtévakorteilla, johon tehtavaa voitiin ratkoa tusseilla. Lukiolais-
ryhmille annettu ohjeistus oli seuraava:

"Muodostakaa 3-5 hengen tivmit. Tivmien tehtdvand on yrittdda ratkaista on-
gelma laminoitujen tehtdvdkorttien avulla. Kun tiimi on saanut jonkin rat-
kaisun, laskekaa kuinka paljon valokaapelia yhteensd kyseiseen tietoverkkoon
tarvitaan, jonka jalkeen tulosta voidaan verrata kilpailevan tiimin tarjouk-
seen. Halvin tarjous voittaa!”

1275114 hetkelld kauppamatkustajan ongelma ei ratkea polynomiaalisessa ajassa, jos
solmujen lukumééra on riittévan suuri [21] s. 151].
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Seuraavaksi kuvaillaan, millaisia yleisié piirteitd lukiolaisryhmien ongelman-
ratkaisusta nousi esille, kun tehtéva esitettiin edelld mainitussa muodossa
ja millaisia kehitysideoita ongelmanratkaisumetodit synnyttivit. Opettajan
rooli ohjeistuksen jalkeen oli seurata, ovatko kaikki tiimit ymmartaneet tehté-
van oikein, silla ajoittain ongelma saattoi aiheuttaa myos virheellisid tulkin-
toja. Yleisimmat ongelman asettelusta tai muusta syysta johtuvat oppilaiden
virheelliset tulkinnat koskien tehtédvanantoa olivat seuraavia:

1) luultiin, ettd tehtdvissd haetaan suljettua Hamiltonin ketjua

2) luultiin, ettd tietoverkko ei voi “haaroittua” toisin sanoen tehtdvissd
haetaan avointa Hamiltonin ketjua

Kun kaikki tiimit olivat pédsseet alkuun, ratkaisivat lukiolaisryhmét teh-
tdavan lahes poikkeuksetta samalla tavalla. Aluksi esitettiin ratkaisuja, jotka
olivat hyvin kaukana lopullisesta ratkaisusta, jonka jalkeen — tarjous tarjouk-
selta — tarjoukset saavuttivat halutun lopputulokseen. Toisin sanoen oppi-
lasryhmaét esittivét eri virittavien puiden kokonaispainoja, jotka saavuttivat
minimaalisen virittdvan puun kokonaispainoa vastaavaan arvoon.

Tehtéva voidaan ratkaista yritys ja erehdys -menetelmaélla. Téssd mene-
telméssa lasketaan jonkin virittdvdn puun painojen summa, jonka jalkeen
korvataan puun kaaria edullisemmilla kaarilla. Lopulta myos tdmé& menetel-
mé johtaa minimaaliseen virittaviaan puuhun. Téméa menetelma oli usein se,
jonka oppilaat 16ysivét helpoiten. Jos oppilasryhmét 1oytavit kyseisen me-
netelmén, voidaan sitd hyodyntdad myohemmin, kun Kruskalin algoritmin oi-
keellisuutta perustellaan (Luku [5.3.3).

Lopuksi oppilaita pyydettiin kokoamaan ajatuksia siitd, miten tehtavan
ratkaisu syntyi. Yleisimpia tulkintoja olivat:

1) Tulee suosia niiti yhteyksid, jotka ovat lyhimpid, mutta ei kuitenkaan
tule valita nitn sanottuja turhia yhteyksida.

2) Tulee poistaa niitd yhteyksid, jotka ovat pisimpid, mutta ei kuitenkaan
tule poistaa niin sanotusti turhan paljon yhteyksid.

Lopuksi oppilaille esitettiin behavioristisena diaesityksen&, mitd tapah-
tuu, jos valitaan tietoverkon yhteyksid heidan ehdottamallaan tavalla, siis
suosimalla lyhimpié yhteyksid. Oppilaat luettelivat itse, minkéd kaupunkien
véilinen yhteys on milldkin hetkelld lyhyin, jonka mukaan myo6s diaesitys ete-
ni. Oppilasryhméit osasivat myos selittda, mita "turha yhteys” tarkoittaa esi-
merkiksi kaupunkien Tampere-Helsinki vililla. Kyseisten kaupunkien valista
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yhteyttd on turha uusia, koska kaupungit ovat yhteydessé toisiinsa Turun
valityksella.

Lukiolaisryhmille pidetyt tuokiot olivat pituudeltaan 15 minuuttia. Ajan-
kiytto jaettiin niin, ettd tehtévin ratkaisemiseen kdytettiin 10 minuuttia ja
viimeinen 5 minuuttia kiytettiin ongelman koontiin diaesityksineen. Kruska-
lin algoritmin oppimista ei tuokioissa mitattu, vaan opetustuokion tarkoitus
oli osoittaa miten matematiikka tarjoaa sopivien ongelmien ratkaisemiseen
erinomaiset tyovélineet.

Ongelman tarkastelu ainedidaktisen viitekehyksen valossa

Millainen ongelma on kyseessa? Voiko kyseinen ongelma opettaa ongelman-
ratkaisua? Minkalaisia vaiheita oppilaan késitteenmuodostusprosessissa syn-
tyy? Enta miltd ongelma nayttéia eri oppimisteorioiden valossa? Miten ongel-
maa, tehtdvinantoa ja ohjeistusta voisi parantaa?” Voiko ongelmaa soveltaa
my6s muiden asioiden oppimiseen?

Kun kyseinen ongelma esitetddn téssd muodossa, voidaan se luokitella
dialektiseksi ongelmaksi. Ongelman asettelusta ei kdy ilmi, mikd on haluttu
vastaus eli ongelman lopputila tai mitkd menetelmét johtavat oikeaan rat-
kaisuun. Kyseisen ongelman ratkaisemisessa avustavana tekijana on tiimien
keskindinen kilpailu, jolloin toisen ryhmén parempi tulos kirittda muita tii-
mejd pohtimaan erilaisia metodeja ongelman ratkaisemiseksi. Nédin ongelman
lopputilasta saadaan viitteitd, mutta varmuudella ei voida sanoa, onko 10y-
detty tulos ongelman lopputila, vaikka useampi tiimi olisi saanut saman tu-
loksen. Sellaisessa tilanteessa, jossa kaikki tiimit ovat saaneet saman tuloksen
eikéd yksikdan tiimi ole parantanut tulostaan useista yrityksistd huolimatta,
tiimeille alkaa muodostua késitys siité, ettéd vallitseva tulos on ongelman lop-
putila.

Oppilaiden usein esittdmét kysymykset "Miké on oikea vastaus?” tai "On-
ko tdma oikein?” puoltavat viittamad, jonka mukaan perinteisen koulumate-
matiikan tehtavat harjoittavat mekaanista laskentoa eivitkd ongelmanratkai-
sua. Edelld mainitut oppilaiden esittdmat kysymykset vahvistavat kouluma-
tematiikan tehtévien asemaa siiné, etteivit ne korosta myoskdin matemaat-
tisen todistamisen luonnetta.

Kasitteenmuodostusprosessin kannalta ongelma edustaa orientaatio- ja
maéaarittelyvaiheen tehtéavaé, kun ongelma esitetdén tassa muodossa oppilaille
ensimméistd kertaa. Verkkoteorian kannalta ongelmaan nivoutuu runsaasti
uusia kasitteitd, jos tdméa ongelma on ensimméinen kontakti verkkoteoriaan,
kuten oli ndiden noin 40 lukiolaisryhman kohdalla. Toisaalta Verkkoteoriaa
lukiolaisille -kurssimonisteessa kyseinen ongelma sijoittuu sivulle 37 ja tuo
mukanaan uusista késitteistd vain virittdvin puun, minimaalisen virittavan
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puun ja Kruskalin algoritmin.
Ongelman tavoitteina on:

e Synnyttid oppilaalle loogis-kognitiivinen ristiriita:
1) ongelmanratkaisustrategioiden puuttuminen (selkedd strategiaa on-
gelman ratkaisuun ei ole kdytettavissa),
2) ristiriita ratkaistun ongelman ja proseduurien vélilld (ongelma osa-
taan ratkaista, mutta ei ymmarretd miten ratkaisuun lopulta paadyt-
tiin),

e Toimia orientaationa késitteille:
1) tunnistaa ratkaisujen yhteisié piirteitd (virittédvat puut),
2) ongelman todellinen ratkaisu (minimaalinen virittéva puu)

e Johdatella algoritmiseen ajatteluun:
1) onko olemassa menetelméd, jolla kyseinen ongelman voi ratkaista
helposti ja nopeasti (Kruskal, Prim, yritys ja erehdys -menetelm4),
2) algoritmien perusperiaate (esitystavat ja ideat).

Ongelmanratkaisun oppimisen kannalta erityisen tarkedd on minimalis-
min -periaate (minimal instruction), koska ongelman lopputilan saavutta-
minen on toissijaista verrattuna tiimien kehittdmiin strategioihin ratkaista
ongelma. Minimalismilla pyritdédn saavuttamaan oppilaissa matemaattista
ajattelutoimintaa, luovaa ongelmanratkaisua ja proseduurien oppimista.

5.3.3 Orientaatio-ongelmasta sosiaaliseen konstruktivismiin

Suomen tietoverkko -ongelmaa ratkoneiden oppilaiden keksimét ongelman-
ratkaisumetodit synnyttivat kaksi kehitysideaa: behavioristinen diaesitys voi-
daan korvata konstruktivistisella jatkotehtavéilla ja Kruskalin algoritmin oi-
keellisuuden todistusideaa voidaan mallintaa yritys ja erehdys -menetelmalla.
Kruskalin algoritmin opettamiseen tahtaava diaesitys voidaan korvata jatko-
tehtavalla:

Tumien tehtdvind on kehittid sellainen toimintaohje, jonka avulla toinen
time pystyy ratkaisemaan Suomen tietoverkko -ongelmaa vastaavan ongel-
man, vaikka tietoverkko olist erilainen.

Kruskalin algoritmin oikeellisuus voidaan todistaa matemaattisesti (katso
S. 7 jonka todistusidea on &dadrimméisen kiehtova sen yksinkertaisuuden
vuoksi. Todistuksen periaate voidaan havainnollistaa esimerkiksi laminoiduil-
la tehtavikorteilla.
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Tehtavakorttiin on piirretty Suomen tietoverkko -ongelman todellinen rat-
kaisu eli minimaalinen virittdva puu. Mikali verkosta véritetddn minimaalisen
virittdvan puun lisdksi mikd tahansa kaari, muodostaa piirretty kaari véais-
tamattd suljetun ketjun joidenkin kaarien kanssa. Kyseinen suljettu ketju
voi muodostua ainoastaan kaarista, joiden suuruus on korkeintaan yhta suu-
ri kuin piirretty kaari. Taméa voidaan matemaattisesti perustella Kruskalin
algoritmilla. Siind jokaisessa vaiheessa valitaan painoltaan pienempi kaari,
jolloin piirretyn kaaren paino on korkeintaan yhta suuri kuin suljetussa ket-
jussa suurimman paino. Tamé todistusidea on mahdollista keksia yritys ja
erechdys -menetelmasta.

Kehitysideoiden viimeiseen vaiheeseen on tiimien tehtavina kehittda eri-
laisia malleja ja konstruktioita siitd, miten toimintaohjeen oikeellisuus voi-
daan todistaa. Tehtdavananto voisi olla seuraava:

Tiwimien tehtdvdnd on todistaa, ettd toimintaohjeen perusteella pdivitetty verk-
ko on kokonaispituudeltaan kaikkein lyhin eli alkuehdot tayttivia lyhyempid
paivitettyd verkkoja et ole olemassa.

Yritys ja erehdys -menetelmén soveltaminen Kruskalin algoritmin todista-
miseen voidaan havainnollistaa Kuvan [10] esimerkkiverkolle. Kuvassa [L1l on
esitetty kyseisen verkon minimaalinen virittdva puu. Jos Kuvan [11] verkosta
valitaan mikd tahansa mustista kaarista, muodostaa se suljetun ketjun vih-
reiden kaarien kanssa, joiden paino on pienempi tai yhté suuri kuin valitun
kaaren paino. Koska muodostuvissa suljetuissa ketjuissa kaarien painot ovat
aidosti pienempid kuin valittu kaari, on verkossa minimaalisia virittavia puita
tasmalleen yksi.

11

7
11 12
12
9
6
Kuva 10: Esimerkkiverkko Kuva 11: Minimaalinen virittava puu

On perusteltua liittaa todistustehtévia matemaattista osaamista kehitta-
vaan opetukseen, koska todistusperiaatteita opetetaan kouluissa melko vé-
han. Lukiossa todistusperiaatteita opetetaan vain yhdella pitkdn matematii-
kan kurssilla [16]. Ongelmanratkaisun avulla tapahtuvien kokeilujen ja arvai-
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lujen toteen nayttdminen kehittdd mekaanisen matemaattisen todistamisen
sijaan yksilollistd todistusajattelua.

5.3.4 Tutkijan lumityot -ongelma

Tutkijan lumity6t -ongelman tarkoitus on ohjata oppija pohtimaan ja kek-
siméan itse Primin algoritmi. Kysymyksen asettelu ohjaa oppijaa kiinnitta-
méadn huomiota ennen kaikkea ongelmanratkaisun proseduureihin.

Tutkijan lumityot -ongelma:
"Napajddatikolld olevalla tutkijalla on
ongelma. Yolld on satanut lunta niin

paljon, ettd kaikki tutkimuskeskuksen it

tiet ovat kulkukelvottomia. Tyopaivd Wit Tus:
el padse kdayntiin, ennen kuin hdnelld 20
on padsy jokaiseen tutkimuskeskuksen Koatll %0 Ruokala "0 Valnevarasto

rakennukseen. Miten tutkijan
kannattaa lapioida tiet puhtaaksi, ettd
varsinaisiin tothin pdadstddan
mahdollisimman nopeasti? Kuvan[19
painotetussa verkossa painot ovat
valimatkoja metreissd.”

Kuva 12: Mitka tiet tutkijan kannattaa
aurata, jotta lunta taytyisi lapioida mah-
dollisimman viahan?

Tutkijan lumityot -ongelma voidaan luokitella analyysi-synteesiongelmaksi,
koska tehtavinasettelusta ei kdy ilmi, mitkd operaatiot johtavat ongelman
lopputilaan. Ongelman alkutila on, ettd kaikki tiet ovat puhdistamatta, ja
lopputila on se, ettd tutkija on tehnyt lumitoitd mahdollisimman vahén ja
hénelld on puhdistettu tie jokaiseen tutkimuskeskuksen rakennukseen. Vaikka
kyseistd ongelmaa ennen on maéaritelty tarvittavien kasitteiden liséksi Krus-
kalin algoritmi, eivat nama tiedot riita selvittdmé&an, missé jarjestyksessa tiet
tulee puhdistaa.

Ongelma Pdlyan ongelmanratkaisuprosessin nikokulmasta

Tarkastellaan ongelmaa ja sen ratkaisua Polyan ongelmanratkaisuprosessin
nakokulmasta, joka voidaan jakaa neljddn eri vaiheeseen; Ongelman ym-
martdminen, ratkaisusuunnitelman laatiminen, ratkaisusuunnitelman toteu-
tus seké prosessin tulkinta ja feedback. Tarkastellaan ongelmaa kahden eri
oppijan ndkokulmasta; vasta-alkaja on verkkoteoriaan perehtyméton oppija
ja harrastaja tunnistaa, osaa ja hallitsee Verkkoteoriaa lukiolaisille -oppima-
teriaalin késitteitd kyseessé olevaan ongelmaan saakka.
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1) Ongelman ymmértiaminen

Ongelman ymmartdminen muodostuu sekd ongelman loytymisestd, ettd on-
gelmanasettelun ymmdrtimisestd. Ensimmaéisessa vaiheessa tulee siis ymmér-
tad, mika on tehtédvasséd varsinainen ongelma ja motivoitua ratkaisemaan se.
Kyseinen ongelma on pyritty rakentamaan niin kiytdnnonlaheiseksi, etté teh-
tavanasettelussa ei tarvita verkkoteorian késitteistod. Néain verkkoteoriaan
perehtymattomalld on myos mahdollisuus ratkaista ongelma. Vaikeusasteel-
taan ongelma tulisi olla ratkaisijalleen haastava, mutta ei mahdoton.

Vasta-alkajan nakokulmasta ongelma on ratkaistu, kun kaikkiin raken-
nuksiin on puhdistettu tie ja teiden puhdistamiseen on kaytetty mahdollisim-
man vahan tyota. Ratkaisussa tulee kyetd selvittdmaan missa jarjestyksessé
tiet kannattaa puhdistaa, mutta lopputuloksen jarkevyytté voidaan vain ar-
vioida. Harrastajan nakokulmasta haluttu lopputulos on minimaalinen virit-
tava puu, joka saadaan selville Kruskalin algoritmilla. Kruskalin algoritmi ei
sovellu ongelmanratkaisuun vaan puhdistettavien teiden jérjestys tulee sel-
vittdd muulla tavalla.

2) Ratkaisusuunnitelman laatiminen

Ratkaisusuunnitelman laatiminen muodostuu ongelman tismennyksestd, on-
gelman analysoinnista ja ratkaisuwidean loytymisestd. Ongelman tédsmennyk-
sessa tarkastellaan, mitka tekijat mahdollisesti johtavat ongelmanratkaisuun.
Ongelman analysointi muodostuu useista eri tekijoisté, joissa esimerkiksi voi-
daan pohtia, mitka lahtotiedoista ovat olennaisia, onko lahtotietoa tarpeeksi
tai tarpeettomasti, voidaanko tilannetta havainnollistaa tai onko ongelma yli-
paatadan mielekds. Ratkaisuidean 16ytyminen hypoteettisessa muodossa muo-
dostuu yleenséd edelld mainittujen tietojen jérjestelystd ja tietojen valisten
linkkien 16ytéamisesta.

Vasta-alkajan ratkaisuidea voisi olla seuraava. Puhdistetaan tiet siten, et-
ta saavuttaessa risteykseen ristedvista teistd puhdistetaan seuraavaksi lyhin
tie. Harrastajan ratkaisuidea voisi olla seuraava. Jokaisessa vaiheessa liite-
tadn kaaripainoltaan mahdollisimman pieni kaari kasvavaan puvuhun. Loppu-
tulos voidaan tarkastaa muodostamalla Kruskalin algoritmilla minimaalinen
wirittava puu ja vertaamalla saatua puuta Kruskalin puuhun.

3) Ratkaisusuunnitelman toteutus

Ratkaisusuunnitelman toteutus jakautuu ratkaisuidean toteuttamiseen, rat-
kaisun mddarittdmiseen ja ratkaisun esittdmiseen. Ratkaisuidean toteutta-
misvaiheessa testataan omaa ongelmanratkaisuideaa suorittamalla méaarite-
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tyt operaatiot. Kyseinen vaihe vaatii ongelmanratkaisijalta konvergenttiaﬁ
ajattelua: ongelmanratkaisuidea suoritetaan alusta loppuun silla tavalla kuin
se alun perin suunniteltiin. Ratkaisun maéaarittdminen tarkoittaa arviointia,
onko ongelmanratkaisun lopputulos ongelman todellinen ratkaisu. Ratkaisun
esittdmisvaiheessa ratkaisu muotoillaan sellaiseksi, ettd se vastaa haluttuun
kysymykseen ja on esitetty kayttdmalla lukijan kannalta sopivaa muotoilua
ja viestintatapaa.

Vasta-alkajan ratkaisuidean toteutus tuottaa virittdvan puun, joka ei vélt-
tdmatta ole minimaalinen virittava puu. Vasta-alkajan on hankala selvittaé,
mikd on ongelman todellinen ratkaisu. Harrastajan ratkaisuidean toteutus
tuottaa minimaalisen virittdvan puun, joka hénen on mahdollista myo6s tar-
kastaa edelld kuvatulla toisella menetelmaélla.

4) Prosessin tulkinta ja feedback

Prosessin tulkinta ja feedback jaetaan ratkaisun wudelleenkokeiluun ja -jar-
jestelyyn sekd loppukatsaukseen. Ratkaisun uudelleenkokeilu ja -jarjestely tar-
koittaa, etta ratkaisun oikeellisuudesta pyritdéan varmistumaan tavalla tai toi-
sella. Téssa vaiheessa ratkaisuidean operaatioita voidaan jarjestaéd uudelleen
tali muokata niin, ettd ne johtavat ongelman todelliseen ratkaisuun. Ongel-
man ratkaisua on tarkoitus puntaroida kaikin mahdollisin keinoin ja varmis-
tua, etté vallitseva tulos on ongelman todellinen ratkaisu.

Loppukatsaus on ongelmanratkaisuprosessin kannalta tarkeé riippumatta
siitd, onko ongelma ratkaistu vai ratkaisematta. Loppukatsauksessa pyritdan
varmistumaan niistd operaatioista, jotka johtivat lopputulokseen. Téalla ta-
voin pyritdan erottelemaan mitké tekijat johtivat toivottuun tai ei-toivottuun
lopputulokseen, jotta menetelmiéd voidaan hyodyntaa ratkottaessa vastaavan-
laisia ongelmia.

Vasta-alkajan feedback ja tulkinta ongelmanratkaisuprosesseista voisi ol-
la, ettd ratkaisuideaa voidaan kehittdd: tehddén uusi kehittyneempi strate-
gia, ja asetetaan se uudelleenkokeiluun. Vasta-alkajan kehittyneempi strate-
gia voisi olla seuraava; hyodynnetddan jo aurattuja tietd siten, ettd niita pitkin
voidaan palata takaisin ja valita siten kaikista kaytettdvissa olevista risteyk-
sistd lyhin tie. Harrastajan feedback ja prosessien tulkinta voisi olla seuraava:
ongelma on ratkaistu — minimaalinen virittdva puu saavutettu, ratkaisuidea
onnistui, koska jokaisessa wvaiheessa valitaan kaaripainoltaan mahdollisim-
man pient kaari ja kasvava puu pysyy koko prosessin ajan yhtendisend.

13Konvergentti ajattelu tarkoittaa prosessointia ja ajattelua, joka tahtia tiettyyn tulok-
seen.
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5.3.5 Turun posti -ongelma

Turun posti -ongelma on orientaatio-ongelma Dijkstran algoritmille, jolla op-
pijaa ohjataan pohtimaan analogioita algoritmien ja ongelmanratkaisun valil-
14 seka konstruoimaan erilaisia malleja ja algoritmeja, joilla ongelma voidaan
ratkaista. Jos ongelman halutaan herédttdaa ajatuksia lyhimpien ketjujen algo-
ritmista, on ongelma orientaatio-ongelma. Jos ongelman oletetaan opettavan
Dijkstran algoritmi, vaatii ongelma joko ratkaisijaltaan paljon matemaattista
osaamista tai opettajalta voimakasta ohjausta.

Jyvaskyla

Turun posti -ongelma: "Ulkomailta
Suomeen saapuva posti kulkee Turun
sataman kautta, josta posti
toimitetaan eteenpdin. Mitkd olisivat
lyhimmdt reitit kuljettaa posti
Turusta Kuvan [15 kaupunkeihin?”

Kuva 13: Mita reitteja pitkin posti kan-
nattaa kuljettaa Turusta eteenpéin?

Mallien konstruointi ja analogiat

Téaméan ongelman on havaittu aiheuttavan useimmissa oppijoissa tietyn tyyp-
pisen intuitioon perustuvan ratkaisumallin soveltamista. Ratkaisussa pyri-
tadn intuitiivisesti perustelemaan, mitka reittivaihtoehdoista eivéit ainakaan
ole lyhimpia ja mitkd nayttaisivat olevan lyhimpid. Tadméan ratkaisumallin
kompastuskivend saattaa olla esimerkiksi se, ettei karttakuva ole mittakaa-
vassaan. Toisaalta intuitioon perustuvat ndkemykset voivat olla esimerkiksi
seuraavia:

1) edestakaisin ei ole jarkevdd kulkea,

2) mita laihempdand kaupungit ovat lahtokaupunkia, sita vahemmdn on eri-
laisia reittivathtoehtoja,

3) lyhimpid reitteji saattaa olla useita.

Ongelmanratkaisun kannalta néiden intuitiondkemysten avulla tehtdvi saat-
taa olla ratkaistavissa, mutta ne eivit viela valttamétta johda algoritmien
keksimiseen. Seuraavan jatkotehtévan avulla ratkaisijaa voidaan ohjata rat-
kaisemaan ongelma algoritmisesti.
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"Muodostakaa toimintaohje, jonka avulla voidaan etsid mistd tahansa paino-
tetusta verkosta lyhimmdt ketjut annetun solmun ja muiden solmugjen vdlille.”

Ongelmanratkaisumalleja voidaan konstruoida etsimélla analogioita Suomen
tietoverkko -ongelman ja tutkijan lumityot -ongelman ratkaisuista ja algo-
ritmeista. Niiden ratkaisujen myotd on oppijalle tullut tutuksi algoritmien
esitystavoista algoritmi toimintaohjeena ja algoritmi kaaviokuvana. Turun
posti -ongelman ratkaisussa voidaan loytdd myos analogioita ongelmien ja
algoritmien vilille (Taulukko [1)).

Ongelma Algoritmi | Idea

Suomen tietoverkko | Kruskal lyhin kaari

Tutkijan lumityot Prim valitse lyhin puuhun liittynyt kaari
Turun posti Dijkstra | valitse puuhun liittyva lyhin ketju

Taulukko 1: Ongelmien analogiat

5.3.6 Algoritmit toimintaohjeena

Painotetut verkot -luvussa esitellaén edella kuvattujen ongelmien liséksi Krus-
kalin, Primin ja Dijkstran algoritmit toimintaohjeina, joissa oppimateriaalin
tyyliin symbolinen ilmaisu korvataan padasiassa sanallisella ilmaisulla. Kaik-
ki algoritmiset toimintaohjeet esitelldédn oranssin vérisissa kehyksissé, jonka
ylapuolella on algoritmin nimi ja lyhyt kuvaus algoritmista.

Symbolit korvataan vireilla

Algoritmin toimintaohjetta ja sen etenemistd on havainnollistettu kuvilla,
joissa verkon osia on varitetty vihrealld, sinisella ja punaisella. Véreja kiyte-
taan siten, ettd alkuperdisen mustan verkon kaaria ja solmuja merkitaan si-
nisella varilla, kun ne ovat "potentiaalisia ehdokkaita” algoritmin tuottamaan
puuhun, jonka jalkeen ne varittyvit joko punaisella tai vihreélla. Verkon kaa-
ria viritetddn punaisella vérilla, jos ne eivit kuulu algoritmin tuottamaan
verkkoon. Voidaan myo0s ajatella, ettd punaiset kaaret poistetaan verkosta.
Verkon ne osat, jotka kuuluvat algoritmin tuottamaan puuhun, viritetaan
vihreélla. Lopuksi verkon vihreédt osat muodostavat aina algoritmin tuotta-
man aliverkon, niissi tapauksissa joko minimaalisen virittdvin puuny tai
Dijkstran virittdvan puun.

MMinimaalisen virittivin puun tuottaa Kruskalin tai Primin algoritmi.
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Jokaisen algoritmin jélkeen on kehystetty tehtévé, jossa oppija voi har-
joitella algoritmin etenemisté. Kyseiset ongelmat voidaan luokitella korkein-
taan interpolaatio-ongelmiksi, koska tehtdvinannosta kiy ilmi yksityiskoh-
tainen toimintaohje ongelmanratkaisuun, ongelman alku- ja lopputila. Tasté
johtuen naiden ongelmien kohdalla on varmempaa puhua pikemminkin teh-
tavistd kuin ongelmista. Naiden tehtédvien tarkoitus on opettaa algoritmien
perusperiaatteiden lisdksi kyseisten algoritmien proseduureja.

Proseduurien opettaminen ja kyky algoritmiseen ajatteluun

Perinteisesti kyseesséd olevat algoritmit esitetdén formaalilla matematiikan
kielelld, jotka sisaltavit sekd joukko-opillisia ettd operationaalisia symboleita
(katso esimerkiksi Primin algoritmi s. . Painotetut verkot -luvun tavoit-
teena on antaa valmiuksia oppijalle ymmartaé algoritmin idea, mallintaa ja
tuottaa yleisesti algoritmeja joko toimintaohjeen muodossa (katso esimerkik-
si Primin algoritmi VL s. 44) tai kaaviokuvana (katso esimerkiksi Primin
algoritmi VL s. 54 Kuva 75).

Joensuun Normaalikoulun lukiossa jarjestetylla Verkot ja relaatiot -kurs-
silla lukiolaistiimit muodostivat tutkijan lumityot -ongelman pohjalta omia
toimintaohjeita, joiden avulla kyseinen tai jokin vastaava ongelma voidaan
ratkaista. Oppituokio toteutettiin niin, ettd tiimit ratkaisivat aluksi Suomen
tietoverkko -ongelman, jonka jilkeen heille esiteltiin kaaviokuva Kruskalin
algoritmin toimintaideasta (katso VL s. 57 Kuva 74). Kun tiimit olivat rat-
kaisseet Tutkijan lumityot -ongelman, heille annettiin jatkotehtavas:

"Muodostakaa toimintaohje toiselle tiimille, jonka perusteella toinen tiimi
pystyy ratkaisemaan tutkijan lumaityot -ongelman.”

Toimintaohjeen keksimisen jdlkeen tiimit testasivat toisten tiimien tuotok-
sia ja pohtivat toimintaohjeen toimivuutta, yksityiskohtaisuutta ja selkeyt-
td. Tiimien X ja Y tuotokset on esitetty Liitteessd 2. Molempien tiimien
tuotoksista 10ytyy analogioita Suomen tietoverkkoa koskevaan ongelmaan.
Toimintaohjeen ulkoasu ja tyyli on ldhes identtinen malliesimerkin kanssa.
Verkkoteorian kéasitteiston kannalta tiimien toimintaohjeet eroavat huomat-
tavasti. Tiimin X toimintaohjeessa kiytetddn runsaasti verkkoteorian kasit-
teitd ja vastaavasti tiimin Y toimintaohjeessa verkkoteorian késitteisté on
korvattu erittdin vapaalla verbalisoinnilla. Molemmat tiimit totesivat kui-
tenkin arvioitavan tiimin toimintaohjeen olevan toimiva siind mielessé, etté
toimintaohjeen avulla pystyy ongelman ratkaisemaan.
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6 Tuotetut oppimateriaalit

Tuotetut oppimateriaalit realisoituivat kahdeksi kurssiksi: kontaktiopetukse-
na jarjestetty Verkot ja relaatiot -kurssi Joensuun normaalikoulun lukiossa
ja Verkkoteoriaa lukiolaisille -verkkokurssi ISOverstaassa. Oppimateriaalin
luomisesta vastasi kaksi tyontekijéa Itd-Suomen yliopistossa.

Oppimateriaalien luominen aloitettiin kesélld 2011. Syksyksi 2011 kasas-
sa oli oppimateriaalipaketti, joka sisdltda ongelmaldhtoisen kurssimonisteen
ja erilaisia verkkotehtédvid. Kurssi jarjestettiin kontaktiopetuksena syksylla
2011 Joensuun normaalikoulun lukiossa. Lopuksi kaikki oppimateriaalit di-
gitalisoitiin ja muunnettiin ne verkkokurssiksi ISOverstaaseen vuoden 2012
alussa.

6.1 Verkkoteoriaa lukiolaisille -verkkokurssi 2012

Verkkoteoria lukiolaisille on verkkokurssi ISOverstaan Moodle-jérjestelméassé.
Kurssi on tarjolla kaikille kouluille Suomessa ja ulkomailla.

e Kurssimoniste:

http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/MatematiikanMestariluokka/

VerkotJaRelaatiot/Kurssimoniste/VerkkoteoriaaLukiolaisille.pdf
e Kurssin kotisivut:

https://isoverstas.moodle.fi/course/view.php?id=3630

6.2 Verkot ja relaatiot -kurssi 2011

Verkot ja relaatiot on matematiikan valinnainen kurssi, joka jérjestettiin
Joensuun normaalikoululla syksylla 2011. Kurssin hyvaksytysti suoritti noin
kymmenen lukiolaista.

e Kurssimoniste:

http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/MatematiikanMestariluokka/

VerkotJaRelaatiot/Kurssimoniste/Verkotjarelaatiot.pdf

e Oppimateriaalit:

http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/MatematiikanMestariluokka/

VerkotJaRelaatiot/verkot_ja_relaatiot_kurssimateriaali.html

e Kurssin kotisivut:

http://wanda.uef.fi/matematiikka/kurssit/MatematiikanMestariluokka/

VerkotJaRelaatiot/index.html
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LIITE 2: Toimintaohje tutkijan lumityo -ongel-
maan lukiolaisten tyyliin

Valitaan mikéa tahansa
aloitussolmu.

Y

Valitaan Iyhin puuhun liittyvéa
kaari, joka johtaa solmuun,
Jjossa ei ole kéyty.

Y
Onko kaikki solmut | KYLLA | Valmis/minimaalinen
Kkéyty? virittava puu.

y El

Kuva 14: Tiimin X tuottama algoritmi.

Valitse ensin hauska
aloituspiste.

Valitaan lyhin reitti
seuraavaan hauskaan »
pisteeseen.

Jo valituista hauskoista
pisteista valitaan uudelleen
lyhin reitti uuteen tylsdéan
pisteeseen.

/

Té&ta jatketaan, kunnes
on tylsistytty tarpeeksi ja
vierailtu jokaisessa
pisteessa.

Kuva 15: Tiimin Y tuottama algoritmi.
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LIITE 3: Suomen tietoverkko -ongelma esilla Abi-
Tour2011-2012 -kiertueella

[td-Suomen yliopiston fysiikan ja matematiikan laitos jarjesti AbiTour2011-
2012 -kiertueen [6], jonka tarkoituksena oli esitelld fysiikan ja matematiikan
opintoja néisté aineista kiinnostuneille abiturienteille. Kiertueen yhteydessé
Suomen tietoverkko -ongelma esitettiin seuraavissa lukioissa:

e Tietdviisen koulu ja Tohmajérven lukio 21.11.2011
e Kiteen lukio 21.11.2011

e Joensuun normaalikoulun lukio 22.11.2011

e Tuusniemen lukio 24.11.2011

e Siilinjarven lukio 24.11.2011

e [isalmen lyseo 24.11.2011

e Kuopion yhteiskoulun musiikkilukio 30.11.2011
e Kuopion lyseon lukio 30.11.2011

e Kallaveden lukio 30.11.2011

e Minna Canthin lukio 30.11.2011

e Joensuun lyseon lukio 7.12.2011

e Joroisten lukio 12.12.2011

e Varkauden lukio 12.12.2011

e Heindveden lukio 12.12.2011

e Juuan lukio 13.12.2011

e Polvijarven yldaste ja lukio 13.12.2011

e Rautavaaran lukio 13.12.2011

e Joensuun yhteiskoulun lukio 15.12.2011

e Juankosken koulu ja lukio 16.12.2011

e Outokummun lukio 16.12.2011

62



Nilsién lukio 16.12.2011

Mikkelin lukio 5.1.2012

Kuopion klassillinen lukio 10.1.2012
Suonenjoen lukio 10.1.2012

Kajaanin lukio 13.1.2012

Sotkamon lukio 13.1.2012

Nurmeksen lukio 13.1.2012

Kuhmon yhteislukio 13.1.2012
Savonlinnan lyseon lukio 16.1.2012
Juvan lukio 16.1.2012

Punkaharjun lukio 16.1.2012
Sulkavan lukio 16.1.2012

Joutsenon lukio 18.1.2012

Kimpisen lukio 18.1.2012

Lauritsalan lukio 18.1.2012
Lappeenrannan lyseon lukio 18.1.2012
Vuoksenniskan yhteiskoulun lukio 19.1.2012
Imatran yhteislukio 19.1.2012

Parikkalan lukio 19.1.2012
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