Vaihtoehtoratkaisuja

Malliratkaisuissa on kuhunkin tehtavaan yksi mahdollinen ratkaisutapa. Tietysti tehtavéin voi ratkaista useammalla
mielenkiintoisella tavalla. Alle on koottu vaihtoehtoisia ratkaisuja.

Harjoitus 4

1. Jos z on reaaliluku siten, etta

niin osoita, ettd joko x > 1 tai —2 < x < —1.

Ratkaisu. Tapa II. Huomataan, etta
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Siis arvolla z = —2 lauseke ei ole mééritelty. Arvoilla z = £1 lauseke saa arvon nolla ja haluttu epayhtélo ei pade.

Siis arvot —2, —1, 1 eivat ole ratkaisuja.

Muutoin lausekkeen merkki riippuu termien x — 2, z — 1 ja x + 1 merkistd. Tehddén merkkikaavio.
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Siis, kun x > 1, kaikki termeistd x — 2, x — 1 ja = 4+ 1 ovat positiivisia ja siis murtolauseke on positiivinen. Liséksi, kun
—2 < x < —1, niin termi x — 2 on positiivinen ja x — 1 ja x + 1 ovat negatiivisia, jolloin murtolauseke on positiivinen.
Muutoin murtolauseke ei ole positiivinen.




Merkkikaaviota muistuttaa kulkukaavio. Tarkastellaan tasta esimerkkié.
Esimerkki. Milloin funktio f(z) = 2% — 62 on kasvava?

Ratkaisu. Funktio on kasvava jos ja vain jos sen derivaatta on ei-negatiivinen.

Funktion derivaatta on f(x)

= 322 — 6. Siis f/(z) = 0, jos ja vain jos 322 = 6 eli x = ++/2. Lisiiksi esimerkiksi
F(43)=9-6=3>0ja f/(0) =

—6 < 0. Tehdaan kulkukaavio

Siis, kun x < —v/2 tai z > v/2, niin f’(z) > 0 ja funktio f on kasvava.
Toisaalta, kun —v/2 < x < /2, niin f’(z) < 0 ja funktio f on vithenevi.

Siis f on kasvava joukossa (—o0, —v/2] U [V/2, 00).




2. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd seuraavat ehdot ovat keskendén yhtapitavat:

(a) n — 5 on pariton,
(b) 3n + 2 on parillinen (c) n? + 1 on pariton.

Ratkaisu. Tapa II. Osoitetaan, ettd kukin ehto patee, jos ja vain jos n on parillinen. Tarkastellaan kutakin ehtoa
erikseen.

Ehto (a) pétee, jos ja vain jos n — 5 = 2m + 1 jollakin m € Z; eli n = 2m + 6 = 2(m + 3), missd m + 3 € Z; eli n on
parillinen.

Ehto (b) pétee, jos ja vain jos 3n + 2 = 2k jollakin m € Z. Télloin 3n = 2(k — 1) on parillinen, mik& toteutuu jos ja
vain jos n on parillinen.

Ehto (c) toteutuu, jos ja vain jos n? on parillinen. TAmi on yhtéipitivii sen kanssa, etti n on parillinen.

4. Olkoon n pariton kokonaisluku. T&lléin n = 2k 4 1 jollakin kokonaisluvulla k. Nyt n = 2k + 1 péatee jos ja vain jos

n—1

k=
2

Saatiin kaava luvulle k. Siis jos luku n on kiinnitetty, niin luku k¥ méaaraytyy téta kaavaa kayttamalld yksikasitteisesti.



5. Onko olemassa reaalilukua z siten, ettd z* < x < 22?

Ratkaisu. Tapa II. Ei ole olemassa. Oletetaan, ettd z on jokin reaaliluku, jolle patee
ot <z <2t (1)

Kaikille reaaliluvuille y pétee y? > 0. Siis #* = (22)? > 0. Saadaan

0<az*<az<a? (2)
Siis kaikki tamén epéayhtalon luvut ovat ei-negatiivisia ja korottamalla epayhtalo nelioon saadaan

0<a®<a? <ot (3)
Nyt epdyhtéloista (2) ja (1) saadaan sopivat osat poimimalla

<ot <z <

Saatiin 22 < x2, miki ei voi pitiid paikkaansa. Siis epiyht#ld (1) ei toteudu milldéin reaaliluvuilla.
Tapa III. Osoitetaan, ettd millisin reaaliluvulla x ei pide z* < 2 < 22.

Kaksoisepiyhtilo 2% < x < 22 tarkoittaa siti, ettd samaan aikaan pitee z* < x ja x < 22. Osoitetaan siis, ettd niin
ei ole, vaan patee jokin seuraavista tilanteista

>z ja x> 22 (1)
tai

>z ja z<a? (2)
tai

<z ja x>t (3)

Tilanne (1) péatee, jos ja vain jos = 0 tai = 1.
Tilanne (2) pétee, jos ja vain jos < 0 tai > 1.
Tilanne (3) pétee, jos ja vain jos 0 < z < 1.

Néhdéan, ettéd jos x on reaaliluku, niin jokin ehdoista x =0, z =1, 2 <0, x > 1 tai 0 < < 1 on tosi; ja siten jokin
ehdoista (1)-(3) on tosi.



Tapa IV. Piirretddn kiyrien y = z, y = 22 ja y = 2* kuvaajat.
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Nithdédn, ettd kiyrd y = z ei ole koskaan kiyrien y = 2 ja y = 22 villissid. (Pisteissi @ = 0 jax = 1 piitee 2? = 2 = 22,

mutta ei siellikién aito epiyhtilo 4 < o < 22.) Siis epayhtilé z* < x < 22 ei toteudu mill#én reaaliluvulla z.




Tapa V. Oletetaan, etté
ot <z <2’

Arvolla z = 0 tulisi 0 < 0 < 0, joka ei ole totta.
Oletetaan, ettd x # 0 ja jaetaan télla luvulla. Saadaan

P<l<z eli 22—1<0<az—1.
Geometrisen sarjan summakaavan perusteella

3 —1

=2+ +1,
z—1

joten 2® — 1 = (x — 1)(2® + x + 1). Siis saadaan yhtipitivi epiayhtilo
(z-D@@*+2r+1)<0<z—1

Arvolla z = 1 tulisi 0 < 0 < 0, joka ei ole totta.
Oletetaan, ettd = # 1 ja jaetaan télla luvulla. Saadaan

P?4+r+l1<0<1.
Nahdéan, etta
3
x2+x+1:(a:71/2)2+1>0.

Siis epayhtalo ei voi pated millaan luvulla x.
6. Jos

7(5x + 2y) = 35z + 14y = 253,
niin

253 [
5T 4 2y = - = 36, 142857 = 36, 142857 142857 . ..

Jos molemmat z ja y olisivat kokonaislukuja, niin 5z + 2y olisi my0s kokonaisluku, miké olisi ristiriita. Siis molemmat
x ja y eivat ole kokonaislukuja.



Hupijuttu. Pitee
% =0, 142857 142857 ...

Siis )
- =0,14
7 )
ja
2
- ~2-0,14=0,28
7
ja

%%3~0,14:0,42.

Osoittautuu, etta

1
= —0,142857...

7

% — 0,2857 142857 ...
3

== 0,42 142857 ..

4

== 0,57 142857 ..

5

- =0.71 142857 ..

6

- =085 142857 ..

Siis desimaalikehitelmét voi kirjoittaa melkein vélittoméasti, kun on selvittdnyt luvun 1/7 desimaalikehitelmén. Riitt&aa
siis selvittaa tai muistaa “142857”. Tata tietoa “taikatemppuna” kayttamalla voi kenties hammastyttaa ihmisia.

Nahdéaan viela, etta

7

= = 0,999...
7 )

1

- = 0,142...
7 )

6

- = 0,857...
7 )

Siis vahentamalla desimaaleista 9,9, 9 desimaalit 1,4, 2 saa desimaalit 8,5, 7.

Sadnnonmukaisuus perustuu seuraaviin asioihin. Koska 1/7 on rationaaliluku, sen desimaalikehitelmé on jaksollinen.
Jos n € Z, niin osamééralld n/7 on 7 mahdollista jakoja&nndstéd, joista yksi on nolla. Siis nollasta poikkeavia
jakojaannoksia on 6 = 1-3 = 2 - 3 kappaletta.



