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LUKIJALLE

Lineaarialgebran kursseja edeltäviksi opinnoiksi suositellaan jotain lukion mate-
matiikkaa teoreettiselta kannalta täydentävää kurssia, esimerkiksiMatematiikan
johdantokurssia, jossa matematiikan perusasioita selvitellään huomattavasti ab-
straktimmalla tasolla kuin mitä asioita on koulussa käsitelty. Osallistujilla odote-
taan olevan mm. perustiedot ja -taidot funktioista sekä järjestys- ja ekvivalenssi-
relaatioista.

Kurssiin liittyy jonkin verran pakollisia tietokonedemonstraatioita, joista osassa
keskitytään oppimaan uusia käsitteitä vuorovaikutteisten tehtäväarkkien avulla, ja
osassa opetellaan lineaaristen struktuurien käsittelyä matematiikan tietokoneoh-
jelmilla (Maple/Matlab). Nämä eivät kuitenkaan edellytä varsinaisten ohjelmoin-
tikielten tuntemusta.

Lineaarialgebran kursseilla on tarkoitus oppia mm.

– ratkaisemaan lineaarisia yhtälöryhmiä (osa a)
– vektori- ja matriisilaskentaa (osa a)
– lineaariavaruuksien rakennetta ja teoriaa (osa a)
– lineaarikuvausten toimintaa ja teoriaa (osa b)
– sisätuloavaruuksien ominaisuuksia (osa b)
– ominaisarvojen ja -vektorien laskeminen (osa b)
– matriisin diagonalisointi ja neliömuototyypit (osa b)
– tietokoneen käyttöä lineaarialgebrassa (osat a ja b)
– edellisten tietojen ja taitojen soveltamista (osat a ja b)

Kurssin pedagogisena tarkoituksena on tutustuttaa opiskelija paitsi konkreettiseen
vektori- ja matriisilaskentaan sekä vektoriavaruuksiin,myös abstraktiin lineaa-
riavaruuksien teoriaan. Tämä aksiomaattinen, puhtaasti joukko-oppiin ja logiik-
kaan perustuva teoria on ideaalinen esimerkki yhtaikaa käyttökelpoisesta mut-
ta silti verrattain yksinkertaisesta struktuurista. Kurssin toivotaankin kehittävän
käsitteenmuodostus- ja abstrahointitaitoa sekä harjaannuttaa näkemään jo ennes-
tään tuttuja asioita uudesta näkökulmasta.

Oppikirjana tai oheismateriaalina voi käyttää esimerkiksi teosta

Leon, Steven J.: Linear algebra with applications, third edition. - Macmillan, New
York, 1990 tai myöhempi, luvut 1-6 (1-3 osa a, 4-6 osa b).

Joensuussa 9. tammikuuta 2019
Martti E. Pesonen



MERKINNÄT

Kurssilla käytetään normaaleja logiikan merkintöjä:

negaatio ja konnektiivit: ei¬, tai∨, ja∧, seuraa⇒, yhtäpitävää⇔
kvanttorit: on olemassa∃, kaikilla ∀,
joukko-opin merkinnät: tyhjä joukko∅, kuuluu joukkoon∈, osajoukko⊆
joukko-operaatiot: joukonA komplementtiA, joukkojen yhdiste∪, leikkaus∩,
erotus\, tulo(joukko)×
MerkinnälläX := lauseke asetetaan symbolilleX arvolauseke.

Z, Q, R jaC ovat kokonaislukujen, rationaalilukujen, reaalilukujenja kompleksi-
lukujen joukot. Luonnollisten lukujen joukkoN on tässäaidostipositiiviset koko-
naisluvut jaN0 := N ∪ {0}.
Lisäksi käytetään nk.lukumääräjoukkoa

[n] :=

{
∅, kunn = 0
{1, 2, 3, . . . , n}, kunn ∈ N

A+ tarkoittaa joukonA aidosti positiivista osaa.

Isot kirjaimetA, B, C, . . . edustavat tällä kurssilla yleensä matriiseja;U , V , W ,
. . . vektorijoukkoja tai lineaariavaruuksia jaL, M , . . . lineaarikuvauksia.

Pienetja kreikkalaisetkirjaimet ovat yleensä alkioita tai lukuja.

Lihavoidut pienet kirjaimet ovat vektoreita; käsin kirjoitettuna ne on syytä alle-
viivata (u).

Kalligrafiset kirjaimetP, C, . . ., tarkoittavat tavallisesti jotakin funktiojoukkoa;
kuitenkinK tarkoittaa vektoriavaruuden kerroinkuntaa, joka yleensäonR taiC.

Josn ∈ N, niin n-ulotteisten vaakavektorienjoukko on

Kn = {(x1, x2, . . . , xn) | xk ∈ K}.
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1 JOHDANTOA – KERTAUSTA

1.1 Vektorit ja yhtälöt

Lineaarialgebran perusolioita ovat mm. vektorit ja matriisit sekä niiden lineaari-
kombinaatiot eli lineaariset yhdistelmät.

Lineaarikombinaatioon äärellinen summa

c1X1 + c2X2 + . . .+ cnXn

missäc1, c2, . . . , cn ovat skalaareja(reaali- tai kompleksilukuja) jax1, x2, . . . ,
xn ovatvektoreita(tai matriiseja); esimerkiksi reaalilukuja, kompleksilukuja, ab-
strakteja vektoreita, avaruudenRn vektoreita, funktioita, lukujonoja, suppenevia
sarjoja, jne . . .

Muotoa
c1X1 + c2X2 + . . .+ cnXn = Y

oleva yhtälö, missä symbolit edustavatci ovat tunnettuja skalaareja jaY on tun-
nettu vektori, onn:n tuntemattoman (lineaarinen) vektoriyhtälö. Yhtä hyvin vek-
torit xi voivat olla tunnettuja ja skalaaritci tuntemattomia, tai tuntemattomista osa
voi olla skalaareja, osa vektoreita.

Esimerkki 1.1.1 Ratkaise vektori(x, y) ∈ R2 yhtälöstä

a) 2(x, y) = (3, 4)

b) 3(x, y) + 4(2y, 3x) = (1, 2).

Ratkaisut. a) Tässä tarvitsee tietää mitä tarkoittaaskalaarilla kertomineneli skaa-
laus ja vektoriensamuus(=). Vektoriyhtälö palautuu tavallisten yhtälöiden ryh-
mäksi:

2(x, y) = (3, 4) ⇐⇒ (2x, 2y) = (3, 4)

⇐⇒
{

2x = 3
2y = 4

⇐⇒
{

x = 3
2

y = 2

Siis (x, y) = (3
2
, 2) = 1

2
(3, 4).

b) Tähän sisältyy myös vektorien yhteenlaskua:

3(x, y) + 4(2y, 3x) = (3x, 3y) + (8y, 12x) = (3x+ 8y, 3y + 12x) = (1, 2)
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⇐⇒
{

3x + 8y = 1
3y + 12x = 2

⇐⇒
{
−12x − 32y = −4
12x + 3y = 2

⇐⇒
{
−12x − 32y = −4

− 29y = −2

⇐⇒
{

y = 2
29

x = 1
−12

(32y − 4) = 13
87

Siis (x, y) = (13
87
, 2
29
).

Esimerkki 1.1.2 Ratkaise vektorit(x, y) ja (u, v) ∈ R2 vektoriyhtälöryhmästä

{
(x, y) + 2(u, v) = (−1, 3)
2(x, y) + 3(u, v) = (2, 1)

Ratkaisu. Kirjoitetaan yhtäpitäväksi koordinaateittaiseksi vektoriyhtälöryhmäksi

{
(x+ 2u, y + 2v) = (−1, 3)

(2x+ 3u, 2y + 3v) = (2, 1)

joka puolestaan on ekvivalentti skalaariyhtälöryhmän





x + 2u = −1
y + 2v = 3

2x + 3u = 2
2y + 3v = 1

kanssa. Tässä kannattaa ryhmitellä yhtälöt kahteen ryhmään, joissa kummassakin
on vain kaksi tuntematonta:





x + 2u = −1
2x + 3u = 2
y + 2v = 3
2y + 3v = 1

⇐⇒ · · · ⇐⇒





x = 7
u = −4
y = −7
v = 5

eli (x, y) = (7,−7) ja (u, v) = (−4, 5).

Lineaariset vektoriyhtälöt johtavat siis luonnollisellatavalla skalaariyhtälöiden
muodostamaan yhtälöryhmään.
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1.2 Geometrinen näkökulma

Lineaarinen kahden tuntemattomanx ja y yhtälö voidaan aina saattaa muotoon

ax+ by = c,

mikä analyyttisen geometrian mielessä vastaa suoraa tasossaR2.

Kahden suoran yhteiset pisteet selviävät näiden suorien yhtälöiden muodostamas-
ta yhtälöryhmästä {

ax + by = c
dx + ey = f

Sen ratkaisuksi on tunnetusti kolme mahdollisuutta:

• ei lainkaan ratkaisua, jolloin suorat ovat yhdensuuntaiset, mutteivät samat,
• yksi piste(x′, y′), suorienleikkauspiste,
• kokonainen suora, jolloin yhtälöt esittävätkin samaa suoraa.

Mikäli yhtälöitä on enemmän kuin kaksi (Kuva 1), ratkaisujaei tavallisesti ole,
mutta silloinkin voidaan yleensä laskea eräänlainenkompromissiratkaisu, nk.pie-
nimmän neliösumman ratkaisu(PNS), ks. Luku 21.

Kuva 1: Kaksi tuntematonta, kolme yhtälöä, ei ratkaisua

Tehtävä 1.2.1 Piirräxy-tasoon seuraavat suorat ja määritä niiden leikkauspisteet
(tai yleisemmin niiden yhteiset pisteet):

a)y = x+ 1 ja y = −2x+ 3
b) x+ y = 2 ja x− 2y = 2
c) x− y = 2 ja−x+ y = 1
d) x− y = 2 ja y = x− 2
e)x− y = −1, 2x+ y − 3 = 0 ja y = 2x+ 1

3

f) y = x+ 1, y = −x+ 1 ja y = 0

Ratkaisut sivulla 16.
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Koulussa opittu tapa ratkaista yhtälöryhmiä niin, että ratkaistaan joistakin yhtä-
löistä tietyt tuntemattomat muiden suhteen ja sijoitetaanjäljellä oleviin yhtälöihin,
ei ole mielekäs suurten (n,m > 2) lineaaristen yhtälöryhmien ratkaisemiseen.

Sen sijaan keino, jossa yhtälöitä kerrotaan sopivilla nollasta eriävillä luvuilla ja
yhtälöitä lasketaan puolittain yhteen tai vähennetään toisistaan tuntemattomien
eliminoimiseksi, on läheistä sukua niin kutsutulleGaussin eliminointimenetel-
mälle, joka on eräs kurssin keskeisimmistä työkaluista. Menetelmässä yhdistetään
edelliset kaksi operaatiota muotoonyhtälöstä vähennetään toisen monikerta, mi-
kä nopeuttaa prosessia. Menetelmän yleinen muoto esitetään Luvussa 2.3, mutta
otetaan tässä valmisteleva esimerkki.

Prosessin ensimmäinen vaihe on esimerkiksi seuraava:{
ax + by = c | R1

dx + ey = f | R2
⇐⇒

{
a′x + b′y = c′ | R′

1 ← A1R1

d′x + e′y = f ′ | R′
2 ← R2 − A2R1

missä luvutA1 ja A2 valitaan niin, ettäa′ = 1 ja d′ = 0. Sitten edelleen nollataan
b′:n kohdalla oleva luku ja skaalataane′:n kohdalla oleva luku ykköseksi.

Oheinen vuorovaikutteinen JSXGraph-animaatio johtaa konkreettisella tavalla
Gaussin eliminointiprosessiin (jopa Gauss-Jordanin prosessiin, jossa eliminoidaan
”kaikki mahdollinen”!), katso Luku 2.3.
Suorat tasossa(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/2DSuorat.htm

Esimerkki 1.2.2 Ratkaistaan yhtälöryhmä
{

2x − 3y = 17
3x + 5y = −3

Merkitään yhtälöryhmän rivejä symboleillaRi ja kirjoitetaan muunnettujen rivien
perään kuinka yhtälö on saatu edellisestä muodosta. Kun tässä jälkimmäisestä
vähennetään edellinen puolitoistakertaisena:

{
2x − 3y = 17 | R1

3x + 5y = −3 | R2
⇔

{
2x − 3y = 17 | R′

1 ← R1

(3− 3
2
· 2)x + (5− 3

2
· (−3))y = −3− 3

2
· 17 | R′

2 ← R2 − 3
2
R1

on jälkimmäisestä nollattu tuntemattomanx kerroin, elix on eliminoitu. Alkupe-
räisellä yhtälöryhmällä on edelleen samat ratkaisut kuin yhtälöryhmillä
{

2x − 3y = 17 | R′
1

19
2
y = −57

2
| R′

2

⇐⇒
{

x − 3
2
y = 17

2
| R′′

1 ← 1
2
R′

1

y = −3 | R′′
2 ← 2

19
R′

2

Ratkaisuksi saadaan näin(x, y) = (4,−3).

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/2DSuorat.htm


14 1 JOHDANTOA – KERTAUSTA

Tehtävä 1.2.3 Piirräx1x2-tasoon seuraavien yhtälöiden ratkaisut. Mitkä ovat vas-
taavien yhtälöryhmien ratkaisut?

a) x1 + x2 = 2 ja x1 − x2 = 2

b) x1 + x2 = 2 ja x1 + x2 = 1

c) x1 + x2 = 2 ja−x1 − x2 = −2.

Ratkaisu sivulla 17.

Vastaavasti lineaarinen yhtälöax + by + cz = d esittääxyz-avaruuden tasoa.
Useamman tason leikkauspiste (x′,y′,z′) on siten näiden tasojen yhtälöiden muo-
dostaman yhtälöryhmän ratkaisu, mikäli näitä on vain yksi.Jos ratkaisuja on ää-
rettömästi, on ratkaisujoukko suora tai taso (katso Luku 2.2).

Tehtävä 1.2.4 Onko tasoilla

a) 2x+ y − z = 0 ja x− y + 2z = 1

b) 2x+ y − z = 0, x− y + 2z = 1 ja 3x− y = 2

yhteisiä pisteitä?
Ratkaisu sivulla 17.
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1.3 Vektoreilla laskemisesta n-ulotteisessa avaruudessa

JoukkoaRn varustettuna vektorien alkioittaisella yhteenlaskulla ja vakiolla (ska-
laarilla) kertomisella

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) := (x1+y1, x2+y2 . . . , xn+yn)
α(x1, x2, . . . , xn) := (αx1, αx2, . . . , αxn)

sanotaann-ulotteiseksi euklidiseksi avaruudeksi.

Vektoreidenpiste-eli skalaaritulo(dot product, scalar product) on koordinaateit-
tain muodostettujen tulojen summa

(x1, x2, . . . , xn) · (y1, y2, . . . , yn) :=
n∑

i=1

xiyi

ja vektorinnormieli pituuson

‖(x1, x2, . . . , xn)‖ :=

√√√√
n∑

i=1

x2
i .

Normin neliö on täten vektorin pistetulo itsensä kanssa.

Esimerkki 1.3.1 Lasketaan vektorien(1, 3, 2) ja (−6, 2, 1) pistetulo ja normit.

Merkitäänx := (1, 3, 2) ja y := (−6, 2, 1). Silloin

x · y = (1, 3, 2) · (−6, 2, 1) = 1·(−6) + 3·2 + 2·1 = 2

‖x‖2 = 1·1 + 3·3 + 2·2 = 14

‖x‖ =
√
14

‖y‖2 = (−6)·(−6) + 2·2 + 1·1 = 41

‖y‖ =
√
41

Normin kaava voidaan tulkita Pythagoraan lauseen yleistykseksi, miten?

Kurssilla käsitellään myös jonkin verran kompleksilukujaja -vektoreita, erityisesti
kurssin loppupuolella.



1.4 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 1.2.1: a)(2/3, 5/3), b) (2, 0), c) eivät leikkaa, d) suoray = x − 2, e)
(2/3, 5/3), f) leikkaavat vain pareittain, pisteissä(−1, 0), (1, 0) ja (0, 1).
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–4 –3 –2 –1 1 2 3 4
x

–4

–3

–2

–1

0

1

2

3

4

y

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4
x

a) suoraty = x+ 1 ja y = −2x+ 3 b) suoratx+ y = 2 ja x− 2y = 2

–4

–3

–2

–1

0

1

2

3

4

y

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4
x

–4

–3

–2

–1

0

1

2

3

4

y

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4
x

c) suoratx− y = 2 ja−x+ y = 1 d) suoratx− y = 2 ja y = x− 2

–4

–3

–2

–1

0

1

2

3

4

y

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4
x

–4

–3

–2

–1

0

1

2

3

4

y

–4 –3 –2 –1 1 2 3 4
x

e) suoratx− y = −1, 2x+ y − 3 = 0 f) suoraty = x+ 1, y = −x+ 1
ja y = 2x+ 1

3
ja y = 0



1.4 Ratkaisuja tehtäviin 17

Tehtävä 1.2.3: Yhtälöryhmien ratkaisut ovat (ks. Kuva 2)

a) (2, 0), b) ei ratkaisua, c) suorax1 + x2 = 2.

x  + x  =1 2 1

x  - x  = 1 2 2

x  + x  = 1 2 2

Kuva 2: Tehtävän 1.2.3 suorat

Tehtävä 1.2.4: a) Kertomalle ensimmäinen yhtälö kahdella ja vähentämällä alem-
masta ylempi puolittain saadaan

{
x − y + 2z = 1
2x + y − z = 0

⇐⇒
{

x − y + 2z = 1
3y − 5z = −2

Tästä näkyy, että esimerkiksiz saa olla mielivaltainen,z ∈ R, ja siten (ääretön)
ratkaisujoukko – tasojen leikkausjoukko – on suora, jonka pisteet ovat muotoa





x = 1
3
− 1

3
z

y = −2
3

+ 5
3
z

z ∈ R

b) On yksi, sillä sopivilla kertomis- ja vähentelyoperaatioilla saadaan




x − y + 2z = 1
2x + y − z = 0
3x − y = 2

⇐⇒





x − y + 2z = 1
3y − 5z = −2
2y − 6z = −1

⇐⇒





x − y + 2z = 1
3y − 5z = −2
− 8

3
z = 1

3

⇐⇒





x = 3
8

y = −7
8

z = −1
8



2 LINEAARISET YHTÄLÖRYHMÄT

2.1 Yhtälö ja yhtälöryhmä

Sovitaan aluksi muutamista yleisistä yhtälöryhmiä koskevista nimityksistä:

OlkoonJ ⊆ Rn ja F : J → R funktio. Muotoa

F (x1, x2, . . . , xn) = 0

oleva ilmaus on(reaalinen)n tuntemattoman yhtälötuntemattomina arvoinax1,
x2, . . ., xn. Vastaavasti voidaan puhuakompleksisistaym. yhtälöistä riippuen sii-
tä, millaisia arvoja tuntemattomille sallitaan.Yhtälöryhmäksisanotaan yhden tai
useamman (äärellisen monen) yhtälön sisältävää kokonaisuutta





F1(x1, x2, . . . , xn) = 0
F2(x1, x2, . . . , xn) = 0

...
Fm(x1, x2, . . . , xn) = 0

(1)

Jos yhtälöryhmä sisältää yhteensän tuntematontax1, x2, . . . , xn, sen(yksittäisel-
lä) ratkaisulla tarkoitetaan sellaistan luvun järjestettyä jonoa(x′

1, x
′
2, . . . , x

′
n),

jonka jäsenien sijoittaminen tuntemattomien paikalle toteuttaa yhtälöryhmän kaik-
ki yhtälöt. Yhtälöryhmänratkaiseminentarkoittaa senkaikkien ratkaisujen etsi-
mistä. Yhtälöryhmän kaikkien ratkaisujen joukkoa

{(x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n) | Fi(x

′
1, x

′
2, . . . , x

′
n) = 0, i = 1, 2, 3, . . . , m}

sanomme senratkaisuksitai ratkaisujoukoksi. Yhtälöryhmällä voi olla yksi tai
useampia ratkaisuja tai ei ollenkaan ratkaisua.

Kaksi yhtälöryhmää ovat keskenäänyhtäpitäviäeli ekvivalentteja, jos niissä esiin-
tyy täsmälleen samat tuntemattomat ja niillä on tarkalleensamat ratkaisut.

Esimerkki 2.1.1 a) Yhtälönx2 − x = 3 määrää funktioF : R → R, F (x) :=
x2 − x− 3.
b) Yhtälöryhmän {

x − ln y = 2
2x + ln y = 3

määräävät funktiotF1, F2 : R× ]0,∞[→ R,

F1(x, y) = x− ln y − 2
F2(x, y) = 2x+ ln y − 3.
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Tehtävä 2.1.2 Esitä yhtälöryhmä




x2 + x + y = z
x + y + z = 0

z − y2 = 1

sopivien funktioiden avulla muodossa (1). Ratkaisu sivulla 36.

2.2 Lineaariset yhtälöryhmät

Kaikilla tieteenaloilla esiintyy ongelmia, joita kuvaamaan sopii jokin lineaarinen
yhtälö tai yhtälöryhmä. Ongelmavoi olla sellainen, että yhtälöryhmän ratkaisu
antaa tarkan, yleispätevän tuloksen. Useat konkreettisetongelmat ovat kuitenkin
epälineaarisiatai niin monimutkaisia, että mallia muodostettaessa joudutaan teke-
mään yksinkertaistuksia. Näille muodostettulineaarinenmalli on approksimatii-
vinen ja vastaavan lineaarisen yhtälöryhmän ratkaisu on pätevä vain tietyllä tark-
kuudella ja rajoitetuilla muuttujien arvoilla. Nykyään yhä suurempia yhtälöryhmiä
voidaan ratkaista tarkasti tietokoneilla. Kuitenkin suuret yhtälöryhmät ratkaistaan
edelleen erilaisillanumeerisilla menetelmillä, joiden käsittely kuuluunumeerisen
lineaarialgebranpiiriin (katso esimerkiksi Leon, Luku 7).

Määritelmä 2.2.1 Olkoot luvutaij ja bj tunnettuja ja luvutxi tuntemattomia. Yh-
tälöryhmää





a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

sanotaanm yhtälön jan tuntemattomanxi lineaariseksi yhtälöryhmäksi(system
of linear equations), jatkossa lyhyemmin (lineaariseksi)m×n-yhtälöryhmäksi.

Luvut aij ovat yhtälöryhmänkertoimia(coefficient). Lineaarinen yhtälöryhmä on
homogeeninen, jos luvutbj ovat nollia, muutoinepähomogeeninen. Josm = n,
yhtälöryhmä onkvadraattinen.

Luvussa 2.3 opetellaan systemaattinen yleispätevä ratkaisumenetelmä, niin kut-
suttuGaussin eliminointimenetelmä, joka on (lähes) sellaisenaan ohjelmoitavissa
tietokoneelle. Tätä ennen kuitenkin tutustutaan menetelmässä käytettyihin ope-
raatioihin ja koetetaan havainnollistaa niiden merkitystä.
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Tehtävä 2.2.2 Mitkä seuraavista ovat lineaarisia yhtälöitä

a) 2x− 3y = 0

b) 2x− 3y = 3

c) 2x− 3y = z

d) 2x+ xy − y = 0?

Ratkaisu sivulla 36.

Tehtävä 2.2.3 Esitä Tehtävän 2.2.2 kolmen ensimmäisen yhtälön muodostama
yhtälöryhmä funktioiden avulla muodossa (1). Ratkaisu sivulla 36.

3×3-yhtälöryhmän geometrinen tulkinta

Yhtälöryhmän {
a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

yhtälöt esittävätx1x2-tason suoria. Yhtälöryhmän mahdollinen ratkaisu on näiden
suorien leikkauspiste tai kokonainen suora, mikäli yhtälöt esittävät samaa suoraa.
Tällöin yhtälöt ovatverrannolliset, ts. toinen saadaan toisesta kertomalla vakiolla.

Lineaarinen kolmen tuntemattomanx1, x2 ja x3 yhtälö voidaan aina saattaa muo-
toon

a1x1 + a2x2 + a3x3 = b1,

mikä analyyttisen geometrian mielessä vastaa tasoa avaruudessaR3. Kaksi tällais-
ta yhtälöä muodostaa yhtälöryhmän

{
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

ja sen ratkaisuksi on tunnetusti kolme mahdollisuutta:

• ei lainkaan ratkaisua, jolloin tasot ovat yhdensuuntaiset, mutteivät samat

• tasojenleikkaussuora

• kokonainen taso, jolloin yhtälöt esittävät samaa tasoa.
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Kolmen yhtälön tapaus




a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

eroaa olennaisesti edellisistä vain siinä, että ratkaisuna voi olla myös tasan yksi
avaruuden piste(x1, x2, x3).

Kuvassa 3 esiintyvät erilaiset perustapaukset, joissa ratkaisuja on, ja Kuvassa 4
ne, joissa ratkaisuja ei ole.

Kuva 3: Kolme tuntematonta, kolme yhtälöä, ratkaisuja on

Kuva 4: Kolme tuntematonta, kolme yhtälöä, ei ratkaisuja

Maple-työarkki tasoista (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Tasot.mws

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Tasot.mws
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Yhtälöryhmän alkeismuunnokset

Lineaarinen yhtälöryhmä kannattaa opetella ratkaisemaanjärjestelmällisestimuok-
kaamalla se sopivien alkeismuunnosten välityksellä sellaiseenekvivalenttiinmuo-
toon, josta ratkaisut – mikäli niitä on – ovat helposti laskettavissa.

Seuraavien alkeisoperaatioiden käyttäminen muuntaa yhtälöryhmän toiseen yhtä-
pitävään muotoon:

I. Vaihdetaan yhtälöiden järjestystä.

II. Yhtälö kerrotaan nollasta eriävällä luvulla.

III. Yhtälöön lisätään toisen yhtälön monikerta.

Periaatteessa kussakin vaiheessa suoritetaan vain yksi alkeisoperaatio kerrallaan.
Kirjoitusvaivan vähentämiseksi operaatioita voi tehdä samanaikaisesti useita, mut-
ta tällöin on muistettava:

Varoitus! Jos operaatiota III käytetään tiettyyn välimuotoon useitakertoja, kuta-
kin yhtälöpariasaa käyttää vain kerran (miksi?). Kun prosessi suoritetaanjäljem-
pänä esiteltävällä Gaussin eliminointimenetelmällä tai Gauss-Jordanin reduktiol-
la, ei vaaraa ole.

Tehtävä 2.2.4 (Varoittava esimerkki). Mitä tehdään väärin seuraavassa:
{

x − y = 3 | R1

x + y = 7 | R2
⇐⇒

{
−2y = −4 | R′

1 ← R1 − R2

2y = 4 | R′
2 ← R2 − R1

⇐⇒
{

x ∈ R
y = 2

Mikä on oikea ratkaisu? Ratkaisu sivulla 36.

Tehtävä 2.2.5 Ratkaise alkeisoperaatioita käyttäen yhtälöryhmät

a)

{
4x + 2y = 3
5x − 3y = 4

b)

{
3x − 2y + 5z = −12
2x + 3y − 8z = 34

c)





s + t = 2
s − t = 1
3s + t = −1

d)





3x1 − 2x2 + x3 = 2
7x1 + x2 − 8x3 = −15
x1 + x2 − x3 = 0

Ratkaisu sivulla 36.

Tehtävä 2.2.6 Mitä Tehtävän 2.2.5 yhtälöt, yhtälöryhmät ja niiden ratkaisut tar-
koittavat geometrisesti tasossa tai kolmiulotteisessa avaruudessa?
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Määritelmä 2.2.7 Yhtälöryhmä




c11x1 + c12x2 + · · · + c1nxn = d1
c21x1 + c22x2 + · · · + c2nxn = d2

...
cm1x1 + cm2x2 + · · · + cmnxn = dm

on porrasmuodossa(row echelon (or staircase) form), jos sen kertoimillecij pä-
tee:

(1) jokaisen rivin ensimmäinen nollasta eriävä kerroin on1,

(2) jos rivillä k kaikki kertoimet eivät ole nollia, niin rivink + 1 alkupäässä on
kertoimina aidosti enemmän nollia kuin rivink alkupäässä,

(3) pelkkiä nollia kertoiminaan sisältävät rivit ovat viimeisinä.

Yhtälöryhmä onredusoidussa porrasmuodossa, jos se on porrasmuodossa ja

(4) kunkin rivin ensimmäinen nollasta eriävä kerroin onsarakkeensaainoa nol-
lasta eriävä kerroin.

Esimerkki 2.2.8 Yhtälöryhmä




x1 + 2x3 + 6x5 = 3
x2 + 7x3 + 2x5 − x6 = 2

x4 + 5x6 = −3
0 = a

missäa on reaalivakio, on redusoidussa porrasmuodossa. Tällä yhtälöryhmällä on
ratkaisuja jos ja vain josa = 0.

Porrasmuodon kunkin rivin ensimmäistä nollasta poikkeavaa kerrointa sanotaan
johtavaksi kertoimeksi(leading coefficient) tai johtavaksi alkioksi. Vastaava tun-
tematon onjohtava tuntematon(tai johtava muuttuja). Muut tuntemattomat ovat
vapaita tuntemattomia(tai vapaita muuttujia).

Tehtävä 2.2.9 Selvitä Esimerkin 2.2.8 yhtälöryhmän johtavat ja vapaat tuntemat-
tomat. Ratkaisu sivulla 36.

Yhtälöryhmä onkolmiomuodossa, jos se on kvadraattinen (n = m) ja kullakin
rivillä k ovatk − 1 ensimmäistä kerrointa nollia, muttackk 6= 0.
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Esimerkki 2.2.10 Yhtälöryhmä





5x1 + 2x2 + x3 = 2
1
2
x2 − x3 = 1

7x3 = 2

on kolmiomuodossa, mutta ei porrasmuodossa.

On ilmeistä, että kolmiomuodossa olevalla yhtälöryhmälläon täsmälleen yksi rat-
kaisu, koska kaikki tuntemattomat ovat johtavia. Ratkaisuvoidaan laskea yksin-
kertaisesti sijoittamalla alkaen viimeisestä tuntemattomasta.

Tehtävä 2.2.11Saata Esimerkin 2.2.10 yhtälöryhmä porrasmuotoon ja ratkaise
se. Ratkaisu sivulla 37.

Esimerkki 2.2.12 Eräs4×5-yhtälöryhmä on muunnettu muotoon





x1 − 2x2 + x4 + 5x5 = 7
x2 − x3 + 7x4 = 3

x4 + 6x5 = 8
x5 = −1

Selvitä perustellen, onko se

a) kolmiomuodossa,
b) porrasmuodossa,
c) redusoidussa porrasmuodossa?

Ratkaisu. a) Ei ole kolmiomuodossa, sillä se ei ole kvadraattinen (tai:c33 = 0).

b) On porrasmuodossa (tarkasta ehdot (1)-(3)).

c) Ei ole redusoidussa porrasmuodossa, esimerkiksi johtava x2 toisella rivillä ei
ole sarakkeensa ainoa (vaatimus (4)).

Esimerkki 2.2.13 Muunna porrasmuotoon yhtälöryhmä





x1 + x2 − x3 = 1
2x1 − x2 + 3x3 = 2
x1 − 2x2 + 4x3 = 1

Ratkaisu. Olkoot yhtälöryhmän rivitR1, R2 ja R3. KorvataanR2 yhtälölläR′
2,

joka saadaan vähentämällä toisesta ensimmäinen kerrottuna kahdella eliR′
2 ←

R2 − 2R1 ja R3 yhtälölläR′
3 ← R3 − R1. Nyt R′

2 ja R′
3 ovat samat, ja operaatio
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R′′
3 ← R′

3 − R′
2 tuottaa yhtälön0 = 0. Lopuksi skaalataanR′

2 kertoimella−1/3,
jolloin saadaan porrasmuoto





x1 + x2 − x3 = 1
x2 − 5

3
x3 = 0
0 = 0

Esimerkki 2.2.14 Muunnetaan Esimerkin 2.2.12 yhtälöryhmä redusoituun por-
rasmuotoon.

Ratkaisu. Yhtälöryhmä oli jo porrasmuodossa:




x1 − 2x2 + x4 + 5x5 = 7 | R1

x2 − x3 + 7x4 = 3 | R2

x4 + 6x5 = 8 | R3

x5 = −1 | R4

On nollattava johtavien tuntemattomien yläpuolet. Aloitetaan lopusta:

⇐⇒





x1 − 2x2 + x4 + = 12 | R′
1 ← R1 − 5

1
R4

x2 − x3 + 7x4 = 3 | R′
2 ← R2 − 0

1
R4

x4 + = 14 | R′
3 ← R3 − 6

1
R4

x5 = −1 | R′
4 ← R4

⇐⇒





x1 − 2x2 = −2 | R′′
1 ← R′

1 −R′
3

x2 − x3 = −95 | R′′
2 ← R′

2 − 7R′
3

x4 = 14 | R′′
3 ← R′

3

x5 = −1 | R′′
4 ← R′

4

⇐⇒





x1 − 2x3 = −192 | R′′′
1 ← R′′

1 + 2R′′
2

x2 − x3 = −95
x4 = 14

x5 = −1

Tämä on redusoitu porrasmuoto.
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Ratkaisujen esittäminen vektorimuodossa

Jatkossa ratkaisut pyritään esittämään vektorimuodossa,ja tarvittaessa sopivan
apumuuttujan,skalaariparametrinavulla niin, että kaikki tuntemattomat vapautu-
vat vektorin koordinaateiksi. Lisäksi vektorit ovatpystyvektoreita, vaikka ne tilan
säästämiseksi usein kirjoitetaantranspoosinavulla vaakamuodossa(x1 x2 . . . xn)

T ,
ks. Luku 3.2. Esimerkki valaissee tässä vaiheessa asiaa helpoimmin.

Esimerkki 2.2.15 Ratkaise Esimerkissä 2.2.14 redusoitu yhtälöryhmä ja esitä
ratkaisu vektorimuodossa.

Ratkaisu. Yhtälöryhmässä




x1 − 2x3 = −192
x2 − x3 = −95

x4 = 14
x5 = −1

tuntematonx3 on vapaasti valittavissa, joten ratkaisuja on äärettömästi. Valitaan
parametriksi vapaax3 = s ∈ R ja ratkaistaan muut siitä riippuvat:





x1 = −192 + 2s
x2 = −95 + s
x3 = s ∈ R
x4 = 14
x5 = −1

Esitys vektorimuodossax = a+ sb parametrinas:



x1

x2

x3

x4

x5



=




−192
−95

0
14
−1



+ s




2
1
1
0
0



, s ∈ R, tai transpoosin avulla

(x1 x2 x3 x4 x5)
T =

(
−192 −95 0 14 −1

)
T + s

(
2 1 1 0 0

)
T , s ∈ R.

Tehtävä 2.2.16Muunna redusoituun porrasmuotoon Esimerkin 2.2.13 yhtälöryh-
mä 




x1 + x2 − x3 = 1
x2 − 5

3
x3 = 0
0 = 0

ja esitä ratkaisu vektorimuodossa. Ratkaisu sivulla 37.
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Tehtävä 2.2.17Muunna porrasmuotoon ja redusoituun porrasmuotoon seuraavat
yhtälöryhmät ja määritä niiden kaikki ratkaisut:

a)

{
2x1 − 4x3 = 1

3x2 + 4x3 = 3

b)





2x1 − 3x2 = 1
−3x1 + x2 = 3

x1 − 2x2 = 7

c)





x1 + x2 + x3 + x4 = 1
2x3 − x4 = 2

x2 + x4 = 2

Ratkaisu sivulla 37.

2.3 Lineaarisen yhtälöryhmän ratkaiseminen

Lineaarisen yhtälöryhmän ratkaisujen olemassaolo- ja yksikäsitteisyyskysymys
osataan myöhemmin selvittää helposti yhtälöä ratkaisemattakin. Toisaalta asia sel-
viää, kun yhtälöryhmää yritetään ratkaista.

Lineaarinen yhtälöryhmä voidaan aina muuntaa yhtäpitävään porrasmuotoon nk.
Gaussin eliminointimenetelmällä, so. käyttäen edellä esiteltyjä alkeisoperaatioita

I. Vaihdetaan yhtälöiden järjestystä.
II. Yhtälö kerrotaan nollasta eriävällä luvulla.

III. Yhtälöön lisätään toisen yhtälön monikerta.

Ratkaisut saadaan porrasmuodosta nk.takaisinsijoituksella, kun mahdollisille va-
paille muuttujille on ensin annettu parametriarvot (Johann Carl Friedrich Gauss,
Saksa, 1777-1855).

Yhtälöryhmän saattamista redusoituun porrasmuotoon em. muunnoksin sanotaan
Gauss-Jordanin reduktioksi. Tämä pidemmälle viety prosessi on työläämpi, mutta
joissakin yhteyksissä välttämätön suorittaa. Toisaalta redusoidun porrasmuodon
käyttö on takaisinsijoittamisessa vaivattomampi (Wilhelm Jordan, Saksa, 1842-
1899).
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Gaussin eliminointimenetelmä

Jo Luvussa 2.2 harjoitellut menettelyt esitetään nyt formaalimmassa algoritmi-
muodossa, jonka mukaisesti ratkaiseminen voidaan ohjelmoida vaikkapa tietoko-
neohjelmaksi, ks. Kuva 5.

Lineaarisenm×n-yhtälöryhmän porrasmuotoon muuntamisprosessi koostuum−1
periaatteessa samanlaisesta vaiheesta. Vaiheessak eliminoidaan (eli kerroin nol-
lataan) tuntematonxk riveillä k+1, k+2, . . .m olevista yhtälöistä. Ennen elimi-
nointiprosessin aloittamista täytyy tuntemattomat järjestää niin, että kunkin tun-
temattomanxk kertoimet on kirjoitettu yhtälöihin kohdakkain. Käsin laskettaessa
yhtälöt kannattaa järjestää niin, että ryhmä on mahdollisimman lähellä porras-
muotoa ja ensimmäisessä yhtälössä tuntemattomanx1 kerroin on yksinkertainen,
ei kuitenkaan0.

Eliminointivaiheessak ennalleen jätettyk. rivi on tukiyhtälöeli tukirivi (pivotal
row) ja sen tuntemattomanxk kerrointukialkio (pivot element). Numeerisissa al-
goritmeissä täytyy aina huolehtia siitä, että tukialkiolla jakaminen ei aiheuta yli-
vuotoja; tarvittaessa skaalataan, vaihdetaan tukiyhtälöä tai tuntemattomien järjes-
tystä. Tällaista menettelyä sanotaantuennaksi(pivoting).
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VAIHE I. Oletetaan, ettäa11 6= 0 yhtälöryhmässä




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1 | R1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2 | R2
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm | Rm

Muuttujax1 eliminoidaan yhtälöistäR2, R3, . . ., Rm:

1) R′
1 ← R1 (ennallaan)

2) R′
2 ← R2 − a21

a11
R1

3) R′
3 ← R3 − a31

a11
R1

...

m) R′
m ← Rm − am1

a11
R1.

VAIHE II. Olkoon a′22 6= 0 saadussa ryhmässä




a′11x1 + a′12x2 + · · · + a′1nxn = b′1 | R′
1

a′22x2 + · · · + a′2nxn = b′2 | R′
2

a′32x2 + · · · + a′3nxn = b′3 | R′
3

...
a′m2x2 + · · · + a′mnxn = b′m | R′

m

Muuttujax2 eliminoidaan yhtälöistäR′
3, R

′
4, . . ., R

′
m:

R′′
1 ← R′

1 jaR′′
2 ← R′

2

R′′
k ← R′

k −
a′
k2

a′
22

R′
2 arvoillak = 3, 4, . . . , m

Vaiheita jatketaan – III, IV, . . . – niin kauan kuin voidaan. Lopuk-
si johtavat alkiot skaalataan ykkösiksi. Yhtälöryhmä ratkeaa nyt
takaisinsijoituksella.

Kuva 5: Gaussin eliminointialgoritmi
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Esimerkki 2.3.1 Ratkaistaan Gaussin menetelmällä yhtälöryhmä




x1 + 2x2 + x3 = 3 | R1

3x1 − x2 − 3x3 = −1 | R2

2x1 + 3x2 + x3 = 4 | R3

⇐⇒





x1 + 2x2 + x3 = 3 | R′
1 ← R1

− 7x2 − 6x3 = −10 | R′
2 ← R2 − 3R1

− x2 − x3 = −2 | R′
3 ← R3 − 2R1

⇐⇒





x1 + 2x2 + x3 = 3 | R′′
1 ← R′

1

− 7x2 − 6x3 = −10 | R′′
2 ← R′

2

− 1
7
x3 = −4

7
| R′′

3 ← R′
3 − 1

7
R′

2

⇐⇒





x1 + 2x2 + x3 = 3 | R′′′
1 ← R′′

1

x2 + 6
7
x3 = 10

7
| R′′′

2 ← −1
7
R′′

2

x3 = 4 | R′′′
3 ← −7R′′

3

Yhtälöryhmä on porras- ja kolmiomuodossa, josta takaisinsijoitus antaa yksikä-
sitteisen ratkaisunx3 = 4, x2 = −2 ja x1 = 3 eli (x1 x2 x3)

T = (3 −2 4)T .

Esimerkki 2.3.2 Millä a ∈ R ei seuraavalla yhtälöryhmällä ole ratkaisuja?




x1 + 2x2 + x3 = 3
3x1 − x2 − 3x3 = −1
2x1 + 3x2 + ax3 = 4

Samoilla operaatioilla kuin Esimerkissä 2.3.1 (paitsi jättämällä kolmas yhtälö nor-
mittamatta) saadaan edeltävän kanssa yhtäpitävä muoto:





x1 + 2x2 + x3 = 3 | R′′′
1 ← R′′

1

x2 + 6
7
x3 = 10

7
| R′′′

2 ← −1
7
R′′

2

(a−8
7
)x3 = −4

7
| R′′′

3 ← R′′
3

Yhtälöryhmä on nyt kolmiomuodossa, josta näkyy, että silläon ratkaisuja jos ja
vain josa 6= 8/7. Näillä arvoilla ratkaisuja on tasan yksi. Jos taasa = 8/7, on
viimeisenä mahdoton yhtälö.
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Gauss-Jordanin reduktio

Gauss-Jordan-prosessi alkaa muuntamalla yhtälöryhmä Gaussin eliminointime-
netelmällä porrasmuotoon. Tämän jälkeen jatketaan ”peilikuva-prosessilla”; nol-
lataan kunkin johtavan muuttujan sarakkeesta sen yläpuolella olevat kertoimet al-
kaen viimeisestä johtavasta muuttujasta ja käyttäen tukiyhtälönä vastaavaa riviä.
Näin yhtälöryhmä saadaan redusoituun porrasmuotoon.

Esimerkki 2.3.3 Käytetään Gauss-Jordanin reduktiota Esimerkissä 2.3.1 saatuun
porrasmuotoon:





x1 + 2x2 + x3 = 3 | R1

x2 + 6
7
x3 = 10

7
| R2

x3 = 4 | R3

⇐⇒





x1 + 2x2 = −1 | R′
1 ← R1 − R3

x2 = −2 | R′
2 ← R2 − 6

7
R3

x3 = 4 | R′
3 ← R3

⇐⇒





x1 = 3 | R′′
1 ← R′

1 − 2R′
2

x2 = −2 | R′′
2 ← R′

2

x3 = 4 | R′′
3 ← R′

3

Kussakin eliminointivaiheessa pitää tehty operaatio kirjata näkyviin esimerkiksi
kuten yllä, sillä se on paitsi lukemista helpottava muistiinpano, myösperustelu.

Tehtävä 2.3.4 Ratkaise Gauss-Jordanin reduktiolla




2x2 + 3x3 = 5
x1 − 3x2 + 2x3 = −12
3x1 + x3 = 5

Ratkaisu sivulla 38.

Maple-animaatio Gaussin prosessista(linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/Gauss/GAUSS1.html

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/Gauss/GAUSS1.html
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Lineaaristen yhtälöryhmien luokittelusta

Lineaariset yhtälöryhmät jaetaan ”ulkomuotonsa” perusteella kolmeen ryhmään:
m×n-yhtälöryhmä on

– kvadraattinen, josm = n, eli jos yhtälöitä on yhtä monta kuin tuntematto-
mia

– alimäärätty(underdetermined), josm < n, eli jos yhtälöitä on vähemmän
kuin tuntemattomia

– ylimäärätty (overdetermined), jos m > n, eli jos yhtälöitä on enemmän
kuin tuntemattomia.

Ratkaisujen määrät selvitetään yksityiskohtaisesti Lauseessa 16.6.1. Tässä vai-
heessa riittää sanoa karkeasti:

– alimäärätyllä yhtälöryhmällä on aina0 tai äärettömästi ratkaisuja (ks. Lause
2.3.11)

– ylimäärätyllä yhtälöryhmällä eiuseinkaanole ratkaisuja

– jos eliminointiprosessissa tulee vastaan mahdoton yhtälö, ei ratkaisuja ole

– jos menetelmä ei anna muuttujillexk1 , xk2 , . . ., xkp yksikäsitteisiä arvoja,
niille annetaan mielivaltaiset arvot, esimerkiksixk1 = t1 ∈ R, . . ., xkp =
tp ∈ R, ja ratkaistaan muut näiden avulla. Tällöin ratkaisuja on äärettömästi
ja sanotaan, että ratkaisu onp-parametrinenjoukko parametreina luvuttk,
k = 1, 2, 3, . . ., p.

Esimerkki 2.3.5 Kun tehtävän 2.2.5 kohdassa b) valitaan mielivaltaiseksi para-
metriksiz = s ∈ R, saadaan vektorimuotoinen esitys



x
y
z


=

1

13




32
126
0


+

s

13




1
34
13


, s ∈ R.

Jos olisi valittux = t ∈ R, jolloin y = 34t − 74 ja z = 13t − 32, saataisiin
toisenlainen esitys



x
y
z


=




0
−74
−32


+ t




1
34
13


, t ∈ R.
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Seuraavista esimerkeistä nähdään, että alimäärätyllä ryhmällä voi olla0 tai ääret-
tömästi ratkaisuja:

Esimerkki 2.3.6 Helposti nähdään, että seuraavat yhtälöt ovat ristiriitaiset
{

2x1 − x2 + 6x3 = 0
−x1 + 1

2
x2 − 3x3 = 4

Esimerkki 2.3.7 Seuraavalla yhtälöryhmällä on äärettömästi ratkaisuja:




x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 2 | R1

x1 + x2 + x3 + 2x4 + 2x5 = 3 | R2

x1 + x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2 | R3

⇐⇒





x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 2 | R′
1 ← R1

x4 + x5 = 1 | R′
2 ← R2 − R1

x4 + 2x5 = 0 | R′
3 ← R3 − R1

⇐⇒





x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 2 | R′′
1 ← R′

1

x4 + x5 = 1 | R′′
2 ← R′

2

x5 = −1 | R′′
3 ← R′

3 −R′
2

Siis ainakinx5 = −1 jax4 = 2. Arvot x3 jax2 voidaan valita miten vain, asetetaan
vaikkapax2 = s ∈ R ja x3 = t ∈ R. Silloin x1 = 1−s−t ja

(x1 x2 x3 x4 x5)
T = (1−s−t s t 2 −1)T , s, t ∈ R

= (1 0 0 2 −1)T + s(−1 1 0 0 0)T + t(−1 0 1 0 0)T , s, t ∈ R.

Ylimäärätyllä yhtälöryhmällä saattaa olla jopa äärettömästi ratkaisuja:

Tehtävä 2.3.8 Ratkaise yhtälöryhmät

a)





x1 + 2x2 + x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = 2
4x1 + 3x2 + 3x3 = 4
2x1 − x2 + 3x3 = 5

b)





x1 + 2x2 + x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = 2
4x1 + 3x2 + 3x3 = 4
3x1 + x2 + 2x3 = 3

Ratkaisu sivulla 38.

Tehtävä 2.3.9 Ratkaise

a)





x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1
3x1 + 4x2 + x3 − x4 = 2
2x1 − x2 − 3x3 + 2x4 = 4
x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 0

Ratkaisu sivulla 38.
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Tehtävä 2.3.10Millä vakioidena ja b arvoilla yhtälöryhmällä




x1 + x2 + 3x3 = 2
x1 + 2x2 + 4x3 = 3
x1 + 3x2 + ax3 = b

a) ei ole ratkaisuja?

b) on äärettömästi ratkaisuja?

c) on vain yksi ratkaisu?

Vihje: Kriittiset arvot ovata = 5 ja b = 4. Ratkaisu sivulla 38.

Homogeeniset yhtälöryhmät

Lineaarisella homogeenisella yhtälöryhmällä




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0

on aina vähintäin yksi ratkaisu, nimittäintriviaaliratkaisu

x1 = x2 = · · · = xn = 0.

Lause 2.3.11Olkoon lineaarisessa yhtälöryhmässä aidosti enemmän tuntematto-
mia kuin yhtälöitä, ts. olkoon yhtälöryhmä alimäärätty.

a) Jos yhtälöryhmä on homogeeninen, sillä on ei-triviaaleja ratkaisuja, jopa ääret-
tömästi.

b) Jos yhtälöryhmä on epähomogeeninen, sillä on0 tai∞ ratkaisua.

Todistus.Olkoon yhtälöryhmä kokoam×n, m < n, ja viety yhtäpitävään porras-
muotoon. Homogeenisella yhtälöryhmällä on ainakin triviaaliratkaisu, joten por-
rasmuodossa ei ole ristiriitaisia yhtälöitä. Sama pätee epähomogeeniselle ryhmäl-
le, jolla on ratkaisuja.

Porrasmuodossa olkoonr ≤ m nollasta eriävää riviä ja sitenr johtavaa muuttujaa.
Koska tuntemattomia onn > m ≥ r, voidaan vapaatn − r muuttujaa valita
mielivaltaisesti.✷
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Tehtävä 2.3.12Ratkaise


−2x1 + x2 − x3 + 3x4 = 0
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0
4x1 − x2 − 3x3 + 2x4 = 0

a) valiten vapaaksi tuntemattomaksix4 (siis asettamalla vaikkapa parametriksi
t ∈ R).

b) valiten vapaaksi tuntemattomaksix3.

Ratkaisut sivulla 38.

Jos yhtälöitä on enemmän kuin tuntemattomia, yhtälöryhmällä ei siis tavallisesti
ole ratkaisua. Kuitenkin sille voidaan yleensä laskea käyttökelpoinen ”kompro-
missiratkaisu”, nk. PNS-ratkaisu, jota käsitellään Luvussa 21.

Parametrimuunnokset

Kun lineaarisella yhtälöryhmällä on äärettömästi ratkaisuja, on yleensä useita ta-
poja esittää ratkaisu parametrien avulla. Näin voi olla hyvinkin hankalaa verrata
ratkaisuja toisiinsa; siis ovatko ratkaisujoukot todellasamat. Kun kahdessa eri rat-
kaisumuodoissa käytetään eri parametrinimiä (s1, s2, . . .) ja (t1, t2, . . .), on aina-
kin periaatteessa helpohko selvittää esittävätkö ne samaaratkaisujoukkoa:
Ensinnäkin, molemmissa ratkaisuissa on oltava sama arvo niillä tuntematomilla,
joissa ei esiinny parametria (eli kerroin on nolla). Tämän tarkastuksen jälkeen nä-
mä voidaan jättää syrjään. Yhtälöryhmän porrasmuodosta nähdään mikä on va-
paasti valittavien tuntemattomien määrä eli parametrien (minimi)määrä. Kun rat-
kaisut on muodostettu porrasmuodon avulla, tulee parametreja kuhunkin esityk-
seen sama määrä. Merkitään ratkaisut koordinaateittain samoiksi ja ratkaistaan
toisen ratkaisumuodon parametrit toisen avulla. Jos tämä onnistuu, ovat ratkaisu-
joukot samat. Esitysmuotojen tulee siis olla saatavissa toisistaan parametrimuun-
noksella.

Tehtävä 2.3.13Osoita, että yhtälöryhmän (joka on valmiiksi porrasmuodossa)
{

x1 + x2 + x3 + x4 = 1
x2 = 3

ratkaisut ovat todella samat:

(x1 x2 x3 x4)
T = (−2−t1−t2 3 t2 t1)

T , t1, t2 ∈ R

(x1 x2 x3 x4)
T = (s1 3 s2 −2−s1−s2)T , s1, s2 ∈ R

Ratkaisu sivulla 39.
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Tehtävä 2.1.2: Yhtälöryhmän määräävät seuraavassa näkyvät funktiotF1, F2, F3 :
R3 → R:

F1(x, y, z) = x2 + x+ y − z = 0
F2(x, y, z) = x+ y + z = 0
F3(x, y, z) = z − y2 − 1 = 0

Tehtävä 2.2.2:

a) on lineaarinen (homogeeninenkin, kun muuttujina ovatx ja y)

b) on lineaarinen (epähomogeeninen)

c) on lineaarinen (jopa homogeeninen, jos myösz on muuttuja)

d) ei ole lineaarinen, siinähän esiintyy tuloxy; jos kuitenkin esimerkiksiy olisi
vakio, kyseessä olisi lineaarinen yhtälö!

Tehtävä 2.2.3: lienee parasta ottaa muuttujiksi (tuntemattomiksi) kaikki esiintyvät
symbolitx, y ja z. Silloin

F1(x, y, z) = 2x− 3y = 0
F2(x, y, z) = 2x− 3y − 3 = 0
F3(x, y, z) = 2x− 3y − z = 0

Tehtävä 2.2.4: Vähennetään ristiin samassa vaiheessa. Oikea vastausx = 5, y =
2.

Tehtävä 2.2.5: ratkaisut parametrimuodossa:

a)

{
4x + 2y = 3
5x − 3y = 4

⇐⇒
{

x = 17
22

y = − 1
22

(suorien leikkauspiste)

b)

{
3x − 2y + 5z = −12
2x + 3y − 8z = 34

⇐⇒





x = 32
13

+ 1
13
s

y = 126
13

+ 34
13
s

z = s ∈ R,
(tasojen leikkaussuora)

c)





s + t = 2
s − t = 1
3s + t = −1

Ei ratkaisua
(suorat eivät leikkaa
samassa pisteessä)

d)





3x1 − 2x2 + x3 = 2
7x1 + x2 − 8x3 = −15
x1 + x2 − x3 = 0

⇐⇒





x1 = 1
x2 = 2
x3 = 3

(tasojen leikkauspiste)

Tehtävä 2.2.9: Johtavia tuntemattomia ovatx1, x2 ja x4, vapaitax3, x5 ja x6.
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Tehtävä 2.2.11: Porrasmuoto on




x1 + 2
5
x2 + 1

5
x3 = 2

5

x2 − 2x3 = 2

x3 = 2
7

ja ratkaisu(x1, x2, x3) =
(
−24

35
, 18

7
, 2
7

)
.

Tehtävä 2.2.16: Esimerkissä 2.2.13 saatuun porrasmuotoontehdään yksi operaatio
R1 ← R1 −R2, jolloin saadaan redusoitu porrasmuoto





x1 + 2
3
x3 = 1

x2 − 5
3
x3 = 0

0 = 0

ja ratkaisu vektorimuodossa (huomaa sijoituss = 3t):



x1

x2

x3


=



1
0
0


+ s



−2

3

5
3

1


=



1
0
0


+ t



−2
5
3


, s, t ∈ R

Tehtävä 2.2.17: a) Ratkaisu parametrimuodossa:




x1 = 1
2
+ 2s

x2 = 1− 4
3
s

x3 = s ∈ R

b) Ei ratkaisua:




2x1 − 3x2 = 1 | R1

−3x1 + x2 = 3 | R2

x1 − 2x2 = 7 | R3

⇐⇒





x1 − 2x2 = 7 | R′
1 ← R3

2x1 − 3x2 = 1 | R′
2 ← R1

−3x1 + x2 = 3 | R′
3 ← R2

⇐⇒





x1 − 2x2 = 7 | R′′
1 ← R′

1

x2 = −13 | R′′
2 ← R′

2 − 2R′
1

− 5x2 = 24 | R′′
3 ← R′

3 + 3R′
1

⇐⇒





x1 − 2x2 = 7 | R′′′
1 ← R′′

1

x2 = −13 | R′′′
2 ← R′′

2

0 = −41 | R′′′
3 ← R′′

3 + 5R′′
2
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c) Ratkaisu vektorimuodossa, kun vapaaksi tuntemattomaksi on valittux4 = t ∈
R: 



x1

x2

x3

x4


=




−2
2
1
0


+ t




−1
2

−1
1
2

1


, t ∈ R,

mutta hiukan toinen muoto ilmestyy valinnallax3 = s ∈ R:



x1

x2

x3

x4


=




−1
4
0
−2


+ s




−1
−2
1
2


, s ∈ R.

Osoita nämä ratkaisujoukot samoiksi!
Vihje: Merkitään yo. ratkaisujen mukaisestix3 = s = 1 + 1

2
t, jostat = 2s − 2.

Nyt sijoitetaan tämät ensimmäiseen ratkaisuun, ja sievennellään.

Tehtävä 2.3.4:(x1 x2 x3)
T = (2 4 −1)T

Tehtävä 2.3.8: a)(x1 x2 x3)
T = 1

10
(1 −3 15)T

b) Valitaan esimerkiksix3 = s ∈ R, jolloin (x1 x2 x3)
T = (1−3

5
s −1

5
s s)T tai

vaikkapa valitsemalla nytt = s/5: (x1 x2 x3)
T = (1−3t −t 5t)T , t ∈ R.

Tehtävä 2.3.9:(x1 x2 x3 x4)
T = 1

2
(3 −1 1 2)T .

Tehtävä 2.3.10: Viedään Gaussilla (lähes) porrasmuotoon.Muodosta




x1 + x2 + 3x3 = 2
x2 + x3 = 1

(a− 5)x3 = b− 4

nähdään

a) ei ratkaisuja⇐⇒ a− 5 = 0 ja b 6= 4 (0x3 6= 0)

b) ääreettömästi ratkaisuja⇐⇒ a− 5 = 0 ja b = 4 (x3 = t ∈ R)

c) tasan yksi ratkaisu⇐⇒ a− 5 6= 0

Tehtävä 2.3.12: a) Kun valitaan parametriksiR ∋ t = x4, saadaan ratkaisuksi
neliulotteisen avaruuden suora




x1

x2

x3

x4


= t




3
10

−1
7
5

1


=

t

10




3
−10
14
10


, t ∈ R.
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b) Kun valitaan parametriksiR ∋ s = x3, saadaan ratkaisusuora muodossa




x1

x2

x3

x4


= s




3
14

−5
7

1
5
7


=

s

14




3
−10
14
10


, s ∈ R.

Tehtävä 2.3.13: Merkitsemällä ratkaisumuodot koordinaateittain samoiksi saa-
daan yhtälöryhmä 




s1 = −2− t1 − t2
s2 = t2

s1 + s2 = −2 − t1

Tällä (ylimäärätyllä) yhtälöryhmällä on yksikäsitteinenratkaisus1 = −2−t1−t2,
s2 = t2. Sijoittamalla nämä arvot toiseen muotoon

(x1 x2 x3 x4)
T = (s1 3 s2 −2−s1−s2)T

saadaan juuri ensimmäinen muoto

(x1 x2 x3 x4)
T = (−2−t1−t2 3 t2 t1)

T .
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Tässä luvussa käsitellään matriisialgebraa, opitaan muuntamaan lineaarinen yhtä-
löryhmä matriisimuotoon sekä ratkaisemaan se.

3.1 Karteesinen tulo ja matriisi

JoukkojenX jaY karteesinen tuloeli tulojoukko(product) on järjestettyjen parien
joukko

X×Y := {(a, b) | a ∈ X, b ∈ Y}.

Äärellinenn-ulotteinen(n-dimensional) tulojoukko on

n∏

i=1

Xi = X1×X2× · · · ×Xn := {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Xi}

ja sen alkioita(a1, a2, . . . , an) sanotaanvektoreiksi. Erityisesti merkitään

Xn := X× · · ·×X︸ ︷︷ ︸
n kpl

.

Jos tulojoukon tekijöitäXi onmn kappaletta,n, m ∈ N, ne voidaan indeksoida
uudelleen ja kirjoittaa(m× n)-suorakulmioksi muotoon

X =

m,n∏

i,j

Xij :=

X11 × X12 × · · · × X1n

× × ×
X21 × X22 × · · · × X2n

× × ×
...

...
. . .

...
× × ×

Xm1 × Xm2 × · · · × Xmn

.

JoukonX alkiotA ovatm×n-matriisejaja merkitään

A = (aij)m×n =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

.. .
...

am1 am2 · · · amn


, aij ∈ Xij.

Kaksi matriisiaA = (aij)m×n ja B = (bij)m×n ovatsamat(merkitäänA = B),
jos aij = bij kaikilla i ∈ [m], j ∈ [n], toisin sanoen, kaikki vastinalkiot ovat
samoja. Katso kuva 6.
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a

a22

am1

a

a

a

a

a

a1j

ij

mj

a2j

...
...

sarake j

a

a

a1n

in

mn

...
...

a2n

11 12

21

i1

... ...

...
... ...

...

...

...

rivi  i

... ...

am2

ai2

...

... ...

...

Kuva 6: alkioaij

Yksirivistä matriisia sanotaan myösvaaka-eli rivivektoriksi (row) ja yksisarak-
keista pysty- eli sarakevektoriksi(column). Matriisilaskennan yhteydessä sekä
vaaka- että pystyvektorien alkioiden väliset pilkut korvataan tavallisesti tyhjeil-
lä. Kuten jo Luvussa 2.2 sovittiin, tässä oppimateriaalissa euklidisen avaruuden
Rn vektoreita käsitellään pääsääntöisesti pystyvektoreina.

3.2 Matriisioperaatioita ja nimityksiä

Transponointi ja laskutoimitukset

MatriisinA = (aij) ∈ Rm×n transpoosion matriisi

AT = (bkl) ∈ Rn×m,

missäbkl := alk, ts. rivit on vaihdettu järjestyksessä sarakkeiksi.

AvaruudenRm×n matriiseja voidaan laskea yhteen, kertoa vakiolla ja kertoa kes-
kenäänalkioittain kuten vektoreitakin. MatriisiaO, jonka kaikki alkiot ovat nol-
lia, kutsutaannollamatriisiksi. Nollamatriisi on matriisien yhteenlaskun neutraa-
lialkio, so.A+O = A jaO+A = A. MatriisinA = (aij) vastamatriision vasta-
luvuista koostuva samankokoinen matriisi−A = (−aij); silloin A + (−A) = O
ja−A + A = O.
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Esimerkki 3.2.1 Olkoot

A :=

(
1 2 −2
3 0 1

)
ja B :=

(
2 −1 −2
1 3 1

)

Transpoosit ovat silloin

AT =




1 3
2 0
−2 1


 ja BT =




2 1
−1 3
−2 1




Yhteenlaskun tulos onsumma

A+B =

(
1 2 −2
3 0 1

)
+

(
2 −1 −2
1 3 1

)
=

(
3 1 −4
4 3 2

)

Skalaarilla kertominen:

(−2)A = −2A = −
(
2 4 −4
6 0 2

)
=

(
−2 −4 4
−6 0 −2

)

Alkioittainen tulo (jolla ei lineaarialgebrassa juuri olekäyttöä):

A .∗B =

(
1 2 −2
3 0 1

)
.∗
(
2 −1 −2
1 3 1

)
=

(
2 −2 4
3 0 1

)

Varsinainenmatriisien kertolaskumääritellään seuraavasti: MatriisienA = (aij) ∈
Rm×n jaB = (bjk) ∈ Rn×r (matriisi)tuloon matriisi

AB = C = (cik) ∈ Rm×r,

missäcik :=
∑n

j=1 aijbjk. Tulomatriisin alkiocik on siis matriisinA rivin i ja
matriisinB sarakkeenk pistetulo.

Pystyvektorienx = (x1 x2 · · · xn)
T ja y = (y1 y2 · · · yn)T ∈ Rn pistetulo

voidaan kirjoittaa matriisitulona

x · y = xTy = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Pystyvektorinx = (x1 x2 · · · xn)
T normille‖x‖ pätee

‖x‖2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n =

n∑

i=1

x2
i = xTx

‖x‖ = (x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)

1

2 =
√
xTx.
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Esimerkki 3.2.2 Esimerkin 3.2.1 matriiseille tulojaAB ja BA ei ole määritelty,
koska molemmat ovat2×3-matriiseja; sen sijaan

ABT =

(
1 2 −2
3 0 1

)


2 1
−1 3
−2 1




=

(
1 · 2 + 2(−1) + (−2)(−2) 1 · 1 + 2 · 3 + (−2)1
3 · 2 + 0(−1) + 1(−2) 3 · 1 + 0 · 3 + 1 · 1

)
=

(
4 5
4 4

)

ATB =




1 3
2 0
−2 1



(
2 −1 −2
1 3 1

)
=




5 8 1
4 −2 −4
−3 5 5




Tehtävä 3.2.3 Laske

a)

(
2 1 4
−1 1 2

)

1
2
3


 b)

(
1 2 3
4 5 6

)

x1

x2

x3




c)



a11
a21
a31


(x1 x2 x3

)
d)

(
a11 a12 a13

)


x1

x2

x3




e) seuraavassa tulossa


2 1 4 −3
3 1 −2 4
5 0 2 1







1 3
−2 2
3 −1
2 1




rivillä 3 sarakkeessa 1 oleva luku. Ratkaisut sivulla 56.

Tehtävä 3.2.4 Olkoot

A :=

(
1 0 −1
−2 3 2

)
, B :=

(
−1 2 3

)
T ja C :=

(
3 −2

)

Laske normit a)‖B‖ ja b)
∥∥CT

∥∥, c) pistetulo(AB) · (CT ), sekä matriisitulot

d) 2AT −BC, e)A(BC)− (AB)C, f) CT
((

(−C)A
)
B
)

.

Ratkaisut sivulla 56.

Tehtävä 3.2.5 Laske

a)
(
a11 a12

)((b11
b21

)
+

(
c11
c21

))

b)
(
a11 a12

)(b11
b21

)
+
(
a11 a12

)(c11
c21

)
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Ratkaisu sivulla 57.

AvaruudenRn×n alkiot ovatneliömatriiseja(square matrix).

AvaruusRn×n onsuljettumatriisien kertolaskun suhteen, sillä tulo on myösn×n-
matriisi.

Matriisin (aij) diagonaalieli päälävistäjäon pystyvektori(a11, . . . , ann)T . Mat-
riisia sanotaandiagonaalimatriisiksi, jos sen diagonaalin ulkopuolella olevat al-
kiot ovat nollia.

Edellä on jo määritelty nollamatriisiO ja vastamatriisit.Yksikkömatriisi(identity)
on diagonaalimatriisiI, jonka diagonaalialkiot ovat ykkösiä. Yksikkömatriisi on
matriisitulon neutraalialkio: josA ∈ Rn×n, niin AI = IA = A.

Matriisi A = (aij)n×n on symmetrinen, josA = AT , eli aij = aji kaikilla i, j ∈
[n]. Symmetrisyys tarkoittaa diagonaalin suhteen symmetrisyyttä.

Matriisi on yläkolmiomatriisi(upper triangular), jos sen diagonaalin alapuolella
on vain nollia; vastaavasti määritelläänalakolmiomatriisi.

Matriisitulo ei ole vaihdannainen; yleensäAB 6= BA.

Kahden nollasta eriävän matriisin tulo voi olla nollamatriisi; voi jopa ollaA2 (=
AA) = O, vaikkaA on nollasta eriävä matriisi.

Tulon supistussääntö ei myöskään päde: siitä, ettäAC = BC ei seuraaA = B.

Sen sijaan laskutoimitukset+ ja · ovat liitännäisiä ja niille pätevät mm. osittelulait.

Esimerkki 3.2.6 Matriisitulo ei ole vaihdannainen edes neliömatriiseille:
(

1 3
−4 2

)(
2 −1
−2 1

)
=

(
−4 2
−12 6

)

(
2 −1
−2 1

)(
1 3
−4 2

)
=

(
6 4
−6 −4

)
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3.3 Laskusääntöjä

Matriisin osien poimiminen ja osiin viittaaminen

Olkoon

A = (aij)m×n =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. ..

...
am1 am2 · · · amn




Osavektorin ja -matriisin poiminta: jos1 ≤ p ≤ q ≤ m ja 1 ≤ r ≤ s ≤ n, niin

A(p : q, j) :=



apj

...
aqj


 A(i, r : s) :=

(
air · · · ais

)

A(p : q, r : s) :=



apr · · · aps
...

. . .
...

aqr · · · aqs




Kokonaisen rivin ja sarakkeen poiminta:

A(i, :) :=
(
ai1 · · · ain

)
, A(:, j) :=




a1j
...

amj




Edellisiä merkintöjä käytetään mm. Matlab-ohjelmassa. Matriisin sarakkeitamer-
kitään myösaj = A(:, j). Tällöin

A =
(
a1 · · · an

)
.

Olkoon myösB m×n matriisi. Tällöin summassaA+B on

alkio (A+B)(i, j) = A(i, j) +B(i, j)

rivi (A+B)(i, :) = A(i, :) +B(i, :)

sarake(A+B)(:, j) = A(:, j) +B(:, j).

TulossaAB on taas

alkio (AB)(i, j) = A(i, :)B(:, j) =
∑n

k=1A(i, k)B(k, j)

rivi (AB)(i, :) = A(i, :)B

sarake(AB)(:, j) = A(B(:, j)).



46 3 MATRIISILASKENTAA

Tehtävä 3.3.1 Poimi matriisista

A :=




2 1 2 5 3
4 2 1 4 2
−1 2 1 0 0
2 4 2 1 3
3 8 −2 0 1




a)A(3, :), b)A(4, 2 : 4), c)A(2 : 3, 1 : 3), d)A(:, 2), e)A(:, 2 : 3), f) A(:, :).

Transponointi

Lause 3.3.2Olkoonα skalaari ja matriisitA jaB sellaisia, että seuraavassa esiin-
tyvät laskutoimitukset ovat ”järjellisiä”, so. määriteltyjä. Silloin

1. (AT )T = A

2. (αA)T = αAT

3. (A+B)T = AT +BT

4. (AB)T = BTAT .

Todistus.Kohdat 1–3 ovat ilmeisiä. Kohta 4: Olkoot

A = (aij)m×n

B = (bij)n×r

C := AB = (cij)m×r

D := BTAT = (dij)r×m.

Silloin (AB)T ja BTAT ovat samaa kokoar×m, joten riittää näyttää, että niissä
on samat vastinalkiot.

OlkootAT = (a∗ij), B
T = (b∗ij) ja CT = (c∗ij). On osoitettava, ettäc∗ij = dij kai-

killa i ∈ [r] ja j ∈ [m]. Koskab∗ik = bki ja a∗kj = ajk, on matriisitulon määritelmän
mukaan

dij =
n∑

k=1

b∗ika
∗
kj =

n∑

k=1

ajkbki = cji = c∗ij

✷
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Matriisialgebra

Lause 3.3.3Kaikille skalaareilleα ja β ja kaikille matriiseilleA, B ja C, joille
seuraavassa esiintyvät operaatiot on määritelty, pätee

(1) A+B = B + A vaihdannaisuus (+)

(2) (A+B) + C = A + (B + C) liitännäisyys (+)

(3) (AB)C = A(BC) liitännäisyys (·)

(4) A(B + C) = AB + AC I osittelulaki (+, ·)

(5) (A+B)C = AC +BC II osittelulaki (+, ·)

(6) (αβ)A = α(βA) skalaariliitännäisyys

(7) α(AB) = (αA)B = A(αB) skalaarin siirto

(8) α(A+B) = αA+ αB. I skalaariosittelulaki

(9) (α + β)A = αA+ βA II skalaariosittelulaki

Todistus. Kohdat (1), (2), (6), (7), (8) ja (9) ovat helppoja. Kohta (4): Olkoot
A = (aij)m×n ja B = (bij)n×r, C = (cij)n×r sekä merkitäänD := A(B + C) ja
E := AB + AC.

Silloin D jaE ovatm×r-matriiseja ja niiden alkiot ovat

dij =
n∑

k=1

aik(bkj + ckj) ja eij =
n∑

k=1

aikbkj +
n∑

k=1

aikckj.

Koska summille pätee

n∑

k=1

aik(bkj + ckj) =

n∑

k=1

aikbkj +

n∑

k=1

aikckj,

ondij = eij ja sitenA(B + C) = D = E = AB + AC. Katso kuvat 7 ja 8.

Kohta (5) on samankaltainen kuin kohta (4).

Kohta (3): OlkootA = (aij)m×n, B = (bij)n×r ja C = (cij)r×s sekä merkitään
D := AB jaE := BC.

On osoitettava, ettäDC = AE.

1) Ne ovat samaa kokoa:
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dij

A(B + C) =
i

j

aiki

k

=
b  +ckj kj

k

j

aiki

k

=

A

ckjk

j

C

b  kjk

j

B

+

A
B+C

D

Kuva 7: Osittelulain (4) vasen puoli

ei

j

E

ij

AB + AC = =

=

j

C

j

B

(AC)(i,j)i

j

AC

(AB)(i,j)i

j

AB

i

A

i

A

+

+

Kuva 8: Osittelulain (4) oikea puoli
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- D on kokoam×r jaC r×s, jotenDC on kokoam×s,
- A on kokoam×n jaE n×s, jotenAE on kokoam×s.
2) Matriisitulon määritelmän mukaan

dil =
n∑

k=1

aikbkl ja ekj =
r∑

l=1

bklclj,

joten matriiseissaDC jaAE on kohdallaij alkiot

pij :=

r∑

l=1

dilclj =

r∑

l=1

(
n∑

k=1

aikbkl

)
clj

qij :=

n∑

k=1

aikekj =

n∑

k=1

aik

(
r∑

l=1

bklclj

)
.

Laskujärjestystä saa äärellisissä summissa vaihtaa, joten

pij =

r∑

l=1

(
n∑

k=1

aikbkl

)
clj =

r∑

l=1

n∑

k=1

aikbklclj

=

n∑

k=1

r∑

l=1

aikbklclj =

n∑

k=1

aik

(
r∑

l=1

bklclj

)
= qij .

Siis (AB)C = DC = AE = A(BC). ✷
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Matriisin potenssi

Määritelmä 3.3.4 Olkoon A n×n-matriisi. Määritellään sen positiivisetkoko-
naislukupotenssit(power)

A1 := A,
Ak := AAk−1, kunk ≥ 2.

MyösAk = AA . . . A︸ ︷︷ ︸
k kpl

onn×n-matriisi kaikillak ∈ N.

Esimerkki 3.3.5 Lasketaan määritelmän mukaan:

(
1 2
3 4

)3

=

(
1 2
3 4

)(
1 2
3 4

)2

=

(
1 2
3 4

)(
7 10
15 22

)
=

(
37 54
81 118

)

Tehtävä 3.3.6 Mitä ovatOk ja Ik, kunk ∈ N? Ratkaisu sivulla 57.

Esimerkki 3.3.7 Olkoon

A :=

(
1 1
1 1

)

LasketaanAk arvoillak ∈ N.

Ratkaisu. Lasketaan aluksi

A1 = A = 1A,

A2 =

(
1 1
1 1

)(
1 1
1 1

)
=

(
2 2
2 2

)
= 2A,

A3 =

(
1 1
1 1

)(
2 2
2 2

)
=

(
4 4
4 4

)
= 4A = 22A

Näyttäisi siltä, ettäAk = 2k−1A kaikilla k ∈ N.

Induktiotodistus: Väite on tosi arvoillak = 1 ja k = 2. Tehdään induktio-oletus:
Ak = 2k−1A jollakin k ≥ 2. Silloin matriisin potenssin määritelmän, induktio-
oletuksen ja tapauksenk = 2 nojalla

Ak+1 = AAk = A2k−1A = 2k−1A2 = 2k−12A = 2kA.

Induktioperiaatteen nojalla väite on tosi.
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Potenssi-iteraatio

Matriisia voidaan käyttää kuvauksen muodostamisessa; josA on kiinteäm×n-
matriisi jax onn-pystyvektori (tain×1-matriisi), niin sääntöx 7→ Ax määrittelee
(lineaari)kuvauksenRn → Rm.

Jos neliömatriisiA ∈ Rn×n ja z ∈ Rn on annettu, voidaan muodostaa kuvaus
N→ Rn, n 7→ Anz jossaz kuvautuu vektorilleAz, A2z, A3z, jne. Tämä voidaan
esittää yksinkertaisenaiteraatiokaavana

z := Az,

jota toistamalla saadaan mielenkiintoisia kuvioita.

Esimerkki 3.3.8 Olkoot

A :=

(
0.3614 −0.9285
0.9285 0.3714

)
ja z :=

(
1
0

)
.

Kuvassa 9 funktionx 7→ Ax iteraatiokuvio.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

500 iteraatiota  z = Az

z

Kuva 9: Iteraatiokuvio

Tehtävä 3.3.9 Selvitä, mitkä ovat Esimerkin 3.3.8 kolmen ensimmäisen iteraa-
tion muodostamat pisteet. Ratkaisu sivulla 57.
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Laskutoimitusten määristä

Matriisien yhteenlasku, vakiolla kertominen ja transponointi ovat suhteellisen no-
peasti suoritettavia operaatioita. Sen sijaan matriisitulon laskeminen sisältää run-
saasti lukujen yhteen- ja kertolaskuja, joten se on suhteellisen hidasta puuhaa –
jopa tietokoneella. Tästä syystä paljon matriisituloja sisältävä laskettava lauseke
kannattaa ensin sieventää laskulakeja käyttäen.

Lasketaan kuinka monta lukujen yhteen- ja kertolaskua tarvitaan kahden matriisin
kertomisessa. Kahdenn-vektorin pistetulon

(
x1 x2 · · · xn

)




y1
y2
...
yn


= x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

laskemiseen tarvitaann kertolaskua jan− 1 yhteenlaskua. Matriisitulossa




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn







b11 b12 · · · b1r
b21 b22 · · · b2r
...

...
.. .

...
bn1 bn2 · · · bnr




kerrotaan jokainen vaakavektori toisen jokaisella pystyvektorilla, yhteensämr
pistetuloa. Yhteenlaskuja tarvitaan siism(n− 1)r ja kertolaskujamnr.

Esimerkki 3.3.10 Olkoot A, B ja C n×n-matriiseja. Sievennä laskusääntöjen
avulla lauseketta

(A2CTB)T + (B2)TC(AT )2

niin, että sitä laskettaessa on mahdollisimman vähän matriisien kertolaskuja.
Kuinka monta lukujen kertolaskua tarvitaan alkuperäisen,ja kuinka monta sie-
vennetyn lausekkeen laskemiseksi?

Ratkaisu. Koska Lauseen 3.3.2 mukaan(AT )2 = ATAT = (AA)T = (A2)T ,
saadaan

(A2CTB)T+(B2)TC(AT )2 = BTC(A2)T+BTBTC(A2)T

= (I+BT )BTC(A2)T .

Alkuperäisessä on7n3 ja sievennetyssä4n3 kertolaskua.
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3.4 Yhtälöryhmä matriisimuodossa

Lineaarinen yhtälöryhmä




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

voidaan ilmaista sen tuntemattomien kertoimista koostuvan kerroinmatriisinA =
(aij)m×n ja pystyvektorien

x =




x1

x2
...
xn


 ja b =




b1
b2
...
bm




avulla muodossa



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn







x1

x2
...
xn


=




b1
b2
...
bm




eli
Ax = b.

Gaussin eliminointi- ja Gauss-Jordanin reduktiomenetelmät voidaan nyt suorittaa
käyttäen yhtälöryhmänlaajennettua(augmented) (kerroin)matriisia

(
a1 a2 · · · an | b

)

Esimerkki 3.4.1 Ratkaistaan yhtälöryhmä, jonka laajennettu matriisi on




1 1 1 1 1
−1 −1 0 0 1
−2 −2 0 0 1
0 0 1 1 1
1 1 2 2 2

1
−1
1
−1
1




Ratkaisu. Seuraavassa on tarvittavat operaatiot tehty, merkitse ne näkyviin!
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1 1 1 1 1
−1 −1 0 0 1
−2 −2 0 0 1
0 0 1 1 1
1 1 2 2 2

1
−1
1
−1
1




⇐⇒




1 1 1 1 1
0 0 1 1 2
0 0 2 2 3
0 0 1 1 1
0 0 1 1 1

1
0
3
−1
0




⇐⇒




1 1 1 1 1
0 0 1 1 2
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1

1
0
3
−1
0




⇐⇒




1 1 1 1 1
0 0 1 1 2
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
0
−3
−4
−3




Porrasmuodon mukaan olisi0 = −4. Yhtälöryhmällä ei siten ole ratkaisua.

Tehtävä 3.4.2 Ratkaise Tehtävän 2.3.8 yhtälöryhmä a)




x1 + 2x2 + x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = 2
4x1 + 3x2 + 3x3 = 4
2x1 − x2 + 3x3 = 5

laajennettua kerroinmatriisia käyttäen. Ratkaisu sivulla 58.
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3.5 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 3.2.3: Matriisitulot ovat

a)

(
2 1 4
−1 1 2

)

1
2
3


=

(
2 · 1 + 1 · 2 + 4 · 3
1(−1) + 1 · 2 + 2 · 3

)
=

(
16
7

)

b)

(
1 2 3
4 5 6

)

x1

x2

x3


=

(
x1 + 2x2 + 3x3

4x1 + 5x2 + 6x3

)

c)



a11
a21
a31


(x1 x2 x3

)
=



a11x1 a11x2 a11x3

a21x1 a21x2 a21x3

a31x1 a31x2 a31x3




d)
(
a11 a12 a13

)


x1

x2

x3


=

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

)

e) c31 =
(
5 0 2 1

)



1
−2
3
2


= 13

Tehtävä 3.2.4: Vektorien normit ovat
a)‖B‖ =

√
(−1)2 + 22 + 32 =

√
14 ja b)

∥∥CT
∥∥ =
√
13.

c) Pistetulo on

(AB) · (CT ) =



(

1 0 −1
−2 3 2

)

−1
2
3




 ·
(

3
−2

)
=

(
−4
14

)
·
(

3
−2

)

=
(
−4 14

)( 3
−2

)
= −40

d) 2AT − BC =




2 −4
0 6
−2 4


−



−3 2
6 −4
9 −6


=




5 −6
−6 10
−11 10




e)2×2-nollamatriisi; ks. Lause 3.3.3 tai laske läpi.
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f) Vaiheittain:

(
(−C)A

)
B =

((
−3 2

)( 1 0 −1
−2 3 2

))

−1
2
3


=

(
−7 6 7

)


−1
2
3




=
(
40
)

CT
((

(−C)A
)
B
)

=

(
3
−2

)(
40
)
=

(
120
−80

)

Tehtävä 3.2.5: tulokset ovat tarkasti ottaen samoja1×1-matriiseja:

a)

(
a11 a12

)((b11
b21

)
+

(
c11
c21

))
=
(
a11 a12

)(b11 + c11
b21 + c21

)

=
(
a11(b11 + c11) + a12(b21 + c21)

)

b)

(
a11 a12

)(b11
b21

)
+
(
a11 a12

)(c11
c21

)

=
(
a11b11 + a12b21

)
+
(
a11c11 + a12c21

)
=
(
a11(b11 + c11) + a12(b21 + c21)

)

Tehtävä 3.3.6: nollamatriisin ja yksikkömatriisin potenssit O1 = O ja I1 = I,
samoin arvoillak ≥ 2:

Ok =



0 0 0
0 0 0
0 0 0




k

=



0 0 0
0 0 0
0 0 0





0 0 0
0 0 0
0 0 0




k−1

= O,

Ik =



1 0 0
0 1 0
0 0 1




k

=



1 0 0
0 1 0
0 0 1





1 0 0
0 1 0
0 0 1




k−1

= I.

Tehtävä 3.3.9: kolme ensimmäistä iteraatiopistettä ovat

Az =

(
0.3614
0.9285

)
, A2z =

(
−0.7315
0.6804

)
ja A3z =

(
−0.8961
−0.4265

)
.
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Tehtävä 3.4.2 : Ratkaisu laajennettua kerroinmatriisia käyttäen:

⇐⇒




1 2 1
2 −1 1
4 3 3
2 −1 3

1
2
4
5




R1

R2

R3

R4

⇐⇒




1 2 1
0 −5 −1
0 −5 −1
0 −5 1

1
0
0
3




R′
1 ← R1

R′
2 ← R2 − 2R1

R′
3 ← R3 − 4R1

R′
4 ← R4 − 2R1

⇐⇒




1 2 1
0 −5 −1
0 0 0
0 0 2

1
0
0
3




R′′
1 ← R′

1

R′′
2 ← R′

2

R′′
3 ← R′

3 − R′
2

R′′
4 ← R′

4 − R′
2

⇐⇒




1 2 1
0 −5 −1
0 0 2
0 0 0

1
0
3
0




R′′′
1 ← R′′

1

R′′′
2 ← R′′

2

R′′′
3 ← R′′

4

R′′′
4 ← R′′

3

⇐⇒




1 2 1
0 1 1

5

0 0 1

1
0
3
2




R′′′′
1 ← R′′′

1

R′′′′
2 ← −1

5
R′′′

2

R′′′′
3 ← 1

2
R′′′

3

⇐⇒




1 2 0

0 1 0

0 0 1

−1
2

− 3
10
3
2




R′′′′′
1 ← R′′′′

1 − R′′′′
3

R′′′′′
2 ← R′′′′

2 − 1
5
R′′′′

3

R′′′′′
3 ← R′′′′

3

⇐⇒




1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
10

− 3
10
3
2




R′′′′′′
1 ← R′′′′′

1 − 2R′′′′′
2

R′′′′′′
2 ← R′′′′′

2

R′′′′′′
3 ← R′′′′′

3

Ratkaisu on siis 

x1

x2

x3


=

1

10




1
−3
15
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4 ANALYYTTISTÄ GEOMETRIAA

Euklidisen vektoriavaruudenRn alkioita (vektoreita) sanotaan useinpisteiksi.
Vektori x = (x1 x2 . . . xn)

T ∈ Rn voidaankuvitella origosta0 alkavaksi ”nuo-
leksi”, jonka kärki on pisteessäx. Vektorinx vastavektorin−x kärki on yhtä kau-
kana origon vastakkaisella puolella. Vektorix voidaan myös ajatellasiirretyksi
suuntansa ja pituutensa säilyttäen alkamaan jostakin pisteestäy ∈ Rn, jolloin sen
kärki on pisteessäy + x. Tällöin vektority ja x on asetettuperäkkäinja niiden
summavektori alkaa origosta ja kärki on pisteessäx + y.

Olkoon annettu vektoritz ja y ∈ Rn. Silloin yhtälölläz = x + y on tasan yksi
ratkaisu, vektorienerotusx = z − y := z + (−y). Kaksi vektoriaa ja b ∈ Rn

ovatyhdensuuntaisia(parallel), jos on olemassaα ∈ R siten, että

b = αa tai a = αb.

Jos lisäksiα ≥ 0, ovat vektoritsamansuuntaisia, muutoinvastakkaissuuntaisia.

4.1 Suorat tasossa

Tuttu tason suoray = ax + b voidaan esittää vektorimuodossa. Merkitäänx = t,
jolloin

r =

(
x
y

)
=

(
t

at+ b

)
=

(
0
b

)
+ t

(
1
a

)
, t ∈ R.

Tällainen suoran esitys on yleistettävissän-ulotteiseen avaruuteen.

Suora vektorimuodossa.Olkootr0 ∈ Rn ja 0 6= v ∈ Rn. Joukkoa

Sr0,v := { r0 + tv | t ∈ R }

sanotaansuoraksi, jokakulkeepisteenr0 kautta ja onsuuntavektorinv suuntainen.
Kaikki vektoritαv, α 6= 0, määräävät saman suoranSr0,αv = Sr0,v. Merkintätapa

r = r0 + tv, t ∈ R,

tarkoittaasuoraa, siis joukkoaSr0,v. Suorat

r(t) = r0 + tv, t ∈ R
s(u) = s0 + uw, u ∈ R

ovatyhdensuuntaiset, josv = αw jollakin α ∈ R, muutoinerisuuntaiset. Kaksi
suoraa ovat siis yhdensuuntaisia, jos ja vain jos niiden suuntavektorit ovat yhden-
suuntaisia.
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Suoratr(t) ja s(t) leikkaavat toisensapisteessäx, jos suorilla on tasan yksi yh-
teinen pistex, ts. jos on olemassa yksi ja vain yksi lukuparip, q ∈ R, joille

x = r(p) = s(q) = r0 + pv = s0 + qw.

AvaruudenR2 erisuuntaiset suorat leikkaavat toisensa, mutta avaruuksissaRn,
n ≥ 3, on äärettömästi erisuuntaisia leikkaamattomia suoria.

Kahden pisteenr0 ja r1 kautta voidaan asettaa tasan yksi suora ja sen yhtälö on
ilmaistavissa esimerkiksi muodossa

r = r0 + t(r1 − r0).

Tehtävä 4.1.1 Määritä suorien

r =

(
3
2

)
+ t

(
1
2

)
ja s =

(
−4
1

)
+ u

(
−1
2

)

leikkauspiste ja muodosta sen ja origon kautta kulkevan suoran vektorimuotoinen
yhtälö. Piirrä suorat koordinaatistoon.
Ratkaisu sivulla 66.

Tehtävä 4.1.2 Muodosta suora, joka kulkee pisteen(3 4 0)T kautta ja

a) on vektorin(2 4 − 2)T suuntainen.

b) on suoranr = (−5 4 7)T + (0 3t t)T suuntainen.

Piirrä suoratx1x2x3-koordinaatistoon.
Ratkaisu sivulla 66.

Tehtävä 4.1.3 Muodosta suora, joka kulkee pisteiden(−3 7 8)T ja (2 5 1)T kaut-
ta. Muodosta vielä suora, joka on äskeisen suuntainen, mutta kulkee origon kautta.
Ratkaisu sivulla 67.

Suora parametrimuodossa.Euklidisen vektoriavaruudenRn suorax = a + tv,
t ∈ R, voidaan esittää koordinaateittainparametrimuodossa





x1 = a1 + tv1
x2 = a2 + tv2

...
xn = an + tvn

t ∈ R,

missä luvutvi ovat suoransuuntaluvutja v suuntavektori.
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Suora koordinaattimuodossa.Jos jokainenvi 6= 0, saadaan – ratkaisemalla kus-
takin yhtälöstät – suoran yhtälökoordinaattimuodossa

x1 − a1
v1

=
x2 − a2

v2
= · · · = xn − an

vn
.

Jos jokinvk = 0, sen osuus korvataan yhtälölläxk = ak; esimerkiksi josv2 = 0,
ovat yhtälöt

x2 = a2,
x1 − a1

v1
=

x3 − a3
v3

= · · · = xn − an
vn

.

Tehtävä 4.1.4 Osoita, että josv21 + v22 > 0, suora

{
x1 = a1 + tv1
x2 = a2 + tv2

voidaan esittää muodossaAx1+Bx2 = C.
Ratkaisu sivulla 68.

Tehtävä 4.1.5 Anna koordinaattimuodossa sen suoran yhtälö, joka on suoran

x1 − 3

2
=

x2 + 1

3
= 7x3 + 21

suuntainen ja kulkee pisteen(2 1 − 2)T kautta.
Ratkaisu sivulla 68.

Tehtävä 4.1.6 Anna Tehtävän 4.1.5 suorat parametrimuodossa.
Ratkaisu sivulla 68.

Tehtävä 4.1.7 Mikä on suoran2x1 + 5x2 = 1 parametrimuoto, mikä koordinaat-
timuoto?
Ratkaisu sivulla 68.

4.2 Tasot avaruudessa

AvaruudenR3 tasor = r0 + su + tv, s, t ∈ R, on täysin määrätty joukko, jos
tiedetään sen kolme pistettä, jotka eivät ole samalla suoralla. Jos nämä ovatr0, r1
ja r2, eräs tason esitys on

r = r0 + s(r1 − r0) + t(r2 − r0), s, t ∈ R.
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Jos tasolla ja suoralla on täsmälleen yksi yhteinen piste, sanotaan, että neleikkaa-
vat kyseisessä pisteessä; muutoinsuora on tason suuntainen. Tason suuntainen
suora voi olla kokonaan tason ulkopuolella tai kokonaan tasossa.

Kaksi tasoa voivat ollayhdensuuntaisiatai leikata toisensapitkin jotakin suoraa.
Leikkaussuoran yhtälö saadaan selville ratkaisemalla tasojen yhtälöiden muodos-
tama yhtälöryhmä.

Tasox = a+ su+ tv onparametrimuodossa




x1 = a1 + su1 + tv1
x2 = a2 + su2 + tv2
x3 = a3 + su3 + tv3

s, t ∈ R.

Esimerkki 4.2.1 Määritä sen tason yhtälö, joka kulkee pisteen(3 2 4)T kautta ja
joka on vektorien(−2 1 4)T ja (−1 2 3)T suuntainen.

Ratkaisu. Pisteen ja suuntien avulla saadaan eräs vektoriesitys (ks. Kuva 10)

r =



3
2
4


+ s



−2
1
4


+ t



−1
2
3


, s, t ∈ R

–10
–8
–6
–4
–2

2

6
8
10

x1

–4

4

8

x2

–10–8–6–4246810

x3

Kuva 10: Esimerkin 4.2.1 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Maple-työarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Esim421.mws

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Esim421.mws
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Tehtävä 4.2.2 Määritä sen tason yhtälö, joka kulkee
a) pisteiden(1 0 0)T , (0 1 0)T , (0 0 1)T kautta,
b) pisteiden(2 1 3)T ja (1 4 2)T kautta ja on suoranr(t) := (1 2 1)T + t(5 2 1)T

suuntainen.
Ratkaisu sivulla 68.

Tehtävä 4.2.3 Suoran




x = 1− t
y = 2t
z = 1 + 2t

t ∈ R,

kautta asetetaan taso (ts. kyseisen suoran tulee olla tasossa), joka on vektorin
(2 1 −1)T suuntainen. Määritä tämän tason jaxy-tason leikkaussuora.
Ratkaisu sivulla 69.



4.2 Tasot avaruudessa 65



4.3 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 4.1.1: Leikkauspiste: millät, u ∈ R on r = s?

r(t) = s(u) ⇐⇒
(
3
2

)
+ t

(
1
2

)
=

(
−4
1

)
+ u

(
−1
2

)

⇐⇒
(

3 + t
2 + 2t

)
=

(
−4− u
1 + 2u

)

⇐⇒
{

t + u = −7
2t − 2u = −1

⇐⇒
{

t = −15
4

u = −13
4

Siis leikkauspiste saadaan (esimerkiksi) arvollat = −15/4:

r

(
−15

4

)
=

(
3
2

)
− 15

4

(
1
2

)
= −1

4

(
3
22

)

Sen ja origon kautta kulkee suora (ks. Kuva 11)

r′ =

(
0
0

)
+ α

(
3
22

)
, α ∈ R.

–6

–4

–2

0

2

4

6

y

–6 –4 –2 2 4 6x

Kuva 11: Tehtävän 4.1.1 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Tehtävä 4.1.2 : Helposti poimitaan suuntavektorit, ja suorat yhteisen pisteen kautta
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ovat (ks. Kuva 12)

a) r =



3
4
0


+ t




2
4
−2


, t ∈ R

b) s =



3
4
0


+ t



0
3
1


, t ∈ R

–8

–6

–4

–2

2

4

6

8

–8 –6 –4 –2 2 4 6 8

–5

5

Kuva 12: Tehtävän 4.1.2 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Maple-työarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Teht412.mws

Tehtävä 4.1.3 : Asetetaan vakiovektoriksir0 := (−3 7 8)T . Suuntavektoriksi
otetaan vaikkapa erotus

v := (2 5 1)T − (−3 7 8)T = (5 −2 −7)T .

Toinen suora saadaan ottamalla vakioksi origo ja suuntavektoriksi äskeinenv. Siis

r =



−3
7
8


+ t




5
−2
−7


, t ∈ R

r′ =



0
0
0


+ t




5
−2
−7


= t




5
−2
−7


, t ∈ R

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht412.mws
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Maple-työarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Teht413.mws

Tehtävä 4.1.4 : a) Jos esimerkiksiv1 6= 0, ont = (x1 − a1)/v1 ja siten

x2 = a2 +
x1 − a1

v1
· v2.

Tästä edelleenv1x2 = a2v1+v2x1−a1v2 eli v2x1−v1x2 = a1v2−a2v1; valitsemme
nyt

A := v2, B = v1 jaC = a1v2 − a2v1.

Tehtävä 4.1.5 : Annetun suoran koordinaattimuoto perustilassaan on

x1 − 3

2
=

x2 + 1

3
= 7x3 + 21 =

x3 + 3
1
7

Siitä voidaan poimia suoraan suuntavektori(2 3 1/7)T . Annetun pisteen(2 1 −2)T
kautta kulkee suora

x1 − 2

2
=

x2 − 1

3
=

x3 − (−2)
1
7

.

Tehtävä 4.1.6 : Tehtävän 4.1.5 ratkaisusta selviää suoran piste ja suuntavektori,
joten parametrimuodot ovat





x1 = 3 + 2t
x2 = −1 + 3t
x3 = −3 + 1

7
t

ja





x1 = 2 + 2t
x2 = 1 + 3t
x3 = −2 + 1

7
t

Tehtävä 4.1.7 : Eräs parametrimuoto saadaan merkitsemälläx = t, t ∈ R:
{

x1 = t
x2 = 1

5
− 2

5
t

t ∈ R

Tästä saadaan myös eräs koordinaattimuoto:

x1 − 0

1
=

x2 − 1
5

−2
5

Tehtävä 4.2.2 : a) Valitaan vaikkapa

r0 =



1
0
0


, r1 =



0
1
0


, r2 =



0
0
1




http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht413.mws
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jolloin tason vektoriyhtälöksi saadaan

r =



1
0
0


+ s





0
1
0


−



1
0
0




 + t





0
0
1


−



1
0
0






=



1
0
0


+ s



−1
1
0


+ t



−1
0
1


, s, t ∈ R

b) Valitaan esimerkiksis0 := (2 1 3)T ja s1 := (1 4 2)T , jolloin

s = s0 + α(s1 − s0) + βv

=



2
1
3


+ α



−1
3
−1


+ β



5
2
1


, α, β ∈ R

Tehtävä 4.2.3 : Tason yhtälöksi saadaan




x = 1− t + 2s
y = 2t+ s
z = 1 + 2t− s

Koska tämä leikkaaxy-tason, saadaanz = 1 + 2t − s = 0 eli s = 2t + 1.
Sijoittamalla tämä tason yhtälöön saadaan esille suora





x = 3 + 3t
y = 1 + 4t
z = 0

Siitä taas suoran koordinaattimuoto ratkaisemallat kahdesta ensimmäisestä:

x− 3

3
=

y − 1

4
ja z = 0.

Maple-työarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Teht423.mws

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht423.mws


5 KÄÄNTEISMATRIISI

Matriiseilla lasketaan melko pitkälle kuten luvuilla, lukuunottamatta matriisitulon
ei-vaihdannaisuutta. Mutta entä matriisiyhtälöt ja niiden ratkaiseminen?

Vertaillaanpa käänteisluvun ja sen mahdollisen vastineenominaisuuksia ja ole-
massaoloehtoja:

Luvuille Matriiseille
a1 = 1a = a AI = IA = A

a 6= 0 ⇐⇒ ∃ a−1 s.e. ? ⇐⇒ ∃A−1 s.e.
aa−1 = a−1a = 1 AA−1 = A−1A = I

Jos a 6= 0 Jos ?
ax = b |a−1·

⇐⇒ a−1(ax) = a−1b
⇐⇒ (a−1a)x = a−1b
⇐⇒ 1x = a−1b
⇐⇒ x = a−1b

AX = B |A−1·
⇐⇒ A−1(AX) = A−1B
⇐⇒ (A−1A)X = A−1B
⇐⇒ IX = A−1B
⇐⇒ X = A−1B

Millä ehdoilla tuollainen ”käänteismatriisi” on olemassa?

Päästäksemme alkuun otamme olemassaoloehdon määritelmään ja koetamme sit-
ten johtaa erilaisia kriteerejä matriisin kääntyvyydelle.

5.1 Käänteismatriisin määrittely

Määritelmä 5.1.1 NeliömatriisiA on säännöllinen(invertible) eli ei-singulaa-
rinen, jos on olemassa sellainen samankokoinen matriisiB, että

AB = I ja BA = I.

Ehdon täyttävä matriisiB on matriisinA käänteismatriisi(inverse) ja sitä merki-
tään jatkossaA−1 := B. JosA ei ole säännöllinen, se onsingulaarinen.

Lause 5.1.2Neliömatriisilla on korkeintaan yksi käänteismatriisi.

Todistus. Oletetaan, että neliömatriisillaA olisi kaksi käänteismatriisiaB ja C.
Silloin AB = I = BA ja AC = I = CA, jolloin laskusääntöjen ja oletuksen
nojalla onkin

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

✷
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Huomautus 5.1.3 Seurauksena 6.6.3 osoitetaan myöhemmin, että Määritelmässä
5.1.1 riittäisi yksikin ehtoAB = I taiBA = I, mikäliA jaB ovat samankokoisia
neliömatriiseja.

Esimerkki 5.1.4 Matriisit

A =

(
2 4
3 1

)
ja B =

(
− 1

10
2
5

3
10
−1

5

)

ovat toistensa käänteismatriiseja, sillä

AB =

(
1 0
0 1

)
ja BA =

(
1 0
0 1

)
.

Esimerkki 5.1.5 Matriisi (
1 1
0 0

)

on singulaarinen eli sillä ei ole käänteismatriisia. Nimittäin:
(
a b
c d

)(
1 1
0 0

)
=

(
a a
c c

)
6=
(
1 0
0 1

)

kaikilla a, b, c ja d ∈ R, joten mikään2×2-matriisi ei kelpaa käänteismatriisiksi.

Esimerkki 5.1.6 Olkoon

A =

(
1 3
2 4

)

Onko olemassaA−1?

Ratkaisu. Tehdään alkeellisin mahdollinen ratkaisu, ts. käytetään määritelmää. Ol-
koon

B =

(
a b
c d

)

ehdokas matriisinA käänteismatriisiksi. Silloin on oltavaAB = I ja BA = I.
EhdostaAB = I eli (

1 3
2 4

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)

saamme ekvivalentin yhtälöryhmän




a + 3c = 1
b + 3d = 0

2a + 4c = 0
2b + 4d = 1

⇐⇒





a = −2
b = 3

2

c = 1
d = −1

2
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Ainoa ehdokas on siis

B =
1

2

(
−4 3
2 −1

)

Onko myösBA = I? Tarkistus osoittaa, että on; siisA−1 = B.

5.2 Laskusääntöjä

Lause 5.2.1OlkootA ja B säännöllisiän×n-matriiseja. Tällöin myösA−1, AT

jaAB ovat säännöllisiä ja

a) (A−1)−1 = A,

b) (AT )−1 = (A−1)T ,

c) (AB)−1 = B−1A−1.

Todistus.Määritelmän mukaan matriisi on toisen käänteismatriisi jos ja vain jos
niiden tulo molemmin päin onI. Säännöllisyysoletuksen mukaanA−1 jaB−1 ovat
olemassa. Siis:

a) Kohta a) on tosi, silläA−1A = AA−1 = I.

b) Transpoosin laskusääntöjen (Lause 3.3.2) mukaan

AT (A−1)T = (A−1A︸ ︷︷ ︸
I

)T = IT = I ja (A−1)TAT = (AA−1
︸ ︷︷ ︸

I

)T = IT = I.

c) Tulon liitännäisyyden (Lause 3.3.3 kohta 3) avulla saadaan:
(AB)(B−1A−1) = A(BB−1

︸ ︷︷ ︸
I

)A−1 = AA−1 = I ja

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A︸ ︷︷ ︸
I

)B = B−1B = I. ✷

Esimerkki 5.2.2 Olkoot A, B ja C samankokoisia säännöllisiä neliömatriiseja.
Sievennä

((BT )−1A)TBC(ATBT )TA−1BT .

Ratkaisu. Laskusääntöjä (Lauseet 3.3.2, 5.2.1 ja 3.3.3) käyttäen saadaan

((BT )−1A)T = AT ((BT )−1)T = AT ((B−1)T )T=ATB−1,
(ATBT )T = BA,

josta edelleen käänteismatriisin määritelmän mukaan

((BT )−1A)TBC(ATBT )TA−1BT = AT (B−1B)CB(AA−1)BT = ATCBBT .
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5.3 Alkeisoperaatiot ja alkeismatriisit

Matriisin rivien ja sarakkeiden kertominen luvulla sekä rivin tai sarakkeen lisää-
minen toiseen onnistuu kertolaskulla.

1. Rivi kerrotaan vasemmalta sopivalla vaakavektorilla:

(
0 · · · 0 i

α 0 · · · 0
)




... A
...

...
...

...
· · · · · · · · ·
...

...
...


 i

= α
(
. . . . . . . . .

)
= αA(i, :)

Rivioperaatio III samoin vaakavektorilla vasemmalta päin:

(0 · · · 0
i
1 0 · · · 0

j
α 0 · · · 0)




... A
...

· · · · · · · · ·
...

...
...

· · · · · · · · ·
...

...
...




i

j

= A(i, :) + αA(j, :).

2. Sarake kerrotaan oikealta pystyvektorilla:



· · · · · ·
i
... A · · · · · ·

· · · · · · ... · · · · · · · · ·
· · · · · · ... · · · · · · · · ·
· · · · · · ... · · · · · · · · ·
· · · · · · ... · · · · · · · · ·







0
...
0
α
0
...
0




i = α




...

...

...

...

...




= αA(:, i)

Sarakeoperaatio III niinikään kertomalla pystyvektoria:



· · ·
i
... A

j
... · · ·

· · · ... · · · ... · · ·
· · · ... · · · ... · · ·
· · · ... · · · ... · · ·
· · · ... · · · ... · · ·
· · · ... · · · ... · · ·
· · · ... · · · ... · · ·







0
...
1
0
...
0
α
...
0




i

j

=




...

...

...

...

...

...

...

...




+ α




...

...

...

...

...

...

...

...




= A(:, i) + αA(:, j).
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Esimerkki 5.3.1 Matriisissa


1 2 −3
4 3 7
2 −1 3




operaationR′
2 ← R2 − 4R1 tulos on

(
−4 1 0

)


1 2 −3
4 3 7
2 −1 3


=

(
0 −5 19

)

ja operaationS ′
3 ← S3 + 3S1 tulos



1 2 −3
4 3 7
2 −1 3





3
0
1


=




0
19
9




Alkeismatriisit: alkeisoperaatiot matriisituloina

Osoitetaan, että käänteismatriisi voidaan laskea matriisien alkeisoperaatioihin

I. vaihdetaan kahden rivin paikat

II. kerrotaan rivi nollasta eriävällä luvulla

III. lisätään riviin toisen rivin monikerta

liittyvien alkeismatriisien välityksellä. Menetelmä on oleellisesti sama kuin yhtä-
löryhmän ratkaiseminen Gauss-Jordanin reduktiolla.

Määritelmä 5.3.2 NeliömatriisiE on tyypin K alkeismatriisi(elementary mat-
rix ), jos se on saatu aikaan suorittamalla yksikkömatriisilleI alkeisoperaatio K,
missä K on I, II tai III.

Esimerkki 5.3.3 Matriiseista

E1 =



0 1 0
1 0 0
0 0 1


, E2 =



1 0 0
0 1 0
0 0 3


, E3 =



1 0 3
0 1 0
0 0 1




E1 on tyyppiä I, sillä se on saatu yksikkömatriisista vaihtamalla 1. ja 2. rivi,E2 on
tyyppiä II ja saatu kertomalla 3. rivi luvulla3,E3 on tyyppiä III ja saatu lisäämällä
1. riviin 3. rivi kolminkertaisena.
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Lause 5.3.4OlkoonE tyypin K alkeismatriisi jaA samaa kokoa kuinE.

a) Jos matriisilleA tehdään alkeisoperaatio K, niin tulokseksi saadaan matriisi
EA.

b) Jos matriisilleA tehdäänsarakkeiden suhteenalkeisoperaatio K, niin tulokseksi
saadaan matriisiAE.

Todistus.Rivioperaatioita on havainnollistettu jäljempänä.

Todistetaan malliksi a). Jos matriisinE rivillä i ovat muut luvut nollia paitsi mah-
dollisestiα := eij ja β := eik, niin

(EA)(i, :) = αA(j, :) + βA(k, :). (2)

Alkeismatriisissa on kullakin rivillä vähintäin yksi mutta korkeintaan kaksi nol-
lasta poikkeavaa lukua, joista ainakin toinen on1.

OlkoonE tyyppiä I, ts. saatu matriisistaI vaihtamalla rivitk ja l. Jokaisella rivillä
on tasan yksi ykkönen. Muilla paitsi riveilläk ja l ykkönen on diagonaalilla, joten
kaavan (2) mukaan

(EA)(i, :) = A(i, :) kaikilla i 6= k, l.

Rivillä k ykkönen on sarakkeessal ja rivillä l sarakkeessak, joten edelleen kaavan
(2) mukaan

(EA)(k, :) = A(l, :) ja (EA)(l, :) = A(k, :).

EA saadaan siis matriisistaA vaihtamalla rivitk ja l.

OlkoonE tyyppiä II, ts. saatu yksikkömatriisistaI kertomalla rivii luvullaα 6= 0.
SiisE on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalilla on ykkösiä jaeii = α. Tulossa
EA muut rivit säilyvät ennallaan, paitsi

(EA)(i, :) = αA(i, :).

SiisEA saadaan matriisistaA kertomalla rivii luvullaα.

Tyypin III tapaus saadaan samaan tapaan kaavasta (2).✷
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Rivien i ja j vaihto eli tyypin I operaatio:

Eij A EijA

i

j




1 0 · · · 0 0
.. .

...
...

1 0 0
0 · · · · · · 0 · · · · · · 0 1 0 · · · 0

0 1 0
...

...
. . .

...
...

0 1 0
0 · · · 0 1 0 · · · · · · 0 · · · · · · 0

0 0 1
...

...
. . .

0 0 · · · 0 1







A(i, :)

A(j, :)




=




A(j, :)

A(i, :)




i

j

i j

Rivin i kertominen luvullaα eli tyypin II operaatio:

Eij A EijA

i




1 0 0
. . .

...
1 0

0 · · · 0 α 0 · · · 0
0 1
...

. . .
0 0 1







A(i, :)




=




αA(i, :)




i

i

Rivin i korvaaminenR′
i ← Ri + αRj eli tyypin III operaatio:

Eij A EijA

i

j




1 0 0 0
. . .

...
...

0 · · · 1 · · · α · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
.. .

0 0 0 1







A(i, :)

A(j, :)




=




A(i, :) + αA(j, :)

A(j, :)




i

j

i j



5.3 Alkeisoperaatiot ja alkeismatriisit 77

Esimerkki 5.3.5 Matriisille


1 2 −3
4 3 7
2 −1 3




saadaan operaatioR′
2 ← R2 − 4R1 alkeismatriisilla kertoen:




1 0 0
−4 1 0
0 0 1





1 2 −3
4 3 7
2 −1 3


=



1 2 −3
0 −5 19
2 −1 3




OperaatioS ′
3 ← S3 + 3S1 kertoen alkeismatriisille oikealta:



1 2 −3
4 3 7
2 −1 3





1 0 3
0 1 0
0 0 1


=



1 2 0
4 3 19
2 −1 9




Alkeismatriisien käänteismatriisit

Lause 5.3.6AlkeismatriisillaE on käänteismatriisi ja se on samaa tyyppiä kuin
E. Tarkemmin:

Todistus.JosE on tyyppiä I, niinEE = I, sillä Lauseen 5.3.4 mukaan kertomi-
nen vasemmalta vaihtaa alkuperäisen matriisinE rivit takaisin. SiisE on itsensä
käänteismatriisi.

Olkoon E tyyppiä II ja olkooneii = α 6= 0. Silloin E−1 saadaan kertomalla
yksikkömatriisinI rivi i luvulla 1

α
.

OlkoonE tyyppiä III ja olkoon rivillä i diagonaalin ulkopuolellaeij = α. Olkoon
F matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisissaE lukuα luvuksi−α.

MatriisitulossaEF on pistetuloilleE(k, :) · F (:, k) = 1 kaikilla k ∈ [n], joten
diagonaalilla on ykköset.

Josk 6= i, niin E(k, :) · F (:, l) = 0 kaikilla l 6= k. Lisäksi

E(i, :) · F (:, l) = 0 kaikilla l 6= j,
E(i, :) · F (:, j) = α · 1 + 1 · (−α) = 0.

SiisEF = I. Vastaavasti osoitetaan, ettäFE = I. SiisE−1 = F , joka määritte-
lynsä mukaan on tyyppiä III.✷
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Määritelmä 5.3.7 Matriisi B on riviekvivalenttimatriisinA kanssa (merkitään
B ≃ A), josB saadaan matriisistaA äärellisen monella alkeisoperaatiolla, ts. jos
on olemassa alkeismatriisitE1, E2, . . ., Ek siten, että

B = EkEk−1 · · ·E2E1A.

On ilmeistä, että≃ on ekvivalenssirelaation×n-matriisien joukossa; siis

1) A ≃ A kaikilla A ∈ Rn×n. (refleksiivisyys)

2) josA ≃ B, niin B ≃ A. (symmetrisyys)

3) josA ≃ B jaB ≃ C, niin A ≃ C. (transitiivisuus)

Esimerkki 5.3.8 Mitkä seuraavista matriiseista ovat riviekvivalentteja:

A :=

(
2 1
3 4

)
, B :=

(
1 3
4 2

)
, C :=

(
2 1
8 4

)

Ratkaisu. MatriisitA jaB voidaan osoittaa riviekvivalenteiksi keksimällä sopivat
alkeisoperaatiot:

(
2 1
3 4

)
R1

R2
≃
(
3 4
2 1

)
R′

1 ← R2

R′
2 ← R1

≃
(
1 3
2 1

)
R′′

1 ← R′
1 −R′

2

R′′
2 ← R′

2

≃
(
1 3
4 2

)
R′′′

1 ← R′′
1

R′′′
2 ← 2R′′

2

Menettely muistuttaa hakuammuntaa. Parempi tapa on muuntaa matriisit redusoi-
tuun porrasmuotoon, josta vastaukset ovat helposti nähtävissä:

A ≃
(
1 0
0 1

)
= I ≃ B,

C ≃
(
1 1

2

0 0

)
=: C ′.

SiisA ≃ B. KoskaC ′ 6≃ I, myösC 6≃ I ja sitenA 6≃ C. Samasta syystäB 6≃ C.

Tehtävä 5.3.9 Määritä Esimerkissä 5.3.8 tarvittuja alkeisoperaatioitavastaavat
alkeismatriisit. Ratkaisu sivulla 90.
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Esimerkki 5.3.10 Keksi alkeismatriisit, joilla vasemmalta kertomalla

A =



2 1 0
0 5 1
1 0 1




muuttuu yksikkömatriisiksi (jos mahdollista), ts. osoitaettäA ≃ I.

Eräs ratkaisu: MuunnetaanA yksi operaatio kerrallaan redusoituun porrasmuo-
toon:

A =



2 1 0
0 5 1
1 0 1




R1

R2

R3

I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




R1

R2

R3

≃



1 0 1
0 5 1
2 1 0




R′
1 ← R3

R′
2 ← R2

R′
3 ← R1

E1 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0




≃



1 0 1
0 5 1
0 1 −2




R′′
1 ← R′

1

R′′
2 ← R′

2

R′′
3 ← R′

3 − 2R′
1

E2 =




1 0 0
0 1 0
−2 0 1




≃



1 0 1
0 5 1
0 0 −11

5




R′′′
1 ← R′′

1

R′′′
2 ← R′′

2

R′′′
3 ← R′′

3 − 1
5
R′′

2

E3 =




1 0 0
0 1 0
0 −1

5
1




≃



1 0 1
0 5 1
0 0 1




R4
1 ← R′′′

1

R4
2 ← R′′′

2

R4
3 ← (− 5

11
)R′′′

3

E4 =




1 0 0
0 1 0
0 0 − 5

11




≃



1 0 0
0 5 1
0 0 1




R5
1 ← R4

1 − R4
3

R5
2 ← R4

2

R5
3 ← R4

3

E5 =




1 0 −1
0 1 0
0 0 1




≃



1 0 0
0 5 0
0 0 1




R6
1 ← R5

1

R6
2 ← R5

2 − R5
3

R6
3 ← R5

3

E6 =




1 0 0
0 1 −1
0 0 1




≃



1 0 0
0 1 0
0 0 1




R7
1 ← R6

1

R7
2 ← 1

5
R6

2

R7
3 ← R6

3

E7 =




1 0 0
0 1

5
0

0 0 1




Silloin I = E7E6E5E4E3E2E1A.

Tehtävä 5.3.11Todista tulon kääntämisen yleistys: josA1, A2, A3, . . ., An ovat
samankokoisia säännöllisiä (neliö)matriiseja, niin niiden tulo on säännöllinen ja

(A1A2A3 · · ·An)
−1 = A−1

n · · ·A−1
3 A−1

2 A−1
1 .

Ratkaisu sivulla 91.
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5.4 Yhtälöryhmän ratkaisuista

Tarkastellaan lineaarisen yhtälöryhmänAx = b ratkaisujen olemassaoloa ja yk-
sikäsitteisyyttä. Aluksi todistetaan säännöllisen matriisin supistumissääntö sekä
esitetään säännöllisyydelle karakterisointeja.

Lause 5.4.1Olkoot A ∈ Rm×n, X ∈ Rn×r ja B ∈ Rm×r. JosM ∈ Rm×m on
säännöllinen, niin

AX = B ⇐⇒ MAX = MB.

Todistus.JosAX = B, on ainaMAX = MB. Kääntäen, olkoonMAX = MB.
KoskaM on säännöllinen, on olemassaM−1 ja se on säännöllinen. Mutta silloin
liitännäisyyden ja oletuksen nojalla

AX = IAX = (M−1M)AX = M−1(MAX) = (M−1M)B = IB = B.

✷

Kvadraattinen yhtälöryhmäAx = b ratkeaa nyt periaatteessa helposti, josA on
säännöllinen: valitsemalla Lauseessa 5.4.1n = m, r = 1, B = b, X = x ja
kertomalla matriisiyhtälö vasemmalta käänteismatriisillaM = A−1 saadaan

Ax = b ⇐⇒ x = A−1b.

Käytännössä ratkaiseminen tehdään eliminointimenetelmällä niin, että saman-
aikaisesti muunnetaanA alkeisoperaatioin yksikkömatriisiksiI ja b vektorik-
si A−1b. Tässä voidaan käyttää alkeismatriiseilla kertomista taisuoraan Gauss-
Jordanin reduktion matriisimuotoa lähtökohtana yhtälöAx = Ib.

Lause 5.4.2NeliömatriisilleA ovat seuraavat ehdot yhtäpitäviä:

(a) A on säännöllinen (ts. sillä on käänteismatriisi).

(b) Homogeenisella yhtälöryhmälläAx = 0 on vain triviaaliratkaisu (nollavek-
tori x = 0).

(c) A ja yksikkömatriisiI ovat riviekvivalentteja.

Todistus.OlkoonA n×n-matriisi jax n-vektori.

(a)⇒ (b): OlkoonA säännöllinen. JosAx = 0, niin koskaA−1 on olemassa, on

x = A−1Ax = A−10 = 0.
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(b) ⇒ (c): Riittää osoittaa, että yhtälöryhmänAx = 0 redusoidun porrasmuo-
don kerroinmatriisi onI. Redusoitu porrasmuoto nimittäin saadaan aina aikaan
alkeismuunnoksia käyttäen.

Olkoon yhtälöryhmäAx = 0 muunnettu alkeisoperaatioita käyttäen yhtäpitävään
porrasmuotoonUx = 0.

Väite.MatriisinU = (uij) diagonaalilla on vain ykkösiä.
Todistus.Vastaoletus:Olkoonuii 6= 1 jollekin i ∈ [n]. Porrasmuodon perusteel-
la uii = 0. Kvadraattisuuden nojalla ainakin viimeinen rivi on muotoa 0 = 0.
Ax = 0 on täten ekvivalentti sellaisen yhtälöryhmän kanssa, jossa on vähem-
män yhtälöitä kuin tuntemattomia. Lauseen 2.3.11 mukaan olisi yhtälöryhmällä
ei-triviaaleja ratkaisuja, mikä on vastoin oletusta (b).

Koska yläkolmiomatriisinU diagonaalilla on ykköset, on selvää, että redusoidussa
porrasmuodossa kerroinmatriisi onI.

(c)⇒ (a): Oletuksen (c) mukaan on olemassa alkeismatriisitE1,E2, . . .,Ek, joille

A = Ek · · ·E2E1I = Ek · · ·E2E1(I).

Koska alkeismatriisit ovat säännöllisiä, onA niiden tulona säännöllinen ja

A−1 = (Ek · · ·E2E1)
−1 = E−1

1 E−1
2 · · ·E−1

k .

✷

Seuraus 5.4.3Kvadraattisella lineaarisella yhtälöryhmälläAx = b on yksikäsit-
teinen ratkaisu täsmälleen silloin, kunA on säännöllinen.

Todistus.1) JosA on säännöllinen, onA−1b ainoa ratkaisu (Lause 5.4.1).

2) Olkoon yhtälöryhmälläAx = b täsmälleen yksi ratkaisûx.
Vastaoletus:A on singulaarinen. Silloin yhtälöryhmälläAx = 0 on Lauseen 5.4.2
mukaan ratkaisuz 6= 0. Olkoony := x̂ + z. Silloin y 6= x̂ ja osittelulain mukaan

Ay = A(x̂+ z) = Ax̂ + Az = b+ 0 = b.

Täten myösy on yhtälönAx = b ratkaisu, mikä on vastoin oletusta 2). SiisA on
säännöllinen.✷

Tehtävä 5.4.4 Millainen ratkaisujoukko on lineaarisella yhtälöryhmällä




x1 + 2x2 + x3 = 0
2x1 − x2 = 0
x1 − 3x2 − x3 = 0

?

Ratkaisu sivulla 90.
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5.5 Eliminointimenetelmä

Säännöllinen neliömatriisiA on riviekvivalentti yksikkömatriisinI kanssa, joten
on olemassa alkeismatriisitE1, E2, . . ., Ek, joille

Ek · · ·E2E1A = I.

Kertomalla tämä oikealta käänteismatriisilla saadaan

Ek · · ·E2E1I = A−1.

Samat alkeisoperaatiot muuntavat siis matriisinA yksikkömatriisiksi ja yksikkö-
matriisin käänteismatriisiksiA−1. Käänteismatriisi voidaan siis laskea seuraavas-
ti:

KirjoitetaanA ja I vierekkäin ja redusoidaanA alkeisoperaatioil-
la yksikkömatriisiksi tehden kussakin vaiheessa samat muunnokset
myös matriisilleI. Silloin A | I muuntuu muotoonI | A−1.

Esimerkki 5.5.1 Lasketaan alkeisoperaatioilla käänteismatriisi matriisille

A :=




1 4 3
−1 −2 0
2 2 3




Laajennetaan yksikkömatriisilla:



1 4 3
−1 −2 0
2 2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1




⇐⇒




1 4 3
0 2 3
0 −6 −3

1 0 0
1 1 0
−2 0 1




⇐⇒




1 4 3
0 2 3
0 0 6

1 0 0
1 1 0
1 3 1




⇐⇒




1 4 0

0 2 0

0 0 6

1
2
−3

2
−1

2
1
2
−1

2
−1

2

1 3 1




⇐⇒




1 0 0

0 2 0

0 0 6

−1
2
−1

2
1
2

1
2
−1

2
−1

2

1 3 1




⇐⇒




1 0 0

0 1 0

0 0 1

−1
2
−1

2
1
2

1
4
−1

4
−1

4
1
6

1
2

1
6
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Käänteismatriisi on siis

A−1 =



−1

2
−1

2
1
2

1
4
−1

4
−1

4
1
6

1
2

1
6




Tehtävä 5.5.2 Merkitse operaatiot näkyviin Esimerkin 5.5.1 laskuissa.

Esimerkki 5.5.3 Miten saadaan alkeismatriiseilla yksikkömatriisista matriisi A,
mitenA−1, kun

A :=



2 1 0
0 5 1
1 0 1




Ratkaisu (pääpiirteittäin). Viedään matriisiA alkeisoperaatioilla redusoituun por-
rasmuotoon. Se osoittautuu olevanI, joten ratkaisu on olemassa. OlkootE1, E2,
. . ., Ek äskeisessä käytettyjä alkeisoperaatioita vastaavat alkeismatriisit. Tällöin
Ek · · ·E2E1A = I, joten

A = E−1
1 E−1

2 · · ·E−1
k I, A−1 = Ek · · ·E2E1I.

Esimerkiksi Gauss-Jordanin reduktiossa neljä ensimmäistä (yksikkömatriisista
poikkeavaa) ovat tyypin III alkeismatriisit

E1 =




1 0 0
0 1 0
−1

2
0 1


, E2 =



1 0 0
0 1 0
0 1

10
1


,

E3 =



1 0 0
0 1 −10

11

0 0 1


, E4 =



1 −1

5
0

0 1 0
0 0 1


.

Loput kolme ovat tyypin II alkeismatriiseja, joilla skaalataan diagonaalille ykkö-
set:

E5 =




1
2

0 0
0 1 0
0 0 1


, E6 =



1 0 0
0 1

5
0

0 0 1


, E7 =



1 0 0
0 1 0
0 0 10

11


.

Tehtävä 5.5.4 Suorita matriisinA muunto yksikkömatriisiksi käyttäen Esimerkin
5.5.3 alkeismatriisejaEi. Muodosta niiden käänteismatriisitE−1

i ja laskeA−1.
Tarkasta, ettäAA−1 = I. Ratkaisusta sivulla 90.
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5.6 Alimatriisit ja lohkotulot

Matriisin osittaminen

Joskus on tarpeen jakaa matriisi alimatriiseihin vetämällä rivien ja sarakkeiden
väliin rajoja. Näin muodostuu matriisinositus(partition), joka koostuu pienem-
mistä erillisistä matriiseista,lohkoista(block),jotka yhdessä muodostavat koko al-
kuperäisen matriisin. Tämä mahdollistaa esimerkiksi tietokoneohjelmissa olevien
matriisin kokorajoitusten kiertämisen.

Esimerkki 5.6.1 Osita matriisi

A :=




−2 3 −3 4 1 3
3 2 6 1 1 1
−5 −3 3 22 −1 2
−1 4 1 2 2 4
−4 2 7 11 −3 6




niin, että saat mahdollisimman monta2×2-alimatriisia.

Eräs ratkaisu: Määritellään

A11 =

(
−2 3
3 2

)
A12 =

(
−3 4
6 1

)
A13 =

(
1 3
1 1

)

A21 =

(
−5 −3
−1 4

)
A22 =

(
3 22
1 2

)
A23 =

(
−1 2
2 4

)

A31 =
(
−4 2

)
A32 =

(
7 11

)
A33 =

(
−3 6

)

TällöinA voidaan esittää muodossa

A =



A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33




Esimerkki 5.6.2 Miten poimitaanA32 edellisestä matriisistaA muodossaA(p :
q, r : s)?

Ratkaisu.A32 = A(5 : 5, 3 : 4) = A(5, 3 : 4).

Matriisitulo vektorimuodossa

Usein ositus tehdään jakamalla matriisi riveihin tai sarakkeisiin. MatriisinA =
(aij)m×n
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– rivejä merkittiinA(i, :),

– sarakkeita merkittiinaj = A(:, j).

Lause 5.6.3MatriisienA = (aij)m×n jaB = (bij)n×r matriisitulo voidaan esittää
rivi- tai sarakemuodossa:

AB =




A(1, :)B
A(2, :)B

...
A(m, :)B




=
(
A(B(:, 1)) A(B(:, 2)) . . . A(B(:, r))

)

=
(
Ab1 Ab2 . . . Abr

)

Todistus. 1) Tulon AB i. rivi koostuu skalaarituloistaA(i, :) · B(:, j), j =
1, 2, . . . r, ts.

(AB)(i, :) = A(i, :)B.

2) Vastaavasti tulonAB j. sarake muodostuu skalaarituloistaA(i, :) · B(:, j), i =
1, 2, . . .m, ts.

(AB)(:, j) = A(B(:, j)).

✷

Lohkotulot

Kun matriisitulon tekijöiden lohkojen dimensiot ovat yhteensopivia, voidaan tulo
laskea myös lohkoittain.

Lause 5.6.4Olkoon matriisitA = (aij)m×n ja B = (bij)n×r ositettu eli jaettu
lohkoihin

A =
s n− s

k
m− k

(
A11 A12

A21 A22

)
ja B =

t r − t
s

n− s

(
B11 B12

B21 B22

)

(missä esim.A21 on (m− k)×s-matriisi). Silloin

AB =

(
A11 A12

A21 A22

)(
B11 B12

B21 B22

)

=

(
A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22

A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

)
.
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Todistus.MerkitäänC := AB = (cij)m×r.
1) Osoitetaan ensin, että yo. summat ovat määriteltyjä ja muodostavat yhdessä
eräänm×r-matriisinD = (dij). KoskaA11 on k×s- ja B11 on s×t-matriisi, on
tuloA11B11 määritelty ja kokoak×t. VastaavastiA12 on kokoak×(n− s) jaB21

kokoa(n−s)×t, jotenA12B21 on kokoak×t. Summa

D11 := A11B11 + A12B21

on siis kokoak×t. Vastaavasti osoitetaan, että

D12 := A11B12 + A12B22

on määritelty ja kokoak×(r−t). Samoin matriiseista

D21 := A21B11 + A22B21 jaD22 := A21B12 + A22B22

D21 on kokoa(m− k)×t jaD22 (m− k)×(r− t). Näin tulee määritellyksim×r-
matriisi

D = (dij) :=

(
D11 D12

D21 D22

)
.

2) Väite.cij = dij kaikilla i ∈ [m], j ∈ [r].
Todistus.Kannattaa ensin kirjoittaa

cij =
∑n

l=1 ailblj =
∑s

l=1 ailblj +
∑n

l=s+1 ailblj
= A(i, 1 : s) · B(1 : s, j) + A(i, (s+ 1) : n) · B((s+ 1) : n, j)

a) Josi ≤ k ja j ≤ t, niin edellisen mukaan

cij = A11(i, :) ·B11(:, j) + A12(i, :) · B21(:, j)
= D11(i, j) = D(i, j) = dij.

b) Josi ≤ k, muttaj > t, niin

cij = A11(i, :) ·B12(:, j − t) + A12(i, :) · B22(:, j − t)
= D12(i, j − t) = D(i, j) = dij.

c) Jos taasi > k ja j ≤ t, niin vastaavasti

cij = A21(i− k, :) ·B11(:, j) + A22(i− k, :) · B21(:, j)
= D21(i− k, j) = D(i, j) = dij.

d) Jos lopuksii > k ja j > t, niin

cij = A21(i− k, :) ·B12(:, j − t) + A22(i− k, :) · B22(:, j − t)
= D22(i− k, j − t) = D(i, j) = dij.

✷
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Lause 5.6.5Jos matriiseissa

A :=



A11 · · · A1t

...
...

As1 · · · Ast


 ja B :=



B11 · · · B1r

...
...

Bt1 · · · Btr




lohkojen dimensiot ovat yhteensopivia, ts. matriisissaAik on yhtä monta saraketta
kuin rivejä matriisissaBkj, niin

AB =



C11 · · · C1r

...
...

Cs1 · · · Csr


,

missä

Cij :=
t∑

k=1

AikBkj.

Todistus.Samaan tapaan kuin Lause 5.6.4✷

Esimerkki 5.6.6 Laske lohkoittain tulo




3 −3 4 1 3
2 6 1 1 1
−3 3 3 −1 2
4 1 2 2 4
2 2 1 −3 6







1 0 −1
0 1 2
−1 1 0
−2 0 0
1 1 1




Ratkaisu. Olkoon ensimmäinen matriisiA ja toinenB. A on jaettu neljään osaan
jaB kahteen:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
B =

(
B1

B2

)
,
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joten Lauseen 5.6.5 mukaan tulo lohkoittain on

AB =

(
A11B1 + A12B2

A21B1 + A22B2

)

=




(
3 −3 −9
2 6 10

)
+

(
−3 7 3
−2 2 1

)



−3 3 9
4 1 −2
2 2 2


 +




1 5 2
−2 6 4
11 7 6







=




0 4 −6
0 8 11
−2 8 11
2 7 2
13 9 8




Esimerkki 5.6.7 Oletetaan, että laskin pystyy käsittelemään korkeintaan sata-
alkioisia matriiseja, mutta näitä voi olla muistissa ja käsiteltävänä useita. Miten
voidaan laskea kahden15×15-matriisin tulo?

Ratkaisu. Olkoon laskettavaAB, missäA, B ∈ R15×15. Ositetaan matriisit niin,
että alimatriisit ovat enintään sata-alkioisia. Kahtia jako ei riitä, sillä matriiseissa
on225 alkiota. Ositus voidaan tehdä esimerkiksi jakamalla matriisit

a) kolmeen osaan,A vaaka- jaB pystysuunnassa. Tuloksena on9 5×5-matriisia,
jotka yhdessä muodostavat tulonAB.

b) neljään osaan, esimerkiksi molemmat muotoa
(
10×10 10×5
5×10 5×5

)
tai

(
8×8 8×7
7×8 7×7

)
.

Eri ositusten laskentanopeuksissa voi olla eroja!

Esimerkki 5.6.8 OlkoonA ∈ Rn×n muotoa

A =

(
A11 O
O A22

)
,

missäA11 ∈ Rk×k, k < n. Osoita, ettäA on säännöllinen jos ja vain josA11 ja
A22 ovat. Mitä onA−1?

Ratkaisu. Merkitään yksikkömatriisejaIm ∈ Rm×m.

1) JosA11 jaA22 ovat säännöllisiä, niin lohkotuloa käyttäen saadaan
(
A11 O
O A22

)(
A−1

11 O
O A−1

22

)
=

(
Ik O
O In−k

)
= In,
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ja sama tulolle toisinpäin. TätenA on säännöllinen ja

A−1 =

(
A−1

11 O
O A−1

22

)

2) Kääntäen, olkoonA säännöllinen jaB := A−1. OsitetaanB samalla tavoin
kuinA:

B =

(
B11 B12

B21 B22

)

Koska

AB = BA = In =

(
Ik O
O In−k

)

on (
A11 O
O A22

)(
B11 B12

B21 B22

)
=

(
A11B11 A11B12

A22B21 A22B22

)
= In,

(
B11 B12

B21 B22

)(
A11 O
O A22

)
=

(
B11A11 B12A22

B21A11 B22A22

)
= In.

Koska kaikkien matriisien vastinosat ovat samaa kokoa, on

A11B11 = B11A11 = Ik,
A22B22 = B22A22 = In−k,

jotenA11 jaA22 ovat säännöllisiä käänteismatriiseinaanB11 jaB22.

Lause 5.6.9OlkoonA ∈ Rn×n lohkomatriisi muotoa

A =

(
A11 A12

O A22

)
,

missäA11 ∈ Rk×k ja A22 ∈ R(n−k)×(n−k), 1 ≤ k < n. Silloin A on säännöllinen
jos ja vain josA11 jaA22 ovat säännöllisiä.

Yleisemmin: josA ∈ Rn×n on lohkoyläkolmiomatriisimuotoa

A =




A11 A12 A13 · · · A1k

O A22 A23 · · · A2k

O O A33 · · · A3k
...

. . .
...

O O O · · · Akk



,

missä kaikki diagonaalilla olevat alimatriisitAii ovat neliömatriiseja, niinA on
säännöllinen jos ja vain jos kaikki diagonaaliblokitAii ovat säännöllisiä.

Todistus.Sivuutetaan tällä erää.✷



5.7 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 5.3.9 : a) Käytettyjä operaatioita vastaavat alkeismatriisit ovat

E1 =

(
0 1
1 0

)
, E2 =

(
1 −1
0 1

)
, E3 =

(
1 0
0 2

)

jolloin B = E3E2E1A.

b) EsimerkiksiI = F4F3F2F1A, missä

F1 =

(
1 0
−3

2
1

)
, F2 =

(
1 −2

5

0 1

)
, F3 =

(
1
2

0
0 1

)
, F4 =

(
1 0
0 2

5

)

EsimerkiksiI = G3G2G1B, missä

G1 =

(
1 0
−4 1

)
, G2 =

(
1 0
0 − 1

10

)
, G3 =

(
1 −3
0 1

)

c) EsimerkiksiC ′ = H2H1C, missä

H1 =

(
1 0
−4 1

)
, H2 =

(
1
2

0
0 1

)

Tehtävä 5.4.4: Selvitetään yhtälöryhmän kerroinmatriisin säännöllisyys viemällä
kohti porrasmuotoa:



1 2 1
2 −1 0
1 −3 −1




R1

R2

R3

≃



1 2 1
0 −5 −2
0 −5 −2




R′
1 ← R1

R′
2 ← R2 − 2R1

R′
3 ← R3 −R1

≃



1 2 1
0 1 2

5

0 0 0




R′′
1 ← R′

1

R′′
2 ← −1

5
R′

2

R′′
3 ← R′

3 − R′
2

Kerroinmatriisi ei siis ole riviekvivalentti yksikkömatriisin kanssa. Lauseen 5.4.2
mukaan se ei ole säännöllinen, ja Seurauksen 5.4.3 nojalla sillä ei ole yksikäsit-
teistä ratkaisua. Koska sillä homogeenisena on ratkaisuja– ainakin triviaalirat-
kaisu, on ratkaisujoukon oltava ääretön; porrasmuodosta nimittäin nähdään, että
vaikkapax3 voidaan valita vapaasti.

Tehtävä 5.5.4: Käänteismatriisit tyypin II alkeismatriiseille saatiin korvaamalla
diagonaalin ykkösestä poikkeava luku käänteisluvullaan,tyypin III taas korvaa-
malla diagonaalin ulkopuolella oleva nollasta eroava lukuvastaluvulla. Pitäisi tul-
la

A−1 =
1

11




5 −1 1
1 2 −2
−5 1 10
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Tehtävä 5.3.11 : Matemaattisella induktiolla matriisien lukumäärän suhteen.

I1) Tapausn = 1 on selvä. Tapausn = 2 on Lauseessa 5.2.1 kohta c).

I2) n = k (induktio-oletus): Olkoon väite tosi jollakin arvollak ≥ 2, eli aina, kun
samankokoiset neliömatriisitA1, A2, A3, . . ., Ak ovat säännöllisiä, niin

(A1A2A3 · · ·Ak)
−1 = A−1

k · · ·A−1
3 A−1

2 A−1
1 .

I3) n = k + 1: Olkoot matriisitA1, A2, A3, . . ., Ak, Ak+1 samankokoisia sään-
nöllisiäp×p-matriiseja. Huomaa, että näiden ei suinkaan tarvitse ollasamoja kuin
edellä, vaikka niille käytetään samoja nimityksiä!

Koska näistä esimerkiksi matriisitA1, A2, A3, . . ., Ak toteuttavat induktio-ole-
tuksen vaatimukset, niille pätee myös induktio-oletuksenkaava. Liitännäisyyden
nojalla voidaan kirjoittaa

A1A2A3 · · ·AkAk+1 = (A1A2A3 · · ·Ak)Ak+1

missä sulkulauseke jaAk+1 ovat säännöllisiäp×p-matriiseja. Näin ollen tulo on
säännöllinen ja

((A1A2A3 · · ·Ak)Ak+1)
−1 = A−1

k+1(A1A2A3 · · ·Ak)
−1.

Induktio-oletuksen mukaan tästä:

A−1
k+1(A1A2A3 · · ·Ak)

−1 = A−1
k+1(A

−1
k · · ·A−1

3 A−1
2 A−1

1 ).

Siis vielä kerran liitännäisyyttä käyttäen saamme yhteensä

(A1A2A3 · · ·AkAk+1)
−1 = A−1

k+1A
−1
k · · ·A−1

3 A−1
2 A−1

1 .

Tapausn = k + 1 eli induktioaskel on näin todistettu.

Kohtien I1-3) ja induktioperiaatteen nojalla väite on tosikaikilla n ∈ N.
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Jokaiseen reaaliseen neliömatriisiin liittyy eräs reaaliluku, matriisindeterminantti,
jonka arvo kertoo matriisin singulaarisuuden; matriisi onsingulaarinen täsmälleen
silloin kun sen determinantti häviää (eli= 0). Jos determinantti on lähes nolla, on
oltava varovainen mm. käänteismatriisin laskemisessa; pieni muutos matriisissa
aiheuttaa siinä suuren muutoksen ja likiarvoisessa laskennassa on yli- tai alivuo-
tojen vaara.

6.1 Determinantin määritelmä

Determinantti on kuvaus

det = | | : Rn×n → R,

joka tässä esityksessä määritellään induktiivisesti pienempien determinanttien
avulla. Aluksi kuitenkin ehkä jo ennestään tutut Sarrusin säännöt (Pierre Sarrus,
Ranska, 1798-1861):

Sarrusin sääntö2×2- ja 3×3-determinanteille

Sarrusin säännöiksisanomme vinoittaistuloihin perustuvia kaavoja

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12.

Aluksi voi olla helpompi käyttää apusarakkeina 1:n ja 2:n kopioita:

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣

a11 a12
a21 a22
a31 a32

Esimerkki 6.1.1 Lasketaan Sarrusin säännöllä:
∣∣∣∣
3 −2
7 5

∣∣∣∣ = 3 · 5− 7 · (−2) = 29



6.1 Determinantin määritelmä 93

∣∣∣∣∣∣

2 1 −3
4 3 2
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= 2 · 3 · (−1) + 1 · 2 · 2 + (−3) · 4 · 1

−2 · 3 · (−3)− 1 · 2 · 2− (−1) · 4 · 1 = 4.

Sovitaan muutamia determinantin varsinaisessa määritelmässä käytettäviä nimi-
tyksiä.

a) Reaalilukumatriisin

A = (aij)n×n =




a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 I
... II

...
...

ai1 · · · · · · aij · · · ain

... III
... IV

an1 anj ann




alkiotaaij vastaava matriisiMij on se(n−1)×(n−1)-matriisi, joka saadaan mat-
riisistaA poistamalla rivii ja sarakej; siis rivi ja sarake, jollaaij itse on. Siis

MA
ij =




...

I
... II
...

· · · · · · · · · · · · · · ·
III

... IV

...




b) Oletetaan, että kokoa(n−1)×(n−1) olevien matriisien determinantti on jo
määritelty. LukuAij := (−1)i+j det(MA

ij ) on alkion aij kofaktori eli komple-
mentti. LuvuistaAij muodostettua matriisia sanotaan usein matriisinA kofaktori-
matriisiksicof(A).

Esimerkki 6.1.2 Lasketaan matriisin

A :=



1 −2 −3
4 −5 6
7 8 −9




rivillä 1 sarakkeessa 2 olevaa alkiota vastaava matriisi jakofaktori.

Ratkaisu. Lasketaan siis alkiotaa12 vastaava matriisiMA
12 ja kofaktoriA12:

MA
12 =

(
4 6
7 −9

)
, A12 = (−1)3 det(MA

12) = (−1) ·
∣∣∣∣
4 6
7 −9

∣∣∣∣ = 78
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Määritelmä 6.1.3 NeliömatriisinA = (aij) ∈ Rn×n determinanttion luku

det(A) = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. ..

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

joka määritellääninduktiivisesti kullekin matriisikoollen×n seuraavasti:
1×1-matriisin determinantti (älä sotke itseisarvoon!)

|a11| := a11. (3)

2×2-matriisin determinantti määritellään rivin 1 ja kofaktorien lineaarikombinaa-
tiona ∣∣∣∣

a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ := a11A11 + a12A12 = a11a22 − a12a21, (4)

missä kofaktorit sisältävät yksirivisiä determinantteja.
3×3-determinantti määritellään edelleen2×2-determinanttien avulla
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
:= a11A11 + a12A12 + a13A13

= a11

∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣
a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣
a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33

+a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31.
(5)

Yleisesti,n×n-matriisinA determinantti määritellään induktiivisesti

det(A) :=

{
a11, josn = 1,
a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n, josn > 1,

missä summalauseke onkofaktorikehitelmä(cofactor expansion).

Tehtävä 6.1.4 Määritä Esimerkissä 6.1.2 olleelle matriisille

A = (aij) =



1 −2 −3
4 −5 6
7 8 −9




1. rivin alkioita vastaavat matriisit ja kofaktorit, sekä laske determinantti.
Ratkaisu sivulla 108.
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On ilmeistä, että2×2- ja 3×3-determinanttien tapauksessa Sarrusin sääntö on so-
pusoinnussa määritelmämme kanssa.

Tehtävä 6.1.5 Määritä matriisin

A :=



1−λ 2 1

4 −5−λ 6
7 8 2−λ




determinantti a) määritelmän mukaan, b) Sarrusin säännöllä.
Ratkaisu sivulla 108.

Varoitus! Suuremmille determinanteille ei ole vastaavaa sääntöä! Suuremmat de-
terminantit lasketaan yleensä joko

1) kehittämällädeterminantti jonkin sarakkeen (tai rivin) suhteen (ks. Määritelmä
6.1.3 ja Lause 6.2.1) tai

2) eliminointimenetelmällä (ks. Esimerkki 6.7.1).

Edellinen merkitsee determinanttilaskun "pilkkomista" yhä pienempien determi-
nanttien laskemiseksi, jälkimmäinen determinantin muuntamista alkeisoperaa-
tioilla yksinkertaisempaan muotoon. Kehittämismenetelmän laskutoimitusten mää-
rä nousee jyrkästi matriisin koon kasvaessa (ks. Luku 6.8),joten se ei sovellu suur-
ten determinanttien numeerisiin laskuihin.

6.2 Determinantin kehittäminen

Määritelmässä determinantti on kehitetty 1. rivin suhteen. Yhtä hyvin voidaan
käyttää muuta riviä tai saraketta (todistus sivuutetaan tässä vaiheessa)

Lause 6.2.1NeliömatriisinA ∈ Rn×n determinantti voidaan laskea kehittämällä
se minkä tahansa rivin tai sarakkeen suhteen, ts.

det(A) =

n∑

k=1

(−1)i+kaik det(Mik) =

n∑

l=1

(−1)l+jalj det(Mlj)

kaikilla i, j ∈ [n]. Merkinvaihtokertoimelle(−1)r+s pätee muistisääntö



+ − + · · ·
− + − · · ·
+ − +
...

...
. . .
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Esimerkki 6.2.2 Laske matriisin

A :=




2 −1 0 −3
1 3 0 1
−1 2 −1 0
0 −4 1 2




determinantti: a) määritelmän mukaan, b) edullisimmalla tavalla kehittämällä.

Ratkaisu. a) Määritelmän 6.1.3 mukaan determinantti on

2 det(M11)− (−1) det(M12) + 0 · det(M13)− (−3) det(M14)

= 2

∣∣∣∣∣∣

3 0 1
2 −1 0
−4 1 2

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
−1 −1 0
0 1 2

∣∣∣∣∣∣
+ 3

∣∣∣∣∣∣

1 3 0
−1 2 −1
0 −4 1

∣∣∣∣∣∣

Nämä edelleen määritelmän mukaan:∣∣∣∣∣∣

3 0 1
2 −1 0
−4 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 3 ·

∣∣∣∣
−1 0
1 2

∣∣∣∣− 0 ·
∣∣∣∣

2 0
−4 2

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣

2 −1
−4 1

∣∣∣∣

= 3 · (−2) + (−2) = −8∣∣∣∣∣∣

1 0 1
−1 −1 0
0 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣
−1 0
1 2

∣∣∣∣− 0 ·
∣∣∣∣
−1 0
0 2

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣
−1 −1
0 1

∣∣∣∣

= −2 − 1 = −3∣∣∣∣∣∣

1 3 0
−1 2 −1
0 −4 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣
2 −1
−4 1

∣∣∣∣− 3 ·
∣∣∣∣
−1 −1
0 1

∣∣∣∣+ 0 ·
∣∣∣∣
−1 2
0 −4

∣∣∣∣

= −2 − 3 · (−1) = 1

Siisdet(A) = 2 · (−8) + (−3) + 3 · 1 = −16.

b) Koska kolmannessa sarakkeessa on kaksi nollaa, kehitetään sen suhteen:

det(A) = (−1)

∣∣∣∣∣∣

2 −1 −3
1 3 1
0 −4 2

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣

2 −1 −3
1 3 1
−1 2 0

∣∣∣∣∣∣
= −34 + 18 = −16.

Tehtävä 6.2.3 Laske ∣∣∣∣∣∣

2 1 −3
0 3 2
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣
a) määritelmän mukaan,
b) kehittämällä 1. sarakkeen suhteen,
c) kehittämällä 2. sarakkeen suhteen.
Ratkaisu sivulla 108.
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6.3 Determinanttien laskusääntöjä

Seuraus 6.3.1NeliömatriisilleA ondet(A) = 0, jos

a) sen jokin rivi tai sarake on pelkkiä nollia tai

b) siinä on kaksi identtistä riviä (tai saraketta).

Todistus.a) on ilmeinen, b) harjoitustehtävä.✷

Seuraavat säännöt on muotoiltu 1. sarakkeelle, mutta vastaava tulos pätee mille
tahansa sarakkeelle ja riville.

Lause 6.3.2a) NeliömatriisilleA = (aij) ja reaaliluvullec pätee
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ca11 a12 · · · a1n
ca21 a22 · · · a2n

...
...

.. .
...

can1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ts. rivistä (tai sarakkeesta) voidaan ottaa yhteinen tekijä determinantin eteen.

b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a′11+a′′11 a12 · · · a1n
a′21+a′′21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

a′n1+a′′n1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a′11 a12 · · · a1n
a′21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
a′n1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a′′11 a12 · · · a1n
a′′21 a22 · · · a2n
...

...
. ..

...
a′′n1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Todistus.a) Kehitetään determinantti 1. sarakkeen mukaan:

D :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ca11 a12 · · · a1n
ca21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

can1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ca11A11 + ca21A21 + · · ·+ can1An1,

missä on otettava huomioon, että determinantissa alkioiden cak1 kofaktorit ovat
samat kuinak1:n. Siis

D = c(a11A11 + a21A21 + · · ·+ an1An1) = c det(A).
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b) Kehitetään determinantti 1. sarakkeen mukaan ottaen taas huomioon kofakto-
rien riippumattomuus itse alkiosta:

n∑

i=1

(a′i1+a′′i1)Ai1 =
n∑

i=1

a′i1Ai1 +
n∑

i=1

a′′i1Ai1.

✷

Seuraus 6.3.3JosA = (aij)n×n ja c ∈ R, niin tyypin III alkeisoperaatio ei muuta
determinantin arvoa:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + ca12 a12 · · · a1n
a21 + ca22 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 + can2 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Todistus.Esitetään lasku sarakevektorein

A = (a1 a2 . . . an).

Hajotetaan 1. determinantti Lauseen 6.3.2 laskukaavoja a)ja b) käyttäen:
∣∣ a1 + ca2 a2 . . . an

∣∣ =
∣∣ a1 a2 . . . an

∣∣+
∣∣ ca2 a2 . . . an

∣∣
= det(A) + c

∣∣ a2 a2 . . . an

∣∣ .

Seurauksen 6.3.1 mukaan jälkimmäinen häviää ja tulos ondet(A). ✷

Lause 6.3.4Determinantin kahden rivin (tai kahden sarakkeen) paikkojen vaih-
taminen muuttaa determinantin vastaluvuksi.

Todistus. Seurauksen 6.3.3 mukaan determinantin arvo säilyy tyypin III muun-
noksissa:

(
a2 a1

)
→
(
a2 − a1 a1

)
→
(
a2 − a1 a2

)
→
(
−a1 a2

)
.

OlkoonA = (aj)n×n jaB matriisi, joka on saatu matriisistaA vaihtamalla sarak-
keetai ja aj keskenään.

det(B) =
∣∣ a1 . . . aj . . . ai . . . an

∣∣

=
∣∣ a1 . . . aj − ai . . . ai . . . an

∣∣

=
∣∣ a1 . . . aj − ai . . . ai + (aj − ai) . . . an

∣∣

=
∣∣ a1 . . . (aj − ai)− aj . . . aj . . . an

∣∣

=
∣∣ a1 . . . −ai . . . aj . . . an

∣∣ = (−1)
∣∣ a1 . . . . . . an

∣∣ .

Lauseen 6.3.2 a) mukaandet(B) = − det(A). ✷
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Lause 6.3.5Neliömatriisille päteedet(A) = det(AT ).

Todistus.Induktiolla: 1) Väite on tosi1×1-matriiseille.

2) Oletetaan, että väite päteek-rivisille neliömatriiseille. OlkoonA = (aij)
(k+1)-rivinen neliömatriisi. MatriisitA ja AT = (a∗ij) ovat kuvan 13 mukaiset.
Alkiota a1j vastaava matriisiMA

1j koostuu alimatriiseistaB1 ja B2 ja vastaavasti

alkiotaa∗j1 vastaava matriisiMAT

j1 niiden transpooseistaBT
1 ja BT

2 . Selvästi (ks.
Kuva 13)

MAT

j1 = (MA
1j)

T .

aj1*

T
B1

T
B2

A = 
T

Mj1
AT

R
k k×∋

(k+1)   (k+1)×

a1j

B1 B2

(k+1)   (k+1)×

A = 

M1j

A
R

k k×∋

Kuva 13: MatriisienA jaAT determinanttien kehittämisestä

Määritelmän mukaan kehitettynä

det(A) =

k+1∑

j=1

a1j(−1)1+j det(MA
1j).

Matriisit MA
1j ovat kokoak×k, joten induktio-oletuksen ja edellä todetun mukaan

det(MA
1j) = det((MA

1j)
T ) = det(MAT

j1 ),

det(A) =
k+1∑

j=1

a1j(−1)1+j det(MAT

j1 ).

Koskaa1j = a∗j1, kehitelmän oikea puoli ondet(AT ) kehitettynä ensimmäisen
sarakkeen mukaan, toisin sanoen

det(A) =

k+1∑

j=1

a1j(−1)1+j det(MA
1j) =

k+1∑

j=1

a∗j1(−1)j+1 det(MAT

j1 ) = det(AT ).

Induktioperiaatteen mukaan väite on tosi kaikenkokoisille neliömatriiseille.✷
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Lause 6.3.6JosA = (aij)n×n on ylä- tai alakolmiomatriisi, niin determinantti on
päälävistäjän alkioiden tulo, eli

det(A) =
n∏

i=1

aii = a11a22 · · ·ann.

Todistus.Harjoitustehtävä.✷

6.4 Alkeismatriisien determinantit

Yksikkömatriisin determinantin arvo on Lauseen 6.3.6 mukaan1.

Lause 6.4.1OlkoonE on alkeismatriisi jaα 6= 0 luku, jota on käytetty kertoime-
na matriisiaE muodostettaessa. Silloin

det(E) =





−1, josE on tyyppiä I,
α, josE on tyyppiä II,
1, josE on tyyppiä III.

Todistus.Tyypin I alkeismatriisille väite seuraa Lauseesta 6.3.4, tyypin II matrii-
sille Lauseesta 6.3.2 ja tyypin III matriisille Seurauksesta 6.3.3.✷

Seuraus 6.4.2JosA onn×n-matriisi jaE samankokoinen alkeismatriisi, niin

det(EA) = det(E) det(A) = det(AE).

Yleisesti, josE1, . . . , Ek ovat alkeismatriiseja, niin

det(E1 · · ·EkA) = det(E1) · · ·det(Ek) det(A) = det(AE1 · · ·Ek).

Todistus.EA on matriisi, joka on saatu suorittamalla matriisilleA sama riviope-
raatio kuin muodostettaessa yksikkömatriisistaE. Kyseinen operaatio aiheuttaa
determinanttiin saman muutoksen kuin kertominen luvulladet(E).

Tarkemmin: Olkoonp := det(A). JosE on tyyppiä

I, niin det(EA) = −p ja det(E) det(A) = (−1)p (Lause 6.3.4)

II, niin det(EA) = αp ja det(E) det(A) = αp (Lause 6.3.2)

III, niin det(EA) = p ja det(E) det(A) = p (Seuraus 6.3.3).
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Vastaavalla tavalla sarakeoperaatioille. Yleinen tapaustodistetaan induktiolla tai
käyttäen toistuvasti tulon liitännäisyyttä:

det(E1 E2 · · · Ek A) = det(E1 (E2 · · · Ek A))
= det(E1) det(E2 E3 · · · Ek A)
= det(E1) det(E2 (E3 · · · Ek A))
= det(E1) det(E2) det(E3 (E4 · · · Ek A))
...
= det(E1) det(E2) · · ·det(Ek) det(A).

Huomaa, että prosessi väistämättä päättyy,k askeleen jälkeen!✷

6.5 Determinantti ja säännöllisyys

Lauseen 6.4.1 mukaan alkeismatriisin determinantti on nollasta poikkeava.

Lause 6.5.1NeliömatriisiA on säännöllinen jos ja vain josdet(A) 6= 0.

Todistus.On samanarvoista osoittaa, että neliömatriisiA on singulaarinen silloin,
ja vain silloin, kundet(A) = 0.

OlkoonA muunnettu alkeismatriisejaEi käyttäen porrasmuotoon

U = EkEk−1 · · ·E1A.

Seurauksen 6.4.2 nojalla

det(U) = det(Ek) det(Ek−1) · · ·det(E1) det(A),

missä alkeismatriisien determinantit ovat nollasta poikkeavia. Siisdet(A) = 0 jos
ja vain josdet(U) = 0.

1) JosA on singulaarinen, on vastaavalla homogeeniyhtälölläAx = 0 ei-
triviaaleja ratkaisuja. Täten matriisinU viimeinen rivi on pelkkiä nollia ja

det(A) = det(U) = 0.

2) Olkoondet(A) = 0.

Antiteesi:A on säännöllinen. Silloin myösU olisi säännöllinen yläkolmiomatriisi,
jonka diagonaalilla on ykköset. Olisidet(U) = 1 ja sitendet(A) 6= 0, mikä on
ristiriita oletuksen kanssa. SiisA on singulaarinen.✷



102 6 DETERMINANTTI

Tehtävä 6.5.2 Onko yhtälöryhmällä




x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5
6x1 + 7x2 + 8x3 + 9x4 = 10
11x1 + 12x2 + 13x3 + 14x4 = 15
16x1 + 17x2 + 18x3 + 19x4 = 20

yksikäsitteinen ratkaisu? Onkohan ratkaisuja ollenkaan?Ratkaisu sivulla 109.

6.6 Tulon determinantti

Alkeismatriisien tulon determinantti voitiin laskea determinanttien tulona. Sama
pätee yleisestikin.

Lause 6.6.1JosA jaB ovatn×n-matriiseja, niin

det(AB) = det(A) det(B).

Koska oikealla on lukujen tulo, on myösdet(BA) = det(A) det(B).

Todistus.1) JosB on singulaarinen, niinAB on singulaarinen (harjoitustehtävä),
joten väite on tosi Lauseen 6.5.1 nojalla (molemmat puolet nollia).

2) JosB on säännöllinen, niin se on Lauseen 5.4.2 mukaan esitettävässä alkeis-
matriisien tulonaB = E1 · · ·Ek. Seurauksen 6.4.2 nojalla

det(AB) = det(AE1 · · ·Ek) = det(A)(det(E1) · · ·det(Ek)) = det(A) det(B).

✷

Seuraus 6.6.2JosA on säännöllinen neliömatriisi, niin

det(A−1) =
1

det(A)
.

Todistus.KoskaAA−1 = I ja det(I) = 1, on

1 = det(A−1A) = det(A−1) det(A).

✷

Seuraus 6.6.3Jos samankokoisille neliömatriiseilleA jaB on

AB = I,

niin A on säännöllinen jaA−1 = B.

Todistus.Harjoitustehtävä.✷
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6.7 Eliminointimenetelmä

Determinantin laskeminen kehittämismenetelmällä vaatiiyleensä runsaasti lasku-
toimituksia. Determinantti voidaan laskea myös muuntamalla se alkeisoperaatioil-
la yläkolmiomuotoon (vrt. Lause 6.3.6). Tässä tarvitaan huomattavasti vähemmän
laskutoimituksia.

JosA on singulaarinen, on sen yläkolmiomuodossa rivi nollia, erikoisesti diago-
naalilla on noll(i)a. Tällöindet(A) = 0, mikä paljastuu seuraavassa prosessissa:

MuunnetaanA determinantin sisällä yläkolmiomuotoon käyttäen ri-
vioperaatioita (tai sarakeoperaatioita) I ja III. Operaatio III ei muuta
determinantin arvoa, mutta operaatiossa I on muistettava determinan-
tin etumerkin vaihtuminen. Saadun yläkolmiomatriisin determinantti
on Lauseen 6.3.6 mukaan lävistäjän tulo.

Esimerkki 6.7.1 Lasketaan determinantti∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 −3
1 3 0 1
−1 2 −1 0
0 −4 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
eliminoimalla alkaen rivien ja sarakkeiden vaihdoilla: vaihdetaan 1. ja 3. rivi, 2.
ja 4. rivi sekä sitten 1. ja 3. sarake:
∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 −3
1 3 0 1
−1 2 −1 0
0 −4 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
0 −4 1 2
2 −1 0 −3
1 3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
1 −4 0 2
0 −1 2 −3
0 3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lopuksi viedään yläkolmiomuotoon tyypin III alkeisoperaatioilla:

−

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
1 −4 0 2
0 −1 2 −3
0 3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

R1

R2

R3

R4

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
0 −2 −1 2
0 −1 2 −3
0 3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

R′
1

R′
2

R′
3

R′
4

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
0 −2 −1 2
0 0 5

2
−4

0 0 −1
2

4

∣∣∣∣∣∣∣∣

R′′
1

R′′
2

R′′
3

R′′
4

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
0 −2 −1 2
0 0 5

2
−4

0 0 0 16
5

∣∣∣∣∣∣∣∣

R′′′
1

R′′′
2

R′′′
3

R′′′
4

= −(−1)(−2) · 5
2
· 16

5
= −16.
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Tehtävä 6.7.2 Merkitse näkyviin esimerkin 6.7.1 operaatiot.
Ratkaisu sivulla 109.

6.8 Laskutoimitusten määristä

Verrataan determinantin laskemiseen tarvittavien laskujen (maksimi)määriä kehittämis-
ja eliminointimenetelmissä. OlkootY k

n ja Kk
n kehittämismenetelmän jaY e

n ja Ke
n

eliminointimenetelmän yhteen/vähennys- ja kerto/jakolaskujen määrät laskettaes-
san×n-determinanttia.

Kehittämismenetelmässätietyn m×m-determinantin laskeminen sisältääm ko-
faktorin ((m−1)×(m−1)-determinantin) kertomisen luvulla ja näiden tulojen yh-
teenlaskemisen (merkinvaihtotermi(−1)i+j merkitsee yhteen- tai vähennyslas-
kua). Näin saadaan palautuskaavat

{
Y k
m = mY k

m−1 + (m−1), Y k
2 = 1,

Kk
m = mKk

m−1 +m, Kk
2 = 2,

joista saadaan mitkä tahansaY k
n jaKk

n.

Eliminointimenetelmällevoidaan johtaa palautuskaavat (vrt. Esimerkki 6.8.1).

{
Y e
m = Y e

m−1 + (m−1)2, Y e
2 = 1,

Ke
m = Ke

m−1 + (m−1)m+ 1, Ke
2 = 3.

Induktiolla voidaan todistaa suorat kaavat

Y k
n = n!− 1 Y e

n = 1
6
n(n− 1)(2n− 1)

Kk
n =

n−1∑

p=1

n!

p!
Ke

n = 1
3
(n− 1)(n2 + n+ 3)

Nähdään, että suurillan menetelmien erot ovat valtavat:

Y k
n ≈ n! Kk

n ≈ 1.7n!
Y e
n ≈ 1

3
n3 Ke

n ≈ 1
3
n3

Esimerkiksi arvollan = 20 määrät ovat

Y k
20 = 2.43 · 1018, Kk

20 = 4.18 · 1018,
Y e
20 = 2470, Ke

20 = 2679.
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Esimerkki 6.8.1 Eliminoinnissa olkoon edetty sarakkeeseeni, jolloin tyypin III
operaatioita tarvitsee suorittaa vain vektoreilleBj := A(j, i+1 : n):

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11
0 a22
... 0

. . .
0 · · · 0 aii · · · aij · · · ain
...

...
... · · · ... · · · ...

0 0 ai+k,i · · · ai+k,j · · · ai+k,n
...

...
... · · · ... · · · ...

0 · · · 0 ani · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Bi

Bi+k

Bn

i:nnen vaiheen yhden alkionai+k,i nollauksessa

B′
i+k ← Bi+k −

ai+k,i

aii
Bi

tarvitaann − i + 1 kertolaskua,n − i yhteenlaskua ja yksi jakolasku. Vaiheessa
i tarvitaan kaikkiaan(n − i)(n − i + 1) kertolaskua ja(n − i)(n − i) yhteenlas-
kua. Koska vaiheita oni = 1, 2, . . ., n−1 ja lopuksi on laskettava tulo

∏n
i=1 aii,

yhteenlaskuja on

(n− 1)2 + (n− 2)2 + · · ·+ 22 + 12 =

n−1∑

i=1

(n− i)2 =
1

6
n(n− 1)(2n− 1)

ja kertolaskuja

(n− 1)n+ (n− 2)(n− 1)+ · · · +2 · 3 + 1 · 2 + (n− 1)

=

n−1∑

i=1

(n− i)(n− i+ 1) + (n− 1)

=
1

3
(n− 1)(n2 + n + 3).

Viimeisten muotojen todistaminen käy esimerkiksi induktiolla.

Tehtävä 6.8.2 Todista induktiolla Esimerkin 6.8.1 kertolaskujen määrääkoskeva
tulomuoto.

Ratkaisu sivulla 109.
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6.9 *Lohkomatriisien determinanteista

Tarkastellaan lohkomatriisien determinantteja. Muistamme, että yläkolmiomatrii-
sin determinantti saatiin diagonaalialkioiden tulona (Lause 6.3.6). Myös lohkoylä-
kolmiomatriisin determinantti on saatavissa näin, mikälilohkodiagonaalilla olevat
matriisit ovat neliömatriiseja.

Lause 6.9.1OlkoonA ∈ Rn×n lohkomatriisi muotoa

A =

(
A11 A12

O A22

)
,

missäA11 jaA22 ovat neliömatriiseja. Silloin

detA = detA11 · detA22.

Yleisemmin: josA ∈ Rn×n on lohkoyläkolmiomatriisimuotoa

A =




A11 A12 A13 · · · A1k

O A22 A23 · · · A2k

O O A33 · · · A3k
...

. . .
...

O O O · · · Akk



,

missä diagonaalilla olevat alimatriisitAii ovat neliömatriiseja, niin
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 A12 A13 · · · A1k

O A22 A23 · · · A2k

O O A33 · · · A3k
...

. . .
...

O O O · · · Akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= detA11 · detA22 · · ·detAkk.

Todistus.Sivuutetaan tällä erää.✷



6.9 *Lohkomatriisien determinanteista 107



6.10 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 6.1.4: Vastaavat matriisit ja kofaktorit ovat

M11 =

(
−5 6
8 −9

)
, A11 = (−1)2 det(M11) = 1 ·

∣∣∣∣
−5 6
8 −9

∣∣∣∣ = −3

M12 =

(
4 6
7 −9

)
, A12 = (−1)3 det(M12) = (−1) ·

∣∣∣∣
4 6
7 −9

∣∣∣∣ = 78

M13 =

(
4 −5
7 8

)
, A13 = (−1)4 det(M13) = 1 ·

∣∣∣∣
4 −5
7 8

∣∣∣∣ = 67

det(A) = 1 · (−3) + (−2) · 78 + (−3) · 67 = −3− 156− 201 = −360.

Tehtävä 6.1.5: a) määritelmän mukaan
∣∣∣∣∣∣

1−λ 2 1
4 −5−λ 6
7 8 2−λ

∣∣∣∣∣∣
= (1−λ)

∣∣∣∣
−5−λ 6

8 2−λ

∣∣∣∣−2
∣∣∣∣
4 6
7 2−λ

∣∣∣∣+1

∣∣∣∣
4 −5−λ
7 8

∣∣∣∣ = . . .

b) Sarrusin säännöllä taas aloitetaan
∣∣∣∣∣∣

1−λ 2 1
4 −5−λ 6
7 8 2−λ

∣∣∣∣∣∣
= (1−λ)(−5−λ)(2−λ) + 2·6·7 + 1·4·8

−7·(−5−λ)·1− 8·6·(1−λ)− (2−λ)·4·2 = . . .

Molemmilla tavoilla saadaan lopputulos

det(A) = −λ3 − 2 λ2 + 76 λ+ 77.

Tehtävä 6.2.3: a) määritelmän mukaan:
∣∣∣∣∣∣

2 1 −3
0 3 2
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣
3 2
0 −1

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣
0 2
2 −1

∣∣∣∣ + (−3)
∣∣∣∣
0 3
2 0

∣∣∣∣ = −6 + 4 + 18 = 16

b) kehittämällä 1. sarakkeen suhteen:
∣∣∣∣∣∣

2 1 −3
0 3 2
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣
3 2
0 −1

∣∣∣∣− 0

∣∣∣∣
1 −3
0 −1

∣∣∣∣ + 2

∣∣∣∣
1 −3
3 2

∣∣∣∣ = −6− 0 + 22 = 16

c) kehittämällä 2. sarakkeen suhteen:
∣∣∣∣∣∣

2 1 −3
0 3 2
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= −1

∣∣∣∣
0 2
2 −1

∣∣∣∣ + 3

∣∣∣∣
2 −3
2 −1

∣∣∣∣ + 0

∣∣∣∣
2 −3
0 2

∣∣∣∣ = 4 + 3(−2 + 6) = 16



6.10 Ratkaisuja tehtäviin 109

Tehtävä 6.5.2: Kvadraattisella yhtälöryhmällä on yksikäsitteinen ratkaisu jos ja
vain jos kerroinmatriisi on säännöllinen (Seuraus 5.4.3),mikä puolestaan tapahtuu
täsmälleen silloin kun sen determinantti on6= 0 (Lause 6.5.1). Determinantissa
voidaan tehdä yhtaikaa tyypin III operaatiot

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
6 7 8 9
11 12 13 14
16 17 18 19

∣∣∣∣∣∣∣∣

R1

R2

R3

R4

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
5 5 5 5
11 12 13 14
5 5 5 5

∣∣∣∣∣∣∣∣

R′
1 ← R1

R′
2 ← R2 −R1

R′
3 ← R3

R′
4 ← R4 −R3

Determinantissa on kaksi identtistä riviä, joten Seurauksen 6.3.1 nojalla determi-
nantti= 0. Siis ei ole yksikäsitteistä ratkaisua, ts. ratkaisuja voiolla 0 tai enem-
män kuin yksi. Viemällä yhtälöryhmä porrasmuotoon nähdään, että ratkaisuja on
äärettömästi.

Tehtävä 6.7.2: Loppupuolen operaatiot
∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
1 −4 0 2
0 −1 2 −3
0 3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

R1

R2

R3

R4

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
0 −2 −1 2
0 −1 2 −3
0 3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

R′
1 ← R1

R′
2 ← R2 +R1

R′
3 ← R3

R′
4 ← R4

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
0 −2 −1 2
0 0 5

2
−4

0 0 −1
2

4

∣∣∣∣∣∣∣∣

R′′
1 ← R′

1

R′′
2 ← R′

2

R′′
3 ← R′

3 − 1
2
R′

2

R′′
4 ← R′

4 +
3
2
R′

2

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 −1 0
0 −2 −1 2
0 0 5

2
−4

0 0 0 16
5

∣∣∣∣∣∣∣∣

R′′′
1 ← R′′

1

R′′′
2 ← R′′

2

R′′′
3 ← R′′

3

R′′′
4 ← R′′

4 +
1
5
R′′

3

= −16.

Tehtävä 6.8.2: Induktiollan = 1 0 · 1 = 0, kunnossa.

n = k Induktio-oletus: väite pitää paikkansa arvollak jollakin k ∈ N, ts.

(k−1)k + (k−2)(k−1) + · · ·+ 2 · 3 + 1 · 2 + (k−1) = 1
3
(k − 1)(k2 + k + 3)

n = k+1 Arvolla k+1 väitteen oikea puoli on
1
3
k((k+1)2 + (k+1) + 3) = 1

3
k3 + k2 + 5

3
k.

Vasen puoli taas onk(k+1)+(k−1)k+(k−2)(k−1)+· · ·+2·3+1·2+(k+1−1),
jossa sopivasti ryhmitellen päästään käyttämään induktio-oletusta:

k(k+1) + [(k−1)k + (k−2)(k−1) + · · ·+ 2 · 3 + 1 · 2 + (k−1)] + 1

= 1
3
(k − 1)(k2 + k + 3) + k(k+1) + 1 = 1

3
k3 + k2 + 5

3
k.

Induktioperiaatteen nojalla väite pätee kaikilla luonnollisilla luvuilla.



7 LIITTOMATRIISI JA
CRAMERIN SÄÄNTÖ

Säännöllisen matriisin käänteismatriisi voidaan laskea sen kofaktorien matriisin
ja determinantin avulla. Jos kvadraattisella yhtälöryhmällä on yksikäsitteinen rat-
kaisu, se voidaan laskea determinantteja käyttävänCramerin säännönavulla (ks.
Luku 7.3).

7.1 Kofaktori- ja liittomatriisi

OlkoonA = (aij)n×n ja merkitään edelleen alkionaij kofaktoria

Aij = (−1)i+j det(Mij),

missäMij on saatu matriisistaA poistamalla rivii ja sarakej.

Tehtävä 7.1.1 Laske matriisinA kofaktorimatriisicof(A), siis matriisi, joka saa-
daan korvaamalla matriisinA alkiot niiden kofaktoreilla, kun

A =




3 0 1
−2 5 2
3 2 −2




Ratkaisu sivulla 116.

Apulause 7.1.2Kofaktoreille pätee kaikillai, j ∈ [n]

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn =

{
det(A), kun i = j,
0, kun i 6= j.

Todistus. Jos i = j, kyseessä on determinantin kehittäminen rivini suhteen.
Olkoon toiseksii 6= j. OlkoonA∗ = (a∗ij) matriisi, jossa matriisinA rivi j on
korvattu rivillä i, siis

A =




a11 a12 · · · a1n
...
ai1 ai2 · · · ain
...
aj1 aj2 ajk ajn
...

an1 an2 · · · ann




i

j

A∗ =




a11 a12 · · · a1n
...
ai1 ai2 · · · ain
...

ai1 ai2 aik ain

...
an1 an2 · · · ann




A(i, :)
‖

A(i, :)
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Lauseen 6.3.1 a) mukaandet(A∗) = 0. Toisaalta, kun lasketaandet(A∗) kehit-
tämällä rivinj suhteen ja otetaan huomioon, ettäAjk = A∗

jk (rivin j sisältö ei
vaikuta kofaktoreihin!), saadaan

0 = det(A∗) =
n∑

k=1

a∗jkA
∗
jk =

n∑

k=1

aikA
∗
jk =

n∑

k=1

aikAjk.

Siis väite pätee myös arvoillai 6= j. ✷

Määritelmä 7.1.3 NeliömatriisinA = (aij)n×n adjungoitu matriisieli liittomat-
riisi on samankokoinen neliömatriisi

adj(A) :=




A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
...

...
. . .

...
A1n A2n · · · Ann


= cof(A)T .

jossa matriisinA alkiot on korvattu kofaktoreillaan ja suoritettu transponointi.

7.2 Käänteismatriisin laskeminen liittomatriisin avulla

Lause 7.2.1Säännölliselle neliömatriisilleA on

A−1 =
1

det(A)
adj(A).

Todistus. Apulauseesta 7.1.2 seuraa, että tulomatriisinA (adj(A)) diagonaalilla
on luvutdet(A) ja muualla nollat, nimittäin

A(adj(A)) =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...
ai1 ai2 · · · ain
...

an1 an2 · · · ann







A11 A21 · · · Aj1 · · · An1

A12 A22 · · · Aj2 · · · An2
...
...
...

A1n A2n · · · Ajn · · · Ann




=




det(A)
det(A) 0

. . .
0 det(A)

det(A)



= det(A) I.
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Siis A (adj(A)) = (det(A)) I. KoskaA on säännöllinen, on olemassaA−1 ja
det(A) 6= 0. Kertomalla yhtälö vasemmalta käänteismatriisilla ja jakamalla lu-
vulla det(A) saadaan

1

det(A)
adj(A) = A−1.

✷

Tämä teoreettisesti sievä tulos ei ole käytännön laskuissakovin miellyttävä; sii-
nä joudutaan laskemaann2 kpl (n−1)×(n−1)-determinantteja sekä tietysti yksi
kokoan×n.

Tehtävä 7.2.2 Laske Tehtävän 7.1.1 matriisinA käänteismatriisi. Ratkaisu sivul-
la 116.

Esimerkki 7.2.3 Laske liitto- ja käänteismatriisi matriisille

A :=




2 −1 0 −3
1 3 0 1
−1 2 −1 0
0 −4 1 2




Ratkaisu. Esimerkissä 6.7.1 on laskettudet(A) = −16. Liittomatriisia varten on
laskettava16 kappletta3×3-determinantteja:

A11 = +

∣∣∣∣∣∣

3 0 1
2 −1 0
−4 1 2

∣∣∣∣∣∣
= −6 + 2− 4 = −8,

A12 = −

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
−1 −1 0
0 1 2

∣∣∣∣∣∣
= −(−2− 1) = 3,

...

A44 = +

∣∣∣∣∣∣

2 −1 0
1 3 0
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣
= −6 − 1 = −7.

Adjungoitu matriisi saadaan asettamalla luvutAij sen sarakkeiksi; käänteismat-
riisi puolestaan edelleen jakamalla determinantilla:

A−1 =
1

−16 adj(A) = − 1

16




−8 −8 −8 −8
3 −1 5 5
14 6 34 18
−1 −5 −7 −7
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7.3 Yhtälöryhmän ratkaisu Cramerin säännöllä

Olkoon Ax = b kvadraattinenn×n-yhtälöryhmä. Seuraavassa ratkaisumene-
telmässä joudutaan pahimmillaan laskemaann + 1 kappalettan-rivisiä determi-
nantteja. Mutta jos Cramerin sääntöä (Gabriel Cramer, Sveitsi, 1704-1752) käyte-
tään esimerkiksi lineaarisen differentiaaliyhtälön vakioiden variointimenetelmäs-
sä, jossab sisältää vain yhden nollasta poikkeavan luvun, joudutaan laskemaan
vain yksin-rivinen jan kappaletta(n−1)-rivisiä determinantteja.

Lause 7.3.1(Cramerin sääntö). Olkoon A ∈ Rn×n säännöllinen matriisi ja
b ∈ Rn. OlkoonAi matriisi, joka on saatu matriisistaA korvaamalla sen sara-
ke i pystyvektorillab. YhtälöryhmänAx = b ratkaisunx = (x1 · · ·xn)

T alkiot
ovat silloin

xi =
det(Ai)

det(A)
, i = 1, 2, . . . n.

Todistus.Olkoonα := det(A). Silloin α 6= 0, ja

x = A−1b =
1

α
adj(A)b =

1

α




A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
...

A1i A2i · · · Ani
...

A1n · · · · · · Ann







b1
b2
...
...
bn



=




x1

x2
...
xi
...
xn




Siisxi =
1
α
(A1ib1 + A2ib2 + · · ·+ Anibn) =

1
α
(
∑n

k=1 bkAki).

Toisaalta, kun matriisinA sarakei on korvattu vektorillab:

Ai :=




a11 a12 · · · b1 · · · a1n
a21 a22 · · · b2 · · · a2n
...

...
an1 an2 · · · bn · · · ann




niin kehittämällä sarakkeeni suhteen

det(Ai) = b1(Ai)1i + b2(Ai)2i + · · ·+ bn(Ai)ni =
n∑

k=1

bk(Ai)ki.

Mutta tässä(Ai)ki = Aki kaikilla k ja siten

xi =
1

α

(
n∑

k=1

bkAki

)
=

det(Ai)

det(A)
.

✷
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Esimerkki 7.3.2 Ratkaise yhtälöryhmä




x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1
3x1 + 4x2 + x3 − x4 = 2
2x1 − x2 − 3x3 + 2x4 = 4
x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 0

Ratkaisu. Käytetään Cramerin sääntöä. Yhtälöryhmän determinantti on (tarkasta!)

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 1
3 4 1 −1
2 −1 −3 2
1 3 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 12.

Siis esimerkiksi

x3 =
1

det(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 1 1
3 4 2 −1
2 −1 4 2
1 3 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = 1

2
.

Muut arvot ovatx1 =
3
2
, x2 = −1

2
ja x4 = 1.

Tehtävä 7.3.3 Ratkaise Cramerin säännöllä yhtälöryhmä




x1 + x2 + x3 = 0
3 x1 + 2 x2 − 4 x3 = 1
x1 − x2 + 2 x3 = 2

Ratkaisu sivulla 116.

Pohdiskeltavaa.Miten voisi yrittää ratkaista alimäärättyä yhtälöryhmää Crame-
rin sääntöä käyttäen? Onnistuuko aina, jos ratkaisuja on? Kokeile aikaisemmin
esiintyneiden Esimerkkien ja Tehtävien avulla. Entä ylimäärättyä yhtälöryhmää?
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Cramerin sääntö vakioiden varioinnissa

Lineaaristen differentiaaliyhtälöiden ratkaisemisessavakioiden varioinnilla tulee
vastaan mm. seuraavanlaisia yhtälöryhmiä:

Esimerkki 7.3.4 Ratkaise funktiotf1, f2 ja f3 ryhmästä





f1(x)
x

+ xf2(x) + x2f3(x) = 0

−f1(x)
x2 + f2(x) + 2xf3(x) = 0

2f1(x)
x3 + 2f3(x) = lnx

x2

Ratkaisu. Tämän lineaarisen yhtälöryhmän determinantti

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣

1
x

x x2

− 1
x2 1 2x
2
x3 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

6

x
6= 0

kaikilla x 6= 0, jotenf1(x), f2(x) jaf3(x) voidaan ratkaista arvoillax 6= 0. Koska
oikea puoli sisältää nollia, kannattaa käyttää Cramerin sääntöä, esimerkiksi

f1(x) =
1

D(x)

∣∣∣∣∣∣

0 x x2

0 1 2x
lnx
x2 0 2

∣∣∣∣∣∣
=

x ln x

6
.

Vastaavasti saadaan (käy itse läpi sivuutetut laskut!)

f2(x) = −
ln x

2x
, f3(x) =

ln x

3x2
.
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Tehtävä 7.1.1: Kofaktorit ovat

A11 = +

∣∣∣∣
5 2
2 −2

∣∣∣∣ = −14, A12 = −
∣∣∣∣
−2 2
3 −2

∣∣∣∣ = 2, A13 = +

∣∣∣∣
−2 5
3 2

∣∣∣∣ = −19,

A21 = −
∣∣∣∣
0 1
2 −2

∣∣∣∣ = 2, A22 = +

∣∣∣∣
3 1
3 −2

∣∣∣∣ = −9, A23 = −
∣∣∣∣

3 0
3 2

∣∣∣∣ = −6,

A31 = +

∣∣∣∣
0 1
5 2

∣∣∣∣ = −5, A32 = −
∣∣∣∣

3 1
−2 2

∣∣∣∣ = −8, A33 = +

∣∣∣∣
3 0
−2 5

∣∣∣∣ = 15.

Kofaktorimatriisi on siis

cof(A) =



−14 2 −19

2 −9 −6
−5 −8 15




Tehtävä 7.2.2: Voitaisiin tietysti laskea esimerkiksi Luvun 6.7 eliminointimene-
telmällä. Mutta kun nyt liittomatriisi on kofaktorimatriisin transpoosi:

adj(A) = cof(A)T =



−14 2 −5

2 −9 −8
−19 −6 15




ja helposti saadaan lasketuksidet(A) = . . . = −61, kannattaa käyttää Lausetta
7.2.1:

A−1 =
1

det(A)
adj(A) =

1

−61



−14 2 −5

2 −9 −8
−19 −6 15




Tehtävä 7.3.3: Yhtälöryhmän kerroinmatriisin

A :=



1 1 1
3 2 −4
1 −1 2




determinanttidet(A) = −15. Ratkaisut saadaan siis osamäärinä

x1 =

∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1 2 −4
2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
det(A)

=
−15
−15 = 1, x2 =

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
3 1 −4
1 2 2

∣∣∣∣∣∣
det(A)

=
15

−15 = −1,

x3 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 0
3 2 1
1 −1 2

∣∣∣∣∣∣
det(A)

=
0

−15 = 0.
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8 SOVELLUTUKSIA

8.1 Lineaarisista malleista

Suoraan verrannollisuus

Oletetaan, että suurez riippuu suureistax ja y affiinisti, ts. z = ax + by + c.
Olkootz1 = ax1 + by1+ c ja z2 = ax2 + by2+ c ja merkitään suureiden vastaavia
muutoksia

∆x := x2 − x1, ∆y := y2 − y1, ∆z := z2 − z1.

Silloin muutosriippuvuus
∆z = a∆x+ b∆y

on lineaarinen. Merkittävää tässä on, että∆z ei riipu siitä, mistä arvostax (tai y)
muutos tapahtuu, vaan vainmuutoksen arvosta. Yleisemmin:

Määritelmä 8.1.1 Olkoonx = (x1, x2, . . . , xn). Jos suureenY = f(x) muutos-
riippuvuus on lineaarinen, ts.

∆Y = a1∆x1 + a2∆x2 + · · ·+ an∆xn,

onY suoraan verrannollinen muuttujiinxi.

Huomautus 8.1.2 a) Jos yllä∆xi 6= 0 ja muut muuttujat pidetään vakioina, on
muutossuhde vakio:∆Y

∆xi
= ai.

b) Käytännön esimerkeissä riippuvuusY = f(x) on usein suoraan verrannollinen
vain joidenkin muuttujien suhteen tai ei yhdenkään.

c) Voidaan osoittaa, että suoraan verrannollisuus on voimassa jos ja vain jos riip-
puvuusY = f(x) on affiini.

Esimerkki 8.1.3 Oletetaan, että juna liikkuu tasaisesti kiihtyvällä nopeudella ja
on hetkellät = 0 paikassas0, jossa sen vauhti onv0. Jos kiihtyvyys ona, junan
vauhti ja paikka hetkellät ovat

v = v0 + at,
s = s0 + v0t+ 12at2.

Riippuvuusv = v(t) on affiini ja vastaava muutos∆v = v − v0 lineaarinen.
Vauhti on siis suoraan verrannollinen aikaan. Jos aikaväli[0, t] pidetään vakiona,
paikkas = s(v0) on suoraan verrannollinen alkuvauhtiinv0. Sen sijaan riippuvuus
s = s(t) ei ole affiini, vaanpolynomiaalinen, tässä tapauksessa neliöllinen.
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8.2 Lineaarinen yhtälöryhmä mallina

Esimerkki 8.2.1 Asiakas tilaa4 senttilitraa liuosta, jossa pitää olla25 prosent-
tia ainetta A, ja joka tulee sekoittaa kahdesta34- ja 10-prosenttisesta liuoksesta.
Kuinka paljon näitä tarvitaan?

Ratkaisu. Olkoot liuosmäärätl25, l34 ja l10. Liuosten kokonaismäärä täsmää, kun
l34 + l10 = l25. Toinen sitova yhtälö saadaan vaatimuksesta, että ainettaA pitää
olla 0.25l25. Saadaan yhtälöryhmä

{
l34 + l10 = l25

0.34l34 + 0.10l10 = 0.25l25

Ratkaisuksi saadaan helpostil34 = 2.5 ja l10 = 1.5 senttilitraa.

Tehtävä 8.2.2 96-prosenttista ainetta 1 on puoli litraa ja laimennusainetta 2 riit-
tävästi. Kuinka paljon 40-prosenttista sekoitusta näistäsaadaan? Ratkaisu sivul-
la 128.

Esimerkki 8.2.3 Eräässä kaupungissa on mitattu yhden korttelin ympäristössä
kuvan 14 mukaisia keskimääräisiä liikennemääriä/tunti. Kyseiset kadut ovat yksi-
suuntaisia. Mitä voidaan sanoa liikennemääristäxi?

480 390

610

310

640

520 600

450

x1A

B C

D

x2

x3

x4

Kuva 14: Esimerkin 8.2.3 liikennemäärät

Ratkaisu. On järkevää olettaa, että kuhunkin risteykseen tulee yhtä paljon ajoneu-
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voja kuin siitä lähteekin. Muodostetaan siis risteysten liikennemääristä yhtälöt

tulee lähtee
A: x1 + 450 = x2 + 610
B: x2 + 520 = x3 + 480
C: x3 + 390 = x4 + 600
D: x4 + 640 = x1 + 310

eli yhtälöryhmä




x1 − x2 = 160
x1 − x4 = 330

x2 − x3 = −40
x3 − x4 = 210

⇐⇒





x1 = t+ 330
x2 = t+ 170
x3 = t+ 210
x4 = t, t ∈ R

Systeemillä on siis paljon yhdestä parametristä riippuviaratkaisuja; jos esimer-
kiksi x4 = 200, niin x1 = 530, x2 = 370 ja x3 = 410.

Tehtävä 8.2.4 Käy läpi Esimerkin 8.2.3 yhtälöryhmän ratkaisuprosessi.

Ratkaisu sivulla 128.

Tehtävä 8.2.5 Eräässä kaupungissa on mitattu yhden korttelin ympäristössä ku-
van 15 mukaisia keskimääräisiä liikennemääriä/tunti. Kyseiset kadut ovat yksi-
suuntaisia. Mitä voidaan sanoa liikennemääristäxi?

420 470

430

420

380

540 400

450x1A

B C

D

x2

x3

x4

Kuva 15: Tehtävän 8.2.5 liikennemäärät

Ratkaisu sivulla 128.
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Esimerkki 8.2.6 Lasketaan sähkövirratik kuvan 16 tasavirtapiirissä.

3 Ω

A

8 V

B
2 Ω

9 V

2 Ω

4 Ω1i

i3

i2

Kuva 16: Esimerkin 8.2.6 tasavirtapiiri

Tasavirtapiirin vastuksissa jännitehäviötäU , sähkövirtaai ja resistanssiaR sitoo
Ohmin laki

U = iR.

Kirchhoffin lait taas ovat:

K1. Kuhunkin johdon haarautumaan tulevien virtojen summa on sama kuin lähte-
vien summa.

K2. Kussakin suljetussa virtasilmukassa jännitelähteiden summa on sama kuin
jännitehäviöiden summa.

Lain K1 mukaan solmussa A oni1 − i2 + i3 = 0 ja solmussa B−i1 + i2 − i3 = 0
(nämä yhtälöt ovat samoja).

Toisen lain K2 ja Ohmin lain mukaan saadaan ylemmmästä silmukasta4i1+2i2 =
8, ja alemmasta2i2 + 5i3 = 9.

Kaikenkaikkiaan saadaan siis virtoja koskeva yhtälöryhmä




i1 − i2 + i3 = 0 solmut A ja B
4i1 + 2i2 = 8 yläsilmukka

2i2 + 5i3 = 9 alasilmukka
⇐⇒ · · · ⇐⇒





i1 = 1
i2 = 2
i3 = 1
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8.3 Kysyntä–tarjonta -malleja

Taloustieteissä puhutaankysynnänja tarjonnan yhtälöistä(demand, supply equa-
tion), jotka sitovat tuotteen myyntihintaap ja lukumäärääq:

kysyntäyhtälö:p = d(q), missäq on ostomäärä,

tarjontayhtälö:p = s(q), missäq on valmistusmäärä.

qp-koordinaatistossa esitettyinä näiden kuvaajat sijaitsevat positiivisessa neljän-
neksessä ja edellinen on yleensä laskeva, jälkimmäinen nouseva käyrä, katso Ku-
vaa 17.

q

p

q

p

Kuva 17:p = d(q) ja p = s(q)

Jos kuvaajat piirretään samaan koordinaatistoon ja käyrätleikkaavat toisensa, leik-
kauspistettä sanotaantasapainopisteeksi(equilibrium point).

Jos riippuvuusoletetaan affiiniksi, yhtälöt ovat muotoa

p = a1q + b1, p = a2q + b2,

ja niiden kuvaajat ovat suoria.

Esimerkki 8.3.1 Erään tuotteen yhtälöt ovat

kysyntä: p = − 1
180

q + 12,
tarjonta: p = 1

300
q + 8,

missäq on viikossa ostettu/valmistettu kappalemäärä jap tuotteen yksikköhinta.
Millä hinnalla kysyntä ja tarjonta ovat tasapainossa ja paljonko tuotetta tällöin
menee viikossa kaupaksi?

Ratkaisu. Piirretään käyrät samaan koordinaatistoon (Kuva 18).

Merkitään− 1
180

q + 12 = 1
300

q + 8, mistä saadaanq = 450 ja edelleenp = 9.50.
Tavaroita tuotetaan ja ostetaan saman verran,450 kappaletta, hinnalla9.50/kpl.
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Kuva 18: Kysyntä ja tarjonta

Epälineaarisista malleista

Monet konkreettiset ongelmat ovat luonteeltaanepälineaarisia. Koska epälineaa-
risten yhtälöryhmien ratkaiseminen on yleensä hankalaa jalineaaristen helppoa,
on epälineaarisiakin ilmiöitä perinteisesti käsitelty lineaarisilla malleilla. Tällöin
joudutaan tekemään yksinkertaistuksia, esimerkiksi jotakin käyrää arvioidaan sille
piirretyllä tangentilla. Malli on silloin vainapproksimatiivinenja vastaavan line-
aarisen yhtälöryhmän ratkaisu on pätevä vain tietyllä tarkkuudella ja rajoitetuilla
muuttujien arvoilla.

Tehtävä 8.3.2 Tuotteen kysyntä- ja tarjontayhtälöt ovat

kysyntä: p = 8000
q
,

tarjonta: p = q
40

+ 10.

Piirrä kuvaajat samaan koordinaatistoon ja määritä tasapainohinta ja -määrä

a) graafisesti,

b) algebrallisesti.

Ratkaisu sivulla 129.

Tehtävä 8.3.3 Kahden tuotteen A ja B kysyntä- ja tarjontayhtälöt ovat sekoitettua
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muotoa

kysyntä :

{
qA = 8 − pA + pB
qB = 26 + pA − pB,

tarjonta :

{
qA = −2 + 5pA − pB
qB = −4 − pA + 3pB.

Ratkaise tasapainohinnatpA ja pB. Ratkaisu sivulla 129.

Tehtävä 8.3.4 Muunna Tehtävän 8.3.3 yhtälöryhmä muotoon, josta tuntematto-
matqA ja qB ratkeavat Gaussin menetelmällä nopeimmin.Vihje: Viimeinen tun-
tematon ratkeaa ensin.

8.4 Matriiseilla mallintamisesta

Esimerkki 8.4.1 Tehdas valmistaa kolmea tuotetta A, B ja C. Tuotannon seu-
rannassa vuosi jakaantuu neljänneksiin I–IV. Viime vuodentuotantokustannukset
olivat

KULUT (mk/kpl) A B C
raaka-aine 0.10 0.30 0.15
työ 0.30 0.40 0.25
muut 0.10 0.20 0.15

Tuotantomäärät olivat neljännesvuosittain

MÄÄRÄT (kpl) A B C
I 4000 2000 5800
II 4500 2600 6200
III 4500 2400 6000
IV 4000 2200 6000

Muodosta taulukko, josta ilmenevät kunkin kustannustyypin aiheuttamat kulut
neljännesvuosittain.

Ratkaisu. Poimitaan taulukoista matriisit

K =



0.10 0.30 0.15
0.30 0.40 0.25
0.10 0.20 0.15


 ja M =




4000 2000 5800
4500 2600 6200
4500 2400 6000
4000 2200 6000




Silloin matriisituloKMT antaa halutun taulukon

KULUT (mk/jakso) I II III IV
raaka-aine 1870 2160 2070 1960
työ 3450 3940 3810 3580
muut 1670 1900 1830 1740
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Panos–tuotos -malli

Tarkastellaan yksinkertaista teollisuuden kahden toimialan TA1 ja TA2 systee-
miä, jossa kumpikin valmistaa tuotteitaan omaan ja toisen alan käyttöön sekä ul-
kopuolisille kuluttajille (lopputuotekysyntäLTK, final demand). Lisäksi otetaan
huomioonmuut tuotannontekijätMTT (other production factors, primary inputs),
joita ovat mm. raaka-aine-, työvoima- ja pääomakulut. Seuraavassa erään systee-
min nykytilanne taulukkona, jossa luvut ovat miljoona markkaa vuodessa:

Kuluttaja: TA1(p) TA2(p) LTK
Tuottaja: KT

TA1(t) 240 500
... 460 1200

TA2(t) 360 200
... 940 1500

· · · · · ·
MTT 600 800 −
KP 1200 1500

Sarakkeet TA1(p) ja TA2(p) ovat panoksia ja rivit TA1(t) ja TA2(t) saatuja tuo-
toksia. Systeeminpanos-tuotos -mallilla(input-output) voidaan tutkia ja ennustaa
sen tilan muutoksia. Panos-tuotos -analyysin perusolettamukset ovat:
1) Kullakin toimialalla kokonaispanos KP= kokonaistuotos KT.
2) Kullakin toimialalla eri osapanostensuhteellinen osuussäilyy muutoksessa en-
nallaan, ts.talouden perusrakenne säilyy.
Jälkimmäinen tarkoittaa, että nk.panoskertoimet(input-output coefficients), jot-
ka saadaan jakamalla panossarakkeen luvut kokonaispanoksilla, pysyvät samoina.
NeliömatriisiA, joka saadaan toimialojen välisistä panoskertoimista, onpanos-
matriisi (input-output matrix); yllä siis

A =

(
240
1200

500
1500

360
1200

200
1500

)
=

(
1
5

1
3

3
10

2
15

)
.
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8.5 Käänteismatriisin käyttöä

Panos–tuotos -malli (jatkoa)

Esimerkki 8.5.1 Oletetaan, että yllä olevassa tilanteessa lopputuotekysyntä kas-
vaa toimialalla TA1500:ksi ja toimialalla TA21200:ksi. Kuinka paljon kokonais-
tuotosta KT on muutettava?

Ratkaisu. OlkoonX = (x1 x2)
T tuntematontuotosmatriisi, D = (500 1200)T

uusikysyntämatriisijaA yllä oleva panosmatriisi. Silloin on oltava

X = AX +D ⇐⇒ (I − A)X = D ⇐⇒ X = (I − A)−1D,

mikäli matriisi I −A, nk. Leontiefin matriisi, on säännöllinen. Tässä esimerkissä

I − A =

(
1 0
0 1

)
−
(

1
5

1
3

3
10

2
15

)
=

(
4
5
−1

3

− 3
10

13
15

)

(I −A)−1 =

(
130
89

50
89

45
89

120
89

)
laske itse!

X = (I − A)−1D =

(
130
89

50
89

45
89

120
89

)(
500
1200

)
=

(
1404.49
1870.79

)

Eräs salakieli

Kaksi henkilöä ovat tavatessaan sopineet aakkosille kokonaislukuarvot ja koo-
dausmatriisinA, jolla lähetettävä viestiX muutetaan salakieliseksi viestiksiB.
Viestin saaja taas muuntaa matriisinB takaisin viestiksiX käyttäen dekoodauk-
seen käänteismatriisiaA−1.

KoodausmatriisiksiA otetaan säännöllinen kokonaislukumatriisi, jolleA−1 on
kokonaislukumatriisi. TällainenA saadaan aikaan muokkaamalla yksikkömatrii-
sia I alkeisoperaatioilla I ja III käyttäen kokonaislukukertoimia. Silloin nimittäin
det(A) = ± det(I) = ±1, jolloin

A−1 =
1

det(A)
adj(A)

on kokonaislukumatriisi.

Lähetettävä selväkielinen teksti muunnetaan vastaavuustaulukon mukaan lukujo-
noksi, joka asetetaan lähetettävän matriisinX sarakkeiksi niin, että rivejä tulee yh-
tä monta kuin on koodausmatriisissaA sarakkeita. Tarvittaessa loppuun lisätään
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lukuja, joilla ei ole merkitystä. Henkilö lähettää viestinX koodattuna matriisina
B = AX. Koska säännölliselle matriisilleA on

AX = B ⇐⇒ X = A−1B,

viestin saaja osaa purkaa sen selväkieliseksi dekoodausmatriisin ja vastaavuustau-
lukon avulla.

Esimerkki 8.5.2 Sovitaan yksinkertaisuuden vuoksi vastaavuus

a b c d e f g h i j k l m n o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

p q r s t u v w x y z å ä ö
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

ja olkoon koodausmatriisi

A :=



1 2 1
2 5 3
2 3 2




Olkoon lähetettävä viesti "tulen sunnuntaina". Yllä olevan taulukon mukaan muun-
nettuna se kuuluu

X :=



20 5 19 14 20 14
21 14 21 21 1 1
12 30 14 14 9 0




Lähetettävä viesti on tällöin

B := AX =




74 63 75 70 31 16
181 170 185 175 72 33
127 112 129 119 61 31




ja se saadaan takaisin kaavallaX = A−1B.

Tehtävä 8.5.3 Mitä tarkoittaa viesti



44 53 77 100 66 31 54
105 123 182 258 157 72 143
76 90 135 172 112 53 108




Ratkaisu sivulla 130.



8.6 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 8.2.2 : Olkoot liuosmäärätl96 = 0.50, l5 ja l40. Yhteensä näitä onl96+l5 =
l40 ja kyseista ainemäärää sitoo yhtälö0.96l96 + 0.05l5 = 0.40l40. Näin saadaan
lineaarinen yhtälöryhmä

{
l5 − l40 = −0.50

0.05l5 − 0.40l40 = −0.48

Eliminoimallal5 operaatiollaR2 ← R2 − 0.05R1 saadaan−0.35l40 = −0.455 eli
l40 = 1.3 litraa. Usein tietysti tarpeen tietää myös laimentavan aineen määrä, tässä
se olisil5 = 0.8 litraa.

Tehtävä 8.2.4 : Gaussin eliminointiprosessilla jatkaen





x1 − x2 = 160 | R1

x1 − x4 = 330 | R2

x2 − x3 = −40 | R3

x3 − x4 = 210 | R4

⇐⇒





x1 − x2 = 160 | R′
1 ← R1

x2 − x4 = 170 | R′
2 ← R2 − R1

x2 − x3 = −40 | R′
3 ← R3

x3 − x4 = 210 | R′
4 ← R4

⇐⇒





x1 − x2 = 160 | R′′
1 ← R′

1

x2 − x4 = 170 | R′′
2 ← R′

2

− x3 + x4 = −210 | R′′
3 ← R′

3 − R′
2

x3 − x4 = 210 | R′′
4 ← R′

4

⇐⇒





x1 − x2 = 160
x2 − x4 = 170

x3 − x4 = 210
0 = 0

⇐⇒





x1 = t+ 330
x2 = t+ 170
x3 = t+ 210
x4 = t, t ∈ R

Tehtävä 8.2.5 : Risteyksestä lähtevien määrä on (keskimääräisesti) sama kuin tu-
levien määrä, joten

tulee lähtee
A: x1 + 380 = x2 + 430
B: x2 + 540 = x3 + 420
C: x3 + 470 = 400 + 420
D: x1 + x4 = 420 + 450
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mikä muuntuu lineaariseksi yhtälöryhmäksi




x1 − x2 = 50
x2 − x3 = −120

x3 = 350
x1 + x4 = 870

⇐⇒





x1 = 280
x2 = 230
x3 = 350
x4 = 590

Tehtävä 8.3.2 : Kuvasta 19 nähdään, että tasapainopisteessä myyntihintap on n.
20 ja lukumääräq n. 400. Tarkka lukumäärä saadaan selville ratkaisemalla yhtälö

8000

q
=

g

40
+ 10 ⇐⇒ q = −800 tai q = 400.

Koska lukumäärän on oltava positiivinen, voidaan tulos−800 hylätä. Myyntihinta
selviää nyt helposti laskulla

8000

400
= 20 tai

400

40
+ 10 = 20.

0

100

200

300

400

500

100 200 300 400 500q

Kuva 19:

Tehtävä 8.3.3 : Tasapainohinnat ratkeavat yhtälöryhmän avulla
{

8− pA + pB = −2 + 5pA − pB
26 + pA − pB = −4− pA + 3pB

⇐⇒
{
−6pA + 2pB = −10
2pA − 4pB = −30

⇐⇒
{

pA = 5
pB = 10.
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Tehtävä 8.5.3 : Lähetettävä viesti on siis

B := AX =




44 53 77 100 66 31 54
105 123 182 258 157 72 143
76 90 135 172 112 53 108




MistäX sadaan kaavallaX = A−1B. Koodausmatriisi

A :=



1 2 1
2 5 3
2 3 2




ja

A−1 :=




1 −1 1
2 0 −1
−4 1 1




joten

X = A−1B =




1 −1 1
2 0 −1
−4 1 1






44 53 77 100 66 31 54
105 123 182 258 157 72 143
76 90 135 172 112 53 108




=



15 20 30 14 21 12 19
12 16 19 28 20 9 0
5 1 9 30 5 1 35




Viesti on siis: ”Oletpa sinä utelias.”
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9 LINEAARIAVARUUS

Reaalistenm×n-matriisien joukkoRm×n on konkreettinen esimerkki matemaatti-
sesta struktuurista, jossa esiintyy alkioiden yhteenlasku ja reaaliluvulla (skalaaril-
la) kertominen, ”skaalaus”, jotka yhdessä toteuttavat tietyn kokoelman laskusään-
töjä. Erikoistapauksena tämä sisältää vektoreista koostuvann-ulotteisen euklidi-
sen avaruudenRn (ks. Luku 3).

On paljon muitakin samanlaiset laskusäännöt toteuttavia oliojoukkoja, mm. erilai-
sia funktio- ja polynomijoukkoja. Myös skalaarijoukko voiolla abstrakti algebral-
linen struktuuri,kunta(ks. Liite A.2).

Tällaisten matemaattisten kokonaisuuksien yhteisiä ominaisuuksia tutkitaanline-
aariavaruuksienteoriassa. Tarkastellaan aluksi abstrakteja laskutoimituksia (katso
tarvittaessa Liite A).

9.1 Joukon sisäinen laskutoimitus

Määritelmä 9.1.1 OlkoonA epätyhjä joukko. Jokaista kahden muuttujan funk-
tiota (operaattoria)◦ : A×A→ A sanotaan joukonA sisäiseksi laskutoimituksek-
si. Kuva-alkioita◦(a, b) sanotaan laskutoimituksentuloksiksi, ja usein – erityisesti
algebrassa – laskutoimitusta ja sen tulosta merkitään muodossaa ◦ b := ◦(a, b).

Laskutoimitus siis liittää kuhunkin järjestettyyn alkiopariin (a, b) ∈ A × A täs-
mälleen yhden alkion joukostaA.

Esimerkki 9.1.2 Laskutoimituksia on jokaisessa epätyhjässä joukossa:
a) Vakiolaskutoimitusliittää jokaiseen pariin yhden ja saman alkionv ∈ A, ts.
a ◦ b := v kaikilla a, b ∈ A.
b) Projektiota ←֓ b := a ja a →֒ b := b.

Esimerkki 9.1.3 OlkoonA := {1, 2, 3, 4}.
a) Määritellään joukossaA aluksi laskutoimitusminimimin

min(a, b) := pienempi luvuistaa ja b.

Esimerkiksimin(4, 4) = 4, min(4, 3) = 3 jamin(2, 4) = 2.
b) Edellisen avulla määritellään edelleen joukossaA:

a ↓ b :=
{

min(a, b)− 1, josa ≥ 2 ja b ≥ 2,
1, muutoin.

Silloin esimerkiksi4 ↓ 4 = 3, 4 ↓ 3 = 2, 2 ↓ 4 = 1 ja 3 ↓ 1 = 1.
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Esimerkki 9.1.4 Lukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat laskutoimituksia kussa-
kin joukoistaN, Z, Q, R ja C. Vähennyslaskua voidaan pitää laskutoimituksena
muissa paitsi joukossaN; miksi? Jakolasku ei tarkasti ottaen ole laskutoimitus
missään näistä joukoista; joukoissaN ja Z ei mitenkään, mutta kylläkin muissa,
kun nolla on niistä poistettu; miksi?

Esimerkki 9.1.5 Mitkä seuraavista säännöistä ovat kahden muuttujan funktioita
A×A→ A, eli joukonA sisäisiä laskutoimituksia:

a)A := R, f(x, y) := x2 + y2

b)A := R2, g(x,y) := x− 2y

c)A := R2
+ = R+×R+, h(x,y) := x+ 2y

d)A := R3
+, k(x,y) := x− 2y

e)A := R2, l(x,y) := x · y (pistetulo)

f) A := R2 jam(u,v) kuten Kuvassa 20.

x2

x
1

v

u

m(  ,  )u v

1.

2. 3.

Kuva 20: Esimerkin 9.1.5 f) operaatio graafisesti

Ratkaisu. a) on, b) on, c) on, d) ei ole, esimerkiksi


1
2
3


− 2



7
2
6


=



−13
−2
−9


 /∈ A

e) ei ole, koska tulokset ovat lukuja, eivät tason vektoreita; esimerkiksi
(
1
1

)
·
(
1
1

)
= 2

f) on, kun ymmärretään sopivasti, mitenkä esimerkiksi?
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Tehtävä 9.1.6 Esitä Esimerkin 9.1.5 f)-kohdan funktiom
a) sanallisessa muodossa,
b) symbolisessa muodossa.
Ratkaisu sivulla 144.

Laskutoimituksia joukossaR? (linkki JSXGraph-animaatioihin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/LaskutoimituksiaRssa.htm

9.2 Skaalaus eli ulkoinen laskutoimitus

Lineaarisen struktuurinpohjana on (vektoreiksisanottujen alkioiden muodosta-
ma) Abelin ryhmä(V,⊕) (ks. Algebra tai Liite A.1), jonka alkioita voidaan ”skaa-
lata” jonkin ulkoisen joukon alkioilla,skalaareilla.

Skalaarijoukkona on – syistä, jotka selviävät myöhemmin – rakenteeltaan riittävän
rikas kunta (ks. Liite A.2), esimerkiksiK = R taiK = C.

Määritelmä 9.2.1 Skaalausfunktioksi(lyhyestiskaalaukseksi) tai ulkoiseksi las-
kutoimitukseksisanotaan jokaista kuvausta⊙ : K×V → V . Josα ∈ K jav ∈ V ,
skaalausta ja sen tulosta merkitään jatkossaα⊙ v := ⊙(α,v).

Esimerkki 9.2.2 Pari (R,+) on Abelin ryhmä (vektorit) ja(R,+, ·) on kunta
(skalaarit). Silloin operaatioista

a) α⊙ x := αx b) α⊙ x := −α + x− 3

c) α⊙ x :=
α

x− 1
d) α⊙ x :=

(
α
x

)

vain kohdat a) ja b) kelpaavat yllä olevan määritelmän mukaisiksi skaalausfunk-
tioiksi.

Tehtävä 9.2.3 Miksi Esimerkin 9.2.2 kohdat c) ja d) eivät kelpaa skaalauksiksi?
Ratkaisu sivulla 144.

Tehtävä 9.2.4 Pari(R2,+) on Abelin ryhmä (vektorit) ja(R,+, ·) on kunta (ska-
laarit). Mitkä seuraavista operaatioista kelpaavat skaalausfunktioiksi:

a) α⊙
(
x1

x2

)
:=

(
αx1

αx2

)
b) α⊙

(
x1

x2

)
:=

αx1

αx2

c) α⊙
(
x1

x2

)
:=

(
α
1

)
d) α⊙

(
x1

x2

)
:=

(
ln x1

ln x2

)

Ratkaisu sivulla 144.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/LaskutoimituksiaRssa.htm
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Skaalauksia joukossaR? (linkki JSXGraph-animaatioihin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/SkaalauksiaRssa.htm

Kun kolmikolle (V,⊕,⊙) asetetaan eräitä lisävaatimuksia (aksioomat A5 – A8
Luvussa 9.3) saadaan esillelineaarinenstruktuuri,lineaariavaruus.

Esimerkki 9.2.5 Jäljempänä nähdään, että Esimerkkien 9.2.2 ja 9.2.4 a)-kohtien
skaalauksilla⊙ varustetut kolmikot(R,+,⊙) ja (R2,+,⊙) ovat lineaariavaruuk-
sia.

9.3 Lineaariavaruuden määritelmä

Määritelmä 9.3.1 Kolmikko (V,⊕,⊙) onK-kertoiminen lineaariavaruuseli vek-
toriavaruus, jos seuraavat neljä ehtoa (0) – (iii) ovat voimassa

(0) V on epätyhjä joukko jaK on kunta (jatkossa useimmissa tapauksissaK =
R taiK = C).

(i) JoukossaV on määriteltysisäinen laskutoimitus(”yhteenlasku”), ts. kuvaus
⊕ : V × V → V , joka liittää jokaiseen pariin(u,v) ∈ V × V tarkalleen
yhden alkionu⊕ v := ⊕(u,v) ∈ V .

(ii) JoukkoihinK ja V liittyy skaalausfunktio(”skalaarilla kertominen”) ts. ku-
vaus⊙ : K × V → V , joka liittää jokaiseen pariin(α,u) ∈ K × V täsmäl-
leen yhden alkionα⊙ u := ⊙(α,u) ∈ V .

(iii) Sisäisellä laskutoimituksella ja skaalausfunktiolla (eli skaalauksella) on
seuraavat ominaisuudet:

A1. u⊕ v = v ⊕ u kaikilla u, v ∈ V (vaihdannaisuus).

A2. (u⊕ v)⊕w = u⊕ (v⊕w) kaikilla u, v, w ∈ V (liitännäisyys).

A3. On olemassa alkioe ∈ V , jolle u⊕ e = u ja e⊕u = u kaikilla u ∈ V
(yhteenlaskun neutraali- eli nolla-alkio).

A4. Jokaistau ∈ V vastaa⊖u ∈ V , jolle u⊕ (⊖u) = e ja (⊖u) ⊕ u = e

(vasta-alkio).

A5. α⊙(u⊕ v) = (α⊙ u)⊕ (α⊙ v) kaikilla α ∈ K, kaikilla u, v ∈ V .

A6. (α + β)⊙ u = (α⊙ u)⊕ (β ⊙ u) kaikilla α, β ∈ K, kaikilla u ∈ V .

A7. α⊙ (β ⊙ u) = (αβ)⊙ u kaikilla α, β ∈ K, kaikilla u ∈ V .

A8. 1⊙ u = u kaikilla u ∈ V .

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/SkaalauksiaRssa.htm
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Jos(V,⊕,⊙) onK-kertoiminen lineaariavaruus, joukkoaK sanotaanskalaaria-
varuudeksitai kerroinkunnaksi. JosK = R, on (V,⊕,⊙) reaali(kertoimi)nen li-
neaariavaruus; josK = C, on(V,⊕,⊙) kompleksi(kertoimi)nen lineaariavaruus.
Jatkossa puhutaan kolmikon sijasta usein lyhyesti lineaariavaruudestaV .

Nähdään helposti, että aksioomat eivät ole ristiriitaisia, sillä V := R varustettu-
na tavallisella yhteenlaskulla ja kunnanK := R skalaareilla kertomisella (kuten
tavallinen kertolasku) toteuttaa Määritelmän 9.3.1 ehdot.

Tehtävä 9.3.2 Todista yksityiskohtaisesti, ettäR2 varustettuna tavanomaisilla las-
kutoimituksilla

(
x1

x2

)
+

(
y1
y2

)
:=

(
x1 + y1
x2 + y2

)
, α

(
x1

x2

)
:=

(
αx1

αx2

)

onR-kertoiminen lineaariavaruus. Ratkaisu sivulla 144.
Lineaarirakenne tasossa(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/LineaarirakenneTasossa.htm

Tehtävä 9.3.3 TodistaRm×n reaalikertoimiseksi lineaariavaruudeksi käyttäen Lu-
vun 3 tuloksia.
Ratkaisu sivulla 145.

Tehtävä 9.3.4 Mitkä ehdoista A1 – A4 ovat voimassa seuraaville yhteenlaskueh-
dokkaille tasossa?

a)

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
0
0

)
b)

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
x1 + y1 + 1
x2 + y2 − 2

)

c)

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
x2 + y2
x1 + y1

)
d)

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
2x1 + 2y1
2x2 + 2y2

)

Ratkaisu sivulla 145.

Tehtävä 9.3.5 Mitkä ehdoista A7 – A8 ovat voimassa seuraaville tason skaa-
lausehdokkaille?

a) α⊙
(
x1

x2

)
:=

(
0
0

)
b) α⊙

(
x1

x2

)
:=

(
x1

x2

)

c) α⊙
(
x1

x2

)
:=

(
(2− α)x1

(2− α)x2

)
d) α⊙

(
x1

x2

)
:=

(
2αx1

2αx2

)

Ratkaisu sivulla 145.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/LineaarirakenneTasossa.htm
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Esimerkki 9.3.6 OlkoonX epätyhjä joukko ja

F(X,R) := {f | f : X → R funktio }.

Määritellään funktioiden yhteenlasku⊕ ja reaaliluvulla kertominen⊙ pisteittäin
seuraavasti: josα ∈ R ja f , g ∈ F(X,R), niin

(f ⊕ g)(x) := f(x) + g(x) kaikilla x ∈ X
(α⊙f)(x) := αf(x) kaikilla α ∈ K, x ∈ X.

Osoitetaan, ettäF(X,R) on reaalikertoiminen lineaariavaruus käymällä läpi Mää-
ritelmän 9.3.1 vaatimukset. Kohdat (0), (i) ja (ii) ovat selvästi kunnossa:F(X,R) 6=
∅ ja R on kunta. Josα ∈ R ja f , g ∈ F(X,R), niin f ⊕ g ja α⊙f ovat täysin
määrättyjä kuvauksiaX → R.

(iii) Olkoot α, β ∈ R ja f , g ja h ∈ F(X,R) sekäx ∈ X.

A1 ja A2: Reaalilukujen yhteenlasku on vaihdannainen ja liitännäinen, joten

(f ⊕ g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g ⊕ f)(x)
((f ⊕ g)⊕ h)(x) = f(x) + g(x) + h(x) = (f ⊕ (g ⊕ h))(x)

eli
f ⊕ g = g ⊕ f ja (f ⊕ g)⊕ h = f ⊕ (g ⊕ h).

A3: Nolla-alkioksi kelpaa nollafunktiô0, 0̂(x) := 0, sillä

(f ⊕ 0̂)(x) = f(x) + 0̂(x) = f(x).

A4: Alkion f vasta-alkioksi käy vastafunktio⊖f , jolle (⊖f)(x) := −f(x); tällöin
f ⊕ (⊖f) = 0̂, sillä

(f ⊕ (⊖f))(x) = f(x) + (−f(x)) = 0.

A5 ja A6.: Osittelulait ovat voimassa reaalilukujen yhteen– ja kertolaskulle, joten
(vähän lyhentäen)

(α⊙(f ⊕ g))(x) = αf(x) + αg(x) = ((α⊙f)⊕ (α⊙g))(x)
((α+β)⊙f)(x) = αf(x) + βf(x) = ((α⊙f)⊕ (β⊙f))(x)

eli

α⊙(f ⊕ g) = (α⊙f)⊕ (α⊙g) ja (α+β)⊙f = (α⊙f)⊕ (β⊙f).
A7: Reaalilukujen kertolasku on liitännäinen, joten

((αβ)⊙f)(x) = αβf(x) = (α⊙(β⊙f))(x),
eli (αβ)⊙f = α⊙(β⊙f).
A8: 1⊙f = f , sillä (1⊙f)(x) = 1f(x) = f(x).
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Esimerkki 9.3.7 Seuraavat struktuurit on helpointa todistaa lineaariavaruuksiksi
osoittamalla ne eräiden lineaariavaruuksien aliavaruuksiksi (Luku 10).

a) Korkeintaan astettan olevien reaalisten polynomien joukkoPn varustettuna
pisteittäisillä laskutoimituksilla on reaalikertoiminen lineaariavaruus.

b) Välillä ∆ ⊆ R k kertaa jatkuvasti derivoituvien reaalifunktioidenjoukko
Ck(∆,R), k ∈ N0, varustettuna pisteittäisillä laskutoimituksilla on reaalikertoi-
minen lineaariavaruus (C0(∆,R) = C(∆,R) := jatkuvat funktiot).

Esimerkki 9.3.8 Välillä [0, 2] jatkuvien, pisteen(1, 1) kautta kulkevien funktioi-
den joukko varustettuna pisteittäisillä laskutoimituksilla ei ole lineaariavaruus.
Nimittäin, kahden sellaisen funktion summa ei kulje pisteen (1, 1) vaan pisteen
(1, 2) kautta.

Jatkossa käytämme symboleja⊕ ja⊙ vain poikkeustapauksissa

9.4 Määritelmän seurauksia

Todistetaan tärkeimmät Määritelmän 9.3.1 seuraukset:

Lause 9.4.1a) Lineaariavaruudessa on täsmälleen yksi nolla-alkio.

b) Kullakin lineaariavaruuden alkiolla yksi ja vain yksi vasta-alkio.

Todistus.OlkoonV lineaariavaruus.
a) Olkoot0 ja 0′ ∈ V nolla-alkion vaatimukset täyttäviä alkioita. Silloin kaikilla
u ∈ V

u+ 0 = u ja u+ 0′ = u.

Valitsemalla alkioksiu vuorollaan0′ ja 0 saadaan vaihdannaisuuden nojalla

0′ = 0′ + 0 = 0 + 0′ = 0.

b) Oletetaan, että alkiotv jaw ∈ V kelpaavat alkionu ∈ V vasta-alkioiksi. Siis

u+ v = 0 ja u+w = 0.

Liitännäisyyttä ja vaihdannaisuutta käyttäen saadaan

v = v + 0 = v + (u+w) = (v + u) +w = 0+w = w.

Keksitkö miten todistuksesta selvittäisiin ilman vaihdannaisuuttakin?✷
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Koska vasta-alkio on yksikäsitteinen, voidaan määritellävektorienerotus

u− v := u+ (−v).
Tämä mahdollistaa vektoriyhtälöiden ratkaisemisen:

Lause 9.4.2LineaariavaruudenV yhtälölläu + x = v (samoin myös yhtälöllä
x+ u = v) on täsmälleen yksi ratkaisu, ja se onv− u.

Todistus.Alkio v−u toteuttaa yhtälön, sillä liitännäisyyden ja vaihdannaisuuden
nojalla

u+ (v− u) = u+ (v + (−u)) = (u+ v) + (−u)
= v + (u+ (−u)) = v + 0 = v.

Olkoon toisaaltaw ∈ V yhtälön ratkaisu, siisu + w = v. Liitännäisyyden ja
vaihdannaisuuden nojalla

w = 0+w = ((−u) + u) +w = −u+ (u+w)
= −u+ v = v + (−u) = v − u.

✷

Esimerkki 9.4.3 Jos yritetään ratkaista yhtälöä2u − 3x = v huomataan että se
ei ratkea tähän mennessä esitetyillä laskusäännöillä.

Lause 9.4.4LineaariavaruudessaV on voimassa:

a) 0u = 0 ja α0 = 0 kaikilla α ∈ K, u ∈ V .

b) Josαu = 0, niin α = 0 tai u = 0.

c) −αu = (−α)u = α(−u) kaikilla α ∈ K, u ∈ V .

d) u+w = v +w jos ja vain josu = v kaikilla w ∈ V .

e) αu = αv jos ja vain josu = v kaikilla α ∈ K \ {0}.

Todistus.a) 0u = (0 + 0)u = 0u+ 0u, joten Lauseen 9.4.2 mukaan

0u = 0u− 0u = 0u+ (− (0u)) = 0.

Vastaavalla tavallaα0 = α(0+ 0) = α0+ α0, joten

α0 = α0− α0 = α0+ (− (α0)) = 0.

b) Oletetaan, ettäαu = 0, muttaα 6= 0. Silloin

u = 1u =
(
1
α
· α
)
u = 1

α
(αu) = 1

α
· 0 = 0.

c), d) ja e) todistetaan harjoitustehtävinä.✷
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Tehtävä 9.4.5 Ratkaise nyt Esimerkissä 9.4.3 esitetty yhtälö,2u− 3x = v.
Ratkaisu sivulla 145.

Tehtävä 9.4.6 Todista

a) −(u+ v) = −u− v

b) α(u− v) = αu− αv.

Ratkaisu sivulla 146.

Tehtävä 9.4.7 Ratkaisex lineaariavaruuden yhtälöstä

u+ 2(v− u)− (u+ 2x) = u− v.

Ratkaisu sivulla 146.

Vihje: Ratkaise aluksi esimerkiksi−(u + 2x), ja poista sulut. Sievennä oikeaa
puolta, ratkaise−2x ja sittenx.

Pähkinä 9.4.8 Mitähän tason vektorialgebran geometrisiä tms. ominaisuuksia
aksioomien taustalla on, kuinkahan aksioomat lienee keksitty?
Aksioomien merkitys tasossa(linkki JSXGraph-animaatioihin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Aksiomat.htm

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Aksiomat.htm
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9.5 Omituisempia esimerkkejä

Tarkastellaan tasovektorien joukossa erilaisten operaattorien soveltuvuutta lineaa-
riavaruuden laskutoimituksiksi.

Esimerkki 9.5.1 Kaava(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
x1 + 2y1
x2 + 2y2

)

määrittelee laskutoimituksen joukossaR2. Se ei ole vaihdannainen eikä liitännäi-
nen. Löytyykö neutraalialkio, vasta-alkiot?(Ei-vaihdannaisuus aiheuttaa omitui-
sen tilanteen;(0 0)T kelpaisi ”oikeanpuoleiseksi” nollaksi!)

Esimerkki 9.5.2 Olkoon

V :=

{(
x
1

) ∣∣∣∣ x ∈ R

}

ja + tavallinen tason vektorien yhteenlasku sekä· tavallinen vektorin kertominen
skalaarilla. Silloin+ ei ole yhteenlasku joukossaV , sillä esimerkiksi

(
0
1

)
+

(
0
1

)
=

(
0
2

)
/∈ V.

Myöskään skalaarilla kertominen ei pysy joukossaV (todenna itse!).

Tehtävä 9.5.3 Osoita, että Esimerkin 9.5.2 joukosta saadaan kuitenkin lineaaria-
varuus(V,⊕,⊙), kun määritellään operaatiot

(
x
1

)
⊕
(
y
1

)
:=

(
x+ y
1

)
, α⊙

(
x
1

)
:=

(
αx
1

)

Ratkaisu sivulla 147.

Tehtävä 9.5.4 Selvitä, miksi(R2,⊕,⊙) ei ole lineaariavaruus, kun

a )

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
y1 + y2
x1 + x2

)
, α⊙

(
x1

x2

)
:=

(
αx1

αx2

)
,

b )

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
x1 + y1
x2 + y2

)
, α⊙

(
x1

x2

)
:=

(
αx2

αx1

)
,

c )

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
(x1 + y1)

2

(x2 + y2)
2

)
, α⊙

(
x1

x2

)
:=

(
αx1

αx2

)
,

d )

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=



x1 + y1
x2 + y2
x2 + y2


, α⊙

(
x1

x2

)
:=



αx1

αx2

αx3


.

Ratkaisu sivulla 147.
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Tehtävä 9.5.5 Selvitä tarkasti, mitkä laskusäännöistä (iii) A1 – A8 eivätole voi-
massa Tehtävän 9.5.4 operaatioille?
Ratkaisu sivulla 147.

Esimerkki 9.5.6 Osoita, että(U,⊕,⊙) on reaalikertoiminen lineaariavaruus, kun

U :=

{(
x1

x2

) ∣∣∣∣ x1 + x2 = 2

}
,

(
x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

)
:=

(
x1 + y1 − 1
x2 + y2 − 1

)
, α⊙

(
x1

x2

)
:=

(
αx1 + 1− α
αx2 + 1− α

)
.

Ennen varsinaisia perusteluja voi katsoa visualisointia
Operaatiot suorallaU (linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/OperSuoralla.htm

Ratkaisu (lyhyesti). Kohta (0):U 6= ∅, sillä (1 1)T ∈ U , jaR on kunta.
Kohdat (i), (ii): Summa ja tulo ovat selvästi tasovektoreita. Se, että ne kuuluvat
joukkoonU , todetaan laskemalla; esimerkiksix⊕ y ∈ U , sillä

(x1 + y1 − 1) + (x2 + y2 − 1) = (x1 + x2) + (y1 + y2)− 2 = 2,

missä tietenkin on huomioitu, ettäx1 + x2 = y1 + y2 = 2. Todista itse vastaavaan
tapaan, ettäα⊙x ∈ U .

(iii) Ehdot A1 ja A2 todistetaan suoralla laskulla.

A3. Nolla-alkioehdokas saadaan yhtälöna ⊕ 0U = a ratkaisuna0U = (1 1)T ,
joka selvästi on joukossaU . Koska seei riipu vektoristaa ja koskax ⊕ 0U = x,
samoin kuin0U ⊕ x = x, kaikilla x ∈ U , se kelpaa nollavektoriksi.

A4. Alkion x = (x1 x2)
T ∈ U vastavektoriehdokas⊖x = (u1 u2)

T saadaan
yhtälöstäx⊕ (⊖x) = 0U :

⊖x =

(
2− x1

2− x2

)
∈ U.

Se toteuttaa vastavektorin molemmat ehdot (todenna).

A5-8. Suoria laskuja, esimerkiksi A5 (lyhentäen) ja A8:

α⊙
((

x1

x2

)
⊕
(
y1
y2

))
=

(
αx1 + αy1 + 1− 2α
αx2 + αy2 + 1− 2α

)
= α⊙

(
x1

x2

)
⊕ α⊙

(
y1
y2

)

1⊙
(
x1

x2

)
=

(
x1 + 1− 1
x2 + 1− 1

)
=

(
x1

x2

)
.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OperSuoralla.htm
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Tehtävä 9.5.7 Piirrä x1x2-tasoon Esimerkin 9.5.6 joukkoU , sen origo sekä pis-
teetx := (−1 3)T ja⊖x.
Ratkaisu sivulla 147.

Tehtävä 9.5.8 Onko myösR2 varustettuna Esimerkin 9.5.6 laskutoimituksilla li-
neaariavaruus?
Ratkaisu sivulla 147.
Operaatiot tasossa(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/OperTasossa.htm

Tehtävä 9.5.9 Ratkaise Esimerkin 9.5.6 tilanteessa yhtälöt

a)

(
2
0

)
⊕ x =

(
4
−2

)

b) 2⊙
(

3
−1

)
⊕ 3⊙x =

(
0
2

)

Ratkaisu sivulla 147.

Esimerkki 9.5.10 Osoitteessa
Operaatiot reaalilukuvälillä (linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/OperValilla.htm

on esitetty dynaamisena kuviona erästä rajoitetulla reaalilukuvälillä määriteltyä
operaatiota. Tutki näyttäisikö kyseessä todella olevan välin sisäinen laskutoimitus.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OperTasossa.htm
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OperValilla.htm


9.6 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 9.1.6 : a) Sanallisesti: tulos onx1-akselin suuntainen vektori, jonka pituus
onu:n jav:n pituuksien summa. b) Symbolimuodossa esimerkiksi näin:

m(u,v) =

(
‖u‖+ ‖v‖

0

)

Tehtävä 9.2.3 : c) Tulos ei ole määritelty vektorillax = 1.
d) Tulos ei ole reaaliluku vaan tason vektori.

Tehtävä 9.2.4 : Vain kohdat a) ja c) ovat kelvollisia.
b) Tulos ei ole määritelty esimerkiksi kunx2 = 0 (ei myöskään, kunα = 0).
d) Tulos ei ole määritelty esimerkiksi arvollax1 = 0.

Tehtävä 9.3.2 : Käydään läpi lineaariavaruuden aksioomat.

(0)R2 6= ∅ jaR on kunta.
(i) Kullakin parilla x = (x1 x2)

T ∈ R2, y = (y1 y2)
T ∈ R2 summa on yksikäsit-

teinen tason vektori

x+ y =

(
x1 + y1
x2 + y2

)
∈ R2.

(ii) Kullakin parilla α ∈ R ja x = (x1 x2)
T ∈ R2 tulo on yksikäsitteinen tason

vektori

αx =

(
αx1

αx2

)
∈ R2.

(iii) Olkoot α, β ∈ R sekäx = (x1 x2)
T , y = (y1 y2)

T ja z = (z1 z2)
T ∈ R2.

A1. Vaihdannaisuus:x+ y =

(
x1 + y1
x2 + y2

)
=

(
y1 + x1

y2 + x2

)
= y + x.

A2. Todetaan liitännäisyysehdon eri puoliskot samoiksi:

(x+y) + z =

((
x1

x2

)
+

(
y1
y2

))
+

(
z1
z2

)
=

(
x1+y1
x2+y2

)
+

(
z1
z2

)
=

(
x1+y1+z1
x2+y2+z2

)

x+ (y+z) =

(
x1

x2

)
+

(
y1+z1
y2+z2

)
=

(
x1+y1+z1
x2+y2+z2

)

A3. Nollavektoriksi kelpaa0 = (0 0)T , sillä

x+ 0 =

(
x1

x2

)
+

(
0
0

)
=

(
x1 + 0
x2 + 0

)
=

(
x1

x2

)
= x,

vaihdannaisuuden mukaan myös0+ x = x.
A4. Alkion x = (x1 x2)

T vasta-alkioksi käy− x = (−x1 −x2)
T , sillä

x+ (−x) =
(
x1

x2

)
+

(
−x1

−x2

)
=

(
x1 − x1

x2 − x2

)
=

(
0
0

)
= 0,

vaihdannaisuuden mukaan myös− x+ x = 0.
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A5. α(x+ y) = α

(
x1 + y1
x2 + y2

)
=

(
α(x1 + y1)
α(x2 + y2)

)
=

(
αx1 + αy1
αx2 + αy2

)

=

(
αx1

αx2

)
+

(
αy1
αy2

)
= α

(
x1

x2

)
+ α

(
y1
y2

)
= αx+ αy

A6. (α+β)x = (α+β)

(
x1

x2

)
=

(
(α+β)x1

(α+β)x2

)
=

(
αx1 + βx1

αx1 + βx2

)

=

(
αx1

αx2

)
+

(
βx1

βx2

)
= α

(
x1

x2

)
+ β

(
x1

x2

)
= αx+ βx

A7. (αβ)x = (αβ)

(
x1

x2

)
=

(
(αβ)x1

(αβ)x2

)
=

(
α(βx1)
α(βx2)

)
= α

(
βx1

βx2

)

= α

(
β

(
x1

x2

))
= α(βx)

A8. 1x = 1

(
x1

x2

)
=

(
1x1

1x2

)
=

(
x1

x2

)
= x.

Tehtävä 9.3.3 : (0), (i) ja (ii) selvästi kunnossa, tuloksetovat yksikäsitteisesti mää-
rättyjäRm×n:n matriiseja. Kohtaan (iii) käytä Lausetta 3.3.3.

Tehtävä 9.3.4 : Operaatiot tuottavat täysin määrätyn tasovektorin, joten kohta (i)
on kaikille kunnossa.
a) Ehdot A1 ja A2 ovat voimassa, A3 ja A4 eivät.
b) Ehdot A1 – A4 voimassa (laskettava läpi).
c) ja d) A1 voimassa, mutta A2, A3 ja A4 eivät.
d) A1 voimassa, mutta A2, A3 ja A4 eivät.

Tehtävä 9.3.5 : Operaatiot täyttävät perusehdon (ii).
a) Ehto A7 on voimassa, A8 ei.
b) Molemmat ovat voimassa.
c) A8 on voimassa, A7 ei ole voimassa: vastaesimerkki valitsemalla vaikkapaα =
β = x2 = 0 ja x1 = 1.
d) Kumpikaan ei ole voimassa: valitse esimerkiksiα = β = x1 = x2 = 1.

Tehtävä 9.4.5 : Tehdään ratkaisu vaiheittain, yksityiskohtaisin perusteluin:

2u− 3x = v

⇔ 2u+ (−3x) = v | erotus| −2u+
⇔ (−2u) + (2u+ (−3x)) = (−2u) + v | Lause 9.4.4 d)
⇔ ((−2u) + 2u) + (−3x) = (−2u) + v | A2
⇔ 0+ (−3)x = (−2)u+ v | A4, Lause 9.4.4 c)
⇔ (−1

3
)((−3)x) = (−1

3
)((−2)u+ v) | A3, Lause 9.4.4 e)

⇔ ((−1
3
) · (−3))x = (−1

3
)((−2)u) + (−1

3
)v | A7, A5

⇔ 1 · x = ((−1
3
)(−2))u+ (−1

3
v) | R, Lause 9.4.4 c), A7

⇔ x = 2
3
u− 1

3
v | A8, R, erotus



146 9 LINEAARIAVARUUS

Tehtävä 9.4.6 : a) Vasta-alkion määritelmän avulla:

(u+ v) + (−u− v) = (v + u) + (−u) + (−v) | A1, erotus
= ((v + u) + (−u)) + (−v) | A2
= (v + (u+ (−u))) + (−v) | A2
= (v + 0) + (−v) | A4
= v + (−v) | A3
= 0 | A4

Toinen tapa olisi Lauseen 9.4.4 kohdan c) avulla (tarvitaanmyös A5 ja A8 sekä
erotuksen määritelmä):

−(u+ v) = (−1)(u+ v) = (−1)u+ (−1)v = 1(−u) + 1(−v)
= −u+ (−v) = −u− v.

b) Käyttäen erotuksen määritelmää, ehtoa A5 ja Lauseen 9.4.4 kohtaa c):

α(u− v) = α(u+ (−v)) = αu+ α(−v) = αu− αv.

Tehtävä 9.4.7 : Vihjeen mukaan (pistä perustelut oikealle):

u+ 2(v−u)− (u+2x) = u− v |
⇔ u+ 2v − 2u+ (−(u+2x)) = u− v |
⇔ −(u+2x) = u− v − (u+ 2v− 2u) |
⇔ (−1)(u+2x) = u− v − ((1−2)u+ 2v) |
⇔ (−1)(u+2x) = u− (−u)− v − 2v |
⇔ (−1)(u+ 2x) = 2u− 3v |
⇔ 1 · (u+ 2x) = (−1)(2u− 3v) |
⇔ u+ 2x = −2u+ 3v |
⇔ 2x = −3u+ 3v |
⇔ 1x = 1

2
(−3u+ 3v) |

⇔ x = −3
2
u+ 3

2
v |

Toinen tapa, jossa käytetään yhteenlaskun liitännäisyyttä ja vaihdannaisuutta mel-
ko vapaasti. Sievennetään aluksi vasen puoli käyttäen Tehtävän 9.4.6 tuloksia (kir-
joita perustelut taas näkyviin) ja ratkaistaan:

u+ 2(v−u)− (u+2x) = u+ 2v − 2u− u− 2x |
⇔ = u− u+ 2v − 2u− 2x |
⇔ = 2v− 2u− 2x |

2v − 2u− 2x = u− v |
⇔ −2x = −(2v − 2u) + u− v |
⇔ −2x = −2v + 2u+ u− v |
⇔ (−2)x = 3u− 3v |
⇔ 1x = (−1

2
)(3u− 3v) |

⇔ x = −3
2
u+ 3

2
v |
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Tehtävä 9.5.3 : Kuten Tehtävä 9.3.2, paitsi toinen koordinaatti on aina 1. Nolla-
alkio on(0 1)T , vasta-alkio⊖(x 1)T = (−x 1)T .

Tehtävä 9.5.4 : a) A1 ei ole voimassa, esimerkiksi

(
1
0

)
⊕
(
0
2

)
=

(
2
1

)
6=
(
1
2

)
=

(
0
2

)
⊕
(
1
0

)
.

b) A8 ei ole voimassa, esimerkiksi

1⊙
(
1
2

)
=

(
2
1

)
6=
(
1
2

)
.

c) A6 ei voimassa, valitse esimerkiksiα = 0, β = 2, x1 = 1 ja x2 = 0.
d) Kohta (i) ei ole voimassa, koska tulokset eivät ole tason vektoreita.

Tehtävä 9.5.5 : a) Voimassa eivät ole A1, A2, A3, A4 eikä A6.
b) Voimassa eivät ole A7 eikä A8.
c) Voimassa eivät ole A2, A3, A4, A5 eikä A6.
d) Kohdat (i) ja (ii) eivät ole voimassa, joten operaatiot eivät ole kelvollisia, ja
monet kohdat A1-A8 eivät ole edes mielekkäitä testata.

Tehtävä 9.5.7 : Kuva

x = 
-1
 3 = 0 1

1 U

x = 
 3
-1

U

x2

x1

Tehtävä 9.5.8 : Kyllä on, todistus samalla tavoin kun Esimerkissä 9.5.6.

Tehtävä 9.5.9 : Kohdassa a) eliminoidaan aluksi vaikkapa(2 0)T vasta-alkiollaan:

(
2
0

)
⊕ x =

(
4
−2

)
|
(
⊖
(
2
0

))
⊕

⇔
(
⊖
(
2
0

)
⊕
(
2
0

))
⊕ x = ⊖

(
2
0

)
⊕
(

4
−2

)
| A2

⇔
(
1
1

)
⊕ x =

(
2− 2
2− 0

)
⊕
(

4
−2

)
| A4

⇔ x =

(
0 + 4− 1
2− 2− 1

)
=

(
3
−1

)
| A3
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Kohdassa b) ratkaistaan aluksi vaikkapa3⊙x:
(
2⊙
(

3
−1

))
⊕ (3⊙x) =

(
0
2

)
| ⊖

(
2⊙
(

3
−1

))
⊕

⇔
(
1
1

)
⊕ (3⊙x) = ⊖

(
2⊙
(

3
−1

))
⊕
(
0
2

)
| A2, A4

⇔ 3⊙x =

(
(−2)⊙

(
3
−1

))
⊕
(
0
2

)
| Lause 9.4.4 c)

Siten operaatioiden määrittelyjen mukaan

3⊙x =

(
(−2) · 3 + 1− (−2)
(−2)(−1) + 1− (−2)

)
⊕
(
0
2

)
=

(
−3
5

)
⊕
(
0
2

)
=

(
−3 + 0− 1
5 + 2− 1

)
=

(
−4
6

)

Jatketaan:

3⊙x =

(
(−2)⊙

(
3
−1

))
⊕
(
0
2

)

⇔ 3⊙x =

(
−4
6

)
| 1

3
⊙

⇔ 1
3
⊙(3⊙x) = 1

3
⊙
(
−4
6

)
| Lause 9.4.4 e)

⇔
(
1
3
· 3
)
⊙x =

(
−4

3
+ 1− 1

3

2 + 1− 1
3

)
| A7,⊙:n määrittely

⇔ x = 1⊙x =

(
−2

3
8
3

)
| A8
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10 ALIAVARUUDET

10.1 Aliavaruuden määrittely

Usein tarkastellaan jonkin lineaariavaruudenV osajoukkoa, jossa käytetään sa-
moja laskutoimituksia kuin avaruudessaV . JosW ⊆ V on tällainen joukko, niin
se on itsekin lineaariavaruus, mikäli laskutoimituksien tulokset pysyvät joukossa
W , ts. mikäli se onsuljettusisäisen ja ulkoisen laskutoimituksen suhteen.

Määritelmä 10.1.1 JoukkoW on lineaariavaruudenV (lineaari)aliavaruus(subs-
pace), jos

(0) W on epätyhjä jaW ⊆ V ,

(i) u+ v ∈ W aina, kunu, v ∈ W ,

(ii) αu ∈ W aina, kunα ∈ K, u ∈ W .

Lause 10.1.2OlkoonW lineaariavaruudenV aliavaruus. SilloinW (varustettuna
samoilla operaatioilla) on lineaariavaruus.

Todistus.Harjoitustehtävä.✷

Lineaariavaruudella on aina nk.triviaalit aliavaruudet{0} ja se itse. Muita ali-
avaruuksia sanotaanaidoiksi aliavaruuksiksi(proper subspace). Mikä tahansa li-
neaariavaruuden osajoukko ei ole aliavaruus.

Tason aliavaruudet(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/TasonAliavaruudet.htm

Esimerkki 10.1.3 Osoitetaan, että joukko

W :=
{
(x1 x2 x3)

T ∈ R3 | x1 = x2

}
.

muodostaa reaalisen lineaariavaruudenR3 aliavaruuden.

(0) Määrittelynsä mukaanW ⊆ R3 eikä ole tyhjä, ja
(i), (ii) Olkoot α ∈ R ja x, y ∈ W mielivaltaiset. Ottaen huomioon joukonW
määrittelevä ehto saadaan näille suorat esityksetx = (a a b)T ja y = (c c d)T ,
jolloin

x+y = (a+c a+c b+d)T ∈ W,
αx = (αa αa αb)T ∈ W.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/TasonAliavaruudet.htm
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Esimerkki 10.1.4 Olkoon

W :=

{(
x
1

) ∣∣∣∣ x ∈ R

}
.

Silloin W on epätyhjä,W ⊆ R2, muttaW ei ole avaruudenR2 aliavaruus. Kum-
pikaan aliavaruuden Määritelmän 10.1.1 ehdoista (i) ja (ii) ei ole voimassa (vrt.
Esimerkki 9.5.2), esimerkiksi(2 1)T ∈ W , mutta

(
2
1

)
+

(
2
1

)
=

(
4
2

)
/∈ W, 3

(
2
1

)
=

(
6
3

)
/∈ W.

Esimerkki 10.1.5 Tehtävässä 9.5.8 on osoitettu, ettäR2 varustettuna Esimerkin
9.5.6 laskutoimituksilla on lineaariavaruus. Osoita sen perusteella, että Esimerkin
9.5.6 suora

U =

{(
x1

x2

) ∣∣∣∣ x1 + x2 = 2

}
.

on lineaariavaruus.

Opastus. OsoitaU Tehtävässä 9.5.8 käsitellyn lineaariavaruuden aliavaruudeksi.

SuoraU aliavaruutena (linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/AliavaruusSuoraU.htm

Esimerkki 10.1.6 Onko tyyppiä
(

a b
−b c

)
∈ R2×2

olevien matriisien joukko avaruuden(R2×2,+, ·) aliavaruus?

Ratkaisu. (0) Tarkasteltava joukko

A :=

{(
a b
−b c

) ∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

}

on selvästi epätyhjä ja sisältyy joukkoonR2×2.
(i) Kahden tällaisen alkion summa
(

a b
−b c

)
+

(
d e
−e f

)
=

(
a+ d b+ e
−b− e c+ f

)
=

(
a + d b+ e

−(b+ e) c + f

)
∈ A.

(ii) Samoin jokaisellaα ∈ R tulo

α

(
a b
−b c

)
=

(
αa αb

−(αb) αc

)
∈ A.

SiispäA on aliavaruus.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/AliavaruusSuoraU.htm
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Esimerkki 10.1.7 Lineaarisen yhtälöryhmän
{

x − y + 3z = 0
2x − y + 2z = 0

ratkaisujoukko

U :=



t



1
4
1



∣∣∣∣ t ∈ R





on lineaariavaruuden(R3,+, ·) aliavaruus, sillä:
(0): SelvästiU on epätyhjä jaU ⊆ R3

(i), (ii): kahden ratkaisun summa on ratkaisu, samoin ratkaisu kerrottuna skalaa-
rilla (todenna!).

Tehtävä 10.1.8Onko yhtälöryhmän
{

x − y + 3z = 0
2x − y + 2z = 1

ratkaisujoukko lineaariavaruuden(R3,+, ·) aliavaruus?
Ratkaisu sivulla 159.

10.2 Polynomi- ja funktioavaruuksia

Esimerkkinä 9.3.6 osoitettiin reaaliarvoisia funktioitakoskeva perustulos: funk-
tiojoukko

F(X,R) = {f : X → R | f funktio }
varustettuna pisteittäisillä summa- ja skaalausoperaatioilla on reaalikertoiminen
lineaariavaruus.

Esimerkki 10.2.1 Korkeintaan astettan olevien reaalisten polynomien joukko

Pn = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | ai ∈ R vakioita}

(vrt. Esimerkki 9.3.7) on lineaariavaruuden

F(R,R) = {f : R→ R | f funktio }

aliavaruus, sillä

(0)Pn 6= ∅, Pn ⊆ F(R,R).
(i) Kahden astetta≤ n olevan polynomin summa on polynomi astetta≤ n.

(ii) Astetta≤ n oleva polynomi kerrottuna vakiolla on astetta≤ n.
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Tehtävä 10.2.2Mitkä seuraavista ovat lineaariavaruuden(P2,+, ·) aliavaruuk-
sia?

a) A := {a0 + a2x
2 | a0, a2 ∈ R}

b) B := {a0 + a1x+ a2x
2 | a0 > 0, a1, a2 ∈ R}

c) C := {p ∈ P2 | p:llä on tasan 2 eri nollakohtaa}

d) D := {p ∈ P2 | p(0) = 0}

e) E := {p ∈ P2 | p(0) = 3}

f) F := {p ∈ P | p(0) = 0}.

Ratkaisu sivulla 159.

Esimerkki 10.2.3 Välillä ∆ ⊆ R k kertaa jatkuvasti derivoituvien reaalifunktioi-
den joukkoCk(∆,R) on reaalisen lineaariavaruudenF(∆,R) aliavaruus jokaisel-
la k ∈ N0. Nimittäin,k kertaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden summa ja tulo
vakion kanssa ovatk kertaa jatkuvasti derivoituvia funktioita.

Esimerkki 10.2.4 Differentiaaliyhtälöiden kurssilla osoitettaneen mm. että jouk-
ko

{ f ∈ C2(∆,R) | f ′′ + f = 0 }
on lineaariavaruudenC2(∆,R) aliavaruus.

Huomautus 10.2.5OlkoonV lineaariavaruus jaW1,W2 ⊆ V sen aliavaruuksia.
Joukko-opillinen yhdisteW1 ∪ W2 ei välttämättä ole aliavaruus (eikä lainkaan
lineaariavaruus), sillä eri aliavaruuksista otettujen vektorien summan ei tarvitse
pysyä yhdisteessä. Aliavaruuksien leikkausW1∩W2 sen sijaan on aina aliavaruus.
Ominaisuudet perusteltaneen harjoitustehtävissä.

10.3 Aliavaruuksien summa

Eräs tärkeä yleispätevä tapa muodostaa uusia aliavaruuksia on yhdistää aliava-
ruuksia algebrallisesti.

Määritelmä 10.3.1 Olkoot W1 ja W2 lineaariavaruudenV aliavaruuksia. Jouk-
koa

W1 +W2 := {u1 + u2 | u1 ∈ W1,u2 ∈ W2 }
sanotaan aliavaruuksiensummaksi(sum of subspaces).
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Lause 10.3.2Lineaariavaruuden aliavaruuksien summa on sen aliavaruus, ja se
sisältää molemmat summan osapuolet.

Todistus.OlkoonV lineaariavaruus jaW1 jaW2 sen aliavaruuksia.
(0) ∅ 6= W1 +W2 ⊆ V , sillä0 ∈ W1 +W2 ja V on lineaariavaruus.
(i) ja (ii): Olkoot α ∈ K ja w, w′ ∈ W1 + W2. Summan määrittelyn mukaan on
olemassau1, u′

1 ∈ W1 ja u2, u′
2 ∈ W2, joille

w = u1 + u2 ja w′ = u′
1 + u′

2.

KoskaW1 jaW2 ovat lineaariavaruuksia, on

w +w′ = (u1 + u2) + (u′
1 + u′

2)
= (u1 + u′

1) + (u2 + u′
2) ∈ W1 +W2,

αw = αu1 + αu2 ∈ W1 +W2.

Yllä tarvittiin myös lineaariavaruuden aksioomia, mitä?
Toinen väite seuraa valitsemalla toisesta joukosta yhteenlaskettavaksi nolla; siis
esimerkiksiW1 = W1 + {0} ⊆W1 +W2. ✷

Esimerkki 10.3.3 OlkoonV K-kertoiminen lineaariavaruus. Josu ∈ V pidetään
kiinteänä, niin joukko

Wu := {su | s ∈ K}
on avaruudenV aliavaruus. Jos yleisemminu1, u2, . . . ,uk ∈ V , joukko

Wu1,u2,...,uk
= {s1u1 + s2u2 + · · ·+ skuk | si ∈ K}

on myös avaruudenV aliavaruus (todista!). Tällaisten aliavaruuksien summille
pätee:

1) Kunα ∈ K on kiinteä

Wu+Wαu = {su+tαu | s, t ∈ K} = {(s+tα)u | s, t ∈ K} = {s′u | s′ ∈ K} = Wu.

2) Josu1 6 ‖ u2 niin summa

Wu1
+Wu2

= {s1u1 + s2u2 | s1, s2 ∈ K} ⊆ V

on luonteeltaan kaksiulotteinen ”taso” (tarkemmin Luvussa 12.4).

Esimerkki 10.3.4 Polynomiavaruuksille

P1 + P2 = {a+ bx | a, b ∈ R}+ {a′ + b′x+ c′x2 | a′, b′, c′ ∈ R}
= {a+ a′ + (b+ b′)x+ c′x2 | a, a′, b, b′, c′ ∈ R}
= {a′′ + b′′x+ c′′x2 | a′′, b′′, c′′ ∈ R}
= P2

Yleisesti:P0 ⊆ P1 ⊆ P2 ⊆ . . . on nouseva joukkojono,Pk ⊆ P kaikille k ja
Pm + Pn = Pmax(m,n).
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10.4 Vektorijoukon virittämä aliavaruus

Minkä tahansa lineaariavaruudenV vektoreista voidaan muodostaa skaalauksen
ja yhteenlaskun avulla äärellisiä summia

α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk, αi ∈ K, ui ∈ V, k ∈ N,

joita sanommelineaarikombinaatioiksi.

Lineaariavaruudelle saadaan helposti aliavaruuksia vektorijoukkojen lineaarikom-
binaatioiden avulla (vrt. aliavaruuksien summa edellä, Luku 10.3).

Lause 10.4.1OlkoonV lineaariavaruus jaU ⊆ V sen epätyhjä osajoukko. Mää-
ritellään joukolleU :

[U ] :=

{
n∑

k=1

αkuk

∣∣∣∣ αk ∈ K,uk ∈ U, n = 1, 2, 3, . . .

}
.

a) Silloin [U ] on avaruudenV aliavaruus.
b) JosU ⊆ W ⊆ V jaW on aliavaruus, niin[U ] ⊆W .

Todistus.a) (0) Selvästi∅ 6= U ⊆ [U ] ⊆ V . Olkootγ ∈ K ja u, v ∈ [U ], jolloin
niillä on esitykset joukonU alkioiden lineaarikombinaatioina:

u = α1u1 + · · ·+ αkuk,
v = β1v1 + · · ·+ βlvl.

(i) Silloin u+ v = α1u1 + · · ·+ αkuk + β1v1 + · · ·+ βlvl ∈ [U ],

silläαi, βj ∈ K jaui, vj ∈ U ja sitenu+v onU :n alkioiden lineaarikombinaatio
(aksioomat?).
(ii) Samoin (huomaa A5 ja A7!)γu = (γα1)u1 + · · ·+ (γαk)uk ∈ [U ].

Määritelmän mukaan[U ] on aliavaruus.

b) Toinen väite, joka sanoo, että[U ] on suppeinjoukonU sisältävistä aliavaruuk-
sista, on Tehtävänä 10.4.3.✷

Määritelmä 10.4.2 Lauseessa 10.4.1 esiintyvää aliavaruutta[U ] sanotaan vekto-
rijoukonU virittämäksi aliavaruudeksi(span).

Tehtävä 10.4.3Todista Lauseen 10.4.1 kohta b), eli että jos myösW ⊆ V on
joukonU sisältävä aliavaruus, niin[U ] ⊆W .
Ratkaisu sivulla 159.
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KunU on esitetty luettelona, viritysjoukosta jätetään joukon sulut usein pois, esi-
merkiksi[u,v] tarkoittaa joukkoa[{u,v}].

Esimerkki 10.4.4 Olkoon V K-kertoiminen lineaariavaruus. Silloin viritettyä
joukkoa (vrt. Esimerkki 10.3.3)

a) [u] = {αu | α ∈ K} = Wu sanotaansuoraksi, josu 6= 0.

b) [u,v] = {αu+ βv | α, β ∈ R} = Wu,v sanotaantasoksi, josu 6 ‖ v.

Äärellisille joukoille U on [U ] esitettävissä kiinteänpituisina lineaarikombinaa-
tioina (toki osa kertoimista voi olla nollia), esimerkiksi

[u,v,w] = {αu+ βv + γw | α, β, γ ∈ R} = Wu,v,w.

Numeroituville joukoilleU taas

[u1,u2, . . .] = {α1u1 + α2u2 + · · · | αi ∈ K, vain äärellisen moniαi 6= 0}.
Tehtävä 10.4.5Millaisen aliavaruuden polynomien joukolleP virittävät

a){x, x3 − 2x}?
b) {1, x, x3 − x2}?
Onko[x, x3 − 2x] = P3, onko[1, x, x3 − x2] = P3? Ratkaisu sivulla 159.

Esimerkki 10.4.6 Lineaarisen homogeenisen yhtälöryhmänAx = 0 ratkaisu-
joukko on aina äärellisen monen vektorin virittämä aliavaruus, mm. Tehtävässä
2.3.12 yhden vektorin virittämä. Toisaalta tällainen aliavaruus on kerroinmatriisin
A nolla-avaruus (ks. Luku 13.1), Esimerkissä 13.1.3 kahden vektorin virittämä.

Määritelmä 10.4.7 VektorijoukkoU ⊆ V on lineaariavaruudenV virittävä jouk-
ko, josV = [U ], ts. jos avaruudenV jokainen alkio voidaan esittää joukonU vek-
toreiden lineaarikombinaationa. Sanotaan myös, ettäV on joukonU (tai sen vek-
torien)virittämä. LineaariavaruusV onäärellisesti viritetty, jos sillä on äärellinen
virittävä joukko, ts. jos on olemassa äärellinen joukkoU ⊆ V , jolle V = [U ].

Esimerkki 10.4.8 Osoitetaan, että lineaariavaruudenR3 vektorit

e1 :=



1
0
0


, e2 :=



0
1
0


, e3 :=



0
0
1




muodostavat sen virittävän joukon. Mielivaltaisellex = (x1 x2 x3)
T ∈ R3 on

x = x1e1 + x2e2 + x3e3.

AvaruusR3 on siis joukon{e1, e2, e3} virittämä. Joukko{e1, e2} virittää avaruu-
delleR3 aidon aliavaruuden, nimittäinx1x2-tasonR×R×{0}.
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Esimerkki 10.4.9 Osoita, että korkeintaan astetta3 olevien polynomien joukon
P3 virittäviä joukkoja ovat esimerkiksi

U1 := {1, x, x2, x3} ja U2 := {1+x, x, x2−1, x3+x}.

Perustelut. KoskaP3 = {a+ bx+ cx2 + dx3 | a, b, c, d ∈ R} ja

[U1] = [1, x, x2, x3] = {α + βx+ γx2 + δx3 | α, β, γ, δ ∈ R} = P3,

joukkoU1 = {1, x, x2, x3} virittää avaruudenP3.
Sopivasti muotoilemalla nähdään, että

[U2] = [1 + x, x, x2 − 1, x3 + x]
= {α(1 + x) + βx+ γ(x2 − 1) + δ(x3 + x) | α, β, γ, δ ∈ R}
= {(α− γ) · 1 + (α+ β + δ)x+ γx2 + δx3 | α, β, γ, δ ∈ R}
⊆ P3.

Osoitetaan vielä, ettäP3 ⊆ [U2]. Olkoonp ∈ P3, p(x) := a + bx + cx2 + dx3

mielivaltainen. Katsotaan, onkop esitettävissä joukon[U2] alkioiden lineaarikom-
binaationa:

α− γ + (α + β + δ)x+ γx2 + δx3 ≡ a+ bx+ cx2 + dx3 (∀x ∈ R)

⇐⇒





α − γ = a
α + β + δ = b

γ = c
δ = d

⇐⇒





α = a+ c
β = b− a− c− d
γ = c
δ = d

Koska yhtälöryhmä ratkeaa, on esitys olemassa jaP3 ⊆ [U2]. Siis myösU2 virittää
avaruudenP3.

Esimerkki 10.4.10 Kaikkien polynomien joukkoP ei ole äärellisesti viritetty
(perustelu Esimerkissä 12.4.8).

Tehtävä 10.4.11Osoita, ettäP2 voidaan esittää summana (ks. Luku 10.3)

[x, x2−1] + [1, x2] = P2.

Ratkaisu sivulla 160.

10.5 Virittävän joukon sieventämisestä

Virittävä joukko voi olla turhankin laaja, ja sitä on monesti hyödyllistä sieventää
tai pelkistää jättämällä epäolennaisia vektoreita pois.
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Esimerkki 10.5.1 TasonR2 vektorit(1 0)T ja (0 1)T riittävät virittämään sen, vrt.
Esimerkki 10.4.8. Myös joukko{(1 0)T , (0 1)T , (2−3)T} on tason virittäjä, mutta
siinä on enemmän alkioita. Nytpä esimerkiksi

(
2
−3

)
= 2

(
1
0

)
+ (−3)

(
0
1

)
,

eli (2 −3)T on kahden muun lineaarikombinaatio (tässä myös esimerkiksi (1 0)T

olisi kahden muun lineaarikombinaatio, miten?).

Viritysmielessä joukot{(1 0)T , (0 1)T} ja {(1 0)T , (0 1)T , (2 −3)T} ovat mo-
lemmat kelpoisia, mutta edellinen on kätevämpi monessakinsuhteessa (vilkaise
Lukua 11).

Lause 10.5.2Jos lineaariavaruuden vektorijoukonU yksi vektoriu voidaan esit-
tää sen muiden vektorien lineaarikombinaationa, niin[U ] = [U \{u}]. Sanomme-
kin silloin, että ”poistettu alkiou on viritysmielessä turha”.

Todistus.Ensinnäkin, triviaalisti[U \ {u}] ⊆ [U ]. Olkoon toiseksiv ∈ [U ] mieli-
valtainen, jolloin sillä on (eräs) esitysv = α1v1 + . . .+αkvk joukonU alkioiden
avulla. Asia on selvä, jos tässä ei oleu mukana:v ∈ [U \ {u}]. Jos taas eräs
vi = u, otetaan käyttöön vektorilleu tiedetty esitysu = β1u1 + . . .+ βpup, ja si-
joitetaan se alkionvi = u tilalle. Silloin saadaan (käyttäen taas lineaariavaruuden
laskusääntöjä) vektorillev esitys käyttäen vain joukonU \ {u} alkioita.✷

Tehtävä 10.5.3Osoita tarkasti, että Lauseen 10.5.2 todistuksen lopussa kuvattu
tapa todella tuottaa vektorillev esityksen lineaarikombinaationa, jossa on vain
joukonU \ {u} alkioita.
Ratkaisu sivulla 160.

Esimerkki 10.5.4 OlkoonP ′
2 := [1, x2], joka on korkeintaan astetta2 olevien

polynomien joukonP2 aliavaruus. Osoita, että joukko{2, x2, 1−x2}myös virittää
avaruudenP ′

2, ja että sitä voidaan sieventää poistamalla jotain.

Ratkaisu. Koska1 − x2 = 1
2
· 2 + (−1)x2, se voidaan Lauseen 10.5.2 mukaan

jättää pois. Jäljelle jäävää joukkoa{2, x2} ei voi enää supistaa, sillä kumpikaan
alkioista ei enää yksinään viritä avaruuttaP ′

2.

Tehtävä 10.5.5Sievennä avaruudenR3 virittäjäjoukkoa{u1,u2,u3,u4,u5}, kun

u1 :=



1
0
0


, u2 :=



0
1
0


, u3 :=



0
0
1


, u4 :=



1
0
1


, u5 :=



0
0
0




Ratkaisu sivulla 161.



10.6 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 10.1.8 : Ei, esimerkiksi nollavektori ei ole ratkaisu (ehkä helpoin tapa).
Myös voi ratkaista ja etsiä kohtdalle (i) (tai (ii)) vastaesimerkin.

Tehtävä 10.2.2 : a)A on aliavaruus, sillä
(0) Se on selvästi epätyhjä ja määrittelynsä nojallaA ⊆ P2.
(i) Alkioiden a + bx2, c+ dx2 ∈ A summa(a+ c) + (b+ d)x2 ∈ A.
(ii) Alkioiden α ∈ R ja a + bx2 ∈ A tulo (αa) + (αb)x2 ∈ A.

b)B ei ole aliavaruus; esimerkiksi vakiopolynomi1 ∈ B kerrottuna luvulla−5 ei
kuulu joukkoonB (siis (ii) ei ole voimassa).

c)C ei ole aliavaruus; esimerkiksi kunp(x) = x2−1 ja q(x) = 1−x2, onp+q = 0̂,
jolla ei ole tasan 2 nollakohtaa (vaan äärettömästi).

d) D on aliavaruus, sillä se on epätyhjäP2:n osajoukko, ja arvon nolla origossa
(tai missä tahansa kiinteäksi valitussa pisteessä) saavien polynomien summalla ja
reaaliluvulla skaalauksen tuloksella on tuossa pisteessämyös arvo0.

e) E ei ole aliavaruus; esimerkiksi polynomeillap(x) = x2 + 3 ja q(x) = 3 − x
on origossa arvo3, mutta niiden summalla on arvo6. Siis (i) ei ole voimassa.

f) F ei ole aliavaruus, silläF 6⊆ P2. Kylläkin se olisi kaikkien reaalipolynomien
joukonP, ja myös funktiojoukonF(R,R) aliavaruus.

Tehtävä 10.4.3 : OlkoonU ⊆ V epätyhjä joukko jaW ⊆ V aliavaruus, joka
sisältää sen, siisU ⊆W . Väite oli, että myös[U ] ⊆ W .
Olkoonu ∈ [U ] mikä tahansa vektori. Virityksen määritelmän mukaan silläon
esitysu = α1u1 + · · · + αkuk, missä kukinui ∈ U . Mutta U ⊆ W ja W
on aliavaruus, joten lineaarikombinaationau ∈ W . Siis [U ] ⊆ W , ja on siksi
suppein.

Tehtävä 10.4.5 : a) Muotoillaan:

[x, x3−2x] = {ax+ b(x3−2x) | a, b ∈ R}
= {(a− 2b)x+ bx3 | a, b ∈ R}
= {a′x+ b′x3 | a′, b′ ∈ R}
⊆ P3.

Nyt nähdään, että[x, x3−2x] 6= P3, sillä esimerkiksi polynomix2 /∈ [x, x3 − 2x].

b) Lasketaan taas:

[1, x, x3 − x2] = {a+ bx+ c(x3 − x2) | a, b, c ∈ R}
= {a+ bx− cx2 + cx3 | a, b, c ∈ R}

Nähdään, että[1, x, x3 − x2] 6= P3, sillä esimerkiksix2 + x3 /∈ [1, x, x3 − x2].
Tilanne johtuu neliön ja kuution kertoimien keskinäisestäriippuvuudesta.
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Tehtävä 10.4.11 : Joukot

A := [x, x2−1] = {αx+ β(x2−1) | α, β ∈ R }
B := [1, x2] = { γ + δx2 | γ, δ ∈ R }

ovat Lauseen 10.4.1 mukaan lineaariavaruudenP2 aliavaruuksia. Lauseen 10.3.2
mukaan summa on myös aliavaruus, joten

A +B = [x, x2−1] + [1, x2] ⊆ P2.

Onko inkluusio voimassa myös toisinpäin,P2 ⊆ A + B? Muokataan viritettyjä
avaruuksia ja summaa:

A+B = [x, x2−1] + [1, x2]

= {αx+ β(x2−1) | α, β ∈ R }+ { γ + δx2 | γ, δ ∈ R }
= { (αx+ β(x2−1)) + (γ + δx2) | α, β, γ, δ ∈ R }
= { (γ − β) + αx+ (β + δ)x2 | α, β, γ, δ ∈ R }

Siis: voidaanko jokainena+ bx+ cx2 ∈ P2 esittää muodossa

a+ bx+ cx2 ≡ (γ − β) + αx+ (β + δ)x2

sopivilla skalaareillaα, β, γ, δ?

Polynomien samuus tarkoittaa vastinkerrointen samuutta,joten esitys on mahdol-
linen, jos (ja vain jos)





α = b
− β + γ = a

β + δ = c
⇐⇒





α = b
β = c− t
γ = a+ c− t
δ = t ∈ R.

Esimerkiksi valitsemallat = 0 saamme summan alkioksi

(γ − β) + αx+ (β + δ)x2 = a+ bx+ cx2,

jotena+bx+cx2 ∈ A+B. On siis todistettu, ettäP2 ⊆ A+B ja kaiken kaikkiaan

[x, x2−1] + [1, x2] = P2.

Tehtävä 10.5.3 : Lauseen 10.5.2 todistusta jatkaen: Voidaan olettaa (miksi?), että
vektorinv ∈ [U ] esityksessä kaikki vektoritvj ovat eri vektoreita ja siis vain yksi
vi = u. Nyt saadaan

v = α1v1 + . . .+ αiu+ . . .+ αkvk

= α1v1 + . . .+ αi(β1u1 + . . .+ βpup) + . . .+ αkvk

= α1v1 + . . .+ (αiβ1)u1 + . . .+ (αiβp)up + . . .+ αkvk
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missäu ei enää esiinny. Siisv ∈ [U ] \ {u}.
Tehtävä 10.5.5 : Ensinnäkin, nollavektoriu5 voidaan viritykselle turhana jättää
pois. Toiseksi, vektoriu4 = u1+u3, joten sekin on viritysmielessä turha. Lopulta
jää joukko{u1,u2,u3}, missä ei ole tinkimisen varaa.

Mutta kysymys: Voitaisko vektorinu4 sijasta jättää joku muu vektori jättää pois?



11 LINEAARINEN RIIPPUMATTOMUUS

Tutkittaessa lineaariavaruuden rakennetta nousee erääksi merkittäväksi piirteeksi
sen virittävien joukkojen alkioiden keskinäiset riippuvuussuhteet ja lukumäärä.
Oleellisen vedenjakajan muodostaa äärellinen vs. ääretönvirittäjäjoukko.

Jos jokin osajoukko virittää lineaariavaruudenV , myös jokainen laajempi osa-
joukko virittää sen. Tällaisessa laajemmassa joukossa on kuitenkin mukana tar-
peettomia vektoreita. Jos jokin äärellinen vektorijoukkovirittää avaruudenV , on
olemassasuppein, minimaalineneli lukumäärältään pienin virittäjäjoukko,kanta.
Näitä voi olla useita, mutta osoittautuu, että niissä kaikissa on sama määrä alkioita
(katso Luku 12).

11.1 Riippumattomuuden määritelmä

Määritelmä 11.1.1 a) Lineaariavaruuden äärellinen osajoukko{u1, . . . ,uk} on
lineaarisesti riippuva(eli vektoritu1, . . ., uk ovat lineaarisesti riippuvia), jos on
olemassa skalaaritα1, . . ., αk ∈ K, joista ainakin yksi on nollasta poikkeava, ja
joille

α1u1 + · · ·+ αkuk = 0.

b) Lineaariavaruuden ääretön osajoukko on lineaarisesti riippuva, jos sillä on ää-
rellinen lineaarisesti riippuva osajoukko.
c) Jos joukko ei ole lineaarisesti riippuva, se onlineaarisesti riippumaton(linearly
independent).

Huomautus 11.1.2a) Lineaarisesti riippuvaa joukkoa kutsutaan myössidotuksi
ja riippumatontavapaaksi.
b) Äärellisen joukon lineaarinen riippumattomuus tarkoittaa sitä, että yo. vekto-
riyhtälö toteutuu vain arvoillaα1 = · · · = αk = 0. Ääretön joukko on lineaarises-
ti riippumaton, jos ja vain jos sen jokainen äärellinen osajoukko on lineaarisesti
riippumaton.

Esimerkki 11.1.3 Onko avaruudenR3 vektorijoukko

U :=







1
0
1


,




2
1
−1


,



−1
−1
2







lineaarisesti riippuva?
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Ratkaisu. Ratkaistaan skalaarit vektoriyhtälöstäα1u1 + α2u2 + α3u3 = 0, eli

α1



1
0
1


+ α2




2
1
−1


+ α3



−1
−1
2


=



0
0
0




⇐⇒





α1 + 2α2 − α3 = 0
α2 − α3 = 0

α1 − α2 + 2α3 = 0
⇐⇒





α1 = −t,
α2 = t,
α3 = t,

t ∈ R.

Yhtälöryhmällä on siis muitakin kuin triviaaliratkaisu. Kun valitaan esimerkiksi
t := 1, saadaan skalaaritα1 = −1, α2 = 1 ja α3 = 1, joille

(−1)



1
0
1


+ 1




2
1
−1


+ 1



−1
−1
2


=



0
0
0




JoukkoU on siis lineaarisesti riippuva.

Tehtävä 11.1.4Näytä, että pystyvektorit

e1 =



1
0
0


, e2 =



0
1
0


 ja e3 =



0
0
1




muodostavat avaruudessaR3 lineaarisesti riippumattoman joukon.

Ratkaisu sivulla 173.

Esimerkki 11.1.5 Olkoon V := C(R,R) ja f1(x) := sin x, f2(x) := cos x,
f3(x) := sin 2x, f4(x) := cos 2x. Onko joukko{f1, f2, f3, f4} lineaarisesti riip-
puva?

Ratkaisu. Osoitetaan funktiot lineaarisesti riippumattomiksi. Olkoon

α1f1 + α2f2 + α3f3 + α4f4 = 0̂

(siis nollafunktio) eli

α1 sin x+ α2 cosx+ α3 sin 2x+ α4 cos 2x = 0 kaikilla x ∈ R.

Muodostetaan funktioyhtälöstä (vähintäin) 4 yhtälöä valitsemalla ”sopivat” reaa-
liarvot x, esimerkiksi vuorollaanx = 0, π

4
, π
2
,−π

2
. Saadaan





x = 0
x = π

4

x = π
2

x = −π
2

=⇒





α2 + α4 = 0
1√
2
α1 + 1√

2
α2 + α3 = 0

α1 − α4 = 0
−α1 − α4 = 0

mikä toteutuu vain arvoillaα1 = α2 = α3 = α4 = 0.
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Esimerkki 11.1.6 Joukko{3, cos 2x, sin2 x} ⊆ C(R,R) on lineaarisesti riippuva,
sillä cos 2x = 1− 2 sin2 x ja siten

(
−1

3

)
· 3 + 1 cos 2x+ 2 sin2 x = 0 kaikilla x ∈ R.

Esimerkki 11.1.7 OlkoonV lineaariavaruus. Voidaan sopia, että tyhjä joukko on
lineaarisesti riippumaton. Joukko{0} on aina lineaarisesti riippuva. Jos0 6= u ∈
V , niin {u} on lineaarisesti riippumaton (Lause 9.4.4 kohta b).

11.2 Ominaisuuksia

Lause 11.2.1Lineaariavaruuden epätyhjä osajoukko on lineaarisesti riippuva jos
ja vain jos ainakin yksi sen alkioista voidaan esittää muiden lineaarikombinaatio-
na.

Todistus.OlkoonV lineaariavaruus jaU ⊆ V epätyhjä joukko.

1) JosU on lineaarisesti riippuva, löytyy äärellinen lineaarisesti riippuva joukko
{u1, . . . ,uk} ⊆ U . Tällöin on olemassaα1, . . . , αk, joista ainakin yksiαi 6= 0, ja

α1u1 + . . .+ αiui + . . .+ αkuk = 0.

Mutta silloin ui voidaan yhtälöstä ratkaista (mitenkä, mitä siihen tarvitaan?) ja
siten tulee esitetyksi muiden lineaarikombinaationa.

2) Oletetaan, että esimerkiksiu ∈ U voidaan esittää muiden lineaarikombinaatio-
nau = β1u1 + . . .+ βkuk, missäu ei ole mukana. Tällöin

(−1)u+ β1u1 + . . .+ βkuk = 0,

joten joukkoU on lineaarisesti riippuva.✷

Lause 11.2.2OlkoonV lineaariavaruus jaU ⊆ V epätyhjä joukko.

a) JosU on lineaarisesti riippumaton jaU ′ ⊆ U , niin joukkoU ′ on lineaarisesti
riippumaton.

b) JosU on lineaarisesti riippuva jaU ⊆ W ⊆ V , niin joukkoW on lineaarisesti
riippuva.

Todistus.a) Koska joukonU jokainen äärellinen osajoukko on lineaarisesti riip-
pumaton, ovat sitä myös joukonU ′ ⊆ U osajoukot; ovathan ne myös joukonU
osajoukkoja.

b) JoukollaU on äärellinen lineaarisesti riippuva osajoukko, joka on myös joukon
W lineaarisesti riippuva osajoukko.✷
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Esimerkki 11.2.3 Ovatko avaruudenR2×2 matriisit
(
2 1
0 3

)
,

(
1 −2
3 2

)
ja

(
0 −5
6 1

)

lineaarisesti riippuvia?

Eräs ratkaisu. Hetken tarkastelun jälkeen huomataan, että

(
0 −5
6 1

)
= (−1)

(
2 1
0 3

)
+ 2

(
1 −2
3 2

)
,

joten matriisit ovat lineaarisesti riippuvat (Lause 11.2.1).

Lause 11.2.4OlkoonV lineaariavaruus jaU ⊆ V sen lineaarisesti riippumaton
osajoukko. Josv ∈ V \ [U ], niin laajennettukin joukkoU ′ := U ∪ {v} on lineaa-
risesti riippumaton. Lisäksi[U ] on viritetyn aliavaruuden[U ′] aito aliavaruus.

Todistus.Käytetään lauseen merkintöjä. Määritelmän mukaan riittääosoittaa, että
joukonU ′ mielivaltainenäärellinenosajoukkoU ′′ on lineaarisesti riippumaton.
Jos kyseinen joukko ei sisällä lisättyä alkiotav, se on joukonU osajoukko, ja siten
Lauseen 11.2.2 mukaan lineaarisesti riippumaton. Muutoinjoukko on muotoa

U ′′ = {u1,u2, . . . ,uk,v},

missä kukinui ∈ U . Mielivaltaisessa joukonU ′′ lineaarikombinaatioyhtälössä
α1u1 + . . .+ αkuk + cv = 0 on kaksi mahdollisuutta: skalaaric = 0 tai c 6= 0.

1) Josc = 0, on cv = 0, ja kyseessä on todellisuudessa lineaarisesti riippumat-
toman joukonU alkioiden lineaarikombinaatioyhtälö. Kaikki skalaarit ovat siis
nollia jaU ′′ täten lineaarisesti riippumaton.

2) Tapausc 6= 0 on puolestaan mahdoton: silloin nimittäin vektoriv voitaisiin
esittää pelkästään joukonU alkioiden lineaarikombinaationa

v = (−α1

c
)u1 + (−α2

c
)u2 + . . .+ (−αk

c
)uk,

ja olisikinv ∈ [U ], mikä sotii alkionv valintaa vastaan.

Lauseen jälkimmäinen väite: JoukonU ′ virittämä aliavaruus on itsekin lineaaria-
varuus (miksi?), ja sen osajoukonU virittämä aliavaruus on sen aliavaruus (ava-
ruudestaV perittyjen laskutoimitusten suhteen tietysti). Aitoudentakaa se, että
v ∈ [U ′] \ [U ]. ✷
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Lineaarisen riippumattomuuden geometrinen merkitys

1) TasonR2 kaksi vektoriau, v 6= 0 ovat lineaarisesti riippuvia, jos ja vain jos ne
ovat saman suoran suuntaisia, so. origosta lähteviksi piirrettyinä ne ovat samalla
suoralla. Tällöin on olemassaα ∈ R, jolle v = αu.

2) AvaruudenR3 vektorit u, v 6= 0 ovat lineaarisesti riippuvia jos ja vain jos
niiden virittämä aliavaruus on avaruuden suora, ts. josu = αv.

3) AvaruudenR3 kolme vektoriau, v, w 6= 0 ovat lineaarisesti riippumattomia,
jos ja vain jos ne eivät ole samassa tasossa, ts. origosta lähteviksi piirrettyinä nii-
den päätepisteet eivät ole origon kanssa samassa tasossa.

11.3 Lineaarinen riippumattomuus ja singulaarisuus

AvaruudenRn n-alkioisten vektorijoukkojen lineaarinen riippumattomuus voi-
daan testata niiden muodostaman matriisin avulla.

Lause 11.3.1AvaruudenRn osajoukko{a1, a2, . . . , an} on lineaarisesti riippu-
maton, jos ja vain jos niistä muodostettu matriisi

A = (aij) :=
(
a1 a2 · · · an

)

on säännöllinen. Erityisesti: neliömatriisinA sarakevektorit ovat lineaarisesti riip-
pumattomia jos ja vain josdetA 6= 0.

Todistus. 1) Olkoonx1a1 + x2a2 + · · · + xnan = 0, xi ∈ R. Kun merkitään
x := (x1 x2 · · · xn)

T , on yhtälö kirjoitettavissa kvadraattiseksi homogeeniseksi
yhtälöryhmäksi

Ax =




a1 a2 · · · an







x1

x2
...
xn


=




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn

a12x1 + a22x2 + · · · + a2nxn
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn




= x1




a11
a21
...

an1


+ x2




a12
a22
...

an2


+ · · ·+ xn




a1n
a2n
...

ann




= x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = 0.

Käytetään nyt lausetta 5.4.2: JosA on säännöllinen, yhtälölläAx = 0 on vain
triviaaliratkaisu

x = (x1 x2 . . . xn)
T = (0 0 . . . 0)T .
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Siis{a1, a2, . . . , an} on lineaarisesti riippumaton.

2) Kääntäen, jos{a1, a2, . . . , an} on lineaarisesti riippumaton, on oltavax1 =
x2 = . . . = xn = 0 ja siten yhtälölläAx = 0 on vain triviaaliratkaisu. SiisA on
säännöllinen.
Jälkimmäinen väite seuraa nyt siitä, että neliömatriisiA on säännöllinen jos ja
vain josdetA 6= 0 (Lause 6.5.1).✷

Esimerkki 11.3.2 Ovatko avaruudenR3 vektorit
(
4 2 3

)
T ,

(
2 3 1

)
T ja

(
2 −5 3

)
T

lineaarisesti riippumattomia?

Ratkaisu. Vektoreita on kolme ja avaruus onR3, joten vektoreista sarakkeittain
muodostettu matriisi on neliömatriisi. Koska∣∣∣∣∣∣

4 2 2
2 3 −5
3 1 3

∣∣∣∣∣∣
= 0,

ei matriisi ole säännöllinen (Lause 6.5.1). Lauseen 11.3.1nojalla vektorit ovat li-
neaarisesti riippuvat. Myös voi perustella suorempaan Lauseen 11.3.1 jälkimmäi-
sen väitteen avulla.

Tehtävä 11.3.3a) Osoita säännöllisyysehdon avulla, että

U1 :=








1
0
1
4


,




2
2
0
0


,




3
1
0
2


,




4
1
1
6








on lineaarisesti riippuva.

b) Onko joukko

U2 :=








1
0
1
4


,




3
1
0
2


,




4
1
1
6








lineaarisesti riippumaton? Ratkaisu sivulla 173.

11.4 Funktioiden lineaarinen riippuvuus

Differentiaaliyhtälöiden kurssilla osoitetaan, ettän kertaluvun lineaarisen homo-
geenisen differentiaaliyhtälön ratkaisu onn lineaarisesti riippumattoman yksit-
täisratkaisun lineaarikombinaatio.
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Yksinkertainen keino tarkastaa joukon{f1, . . . , fn} ⊆ Cn(∆,R) lineaarinen riip-
pumattomuus on käyttää nk.Wronskin determinanttia(Jozef Hoene-Wronski,
Puola, 1778-1853)

Wf1,...,fn :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 f2 . . . fn
f ′
1 f ′

2 . . . f ′
n

...
...

. . .
...

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 . . . f

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Jos funktiojoukko{f1, . . . , fn} on lineaarisesti riippuva, niinWf1,...,fn(x) = 0
kaikilla x ∈ ∆. JosWf1,...,fn(x) 6= 0 yhdellekinx ∈ ∆, on joukko lineaarises-
ti riippumaton. Kuitenkin funktiojoukko voi olla lineaarisesti riippumaton ja sen
Wronskin determinantti hävitä identtisesti.

Huomautus 11.4.1Wronskin determinantti -menetelmää ei tällä kurssilla perus-
tella, joten sitäsaa käyttää vain pyydettäessä.

Esimerkki 11.4.2 Esimerkin 10.4.9 polynomijoukko

U := {1 + x, x, x2 − 1, x3 + x}

on lineaarisesti riippumaton. Nimittäin, polynomit ovat jopa äärettömästi derivoi-
tuvia ja näiden Wronskin determinantin arvo pisteessäx ∈ R

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x x x2 − 1 x3 + x
1 1 2x 3x2 + 1
0 0 2 6x
0 0 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 − 1 x3 + x
0 1 2x 3x2 + 1
0 0 2 6x
0 0 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . . = 12.

Esitetään varsinainen todistus määritelmän avulla: Yhtälöstä

α(1 + x) + βx+ γ(x2 − 1) + δ(x3 + x) = 0 kaikilla x ∈ R

saadaan ulos mm. seuraavaa:




x = 0
x = 1
x = −1
x = −2

=⇒





α − γ = 0
2α + β + 2δ = 0
− β − 2δ = 0

−α − 2β + 3γ − 10δ = 0

=⇒





α = 0
γ = 0

β + 2δ = 0
−2β − 10δ = 0

=⇒





α = 0
β = 0
γ = 0
δ = 0

Siis joukkoU on lineaarisesti riippumaton.
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11.5 Yksikäsitteisyydestä

Lause 11.5.1OlkoonV lineaariavaruus jaU ⊆ V , U = {u1,u2, . . . ,uk}. Alkio
v ∈ [U ] voidaan esittääyksikäsitteisellätavalla joukonU alkioiden lineaarikom-
binaationa, jos ja vain josU on on lineaarisesti riippumaton.

Todistus.1) Oletetaan, ettäU on lineaarisesti riippumaton. Olkoon vektorillav ∈
[U ] esitykset

v = α1u1 + · · ·+ αkuk

v = β1u1 + · · ·+ βkuk.

Vähentämällä yhtälöt puolittain saadaan

0 = (α1 − β1)u1 + · · ·+ (αk − βk)uk

KoskaU on lineaarisesti riippumaton, onβi = αi kaikilla i ∈ [k]. Esitys on siis
yksikäsitteinen (yhteenlaskujärjestystä lukuunottamatta tietenkin).

2) Oletetaan, että vektoriv ∈ [U ] voidaan esittää joukonU lineaarikombinaationa
vain yhdellä tavalla

v = α1u1 + · · ·+ αkuk.

Vastaoletus: JoukkoU on lineaarisesti riippuva.
Johdetaan toinen esitys vektorillev. KoskaU on lineaarisesti riippuva, on ole-
massac1, . . ., ck ∈ K, joista ainakin yksicj 6= 0, ja

0 = c1u1 + · · ·+ cjuj + · · ·+ ckuk.

Asetetaanβi := αi + ci kaikilla i ∈ [k]. Laskemalla edelliset kaksi yhtälöä puo-
littain yhteen saadaan

v = (α1+c1)u1+· · ·+(αj+cj)uj+· · ·+(αk+ck)uk = β1u1+· · ·+βjuj+· · ·+βkuk.

Koskacj 6= 0, onβj 6= αj, ja tämä olisi erilainen esitys vektorillev. Siis vastao-
letus on väärä jaU lineaarisesti riippumaton.✷

11.6 Suora summa

Luvussa 10.3 määriteltiin aliavaruuksien summa. JosW1 jaW2 ovat avaruudenV
aliavaruuksia jaW1 + W2 = V , niin alkiolla v ∈ V saattaa olla monia erilaisia
esityksiä näiden aliavaruuksien alkioiden summina.

Määritelmä 11.6.1 OlkootW1 ja W2 lineaariavaruudenV aliavaruuksia. Jos jo-
kainenv ∈ V voidaan esittää tasan yhdellä tavalla summanav = w1+w2, missä
w1 ∈ W1 ja w2 ∈ W2, niin V on aliavaruuksienW1 ja W2 suora summa, ja tätä
merkitäänV = W1 ⊕W2.
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Lause 11.6.2OlkootW1 jaW2 lineaariavaruudenV aliavaruuksia. Silloin

V = W1 ⊕W2

jos ja vain jos
V = W1 +W2 ja W1 ∩W2 = {0}.

Todistus.1) (⇒) Harjoitustehtävä.

2) (⇐) Oletetaan, ettäV = W1 + W2 ja W1 ∩ W2 = {0}. Olkoon v ∈ V
mielivaltainen. Osoitetaan, että sillä on vain yksi esitysv = w1 +w2, kunw1 ∈
W1 jaw2 ∈ W2. Oletetaan siis, että joillakinw1,w

′
1 ∈ W1 jaw2,w

′
2 ∈ W2

v = w1 +w2 = w′
1 +w′

2.

Silloin
w1 −w′

1 = w′
2 −w2,

ja koskaW1 ja W2 olivat aliavaruuksia, onw1 − w′
1 ∈ W1 ja w2 − w′

2 ∈ W2.
Siis myösw1 −w′

1 ∈ W1 ∩W2 ja w2 −w′
2 ∈ W1 ∩W2, mistä seuraa oletuksen

W1 ∩W2 = {0} mukaan, ettäw1 = w′
1 jaw′

2 = w2. Siis esityksiäv = w1 +w2

on vain yksi. Mutta silloin
V = W1 ⊕W2.

✷

Tehtävä 11.6.3Todista Lauseen 11.6.2 toinen puoli.
Ratkaisu sivulla 173.

Tehtävä 11.6.4Esitä avaruudetR2 ja R3 aitojen aliavaruuksiensa suorina sum-
mina.
Ratkaisu sivulla 174.

11.7 Analyyttistä geometriaa – tason yhtälö

Olkoot1 ≤ k < n ja a sekäv1, v2, . . ., vk avaruudenRn lineaarisesti riippumat-
tomia vektoreita. JoukkoaT :

x := a+ t1v1 + t2v2 + . . .+ tkvk, ti ∈ R,

sanotaank-ulotteiseksi (hyper)tasoksi. TasoT sisältääpisteena ja on vektorijou-
kon {v1,v2, . . . ,vk} virittämän aliavaruuden suuntainen. Kyseiset vektorit ovat
tasonsuuntavektoreita.

JoukkoT on avaruudenRn aliavaruus ainakin, josa = 0, mutta vektoriesityksen
ei-yksikäsitteisyydestä johtuen origo voi kuulua tasoonT vaikka olisikina 6= 0.
Tarkemmin: TasoT on avaruudenRn aliavaruus, jos ja vain jos tasollaT on esitys
äärellisen monen vektorin lineaarikombinaatioina.



11.7 Analyyttistä geometriaa – tason yhtälö 171

Kolmiulotteisen avaruuden taso

Jos avaruudenR3 kaksi vektoriau ja v ovat yhdensuuntaisia, ts.v = αu tai
u = αv, niin ne ovat lineaarisesti riippuvat. Jos lisäksi ainakintoinen vektoreista
on nollasta poikkeava, on viritetty aliavaruus[u,v] suora.

Oletetaan nyt, ettäu ja v eivät ole yhdensuuntaisia. Silloin vektorimuotox =
a + su + tv, s, t ∈ R, määrittelee avaruuteenR3 erään tasonT (Kuva 21), joka
sisältää pisteena ja on aliavaruudenW := [u,v] suuntainen, koska niillä on samat
suuntavektorit (ks. Luku 4.2).

u

v

a

0
tv

su
x - a

T

W

x = a + su + tv

Kuva 21: Kahden vektorin suuntainen pisteena sisältävä taso

Nyt x ∈ T jos ja vain josx−a = su+tv eli x−a ∈ W . Tämä tarkoittaa mm. sitä,
että vektorijoukko{x−a,u,v} on lineaarisesti riippuva. Lauseen 11.3.1 mukaan
niistä sarakkeittain muodostetulle matriisille on

∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 u1 v1
x2 − a2 u2 v2
x3 − a3 u3 v3

∣∣∣∣∣∣
= 0. (6)

Kehittämällä determinantti ensimmäisen sarakkeensa suhteen saadaan yhtälö muo-
toon

(x1 − a1)

∣∣∣∣
u2 v2
u3 v3

∣∣∣∣− (x2 − a2)

∣∣∣∣
u1 v1
u3 v3

∣∣∣∣ + (x3 − a3)

∣∣∣∣
u1 v1
u2 v2

∣∣∣∣ = 0. (7)

Laskemalla nämä pelkästään suuntavektoreistau ja v riippuvat determinantit
(huomaa yksi rivienvaihto!)

D1 :=

∣∣∣∣
u2 v2
u3 v3

∣∣∣∣ , D2 :=

∣∣∣∣
u3 v3
u1 v1

∣∣∣∣ , D3 :=

∣∣∣∣
u1 v1
u2 v2

∣∣∣∣ , (8)
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saadaan yhtälö (7) muotoon

D1(x1 − a1) +D2(x2 − a2) +D3(x3 − a3) = 0. (9)

TasolleT : x = a+ su+ tv, s, t ∈ R, saadaan parametritönkoordinaattiyhtälö

A1x1 + A2x2 + A3x3 + C = 0, Ai, C vakioita.

Voidaan osoittaa (harjoitustehtävä), että kun vektoritu ja v eivät ole yhdensuun-
taisia, kaikki determinantitDi eivät voi olla nollia, joten yhtälö ei surkastu muo-
toon0 = 0, vaan ainakin yksi koordinaateista esiintyy siinä. Determinanttiyhtälö
(6) esittää siis tasoa, joka sisältää pisteena ja on (lineaarisesti riippumattomien)
vektorienu ja v virittämän tason suuntainen.

Koordinaattimuodossa oleva tason yhtälö saadaan parametrimuotoon valitsemalla
kaksi muuttujaa parametreiksi ja ratkaisemalla kolmas näiden avulla.

Tehtävä 11.7.1Osoita, että jos vektoritu = (u1 u2 u3)
T ja v = (v1 v2 v3)

T eivät
ole yhdensuuntaisia, niin kaikki determinantit (8) eivät voi yhtaikaa olla nollia.
Ratkaisu sivulla 174.

Tehtävä 11.7.2Määritä sen tason koordinaattiyhtälö, joka kulkee

a) pisteiden(2 1 4)T , (1 2 2)T ja (2 3 1)T kautta.

b) pisteiden(2 2 3)T ja (−1 4 2)T kautta ja on suoran

r =



1
1
4


+ s



5
2
3


, s ∈ R

suuntainen.
Ratkaisu sivulla 174.

Tehtävä 11.7.3Esitä taso3x1 + 2x2 − x3 = 1 vektorimuodossa.
Ratkaisu sivulla 175.



11.8 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 11.1.4 : Lineaarisen riippuvuuden määritelmän vektoriyhtälö menee tässä
tapauksessa muotoon

α1



1
0
0


+ α2



0
1
0


+ α3



0
0
1


=



α1

α2

α3


=



0
0
0




mistä lineaarinen riippumattomuus jo näkyykin!

Tehtävä 11.3.3 : a) Koska avaruus onR4 ja vektoreita 4, muodostetaan vektoreista
Lauseessa 11.3.1 kuvattu matriisiA ja näytetään, että

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
0 2 1 1
1 0 0 1
4 0 2 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . . = 0.

b) Determinanttiehto ei nyt käy, koska vektoreita on vain kolme. Siis on ratkaista-
va

α1




1
0
1
4


+ α3




3
1
0
2


+ α4




4
1
1
6


= 0.

Syntyvällä lineaarisella yhtälöryhmällä





α1 + 3α3 + 4α4 = 0
α3 + α4 = 0

α1 α4 = 0
4α1 + 2α3 + 6α4 = 0

on ratkaisuna esimerkiksiα1 = 1, α3 = 1, α4 = −1. Siis myösU2 on lineaarisesti
riippuva.

Tehtävä 11.6.3 : JosV = W1 ⊕W2, niin tietysti V = W1 + W2. Olkoonw ∈
W1∩W2 mielivaltainen. Silloinw ∈ V ja sillä on tasan yksi esitysw = w1+w2,
kunw1 ∈ W1 jaw2 ∈ W2. Mutta toisaalta

w = w + 0, missäw ∈ W1, 0 ∈ W2

w = 0+w, missä0 ∈ W1,w ∈ W2.

Tämä on mahdollista vain kunw = 0. Siis myösW1 ∩W2 = {0}.



174 11 LINEAARINEN RIIPPUMATTOMUUS

Tehtävä 11.6.4 :R2 on minkä tahansa kahden erisuuntaisen origon kautta kulkevan
suoran suora summa, esimerkiksi koordinaattiakselienSx := { t(1 0)T | t ∈ R }
ja Sy := { t(0 1)T | t ∈ R }, R2 = Sx ⊕ Sy.

R3 voidaan esittää suorana summanaR3 = S ⊕ T , missä aliavaruudet ovat suora
S ja tasoT , joilla on vain origo yhteisenä pisteenä.

Tehtävä 11.7.1 : Koska vektorit eivät ole yhdensuuntaisia,ei kumpikaan ole nol-
lavektori, joten molemmilla on ainakin yksi nollasta poikkeava koordinaatti.
Antiteesi: Kaikki determinantitDi ovat nollia, ts.u2v3 = u3v2, u3v1 = u1v3 ja
u1v2 = u2v1.
Olkoon esimerkiksiu1 6= 0. Silloin α := v1/u2 ∈ R ja v1 = αu1.

Koskau1v2 = u2v1, onv2 = u2v1/u1 = u2αu1/u1 = αu2.
Koskau3v1 = u1v3, onu3αu1 = u1v3 ja sitenv3 = αu3.

Siis olisiv = αu, mikä on vastoin oletusta.

Jos olikinu1 = 0, niin tehdään vastaava päättely tilanteessau2 6= 0 tai u3 6= 0.

Tehtävä 11.7.2 : a) Valitaan vakiovektoriksi vaikkapaa = (2 1 4)T , jolloin tason
vektoriyhtälö on

r =



2
1
4


+ s





1
2
2


−



2
1
4




+ t





2
3
1


−



2
1
4






=



2
1
4


+ s



−1
1
−2


+ t




0
2
−3


, s, t ∈ R.

Koordinaattimuoto on∣∣∣∣∣∣

x1 − 2 −1 0
x2 − 1 1 2
x3 − 4 −2 −3

∣∣∣∣∣∣
= (x1 − 2)(−3 + 4)− (x2 − 1) · 3 + (x3 − 4)(−2) = 0

⇔ x1 − 3x2 − 2x3 = −9.
b) Samaan tapaan kuin a), mutta nyt toinen suuntavektori ”lainataan” annetulta
suoralta:

r =



2
2
3


+s





−1
4
2


−



2
2
3




+t



5
2
3


=



2
2
3


+s



−3
2
−1


+t



5
2
3


, s, t ∈ R,

ja koordinaattimuoto
∣∣∣∣∣∣

x1 − 2 −3 5
x2 − 2 2 2
x3 − 3 −1 3

∣∣∣∣∣∣
= (x1 − 2)(6 + 2)− (x2 − 2)(−9 + 5) + (x3 − 3)(−6− 10) = 0



11.8 Ratkaisuja tehtäviin 175

⇔ 8x1 + 4x2 − 16x3 + 24 = 0

⇔ 2x1 + x2 − 4x3 = −6.

Tehtävä 11.7.3 : Valitaan parametreiksi vaikkapax1 ja x2:




x1 = s, s ∈ R
x2 = t, t ∈ R
x3 = −1 + 3s+ 2t

jolloin (eräs) vektorimuoto on

r =




0
0
−1


+ s



1
0
3


+ t



0
1
2


, s, t ∈ R.
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Lineaariavaruuden rakenne tulee lähes täysin määrätyksi,kun tunnetaan jokin sen
virittäjäjoukko. Kuitenkin avaruuden mielivaltaisella alkiolla voi olla useita esi-
tyksiä virittäjäjoukon alkioiden lineaarikombinaationa. Edellä todistettiin, että yk-
sikäsitteisiinkoordinaatteihinpäästään, jos ja vain jos (äärellinen) virittäjäjoukko
on lineaarisesti riippumaton.

12.1 Kanta ja koordinaatit

Määritelmä 12.1.1 JoukkoE = {e1, e2, . . . , en} ⊆ V on lineaariavaruudenV
kanta(basis) ja vektoritei kantavektoreita, jos

(i) joukkoE virittää avaruudenV , ts.[E] = V ,

(ii) joukko E on lineaarisesti riippumaton.

JosE on avaruudenV kanta, niin alkionu ∈ V yksikäsitteisesti määrätyssä esi-
tyksessä (Lause 11.5.1)

u = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen

ovat skalaaritxi ∈ K koordinaattejakannassaE, ja niitä merkitään usein vekto-
rinauE = (x1 x2 . . . xn)

T ∈ Kn.

Huomautus 12.1.2Yksikäsitteisyys tarkoittaa tässä "yhteenlaskujärjestystä vail-
le yksikäsitteisyyttä". Kun sovimme, että pidämme kantavektorien järjestyksen
koko ajan samana, niin voimme käyttääsamaistusta

u ∼= uE = (x1 x2 · · · xn)
T .

Esimerkki 12.1.3 a) AvaruudenR3 luonnollinentai standardikanta on

E :=







1
0
0


,



0
1
0


,



0
0
1







b) AvaruudenR2×2 luonnollinen kanta on joukko
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}

c) Triviaalilla avaruudella{0} ei ole kantaa, sillä ainoa virittäjäjoukko{0} on
lineaarisesti riippuva.



12.2 Kantavektorien lukumäärä 177

Tehtävä 12.1.4Etsi kannat seuraaville avaruudenR2×2 aliavaruuksille:
a) Diagonaaliset2×2 matriisit.
b) 2×2-yläkolmiomatriisit.
c) Symmetriset2×2 matriisit.
Ratkaisu sivulla 184.

Esimerkki 12.1.5 Polynomijoukko{1+x, x, x2−1, x3+x} on määritelmän ja
Esimerkkien 10.4.9 ja 11.4.2 mukaan avaruudenP3 kanta.

Tehtävä 12.1.6Etsi kannat seuraaville polynomiavaruudenP aliavaruuksille:
a) Enintään astetta kaksi olevat polynomitP2.
b) Viritetty aliavaruus[3x, 1− x2, 5x].
Ratkaisu sivulla 184.

12.2 Kantavektorien lukumäärä

Esimerkki 12.2.1 Havainnollistetaan seuraavaa lausetta tilanteessan = 2 ja
m = 3, ts. näytetään, että jos lineaariavaruudella on kaksialkioinen kanta, niin
sen kolmialkioiset vektorijoukot ovat lineaarisesti riippuvia.

OlkoonE := {e1, e2} lineaariavaruudenV kanta jaU := {u1,u2,u3} ⊆ V sen
kolmialkioinen vektorijoukko.

Olkoonc1u1 + c2u2 + c3u3 = 0 joillekin c1, c2, c3 ∈ K. KoskaE kantana virittää
avaruudenV , on olemassa sellaiset skalaaritaij, että





u1 = a11e1 + a21e2
u2 = a12e1 + a22e2
u3 = a13e1 + a23e2

Kertomalla yhtälöt skalaareillaci ja laskemalla puolittain yhteen (tässä käytetään
lineaariavaruuden aksioomia, mitä kaikkia?) saadaan

0 = c1u1+ c2u2 + c3u3 = (a11c1+ a12c2 + a13c3)e1+(a21c1 + a22c2+ a23c3)e2.

KoskaE kantana on lineaarisesti riippumaton, on oltava
{

a11c1 + a12c2 + a13c3 = 0
a21c1 + a22c2 + a23c3 = 0

Lauseen 2.3.11 mukaan löytyy epätriviaali ratkaisuc1 = ĉ1, c2 = ĉ2, c3 = ĉ3,
joista esim.̂c2 6= 0. Siis

ĉ1u1 + ĉ2u2 + ĉ3u3 = 0,

ja tätenU on lineaarisesti riippuva.
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Lause 12.2.2Jos lineaariavaruudella onn-alkioinen kanta, niin jokainen vektori-
joukko, jossa on alkioita aidosti enemmän kuinn, on lineaarisesti riippuva.

Todistus.OlkoonE = {e1, . . . , en} lineaariavaruudenV kanta ja

U = {u1, . . . ,um} ⊆ V

joukko, jossa onm > n alkiota. Jokaisella vektorillauj on kannassaE yksikäsit-
teinen esitys

uj = a1je1 + · · ·+ anjen, j = 1, 2, 3, . . . , m.

Oletetaan, ettäc1u1 + · · ·+ cmum = 0. Sijoitetaan tähän kukinuj , jolloin vaihta-
malla summausjärjestys

0 =
m∑

j=1

cjuj =
m∑

j=1

cj

(
n∑

i=1

aijei

)
=

n∑

i=1

(
m∑

j=1

aijcj

)
ei.

KoskaE on kanta, on
∑m

j=1 aijcj = 0 kaikilla i = 1, 2, . . ., n. Näin syntyy line-
aarinen homogeeninen yhtälöryhmä, jossa onn yhtälöä jam > n tuntematonta
cj (vrt. Esimerkki 12.2.1). Lauseen 2.3.11 mukaan yhtälöryhmällä on ei-triviaali
ratkaisu(ĉ1, . . . , ĉm), jossa siten ainakin yksîcj 6= 0. Siis

ĉ1u1 + · · ·+ ĉmum =
n∑

i=1

(
m∑

j=1

aij ĉj

)
ei = 0,

jotenU on lineaarisesti riippuva.✷

Seuraus 12.2.3Lineaariavaruuden jokaisessa äärellisessä kannassa on sama mää-
rä alkioita.

Todistus.OlkootE ja F kaksi kantaa ja olkoot niiden alkioiden lukumäärätm ja
n. Koska joukkoE on lineaarisesti riippumaton jaF on kanta, on Lauseen 12.2.2
mukaanm ≤ n. Vaihtamalla joukkojenE ja F roolit seuraan ≤ m. Siism = n.
✷

Tehtävä 12.2.4Voiko joukko






1
2
3


,



3
2
4


,



−1
1
2


,



3
1
2







olla avaruudenR3 kanta?

Ratkaisu sivulla 184.



12.3 Kannan olemassaolo 179

12.3 Kannan olemassaolo

Apulause 12.3.1JosV on äärellisesti viritetty lineaariavaruus, niin avaruuden V
virittää eräs sellainen joukkoF , joka on alkiomäärältään suppein; toisin sanoen,
jokaisessa muussa avaruudenV virittäjäjoukossa on vähintään yhtä monta alkiota
kuin joukossaF .

Todistus.KoskaV oli äärellisesti viritetty, sillä on eräs äärellinen virittäjäjoukko

E = {e1, e2, . . . , en}, n ∈ N.

Merkitään#(A) := joukonA alkiomäärä. Silloin#(E) = n. Olkoon edelleen

S := {#(W ) |W ⊆ V äärellinen virittäjäjoukko},

siis äärellisten virittäjäjoukkojen alkiomäärien joukko. Nyt S ⊆ N jan ∈ S, joten
S on epätyhjä luonnollisten lukujen joukon osajoukko. Tunnetusti joukossaS on
pienin luku, olkoon sek ∈ N. JoukonS määrittelyn perusteella on olemassak-
alkioinen virittäjäjoukko, joka myös on mahdollisimman suppea.✷

Lause 12.3.2Äärellisesti viritetyllä ei-triviaalilla lineaariavaruudella on ainakin
yksi kanta.

Todistus. Olkoon V 6= {0} äärellisesti viritetty lineaariavaruus. Apulauseen
12.3.1 mukaan avaruudenV virittäjäjoukkojen keskuudessa on suppein, olkoon
eräs näistä

F = {f1, f2, . . . , fn}.
Josn = 1, on V yhden vektorinf1 6= 0 virittämä ja lineaarisesti riippumatto-
mana{f1} on kanta. Olkoon siisn ≥ 2. Riittää osoittaa, ettäF on lineaarisesti
riippumaton.

Vastaoletus:F on lineaarisesti riippuva. Silloin ainakin yksif ∈ F on esitettä-
vissä muiden lineaarikombinaationa (miksi?). JoukkoF ′ := F \ {f} olisi tällöin
avaruudenV virittäjä (Lause 10.5.2), jossa on vainn−1 alkiota. Tämä on vastoin
joukonF valintaa, joten vastaoletus on väärä ja väite tosi.✷
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12.4 Dimensio

Määritelmä 12.4.1 LineaariavaruudenV dimensioon

dimV :=





0, josV = {0},
n, josV :llä onn-alkioinen kanta,
∞, muutoin.

JosdimV < ∞, onV äärellisulotteinen, muutoinääretönulotteinen(infinite di-
mensional).

Tehtävä 12.4.2Mitkä ovat dimensiot avaruuksille a)R3, b) Rn, c) R2×2, d)
Rm×n, e)P2, f) Pn.

Ratkaisut sivulla 184.

Esimerkki 12.4.3 Mikä on lineaariavaruudenR3 aliavaruuden

U :=







x1

x2

x3



∣∣∣∣ x1 = 0, 2x2 = x3





dimensio? Entä kanta?

Ratkaisu. Selvästi

u ∈ U ⇐⇒ u =




0
a
2a


= a



0
1
2


,

joten joukkoU voidaan esittää muodossa

U =



a



0
1
2



∣∣∣∣ a ∈ R





Se on siis yhden nollasta poikkeavan vektorin(0 1 2)T virittämä. Koska yhden
nollasta poikkeavan vektorin muodostama joukko on lineaarisesti riippumaton,
ondimU = 1 ja (eräs) kanta on joukko{(0 1 2)T}.

Tehtävä 12.4.4Mikä on lineaariavaruudenR3 aliavaruuden

U :=







x1

x2

x3



∣∣∣∣ x1 + 2x2 − x3 = 0





dimensio? Entä kanta?

Ratkaisu sivulla 184.
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Huomautus 12.4.5a) Jokaisella ei-triviaalilla äärellisulotteisella lineaariavaruu-
della on siis äärellisiä kantoja. Yleensä näitä on äärettömän paljon.

b) Kantoja saadaan esille mm. niin, että jostakin äärellisestä virittäjäjoukosta pois-
tetaan alkioita niin, että jäljellä oleva joukko yhä virittää kyseisen avaruuden. Toi-
nen tapa on lähteä lisäämään vektoreita lineaarisesti riippumattomaan joukkoon.

Seuraus 12.4.6Olkoon lineaariavaruudenV dimension ∈ N. Silloin sen

(i) jokainenn-alkioinen lineaarisesti riippumaton osajoukko on kanta,

(ii) jokainenn-alkioinen virittäjäjoukko on kanta.

Todistus. Harjoitustehtävä. Voit käyttää edellisissäkin luvuissa olevia tuloksia,
kuten ”viritysmielessä turhan” vektorin poisjättäminen .. .✷

Esimerkki 12.4.7 Onko vektorijoukko







1
1
2


,




4
−2
0


,




2
11
π







lineaariavaruudenR3 kanta?

Ratkaisu. Koska vektoreita on 3 jadimR3 = 3, riittää Seurauksen 12.4.6 mukaan
näyttää lineaarinen riippumattomuus. Koska vektoreista muodostetulle matriisille
on ∣∣∣∣∣∣

1 4 2
1 −2 11
2 0 π

∣∣∣∣∣∣
= 96− 6π 6= 0,

matriisi on säännöllinen (Lause 6.5.1). Lauseen 11.3.1 nojalla joukko on lineaari-
sesti riippumaton.

Esimerkki 12.4.8 a) Kaikkien reaalisten polynomien joukkoP on ääretönulottei-
nen lineaariavaruus. Jos nimittäin olisi esimerkiksidimP = n, jokainenn+1 po-
lynomin joukko olisi lineaarisesti riippuva. Kuitenkin esimerkiksi{1, x, x2, . . . , xn}
voidaan osoittaa lineaarisesti riippumattomaksi. AvaruudellaP on kuitenkin nu-
meroituvasti ääretön kanta, jonka alkiot ovatxk, k ∈ N0.

b) AvaruudetCk(∆,R), k ∈ N0, ovat myös ääretönulotteisia, ja niillä ei ole edes
numeroituvaa kantaa.
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12.5 Aliavaruuksien dimensioista

JosV on äärellisulotteinen lineaariavaruus jadimV = n, niin sen jokaisen ali-
avaruuden dimensio on enintäänn.

Tehtävä 12.5.1Perustele yllä oleva väite. Ratkaisu sivulla 185.

Lause 12.5.2Olkoon W äärellisulotteisen lineaariavaruudenV aliavaruus. Sil-
loin W = V jos ja vain josdimW = dimV .

Todistus.a) JosW = V , on tietenkindimW = dimV .

b) Oletetaan, ettädimW = dimV =: n. KoskaW ⊆ V , riittää näyttää, että
V ⊆ W . Olkoon siisv ∈ V mielivaltainen. LineaariavaruudellaW on oletuksen
mukaann-alkioinen kantaE = {e1, e2, . . . , en} ⊆W . MuttaE ⊆W ⊆ V on li-
neaarisesti riippumaton ja sitenE on Seurauksen 12.4.6 mukaan myös avaruuden
V kanta. Näin ollen joillakinαi ∈ K

v = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen.

Mutta jokainenei ∈ W joten myösv ∈ W . Siis myösV ⊆W , jaW = V . ✷

Esimerkki 12.5.3 Olkoonn ≥ 2. JoukkoV ⊆ Rn,

V := { ( x1 · · · xn )T | x1 + · · ·+ xn = 0 },

on avaruudenRn aliavaruus (todenna itse). Mikä on sen dimensio?

Ratkaisu. Koska alkiollex = ( x1 · · · xn )T ∈ V , onx1 = −x2 − x3 − · · · − xn,
saadaan

x = (−∑n
k=2 xk x2 · · · xn)

T

= x2




−1
1
0
0
...
0




+ x3




−1
0
1
0
...
0




+ · · ·+ xn




−1
0
0
...
0
1




Olkoot yllä olevat pystyvektoritF := {f2, . . . , fn}. JoukkoF selvästi virittää
avaruudenV . Toisaalta, yhtälöllä

α2f2 + · · ·αnfn = 0

on vain triviaaliratkaisuα2 = · · · = αn = 0, jotenF on lineaarisesti riippumaton.
SiisdimV = n− 1.
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12.6 Kannaksi täydentäminen

Lause 12.6.1OlkoonV ei-triviaali äärellisulotteinen lineaariavaruus. JosF ⊆ V
on epätyhjä lineaarisesti riippumaton joukko, niinF voidaantäydentääkannaksi,
ts. on olemassa kantaE ⊆ V , jolle F ⊆ E.

Todistus. OlkoonF ⊆ V k-alkioinen lineaarisesti riippumaton joukko jan :=
dimV . Lauseen 12.2.2 mukaank ≤ n.

1) JosF on kanta, on asia selvä. JosF ei ole kanta, niinF ei viritä avaruuttaV
ja on olemassav1 ∈ V \ [F ]. Silloin joukko F1 := F ∪ {v1} on lineaarisesti
riippumaton (Lause 11.2.4).

2) Jos myöskäänF1 ei ole kanta, on olemassav2 ∈ V \ [F1] ja F2 := F1 ∪ {v2}
on edelleen lineaarisesti riippumaton.

Näin jatkaen, mikäliFm−1 ei ole kanta, on olemassavm ∈ V \ [Fm−1] siten, että

Fm := Fm−1 ∪ {vm} = F ∪ {v1, . . . ,vm}
on lineaarisesti riippumaton. Seurauksen 12.2.3 mukaan prosessi päättyy, kun
m = n− k. Silloin [Fn−k] = V ja E := Fn−k on eräs joukonF sisältävä avaruu-
denV kanta.✷

Esimerkki 12.6.2 TäydennäR3:n kannaksi vektorijoukko

E =







1
2
3


,



3
2
1







Ratkaisu. Melkein mikä tahansa vektori käy. Otetaan

E ′ =







1
2
3


,



3
2
1


,



1
0
0







Silloin ∣∣∣∣∣∣

1 3 1
2 2 0
3 1 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
2 2
3 1

∣∣∣∣ = −4 6= 0,

joten kyseessä on Lauseen 11.3.1 mukaan lineaarisesti riippumaton vektorijouk-
ko. Seurauksen 12.4.6 mukaanE ′ on kanta.

Tehtävä 12.6.3Tehtävässä 10.4.5 nähtiin, että joukko{x, x3 − 2x} ei viritä ava-
ruuttaP3, eikä näin ollen ole sen kanta. Täydennä seP3:n kannaksi. Ratkaisu
sivulla 185.



12.7 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 12.1.4 : Merkitään joukkoja

a) D :=

{(
a 0
0 b

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R

}

b) Y :=

{(
a b
0 c

) ∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

}

c) S :=

{(
a b
b c

) ∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

}

Esityksistä käynee selväksi, että

a) Eräs kanta on

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}

b) Eräs kanta on

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}

c) Eräs kanta on

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}

Tehtävä 12.1.6 : a) Ilmeinen kanta on{1, x, x2}.
b) Jompikumpi3x tai 5x on viritysmielessä turha, eräs kanta on{3x, 1− x2}.
Tehtävä 12.2.4 : Ei, sillä siinä on neljä vektoria. Seurauksen 12.2.3 ja Esimerkin
12.1.3 a) mukaan kannoissa on 3 vektoria.

Tehtävä 12.4.2 : a) 3, b)n, c) 4, d)mn, e) 3, f)n + 1.

Tehtävä 12.4.4 : Selvästikin

u ∈ U ⇐⇒ u =




a
b

a + 2b


= a



1
0
1


+ b



0
1
2




U on siis kahden lineaarisesti riippumattoman vektorin virittämä, jotendimU =
2, ja eräs kanta on 






1
0
1


,



0
1
2





 .
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Tehtävä 12.5.1 : Aliavaruus on osajoukko, joten sen virittämiseen ei tarvita aina-
kaan enempää vektoreita kuin itse avaruuden virittämiseen, ts. aliavaruuden kan-
noissa ei voi olla enempää vektoreita. Siis aliavaruuden dimensio ei voi olla aina-
kaan isompi.

Tehtävä 12.6.3 : Kokeile joukkoa

E := {x, x3 − 2x, 1, x2}.



13 MATRIISIIN LIITTYVÄT
ALIAVARUUDET

13.1 Matriisin nolla-avaruus

Määritelmä 13.1.1 MatriisinA ∈ Rm×n nolla-avaruus(nullspace) on joukko

N(A) := {x ∈ Rn | Ax = 0 }.

JoukkoN(A) on siis lineaarisen homogeenisen yhtälöryhmänAx = 0 ratkaisu-
joukko (vrt. Esimerkki 10.1.7).

Lause 13.1.2MatriisinA ∈ Rm×n nolla-avaruus on lineaariavaruudenRn aliava-
ruus.

Todistus.(0) Määrittelynsä mukaanN(A) ⊆ Rn jaN(A) 6= ∅, sillä0 ∈ N(A).
(i) ja (ii): Josα ∈ R ja x, y ∈ N(A), niin

A(x+ y) = Ax+ Ay = 0+ 0 = 0,
A(αx) = αAx = α0 = 0,

jotenx+ y ∈ N(A) ja αx ∈ N(A). Kyseessä on siis todellakin aliavaruus.✷

Esimerkki 13.1.3 Määritä nolla-avaruus matriisille

A :=

(
1 1 1 0
2 1 0 1

)
.

Ratkaisu. Riittää ratkaista vastaava homogeeniyhtälö:

Ax = 0 ⇔
(

1 1 1 0 | 0
2 1 0 1 | 0

)
R1

R2

⇔
(

1 1 1 0 | 0
0 −1 −2 1 | 0

)
R′

1

R′
2 ← R2 − 2R1

⇔
(

1 0 −1 1 | 0
0 1 2 −1 | 0

)
R′′

1 ← R′
1 +R′

2

R′′
2 ← −R′

2

Saadun yhtälöryhmän

{
x1 − x3 + x4 = 0

x2 + 2x3 − x4 = 0
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ratkaisussa voidaanx3 ja x4 voidaan valita vapaasti. Jos valitaanx3 = s ∈ R ja
x4 = t ∈ R, yleinen ratkaisuvektori on

x =




s− t
−2s+ t

s
t


= s




1
−2
1
0


+ t




−1
1
0
1


, s, t ∈ R,

ja matriisinA nolla-avaruus on avaruudenR4 kaksiulotteinen aliavaruus (kanta?)

N(A) =





s




1
−2
1
0


+ t




−1
1
0
1



∣∣∣∣ s, t ∈ R





.

13.2 Rivi- ja sarakeavaruudet

Matriisin A ∈ Rm×n rivit ri ovat avaruudenR1×n matriiseja, joita kutsutaanri-
vivektoreiksi(row vector). Vastaavasti sarakkeetsi ovat avaruudenRm ≃ Rm×1

sarakevektoreita(column vector):

A =

r1
r2
...
...
rm




a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · ·
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · · · · amn




s1 s2 · · · sn

Määritelmä 13.2.1 Reaalisen matriisinA ∈ Rm×n rivivektorien virittämä ava-
ruudenR1×n aliavaruus[A]r on matriisinA riviavaruus(row space). Sarakevekto-
rien virittämä avaruudenRm aliavaruus[A]s on matriisinsarakeavaruus(column
space). Riviavaruuden dimensiota kutsutaan matriisinasteeksi(rank) ja merkitään
r(A) := dim[A]r. Edellä olevin merkinnöin siis

[A]r = {α1r1 + α2r2 + · · ·+ αmrm | α1, α2, . . . , αm ∈ R}
= [r1, r2, . . . , rm] ⊆ R1×n,

[A]s = {β1s1 + β2s2 + · · ·+ βnsn | β1, β2, . . . , βn ∈ R}
= [s1, s2, . . . , sn] ⊆ Rm.
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Lause 13.2.2Riviekvivalenteilla matriiseilla on sama riviavaruus.

Todistus. OlkootA ja B ∈ Rm×n riviekvivalentteja, ts. muunnettavissa alkeiso-
peraatioilla toisikseen. JosE onm×m-alkeismatriisi, niin matriisinEA rivit ovat
matriisinA rivien lineaarikombinaatioita. Täten[EA]r ⊆ [A]r on aliavaruus. Jos
siis

B = EkEk−1 · · ·E2E1A,

missä matriisitEi ovat alkeismatriiseja, seuraa edellistä toistuvasti soveltamalla,
että[B]r ⊆ [A]r on aliavaruus. Vaihtamalla yllä matriisienA ja B roolit saadaan
myös[A]r ⊆ [B]r. ✷

Seuraus 13.2.3Matriisin riviavaruus määritetään helposti muuntamalla matriisi
porrasmuotoon. Riviavaruuden eräs kanta on nollavektorista eriävien rivien jouk-
ko ja matriisin aste niiden lukumäärä.

Esimerkki 13.2.4 Määritetään matriisin

A :=



1 −2 3
2 −5 1
1 −4 −7




riviavaruus. Matriisi muuntuu alkeisoperaatioilla porrasmuotoon

U :=



1 −2 3
0 1 5
0 0 0




Koska[U ]r = [A]r, on riviavaruuden dimensio eli matriisin aste2 ja

[A]r =
{
α
(
1 −2 3

)
+ β

(
0 1 5

)
| α, β ∈ R

}
,

kantana esimerkiksi
{(
1 −2 3

)
,
(
0 1 5

)}
.

Huomautus 13.2.5Matriisin riviavaruus ja sen transpoosin sarakeavaruus ovat
olennaisesti sama asia:m×n-matriisin A riviavaruus saadaan muodostamalla
transpoosinAT sarakeavaruus ja transponoimalla sen kaikki alkiot. Voidaan siis
kirjoittaa

[A]r =
(
[AT ]s

)T
,

missäT tarkoittaa koko vektorijoukon transponoimista. Vastaavasti matriisinA
sarakeavaruus saadaan muodostamalla transpoosinAT riviavaruus ja transponoi-
malla sen vektorit.
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Matriisin rivi- ja sarakeavaruudet ovat yleensä aivan eri avaruuksia. Kuitenkin:

Lause 13.2.6Matriisin rivi- ja sarakeavaruudella on sama dimensio

r(A) = dim[A]r = dim[A]s.

Todistus. JosA = O, on asia selvä: dimensiot ovat= 0. Oletetaan sitten, että
A ei ole nollamatriisi. Olkoon matriisinA ∈ Rm×n astek := dim[A]r ja U sen
porrasmuoto. MatriisinU riveistäk on nollasta poikkeavia. OlkoonUL matriisi,
johon on otettu matriisistaU ne sarakkeet, joissa esiintyy jonkin rivin johtava
ykkönen, jaAL matriisi, jossa on matriisistaA vastaavat sarakkeet. Molemmissa
onk saraketta. Siis,

A =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
a31 a32 · · · a3n
a41 a42 · · · a4n
...

am1 am2 · · · amn




→ U =




1 a′12 · · · a′1k · · · a′1n
0 1 · · · a′2k jotain a′2n
0 0 0 1 · · · a′3n
0 0 0 0 0 1
...

...
0 0 0 0 0 0




↓ ւ johtavien sarakkeet↓

AL =




a11 a12 a1k · · ·
a21 a22 a2k · · ·
a31 a32 a3k · · ·
a41 a42 a4k · · ·
...

...
am1 am2 amk · · ·




← UL =




1 a′12 a′1k · · ·
0 1 a′2k · · ·
0 0 1
0 0 0 1
...

...
0 0 0 0




m× k m× k

Koska myös matriisitUL ja AL ovat riviekvivalentteja, on yhtälöilläALx = 0 ja
ULx = 0 samat ratkaisut. MatriisinUL sarakkeet ovat selvästi lineaarisesti riip-
pumattomia, joten ainoa ratkaisu onx = 0. Koska myös yhtälölläALx = 0 on
ainoastaan triviaaliratkaisu, ovat matriisinAL sarakkeet lineaarisesti riippumatto-
mia. Siten matriisinA sarakeavaruuden dimensio on vähintäink eli dim[A]s ≥
k = dim[A]r.

Soveltamalla samaa päättelyä matriisiinAT saadaan

dim[A]r = dim[AT ]s ≥ dim[AT ]r = dim[A]s.

Siisdim[A]r = dim[A]s. ✷

Huomautus 13.2.7Jokaiselle nollamatriisista poikkeavallem×n-matriisille siis
pätee1 ≤ r(A) = dim[A]r = dim[A]s ≤ min(m,n).
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Seuraus 13.2.8Sarakeavaruuden eräs kanta voidaan poimia matriisistaA käyt-
täen hyväksisenporrasmuotoaU : poimitaanmatriisistaA ne sarakkeet, joissa
matriisinU jollakin rivillä on johtava ykkönen.

Esimerkki 13.2.9 Määritetään matriisin

A :=




1 −2 1 1 2
−1 3 0 2 −2
0 1 1 3 4
1 2 5 13 5




aste ja rivi- ja sarakeavaruudet. Porrasmuoto on (laske!)

U :=




1 −2 1 1 2
0 1 1 3 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0




Riviavaruuden erään kannan muodostavat porrasmuodon kolme ensimmäistä rivi-
vektoria ja riviavaruus on siten

[A]r =
[(
1 −2 1 1 2

)
,
(
0 1 1 3 0

)
,
(
0 0 0 0 1

)]
.

Matriisin aste on siis3. Porrasmatriisin johtavat ykköset ovat 1., 2. ja 5. sarak-
keessa. Sarakeavaruuden eräs kanta saadaan poimimalla matriisistaA kyseiset sa-
rakkeet, joten

[A]s =







1
−1
0
1


,




−2
3
1
2


,




2
−2
4
5







Tehtävä 13.2.10Olkoon

A :=



1 2 −1 1
2 4 −3 0
1 2 1 5




Määritä kannat rivi-, sarake- ja nolla-avaruuksille.
Ratkaisu sivulla 193.
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13.3 Lineaarisista yhtälöryhmistä – dimensiolause

Lineaarinen yhtälöryhmäAx = b voidaan kirjoittaa vektorimuodossa

x1




a11
a21
...

am1


+ x2




a12
a22
...

am2


+ · · ·+ xn




a1n
a2n
...

amn


=




b1
b2
...
bm




jossa vasen puoli on kerroinmatriisin sarakkeiden lineaarikombinaatio. Käymällä
kertoimillax1,x2, . . .,xn läpi kaikki mahdolliset reaaliarvot saadaan aikaan kaikki
sarakeavaruuden[A]s vektoritb.

Yhtälöryhmällä on siis ratkaisu täsmälleen silloin, kunb voidaan esittää matriisin
A sarakevektoreiden lineaarikombinaationa, ts. jos ja vainjosb ∈ [A]s.

Valitsemallab = 0 nähdään, että homogeeniyhtälölläAx = 0 on vain triviaali-
ratkaisux = 0 tarkalleen silloin, kun matriisinA sarakevektorit ovat lineaarisesti
riippumattomia (Lause 11.5.1).

Lause 13.3.1OlkoonA ∈ Rm×n.

a) Lineaarinen yhtälöryhmäAx = b on ratkeavamillä tahansab jos ja vain jos
[A]s = Rm.

b) Lineaarisella yhtälöryhmälläAx = b on korkeintaan yksi ratkaisumillä tahan-
sab jos ja vain jos matriisinA sarakevektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

Todistus. a) Yllä jo todettiin, että yhtälölläAx = b on ratkaisuja jos ja vain
josb ∈ [A]s. Toisaalta[A]s = Rm täsmälleen silloin, kun matriisinA sarakkeet
virittävät avaruudenRm.

b) Oletetaan ensin, että yhtälöllä on enintään yksi ratkaisu kullakin b ∈ Rm.
Erikoisesti homogeeniyhtälölläAx = 0 on vain triviaaliratkaisu. Mutta yllä on jo
todettu, että silloin matriisinA sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.

Oletetaan toiseksi, että matriisinA sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia ja
että yhtälölläAx = b on ratkaisuja. Silloinb ∈ [A]s. Lauseen 11.5.1 mukaan vek-
torin b esitys matriisinA sarakkeiden lineaarikombinaationa on yksikäsitteinen,
joten ratkaisuja on tasan yksi.✷
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Seuraus 13.3.2NeliömatriisiA ∈ Rn×n on säännöllinen jos ja vain jos sen sa-
rakkeet muodostavat avaruudenRn kannan.

Todistus.Lauseen 11.3.1 mukaan neliömatriisiA on säännöllinen jos ja vain jos
sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. Koska sarakkeet ovatn-vektoreita
ja niitä onn kappaletta, ne muodostavat kannan jos ja vain jos ne ovat lineaarisesti
riippumattomia.✷

Dimensiolause 13.3.3MatriisinA ∈ Rm×n riviavaruuden ja nolla-avaruuden di-
mensioiden summa onn, eli

r(A) + dimN(A) = n.

Todistus. Olkoon matriisinA astek := r(A). Matriisin A redusoidun por-
rasmuodon matriisissaU on silloin k nollasta poikkeavaa riviä. Yhtälöryhmäl-
lä Ax = 0 on silloin k johtavaa jan − k vapaasti valittavaa tuntematonta. Siis
dimN(A) = n− k. ✷

Esimerkki 13.3.4 OlkoonA ∈ Rm×n, b ∈ Rm ja oletetaan, että on olemassay,
z ∈ Rn, y 6= z, joille

Ay = b ja Az = b.

a) Mitä voidaan sanoa matriisinA asteesta ja nolla-avaruuden dimensiosta?

b) Entä jos erikoisestib = 0 ja y 6 ‖ z?

Ratkaisu. a) Lauseen 13.3.1 b)-kohdan nojalla matriisinA sarakkeet ovat lineaa-
risesti riippuvia ja siten aste

r(A) = dim[A]s ≤ n− 1.

Dimensiolauseen 13.3.3 mukaan nolla-avaruudelle pätee

dimN(A) = n− r(A) ≥ 1.

b) Koskay ja z ovat erisuuntaisia (ja siten kumpikaan ei voi olla nollavektori), on
dim[y, z] = 2. Koska

A(αy + βz) = αAy + βAz = 0,

on [y, z] ⊆ N(A). TätendimN(A) ≥ 2 ja Dimensiolauseen 13.3.3 mukaan

r(A) = n− dimN(A) ≤ n− 2.



13.4 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 13.2.10: MatriisinA redusoitu porrasmuoto on

U :=



1 2 0 3
0 0 1 2
0 0 0 0




Eräs riviavaruuden kanta on

{(
1 2 0 3

)
,
(
0 0 1 2

)}

ja sarakeavaruuden kanta 





1
2
1


,



−1
−3
1





 .

YhtälötAx = 0 ja Ux = 0 ovat yhtäpitäviä, jotenx = (x1 x2 x3 x4)
T ∈ N(A)

jos ja vain jos {
x1 + 2x2 + 3x4 = 0

x3 + 2x4 = 0

Kun valitaanx2 = s ∈ R, x4 = t ∈ R, ovat johtavat tuntemattomatx1 = −2s−3t
ja x3 = −2t. Nolla-avaruus koostuu vektoreista




x1

x2

x3

x4


=




−2s− 3t
s
−2t
t


= s




−2
1
0
0


+ t




−3
0
−2
1


, s, t ∈ R,

joten sen eräs kanta on 






−2
1
0
0


,




−3
0
−2
1








.



14 LINEAARIKUVAUS

Kun halutaan siirtää ”tietoa” samantyyppisten matemaattisten struktuureiden kes-
ken, sopiva siirtoväline on sellainen kuvaus (yleisemmin myös relaatio tai ope-
raattori), jokasäilyttäästruktuurien olennaiset ominaisuudet, ts. on yhteensopi-
va lähtö- ja maaliavaruuden rakenteiden kanssa. Lineaariavaruuksien kesken tie-
donsiirto tapahtuu luonnollisimminlaskutoimituksetsäilyttävienlineaarikuvaus-
ten avulla.

Äärellisulotteisten avaruuksien välisten lineaarikuvausten esittämisessä on mat-
riiseilla keskeinen osuus. Myös lineaariavaruudenkannanvaihtoeli siirtyminen
koordinaatistosta toiseen käy matriisin avulla.

14.1 Lineaarikuvauksen määrittely

Määritelmä 14.1.1 Olkoot (V,+, ·) ja (W,⊕,⊙) K-kertoimisia lineaariavaruuk-
sia. FunktioL : V → W on lineaarikuvauseli lineaarinen funktio(linear func-
tion, transformation, operator), jos

(i) L(u+ v) = L(u)⊕ L(v) kaikilla u, v ∈ V ,

(ii) L(α · u) = α⊙ L(u) kaikilla α ∈ K, u ∈ V .

Kaikkien lineaarikuvaustenV → W joukkoa merkitäänL(V,W ).

Huomautus 14.1.2a) Määritelmässä on haluttu korostaa laskutoimitusten mer-
kitystä. Jatkossa kertomerkit jätetään yleensä pois ja eriavaruuksien yhteenlasku-
ja merkitäänsamalla tavalla. On lisäksi muistettava, että skalaarillakertominen
suoritetaan ennen yhteenlaskua.

b) Vaatimukset (i) ja (ii) voidaan yhdistää ehdoksi:

(iii) L(αu+ βv) = αL(u) + βL(v) kaikilla u, v ∈ V , α, β ∈ K.

Esimerkki 14.1.3 Lineaarikuvauksia ovat ainakin:

a)nollakuvaus̄0 : V →W , 0̄(u) := 0 kaikilla u ∈ V ,

b) identtinen kuvausId : V → V , Id(u) := u,

c) edellisen yleistysskaalaustai venytys(dilation): vakioarvollaλ ∈ K määritel-
läänSλ : V → V , Sλ(u) := λu.
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Esimerkki 14.1.4 Muodostaako seuraava sääntöf lineaarikuvauksen,

f(x) :=

(
2x
−x

)
?

Ratkaisu. Muodostaa, kun lähtö- ja maalijoukot valitaan sopiviksi samakertoimi-
siksi lineaariavaruuksiksi, esimerkiksif : R→ R2, koska

(i) f(x+ y) =

(
2(x+ y)
−(x+ y)

)
=

(
2x+ 2y
−x− y

)
=

(
2x
−x

)
+

(
2y
−y

)
= f(x) + f(y)

(ii) f(αx) =

(
2αx
−(αx)

)
= α

(
2x
−x

)
= αf(x)

kaikilla x, y ∈ R, α ∈ R.

Tehtävä 14.1.5Onko seuraava funktio lineaarinen?

a)f : R→ R, f(x) = 3 + x

b) g : R→ R, g(x) = 3x

Ratkaisu sivulla 202.

Lause 14.1.6JosL : V →W on lineaarikuvaus, niin

a) L(0V ) = 0W ,

b) L(−u) = −L(u) kaikilla u ∈ V ,

c) L
(∑k

i=1 αiui

)
=
∑k

i=1 αiL(ui) kaikilla skalaareillaαi ja ui ∈ V .

Todistus.a) Lineaariavaruuden laskusääntöjen ja ehdon (ii) nojalla

L(0V ) = L(00V ) = 0L(0V ) = 0W .

b) Pitää osoittaaL(−u) vektorinL(u) vastavektoriksi. Mutta:

L(u) + L(−u) = L(u+ (−u)) = L(0V ) = 0W .

c) Induktiolla (harjoitustehtävä).✷

Tehtävä 14.1.7Osoita Huomautuksen 14.1.2 ehto (iii) yhtäpitäväksi ehtojen (i)
ja (ii) kanssa.
Ratkaisu sivulla 202.

Tehtävä 14.1.8Olkoot (V,+, ·) ja (W,⊕,⊙) K-kertoimisia lineaariavaruuksia.
Osoita, että kaikkien lineaarikuvaustenV → W joukko L(V,W ) varustettuna
funktioiden pisteittäisellä yhteenlaskulla ja skaalausfunktioilla onK-kertoiminen
lineaariavaruus.
Ratkaisu sivulla 202.
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14.2 Tason lineaarikuvauksia

Merkintäsopimus: Kun muuttujana on vektori tai matriisi, jossa itsessään on su-
lut, jätetään muut sulut pois; esimerkiksi

L

(
x1

x2

)
= L

((
x1

x2

))

Olkootλ ∈ R ja x = (x1 x2)
T ∈ R2. Määritellään kuvauksetP , H, S, K : R2 →

R2,

P (x) :=

(
x1

0

)
, H(x) :=

(
x1

−x2

)
,

S(x) := λx, K(x) :=

(
−x2

x1

)
.

Näitä lineaarisia perusfunktioita on esitelty Kuvissa 22 ja 23.

x

projektio       
1. koordinaatille

x1

x2

P(x) x1

x2
x

peilaus vaaka-
akselin yli

x2

x1

H(x)

Kuva 22: Projektio ja peilaus

S(x) = x

x

skaalauksia x2

λ = 3

x1

λ =

1
2

S(x
) =

 3x 
1
2

kierto 90 astetta
positiiviseen suuntaan

x2

x1

x2

x

x1

x1

-x2

K(x)

Kuva 23: Venytyksiä ja kierto

KuvausP onprojektioja se projisoi tasojoukonx1-akselille. KuvausH onpeilaus
x1-akselin suhteen. KuvausS on venytys(dilation) ja se kuvaa tasokuvion kool-
taan|λ|-kertaiseksi (suurennus/pienennys). KuvausK on kierto origon suhteen
kulmanπ

2
verranpositiiviseen suuntaan, so. vastapäivään.
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Lisäksi voi katsoa dynaamiset kuviot
Lineaariset perusfunktiot tasossa(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/LineaarisetPerusfunktiot.htm

Lause 14.2.1KuvauksetP , H, S, K : R2 → R2 ovat lineaarisia.

Todistus. EdelläP , H, S ja K on jo todettu funktioiksiR2 → R2, ja nämä ovat
R-kertoimisia lineaariavaruuksia. Käytetään nyt joko määritelmän ehtoja (i) ja (ii)
tai niiden yhdistelmää (iii):

P ja H) Kaikilla α, β ∈ R ja x = (x1 x2)
T , y = (y1 y2)

T ∈ R2 on tason
normaalein laskutoimituksin:

αx+ βy =

(
αx1 + βy1
αx2 + βy2

)
.

(iii) Näin ollen soveltaen funktioiden määrittelyä

P (αx+ βy) = P

(
αx1 + βy1
αx2 + βy2

)
=

(
αx1 + βy1

0

)
= α

(
x1

0

)
+ β

(
y1
0

)

= αP (x) + βP (y),

H(αx+ βy) = H

(
αx1 + βy1
αx2 + βy2

)
=

(
αx1 + βy1
−αx2 − βy2

)
= α

(
x1

−x2

)
+ β

(
y1
−y2

)

= αH(x) + βH(y).

S) (i) ja (ii): jos α ∈ R ja x, y ∈ R2, niin skalaari-vektori-laskusääntöjen mukaan

S(x+ y) = λ(x+ y) = λx+ λy = S(x) + S(y),
S(αx) = λ(αx) = α(λx) = αS(x).

TapausK jätetään harjoitustehtäväksi.✷

Tehtävä 14.2.2Todista lineaariseksi bijektioksi tason kiertoK : R2 → R2,

K

(
x1

x2

)
:=

(
−x2

x1

)
.

Ratkaisu sivulla 203.

Esimerkki 14.2.3 Voiko kuvausF : R2 → R2, jolle

F

(
1
0

)
=

(
2
1

)
, F

(
1
1

)
=

(
0
1

)
, F

(
3
2

)
=

(
−1
0

)
,

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/LineaarisetPerusfunktiot.htm
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olla lineaarinen?

Ratkaisu. Oletetaanpa, ettäF olisi kyseisenlainen lineaarikuvaus. Koska
(
3
2

)
=

(
1
0

)
+ 2

(
1
1

)
,

olisi lineaarikuvauksen ominaisuuksien (i) ja (ii) mukaan

F

(
3
2

)
= F

(
1
0

)
+ 2F

(
1
1

)
=

(
2
1

)
+

(
0
2

)
=

(
2
3

)
.

Tämä on ristiriidassa alkuperäisen vaatimuksen

F

(
3
2

)
=

(
−1
0

)
.

kanssa. SiisF ei voikaan olla lineaarikuvaus.

14.3 LineaarikuvauksiaRn → Rm

Seuraavassa joitakin eriulotteisten avaruuksien välisiäkuvauksia, joista osa on
lineaarisia, osa ei. Luvussa 16 osoitetaan, että jokainen lineaarikuvausRn → Rm

voidaan esittää matriisin avulla.

Esimerkki 14.3.1 KuvausL : R2 → R,

L(x) = L

(
x1

x2

)
:= x1 + x2,

nähdään helposti lineaariseksi.

Esimerkki 14.3.2 KuvausL : R2 → R3,

L(x) = L

(
x1

x2

)
:=




x2

x1

x1 + x2


,

on lineaarinen, sillä josα ∈ R ja x = (x1 x2)
T , y = (y1 y2)

T ∈ R2,

L(x+ y) = L

(
x1+y1
x2+y2

)
=




x2+y2
x1+y1

x1+y1 + x2+y2


=




x2

x1

x1+x2


+




y2
y1

y1+y2




= L(x) + L(y),

L(αx) = L

(
αx1

αx2

)
=




αx2

αx1

αx1 + αx2


=




αx2

αx1

α(x1 + x2)


= αL(x).
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Esimerkki 14.3.3 OlkoonL : R2 → R3 lineaarikuvaus, jolle

L

(
1
0

)
=




2
1
−1


 ja L

(
0
1

)
=



1
0
1


.

LaskeL(x).

Ratkaisu. Koska

x =

(
x1

x2

)
= x1

(
1
0

)
+ x2

(
0
1

)
,

on lineaarisuuden nojalla

L(x) = x1L

(
1
0

)
+ x2L

(
0
1

)
= x1




2
1
−1


+ x2



1
0
1


=




2x1 + x2

x1

−x1 + x2




Esimerkki 14.3.4 Onko kuvausN : R2 → R,

N(x) :=
√
x2
1 + x2

2,

lineaarinen?

Ratkaisu. Ei ole lineaarinen, sillä esimerkiksi (ii) ei toteudu:

N

(
−2
(
1
1

))
= N

(
−2
−2

)
=
√
4 + 4 = 2

√
2,

−2N
(
1
1

)
= −2

√
1 + 1 = −2

√
2.

Esimerkki 14.3.5 OlkoonA ∈ Rm×n. Silloin kuvausLA : Rn → Rm,

LA(x) := Ax,

on lineaarinen. Nimittäin, matriisien laskukaavojen mukaan (iii) tosi:

LA(αx+βy) = A(αx+βy) = A(αx)+A(βy) = αAx+βAy = αLA(x)+βLA(y).

Tehtävä 14.3.6Onko funktioL,

L

(
x1

x2

)
= 3x2

1 − 4x2

tulkittavissa lineaarikuvaukseksi?
Ratkaisu sivulla 203.
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14.4 Muita esimerkkejä

Määrätty integraali on integroitavan funktion suhteen lineaarinen. Funktion de-
rivoiminen ja integroiminen ovat lineaarisia funktiojoukkojen välisiä operaatioi-
ta (integroinnissa pitää kuitenkin jotenkin kiinnittää primitiivijoukosta aina yksi
funktio jollakin ehdolla, tai sitten vaihtaa maalijoukoksi primitiivien ekvivalens-
siluokat, ks. Analyysit).

Esimerkki 14.4.1 OlkoonI : C([a, b],R)→ R,

I(f) :=

∫ b

a

f(x) dx.

Silloin

I(αf + βg) =

∫ b

a

(αf + βg)(x) dx = αI(f) + βI(g).

Esimerkki 14.4.2 KuvausD, joka kuvaa derivoituvan funktion sen derivaatta-
funktioksi,D(f) = f ′, on lineaarinen. Lineaarisia ovat myös (differentiaaliyhtä-
löistä tutut) Laplace-muunnosf 7→ L(f), missä

L(f)(s) :=
∫ ∞

0

e−sxf(x) dx,

sekä sen käänteismuunnosL−1.
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14.5 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 14.1.5 : a) Ei ole lineaarinen, sillä esimerkiksi

(i) f(0 + 0) = f(0) = 3, muttaf(0) + f(0) = 3 + 3 = 6.

b) On lineaarinen. Josx, y, α, β ∈ R, niin

(ii) f(αx+βy) = 3(αx+βy) = 3αx+3βy = α · 3x+ β · 3y = αf(x) +βf(y).

Tehtävä 14.1.7 : a) Oletetaan, että (i) ja (ii) ovat voimassaja u, v ∈ V , α, β ∈ K.
Käyttämällä ensin ehtoa (i) ja sitten (ii) saadaan

L(αu+ βv) = L(αu)⊕ L(βv) = αL(u)⊕ βL(v).

Kääntäen, jos (iii) on totta, ehto (i) saadaan erikoistapauksena valitsemallaα =
β = 1. Samoin ehto (ii) seuraa valinnoillaβ = 0 ja v = 0.

Tehtävä 14.1.8 : Helposti nähdään, että kaikkien funktioiden joukko

F(V,W ) = { f : V →W | f funktio}

varustettuna Esimerkistä 9.3.6 tutuilla pisteittäisilläoperaatioilla

(f + g)(v) := f(v)⊕ g(v) kaikilla v ∈ V
(αf)(v) := α⊙ f(v) kaikilla α ∈ K,v ∈ V.

on lineaariavaruus. Lineaarisista funktioista koostuva osajoukkoL(V,W ) on epä-
tyhjä, sillä ainakin nollafunktio on lineaarinen.L(V,W ) osoitetaan lineaariava-
ruudeksi osoittamalla se aliavaruudeksi:

(i) OlkootL, M ∈ L(V,W ). Silloin (summan määritelmän, lineaarisuuden, vaih-
dannaisuuden ja liitännäisyyden sekä uudelleen summan määritelmän mukaan)

(L+M)(u+v) = L(u+v)⊕M(u+v) = (L(u)⊕L(v))⊕ (M(u)⊕M(v))

= (L(u)⊕M(u))⊕ (L(v)⊕M(v)) = (L+M)(u)⊕ (L+M)(v).

L+M on siis lineaarinen ja sitenL+M ∈ L(V,W ).

(ii) Olkoot L ∈ L(V,W ) ja u ∈ V , α, β ∈ K. Silloin

(αL)(βu) = α⊙L(βu) = α⊙ (β⊙L(u)) = β⊙ (α⊙ L(u)) = β ⊙ ((αL)(u)) .

Siis myösαL ∈ L(V,W ).

Aliavaruutena(L(V,W ),+, ·) onK-kertoiminen lineaariavaruus.



14.5 Ratkaisuja tehtäviin 203

Tehtävä 14.2.2 :K on selvästi funktioR2 → R2, ja nämä ovatR-kertoimisia
lineaariavaruuksia. Käytetään määritelmän yhdistelmäehtoa
(iii): Olkoot α, β ∈ R ja x = (x1 x2)

T , y = (y1 y2)
T ∈ R2 mielivaltaisia. Silloin:

K(αx+ βy) = K

(
αx1 + βy1
αx2 + βy2

)
=

(
−(αx2 + βy2)

αx1 + βy1

)
= α

(
−x2

x1

)
+ β

(
−y2
y1

)

= αK(x) + βP (y).

Bijektioksi osoittaminen käy tässä vikkelimmin näin:
Osoitetaan, ettäkullekin maalijoukon alkiollez = (z1 z2)

T ∈ R2 kuvautuutasan
yksi vektori lähtöjoukosta; tämänkullekin-osa takaa surjektiivisuuden jatasan
yksi-osa injektiivisyyden!

Mutta sellainen vektorihan on täsmälleenu := (z2 −z1)T ∈ R2, sillä

K(u) = K

(
z2
−z1

)
=

(
−(−z1)

z2

)
= z.

Tehtävä 14.3.6 : Tarkasteltuna esimerkiksi funktionaR2 → R ei L luonnollisesti
ole lineaarinen. Mutta:

1) kun otetaan

V :=

{(
0
0

)}
jaW := {0},

niin

L

(
0
0

)
= 0.

SilloinpaL : V →W on lineaarikuvaus, nimittäin nollakuvaus.

2) kun otetaan

V :=

{(
0
y

) ∣∣∣ y ∈ R

}
jaW := R,

niin

L

(
0
x2

)
= −4x2,

joka on selvästikin lineaarinen!
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Lineaarikuvaukseen liittyy useita aliavaruuksia, lähtöpuolella ainakin ydin ja maa-
lipuolella kuvajoukon muodostama kuva-avaruus.

15.1 Aliavaruuksien säilyminen

Määritelmä 15.1.1 LineaarikuvauksenL : V → W ydin (kernel) on joukko

ker(L) := L−1({0W}) = {u ∈ V | L(u) = 0W },

ja kuva-avaruus(range) on koko avaruuden kuvajoukko

L(V ) = {L(u) | u ∈ V }.

Lause 15.1.2Lineaarikuvauksen ydin on lähtöavaruuden alivaruus, ja kuva-avaruus
on maaliavaruuden aliavaruus.

Todistus.OlkoonL : V →W lineaarikuvaus.

1) (0)ker(L) ⊆ V ja ker(L) 6= ∅, sillä Lauseen 14.1.6 a) mukaan0V ∈ ker(L).

(iii) Olkoot α, β ∈ K ja u, v ∈ ker(L). Silloin

L(αu+ βv) = αL(u) + βL(v) = α0W + β0W = 0W ,

jotenαu+ βv ∈ ker(L) (Tehtävä 14.1.7).

2) (0) Määrittelynsä mukaanL(V ) ⊆W , ja koskaL(0V ) = 0W , onL(V ) 6= ∅.
(i), (ii) Olkoot α ∈ K ja u′, v′ ∈ L(V ). Silloin on olemassa vektoritu, v ∈ V ,
joille L(u) = u′ jaL(v) = v′. Koskau+ v ∈ V ja αu ∈ V , on

u′ + v′ = L(u) + L(v) = L(u+ v) ∈ L(V ),
αu′ = αL(u) = L(αu) ∈ L(V ).

Siis ydin ja kuva-avaruus ovat lineaarisia aliavaruuksia.✷

Edelleen, lineaarikuvaus säilyttää aliavaruusominaisuudet:

Seuraus 15.1.3OlkoonL : V → W lineaarikuvaus. Silloin:

a) Aliavaruuden kuvajoukko on maaliavaruuden aliavaruus.

b) Aliavaruuden alkukuva on lähtöavaruuden aliavaruus.
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Todistus. a) OlkoonS ⊆ V aliavaruus. Silloin se on lineaariavaruus ja rajoittu-
makuvausL|S : S →W ,

(L|S)(u) := L(u) kaikilla u ∈ S,

on lineaarinen, jotenL(S) = (L|S)(S) ⊆ W on aliavaruus (Lause 15.1.2).

b) Harjoitustehtävä.✷

Esimerkki 15.1.4 OlkoonL : R3 → R2,

L



x1

x2

x3


 :=

(
x1 + x2

x2 + x3

)
,

ja olkoonS ⊆ R3 vektoreidene1 = (1 0 0)T jae3 = (0 0 1)T virittämä aliavaruus.
Määritä kuvauksenL ydin, kuva-avaruus jaL(S).

Ratkaisu. KuvausL on lineaarinen (totea itse!). Koskax ∈ ker(L) ⇔ L(x) = 0,
on

x ∈ ker(L) ⇔
{

x1 + x2 = 0
x2 + x3 = 0

⇔





x1 = t
x2 = −t
x3 = t, t ∈ R

ja

ker(L) =



 t




1
−1
1



∣∣∣∣ t ∈ R



 .

KoskaS =
{
a(1 0 b)T + b(0 0 1)T | a, b ∈ R

}
=
{
(a 0 b)T | a, b ∈ R

}
ja siten

L



a
0
b


=

(
a
b

)
,

onL(S) = R2. KoskaS ⊆ R3 jaL(S) = R2, on myösL(R3) = R2.

Tehtävä 15.1.5Määritä lineaarikuvauksenL : R2 → R2,

L

(
x1

x2

)
:=

(
x1 − 2x2

4x2 − 2x1

)
,

ydin ja kuva-avaruus.
Ratkaisu sivulla 216.
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15.2 Bijektiiviset lineaarikuvaukset

Tarkastellaan seuraavaksi, kuinka lineaariset bijektiotsäilyttävät vektoriavaruuk-
sien ominaisuuksia. Todetaan kuitenkin aluksi lineaarikuvausten yhdistämistä
koskeva tulos:

Lause 15.2.1JosL : U → V ja M : V → W ovat lineaarikuvauksia, niin
yhdistetty kuvausM◦L : U →W on lineaarinen.

Todistus.Harjoitustehtävä.✷

Tehtävä 15.2.2Muodosta yhdistetty kuvausM ◦ L, kun

L(x) :=

(
x
2x

)
, M

(
x1

x2

)
:=




x1 − x2

x1 − 2x2

2x1 + x2




Onko yhdistetty kuvaus lineaarinen?
Ratkaisu sivulla 216.

Lause 15.2.3Jos lineaarikuvausL : V → W on bijektio, niin käänteiskuvaus
L−1 : W → V on lineaarinen bijektio.

Todistus.OlkoonL : V → W lineaarinen bijektio. Silloin on olemassa käänteis-
kuvausL−1 : W → V , joka tunnetusti myös on bijektio.

(iii) Olkoot α, β ∈ K ja u, v ∈ W . Silloin on olemassaL−1(αu+ βv) ∈ V ja

L(L−1(αu+ βv)) = αu+ βv.

Toisaalta on myös olemassaL−1(u), L−1(v) ∈ V ja

L(αL−1(u) + βL−1(v)) = αL(L−1(u)) + βL(L−1(v)) = αu+ βv.

KoskaL on injektio, on edellisten nojalla

L−1(αu+ βv) = αL−1(u) + βL−1(v).

TätenL−1 on lineaarinen.✷

Lause 15.2.4LineaarikuvausL : V → W on injektio jos ja vain jos sen ydin on
pelkkä yksiöker(L) = {0V }.
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Todistus.Joka tapauksessaL(0V ) = 0W (Lause 14.1.6 kohta a).

⇒ JosL on injektio, ei muita kuvaudu nollalle, jotenker(L) = {0V }.
⇐ Olkoonker(L) = {0V }. JosL(u) = L(v), on

L(u− v) = L(u)− L(v) = 0W

ja sitenu− v ∈ ker(L). Oletuksen mukaanu− v = 0V ja sitenu = v. SiisL on
injektio.✷

Tehtävä 15.2.5Ovatko Tehtävän 15.2.2 kuvauksetL,M ja M ◦ L injektioita,
ovatko surjektioita? Ratkaisu sivulla 216.

Tehtävä 15.2.6Onko Tehtävän 15.1.5 kuvausL : R2 → R2,

L

(
x1

x2

)
:=

(
x1 − 2x2

4x2 − 2x1

)
,

injektio? Ratkaisu sivulla 216.

Esimerkki 15.2.7 OlkoonL : R3 → P,

L



a
b
c


 := b+ 2cx.

1) OsoitaL lineaariseksi.
2) Määritä ydin ja kuva-avaruus.
3) OnkoL injektio?

Ratkaisu. 1) Ensinnäkin, sääntöL todella määrittelee funktionR-kertoimisten li-
neaariavaruuksien välille. Olkootα ∈ R ja (a b c)T , (d e f)T ∈ R3 mielivaltaisia.
(i) ja (ii):

L





a
b
c


+



d
e
f




 = L



a+ d
b+ e
c+ f


= b+ e+ 2(c+ f)x

= b+ 2cx+ e + 2fx = L



a
b
c


+ L




d
e
f




L


α



a
b
c




 = L



αa
αb
αc


= αb+ 2αcx = α(b+ 2cx) = αL



a
b
c


.

Määritelmän mukaanL on lineaarinen.
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2) Mitä kuvautuu nollapolynomille, mille kaikille kuvautuu jotain?

L



a
b
c


= 0̂ ⇐⇒

{
b+ 2cx ≡ 0
a ∈ R

⇐⇒





a ∈ R
b = 0
c = 0

Siis ydin

ker(L) =







a
0
0



∣∣∣∣ a ∈ R



 =



a



1
0
0



∣∣∣∣ a ∈ R





on suora avaruudessaR3. Kuva-avaruus on selvästi

L(R3) = {α + βx | α, β ∈ R} = P1.

3) Lauseen 15.2.4 mukaanL ei ole injektio, silläker(L) 6= {0R3}.

Lause 15.2.8OlkoonL : V → W lineaarikuvaus jaU = {u1, . . . ,uk} ⊆ V ,
jolloin L(U) = {L(u1), . . . , L(uk)}.
a) JosL(U) on lineaarisesti riippumaton ja siinä onk alkiota, on myösU lineaa-
risesti riippumaton.

b) JosL on injektio jaU on lineaarisesti riippumaton, onL(U) lineaarisesti riip-
pumaton.

Todistus.a) Olkoonα1u1 + · · ·+ αkuk = 0V . Silloin Lauseen 14.1.6 kohtien c)
ja a) mukaan

k∑

i=1

αiL(ui) = L

(
k∑

i=1

αiui

)
= L(0V ) = 0W .

Oletusten mukaan kuvatL(ui) ovat eri alkioita jaL(U) on lineaarisesti riippuma-
ton. Edellisen laskun mukaan

α1L(u1) + · · ·+ αkL(uk) = 0W ,

joten on oltavaα1 = · · · = αk = 0. SiisU on lineaarisesti riippumaton.

Kohta b) jätetään harjoitustehtäväksi.✷

Seuraus 15.2.9JosL : V →W on lineaarikuvaus jaU = {u1, . . . ,uk} ⊆ V , on
dim[U ] ≥ dim[L(U)]. Jos lisäksiL on injektio, ondim[U ] = dim[L(U)].

Tehtävä 15.2.10Onko Lauseen 15.2.8 kohdan a) oletus, että kuvat ovat eri al-
kioita, välttämätön? Tarkemmin sanottuna: onko olemassa tilanne, jossa (ainakin)
kahdella vektoreistaui on sama kuva jaL(U) on lineaarisesti riippumaton, mutta
U on lineaarisesti riippuva?
Ratkaisu sivulla 216.
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15.3 Dimensiolause

Matriisiin liittyviä aliavaruuksia koskeva Dimensiolause 13.3.3 yleistyy koske-
maan äärellisulotteisessa lineaariavaruudessa määriteltyjä lineaarikuvauksia.

Dimensiolause 15.3.1OlkoonV äärellisulotteinen lineaariavaruus jaL : V →
W lineaarikuvaus. Silloin

dimV = dimL(V ) + dimker(L).

Todistus.A. Josdim V = 0, niin V = {0V }. KoskaL(0V ) = 0W , onker(L) =
{0V }, L(V ) = {0W} ja

dimL(V ) + dimker(L) = 0 + 0 = 0 = dimV.

B. Olkootn := dimV ∈ N ja k := dim ker(L), jolloin 0 ≤ k ≤ n.

Tapausk = n. OlkoonU := {e1, . . . , en} jokin avaruudenker(L) kanta. Seu-
rauksen 12.4.6 nojallaU on myös avaruudenV kanta, jotenV = ker(L). L on
siis nollakuvaus jaL(V ) = {0W}. Täten

dimL(V ) + dimker(L) = 0 + n = dimV.

Tapausk < n. Josk = 0, onL Lauseen 15.2.4 mukaan injektio ja siten kuvaukse-
naV → L(V ) bijektio. Soveltaen Seurausta 15.2.9 avaruudenV kantaan (miten?)
saadaandimL(V ) = dim V , joten väite on tosi.

Olkoon lopuksi0 < k < n. Valitaan jokin avaruudenker(L) kantaUk :=
{e1, . . . , ek} ja täydennetään se Lauseen 12.6.1 nojalla avaruudenV kannaksi

Un := Uk ∪ {ek+1, . . . , en}.

Väite tulee todistetuksi, kun osoitetaan joukkoU ′ := {L(ek+1), . . . , L(en)} ava-

e
k+1

v = L(u)u

en

e
1

e
k

ker(L) L(V)

L(e     )
k+1

L(e )n

V W

0
W0

V

Kuva 24: Dimensiolauseen todistuksen havainnollistus

ruudenL(V ) kannaksi. Silloin nimittäindimL(V ) = n− k (ks. Kuva 24).



210 15 LINEAARIKUVAUS JA ALIAVARUUDET

Viritys. Olkoonv ∈ L(V ). Valitaan jokinu ∈ V , jolleL(u) = v. Alkio u voidaan
esittää kannanUn avulla

u = x1e1 + · · ·+ xkek + · · ·+ xnen.

KoskaL(e1) = · · · = L(ek) = 0W , on

v = L(u) = x1L(e1) + · · ·+ xkL(ek) + · · ·+ xnL(en)
= xk+1L(ek+1) + · · ·+ xnL(en),

jotenU ′ virittää avaruudenL(V ).

Lineaarinen riippumattomuus.Olkoon

αk+1L(ek+1) + · · ·+ αnL(en) = 0W .

Lineaarisuuden nojallaL(αk+1ek+1 + · · ·+ αnen) = 0W , joten vektori

w := αk+1ek+1 + · · ·+ αnen ∈ ker(L).

Silloin myös−w ∈ ker(L). KoskaUk on avaruudenker(L) kanta, on olemassa
skalaaritαi siten, että

−w = α1e1 + · · ·+ αkek.

Siis yhteensä

n∑

i=1

αiei =

k∑

i=1

αiei +

n∑

i=k+1

αiei = −w +w = 0V .

KoskaUn on avaruudenV kanta, seuraaα1 = · · · = αk = αk+1 = · · · = αn = 0.
Siis erityisesti kaikki luvutαk+1, · · ·, αn ovat nollia ja sitenU ′ on lineaarisesti
riippumaton.✷
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Esimerkki 15.3.2 KuvausL : R3 → R3,

L



x1

x2

x3


=



x1 − x2 + x3

x1

x1 + x2 − x3




on lineaarinen (totea itse!). Määritä sen ydin ja kuva-avaruus sekä näiden dimen-
siot.

Ratkaisu. Ydin selviää yhtälöryhmänL(x) = 0 ratkaisuista:




x1 − x2 + x3 = 0
x1 = 0
x1 + x2 − x3 = 0

⇐⇒





x1 = 0
x2 = t
x3 = t, t ∈ R

Siis ydinker(L) =
{
t(0 1 1)T | t ∈ R

}
ja dimker(L) = 1.

Dimensiolauseen 15.3.1 nojalladimL(R3) = 2. Vektori y ∈ L(R3) jos ja vain
jos on olemassax = (x1 x2 x3)

T ∈ R3, jolle

y = L(x) ⇔ y = x1



1
1
1


+ x2



−1
0
1


+ x3




1
0
−1




Nähdään helposti, että

y = x1



1
1
1


+ (x2 − x3)



−1
0
1


,

joten kuva-avaruus on

L(R3) =



s



1
1
1


+ t



−1
0
1



∣∣∣∣ s, t ∈ R
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15.4 Dimension säilyminen

Lause 15.4.1OlkoonV äärellisulotteinen lineaariavaruus jaL : V → W lineaa-
rikuvaus. KuvausL on injektio jos ja vain josdimV = dimL(V ).

Todistus.Lauseisiin 15.2.4 ja 15.3.1 nojautuen:

L injektio ⇐⇒ ker(L) = {0} ⇐⇒ dimker(L) = 0 ⇐⇒ dimV = dimL(V ).

✷

Lause 15.4.2OlkootV ja W K-kertoimisia äärellisulotteisia lineaariavaruuksia,
joille dimV = dimW . LineaarikuvaukselleL : V → W ovat seuraavat ominai-
suudet yhtäpitäviä:

a)L on bijektio.

b)L on injektio.

c)L on surjektio.

Todistus.Olkoonn := dim V = dimW . Todistetaan: a)⇒ b)⇒ c)⇒ a).

a)⇒ b) on triviaali.

b)⇒ c): KoskaL on injektio, on Lauseen 15.2.4 nojalladimker(L) = 0, ja si-
ten Lauseen 15.4.1 mukaandimV = dimL(V ) = n = dimW . Josn = 0,
on L(V ) = W = {0}, ja L on surjektio. Josn > 0, niin avaruudellaL(V ) on
n-alkioinen kantaU ⊆ L(V ). KoskadimW = n ja U ⊆ W on lineaarisesti riip-
pumaton, onU Lauseen 12.4.6 mukaan myös avaruudenW kanta. Mutta silloin
L(V ) = [U ] = W , jaL on surjektio.

c)⇒ a): KoskaL on surjektio, onL(V ) = W . Koskadimker(L) = dim V −
dimL(V ) = n − n = 0, on ydin pelkkä nollavektori. Lauseen 15.2.4 nojallaL
myös injektio.✷

Esimerkki 15.4.3 OlkoonL : R3 → R3 (V →W ),

L



x1

x2

x3


 :=



x1 + 2x2 + 3x3

2x1 + 3x2 + x3

3x1 + x2




Osoita L lineaariseksi bijektioksi.

Ratkaisu. Havaitaan helposti, ettäL on matriisin määräämä:

L



x1

x2

x3


= Ax =



1 2 3
2 3 1
3 1 0





x1

x2

x3
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Täten se on lineaarinen.

LähtöavaruudenV dimV = 3 ja maaliavaruudenW dimW = 3, joten Lauseen
15.4.2 mukaan riittää todistaaL vaikkapa surjektioksi.

Olkoony ∈ R3. Näytetään, että eräällex ∈ R3 onL(x) = y. Lineaarikuvauksen
L matriisilleA on

det(A) =

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
2 3 1
3 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 0 + 6 + 6− 27− 1− 0 = −16 6= 0,

joten on olemassaA−1. Siis

L(x) = Ax = y ⇐⇒ x = A−1y ∈ R3.

SiisL on surjektio ja lauseen 15.4.2 mukaan bijektio.

Seuraus 15.4.4AvaruuksienRn jaRm välillä on lineaarisiainjektioita jos ja vain
josm ≥ n, ja lineaarisia bijektioita aina ja vain kunm = n.

Tehtävä 15.4.5Osoita, että funktioL : R2 → P1,

L

(
a
b

)
:= 2a− bx,

on bijektio.
Ratkaisu sivulla 217.
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15.5 Isomorfisuus

Äärellisulotteisten lineaariavaruuksien eräs luokitteluperuste on niiden dimensio.
Osoitetaan, että samaa äärellistä dimensiota olevatK-kertoimiset lineaariavaruu-
det ovat olennaisesti samoja.

Määritelmä 15.5.1 KahdenK-kertoimisen lineaariavaruuden välinen lineaarinen
bijektio on(lineaari-)isomorfismi. LineaariavaruudetV jaW ovatisomorfiset, jos
on olemassa isomorfismiV →W . Isomorfisuutta merkitäänV ≃ W .

Lause 15.5.2Isomorfisuus on ekvivalenssirelaatio samakertoimisten lineaariava-
ruuksien joukossa.

Todistus.Merkitään

W := {V | V onK-kertoiminen lineaariavaruus}.

Ekvivalenssin vaatimukset: kaikillaU , V , W ∈ W on oltava voimassa

1. Refleksiivisyys.V ≃ V : identtinen kuvausId : V → V on lineaarinen
bijektio.

2. Symmetrisyys. JosV ≃ W , niin W ≃ V : OlkoonL : V → W lineaarinen
bijektio. SilloinL−1 : W → V on lineaarinen bijektio.

3. Transitiivisuus. OlkootU ≃ V jaV ≃W , sekäL : U → V jaM : V →W
lineaarisia bijektioita. SilloinM◦L : U →W on lineaarinen bijektio, joten
U ≃W .

Siis (W,≃) on ekvivalensirelaatio.✷

Esimerkki 15.5.3 Osoita, ettäR ja tasonR2 suora

S :=

{(
x1

x2

)
∈ R2

∣∣∣∣ x2 = 5x1

}

ovat isomorfiset.

Ratkaisu. Origon kautta kulkeva suoraS on selvästi tasonR2 aliavaruus, joten se
onR-kertoiminen lineaariavaruus. KuvausL : R→ S,

L(t) :=

(
t
5t

)
,

on lineaarinen bijektio (totea itse!), siis eräs sopiva isomorfismi.
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Lause 15.5.4OlkootV ja W K-kertoimisia äärellisulotteisia lineaariavaruuksia.
AvaruudetV jaW ovat isomorfisia jos ja vain josdimV = dimW .

Todistus. 1) Olkoon L : V → W isomorfismi. KoskaL on injektio, on
dimker(L) = 0. KoskaL on surjektio, onL(V ) = W . Dimensiolauseen 15.3.1
mukaan

dimV = dimker(L) + dimL(V ) = dimW.

2) Olkoonn := dimV = dimW . Josn = 0, on asia selvä. Jos taasn > 0, joukko
Kn onn-ulotteinenK-kertoiminen lineaariavaruus (todista!).

Asia on selvä, kun osoitetaan, ettäV ≃ Kn. Vastaavasti nimittäin voidaan osoittaa,
ettäW ≃ Kn, ja siten Lauseen 15.5.2 nojallaV ≃ W .

Valitaan avaruudelleV jokin kanta{e1, . . . , en}. Kullakin avaruudenV vektorilla
on kannassa yksikäsitteiset koordinaatitxi ∈ K. Määritellään siisL : Kn → V ,

L




x1
...
xn


 := x1e1 + · · ·+ xnen.

KuvausL osoitetaan helposti lineaariseksi. Koordinaattiesityksen olemassaolon
nojallaL on surjektio ja koordinaattien yksikäsitteisyyden nojallaL on injektio.
SiisL on lineaarinen bijektio, jaV ≃ Kn. ✷

Lauseen todistuksesta saatiin sivutuotteena:

Seuraus 15.5.5JosV on reaalikertoiminen (vast. kompleksikertoiminen) lineaa-
riavaruus jadimV = n, niin V ≃ Rn (vast.V ≃ Cn).

Tehtävä 15.5.6Osoita, ettäR3 jaP3:n aliavaruus
{
a+ (a + b)x+ cx3 | a, b, c ∈ R

}

ovat isomorfiset.

Ratkaisu sivulla 217.

Esimerkki 15.5.7 Korkeintaan astettan−1 olevien reaalisten polynomien lineaa-
riavaruus onn-ulotteinen. SiisPn−1 ≃ Rn. Isomorfismiksi käy kuvaus

L



a1
...
an


 := a1 + a2x+ · · ·+ anx

n−1.



15.6 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 15.1.5 : Ytimeksi saadaan ratkaisemalla yhtälöryhmäL(x) = 0:

kerL =

{
t

(
2
1

) ∣∣∣∣ t ∈ R

}
.

Edelleeny = L(x) jos ja vain jos

y =

(
y1
y2

)
=

(
x1 − 2x2

−2x1 + 4x2

)
=

(
x1 − 2x2

−2(x1 − 2x2)

)
=

(
t

−2t

)

jollakin t ∈ R. Siis kuva-avaruus on

L(R2) =

{
t

(
1
−2

) ∣∣∣∣ t ∈ R

}
,

eli koko taso kuvautuu suoralle.

Tehtävä 15.2.2 : Lienee ilmeistä valita lähtö- ja maalijoukot niin, että kyseessä
ovat funktiotL : R→ R2 jaM : R2 → R3. Silloin M ◦L on määritelty ja funktio
R→ R3. Edelleen:

(M ◦ L)(x) = M (L(x)) = M

(
x
2x

)
=




x− 2x
x− 4x
2x+ 2x


=



−x
−3x
4x


= x



−1
−3
4




Kyseessä on siis reaaliakselin kuvaaminen avaruudenR3 suoralle. FunktiotL ja
M todetaan helposti lineaarisiksi. MyösM ◦ L on lineaarinen; todistus joko suo-
raan tai Lauseen 15.2.1 perusteella.

Tehtävä 15.2.5 : Ovat injektioita, sillä ne ovat lineaarisia ja ytimet ovat lähtöava-
ruuksien triviaaleja aliavaruuksia. Surjektiivisuus riippuu siitä miten maalijoukot
on valittu (myös lähtöjoukot voivat vaikuttaa asiaan). Tehtävän 15.2.2 ratkaisun
(s. 216) tilanteessa funktiot eivät ole surjektioita.

Mutta jos funktionL maalijoukoksi valitaan sen kuva-avaruus (tason suora),
samoinkuin funktiolle lähtöjoukoksi tämän kuvajoukko ja maalijoukoksi kuva-
avaruus, saadaan jopa bijektio!

Tehtävä 15.2.6 : Funktio ei ole injektio, silläkerL 6= {0} (ks. Tehtävän 15.1.5
ratkaisu s. 216).

Tehtävä 15.2.10 : Otetaan esimerkiksi projektiokuvausP : R2 → R2 Luvusta
14.2. Tason kolmen vektorin joukkoU alkioinaanx = (1 1)T , y = (1 2)T ja
z = (1 3)T on lineaarisesti riippuva. Niiden kaikkien kuva on yksiö(1 0)T , joten
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L(U) = {(1 0)T}, joka nollavektorista poikkeavana on lineaarisesti riippumaton.
Tämä vastaesimerkki osoittaa, että Lauseessa 15.2.8 a) vaatimus kuvajoukon al-
kioiden määrästäk on välttämätön.

Tehtävä 15.4.5 : Kyseessä on lineaarinen funktioR2 → P1, jotka ovat reaaliker-
toimisia kaksiulotteisia lineaariavaruuksia. Lauseen 15.4.2 mukaan riittää näyttää
esimerkiksi injektiivisyys.

Mutta

L

(
a
b

)
= 2a− bx = 0̂ ⇐⇒ 2a = 0 ja − b = 0 ⇐⇒ a = 0 ja b = 0.

Siis

kerL =

{(
0
0

)}
,

jotenL on injektio Lauseen 15.2.4 nojalla. Edellä todetun mukaanL on bijektio.

Tehtävä 15.5.6 : Helposti nähdään, että joukon polynomeissa kertoimet ovat toi-
sistaan riippumattomia – ts. niiden arvoiksi voidaan saadamitkä tahansa luvut –
voidaan kirjoittaa

Q :=
{
a + (a+ b)x+ cx3 | a, b, c ∈ R

}
=
{
a′ + b′x+ c′x3 | a′, b′, c′ ∈ R

}
,

joka on aliavaruus polynomiavaruudelleP3. Selvästikin avaruudet ovatR-kertoimisia
ja dimQ = 3 = dimR3. Lauseen 15.5.4 nojalla ne ovat isomorfiset.



16 LINEAARIKUVAUKSEN
MATRIISIESITYS

Esimerkissä 14.3.5 osoitettiin, että reaalinenm×n-matriisi määrittelee lineaariku-
vauksenRn → Rm. Osoitetaan nyt, että jokainen kahden äärellisulotteisenreaa-
likertoimisen lineaariavaruuden välinen lineaarikuvausvoidaan esittää (sovittujen
järjestettyjen kantojen suhteen) yksikäsitteisesti määrätyn matriisin avulla (Lause
16.2.4). Lopuksi tarkastellaan ytimiä ja kuva-avaruuksia, kuvausten yhdistämistä
sekä täydennetään matriisiyhtälön ratkaisumäärätuloksia.

16.1 KuvauksetRn → Rm (luonnolliset kannat)

Aloitetaan lineaarikuvauksistaRn → Rm. Haetaan ideaa konkreettisella laskulla.

Esimerkki 16.1.1 OlkoonL : R3 → R2 lineaarikuvaus. Silloin

L



x1

x2

x3


 = L


x1



1
0
0


+ x2



0
1
0


+ x3



0
0
1






= x1 L



1
0
0




︸ ︷︷ ︸
=:





a
b





+x2 L



0
1
0




︸ ︷︷ ︸
=:





c
d





+x3 L



0
0
1




︸ ︷︷ ︸
=:





e
f





= x1

(
a
b

)
+ x2

(
c
d

)
+ x3

(
e
f

)

=

(
a c e
b d f

)

x1

x2

x3


.

Näyttäisi siis hyödylliseltä tarkastella kantavektorienkuvautumista.
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Lause 16.1.2OlkootRn jaRm varustettu luonnollisilla järjestetyillä kannoillaan.
JosL : Rn → Rm on lineaarikuvaus, on olemassa yksikäsitteisesti määrätty mat-
riisi AL ∈ Rm×n, jolle

L(x) = ALx kaikilla x ∈ Rn.

Matriisin AL sarakkeina ovat avaruudenRn standardien kantavektorienek kuvat
kuvauksessaL, ts.

AL =
(
L(e1) L(e2) · · · L(en)

)
.

Todistus. Olemassaolo.Määritellään Esimerkin 16.1.1 innoittamina matriisiAL

lähtöavaruuden kantavektorien kuvina:

aj = (a1j a2j · · · amj)
T := L(ej), j = 1, 2, 3, . . . , n,

AL = (aij) := (a1 a2 · · · an).

Olkoonx ∈ Rn, x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen. Lineaarisuuden nojalla

L(x) = x1L(e1) + · · ·+ xnL(en) = x1a1 + · · ·+ xnan

= (a1 · · · an)




x1
...
xn


= ALx.

Yksikäsitteisyys.Oletetaan, ettäm×n-matriiseilleA jaB pätee

L(x) = Ax = Bx kaikilla x ∈ Rn.

Erikoisesti kullekin luonnollisen kannan vektorilleej onAej = Bej . Mutta sil-
loin matriiseillaA jaB on samat sarakkeet

A(:, j) = Aej = Bej = B(:, j)

kaikilla j = 1, 2, . . . , n, ja sitenA = B. ✷

Esimerkki 16.1.3 KuvausL : R3 → R2,

L



x1

x2

x3


=

(
2x2 + x3

x1 − x2 − 4x3

)
,

osoitetaan helposti lineaariseksi (tee se!). Määritä kuvauksenL matriisiesitys.
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Ratkaisu. Lauseen 16.1.2 mukaan matriisi löytyy laskemalla avaruudenR3 luon-
nollisen kannan kuva. Koska

L



1
0
0


=

(
0
1

)
, L



0
1
0


=

(
2
−1

)
, L



0
0
1


=

(
1
−4

)
,

on kysytty matriisi näiden muodostama

A :=

(
0 2 1
1 −1 −4

)
.

16.2 Yleinen tapaus

Merkintä ja sopimus. Olkoon V reaalikertoiminen lineaariavaruus jan :=
dimV ∈ N. OlkoonE = {v1, . . . ,vn} avaruudenV kanta. Sovitaan, että jat-
kossakantavektorien järjestys on kiinnitetty. Merkitään vektorinu ∈ V ,

u = x1v1 + · · ·+ xnvn,

(yksikäsitteisesti määrättyjen) koordinaattienxi ∈ R muodostamaakoordinaatti-
vektoria

uE := (x1 x2 · · · xn)
T .

KoskauE ∈ Rn ja vastaavuusu ↔ uE on yksikäsitteinen (kylläkin erilainen
eri kannoissa), vektori ja sen koordinaattivektori voidaan samaistaa. Näin saadaan
samaistus koko avaruuksienV jaRn välille (vrt. Lause 15.5.4).

Esimerkki 16.2.1 Määritä vektorin(5 1)T koordinaattivektori avaruudenR2 kan-
nassaE :=

{
(1 1)T , (1 −1)T

}
.

Ratkaisu. JoukkoE on selvästi kanta. Koska
(
5
1

)
= x1

(
1
1

)
+ x2

(
1
−1

)
⇐⇒

{
x1 + x2 = 5
x1 − x2 = 1

⇐⇒
{

x1 = 3
x2 = 2

on (5 1)T = 3(1 1)T + 2(1 −1)T eli
(
5
1

)

E

=

(
3
2

)
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Esimerkki 16.2.2 Selvitetään johdannoksi konkreettinen tapaus. OlkoonE =
{v1,v2,v3} lineaariavaruudenV kanta jaF = {w1,w2} avaruudenW kanta.
Silloin vektorin

u = x1v1 + x2v2 + x3v3

kuvalla lineaarikuvauksessaL on esitys

L(u) = x1L(v1) + x2L(v2) + x3L(v3) = y1w1 + y2w2 (10)

joillekin y1, y2 ∈ R.

Ongelma:Miten koordinaateistauE = (x1 x2 x3)
T päästään koordinaatteihin

(
L(u)

)
F
=

(
y1
y2

)
?

Ratkaisu. Lasketaan kannanE kuvien esitykset kannassaF :

L(v1) = a11w1 + a21w2

L(v2) = a12w1 + a22w2

L(v3) = a13w1 + a23w2

Kertomalla kukin yhtälö skalaarillaxi ja laskemalla yhtälöt sarakkeittain puolit-
tain yhteen (laskusäännöt?) saadaan esitykselle (10) muoto

L(u) = x1L(v1) + x2L(v2) + x3L(v3)
= (a11x1 + a12x2 + a13x3)w1 + (a21x1 + a22x2 + a23x3)w2

= y1w1 + y2w2

⇐⇒
{

a11x1 + a12x2 + a13x3 = y1
a21x1 + a22x2 + a23x3 = y2

⇐⇒
(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)

x1

x2

x3


=

(
y1
y2

)

Siis ainakin tässä tapauksessa on, kun merkitäänA = (aij), voimassa

AuE =
(
L(u)

)
F
.

Tehtävä 16.2.3Missä kohden Esimerkissä 16.2.2 käytettiin joukonF lineaarista
riippumattomuutta?
Ratkaisu sivulla 232.
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Matriisiesityslause 16.2.4Olkoot V ja W äärellisulotteisia reaalikertoimisia li-
neaariavaruuksia, joiden dimensiot olkootn := dimV ja m := dimW . Vas-
taavasti olkootE = {v1, . . . ,vn} ja F = {w1, . . . ,wm} niiden järjestykseltään
kiinnitetyt kannat. JosL : V → W on lineaarikuvaus, on olemassa sellainen reaa-
linenm×n-matriisiA, joka kuvaa kunkin alkionu ∈ V koordinaattivektorin sen
kuva-alkionL(u) koordinaattivektorille, ts.

(L(u))F = AuE kaikilla u ∈ V.

Kun avaruuksissaRn ja Rm käytetään luonnollisia kantoja, matriisiA on yksikä-
sitteisesti määrätty ja sen sarakkeina ovataj = (L(vj))F , ts. kantavektorienvj

kuvien koordinaattivektorit kannanF suhteen.

Todistus. Olemassaolo.Muodostetaan lineaarikuvauksenL välittävä matriisiA.
KannanE kuvilla olkoot kannassaF esitykset





L(v1) = a11w1 + a21w2 + · · · + am1wm

L(v2) = a12w1 + a22w2 + · · · + am2wm
...

L(vn) = a1nw1 + a2nw2 + · · · + amnwm

Poimitaan skalaarikertoimet matriisiksiA := (aij) ∈ Rm×n, ja olkoot aj sen
sarakevektorit (huomaa transponointi). Olkoonu ∈ V ja x := uE ∈ Rn sen
koordinaattivektori, ts.

u = x1v1 + · · ·+ xnvn.

Merkitääny := Ax, jolloin yi =
∑n

j=1 aijxj . On osoitettava, että

L(u) = y1w1 + · · ·+ ymwm.

Käyttäen lineaariavaruuden laskusääntöjä saadaan (vrt. Esimerkki 16.2.2)

L(u) =
n∑

j=1

xjL(vj) =
n∑

j=1

xj

(
m∑

i=1

aijwi

)
=

m∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
wi =

m∑

i=1

yiwi.

Siis esitys on olemassa.

Yksikäsitteisyys.Lauseen 15.5.4 mukaanV ≃ Rn ja W ≃ Rm ja niiden välinen
yksikäsitteinen lineaarinen bijektio on vektorin kuvaaminen sen koordinaattivek-
torille. AvaruuksienRn ja Rm välille muodostuu lineaarikuvaustaL : V → W
vastaava lineaarikuvausL′, jossa vektorinu ∈ V koordinaattivektori kuvautuu al-
kionL(u) ∈ W koordinaattivektorille. Kyseinen lineaarikuvaus voidaan Lauseen
16.1.2 mukaan esittää yksikäsitteisesti määrätynm×n-matriisin avulla.✷
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Seuraus 16.2.5Kantavektorien kuvautuminen määrää lineaarikuvauksen yksikä-
sitteisesti: kun tiedetään kantavektorienvj kuvat, voidaan mielivaltaisen alkion
u = x1v1 + · · ·+ xnvn kuva laskea kaavalla

L(u) =

n∑

j=1

xjL(vj).

Huomautus 16.2.6Vastaavanlaiset tulokset pätevät kompleksikertoimisille line-
aariavaruuksille. Tällöin koordinaatit ja välittävä matriisi ovat tietenkin komplek-
sisia.

Esimerkki 16.2.7 OlkoonL : P2 → R2,

L(a+ bx+ cx2) :=

(
c− a
b+ c

)
.

Määritä kuvauksenL matriisi

a) luonnollisten kantojen suhteen.

b) kantojenE ′ := {1+x, 1−x, x2 + x} jaF ′ :=
{
(2 1)T , (0 1)T

}
suhteen, ja

laske sen avulla

L
(
0.2(1 + x)− 1.5(1− x) + 2.4(x2 + x)

)
.

c) Laske molemmilla tavoillaL(5− 2x+ 3x2).

Ratkaisu. Todista itse, että kyseessä on todella lineaarikuvaus.

a) Kannat ovatE := {1, x, x2} ja F :=
{
(1 0)T , (0 1)T

}
. Lasketaan lähtöpuolen

kannan kuvat maalipuolen kannassa:

L(1) =

(
0− 1
0 + 0

)
=

(
−1
0

)
= (−1)

(
1
0

)
+ 0

(
0
1

)

L(x) =

(
0− 0
1 + 0

)
=

(
0
1

)
= 0

(
1
0

)
+ 1

(
0
1

)

L(x2) =

(
1− 0
0 + 1

)
=

(
1
1

)
= 1

(
1
0

)
+ 1

(
0
1

)

Tästä saadaan kuvauksen matriisi luonnollisten kantojenE ja F suhteen:

A =

(
−1 0 1
0 1 1

)
.



224 16 LINEAARIKUVAUKSEN MATRIISIESITYS

b) Vastaavalla tavalla kannoille

E ′ = {1 + x, 1− x, x+ x2} ja F ′ =

{(
2
1

)
,

(
0
1

)}
:

L(1 + x) =

(
0− 1
1 + 0

)
=

(
−1
1

)
= (−1

2
)

(
2
1

)
+ 3

2

(
0
1

)

L(1− x) =

(
0− 1
−1 + 0

)
=

(
−1
−1

)
= (−1

2
)

(
2
1

)
+ (−1

2
)

(
0
1

)

L(x+ x2) =

(
1− 0
1 + 1

)
=

(
1
2

)
= 1

2

(
2
1

)
+ 3

2

(
0
1

)

joten nyt matriisi on

A′ =

(
−1

2
−1

2
1
2

3
2
−1

2
3
2

)
.

Olkoonq(x) := 0.2(1 + x)− 1.5(1− x) + 2.4(x2 + x), jolloin

qE′ =




0.2
−1.5
2.4




Edellisen nojalla

L(q)F ′ = A′qE′ =

(
−1

2
−1

2
1
2

3
2
−1

2
3
2

)


0.2
−1.5
2.4


=

(
1.85
4.65

)

ja siten

L(q) = 1.85

(
2
1

)
+ 4.65

(
0
1

)
=

(
3.7
6.5

)

c) Olkoonp(x) := 5− 2x+ 3x2. Silloin

pE =




5
−2
3




ja edelleen

L(p)F = ApE =

(
−1 0 1
0 1 1

)


5
−2
3


=

(
−2
1

)

L(p) = −2
(
1
0

)
+ 1

(
0
1

)
=

(
−2
1

)
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koskaF oli luonnollinen kanta.

Lasketaan toiseksi polynominp koordinaatit kannassaE ′:

5− 2x+ 3x2 ≡ α(1 + x) + β(1− x) + γ(x2 + x)

⇐⇒





α + β = 5
α − β + γ = −2

γ = 3
⇐⇒





α = 0
β = 5
γ = 3

SiispE′ = (0 5 3)T ja siten ja

L
(
p(x)

)
F ′

= A′pE′ =

(
−1

2
−1

2
1
2

3
2
−1

2
3
2

)

0
5
3


=

(
−1
2

)

L
(
p(x)

)
= (−1)

(
2
1

)
+ 2

(
0
1

)
=

(
−2
−1

)
+

(
0
2

)
=

(
−2
1

)

Esimerkki 16.2.8 OlkoonD, D(f) := f ′, funktion derivointia tarkoittava line-
aarikuvaus. Koskax0 ≡ 1, on monomillexn

D(xn) =

{
0, n = 0,
nxn−1, n ∈ N,

Olkoon avaruusPn varustettu luonnollisella kannallaEn := {1, x, x2, . . . , xn}.
Määritä lineaarikuvauksenD : P3 → P2 matriisi.

Ratkaisu. Rajoitettuna korkeintaan astetta3 oleviin polynomeihinD on selvästi
kuvausP3 → P2. OperaattoriD kuvaa avaruudenP3 kannan seuraavasti:

D(1) = 0 = 0 · 1 + 0 · x + 0 · x2

D(x) = 1 = 1 · 1 + 0 · x + 0 · x2

D(x2) = 2x = 0 · 1 + 2 · x + 0 · x2

D(x3) = 3x2 = 0 · 1 + 0 · x + 3 · x2

Kannan kuvien koordinaattivektorit muodostavat kysytyn matriisin

A :=



0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3




Polynomillep(x) = a + bx + cx2 + dx3 on pE3
= (a b c d)T , joten nyt voidaan

derivoida mekaanisesti koordinaattien avulla:

(D(p))E2
= ApE3

=



0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3







a
b
c
d


=




b
2c
3d


,

ja siten(D(p))(x) = b+ 2cx+ 3dx2.
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16.3 ErikoistapausRn → Rm

Tarkastellaan Lauseen 16.2.4 erikoistapauksena avaruuksien Rn ja Rm välisten
lineaarikuvausten esittämistä mielivaltaisten kantojensuhteen (vrt. Lause 16.1.2).

Lause 16.3.1Olkoot E = {u1, . . . ,un} avaruudenRn ja F = {b1, . . . ,bm}
avaruudenRm järjestykseltään kiinnitetyt kannat. OlkoonL : Rn → Rm lineaari-
kuvaus jaA sen matriisiesitys kantojenE ja F suhteen. Merkitään sarakkeittain

A =
(
a1 a2 · · · an

)
ja B :=

(
b1 b2 · · · bm

)
.

a) Silloinaj = B−1L(uj) kaikilla j ∈ [n].

b) Kun lisäksi merkitään

C :=
(
L(u1) · · · L(un)

)
,

laajennetun matriisin(B | C) redusoitu porrasmuoto on(I | A).

Todistus.MatriisiB on säännöllinen, koska sen sarakkeet muodostavat avaruuden
Rm kannan.

a) KoskaA on kuvauksenL matriisi, on Lauseen 16.2.4 mukaan kaikillaj =
1, 2, 3, . . .

L(uj) = a1jb1 + · · ·+ amjbm = Baj ,

jotenaj = B−1L(uj).

b) KoskaB on säännöllinen, on matriisi(B |C) riviekvivalentti matriisin(B−1B |B−1C)
eli (I | B−1C) kanssa. Ottamalla matriisitulo pystyvektoreittain saadaan kohdan
a) nojalla

B−1C =
(
B−1L(u1) · · · B−1L(un)

)
=
(
a1 · · · an

)
= A.

✷

Esimerkki 16.3.2 OlkoonL : R2 → R3,

L

(
x1

x2

)
:=




x2

x1 + x2

x1 − x2




Olkoon valittu avaruuksille kannat (järjestys kiinnitetty!)

E :=

{(
1
2

)
,

(
3
1

)}
, F :=







1
0
0


,



1
1
0


,



1
1
1







Määritä kuvauksenL matriisi kantojenE jaF suhteen.
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Ratkaisu. Käytetään Lausetta 16.3.1. Lasketaan kantavektorien kuvat:

L

(
1
2

)
=




2
3
−1


 ja L

(
3
1

)
=



1
4
2




Muodostetaan laajennettu matriisi asettamalla vasemmaksi matriisiksi sarakkeit-
tain maaliavaruuden kanta ja oikeaksi matriisiksi niinikään sarakkeittain lähtöava-
ruuden kannan kuvat sekä muunnetaan riviekvivalenttiin redusoituun porrasmuo-
toon: 


1 1 1 | 2 1
0 1 1 | 3 4
0 0 1 | −1 2


≃



1 0 0 | −1 −3
0 1 0 | 4 2
0 0 1 | −1 2




Tästä saadaan kysytty matriisi

A =



−1 −3
4 2
−1 2




Tehtävä 16.3.3Laske Esimerkin 16.3.2 tilanteessa vektorin(−11 3)T kuva

a) suoraan.

b) ”mutkan kautta” matriisinA avulla.

Ratkaisu sivulla 232.

Tehtävä 16.3.4(Jatkoa tehtävään 16.3.3.) Laske vektorinu ∈ R2 kuva kuvauk-
sessaL, kun sen koordinaatit kannassaE ovatuE = (2 3)T ,

a) funktionL lausekkeen avulla.

b) matriisinA avulla.

Ratkaisuvihjeitä:a) Laske ensinu luonnollisessa kannassa, kuvaa sitten.

b) Kuvaa koordinaatit ensin matriisinA avulla, muunna tulos luonnolliseen kan-
taan.
Ratkaisu sivulla 234.
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16.4 Ytimet ja kuva-avaruudet

OlkoonA ∈ Rm×n jaLA : Rn → Rm,LA(x) := Ax, vastaava lineaarikuvaus. On
selvää, että

ker(LA) = N(A) ja LA(R
n) = [A]s.

Tarkastellaan hiukan yleistä tilannetta.

Oletetaan, että matriisiA ∈ Rm×n esittää lineaarikuvaustaL : V → W niiden
kantojenE ja F suhteen. OlkootPE : V → Rn ja PF : W → Rm ne lineaariset
bijektiot, jotka kuvaavat vektorit niiden koordinaateille, ts.

PE(u) := uE ja PF (w) := wF .

Lauseen 16.2.4 mukaanPF (L(u)) = APE(u) kaikilla u ∈ V .

Lause 16.4.1Lineaarikuvauksen matriisinA nolla-avaruutta ja sarakeavaruutta
sekä kuvauksenL ydintä ja kuva-avaruutta sitovat seuraavat yhtälöt:

PE( ker(L)) = N(A),
PF (L(V )) = [A]s,

ja ker(L) jaN(A) ovat isomorfisia, samoinL(V ) ≃ [A]s.

Todistus.KoskaPE ja PF ovat lineaarisia bijektioita, riittää todistaa väitetyt jou-
kot samoiksi. Todistetaan tässä ensimmäinen samuus, toinen jätetään harjoitus-
tehtäväksi.

Olkoonx = uE ∈ Rn. Silloin

x ∈ N(A) ⇐⇒ Ax = AuE = 0

⇐⇒ APE(u) = PF (L(u)) = 0

⇐⇒ L(u) = 0

⇐⇒ u ∈ ker(L)
⇐⇒ x = uE ∈ PE( ker(L)).

✷

Tehtävä 16.4.2Todista Lauseen 16.4.1 toinen samuus.
Ratkaisu sivulla 234

Tehtävä 16.4.3Piirra kaavio Lauseessa 16.4.1 olevasta tilanteesta.
Ratkaisu sivulla 234
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16.5 Lineaarikuvausten yhdistäminen

Lineaarikuvausten yhdistäminen tapahtuu matriisien kertolaskulla:

Lause 16.5.1Olkoot L : Rn → Rm ja M : Rm → Rl lineaarikuvauksia vas-
taavina matriiseinaA ja B luonnollisten kantojen suhteen. Silloin tuloBA on
yhdistetyn kuvauksenM ◦ L : Rn → Rl matriisi.

Todistus.Olkoonx ∈ Rn. Tulon liitännäisyyden mukaan

(M ◦ L)(x) = M(L(x)) = M(Ax) = B(Ax) = (BA)x.

✷

Lause 16.5.2Olkoot V , W ja Z äärellisulotteisia reaalikertoimisia lineaariava-
ruuksia, joilla on kannatE, F ja G. Oletetaan, ettäL : V → W ja M : W → Z
ovat lineaarikuvauksia, joita esittävät kantojenE, F ja G suhteen matriisitA =
AL ja B = BM . Silloin yhdistetyn kuvauksenM ◦ L matriisi kantojenE ja G
suhteen onBA.

Esimerkki 16.5.3 Laske kuvauksenM ◦ L matriisi, kun

L

(
x1

x2

)
:=



2x1 − x2

x1 + 3x2

2x1


, M



x1

x2

x3


 :=

(
2x1 − x2 + x3

x1 − 2x3

)

Ratkaisu. Voitaisiin laskea tietenkin suoraan sijoittelemalla. Lauseen 16.5.1 mu-
kaan matriisi saadaan kuitenkin lyhemmin tulona

(
2 −1 1
1 0 −2

)

2 −1
1 3
2 0


=

(
5 −5
−2 −1

)
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16.6 YhtälöryhmänAx = b ratkaisujen määristä

Lause 16.6.1OlkoonA ∈ Rm×n. Lineaarisella yhtälöryhmälläAx = b on seu-
raavan taulukon mukaiset määrät ratkaisuja:

sarakkeet Ax = 0 Ax = b 6= 0 tyyppi
m > n riippumattomat 1 0 tai 1 ylimäärätty
m > n riippuvat ∞ 0 tai∞ ylimäärätty
m = n riippumattomat 1 1 kvadraattinen
m = n riippuvat ∞ 0 tai∞ kvadraattinen
m < n riippuvat ∞ 0 tai∞ alimäärätty

Todistus.Tulokset voidaan perustella tarkastelemalla yhtälöryhmää lineaarikom-
binaatiomuodossa

x1




a11
a21
...

am1


+ x2




a12
a22
...

am2


+ · · ·+ xn




a1n
a2n
...

amn


=




b1
b2
...
bm




käyttäen aikaisempia lauseita (mm. 2.3.11 ja 13.3.1).✷

Lause 16.6.2NeliömatriisilleA ∈ Rn×n ovat seuraavat ominaisuudet yhtäpitäviä
(ks. myös Lause 5.4.2 ja Seuraus 13.3.2):

a) MatriisiA on säännöllinen.

b) MatriisinA determinanttidet(A) 6= 0.

c) MatriisinA sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.

d) MatriisinA rivit ovat lineaarisesti riippumattomia.

e) MatriisinA aster(A) = n.

f) YhtälölläAx = b on jokaisellab ∈ Rn yksi ja vain yksi ratkaisu.

g) Lineaarikuvausx 7→ Ax on bijektioRn → Rn.

Todistus.Ks. aikaisemmat lauseet (harjoitustehtävä).✷
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Esimerkki 16.6.3 Osoita, että kuvausL : R3 → R3,

L



x1

x2

x3


 :=




x1 + 2x2 + x3

2x1 + 5x2 + 3x3

2x1 + 3x2 + 2x3


,

on bijektio ja muodosta sen käänteiskuvaus.

Ratkaisu. KuvausL voidaan selvästi esittää matriisin

A :=



1 2 1
2 5 3
2 3 2




avulla:L(x) = Ax kaikilla x ∈ R3. L on siis lineaarikuvaus. Koskadet(A) =
1 6= 0, onL bijektio. SilloinL−1 on olemassa, se on lineaarinen ja

L−1



y1
y2
y3


= A−1



y1
y2
y3


=




1 −1 1
2 0 −1
−4 1 1





y1
y2
y3




Tehtävä 16.6.4Todista Lause 16.6.2.

Ratkaisu sivulla 234.
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Tehtävä 16.2.3 : Vektoriyhtälön

(a11x1 + a12x2 + a13x3)w1 + (a21x1 + a22x2 + a23x3)w2 = y1w1 + y2w2

muuntamisessa tavalliseksi yhtälöryhmäksi
{

a11x1 + a12x2 + a13x3 = y1
a21x1 + a22x2 + a23x3 = y2

tarvitaan joukon{w1,w2} lineaarinen riippumattomuus.

Tehtävä 16.3.3 : a) Suoraan funktion määrittelystä:

L

(
−11

3

)
=




3
−11 + 3
−11− 3


=




3
−8
−14




tai kertomalla kuvauksen matriisillaM .

b) Aluksi ilmaistaan(−11 3)T kannassaE,
(
−11
3

)
= x′

1

(
1
2

)
+ x′

2

(
3
1

)
=

(
x′
1 + 3x′

2

2x′
1 + x′

2

)

⇐⇒
{

x′
1 + 3x′

2 = −11
2x′

1 + x′
2 = 3

⇐⇒
{

x′
1 = 4

x′
2 = −5

eli (
−11

3

)

E

=

(
4
−5

)

Sitten lasketaan tämän kuva kertomalla matriisillaA (ks. Esimerkki 16.3.2):

(
L

(
−11

3

))

F

= A

(
−11

3

)

E

=



−1 −3
4 2
−1 2



(

4
−5

)
=




11
6

−14




Lopuksi muutetaan kuva luonnolliseen kantaan

11



1
0
0


+ 6



1
1
0


− 14



1
1
1


=




3
−8
−14




Katso kuva 25.
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x2

x1

2R
luonnollinen 
kanta

-11
  3

M =




0 1
1 1
1 −1




a

L

x2

x1

3R
luonnollinen
kanta

x3

-8
3

-14

  3
 -8
-14

(
−11

3

)

E

=

(
4
−5

)

b

k
an

taan
 E

k
an

ta
an

 F

x    Ax




3
−8
−14




F

=




11
6

−14




x’2

x’1 2
R

kanta E

3
1

1
2

 4
-5

A =



−1 −3
4 2
−1 2




3R
kanta F

Kuva 25: Kaavio Tehtävän 16.3.3 menettelystä
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Tehtävä 16.3.4 : a) Ensin koordinaatit luonnolliseen kantaan

u = 2

(
1
2

)
+ 3

(
3
1

)
=

(
11
7

)

joten

L(u) = L

(
11
7

)
=




7
11 + 7
11− 7


=




7
18
4




b) Kuvataan annetut koordinaatit ensin suoraan matriisillaA:

(L(u))F = AuE =



−1 −3
4 2
−1 2



(
2
3

)
=



−11
14
4




Tämä vielä luonnolliseen kantaan:

L(u) = −11



1
0
0


+ 14



1
1
0


+ 4



1
1
1


=




7
18
4




Tehtävä 16.4.2 :PF (L(V )) = [A]s, sillä

y ∈ [A]s ⇐⇒ Ax = y jollekin x ∈ Rn

⇐⇒ APE(u) = y jollekin u ∈ V

⇐⇒ y ∈ PF (L(V ))

Tehtävä 16.4.3 : Katso kuvio 26.

Tehtävä 16.6.4 : Todistetaan vanhojen tulosten avulla seuraavasti:

a⇔ b: Lause 6.5.1

a⇔ c⇔ d⇔ e: Lause 11.3.1, Lause 6.3.5 ja asteen määritelmä

a⇔ f ⇔ g: Lause 5.4.1 ja bijektion ominaisuus.
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v = L(u)
u=x e +     + x e  1 n n1

...

x

en

e
1

e
k

ker(L) L(V)

L(e )n

0
W0

V

V W

L: V    W 

P
E

P
F

lineaariset isomorfismit

R
n

R
m

x    Ax [A]sN(A) Ax=y

Kuva 26: Tehtävän 16.4.3 kaavio



17 LINEAARIAVARUUDEN
KANNANVAIHTO

17.1 Yleinen tapaus

Monet matemaattiset mallit yksinkertaistuvat huomattavasti, kun ilmiötä tarkastel-
laan sopivasti valitussa kannassa. Kannan valinta riippuutietenkin tarkasteltavan
ilmiön luonteesta. Usein puhutaan myöskoordinaatiston vaihdosta, sillä kannan
vaihdon yhteydessä vektorien koordinaatitkin muuttuvat.

Lineaarinenkannanvaihto tapahtuu lineaarikuvauksen välityksellä. Kaikki koor-
dinaatiston vaihdot – mm. vaihto tason suorakulmaisista napakoordinaatteihin –
eivät ole lineaarisia.

Lause 17.1.1OlkoonV äärellisulotteinen lineaariavaruus ja olkoot

U = {u1, . . . ,un} ja U ′ = {u′
1, . . . ,u

′
n}

sen järjestykseltään kiinnitettyjä kantoja. On olemassa sellainen säännöllinen mat-
riisi S ∈ Rn×n, että jos vektorinv ∈ V koordinaattivektori kannassaU on
x ∈ Rn, niin sen koordinaattivektori kannassaU ′ on x′ = Sx, toisin sanoen,
vU ′ = SvU .

Matriisia S sanotaansiirtomatriisiksi ja se saadaan selville kantojen avulla: jos
kannanU vektoreilla on kannassaU ′ esitykset

u1 = s11u
′
1 + s21u

′
2 + · · · + sn1u

′
n

u2 = s12u
′
1 + s22u

′
2 + · · · + sn2u

′
n

...
un = s1nu

′
1 + s2nu

′
2 + · · · + snnu

′
n

(11)

niin siirtomatriisiS = (sij) on yllä olevan vektoriyhtälöryhmän kerroinmatriisin
transpoosi.

Käänteinen muunnos saadaan aikaan matriisillaS−1.

Todistus.Olkoon vektorillav ∈ V koordinaatitx ja x′ eli esitykset

v = x1u1 + · · · + xnun

v = x′
1u

′
1 + · · · + x′

nu
′
n

kannoissaU ja U ′. Kun sijoitetaan vektorinv esitykseen yhtälöt (11), saadaan
yhdistetty esitys

v =

n∑

j=1

xjuj =

n∑

j=1

xj

(
n∑

i=1

siju
′
i

)
=

n∑

i=1

(
n∑

j=1

sijxj

)
u′
i.
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Koordinaattien yksikäsitteisyyden nojalla on

x′
i =

n∑

j=1

sijxj kaikilla i = 1, 2, 3, . . . , n.

Mutta silloinhanx′ = Sx.

OsoitetaanS säännölliseksi näyttämällä, että yhtälölläSx = 0 on vain triviaali-
ratkaisux = 0. Koska

Sx = x′ ⇐⇒ x1u1 + · · ·+ xnun = x′
1u

′
1 + · · ·+ x′

nu
′
n,

saadaan valitsemallax′ = 0 yhtälöx1u1 + · · ·+ xnun = 0. KoskaU on kantana
lineaarisesti riippumaton, seuraax = 0. SiisS on säännöllinen.

Täten käänteinen muunnos onx = S−1x′. ✷

Esimerkki 17.1.2 JoukotU = {u1,u2} jaU ′ = {u′
1,u

′
2},

u1 :=

(
5
2

)
,u2 :=

(
7
3

)
, ja u′

1 :=

(
3
2

)
,u′

2 :=

(
1
1

)
,

ovat selvästi avaruudenR2 kantoja.

a) Määritä siirtomatriisi kannastaU kantaanU ′.

b) Mitkä ovat vektorin(1 2)T koordinaatit näissä kannoissa?

Ratkaisu. a) Lasketaan kannalleU esitys kannassaU ′:

{
u1 = s11u

′
1 + s21u

′
2

u2 = s12u
′
1 + s22u

′
2

⇐⇒





(
5
2

)
= s11

(
3
2

)
+ s21

(
1
1

)

(
7
3

)
= s12

(
3
2

)
+ s22

(
1
1

)

⇐⇒ s11 = 3, s21 = −4, s12 = 4, s22 = −5.
Kysytty siirtomatriisi on

S =

(
3 4
−4 −5

)
.

b) Vektorin(1 2)T koordinaatit(x1 x2)
T kannassaU vanhaan tapaan:

(
1
2

)
= x1

(
5
2

)
+ x2

(
7
3

)
⇐⇒

(
x1

x2

)
=

(
−11

8

)
.

KannassaU ′ koordinaatit ovat

x′ = Sx =

(
3 4
−4 −5

)(
−11

8

)
=

(
−1
4

)

Nämä olisi voitu laskea myös kuten kannassaU .
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Esimerkki 17.1.3 LineaariavaruudenP3 standardi kanta on

U = {1, x, x2, x3}.

Etsi siirtomatriisi, joka välittää vaihdon kantaan (ks. Esimerkki 12.1.5)

U ′ := {1 + x, x, x2 − 1, x3 + x}.

Ratkaisu. I tapa. Lauseen 17.1.1 mukaan esitetään lähtökannanU vektorit kannas-
saU ′:

1 = 1 · (1 + x) + (−1) · x + 0 · (x2 − 1) + 0 · (x3 + x)
x = 0 · (1 + x) + 1 · x + 0 · (x2 − 1) + 0 · (x3 + x)
x2 = 1 · (1 + x) + (−1) · x + 1 · (x2 − 1) + 0 · (x3 + x)
x3 = 0 · (1 + x) + (−1) · x + 0 · (x2 − 1) + 1 · (x3 + x)

Tästä poimitaan siirtomatriisiksi skalaarimatriisi (muista: rivit sarakkeiksi!)

S =




1 0 1 0
−1 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1




II tapa: Joskus on helpompi ilmaistaU ′ kannassaU ja kääntää saatu siirtomatriisi.
Koska on helpompi esittää:

1 + x = 1 · 1 + 1 · x + 0 · x2 + 0 · x3

x = 0 · 1 + 1 · x + 0 · x2 + 0 · x3

−1 + x2 = −1 · 1 + 0 · x + 1 · x2 + 0 · x3

x+ x3 = 0 · 1 + 1 · x + 0 · x2 + 1 · x3

tapahtuu siirto kannastaU ′ kantaanU matriisilla

T :=




1 0 −1 0
1 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1




Täten kysytty siirtomatriisi kannastaU kantaanU ′ on

S = T−1 =




1 0 1 0
−1 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1
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Esimerkiksi polynominp(x) := a+ bx+ cx2+ dx3 koordinaatit kannassaU ′ ovat



1 0 1 0
−1 1 −1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1







a
b
c
d


=




a+ c
−a + b− c− d

c
d




ja itse polynomi

p(x) = (a+ c)(1 + x) + (−a + b− c− d)x+ c(x2 − 1) + d(x3 + x).

Tehtävä 17.1.4Muodosta siirtomatriisi kannasta

U = {1+x, 1−x, x2+x}

kantaan
U ′ = {1, x2, x}

avaruudessaP2. Pidä kantojen järjestys!
Ratkaisu sivulla 242.

Tehtävä 17.1.5Olkoonp polynomi, jonka koordinaatit Tehtävän 17.1.4 kannassa
U = {1+x, 1−x, x2+x} ovat(2 −1 1)T . Mikä polynomi on kyseessä (luonnolli-
sessa kannassa) ja mitkä ovat sen koordinaatit kannassaU ′?
Ratkaisu sivulla 242.

Tehtävä 17.1.6Kannanvaihtolause 17.1.1 on itse asiassa erikoistapaus lineaari-
kuvauksen Matriisiesityslauseesta 16.2.4. Miten kannanvaihtolause tulee perus-
telluksi olettaen, että matriisiesityslause on todistettu?
Ratkaisu sivulla 242.
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17.2 Kannanvaihto avaruudessaRn

Seuraus 17.2.1Olkoot joukotU = {u1, . . . ,un} ja V = {v1, . . . ,vn} avaruu-
denRn kantoja. Muodostetaan niistä matriisit

AU =
(
u1 · · · un

)
, AV =

(
v1 · · · vn

)
.

Silloin siirto kannastaU kantaanV tapahtuu matriisillaS := A−1
V AU . Laajenne-

tun matriisin(AV | AU) redusoitu porrasmuoto on(I | S).

Todistus. OlkoonE = {e1, . . . , en} avaruudenRn luonnollinen kanta. Matriisi
AU on siirto kannastaU kantaanE, sillä kun merkitään

AU = (uij)n×n =




u11 u12 · · · u1n

u21 u22 · · · u2n
...

...
. . .

...
un1 un2 · · · unn




on kantavektoreillaui kannassaE esitykset

u1 = u11e1 + u21e2 + · · · + un1en
u2 = u12e1 + u22e2 + · · · + un2en

...
un = u1ne1 + u2ne2 + · · · + unnen

VastaavastiAV on siirto kannastaV kantaanE ja A−1
V siirto kannastaE kantaan

V . Yhdistetty kuvaus matriisinaanS := A−1
V AU on silloin siirto kannastaU kan-

taanV luonnollisen kannan kautta.✷

Esimerkki 17.2.2 Olkoot avaruudenR3 joukkojenU ja V alkioista sarakkeittain
muodostetut matriisit

AU =



1 0 1
1 1 0
0 1 0


 ja AV =



0 1 1
2 0 −1
1 1 0




Olkoot erään vektorinx ∈ R3 koordinaatit kannassaU (a b c)T . Laske vektorinx
koordinaatit kannassaV ja tarkasta, että molemmissa tapauksissa on kyse samasta
avaruudenR3 vektorista.

Ratkaisu. Koskadet(AU) = 1 6= 0 ja det(AV ) = 1 6= 0, ovat joukotU ja V kan-
toja. Vektorin koordinaatit kannassaU muuntuvat kannanV koordinaateiksi ker-
tomalla siirtomatriisillaS := A−1

V AU , joka lasketaan esimerkiksi Gauss-Jordanin
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reduktiolla:


0 1 1 | 1 0 1
2 0 −1 | 1 1 0
1 1 0 | 0 1 0


 ≃



1 0 0 | 2 0 1
0 1 0 | −2 1 −1
0 0 1 | 3 −1 2




Koordinaatit kannassaV ovat silloin

xV = SxU =




2 0 1
−2 1 −1
3 −1 2





a
b
c


=




2a+ c
−2a + b− c
3a− b+ 2c




Lasketaan vielä koordinaatit luonnollisessa kannassa:

x = AUxU =



1 0 1
1 1 0
0 1 0





a
b
c


=



a + c
a+ b
b




x = AV xV =



0 1 1
2 0 −1
1 1 0






2a+ c
−2a+ b− c
3a− b+ 2c


=



a+ c
a+ b
b






17.3 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 17.1.4: Esityksistä

1 + x = 1 · 1 + 0 · x + 1 · x2

1− x = 1 · 1 + 0 · x + (−1) · x2

x+ x2 = 0 · 1 + 1 · x + 1 · x2

saadaan Lauseen 17.1.1 mukaan (transponoimalla oikean puolen kerroinmatriisi)

S =



1 1 0
0 0 1
1 −1 1




Tehtävä 17.1.5 : KoskapU = (2 −1 3)T , polynomi on luonnollisessa kannassa
{1, x, x2}

p(x) = 2(1+x)− (1−x) + 3(x2+x) = 1 + 6x+ 3x2.

Tehtävässä 17.1.4 lasketun siirtomatriisin avulla saadaan koordinaatit kannassa
U ′ = {1, x2, x}:

pU ′ = SpU =



1 1 0
0 0 1
1 −1 1






2
−1
3


=



1
3
6




Tarkastus: Saadaanko sama kuin luonnollisessa kannassa? Kyllä,

p(x) = 1 · 1 + 3 · x2 + 6 · x = 1 + 6x+ 3x2.

Tehtävä 17.1.6 : Valitaan yleisessä Matriisiesityslauseessa 16.2.4 lineaarikuvauk-
seksi identtinen kuvausL : V → V , L(u) := u, jolloin lähtöpuolen kannan ku-
vat ovat itse lähtöpuolen kantavektorit, ja kun ne esitetään maalipuolen kannassa,
saatava identtisen kuvauksen matriisi onkin haluttu siirtomatriisi!
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AvaruudenRn luonnollinen kanta{e1, . . . , en} on monessa suhteessa ihanteelli-
nen: mm.

1) vektorit ovat yksikön pituisia,

2) vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Molemmat ominaisuudet voidaan karakterisoida vektorien pistetulon avulla:ei ·
ei = 1 kaikilla i = 1, 2, 3, . . . , n ja ei · ej = 0 kaikilla i 6= j.

Monissa muissakin lineaariavaruuksissa voidaan määritellä sen lineaarisen raken-
teen kanssa sopusoinnussa oleva vektorien välinen laskutoimitus, jolla on samoja
piirteitä kuin avaruudenRn pistetulolla. Kun tällainensisätuloon löydetty, voi-
daan avaruuden vektoreille määritellä pituus (normi) ja tarkastella vektorien väli-
siä relaatioita, esimerkiksi kohtisuoruutta (ortogonaalisuutta).

Lopulta jokaiseen äärellisulotteiseen sisätuloavaruuteen voidaan konstruoida kan-
ta, jonka alkiot ovat yksikön pituisia ja kohtisuorassa toisiaan vastaan.

18.1 Sisätulon määritelmä

Määritelmä 18.1.1 Olkoon V reaalikertoiminen lineaariavaruus. Skalaariarvoi-
nen kuvaus〈, 〉 : V×V → R on sisätulo(inner product), jos kaikillaα, β ∈ R
sekäu, v jaw ∈ V on voimassa ehdot

(i) 〈u,u〉 ≥ 0 ja lisäksi:〈u,u〉 = 0 jos ja vain josu = 0,

(ii) 〈u,v〉 = 〈v,u〉,

(iii) 〈αu+ βv,w〉 = α 〈u,w〉+ β 〈v,w〉.

Sisätulolla varustettu lineaariavaruus, siis nelikko(V,+, ·, 〈, 〉), on sisätuloava-
ruus.

Lause 18.1.2OlkoonV sisätuloavaruus. Määritelmän 18.1.1 ehto (iii) on yhtäpi-
tävä kahden ehdon (iii’) kanssa:

(iii’) 〈u+ v,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v,w〉,

〈αu,v〉 = α 〈u,v〉.
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Todistus. Olkoon (iii) voimassa. Ensimmäinen ehto saadaan valitsemalla α =
β = 1, toinen ehto tempulla

〈αu,v〉 = 〈αu+ 0u,v〉 = α 〈u,v〉+ 0 〈u,v〉 = α 〈u,v〉 .

Kääntäen, jos ehdot (iii’) ovat voimassa, on

〈αu+ βv,w〉 = 〈αu,w〉+ 〈βv,w〉 = α 〈u,w〉+ β 〈v,w〉 .

✷

Lause 18.1.3Reaalikertoimisessa sisätuloavaruudessa(V,+, ·, 〈, 〉) on voimassa
kaikilla α, β ∈ R ja kaikillau, v, w ∈ V :

a) 〈u,v +w〉 = 〈u,v〉+ 〈u,w〉,

b) 〈u, αv〉 = α 〈u,v〉,

c) 〈u, αv + βw〉 = α 〈u,v〉+ β 〈u,w〉,

d) 〈u, 0〉 = 〈0,u〉 = 0.

Todistus.Kohdat a) – c) seuraavat sisätulon vaihdannaisuutta käyttäen Lauseesta
18.1.2. Kohta d):〈u, 0〉 = 〈u, 0u〉 = 0 〈u,u〉 = 0. ✷

Esimerkki 18.1.4 Reaalilukujen kertolasku on sisätulo (todista!). Lineaariava-
ruudessaRn vektorien skalaari- eli pistetulo

〈x,y〉 := x · y = xTy =
n∑

i=1

xiyi

toteuttaa sisätulon vaatimukset (todista!).

Itse asiassa jokaiseen reaaliseen äärellisulotteiseen lineaariavaruuteen saadaan tie-
tyn kiinnitetyn kannan avulla sisätulo.

Lause 18.1.5OlkoonV reaalikertoiminen lineaariavaruus ja olkoon vektorijouk-
ko U := {u1, . . . ,un} sen jokin kanta. Merkitään edelleenkin vektorinv koordi-
naattivektoria kannassaU symbolillavU ∈ Rn. AvaruudenRn pistetulon avulla
määritelty vektorien laskutoimitus

〈u,v〉 := uU · vU

on sisätulo.
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Todistus.Olkoot

u = x1u1 + · · ·+ xnun, v = y1u1 + · · ·+ ynun.

(i) Reaalisuuden perusteella

〈u,u〉 =
n∑

k=1

x2
k ≥ 0.

Selvästikin〈0, 0〉 = 0. Jos〈u,u〉 = 0, onxk = 0 kaikilla k = 1, 2, . . ., n, ja siten
u = 0.

(ii) Vaihdannaisuus seuraa pistetulon vaihdannaisuudesta.

(iii) Helposti nähdään, että(αu+ βv)U = αuU + βvU , joten

〈αu+ βv,w〉 = (αu+ βv)U ·wU = (αuU + βvU) ·wU

= α(uU ·wU) + β(vU ·wU)
= α 〈u,w〉+ β 〈v,w〉 .

✷

Esimerkki 18.1.6 Välillä [a, b] jatkuvien funktioiden reaalikertoiminen lineaaria-
varuusC([a, b],R) on sisätuloavaruus, kun määritellään nk.integraalisisätulo

〈f, g〉 :=
∫ b

a

f(x)g(x) dx

(harjoitustehtävä). AvaruuteenC([a, b],R) syntyy eräs sisätulo myös käyttäenpai-
nofunktionajotakin jatkuvaa aidosti positiivista kuvaustaw : [a, b]→ R:

〈f, g〉w :=

∫ b

a

f(x)g(x)w(x) dx.

Esimerkki 18.1.7 Lasketaan ”auki” sisätulot

a) 〈u+ v,u− v〉,
b) 〈2u− v, 3v + 4u+w〉.
Ratkaisut. Määritelmän ja laskusääntöjen mukaan

〈u+ v,u− v〉 = 〈u,u− v〉+ 〈v,u− v〉
= 〈u,u〉+ (−1) 〈u,v〉+ 〈v,u〉 − 〈v,v〉
= 〈u,u〉 − 〈v,v〉

〈2u− v, 3v + 4u+w〉 = 〈2u, 3v + 4u+w〉 − 〈v, 3v + 4u+w〉
= 〈2u, 3v〉+ 〈2u, 4u〉+ 〈2u,w〉
− 〈v, 3v〉 − 〈v, 4u〉 − 〈v,w〉

= 8 〈u,u〉 − 3 〈v,v〉+ 2 〈u,v〉+ 2 〈u,w〉 − 〈v,w〉 .
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18.2 Normi ja metriikka

Määritelmä 18.2.1 Olkoon(V,+, ·, 〈, 〉) reaalikertoiminen sisätuloavaruus.

a) Kuvaus‖ ‖ : V → R,

‖u‖ :=
√
〈u,u〉,

on normi. Ei-negatiivista lukua‖u‖ sanotaan vektorinu normiksitai pituudeksi.
Vektoriu ∈ V onyksikkövektori(unit vector), jos‖u‖ = 1.

b) Kuvausd : V×V → R,

d(u,v) := ‖u− v‖ ,

on metriikka(tai etäisyys). Ei-negatiivinen lukud(u,v) on vektorienu ja v väli-
nenetäisyys(distance).

On syytä heti huomauttaa, että lineaariavaruudessa voi olla muitakin normin vaa-
timukset täyttäviä kuvauksia, joita voidaan myös kutsua normeiksi. Samassa jou-
kossa voi olla hyvinkin erilaisia normeja, ks. Tehtävä 18.3.4.

Tehtävä 18.2.2Esitä seuraavat sisätulot normien avulla (jos mahdollista):

a) 〈u+ v,u− v〉,
b) 〈2u− v, 3v + 4u+w〉.
Ratkaisu sivulla 252.

Tehtävä 18.2.3 Ilmaise‖2u− 3v‖ vektorienu ja v sisätulojen avulla.

Ratkaisu sivulla 252.

Tehtävä 18.2.4Laske avaruudessaC([1, 2],R) 〈f, g〉, ‖f‖ ja ‖g‖, kun

f(x) ≡ 1, g(x) =
1

x
.

Ratkaisu sivulla 252.

Lause 18.2.5(Schwarzin epäyhtälö). SisätuloavaruudessaV pätee kaikillau,
v ∈ V

| 〈u,v〉 | ≤ ‖u‖ ‖v‖ .
Lisäksi:| 〈u,v〉 | = ‖u‖ ‖v‖ jos ja vain josu ja v ovat lineaarisesti riippuvia (ts.
on olemassac ∈ R, jolle u = cv tai v = cu).
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Todistus. Jos‖v‖ = 0, onv = 0, ja asia on selvä. Olkoon‖v‖ > 0. Jokaisella
α ∈ R on voimassa epäyhtälö

0 ≤ ‖u− αv‖2 = 〈u− αv,u− αv〉 = 〈u,u〉 − 2α 〈u,v〉+ α2 〈v,v〉
= ‖v‖2 α2 − 2 〈u,v〉α + ‖u‖2 .

Tällä muuttujanα ylöspäin aukeavalla paraabelilla on siis enintään yksi reaalinen
nollakohta, joten sen diskriminantti

D := 4 〈u,v〉2 − 4 ‖u‖2 ‖v‖2 ≤ 0.

Mutta
4 〈u,v〉2 − 4 ‖u‖2 ‖v‖2 ≤ 0 ⇐⇒ | 〈u,v〉 | ≤ ‖u‖ ‖v‖ .

Josu = 0 tai v = 0, on jälkimmäinen väite selvästi tosi.

Olkoot siisu,v ∈ V \ {0}. Josu = αv, on paraabelilla (tasan yksi) nollakohta,
jotenD = 0 ja siis| 〈u,v〉 | = ‖u‖ ‖v‖.
Olkoon lopuksi| 〈u,v〉 | = ‖u‖ ‖v‖. Silloin paraabelilla on jokin nollakohtaα0

ja sitenu = α0v. ✷

Tehtävä 18.2.6Osoita, että sisätuloavaruudessa

a) | 〈2u+ 3v,u− 2v〉 | ≤ 2 ‖u‖2 + 6 ‖v‖2 + ‖u‖ ‖v‖,

b) | 〈2u− 3v, 3u− v〉 | ≤ 9 ‖u− v‖2 + 3 ‖u‖2 + 6 ‖v‖2 + 9| 〈u,v〉 |.

Ratkaisu sivulla 252.

Lause 18.2.7SisätuloavaruudenV normille pätee kaikillaα ∈ R ja kaikilla u,
v ∈ V :

a) ‖u‖ ≥ 0, ja lisäksi:‖u‖ = 0 jos ja vain josu = 0,

b) ‖αu‖ = |α| ‖u‖,

c) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖,

d)
∣∣∣‖u‖ − ‖v‖

∣∣∣ ≤ ‖u+ v‖.

Todistus.Kohta a) seuraa Määritelmistä 18.1.1 (i) ja 18.2.1.

Myös kohta b) seuraa normin määritelmästä:

‖αu‖ =
√
〈αu, αu〉 =

√
α2 〈u,u〉 = |α| ‖u‖ .
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Kohta c): Käyttäen Schwarzin epäyhtälöä saadaan

‖u+ v‖2 = 〈u+ v,u+ v〉 = 〈u,u〉+ 2 〈u,v〉+ 〈v,v〉
≤ ‖u‖2 + 2 ‖u‖ ‖v‖+ ‖v‖2 = (‖u‖ + ‖v‖)2 ,

josta positiivisuuden nojalla‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.
Kohta d) harjoitustehtävä.✷

Ehtoja c) ja d) sanotaankolmioepäyhtälöiksi(triangle inequality).

Tehtävä 18.2.8Osoita, että sisätuloavaruudessa

a) ‖3u− 4v‖ ≤ 3 ‖u− v‖+ ‖v‖,

b) ‖3u− 4v‖ ≥
∣∣∣4 ‖u− v‖ − ‖u‖

∣∣∣.

Ratkaisu sivulla 253.

Lause 18.2.9Normin määräämälle metriikalle pätee kaikillau, v, w:

α) d(u,v) ≥ 0 ja lisäksi:d(u,v) = 0 ⇐⇒ u = v,

β) d(u,v) = d(v,u),

γ) d(u,w) ≤ d(u,v) + d(v,w).

Todistus.Harjoitustehtäviä.✷

Esimerkki 18.2.10 AvaruudessaRn sisätulo (pistetulo) määrää vektorinx eukli-
disen (tai pythagoralaisen) pituuden

‖x‖ =
√
xTx =

(
n∑

k=1

x2
k

) 1

2

sekä pisteidenx ja y välisen etäisyyden

‖x− y‖ =
(

n∑

k=1

(xk − yk)
2

) 1

2

.

Pisteidenx := (3 1 2 −4)T ja y := (1 3 0 2)T etäisyys on

‖x− y‖ =
√
(3− 1)2 + (1− 3)2 + (2− 0)2 + (−4− 2)2 = 4

√
3.
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Esimerkki 18.2.11 Sisätuloavaruuden vektoriu 6= 0 voidaannormittaa, so.
muodostaa vektorinu suuntainen yksikkövektori

u0 :=
1

‖u‖u.

Esimerkki 18.2.12 Määritä vakioα ∈ R niin, että funktioα sin on yksikkövek-
tori avaruudessaC([−π, π],R). Tässä on siis sisätulona välin[−π, π] integraalisi-
sätulo, ks. Esimerkki 18.1.6.

Ratkaisu. Funktionf ∈ C([−π, π],R) normille on voimassa

‖f‖2 = 〈f, f〉 =
∫ π

−π

(f(x))2 dx,

joten

‖sin‖2 =
∫ π

−π

sin2 x dx =
1

2

∫ π

−π

(1− cos 2x) dx = π.

Valitaanα := 1√
π

(tai α := − 1√
π
). Silloin

‖α sin‖ = |α| ‖sin‖ = 1√
π
·
√
π = 1.



18.3 Metrinen avaruus ja normiavaruus 251

18.3 Metrinen avaruus ja normiavaruus

Metriikkoja voidaan käsitellä missä tahansa joukossa, mutta normi on mielekäs
vain algebrallisissa struktuureissa kuten lineaariavaruus.

Määritelmä 18.3.1 OlkoonX epätyhjä joukko. Pari(X, d) on metrinen avaruus
ja kuvausd : X×X → R on metriikka, jos d toteuttaa (jo Lauseessa 18.2.9
esiintyneet) ehdotα) – γ):

α) d(u,v) ≥ 0 ja lisäksi:d(u,v) = 0 ⇐⇒ u = v,

β) d(u,v) = d(v,u),

γ) d(u,w) ≤ d(u,v) + d(v,w).

Määritelmä 18.3.2 OlkoonV reaalinen lineaariavaruus. Pari(V, ‖ ‖) onnormia-
varuusja kuvaus‖ ‖ : V → R on normi, jos se täyttää (Lauseen 18.2.7) ehdot a)
– c).

a) ‖u‖ ≥ 0, ja lisäksi:‖u‖ = 0 jos ja vain jossu = 0,

b) ‖αu‖ = |α| ‖u‖,

c) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖.

Tehtävä 18.3.3Osoita, että ehtojen b) ja c) ollessa voimassa ehto a) voidaan kor-
vata ehdolla

a’) ‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0.

Ratkaisu sivulla 253.

Tehtävä 18.3.4Keksi erilaisia normeja tasossa.
Ratkaisu sivulla 253.



18.4 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 18.2.2 : Esimerkkiä 18.1.7 jatkaen:

〈u+ v,u− v〉 = 〈u,u〉 − 〈v,v〉 = ‖u‖2 − ‖v‖2

〈2u− v, 3v + 4u+w〉 = 8 〈u,u〉 − 3 〈v,v〉+ 2 〈u,v〉+ 2 〈u,w〉 − 〈v,w〉
= 8 ‖u‖2 − 3 ‖v‖2 + 2 〈u,v〉+ 2 〈u,w〉 − 〈v,w〉 .

Tehtävä 18.2.3 : Normin määritelmän ja sisätulon laskusääntöjen avulla:

‖2u− 3v‖2 = 〈2u− 3v, 2u− 3v〉 = 4 〈u,u〉 − 6 〈u,v〉 − 6 〈v,u〉+ 9 〈v,v〉
= 4 〈u,u〉 − 12 〈u,v〉+ 9 〈v,v〉

ja siten
‖2u− 3v‖ =

√
4 〈u,u〉 − 12 〈u,v〉+ 9 〈v,v〉.

Tehtävä 18.2.4 : Määritelmien mukaan

〈f, g〉 =
2∫
1

f(t) g(t) d(t) =
2∫
1

1 · 1
t
dt = ln 2.

‖f‖2 = 〈f, f〉 =
2∫
1

1 dt = 1, joten ‖f‖ =
√
〈f, f〉 = 1

‖g‖2 = 〈g, g〉 =
2∫
1

1
t2
dt = 1

2
, joten ‖g‖ =

√
〈g, g〉 =

√
1
2
=

√
2
2
.

Tehtävä 18.2.6 a) Normeilla ilmaistuna

〈2u+ 3v,u− 2v〉 = 2 ‖u‖2 − 6 ‖v‖2 − 〈u,v〉 ,

joten reaalilukujen kolmioepäyhtälöä ja Schwarzin epäyhtälöä käyttäen

| 〈2u+ 3v,u− 2v〉 | = |2 ‖u‖2 − 6 ‖v‖2 − 〈u,v〉 |
≤ 2 ‖u‖2 + 6 ‖v‖2 + | 〈u,v〉 |
≤ 2 ‖u‖2 + 6 ‖v‖2 + ‖u‖ ‖v‖ .

b) Järjestetään tarvittava erotus ja lasketaan aluksi:

〈2u− 3v, 3u− v〉 = 〈3(u− v)− u, 3(u− v) + 2v〉
= 9 ‖u− v‖2 − 3 ‖u‖2 − 6 ‖v‖2 + 7 〈u,v〉 .
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Reaalilukujen kolmioepäyhtälöä käyttäen

| 〈2u− 3v, 3u− v〉 | = |9 ‖u− v‖2 − 3 ‖u‖2 − 6 ‖v‖2 + 7 〈u,v〉 |
≤ 9 ‖u+ v‖2 + 3 ‖u‖2 + 6 ‖v‖2 + 7| 〈u,v〉 |
≤ 9 ‖u+ v‖2 + 3 ‖u‖2 + 6 ‖v‖2 + 9| 〈u,v〉 |

Tehtävä 18.2.8 : Sopivasti ryhmitellen: a)3u− 4v = 3(u−v)−v, joten kolmio-
epäyhtälöä käyttäen

‖3u− 4v‖ ≤ 3 ‖u− v‖+ ‖v‖ .

b) Toista kolmioepäyhtälöä (Lause 18.2.7 d) käyttäen
∣∣∣4 ‖u− v‖ − ‖u‖

∣∣∣ ≤
∣∣∣ ‖4(u− v)‖ − ‖−u‖

∣∣∣ ≤ |4(u− v)− u| = ‖3u− 4v‖ .

Tehtävä 18.3.3 : Pitäisi siis osoittaa, että‖u‖ ≥ 0. Mutta Määritelmän 18.3.2
ehdon c) mukaan:

0 = 1
2
‖u+ (−u)‖ ≤ 1

2
‖u‖ + 1

2
‖−u‖ = 1

2
‖u‖+ 1

2
|−1| ‖u‖

= 1
2
‖u‖+ 1

2
‖u‖ = ‖u‖ .

Tehtävä 18.3.4 : Olkoonx = (x1 x2)
T .

a) Tavallinen (standardi) normi (eli ”vektorin kärjen etäisyys alkupisteestä”) on jo
tuttu:

‖x‖2 =
√

x2
1 + x2

2.

b) ”Taksiautonormi” määritellään näin

‖x‖1 := |x1|+ |x2|.

c) Edelleen nk. maksiminormi:

‖x‖∞ := max (|x1|, |x2|) .

Lukijan huoleksi jätetään normin määritelmän ehtojen tarkastus kohdissa b) ja c).

Huomautus 18.4.1Yllä olevat normit saadaan yleisestäp-normista

‖x‖p := (|x1|p + |x2|p)1/p,

mikä määrittelee normin arvoillap ≥ 1. Miten saadaan‖x‖∞ ?



19 ORTOGONAALISET JOUKOT
– PROJEKTIOT

Tarkastellaan vektorien välisiä kulmia ja kohtisuoruutta, määritellään ortonormaa-
li vektorijoukko ja vektorin projektiot aliavaruuteen.

19.1 Kulman määrittely

Olkootx ja y tason vektoreita kuten Kuvassa 27.

α

β
θ

x1 y1

y2

x2 x

y

||
x|

|

||y
||

Kuva 27: Vektoreiden välinen kulma

Lasketaan koordinaattien avulla niiden välinen kulma∠(x,y).

θ = α− β
cos θ = cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β

=
x1

‖x‖ ·
y1
‖y‖ +

x2

‖x‖ ·
y2
‖y‖ =

x1y1 + x2y2
‖x‖ ‖y‖ =

x · y
‖x‖ ‖y‖

=
〈x,y〉
‖x‖ ‖y‖ .

Kun muistetaan, että Schwarzin epäyhtälön mukaan sisätuloavaruuden nollasta
poikkeaville vektoreille pätee

−1 ≤ 〈u,v〉
‖u‖ ‖v‖ ≤ 1,

päästään myös aksiomaattisessa sisätuloavaruudessa käsiksi kulmiin.
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Määritelmä 19.1.1 OlkoonV reaalinen sisätuloavaruus.

a) Kahden vektorinu, v ∈ V \ {0} välinen kulma(angle) on se välin[0, π] luku
θ, jolle

cos θ =
〈u,v〉
‖u‖ ‖v‖ eli θ = arc cos

〈u,v〉
‖u‖ ‖v‖ .

Vektorien välistä kulmaa merkitäänθ = ∠(u,v).

b) Vektorit u ja v ovat ortogonaalisiaeli kohtisuorassatoisiaan vastaan, jos
〈u,v〉 = 0. Kohtisuoruutta merkitäänu ⊥ v.

Huomautus 19.1.2a) Kaikillau ∈ V onu ⊥ 0.

b) Olkootu, v ∈ V nollasta poikkeavia vektoreita. Vektoritu ja v ovat

1) samansuuntaisia jos ja vain jos∠(u,v) = 0,

2) ortogonaalisia jos ja vain jos∠(u,v) = π
2
,

3) vastakkaissuuntaisia jos ja vain jos∠(u,v) = π.

c) Yksikkövektoreille on∠(u,v) = arc cos 〈u,v〉.

Lause 19.1.3OlkoonV sisätuloavaruus jav1, v2, . . ., vk ∈ V .

a) Josu ∈ V ja u ⊥ v1, u ⊥ v2, . . ., u ⊥ vk, sekäα1, α2, . . ., αk ∈ R, niin

u ⊥ (α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk).

b) Josvi ⊥ vj kaikilla i 6= j, niin (ks. Kuva 28)

‖v1 + v2 + · · ·+ vk‖2 = ‖v1‖2 + ‖v2‖2 + · · ·+ ‖vk‖2 .

Todistus.a) Koska〈u,vi〉 = 0 kaikilla i, on sisätulon lineaarisuuden (yleistyksen)
nojalla

〈u, α1v1 + · · ·+ αkvk〉 = α1 〈u,v1〉+ · · ·+ αk 〈u,vk〉 = 0.

b) Kahden vektorin tapaus: Josv1 ⊥ v2, niin 〈v1,v2〉 = 0 ja

‖v1 + v2‖2 = 〈v1 + v2,v1 + v2〉
= 〈v1,v1〉+ 2 〈v1,v2〉+ 〈v2,v2〉
= ‖v1‖2 + ‖v2‖2 .

Yleinen tapaus: harjoitustehtävä.✷
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v1

v2

v  +
 v 

1

2 v1

v2
v3

+v v
21

++ 321 vvv

Kuva 28: Pythagoraan lauseen yleistyksiä

Esimerkki 19.1.4 a) AvaruudenRn luonnollisen kannan vektorit ovat ortogonaa-
lisia yksikkövektoreita.

b) Tasovektorit(a b)T ja (−b a)T ovat ortogonaalisia.

c) Eräs vektoreidenx = (x1 x2 x3)
T ja y = (y1 y2 y3)

T kanssa ortogonaali-
nen vektori on näidenristitulo eli vektoritulo z = x×y, jonka koordinaatit ovat
formaalindeterminantin 1. rivin kofaktorit:

z = x× y =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
=




x2y3 − x3y2
−(x1y3 − x3y1)
x1y2 − x2y1




Esimerkki 19.1.5 a) AvaruudenC([−π, π],R) funktiot sin ja cos ovat ortogonaa-
lisia, sillä

〈sin, cos〉 =
∫ π

−π

sin x cosx dx =
1

2

∫ π

−π

sin 2x dx = 0.

b) Funktiot f , g ∈ C([−1, 1],R), f(x) := x, g(x) := ex, ovat painofunktion
x 7→ e−x suhteen määritellyn sisätulon suhteen ortogonaalisia, sillä

〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(x)g(x)e−x dx =

∫ 1

−1

xexe−x dx = 0.

Tehtävä 19.1.6Mitkä vektorit ovat kohtisuorassa kahta vektoria(1 2 3)T ja
(2 −2 1)T vastaan?
Ratkaisu sivulla 266.

Tehtävä 19.1.7Missä lineaariavaruuksissaC([a, b],R) ovat funktiotf , f(x) :=
1/x, ja g, g(x) := ln x, ortogonaalisia?
Ratkaisu sivulla 266.
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19.2 Ortogonaalinen joukko – ortonormaalisuus

Määritelmä 19.2.1 SisätuloavaruudenV osajoukkoA on ortogonaalinen, jos
u ⊥ v kaikilla u, v ∈ A, u 6= v. JosA on ortogonaalinen ja‖u‖ = 1 kai-
killa u ∈ A, niin A on ortonormaalitai ortonormitettujoukko.

Lause 19.2.2Sisätuloavaruuden ortogonaalinen vektorijoukkoU on lineaarisesti
riippumaton jos ja vain jos0 /∈ U . Erityisesti ortonormaali joukko on lineaarisesti
riippumaton.

Todistus.1) Jos0 ∈ U , onU lineaarisesti riippuva.

2) Oletetaan, että0 /∈ U . Olkootαk ∈ R jauk ∈ U sellaisia, että

n∑

k=1

αkuk = 0.

Lauseen 18.1.3 d), sisätulon lineaarisuuden ja ortogonaalisuuden nojalla on kai-
killa i = 1, 2, 3, . . . , n

0 =

〈
ui,

n∑

k=1

αkuk

〉
=

n∑

k=1

αk 〈ui,uk〉 = αi 〈ui,ui〉 = αi ‖ui‖2 .

Koska mikään vektoreistaui ei ole0, on oltavaαi = 0 kaikilla i = 1, 2, . . . , n. ✷

Seuraus 19.2.3OlkoonE = {e1, e2, . . . , ek} sisätuloavaruuden ortonormaali os-
ajoukko. Josu =

∑k
i=1 αiei, missäαi ∈ R, niin kaikilla j = 1, 2, 3, . . . , k on

αj = 〈u, ej〉.

Todistus.Ks. Lauseen 19.2.2 todistus.✷

Tehtävä 19.2.4Osoita ortogonaaliseksi avaruudenR4 vektorijoukko

U :=








3
−2
1
3


,




−1
3
−3
4


,




3
8
7
0








ja normalisoi se ortonormaaliksi joukoksiU0. Säilytä vektorien järjestys.
Ratkaisu sivulla 266.

Tehtävä 19.2.5Testaa Seurausta 19.2.3 Tehtävässä 19.2.4 lasketulla ortonormaa-
lilla joukolla U0 ja vektorillau, jonka koordinaatit kannassaU0 ovat(1 2 3)T .
Ratkaisu sivulla 266.
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19.3 Projektiot

Määritelmä 19.3.1 OlkoonV sisätuloavaruus jav ∈ V \ {0}.
a) Vektorinu ∈ V ortogonaaliprojektiovektorillev on vektori (sanotaankin myös
vektoriprojektioksi)

uv :=
〈u,v〉
‖v‖2

v =
〈u,v〉
‖v‖ v0

ja skalaariprojektioon luku (ks, kuva 29)

uv :=
〈u,v〉
‖v‖ .

vu

u

v

u = u   + u v v

vu

|u |=||   ||v
v u

Kuva 29: Projektio ja ortogonaalikomponentti

b) Vektorinu ∈ V ortogonaalikomponenttivektorillev on vektori

u⊥v := u− uv = u− 〈u,v〉
‖v‖2

v.

Huomautus 19.3.2Ortogonaalikomponentti on kohtisuorassa vektoriav (ja siis
myös projektiota) vastaan, sillä

〈u⊥v,v〉 = 〈u,v〉 −
〈u,v〉
‖v‖2

〈v,v〉 = 0.

Projektiot lausuttuina kulman avulla:

uv = ‖u‖ 〈u,v〉‖u‖ ‖v‖v
◦ = ‖u‖ cos (∠(u,v))v◦

uv = ‖u‖ cos (∠(u,v)) .
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Kyseessähän on vektorin hajottaminen kohtisuoriin komponentteihin

u = uv + u⊥v,

joista toinen on annetun vektorin suuntaisella origon kautta kulkevalla suoralla.

Esimerkki 19.3.3 Vektorinu := (0 1)T projektiot vektorillev := (−1−1)T ovat

uv =

〈(
0
1

)
,

(
−1
−1

)〉

∥∥∥∥
(
−1
−1

)∥∥∥∥
2

(
−1
−1

)
=
−1
2

(
−1
−1

)
=

1

2

(
1
1

)

u⊥v =

(
0
1

)
− 1

2

(
1
1

)
=

1

2

(
−1
1

)

Skalaariprojektiouv = −
√
2/2.

Esimerkki 19.3.4 AvaruudenC([0, π/2],R) funktioidensin ja cos välinen kulma
integraalisisätulon suhteen on (vrt. Esimerkki 19.1.5)

θ = arc cos
〈sin, cos〉
‖sin‖ ‖cos‖ = arc cos

1
2√

π
2
·
√
π
2

= arc cos 2
π
≈ 0, 88

sillä

〈sin, cos〉 =

∫ π
2

0

sin x cosx dx =

∫ π
2

0

1
2
sin 2x dx = 1

4
+ 1

4
= 1

2
,

‖sin‖2 =

∫ π
2

0

sin2 x dx =

∫ π
2

0

1
2
(1− cos 2x) dx = π

4
,

‖cos‖2 =

∫ π
2

0

cos2 x dx =

∫ π
2

0

(1− sin2 x) dx = π
2
− π

4
= π

4
.

Edelleen vektoriprojektiot

cossin =
〈cos, sin〉
‖sin‖2

sin =
1
2
π
4

sin = 2
π
sin

cos⊥ sin = cos− 2
π
sin .

Tehtävä 19.3.5Osoita, että avaruudessaRn vektorien projektiot vektorillev saa-
daan myös kertomalla niitä vasemmalta nk.projektiomatriisilla

Pv := v(vTv)−1vT .

Ratkaisu sivulla 267.
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19.4 Projektiot aliavaruuksiin

Määritelmä 19.4.1 OlkoonE = {e1, . . . , ek} sisätuloavaruudenV ortonormaali
osajoukko. Vektorinu ∈ V projektioaliavaruudelle[E] on vektori

uE :=
k∑

i=1

〈u, ei〉 ei

ja ortogonaalikomponenttiu⊥E := u− uE (ks. Kuva 30).

Eu

u
Eu

e1

k = 2

E taso

e2

[  ]x1

x2

x3

Kuva 30: Projektio ortonormaalin joukon virittämään aliavaruuteen

Lause 19.4.2Määritelmän 19.4.1 tilanteessa vektorinu projektio on avaruudes-
sa [E] ja ortogonaalikomponentti on kohtisuorassa jokaista vektoria ei vastaan.
Viritetyille aliavaruuksille pätee[E ∪ {u}] = [E ∪ {u⊥E}].

Todistus. Vektorien ei lineaarikombinaationauE ∈ [E]. Kohtisuoruus seuraa
määritelmistä käyttäen Seurausta 19.2.3:

〈u⊥E , ej〉 = 〈u, ej〉 − 〈uE , ej〉 = 〈u, ej〉 − 〈u, ej〉 = 0.

Viritetyt aliavaruudet samat: Merkitäänαj := 〈u, ej〉, jolloin uE =
∑k

i=1 αiei.

1) Olkoonv ∈ [E ∪ {u}]. Silloin

v =
k∑

i=1

βiei + βu =
k∑

i=1

βiei + βuE + βu⊥E =
k∑

i=1

(βi + αiβ)ei + βu⊥E,

jotenv ∈ [E ∪ {u⊥E}].
2) Olkoonw ∈ [E ∪ {u⊥E}]. Silloin

w =
k∑

i=1

γiei + γu⊥E =
k∑

i=1

γiei − γuE + γu =
k∑

i=1

(γi − αiγ)ei + γu,

jotenw ∈ [E ∪ {u}]. ✷
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19.5 Gram-Schmidtin ortonormitusmenetelmä

Konstruoidaan äärellisulotteiseen sisätuloavaruuteen ortonormaali kanta lähtien
annetusta kannasta. Yksiulotteisessa avaruudessa riittää normittaa yksi vektori.

Lause 19.5.1Jokaisella vähintäin yksiulotteisella äärellisulotteisella sisätuloava-
ruudella on ortonormaaleja kantoja.

Todistus. Jokaisella äärellisulotteisella vektoriavaruudella on kantoja ja mikä
tahansa sisätuloavaruuden äärellinen kanta voidaan ortonormittaa mm. Gram-
Schmidtin menetelmällä (Kuvassa 31).✷

Olkoon V vähintään kaksiulotteinen sisätuloavaruus jaU =
{u1, . . . ,un} sen jokin kanta. MerkitäänUk := {u1, . . . ,uk} kul-
lakin k ∈ [n]. Korvataan kannanU alkiot yksi kerrallaan ortogo-
naalisilla yksikkövektoreilla (katso Kuva 32).
Askel 1. Korvataanu1 yksikkövektorilla:

e1 :=
u1

‖u1‖
, E1 := {e1}.

Askel 2. Korvataanu2 sen normitetulla ortogonaalikomponentilla
aliavaruudelle[E1]:

p2 := u2 − 〈u2, e1〉 e1, e2 :=
p2

‖p2‖
, E2 := {e1, e2}.

Toistetaan arvoilla k = 3, 4, . . ., n:
Askelk. Korvataanuk sen normitetulla ortogonaalikomponentilla
aliavaruudelle[Ek−1]:

pk := uk−
k−1∑

i=1

〈uk, ei〉 ei, ek :=
pk

‖pk‖
, Ek := {e1, . . . , ek}.

Kuva 31: Gram-Schmidtin algoritmi

Gram-Schmidtin menetelmän (Kuva 31) kussakin vaiheessa

1) pk 6= 0, silläEk−1 ∪ {uk} on lineaarisesti riippumaton,
2)Ek on ortonormaali ja[Ek] = [Uk] (Lause 19.4.2).

Lopuksi[En] = [Un] = V .
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u1
e1

e2

p2

2u

e1

e2

e1
(ylöspäin)

3u
p3

e3

u1

Kuva 32: Ortogonalisointia

Esimerkki 19.5.2 Muodosta tasolleR2 ortonormaali kanta, jonka toinen vektori
on suoranx = a+ tv suuntainen.

Ratkaisu. On tietenkin oltavav 6= 0. Olkoon

e1 :=
1

‖v‖v =
1√

v21 + v22

(
v1
v2

)
.

Tason kierrolla saatu vektoriu := (−v2 v1)T ei ole vektorinv suuntainen, joten
lasketaan sen avulla toinen vektori:

p2 := u− 〈u, e1〉 e1 =
(
−v2
v1

)
− 1

‖v‖2
〈(−v2

v1

)
,

(
v1
v2

)〉(v1
v2

)

=

(
−v2
v1

)
−
(
0
0

)
=

(
−v2
v1

)
,

e2 :=
p2

‖p2‖
=

1√
v21 + v22

(
−v2
v1

)
.

Eräs kelvollinen kanta on{e1, e2}.

Tehtävä 19.5.3Mitä muita ratkaisuja keksit Esimerkille 19.5.2?
Ratkaisu sivulla 267.

Esimerkki 19.5.4 Muodosta avaruudellaR3 ortonormaali kanta lähtien kannasta
U , jonka vektorit ovat

u1 :=



1
1
1


 u2 :=



0
1
1


 u3 :=



0
0
1


.
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Ratkaisu. Todenna aluksi esimerkiksi determinantilla, että U on kanta. Gram-
Schmidtin menetelmä antaa ortonormaalin kannan{e1, e2, e3}:

e1 :=
u1

‖u1‖
=

1√
1 + 1 + 1



1
1
1


=



1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3




p2 := u2 − 〈u2, e1〉 e1

=



0
1
1


−


(0 1 1

)


1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3







1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3




=



0
1
1


− 2√

3



1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3


=



−2/3
1/3
1/3




e2 :=
p2

‖p2‖
=

1√
4
9
+ 1

9
+ 1

9



−2/3
1/3
1/3


=



−2/
√
6

1/
√
6

1/
√
6




p3 := u3 − 〈u3, e1〉 e1 − 〈u3, e2〉 e2

=



0
0
1


− 1√

3



1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3


− 1√

6



−2/
√
6

1/
√
6

1/
√
6


=




0
−1/2
1/2




e3 :=
p3

‖p3‖
=

1√
0 + 1

4
+ 1

4




0
−1/2
1/2


=




0

−1/
√
2

1/
√
2




Esimerkki 19.5.5 OnkoU := {1, x, x2} ortogonaalinen avaruudessaC([−1, 1],R)?
Ratkaisu. Sisätulo on siis〈p, q〉 =

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx, joten

〈1, x〉 =

∫ 1

−1

1 · xdx = 0

〈1, x2〉 =

∫ 1

−1

1 · x2dx =
2

3

〈x, x2〉 =

∫ 1

−1

x · x2dx = 0.

JoukkoU ei siis ole ortogonaalinen.

Tehtävä 19.5.6Ortogonalisoi Gram-Schmidtilla Esimerkin 19.5.5 joukkoU =
{1, x, x2} välin [−1, 1] integraalisisätulon

〈p, q〉 =
∫ 1

−1

p(x)q(x) dx

suhteen. Ratkaisu sivulla 267.
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19.6 Sovellutuksia – pisteen etäisyys . . .

suorasta

Pisteenb ∈ Rn etäisyys suorastax(t) = a+ tv voidaan määritellä kaavalla

d(b,x) := min{‖b− x(t)‖ | t ∈ R},
mikä voitaisiin laskea analyysin keinoin. Nimittäin, kuvausϕ : R→ R,

ϕ(t) := ‖b− x(t)‖2 ,
on derivoituva,limt→±∞ ϕ(t) =∞ ja sillä on tasan yksi minimipiste.

Toisaalta on ilmeistä, että pisteenb etäisyysorigon kauttakulkevasta suorasta
y = tv on yhtä kuin vektorinb vektorille v lasketun ortogonaalikomponentin
b⊥v = b− bv pituusd(b,y) = ‖b⊥v‖.
Etäisyys mielivaltaiselle suorallex(t) = a + tv saadaan siirtämällä vektoriab ja
suoraa vakiolla−a, jolloin suorax− a kulkee origon kautta (ks. Kuva 33). Siis

d(b,x) = d(b− a,x− a) = ‖(b− a)⊥v‖ .

x = a+ vt

a

0 v

b - a

b

Kuva 33: Pisteen etäisyys suorasta

Tehtävä 19.6.1Laske pisteen(2 3 1 0)T etäisyys

a) suorastay = t(1 0 1 0)T ,

b) suorastax = (0 1 1 2)T + t(1 0 1 0).

Ratkaisu sivulla 268.

Tehtävä 19.6.2Osoita edellisten kaavojen nojalla, että pisteen(x0 y0)
T etäisyys

suorastaax+ by + c = 0 on

|ax0 + by0 + c|√
a2 + b2

.

Ratkaisu sivulla 269.



19.6 Sovellutuksia – pisteen etäisyys . . . 265

tasosta

Pisteenb ∈ Rn etäisyys tasostax(s, t) = a + su + tv lasketaan samalla tavalla
vektorinb−a ortogonaalikomponentin pituutena tasollex−a. Tälle tasolle olisi
kuitenkin ensin muodostettava esitys ortonormaalin kannan avulla, jotta voitaisiin
käyttää Määritelmän 19.4.1 kaavoja.

Voidaan kuitenkin osoittaa, että projisointi onnistuu taas projektiomatriisin avulla
(vrt. Tehtävä 19.3.5):

Lineaarisesti riippumattomat vektoritv1 ja v2 määräävät origon kautta kulkevan
tason ja matriisilleV := (v1 v2) (sarakkeinaan kyseiset vektorit) on2×2-matriisi
VTV säännöllinen (perustele!). On siis olemassan×n-matriisi

PV = V(VTV)−1VT ,

ja voitaisiin todistaa, ettäPV kuvaa kaikki vektoritx ∈ Rn ortogonaalisesti tasolle
[v1,v2].

Tehtävä 19.6.3Laske pisteen(1 2 3)T etäisyys tasosta

x = (0 1 0)T + s(2 − 1 1)T + t(3 2 4)T .

Ratkaisu sivulla 269.

Ortogonaalista projisointia aliavaruuteen havainnollistaa seuraava dynaaminen
kuvio:

Avaruusvektorin projisointi kahden vektorin virittämään tasoon
(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/OrtogProj32.htm

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OrtogProj32.htm


19.7 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 19.1.6 : Olkoon(x y z)T vektori, joka on ortogonaalinen annettujen vek-
torien kanssa, ts.

(
x y z

)


1
2
3


= 0 ja

(
x y z

)



2
−2
1


= 0.

Saamme yhtälöryhmän

{
x + 2y + 3z = 0
2x − 2y + z = 0

⇐⇒



x
y
z


= t



−4/3
−5/6
1


, t ∈ R.

Kysyttyjä vektoreita ovat siis kaikkit(−8 −5 6)T , t ∈ R.

Tehtävä 19.1.7 : On löydettävä välit[a, b], joilla

1) f, g ∈ C([a, b],R)
2) 〈f, g〉 =

∫ b

a
f(x)g(x) dx = 0.

Voidaan järkevyyden nimissä heti vaatia, että0 < a < b. Silloin f, g ∈ C([a, b],R)
ja

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x) dx =

∫ b

a

1

x
ln x dx =

/ b

a

1

2
(ln x)2

=
1

2

(
(ln b)2 − (ln a)2

)
=

1

2
(ln b+ ln a)(ln b− ln a).

Edellä asetetuilla ehdoilla tämä on nolla täsmälleen arvoilla ln b+ln a = ln ab = 0
eli ab = 1. Sopivat välit ovat siis muotoa[1/r, r], missär > 1.

Tehtävä 19.2.4 : Näytä, että pareittain muodostetut pistetulot ovat nollia. Kerro ku-
kin vektori sen normin käänteisluvulla. Tuloksena pitäisiolla ortonormaali vekto-
rijoukko

U0 :=





1√
23




3
−2
1
3


,

1√
35




−1
3
−3
4


,

1√
122




3
8
7
0








joka on tietenkin on virittämänsä aliavaruuden ortonormaali kanta.

Tehtävä 19.2.5 : Muodosta skalaarivektorin(1 2 3)T avulla lineaarikombinaatio
u Tehtävän 19.2.4 ratkaisuvektoreista (säilytä järjestys!), ja laske pistetulot〈u,v〉
kaikilla v ∈ U0. Niistä pitäisi tulla alunperäiset koordinaatit 1, 2 ja 3.



19.7 Ratkaisuja tehtäviin 267

Tehtävä 19.3.5 : Dimensiotarkastelu varmistaa, ettäPv on n×n-matriisi. Koska
vTv = ‖v‖2 ja vTu = 〈v,u〉 = 〈u,v〉 ovat lukuja, on

Pvu = v(vTv)−1vTu =
1

‖v‖2
v(vTu) =

〈u,v〉
‖v‖2

v.

Tehtävä 19.5.3 : Vaaditut ehdot toteuttavia kantoja ovat kaikki seuraavat:

{e1, e2}, {e1,−e2}, {−e1, e2}, {−e1,−e2}

Tehtävä 19.5.6 : OlkootR0 := 1, R1(x) := x jaR2(x) := x2. Silloin

‖R0‖2 =
∫ 1

−1

12 dx = 2,

joten‖R0‖ =
√
2. Saadaan yksikkövektoriQ0:

Q0(x) =
1

‖R0‖
R0 =

1√
2
· 1 =

√
2

2
.

OrtogonaalikomponenttiS1 = R1 − 〈R1, Q0〉Q0, missä

S1(x) = x−
(∫ 1

−1

x
√
2
2
dx

)
·
√
2
2

= x

‖S1‖2 =

∫ 1

−1

x2 dx = 2
3
,

jolloin ‖S1‖ =
√

2/3. Saadaan toinen yksikkövektoriQ1:

Q1(x) =
1

‖S1‖
S1(x) =

√
3√
2
x =

√
6
2
x.

OrtogonaalikomponenttiS2 = R2 − 〈R2, Q0〉Q0 − 〈R2, Q1〉Q1, missä

S2(x) = x2 −
∫ 1

−1

x2
√
2
2
dx ·

√
2
2
−
∫ 1

−1

x2
√
6
2
x dx ·

√
6
2
x = · · · = x2 − 1

3

‖S2‖2 =

∫ 1

−1

(
x2 − 1

3

)2
dx = · · · = 8

45

jolloin ‖S2‖ =
√

8/45. Saadaan kolmas yksikkövektoriQ2:

Q2(x) =
1

‖S2‖
S2(x) = · · · =

√
10
2
· 1
2
(3x2 − 1).
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Näin saatu ortonormaali kanta on
{√

2
2
,
√
6
2
x,

√
10
2

(
3
2
x2 − 1

2

)}
.

Tehtävä 19.6.1 : a) Merkitääny = tv = t(1 0 1 0)T ja d(b,y) = ‖b⊥v‖. Nyt

bv =
〈b,v〉
‖v2‖ v =




2
3
1
0




T


1
0
1
0




2




1
0
1
0


=




3
2

0
3
2

0




b⊥v = b− bv =




2
3
1
0


−




3
2

0
3
2

0


=




1
2

3
−1

2

0




joten

d(b,y) = ‖b⊥v‖ =
√
38

2
.

b) Merkitäänx = a+ tv ja d(b,x) = ‖(b− a)⊥v‖. Merkitään myös

c := b− a =




2
3
1
0


−




0
1
1
2


=




2
2
0
−2




jolloin d(b,x) = ‖c⊥v‖. Nyt

cv =
〈c,v〉
‖v2‖ v =




2
2
0
−2




T


1
0
1
0




2




1
0
1
0


=

2

2




1
0
1
0


=




1
0
1
0




c⊥v = c− cv =




2
2
0
−2


−




1
0
1
0


=




1
2
−1
−2




jotend(b,x) = ‖(b− a)⊥v‖ =
√
1 + 4 + 1 + 4 =

√
10.
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Tehtävä 19.6.2 : Muodostetaan suoralleby = −ax − c parametriesitys, vaikkapa
x = t, y = −at/b− c/b, t ∈ R. Valitaan vektorit

b :=

(
x0

y0

)
, a :=

(
0
−c/b

)
, v :=

(
1
−a/b

)
, x := a+ tv.

Silloin hieman työläällä laskulla (ks. Maple-lasku)

d(b,x)2 = ‖(b− a)⊥v‖2 = . . . =
(ax0 + by0 + c)2

a2 + b2
.

Maple-ratkaisu (linkki Maple-työarkkiin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Teht1962.mws

Tehtävä 19.6.3 : Merkitäänb = (1 2 3)T , a := (0 1 0)T , v1 = (2 −1 1)T ja
v2 = (3 2 4)T . Nyt etäisyys on vektorinb etäisyys tasostax = a+ sv1 + tv2 on
sama kuin vektorinc := b − a ortogonaalikomponentin pituus projisoitaessa se
aliavaruuteen[v1,v2].

Vektorimatriisi ja projektiomatriisi ovat (laske läpi!)

V :=




2 3
−1 2
1 4


 ja PV = V(VTV)−1VT =




37
55

−3
11

21
55

−3
11

17
22

7
22

21
55

7
22

61
110




ProjektiovektoricV ja ortogonaalikomponenttic⊥V ovat

cV = PVc =




17
11

16
11

26
11


, c⊥V = c− cV =




−6
11

−5
11

7
11




Sen pituus, eli kysytty etäisyys, on
√
110/11 ≈ 0.953.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht1962.mws


20 ORTONORMAALIT KANNAT
JA MATRIISIT

20.1 Ortonormaali kanta

Tarkastellaan seuraavaksi joitakin ortonormaalien kantojen erityispiirteitä; mm.
vektorien sisätulo ja normi voidaan laskea suoraa koordinaattien avulla; tämän
sanoo Parsevalin lause (Marc-Antoine Parseval des Chênes,Ranska, 1755-1836).
Lisäksi tutkitaan matriisien ortogonaalisuutta.

Lause 20.1.1(Parsevalin lause). OlkoonE = {e1, . . . , en} sisätuloavaruudenV
ortonormaali kanta.

a) Vektorinu ∈ V koordinaatit saadaan sisätulon avulla:

u =
n∑

k=1

〈u, ek〉 ek.

b) Vektorienu, v ∈ V , u =
∑n

k=1 xkek, v =
∑n

k=1 ykek, sisätulo saadaan koor-
dinaattien avulla:

〈u,v〉 =
n∑

k=1

xkyk.

Erikoisesti vektorinu normille pätee

‖u‖2 = 〈u,u〉 =
n∑

k=1

x2
k.

Todistus.a) Ks. Seuraus 19.2.3.

b) Kohdan a) mukaan〈u, ek〉 = xk, joten

〈u,v〉 =
〈
u,

n∑

k=1

ykek

〉
=

n∑

k=1

yk 〈u, ek〉 =
n∑

k=1

ykxk.

✷

Tehtävä 20.1.2Laske vektorinx = (2 3 4)T koordinaatit Esimerkin 19.5.4 kan-
nassaE = {e1, e2, e3}:

E =





1√
3



1
1
1


,

1√
6



−2
1
1


,

1√
2




0
−1
1





 .

Ratkaisu sivulla 274.
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Tehtävä 20.1.3Olkoon{e1, e2, e3} ortonormaali kanta kuten Esimerkissä 19.5.4
ja Tehtävässä 20.1.2. Laske vektorien

u = 2e1 − 7e2 +
1
2
e3

v = 3e1 − e2 − e3

sisätulo. Ratkaisu sivulla 274.

Esimerkki 20.1.4 Lasketaan Parsevalin lauseen avulla

I :=

∫ π

−π

(4 + 5 sin x− 6 cosx)(2− 7 sin x+ 2 cosx) dx.

AvaruudenC([−π, π],R) osajoukkoS := {1, cos, sin} on ortogonaalinen inte-
graalisisätulon suhteen, sillä

〈1, cos〉 =
∫ π

−π

cosx dx = 0, 〈1, sin〉 =
∫ π

−π

sin x dx = 0

ja 〈cos, sin〉 = 0 (ks. Esimerkki 19.1.5). Edelleen

‖1‖2 =
∫ π

−π

1 dx = 2π,

Esimerkin 18.2.12 mukaan‖sin‖2 = π ja siten

‖cos‖2 =
∫ π

−π

(1− sin2 x) dx = 2π − π = π.

Joukko {
1√
2π

,
1√
π
cos,

1√
π
sin

}

on täten aliavaruuden[S] ortonormaali kanta.

Laskettava integraali on sisätulo〈f, g〉, jonka tekijät ovat

f(x) = 4
√
2π 1√

2π
− 6
√
π 1√

π
cos x+ 5

√
π 1√

π
sin x

g(x) = 2
√
2π 1√

2π
+ 2
√
π 1√

π
cosx− 7

√
π 1√

π
sin x.

Parsevalin lauseen mukaan integraali on

I = 4
√
2π · 2

√
2π − 6

√
π · 2
√
π − 5

√
π · 7
√
π = −31π.
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20.2 Ortogonaalinen matriisi

Määritelmä 20.2.1 MatriisiQ ∈ Rn×n onortogonaalinen(voitaisiin sanoa myös
ortonormaali), jos sen sarakkeet muodostavat avaruudenRn ortonormaalin jou-
kon.

Lause 20.2.2Ortogonaalinen matriisiQ on säännöllinen jaQ−1 = QT .

Todistus. Matriisi Q sarakkeetqj muodostavat avaruudenRn kannan, joten ne
ovat lineaarisesti riippumattomia. Lauseen 11.3.1 mukaanQ on säännöllinen.

Ortonormaalisuuden perusteella tulonA := QTQ alkio aii = qT
i qi = 1 ja muilla

aij = qT
i qj = 0. SiisQTQ = I, joten Seurauksen 6.6.3 nojallaQ−1 = QT . ✷

Esimerkki 20.2.3 Määritä kaikki ortogonaaliset2×2-matriisit.

Ratkaisu. Matriisi

A :=

(
a c
b d

)

on ortogonaalinen jos ja vain jos

a2 + b2 = c2 + d2 = 1 ja ac + bd = 0.

Mielivaltainen tason yksikkövektori on muotoa(cosϕ sinϕ)T , missäϕ ∈ [0, 2π[.
Tätä vastaan kohtisuorat yksikkövektorit ovat(− sinϕ cosϕ)T ja (sinϕ − cosϕ)T .
Ortogonaalisia ovat siis

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
,

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
, ϕ ∈ [0, 2π[

sekä näiden transpoosit (ts. käänteismuunnokset). Ensimmäinen on kulmanϕ
kierto positiiviseen suuntaan, jälkimmäinen kulmanϕ kierto negatiiviseen suun-
taan ja lisäksi peilausx1-akselin suhteen.

Esimerkki 20.2.4 Käännä matriisi

A :=




1√
3

1√
3

1√
3

− 2√
6

1√
6

1√
6

0 − 1√
2

1√
2




Ratkaisu. Havaitaan, että matriisin sarakevektorit ovat ortonormaali joukko, joten
A−1 = AT eli

A−1 =




1√
3
− 2√

6
0

1√
3

1√
6
− 1√

2
1√
3

1√
6

1√
2
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20.3 Isometrinen lineaarikuvaus

Määritelmä 20.3.1 SisätuloavaruudenV lineaarikuvausL:V → V on isometria,
jos sesäilyttää vektorien pituudet, ts. jos

‖L(u)‖ = ‖u‖ kaikilla u ∈ V.

Voitaisiin osoittaa, että isometria säilyttää koko sisätulon, ts.

〈L(u), L(v)〉 = 〈u,v〉 .

Samalla säilyvät vektorien väliset kulmat.

Lause 20.3.2NeliömatriisilleQ ∈ Rn×n ovat seuraavat ominaisuudet yhtaikaa
voimassa:

a) Q on ortogonaalinen (sarakkeet ortonormaalit).

b) MatriisinQ rivit muodostavat ortonormaalin joukon.

c) Q on säännöllinen jaQ−1 = QT .

d) QTQ = I.

e) Lineaarikuvausx 7→ Qx on isometriaRn → Rn.

f) 〈Qx, Qy〉 = 〈x,y〉 kaikilla x, y ∈ Rn.

Todistus.Sivuutetaan (osin todistettu).✷

Tehtävä 20.3.3Mitkä funktioistaR2 → R2: projektio, peilaus, venytys, kierto,
siirto, ovat isometrioita?
Ratkaisu sivulla 274



20.4 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 20.1.2 : Voidaan laskea kahdellakin tavalla.

I tapa: Määritelmän mukaan ratkaisemalla koordinaatit yhtälöryhmästä

x = α1e1 + α2e2 + α3e3.

II tapa: Ottamalla huomioon, ettäE on ortonormaali, saadaan Parsevalin lauseesta

xE =



2
3
4




E

=



〈x, e1〉
〈x, e2〉
〈x, e3〉


=




1√
3
· 9

1√
6
· 3

1√
2
· 1


=




9√
3
3√
6
1√
2


.

Tarkasta, onko

9√
3
e1 +

3√
6
e2 +

1√
2
e3 = · · · =



2
3
4


.

Tehtävä 20.1.3 : Kahdellakin tavalla:

I tapa: Lasketaanu ja v luonnolliseen kantaan sijoittamallae1, e2 ja e3. Sitten
sisätulo (pistetulo).

II tapa: Koska kanta on ortonormaali, saadaan Parsevalin lauseesta

〈u,v〉 = 2 · 3 + (−7) · (−1) + 1
2
· (−1) = 121

2
.

Tehtävä 20.3.3 : Siirtox 7→ x + a ei ole edes lineaarinen (paitsi kuna = 0,
mutta silloin kyseessä onkin identtinen kuvaus eikä aidosti siirto). Muut annetut
kuvaukset ovat lineaarisia. VenytysSλ on ilmeisestikin isometria vain jos|λ| = 1.
Projektiot eivät ole isometrioita, sillä kuva-avaruus on suora, ja siten sen matrii-
si ei voi olla säännöllinen. Peilaukset ovat isometrioita,sillä peilaus ilmiselvästi
säilyttää pituudet. Isometrioita ovat myös kierrot; niiden matriisithan olivat orto-
gonaalisia (ks. Esimerkki 20.2.3).
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21 ORTOGONAALISET ALIAVARUUDET
JA PNS–MENETELMÄ

Määritellään sisätuloavaruuden aliavaruuden ortogonaalinen komplementti ja tar-
kastellaan ortogonaalisten aliavaruuksien ominaisuuksia. Tässä vaiheessa tarvit-
semme myös jo Luvussa 11.6 tarkastelemammesuoran summan.

21.1 Ortogonaalinen komplementti

Määritelmä 21.1.1 SisätuloavaruudenV epätyhjän osajoukonA ortogonaalinen
komplementtion joukko

A⊥ := {u ∈ V | 〈u, a〉 = 0 kaikilla a ∈ A }.

JoukkoA⊥ koostuu siis kaikista vektoreistau ∈ V , jotka ovat kohtisuorassajo-
kaistajoukonA vektoria vastaan.

Lause 21.1.2SisätuloavaruudenV osajoukonA ortogonaalinen komplementti on
aliavaruus ja[A] ∩A⊥ = {0}.

Todistus. 1) Määrittelyn perusteellaA⊥ ⊆ V . Koska〈0, a〉 = 0 kaikilla a ∈ A,
on 0 ∈ A⊥ ja siisA⊥ 6= ∅. Olkoonα, β ∈ R ja u, v ∈ A⊥. Josa ∈ A, saadaan
sisätulon määritelmän ehdon (iii) mukaan

〈αu+ βv, a〉 = α 〈u, a〉 + β 〈v, a〉 = 0,

jotenαu+ βv ∈ A⊥. SiisA⊥ on aliavaruus.

2) Ensinnäkin,0 ∈ [A] ∩ A⊥, koska molemmat ovat aliavaruuksia. Olkoon toi-
saaltau ∈ [A] ∩ A⊥ mielivaltainen. Koskau ∈ [A], on sillä esitys

u = α1a1 + · · ·+ αkak, αi ∈ R, ai ∈ A.

Koska toisaaltau ∈ A⊥, onu kohtisuorassa jokaistaai vastaan ja

〈u,u〉 =
〈
u,

k∑

i=1

αiai

〉
=

k∑

i=1

αi 〈u, ai〉 = 0.

Mutta silloinu = 0. Siis [A] ∩A⊥ = {0}. ✷
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Lause 21.1.3OlkoonV äärellisulotteinen sisätuloavaruus, jolledimV ≥ 1. Jos
W ⊆ V on aliavaruus, niin(W⊥)⊥ = W . EdelleenV voidaan hajottaa suoraksi
summaksi

V = W ⊕W⊥,

ts. jokainenu ∈ V voidaan esittää yksikäsitteisellä tavalla muodossa

u = w + k

sopivillaw ∈ W , k ∈ W⊥. LisäksidimV = dimW + dimW⊥.

Todistus.Ensimmäinen väite on harjoitustehtävätasoa. Toinen väitesaadaan suo-
ran summan määritelmästä Lauseiden 21.1.2 ja 11.6.2 avulla. Viimeinen väite seu-
raa niinikään suoran summan ominaisuuksista.✷

Esimerkki 21.1.4 Olkoot

a :=



1
5
3


, u :=



1
3
2


 ja v :=



2
1
4


.

Mikä on joukon

a)x = su+ tv, s, t ∈ R
b) y = a+ su+ tv, s, t ∈ R

ortogonaalinen komplementti?

Ratkaisu. Vektoritu, v ∈ R3 ovat selvästi erisuuntaisia, joten kohdan a) joukko on
origon kautta kulkeva taso ja siten aliavaruus. Sen vektoreita vastaan kohtisuorassa
ovat täsmälleen ne vektoritw, jotka ovat sen kantaa{u,v} vastaan kohtisuorassa.
Ne löytyvät yhtälöryhmän

{
〈u,w〉 = 0
〈v,w〉 = 0

⇐⇒
{

w1 + 3w2 + 2w3 = 0
2w1 + w2 + 4w3 = 0

ratkaisuinaw = t(−2 0 1)T . Tasonx ortogonaalinen komplementti on siis ava-
ruudenR3 suora

W =



t



−2
0
1



∣∣∣∣ t ∈ R



 .

Esimerkiksi determinantin avulla nähdään, että joukko{a,u,v} on lineaarisesti
riippumaton, joten tasoy ei kulje origon kautta eikä siten ole aliavaruus. Äskeinen
menettely ei siis sovellu.
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Koska ortogonaalinen komplementti on aliavaruus, ainakin0 sisältyy siihen. Ole-
tetaan, että vektoriz on kohtisuorassa kaikkia tasony vektoreita vastaan. Silloin
se on kohtisuorassa esimerkiksi kolmea vektoriaa, a+ u ja a+ v vastaan, ts.

〈a, z〉 = 〈a+ u, z〉 = 〈a+ v, z〉 = 0.

Tämän yhtälöryhmän toteuttaa vainz = 0, joten joukony ortogonaalinen komple-
mentti on{0}.
Toinen tapa olisi todeta, että joukkoy virittää koko avaruudenR3, jolloin Lauseen
21.1.2 toisen väitteen mukaan ortogonaalinen komplementti sisältää vain nollan.

Huomautus 21.1.5OlkoonV sisätuloavaruus, jonka dimensio on vähintään yksi.

a) Koko avaruudenV ortogonaalinen komplementti on{0} ja kääntäen.

b) Josdim V = n, origon kautta kulkevan suoran ortogonaalinen komplementti on
origon sisältävä(n−1)-ulotteinen taso, jonka virittäjäjoukon vektorit ovat suoran
suuntavektorin kanssa ortogonaalisia.

Tehtävä 21.1.6Määritä vektorin(1 2)T ortogonaalinen komplementti tasossa.
Ratkaisu sivulla 286.

Sisätuloavaruus voidaan siis jakaa yhden sen aliavaruudenmääräämästi kahteen
aliavaruuteen, joiden leikkaus on lähes tyhjä – vain pelkkänollavektorin muodos-
tama yksiö – mutta joiden suora summa se itse on. Aliavaruuden ja sen ortogo-
naalisen komplementin vektorit ovat pareittain kohtisuorassa. Tämä antaa idean
yleistykseen ortogonaalisista aliavaruuksista, joiden suora summa ei välttämättä
olekaan koko avaruus.

Määritelmä 21.1.7 Sisätuloavaruuden kaksi aliavaruuttaW1 ja W2 ovatortogo-
naaliset, jos niiden vektorit ovat keskenään pareittain ortogonaaliset, ts.w1 ⊥ w2

kaikilla w1 ∈ W1 jaw2 ∈ W2.
Jos näin on, merkitäänW1 ⊥ W2.

Tehtävä 21.1.8Mitä ortogonaalisia aliavaruuksia on standardilla euklidisella si-
sätuloavaruudellaR3?
Ratkaisu sivulla 286.
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21.2 Matriisin määräämät ortogonaaliset avaruudet

Olkoot N(A) ja R(A) := [A]s matriisinA nolla- ja sarakeavaruudet sekär(A)
matriisin aste (ks. Luku 13.2).

Lause 21.2.1JosA ∈ Rm×n, niin

N(A) = R(AT )⊥ ja N(AT ) = R(A)⊥.

Todistus.1) N(A) ⊆ R(AT )⊥: Olkootx ∈ N(A) ja y ∈ R(AT ). Koska jollekin
z ∈ Rm ony = AT z, on

〈x,y〉 = xTy = xTATz = (Ax)Tz = 0Tz = 0.

Siisx ∈ R(AT )⊥ ja sitenN(A) ⊆ R(AT )⊥.

2) R(AT )⊥ ⊆ N(A): Olkoonx ∈ R(AT )⊥. Silloin x on kohtisuorassa jokaista
matriisinAT saraketta vastaan, jotenAx = 0. Siisx ∈ N(A).

Toinen väite seuraa valitsemalla matriisinA paikalleAT ja ottamalla huomioon,
että(AT )T = A. ✷

Lauseista 21.1.3 ja 21.2.1 saadaan välittömästi

Seuraus 21.2.2N(A)⊥ = R(AT ) jaR(A) = N(AT )⊥.

Esimerkki 21.2.3 OlkoonA ∈ Rm×n astettar. Määritä avaruuksienN(A)⊥ ja
N(AT ) dimensiot.

Ratkaisu. Dimensiolauseen 13.3.3 mukaandimN(A) = n − r ja dimN(AT ) =
m − r. KoskaN(A) ja N(A)⊥ ovat ortogonaalisia komplementteja avaruudessa
Rn, on dimN(A)⊥ = n − (n − r) = r. (Yhtä hyvin tämä olisi voitu päätellä
yhtälöstäN(A)⊥ = R(AT ), sillä myös matriisinAT aste onr.)

SiisdimN(A)⊥ = r ja dimN(AT ) = m− r.
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21.3 Pienimmän neliösumman ratkaisu

Ylimäärätyllä lineaarisella yhtälöryhmälläAx = b ei yleensä ole ratkaisua. Kui-
tenkin sille voidaan laskeapienimmän neliösumman mielessä paras ”kompromis-
siratkaisu”, nk. PNS-ratkaisu. Tämän menetelmän yksinkertaisimpia sovellutuk-
sia on mm. fysiikassa ja taloustieteissä usein käytetty suoran tai polynomin sovit-
taminen pistejoukkoon (ks. Luku 22).

OlkoonA ∈ Rm×n ja kuvauksenx 7→ Ax kuva-avaruusR(A) := [A]s, jolloin

b ∈ R(A) ⇐⇒ Ax = b jollekin x ∈ Rn

R(A) on siis avaruudenRm aliavaruus, ja on kaksi mahdollisuutta:

1. Josb ∈ R(A), onAx = b ratkeava.

2. Oletetaan, ettäb /∈ R(A) (ks. Kuva 34).

Rn Rm

R(A
)

Ax x

Ax

b
x

Kuva 34: PNS-ratkaisu

Yhtälöryhmän PNS-ratkaisuksi on järkevää valita vektorix̂ ∈ Rn, joka kuvau-
tuu lähimmäs vektoriab, ts. jolle etäisyys‖b− Ax‖ on pienimmillään (Lauseen
21.4.1 mukaan tälläisiä on olemassa).

JosR(A) = {0}, jokainenx ∈ Rn on PNS-ratkaisu. JosR(A) 6= {0}, x̂ on
vektori, jolle

Ax̂ = bR(A)

eli vektorinb projektio alivaruuteenR(A).

Määritelmä 21.3.1 OlkoonA ∈ Rm×n matriisi, missäm > n, ja tarkastellaan
yhtälöäAx = b. Senresiduaalion kuvausr : Rn → Rm,

r(x) := b− Ax.

Vektori x̂ ∈ Rn, jolla lauseke‖r(x)‖2 = ‖b−Ax‖2 on minimissään, on yhtä-
löryhmänAx = b pienimmän neliösumman ratkaisu(least squares solution) eli
PNS-ratkaisu.
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Osoitetaan, että PNS-ratkaisuja on aina olemassa, ja että jos matriisinA sarakkeet
ovat lineaarisesti riippumattomia, on PNS-ratkaisu yksikäsitteinen.

Lause 21.3.2OlkoonS ⊆ Rm aliavaruus jab ∈ Rm.

a) On olemassap ∈ S, joka on lähimpänä pistettäb, ts. kaikillas ∈ S \ {p}

‖b− s‖ > ‖b− p‖ .

b) Pistep ∈ S on lähimpänä pistettäb jos ja vain josb− p ∈ S⊥.

Todistus.a) KoskaRm = S ⊕ S⊥, on vektorillab Lauseen 21.1.3 nojalla yksikä-
sitteinen esitys

b = p+ z, p ∈ S, z ∈ S⊥.

Siisb− p = z ∈ S⊥.

Olkoons ∈ S \ {p}. Silloin ‖p− s‖ > 0. Koska

‖b− s‖2 = ‖(b− p) + (p− s)‖2

ja b− p ⊥ p− s, on Lauseen 19.1.3 kohdan b) mukaan

‖b− s‖2 = ‖b− p‖2 + ‖p− s‖2 > ‖b− p‖2 .

Täten‖b− s‖ > ‖b− p‖, eli s on kauempana kuinp.

b) Josp ∈ S ja b − p ∈ S⊥, on p a)-kohdan mukaan lähimpänä pistettäb.
Kääntäen, olkoonq ∈ S sellainen, ettäb − q /∈ S⊥. Silloin q 6= p ja kohdan
a) nojalla (valitaans := q) on ‖b− q‖ > ‖b− p‖. Siisb − p ∈ S⊥ on myös
välttämätöntä.✷

Seuraus 21.3.3a) JosS = {0}, pistettäb ∈ Rm lähinnä on avaruudenS ainoa
piste0.

b) JosdimS ≥ 1, pistettäb lähin avaruudenS piste on projektiop := bS ja lyhin
etäisyys on ortogonaalikomponentin pituus‖b⊥S‖.

Todistus.a) Triviaali.

b) ÄärellisulotteisenaS on jonkin ortonormaalin kannan virittämä, joten projek-
tiot bS ∈ S ja b⊥S = b − bS ∈ S⊥ ovat määriteltyjä (ks. Lause 19.4.2). Koska
b = bS + b⊥S, seuraa Lauseista 21.1.3 ja 21.3.2, ettäbS on lähimpänä pistettäb
ja

‖b− bS‖ = ‖b⊥S‖ .
✷
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Lause 21.3.4JosA ∈ Rm×n, niin vektori x̂ ∈ Rn on PNS-ratkaisu yhtälölle
Ax = b jos ja vain jos

ATAx̂ = ATb.

Todistus.Seurauksen 21.3.3 mukaanx̂ on PNS-ratkaisu yhtälölleAx = b jos ja
vain josAx̂ on vektorinb projektio sarakeavaruuteenR(A). Mutta

Ax̂ = bR(A) ⇐⇒ b− Ax̂ ∈ R(A)⊥ = N(AT )

⇐⇒ AT (b− Ax̂) = 0 ⇐⇒ ATAx̂ = ATb

Lauseen 21.2.1 nojalla.✷

21.4 Normaaliyhtälö

Lause 21.4.1OlkoonA ∈ Rm×n matriisi, jonka aste onn (sanomme silloin, että
matriisiA on täyttä astetta). Silloin normaaliyhtälöllä

ATAx = ATb

on yksikäsitteinen ratkaisûx = (ATA)−1ATb, joka samalla on ainoa PNS-
ratkaisu yhtälölleAx = b.

Todistus.Osoitetaan ensin, ettän×n-matriisiATA on säännöllinen.
Olkoon ATAz = 0. Silloin Az ∈ N(AT ). Triviaalisti Az ∈ R(A). Seurauk-
sen 21.2.2 mukaanR(A) = N(AT )⊥, jotenAz ∈ N(AT ) ∩N(AT )⊥ = {0}. Siis
Az = 0. Koska matriisinA aste onn, ovat sen sarakkeet lineaarisesti riippumatto-
mia, jotenz = 0. Koska homogeeniyhtälölläATAx = 0 on vain triviaaliratkaisu,
onATA säännöllinen.

Normaaliyhtälöllä on siis tasan yksi ratkaisûx. Lauseen 21.3.4 mukaan se on
myös ainoa PNS-ratkaisu yhtälölleAx = b. ✷

Projektiovektorip = Ax̂ = A(ATA)−1ATb on pistettäb lähimpänä oleva sara-
keavaruudenR(A) vektori; Kuvassa 35 on tästä kaksi erilaista tapausta.

Normaaliyhtälöä ratkaistaessa muodostuvaam×m-matriisia

P := A(ATA)−1AT ,

jolla mikä tahansa vektori voidaan projisoida ortogonaalisesti matriisinA sarakea-
varuuteen, sanotaanprojektiomatriisiksi(ks. myös Tehtävä 19.3.5 ja Luku 19.6).

3x2-yhtälöryhmänAx = b PNS-visualisointi(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/PNSRatkaisu32.htm

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/PNSRatkaisu32.htm
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b

R(A
)

b

p = Ax 

r(x) R(A)
r(x)

p = Ax 

Kuva 35:A ∈ R2×1 astetta1, b ∈ R2 ja A ∈ R3×2 astetta2, b ∈ R3

Tehtävä 21.4.2Osoita, että projektiomatriisimmeP := A(ATA)−1AT toteuttaa
yhtälötX2 = X, samoin kuin myös matriisiI − P . Mitä matriisinI − P avulla
voidaan laskea? Ratkaisu sivulla 286.

Tarkastellaan vielä projektiomatriisissaP esiintyvää termiäATA. Olkoot 1 <
n < m jaU := {v1,v2, . . . ,vn} ⊆ Rm sekä näistä koottu matriisi

V :=
(
v1 v2 · · · vn

)
.

MatriisiaG := V TV kutsutaan vektorijoukonU Grammin matriisiksi.

Tehtävä 21.4.3Osoita, että Grammin matriisiG koostuu kaikista vektorienvi

välisistä sisätuloista; tarkemmin sanottunaGij = 〈vi,vj〉. Ratkaisu sivulla 286.

Lauseen 21.4.1 todistuksen mukaan Grammin matriisi on säännöllinen, jos vekto-
rit vi ovat lineaarisesti riippumattomia.

21.5 PNS ja3×2-yhtälöryhmän geometrinen tulkinta

Arvoilla m > 2 reaaliseenm×2-matriisiin liittyy ylimäärätty kahden muuttujan
lineaarinen yhtälöryhmä. Kukin yhtälö voidaan tulkita suoraksi tasossa, ja tulee
sinänsä mielekkääksi laskea yhtälöryhmälle PNS-ratkaisu, joka taas voidaan nii-
nikään tulkita pisteeksi tasossa. Tässä tulee kuitenkin vastaan eräs yllättävä piirre,
jos ratkaisua koetetaan tulkita tason suorien leikkauspisteen kompromissiratkai-
suksi, ks. Esimerkki 21.5.1.

Esimerkki 21.5.1 Määritä PNS-ratkaisu yhtälöryhmälle

a)





x1 + x2 = 3
−2x1 + 3x2 = 1
2x1 − x2 = 2

b)





x1 + x2 = 3
−2x1 + 3x2 = 1
20x1 − 10x2 = 20



284 21 ORTOGONAALISET ALIAVARUUDET JA PNS–MENETELMÄ

Ratkaisut. a) OlkoonA yhtälöryhmän a) kerroinmatriisi. Normaaliyhtälö saa muo-
don

ATAx = ATb

⇐⇒
(
1 −2 2
1 3 −1

)


1 1
−2 3
2 −1



(
x1

x2

)
=

(
1 −2 2
1 3 −1

)

3
1
2




⇐⇒
(

9 −7
−7 11

)(
x1

x2

)
=

(
5
4

)

⇐⇒
(
x1

x2

)
=

(
83
50
71
50

)

YhtälöryhmänAx = b PNS-ratkaisu on siis

(̂
x1

x2

)
=

(
83
50
71
50

)
≈
(
1.66

1.42

)

b) Vastaavalla tavalla saadaan PNS-ratkaisuksi

(̂
x1

x2

)
=

(
868
505
727
505

)
≈
(
1.72

1.44

)

Esimerkki 21.5.1 osoittaa, että PNS-ratkaisu riippuu tason suorienesityksistä;
vaikka kohtien a) ja b) suorat ovat tasossa samat, niiden PNS-ratkaisut ovat eri
pisteitä!

Esimerkissä PNS-ratkaisut ovat sattumoisin lähes samat, mutta ne voivat poi-
keta hyvin dramaattisestikin. Seuraavalla työarkilla voitutkiskella tason PNS-
ratkaisuasioita dynaamisessa ympäristössä. Osoittautuu, että järkevä yksikäsit-
teinen tilanne saadaan aikaan valitsemalla suorille esitys ax + by = c, jossa
a2 + b2 = 1.

Tason suorat ja PNS(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/PNSYR.htm

Tehtävä 21.5.2Piirrä kuva Esimerkin 21.5.1 tilanteesta. Kuinka kaukana ovatAx̂
ja b toisistaan kohdassa a)? Ratkaisu sivulla 286.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/PNSYR.htm
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21.6 PNS ja yhtälöryhmät yleensä

On arvattavissa, että esimerkiksi tapauksessa tasot avaruudessa kohtaamme sa-
mankaltaisen yksikäsitteisyysongelman kuin suorilla tasossa. Tässä kuitenkin kä-
sittelemme useampiulotteisesta tapauksesta vain pari laskuesimerkkiä.

Esimerkki 21.6.1 Määritä PNS-ratkaisu yhtälöryhmälle




3x1 + x2 + 2x3 = 5
2x1 + 3x2 − 2x3 = 3
x1 − 2x2 + 4x3 = 1
x1 + 2x2 + 3x3 = 0

Ratkaisu. KerroinmatriisiA jaATA ovat

A =




3 1 2
2 3 −2
1 −2 4
1 2 3


 ATA =



15 9 9
9 18 −6
9 −6 33




Käänteismatriisi

(ATA)−1 =
1

363




62 −39 −24
−39 46 19
−24 19 21




joten normaaliyhtälönATAx = ATb ratkaisu eli PNS-ratkaisu on

x̂ =
1

33




64
−14
−12


≈




1.94
−0.42
−0.36




Tehtävä 21.6.2Määritä PNS-ratkaisu Esimerkin 21.6.1 yhtälöryhmälle tapauk-
sessa, että ensimmäinen yhtälö on ensin kerrottu sadalla.

Ratkaisu sivulla 287.

Tehtävä 21.6.3Määritä PNS-ratkaisu yhtälöryhmälle




3x1 + x2 + 2x3 = 5
2x1 + 3x2 − 2x3 = 3
x1 − 2x2 + 4x3 = 1

Miten selität sen, että ratkaisuja onkin äärettömästi:


x1

x3

x3


=

1

21



32
2
0


+

t

7



−8
10
7


, t ∈ R.

Ratkaisu sivulla 287.



21.7 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 21.1.6 : Vektorin(1 2)T kanssa kohtisuorassa ovat täsmälleen vektorit
t(−2 1)T , t ∈ R, joten ortogonaalinen komplementti on suora

(
1
2

)⊥
=

[(
−2
1

)]

Tehtävä 21.1.8 : AvaruudenR3 aliavaruudet ovat origo, sen kautta kulkevat suorat
ja sen sisältävät tasot. Selvitäpä tarkemmin mitkä niistä ovat ortogonaalisia pareja!

Tehtävä 21.4.2 : Liitännäisyyden ym. mukaan

P 2 = (A(ATA)−1AT )(A(ATA)−1AT ) = A(ATA)−1(ATA)(ATA)−1AT )

= AI(ATA)−1AT = A(ATA)−1AT = P

(I − P )2 = I2 − IP − PI + P 2 = I − 2P + P = I − P

Matriisilla I − P saadaan vektorin ortogonaalinen komponentti.

Tehtävä 21.4.3 : Grammin matriisin määritelmän mukaan

G = V TV =




v11 v21 . . . vm1

v12 v22 . . . vm2
...

...
...

v1n v2n . . . vmn







v11 v12 . . . v1n
v21 v22 . . . v2n
...

...
...

vm1 vm2 . . . vmn




=




〈v1,v1〉 〈v1,v2〉 . . . 〈v1,vn〉
〈v2,v1〉 〈v2,v2〉 . . . 〈v2,vn〉

...
...

...
〈vn,v1〉 〈vn,v2〉 . . . 〈vn,vn〉


.

Grammin matriisiG koostuu siis vektorienvi välisistä sisätuloista niin ettäGij =
〈vi,vj〉.
Tehtävä 21.5.2 : Katso Kuva 36 ja Maple-dokumentti.

Maple-ratkaisu (linkki Maple-työarkkiin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Esim2151ab.mws

Etäisyys on residuaalin pituus arvollax̂:

‖r(x̂)‖ = ‖b− Ax̂‖ =

∥∥∥∥∥∥



3
1
2


−




1 1
−2 3
2 −1



(

1

50

(
83
71

))∥∥∥∥∥∥

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Esim2151ab.mws
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0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

1

1.5

2

2 1x  =  2x - 2

3
1

2 1x  =   x + 3
2

2 1x  = -x +3

Kuva 36: PNS-ratkaisu

=

∥∥∥∥∥∥



3
1
2


− 1

50



154
47
95



∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
1

50



−4
3
5



∥∥∥∥∥∥
=

1

50
· 5
√
2 =

√
2

10
≈ 0.14.

Tehtävä 21.6.2 : Samanlaisella menettelyllä kuin Esimerkissä 21.6.1 saadaan (ks.
Maple-dokumentti)

x̂ =
1

220011




456685
−103337
−83337


≈




2.08
−0.47
−0.38




Maple-ratkaisu (linkki Maple-työarkkiin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Teht2162.mws

Tehtävä 21.6.3 : Tarkastellaan yhtälöryhmää matriisimuodossaAx = b:


3 1 2
2 3 −2
1 −2 4





x1

x3

x3


=



5
3
1




Vaikkapa determinantin avulla (det(A) = 0) nähdään, ettei yhtälöryhmällä ole
ainakaan yksikäsitteista ratkaisua. Porrasmuodosta näkyy, että ratkaisuja ei todel-
lakaan ole.

Vaikka yhtälöryhmä ei ole ylimäärätty, se voitaisiin täydentää ekvivalentiksi
(muodollisesti) ylimäärätyksi vaikkapa lisäämällä nollarivi.

PNS-ratkaisuksi saadaan (ks. Maple-lasku)


x1

x3

x3


=

1

21



32
2
0


+

t

7



−8
10
7


, t ∈ R.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht2162.mws
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Selitys ratkaisun ei-yksikäsitteisyyteen on kerroinmatriisin lineaarinen riippuvuus
(ks. Lause 21.4.1).

Maple-ratkaisu (linkki Maple-työarkkiin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/Teht2163.mws

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht2163.mws
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22 KÄYRÄN SOVITUS PNS-MENETELMÄLLÄ

Toimenpidettä, jossa tavalla tai toisella määritetään funktio, joka saa annetuissa
pisteissä – jonkin kriteerin mukaan – mahdollisimman lähellä vaadittuja arvoja
olevat arvot, sanotaanfunktion sovittamiseksi pistejoukkoon. Yleensä tällainenso-
vitusfunktiovalitaan tarkoin rajatusta funktiojoukosta.

22.1 Interpolaatio – ekstrapolaatio

Kun sovitusfunktiota käytetään sen kuvaaman suureen arvioimiseen annettujen
pisteidenväleissä, on kyseinterpolaatiosta. Jos sitä käytetään ennustettaessa suu-
reen käytöstä annetun pistejoukonulkopuolella, puhutaanekstrapolaatiosta. Eri-
tyisesti ekstrapolaation luotettava käyttö vaatii tutkittavan ilmiön syvällistä tunte-
mista.

Seuraavassa rajoitutaan interpolointiin ja sovittamaan pistejoukkoon polynome-
ja, sillä muunlaiset sovitukset johtavatepälineaariseentarkasteluun. Useimmin
interpolointiin käytetään suoria, 2. asteen paraabeleja tai paloittain näiden osia.
Korkea-asteinen polynomi ei yleensä kelpaa edes interpolointiin (ks. Kuva 37)!

−4 −2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
−2

0

2

4

6

8

10

t

s

ekstrapolointia

(varoen)

interpolointia
(ei aivan huoletta)

ekstrapolointia

(varoen)

Kuva 37: Polynomeilla approksimoinnista
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22.2 Polynomin sovittaminen pistejoukkoon

Oletetaan aluksi, että jonkin reaalisen suureens(t) tiedetään riippuvan likimäärin
lineaariaffiinistiyhdestä reaalimuuttujastat välillä [a, b]. Tämä tarkoittaa sitä, että
on olemassa reaalivakiotc0, c1 ∈ R, joille s(t) ≈ c0 + c1t ainakin välillä[a, b].
Tällöin suureens muutosriippuu lineaarisestiparametrint muutoksesta, ts.∆s =
c1∆t.

Ongelma 1 On mitattu suuri määrä vastaavuuksia(ti, si), i = 1, 2, 3, . . . , m.
Määritä vakiotc0, c1 ∈ R, joille on ”mahdollisimman tarkkaan”

si ≈ c0 + c1ti kaikilla i = 1, 2, 3, . . . , m.

Interpolaatiosuoraas(t) := c0 + c1t voidaan käyttää arvioitaessa suureens arvoja
välillä [min{t1, t2, t3, . . . , tm},max{t1, t2, t3, . . . , tm}].

Jos taas riippuvuus ei ole suoraviivainen, voidaan käyttääyleistystä:

Ongelma 2 Määritä polynomi

s(t) = c0 + c1t + c2t
2 + · · ·+ cnt

n,

jonka kuvaaja kulkee ”mahdollisimman tarkasti” annettujen m ≥ n + 1 tason
pisteen(ti, si) kautta.

Ratkaisut. Tehtävät edustavat saman matemaattisen ongelman ääripäitä. Molem-
mat ratkeavat etsimällä kertoimilleck PNS-ratkaisu. Jos Tehtävässä 2 onm =
n + 1, polynomi todella kulkee kaikkien pisteiden kautta, muttavoi pisteidenti
välillä heilahdella rajustikin.Tällainen sovitus ei yleensä sovellu minkään reaali-
ilmiön arvioimiseen!

Olkoon siis annettu muuttujant ja funktions = s(t) arvot

t t1 t2 · · · tm
s s1 s2 · · · sm

missä luvutti < ti+1.

Suoran sovitus.Teeskennellään, että parit(ti, si) todella olisivat suorallas =
c0 + c1t (ks. Kuva 38):





c0 + c1t1 = s1
c0 + c1t2 = s2
c0 + c1t3 = s3

...
c0 + c1tm = sm

⇐⇒




1 t1
1 t2
...

...
1 tm




T

(
c0
c1

)

c

=




s1
s2
...
sm




s
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0

1

s =
 c  +

 c t

PNS-su
ora

t

s(t)

t2 tm

s1

s2

sm

t

t1

s

tk

sk

Kuva 38: PNS-suora

Tälle ylimäärätylle yhtälöryhmälleTc = s lasketaan PNS-ratkaisûc = (c0 c1)
T ,

josta saadaan PNS-sovituss(t) = c0 + c1t.

Suoran sovitus(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/SuoranSovitus.htm

Polynomin sovitus.Nyt on etsittävä PNS-ratkaisuc ylimäärätylle yhtälöryhmälle




1 t1 t21 · · · tn1
1 t2 t22 · · · tn2
...
1 tm t2m · · · tnm







c0
c1
...
cn


=




s1
s2
...
sm


,

missä vektoric on polynomin kertoimet.

Esimerkki 22.2.1 Kuvassa 39 on kuvattu eräiden polynomien sovitus9-pisteiseen
joukkoon.

Esimerkki 22.2.2 Sovita tason pistejoukkoon

{(
0
3

)
,

(
1
2

)
,

(
2
4

)
,

(
3
4

)}

a) PNS-suora,

b) PNS-paraabeli.

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/SuoranSovitus.htm
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−4 −2 0 2 4 6 8 10 12
−4

−2

0

2

4

6

8

1., 3., 6. ja 8. asteen polynomit

t−akseli

s−
ak

se
li

n = 1

n = 3

n = 6
n = 8

Kuva 39: Eräiden polynomien sovitus9-pisteiseen joukkoon

Ratkaisu. a) Siis tulisi olla




c0 + c1 · 0 = 3
c0 + c1 · 1 = 2
c0 + c1 · 2 = 4
c0 + c1 · 3 = 4

⇐⇒




1 0
1 1
1 2
1 3



(
c0
c1

)
=




3
2
4
4


 ⇐⇒ Tc = s.

Kertomalla tämä vasemmalta kerroinmatriisinT transpoosilla saadaan normaa-
liyhtälö, josta lähtien:

T TTc = T T s

⇐⇒
(
1 1 1 1
0 1 2 3

)



1 0
1 1
1 2
1 3



(
c0
c1

)
=

(
1 1 1 1
0 1 2 3

)



3
2
4
4




⇐⇒
(
4 6
6 14

)(
c0
c1

)
=

(
13
22

)

⇐⇒ . . . ⇐⇒
{

c0 = 21
2

c1 = 1
2

Siis PNS-suoras(t) = 21
2
+ 1

2
t.
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b) Kerrotaan yhtälöryhmäTc = s




1 0 0
1 1 1
1 2 4
1 3 9






c0
c1
c2


=




3
2
4
4




vasemmalta kerroinmatriisin transpoosilla ja ratkaistaan saatu kvadraattinen yhtä-
löryhmä. Polynomin kertoimiksi saadaanc0 = 2.75, c1 = −0.25 ja c2 = 0.25 eli
(ks. Kuva 40)

s(t) = 2.75− 0.25t+ 0.25t2.

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

1

2

3

4

5

6

Paraabelin sovitus

t−akseli

s−
ak

se
li (0,3)

(1,2)

(2,4) (3,4)

Kuva 40: PNS-paraabelis(t) = 2.75− 0.25t+ 0.25t2

Esimerkki 22.2.3 Sovita PNS-suora tason pisteikköön

(−5, 3), (−3, 2), (−2, 2), (0, 1), (2,−1), (5,−2).

Ratkaisu. Kerrotaan yhtälöryhmä



1 −5
1 −3
1 −2
1 0
1 2
1 5




(
c0
c1

)
=




3
2
2
1
−1
−2






22.2 Polynomin sovittaminen pistejoukkoon 295

vasemmalta kerroinmatriisin transpoosilla ja ratkaistaan saatu kvadraattinen yhtä-
löryhmä. Suoran kertoimiksi saadaan

c0 =
224

393
≈ 0.57 jac1 = −

69

131
≈ −0.53.

Suora on tätens(t) = 0.57− 0.53t.

Tehtävä 22.2.4Sovita PNS-suorats-tason pisteikköön, jonka muuttujant arvoja
vastaavat funktion arvot ovat taulukoituina:

t −3 −2 −1 0 1 2 3
s −4.9781 −2.9953 −0.9321 1.0679 3.0935 5.0384 7.0519

Laske arviot pisteissät = −2.5,−1.5 ja−0.5.
Ratkaisu sivulla 296.



22.3 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 22.2.4 : PNS-suoran yhtälö on

s(t) = 1.0495 + 2.0065t

Tämän avulla saadaan interpolaatioarviot:

s(−2.5) = −4.00
s(−1.5) = −1.96 ja

s(−0.5) = 0.046.
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23 OMINAISARVOT JA
OMINAISVEKTORIT

Tässä luvussa tarkastellaan pääasiassa reaalisen matriisin ominaisarvoyhtälön

Ax = λx

ratkaisemista ja ratkaisujenλ ∈ K sekäx ∈ Rn merkitystä. Yleiset määritelmät
voidaan kuitenkin esittää yleisemmillekin lineaarikuvauksille, ja tämä on lähtö-
kohtana luvussa 23.1.

23.1 Lineaarikuvauksen ominaisarvot ja ominaisvektorit

Määritelmä 23.1.1 Olkoon V K-kertoiminen lineaariavaruus jaL : V → V
lineaarikuvaus.

a) Vektoriau ∈ V \ {0} sanotaan kuvauksenL ominaisvektoriksi(eigenvector),
jos on olemassaλ ∈ K siten, että

L(u) = λu.

b) Josu on lineaarikuvauksenL ominaisvektori, onλ ∈ K sitä vastaavaominais-
arvo (eigenvalue).

c) Josλ ∈ K on lineaarikuvauksenL ominaisarvo, niin joukko

Eλ := {u ∈ V | L(u) = λu}.
on sen ominaisarvoaλ vastaavaominaisavaruus.

Lause 23.1.2Josλ ∈ K on lineaarikuvauksenL : V → V ominaisarvo, on
ominaisavaruusEλ avaruudenV aliavaruus.

Todistus.Määrittelyn mukaanEλ ⊆ V . KoskaL(0) = 0 = λ0, onEλ 6= ∅. Jos
α, β ∈ K ja u, v ∈ Eλ, niin αu+ βv ∈ Eλ, sillä (perustele!)

L(αu+ βv) = αL(u) + βL(v) = α(λu) + β(λv) = λ(αu+ βv).

Huomautus 23.1.3a) Vain nollasta poikkeavatominaisavaruudenEλ vektorit
hyväksytään ominaisvektoreiksi.

b) JosK = R, niin ominaisvektorit ilmoittavat, minkä suuntaiset vektorit säilyt-
tävät kuvauksessa suuntansa. Ominaisarvo ilmoittaa kyseisensuuntaisten vekto-
reiden suurennussuhteen. Josλ < 0, niin vastaavat vektoritL(u) ja u ovat vas-
takkaissuuntaiset. Ominaisarvoja ja -vektoreita voidaantoisaalta joutua hakemaan
kompleksialueelta kuten esimerkiksi polynomiyhtälön juuriakin.
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Esimerkki 23.1.4 OlkoonV lineaariavaruus. Määritetään eräiden peruskuvaus-
tenL : V → V ominaisarvot ja ominaisvektorit.

a)L(u) := 0V kaikilla u ∈ V , eli nollakuvaus. Silloin

0V = L(u) = λu ⇐⇒ λ = 0 tai u = 0V .

Arvolla λ = 0:
L(u) = 0u = 0 kaikilla u ∈ V.

Ominaisvektoreita ovat siis kaikki vektoritu ∈ V \ {0}, jotenE0 = V .

b)L(u) := u kaikilla u ∈ V , eli identtinen kuvaus. Silloin

u = L(u) = λu ⇐⇒ λ = 1 tai u = 0.

Arvoaλ = 1 vastaavat ominaisvektorit ovat kaikkiu ∈ V \ {0}, jotenE1 = V .

c)L(u) := −3u kaikilla u ∈ V (venytys). Silloin

−3u = L(u) = λu ⇐⇒ (−3− λ)u = 0 ⇐⇒ λ = −3 tai u = 0.

Myös arvoaλ = −3 vastaavia ominaisvektoreita ovat kaikkiu ∈ V \ {0} ja
E−3 = V .

Esimerkki 23.1.5 Määritä kuvauksenL : R2 → R2,

L

(
x1

x2

)
:=

(
x1

−x2

)
,

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Ratkaisu. Kuvaus on selvästi lineaarinen, joten tehtävä onmielekäs. Ratkaistaan
ominaisarvoyhtälöL(x) = λx, siis yhtälöryhmä:

(
x1

−x2

)
= L

(
x1

x2

)
= λ

(
x1

x2

)
⇐⇒

{
(λ− 1)x1 = 0
(λ+ 1)x2 = 0

⇐⇒





|λ| 6= 1
x1 = 0
x2 = 0

tai





λ = 1
x1 = s ∈ R
x2 = 0

tai





λ = −1
x1 = 0
x2 = t ∈ R

Nollavektori(0 0)T ei kelpaa ominaisvektoriksi, joten ominaisarvot ovat

λ = 1 ominaisvektoreina s(1 0)T , s 6= 0,
λ = −1 ominaisvektoreina t(0 1)T , t 6= 0.

KuvausL on peilausx1-akselin yli, joten se säilyttää koordinaattiakselien suun-
taisten vektorien suunnan.
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Esimerkki 23.1.6 Määritä ominaisarvot ja ominaisvektorit tason kierrolleK :
R2 → R2,

K

(
x1

x2

)
:=

(
−x2

x1

)

Ratkaisu. Ratkaistaan ominaisarvoyhtälöryhmä:
(
−x2

x1

)
= K

(
x1

x2

)
= λ

(
x1

x2

)
⇐⇒

{
x1 = λx2

(λ2 + 1)x2 = 0

⇐⇒





(λ2 + 1) 6= 0
x2 = 0
x1 = 0

tai





λ = i
x2 = s ∈ C
x1 = is

tai





λ = −i
x2 = t ∈ C
x1 = −it

Tällä kertaa ei-reaaliset ominaisarvot ovat

λ = i ominaisvektoreina s(i 1)T , s 6= 0,
λ = −i ominaisvektoreina t(−i 1)T , t 6= 0.

Tässä tapauksessa kaikkien (nollasta poikkeavien) vektorien suunta muuttuu!

Esimerkki 23.1.7 Derivointi D : C∞(R) → C∞(R), D(f) := f ′, on jo aiemmin
todettu lineaariseksi operaatioksi. Määritä sen ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Ratkaisu. Ratkaistaan differentiaaliyhtälö

f ′ = λf ⇐⇒ f ′ − λf = 0 ⇐⇒ f(x) = Ceλx jollakin C ∈ R.

Ominaisvektoreita ovat funktiotfλ,

fλ(x) = Ceλx, C ∈ R \ {0},

ja kutakin funktiotafλ vastaa ominaisarvoλ ∈ R.
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23.2 Matriisin ominaisarvot ja -vektorit

Äärellisulotteisten lineaariavaruuksien väliset lineaarikuvaukset voidaan Luvus-
sa 16 kuvatulla tavalla esittää matriisien avulla. Jatkossa keskitytäänkin matriisin
ominaisarvojen ja -vektorien tarkasteluun.

Tästä lähtien käsiteltävätmatriisit voivat olla reaalisia tai kompleksisia. Reaalinen
matriisi voidaan tietenkin aina tulkita kompleksiseksi. Jos reaalista matriisia tar-
kastellaan nimenomaan reaalisena, hyväksytään vain reaaliset ominaisarvot (vrt.
Esimerkki 23.1.6).

Määritelmä 23.2.1 NeliömatriisinA ominaisarvoillaja ominaisvektoreillatar-
koitetaan sen välittämän lineaarikuvauksen vastaavia käsitteitä, ts.ominaisarvo-
yhtälön

Ax = λx

skalaariratkaisujaλ ja vastaavia vektoreitax 6= 0.

OlkoonA n×n-matriisi. OminaisarvoyhtälössäAx = λx on n+1 tuntematonta
skalaariaxi ja λ, eikä se ole yhtälöryhmänä lineaarinen. Pyritään kuitenkin hajot-
tamaan se selkeisiin osatehtäviin, joihin kehittelemämmematriisilaskennan teoria
puree. Katsotaan asiaa ensin esimerkin valossa.

2×2-matriisin tapaus

Esimerkki 23.2.2 Olkoon

A =

(
4 −2
1 1

)

Millä arvolla λ ∈ R on yhtälölläAx = λx ei-triviaaleja ratkaisujax ∈ R2?

Ratkaisu. Matriisilaskennan sääntöjen mukaanλx = λIx ja siten

Ax = λx ⇐⇒ Ax− λIx = 0 ⇐⇒ (A− λI)x = 0.

Kvadraattisella homogeenisella yhtälöllä(A − λI)x = 0 on ei-triviaaleja ratkai-
suja jos ja vain josdet(A− λI) = 0, eli

∣∣∣∣
(
4 −2
1 1

)
−
(
λ 0
0 λ

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
4− λ −2
1 1− λ

∣∣∣∣
= λ2 − 5λ+ 6 = 0

⇐⇒
{

λ1 = 3
λ2 = 2
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Arvoilla λ = 2 ja λ = 3 on yhtälölläAx = λx ei-triviaaleja ratkaisuja, mikä tar-
koittaa myös sitä, että luvut2 ja 3 ovat matriisin ominaisarvoja ja nuo ei-triviaalit
ratkaisut vastaavia ominaisvektoreita.

Seuraava dynaaminen kuvio illustroi hauskalla tavalla reaalisen matriisin ominais-
arvoja ja -vektoreita tasossa.
2x2-matriisin ominaisarvoista (linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/

Kurssimateriaali/LAText/OminaisarvotJaVektorit.htm

n×n-matriisin ominaisarvot

Ongelma. Miten selvitetäänn×n-matriisin ominaisarvot?

Ratkaisu Esimerkkiä 23.2.2 yleistäen. Koska

Ax = λx ⇐⇒ (A− λI)x = 0,

on skalaariλ ominaisarvo jos ja vain jos lineaarisellan×n-yhtälöryhmällä

(A− λI)x = 0

on ei-triviaaleja ratkaisuja (jotka silloin tietysti ovatmyös ominaisvektoreita).
Mutta tämä tapahtuu silloin ja vain silloin kunA − λI on singulaarinen. Sin-
gulaarisuuden kanssa yhtäpitävistä ehdoista on tässä tapauksessa hyödyllisin ehto

det(A− λI) = 0,

josta pääsemme käsiksi puhtaasti skalaarinλ yhtälöön.

Saamme esille useita ominaisarvojen karakterisointeja:

Lause 23.2.3OlkoonA ∈ Kn×n ja λ ∈ K. Seuraavat väittämät ovat yhtäpitäviä:

(a) Lukuλ on matriisinA ominaisarvo.

(b) Homogeeniyhtälöllä(A− λI)x = 0 on epätriviaali ratkaisu.

(c) Nolla-avaruusN(A− λI) 6= {0}.
(d) MatriisiA− λI on singulaarinen.

(e) det(A− λI) = 0.

Todistus.Edellä jo todettiin, että

Ax = λx ⇐⇒ (A− λI)x = 0.

Ehtojen yhtäpitävyys seuraa nyt Lauseista 5.4.2 ja 6.5.1 sekä nolla-avaruuden
määritelmästä.✷

http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OminaisarvotJaVektorit.htm
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23.3 Karakteristinen yhtälö

Määritelmä 23.3.1 NeliömatriisinA karakteristinen polynomion muuttujanλ
polynomi det(A − λI). Vastaava yhtälödet(A − λI) = 0 on karakteristinen
yhtälö.

Determinantin määritelmästä seuraa, ettän×n-matriisinA = (aij) karakteristinen
yhtälö

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

onn. asteen polynomiyhtälö, joten sen ominaisarvot määritetään yksinkertaisim-
min etsimällä polynomin nollakohdat. Vastaavat ominaisvektorit saadaan ratkai-
semallax yhtälöryhmästäAx = λx kullakin ominaisarvollaλ.

Esimerkki 23.3.2 Lasketaan ominaisvektorit Esimerkin 23.2.2 matriisille

A =

(
4 −2
1 1

)
.

Ratkaisu. Ominaisarvoiksihan saatiin joλ1 = 3 ja λ2 = 2.

1. Arvollaλ = 3 saadaan yhtälöstäAx = 3x

(A− 3I)x = 0 ⇐⇒
(
4− 3 2
1 1− 3

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)

⇐⇒
(
1 −2
1 −2

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)

⇐⇒
{

x1 − 2x2 = 0
x1 − 2x2 = 0

⇐⇒
{

x1 = 2t
x2 = t, t ∈ R

Ominaisvektorit ovat siis

x = t

(
2
1

)
, t 6= 0.

2. Arvollaλ = 2 saadaan vastaavasti yhtälöstäAx = 2x

(A− 2I)x = 0 ⇐⇒
(
2 −2
1 −1

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
⇐⇒

{
x1 = t
x2 = t, t ∈ R

Ominaisvektorit ovat nyt

x = t

(
1
1

)
, t 6= 0.
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Algebran peruslauseenmukaan jokaisellan. asteen polynomilla onn nollakohtaa,
joista jotkut voivat olla useampikertaisia. Tämä tarkoittaa sitä, ettän-asteinen po-
lynomi p(z) voidaan (ainakin periaatteessa) saattaa nollakohtiensazk ∈ C avulla
tekijämuotoon

p(z) = C(z − z1)
n1(z − z2)

n2 · · · (z − zm)
nm,

missäC ∈ C on vakio ja
∑m

k=1 nk = n. Luvut zk ovat tällöinnk-kertaisianolla-
kohtia. Lisäksi kannattaa muistaa, että josa+ ib onk-kertainen nollakohta, myös
liittoluku a− ib onk-kertainen nollakohta.

2×2-matriisin ominaisarvot voidaan aina laskea tarkasti jopakäsin. Useissa ma-
tematiikan tietokoneohjelmissa on aivan erityiset työkalut polynomin nollakoh-
tien (tai jopa ominaisarvojen ja -vektoreiden) etsimistä varten. Kuitenkin3×3-
matriisia suurempien matriisien ominaisarvot joudutaan usein laskemaan likimää-
räisesti jollakin numeerisella menetelmällä. Reaalisia nollakohtia voidaan arvioi-
da myös graafisesti piirtämällä polynomin kuvaaja koordinaatistoon.

Ominaisarvojen ja -vektorien määritysmenettelyn pääpiirteet on koottu Kuvaan
41.

OlkoonA neliömatriisi.
1. Muodostetaan karakteristinen polynomiyhtälö

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
...

. . .
...

an1 ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

2. Etsitään sen ratkaisutλ1, λ2, . . . , λn (ominaisarvot, joista voi
osa olla samoja).

3. Ratkaistaan matriisiyhtälön

Axk = λkxk

eli
(A− λkI)xk = 0,

sisältämät yhtälöryhmät, missäx1 on ominaisarvoaλ1 vastaava
ominaisvektori,x2 vastaa ominaisarvoaλ2, ja niin edespäin.

Kuva 41: Ominaisvektorien laskeminen
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Kokonaislukukertoimisen matriisin tapauksessa saattaa olla apua seuraavasta apu-
tuloksesta, jonka avulla voi kokeilemalla yrittää löytää karakteristisen yhtälön ra-
tionaalijuuria.

Lause 23.3.3Jos supistetussa muodossa oleva rationaalilukur/s on kokonaislu-
kukertoimisen yhtälön

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0, a0 6= 0,

juuri, niin r on luvunan ja s luvuna0 tekijä.

Esimerkki 23.3.4 Matriisin

A :=



1 −2 4
3 −1 2
3 −3 4




karakteristinen yhtälö on

p(λ) = det(A− λI) = −λ3 + 4λ2 + λ− 10 = 0.

Mahdolliset rationaalijuuret ovat±1,±2, ±5 ja±10. Kokeilemalla nähdään, että
λ1 = 2 on juuri. Jakamalla tekijälläλ− 2 saadaan

p(λ) = (λ− 2)(−λ2 + 2λ+ 5) = 0,

jostaλ2,3 = 1±
√
6. Ominaisarvot ovat siis2, 1+

√
6 ja 1−

√
6.

1. Arvollaλ = 2 saadaan:

Ax = 2x ⇐⇒ (A− 2I)x = 0 ⇐⇒



1−2 −2 4 | 0
3 −1−2 2 | 0
3 −3 4−2 | 0




⇐⇒ . . . ⇐⇒



1 2 −4 | 0
0 1 −14

9
| 0

0 0 0 | 0




Valitaanx3 = 9t, t ∈ R, jolloin x2 = 14t ja x1 = 8t, jolloin ominaisavaruus on

E2 =



t




8
14
9



∣∣∣∣ t ∈ R





ja ominaisvektorit

x = t




8
14
9


, t 6= 0.
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2. Arvollaλ = 1+
√
6 saadaan

Ax = (1+
√
6)x ⇐⇒ . . . ⇐⇒ x = s




2√
6√
6


, s ∈ R.

Ominaisavaruus on

E1+
√
6 =



s




2√
6√
6



∣∣∣∣ s ∈ R





ja ominaisvektorit

x = s




2√
6√
6


, s 6= 0.

3. Arvollaλ = 1−
√
6 taas

Ax = (1−
√
6)x ⇐⇒ . . . ⇐⇒ x = u




2

−
√
6

−
√
6


, u ∈ R.

Ominaisavaruus on

E1−
√
6 =



u




2

−
√
6

−
√
6



∣∣∣∣ u ∈ R





ja ominaisvektorit

x = u




2

−
√
6

−
√
6


, u 6= 0.

Esimerkki 23.3.5 Määritä ominaisvektorit matriisille

A :=



3 0 0
0 2 −5
0 1 −2




Ratkaisu. Karakteristisen yhtälön

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

3− λ 0 0
0 2− λ −5
0 1 −2 − λ

∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)(λ2 + 1) = 0
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ratkaisut – kysytyt ominaisarvot – ovatλ1 = 3, λ2 = i ja λ3 = −i. Ominaisvek-
torit saadaan yhtälöryhmistä(A− λkI)xk = 0.

1. Arvollaλ1 = 3:


3−3 0 0 | 0
0 2−3 −5 | 0
0 1 −2−3 | 0


 ⇐⇒





x1 = t ∈ C
x2 = 0
x3 = 0

Ominaisvektorit ovatx1 = t(1 0 0)T , t 6= 0.

2. Arvollaλ2 = i:


3−i 0 0 | 0
0 2−i −5 | 0
0 1 −2−i | 0


 ⇐⇒



3−i 0 0 | 0
0 1 −2−i | 0
0 0 0 | 0




ja ominaisvektorit ovatx2 = t(0 2+i 1)T , t 6= 0.

3. Vastaavasti arvollaλ3 = −i saadaan ominaisvektoritx3 = t(0 2−i 1)T , t 6= 0
(laske itse yksityiskohdat).

Tehtävä 23.3.6Määritä matriisin

A :=



2 4 −6
0 0 3
0 0 2




ominaisarvot ja -vektorit.

Vihje. Maple antaa ratkaisuksi:
> eigenvectors(A);

[0, 1, {[−2, 1, 0]}], [2, 2, {[1, 0, 0],
[
0,

3

2
, 1

]
}]

Ratkaisu sivulla 310.

Luetellaan lopuksi lyhyesti joitakin ominaisarvojen ominaisuuksia.
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Määritelmä 23.3.7 NeliömatriisinA = (aij)n×n jälki (trace) on diagonaalial-
kioiden summa

tr(A) =

n∑

k=1

akk.

Lause 23.3.8OlkoonA = (aij)n×n matriisi, jonka ominaisarvot ovatλ1, λ2, . . .,
λn. Silloin

a)
∑n

k=1 λk = tr(A) =
∑n

k=1 akk.

b)
∏n

k=1 λk = det(A).

c) Kolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot.

Todistus.Harjoitustehtävä.✷

Lause 23.3.9OlkoonA = (aij)n×n matriisi.

a) A on singulaarinen jos ja vain jos sillä on ominaisarvona0.

b) JosA on säännöllinen jaλ on sen ominaisarvo, niin1/λ on käänteismatrii-
sinA−1 ominaisarvo.

c) MatriiseillaA jaAT on samat ominaisarvot.

Esimerkki 23.3.10 2×2-matriisistaA tiedetään, että sen jälkitr(A) = 3 ja omi-
naisarvoille päteeλ1

λ2

= 3. Määritä ominaisarvot.

Ratkaisu. Koskaλ1 + λ2 = tr(A) = 3 ja λ1 = 3λ2, onλ2 =
3
4

ja sitenλ1 =
9
4
.

Tehtävä 23.3.11Maple antaa Esimerkin 23.3.4 matriisin ominaisarvot ja omi-
naisvektorit käskyllä

> eigenvectors(A);

muodossa

[1 +
√
6, 1, {

[
1

3

√
6, 1, 1

]
}], [1−

√
6, 1, {

[
−1
3

√
6, 1, 1

]
}], [2, 1, {

[
1,

7

4
,
9

8

]
}]

Ovatko nämä oikein ja miten niitä pitää tulkita?
Ratkaisu sivulla 311
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23.4 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 23.3.6 : Lasketaan tuttuun tapaan:

det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣

2− 2 4 −6
0 0− λ 3
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ(2−λ)2 = 0 ⇐⇒ λ1 = 0∨ λ2,3 = 2.

Ominaisarvot ovat siisλ1 = 0 ja λ2,3 = 2.

1. Arvoλ = 0:

(A− λI)x = 0 ⇐⇒ (A− 0 · I)x = 0

⇐⇒



2− 0 4 −6 | 0
0 0− 0 3 | 0
0 0 2− 0 | 0




⇐⇒



1 2 −3 | 0
0 0 3 | 0
0 0 2 | 0




⇐⇒





x1 = −2s
x2 = s, s ∈ R
x3 = 0

Ominaisvektorit ovat siis

x = s



−2
1
0


, s 6= 0.

2. Arvoλ = 2:

(A− λI)x = 0 ⇐⇒ (A− 2I)x = 0

⇐⇒



2− 2 4 −6 | 0
0 0− 2 3 | 0
0 0 2− 2 | 0




⇐⇒



0 4 −6 | 0
0 −2 3 | 0
0 2 0 | 0




⇐⇒



0 4 −6 | 0
0 0 0 | 0
0 0 0 | 0




⇐⇒





x1 = s, s ∈ R
x2 = 3

2
t

x3 = t, t ∈ R
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Ominaisvektoreihin tulee nyt kaksi vapaasti valittavaa parametria, ja ominaisava-
ruudeksi tulee kahden vektorin virittämä aliavaruus. Ominaisvektorit ovat siis

x = s



1
0
0


+ t



0
3
2

1


, s 6= 0 tai t 6= 0.

Tehtävä 23.3.11 : Seuraavassa Maple-laskua ominaisarvojen ja -vektoreiden las-
kemiseksi:

> restart; with(linalg);
> A := matrix([[1,-2,4],[3,-1,2],[3,-3,4]]);

A :=




1 −2 4

3 −1 2

3 −3 4




> eigenvalues(A);
2, 1 +

√
6, 1−

√
6

> eigenvectors(A);

[1 +
√
6, 1, {

[
1

3

√
6, 1, 1

]
}], [1−

√
6, 1, {

[
−1
3

√
6, 1, 1

]
}], [2, 1, {

[
1,

7

4
,
9

8

]
}]

Käskylläeigenvectors saadaan tiedoksi kolmikkoja

[ominaisarvo, kertaluku, ominaisavaruuden kanta]

Kantavektorijoukon Maple ilmoittaa luettelemalla vektorit vaakavektorimuodos-
sa.

Esitys ei kuitenkaan aina ole kovin eksplisiittinen, jos polynomiyhtälöllä ei ole
rationaalijuuria. Jos antaa yhdenkin matriisialkion liukulukumuodossa (esim. 3.0),
Maple käyttää numeerista ratkaisumenetelmää.

Huomautus! Kannattaa aina tarkastaa tulokset laskullaAx = λx.
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Tarkastellaan neliömatriisinA jakamista tekijämuotoonA = SDS−1, missäD
on diagonaalimatriisi. Tällaisessa jaossa nimittäin matriisin A ominaisarvot ovat
matriisinD diagonaalilla ja vastaavat ominaisvektorit matriisinS sarakkeina.

Osoitetaan, että esitys onn×n-matriisilleA olemassa täsmälleen silloin, kun sen
ominaisvektorit muodostavat avaruudenRn kannan.

24.1 Ominaisarvot ja lineaarinen riippumattomuus

Lause 24.1.1Josλ1,λ2, . . .,λp ovat matriisinA ∈ Rn×n erisuuriaominaisarvoja,
niin niitä vastaavat ominaisvektoritx1, x2, . . ., xp ovat lineaarisesti riippumatto-
mia.

Todistus.Induktiotodistus erisuurten ominaisarvojen lukumääränp ∈ N suhteen.

I1) p = 1: Koskax1 6= 0, on{x1} lineaarisesti riippumaton.

I2) p = k (induktio-oletus): Olkoon väite tosi jollakin arvollak ≥ 1.

I3) p = k+1: Olkootλ1, . . ., λk,λk+1 matriisinA erisuuria ominaisarvoja, vektorit
xi vastaavia ominaisvektoreita ja

α1x1 + · · ·+ αkxk + αk+1xk+1 = 0. (12)

Kertomalla tämä puolittain matriisillaA ja ottamalla huomioon, että kyseessä ovat
ominaisvektorit, siisAxi = λixi, saadaan matriisilaskusääntöjä käyttäen

α1λ1x1 + · · ·+ αkλkxk + αk+1λk+1xk+1 = 0. (13)

Vähennetään yhtälöstä (13) yhtälö (12) kerrottuna luvullaλk+1, jolloin saadaan

α1(λ1 − λk+1)x1 + · · ·+ αk(λk − λk+1)xk = 0.

Koska induktio-oletuksen mukaan{x1, . . . ,xk} on lineaarisesti riippumaton, ovat
kertoimet nollia:

α1(λ1 − λk+1) = · · · = αk(λk − λk+1) = 0.

Koskaλi 6= λk+1 kaikilla i < k+1, ovat kaikkiα1 = · · · = αk = 0. Koskaxk+1 6=
0, on yhtälön (12) mukaan myösαk+1 = 0. Näin on induktioaskel todistettu.

Induktioperiaatteen mukaan väite pätee kaikillap ∈ N.

Obs! Mutta mitä arvojap voikaan todellisuudessa saada?✷
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24.2 Diagonalisoituvuus

Määritelmä 24.2.1 NeliömatriisiA ∈ Rn×n ondiagonalisoituva, jos on olemas-
sa sellainen säännöllinen matriisiS, ettäD := S−1AS on diagonaalimatriisi. Täl-
löin sanotaan, ettäS diagonalisoimatriisinA.

Lause 24.2.2Matriisi A ∈ Rn×n on diagonalisoituva jos ja vain jos sillä onn
lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.

Todistus. 1) Olkoot s1, s2, . . ., sn lineaarisesti riippumattomia ominaisvektorei-
ta jaλ1, λ2, . . ., λn vastaavia ominaisarvoja. OlkoonD diagonaalimatriisi, jolle
dii = λi kaikilla i = 1, 2, 3, . . . , n. Muodostetaan ominaisvektoreista sarakkeit-
tain samassa järjestyksessä matriisiS := (s1 s2 · · · sn). Silloin

AS =
(
As1 As2 · · · Asn

)
=
(
λ1s1 λ2s2 · · · λnsn

)

=
(
s1 s2 · · · sn

)


λ1 0

. . .
0 λn


= SD.

Lauseen 11.3.1 mukaanS on säännöllinen, joten voidaan ratkaista

D = S−1SD = S−1AS.

2) OlkoonA diagonalisoituva jaS säännöllinen matriisi, jolleD := S−1AS on
diagonaalinen. KoskaAS = SD, matriisinS sarakkeillesj on

Asj = djjsj kaikilla j = 1, 2, 3, . . . , n.

Täten luvutλj := djj ovat matriisinA ominaisarvoja vastaavina ominaisvekto-
reina sarakkeetsj . KoskaS on säännöllinen, ovat ominaisvektoritsj lineaarisesti
riippumattomia.✷

Seuraus 24.2.3OlkoonA ∈ Rn×n matriisi.

a) Jos matriisillaA onn erisuurta ominaisarvoa, onA diagonalisoituva.

b) Jos matriisiS diagonalisoi matriisinA, niin A = SDS−1, missäD on diago-
naalimatriisi. Yleisemmin, matriisinA positiiviset potenssit ovat

Ak = SDkS−1.

Todistus.a) Lauseet 24.1.1 ja 24.2.2. b) Induktiolla.✷

Lauseen 24.2.2 todistuksesta voidaan poimia eräs diagonalisointimetodi; ks. Kuva
42.
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Matriisin diagonalisointi. OlkoonA ∈ Rn×n.
1. Lasketaan karakteristisen polynomindet(A − λI) = 0 juuret
eli ominaisarvotλ1, λ2, . . . , λn, lasketaan vastaavat (yhdet) omi-
naisvektoritx1,x2, . . . ,xn.
2. Jos{x1,x2, . . . ,xn} on lineaarisesti riippumaton, (testi esimer-
kiksi determinantilla) asetetaan

D =




λ1 0
λ2

. . .
0 λn




ja
S =

(
x1 x2 . . . xn

)
.

Silloin A = SDS−1.

Kuva 42: Diagonalisointi ominaisvektorien avulla

Esimerkki 24.2.4 Matriisin

A :=

(
2 −3
2 −5

)

ominaisarvot ovatλ1 = 1 ja λ2 = −4. Eräät vastaavat ominaisvektorit ovat

x1 =

(
3
1

)
ja x2 =

(
1
2

)
,

jotka ovat lineaarisesti riippumattomia. Eräs diagonalisoiva matriisi ja vastaava
diagonaalimatriisi ovat

S :=

(
3 1
1 2

)
ja D :=

(
1 0
0 −4

)
.

Esimerkki 24.2.5 2×2-matriisi

A :=

(
1 1
0 1

)

ei ole diagonalisoituva; nimittäin sen ainoata ominaisarvoa1 vastaava ominaisa-
varuus on{t(1 0)T | t ∈ R} ja siten sillä ei ole kahta lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria.
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Matriisi voi olla diagonalisoituva, vaikka sen ominaisarvot eivät ole erisuuria.

Esimerkki 24.2.6 Onko matriisi

A :=



3 −1 −2
2 0 −2
2 −1 −1




diagonalisoituva?

Ratkaisu. Lasketaan ominaisarvot karakteristisen yhtälön avulla:

det(A− λI) = −λ(λ− 1)2 = 0 ⇐⇒ λ1 = 0 tai λ2 = 1 tai λ3 = 1.

Vastaavat ominaisvektorit (oikeastaan ominaisavaruudet) saadaan ratkaisemalla
yhtälöryhmät:

1. Ominaisarvoλ = 0:

Ax = 0x ⇐⇒ x = t



1
1
1


, t ∈ R.

2. Ominaisarvoλ = 1:

Ax = 1x ⇐⇒ x = t



1
0
1


+ u




0
1
−1

2


, t, u ∈ R.

Eräs ominaisarvoa0 vastaava ominaisvektori ons1 := (1 1 1)T . Ominaisarvoa1
vastaa kaksiulotteinen ominaisavaruus, jonka virittävätesimerkiksis2 := (1 0 1)T

ja s3 := (0 2 −1)T . Muodostetaan näistä sarakkeittain matriisit

S :=



1 1 0
1 0 2
1 1 −1


 ja D :=



0 0 0
0 1 0
0 0 1




Koskadet(S) = 1 6= 0 (tarkasta!), on saatu kolme lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria. MatriisiA on siis diagonalisoituva ja esimerkiksiS diagonalisoi
sen.

Tehtävä 24.2.7Tarkasta, että Esimerkeissä 24.2.4 ja 24.2.6 todella on onnistunut
diagonalisointi.
Ratkaisusta sivulla 318.
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Esimerkeistä 24.2.5 ja 24.2.6 opimme, että jos ominaisarvot eivät ole kaikki eri-
suuria, ei diagonalisoituvuudesta tiedetä suoralta kädeltä mitään. Kuitenkin voi-
taisiin todistaa ominaisavaruuksista tieto, että ominaisavaruuden dimensio on aina
enintäänvastaavan ominaisarvon kertaluku, ja sen avulla edelleen:

Lause 24.2.8a) n×n-matriisi on diagonalisoituva jos ja vain jos eri ominaisar-
voihin liittyvien ominaisavaruuksien dimensioiden summaonn.

b) Jos matriisi on diagonalisoituva, niin diagonalisoiva matriisi saadaan ominai-
savaruuksien kantavektoreista.

Tehtävä 24.2.9Diagonalisoi matriisi

A =




5 0 0 0
0 5 0 0
1 4 −3 0
−1 −2 0 −3




Ratkaisu sivulla 318.

Lasketaan lopuksi vielä kompleksinen diagonalisointi.

Esimerkki 24.2.10 Diagonalisoi matriisi

A :=

(
1 2
−2 1

)

Ratkaisu. I ominaisarvot:

det(A− λI) = λ2 − 2λ+ 5 = 0 ⇐⇒ λ1,2 = 1± 2i.

II ominaisvektorit: 1. Arvoλ1 = 1 + 2i:

(A− (1+2i)I)x = 0 ⇐⇒
(
1− (1+2i) 2 | 0
−2 1− (1+2i) | 0

)

⇐⇒
(
−2i 2 | 0
−2 −2i | 0

)
R1

R2

⇐⇒
(
−2i 2 | 0

0 0 | 0

)
R1 ← R1

R2 ← R2 + iR1

⇐⇒
{
−2ix1 + 2x2 = 0

x2 = t ∈ C

⇐⇒
{

x1 = −2t
−2i

= −it
x2 = t ∈ C
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Ominaisvektorit ovat

x1 = t

(
−i
1

)
, t 6= 0.

2. Arvollaλ2 = 1− 2i saadaan vastaavasti

x2 = t

(
i
1

)
, t 6= 0.

Valitaan nyt diagonalisoivaksi matriisiksiS ominaisvektorisarakkeet ja diagonaa-
limatriisiksi vastaavat ominaisarvot:

S :=

(
−i i
1 1

)
ja D :=

(
1+2i 0
0 1−2i

)

Silloin

SDS−1 =

(
−i i
1 1

)(
1+2i 0
0 1−2i

)( i
2

1
2

−i
2

1
2

)
= A.
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Tehtävä 24.2.7 : Täytyy vain tarkastaa laskemalla, että yhtälöA = SDS−1 toteu-
tuu.

Tehtävä 24.2.9 : KoskaA on alakolmiomatriisi, nähdään heti, että luvutλ1 = −3
ja λ2 = 5 ovat kaksinkertaisia ominaisarvoja. Ominaisavaruudet (laske!)

E−3 =




s




0
0
1
0


+ t




0
0
0
1



∣∣∣∣ s, t ∈ R





E5 =




s




−8
4
1
0


+ t




−16
4
0
1



∣∣∣∣ s, t ∈ R





ovat kaksiulotteisia ja niiden dimensioiden summa2 + 2 = 4 = neliömatriisinA
dimensio. Asetetaan siis

D =




−3 0 0 0
0 −3 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5


 ja S =




0 0 −8 −16
0 0 4 4
1 0 1 0
0 1 0 1




Tarkasta, että todellaSDS−1 = A !
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25 SYMMETRISET MATRIISIT
JA SPEKTRAALILAUSE

Tämän luvun päämääränä on pohjustaa neliömuotojen

n∑

j=1

n∑

i=1

cijxixj

teoriaa ja luokittelua. Luvussa 26.1 nähdään, että jokainen reaalinen neliömuo-
to voidaan esittää symmetrisen reaalimatriisin avulla muodossaxTAx, joten riit-
tää tarkastella reaalimatriisejaA, joille A = AT . Osoitetaan aluksi, että tällaisen
matriisin ominaisarvot ovat aina reaalisia ja vastaavat ominaisavaruudet pareittain
ortogonaalisia.

25.1 Symmetrisen matriisin ominaisarvoista

Olkoonz kompleksiluvunz = a + ib liittoluku eli kompleksikonjugaatti, ts.z =
a− ib. Silloin tunnetusti

1) z + w = z + w

2) zw = z w

3) zz = |z|2 = a2 + b2 ≥ 0

4) z ∈ R ⇐⇒ z = z ⇐⇒ Im z = 0.

Kompleksiselle vektorillez = (z1 z2 · · · zn)T ∈ Cn merkitäänz vektoria, jossa
koordinaatitzi on konjugoitu, ts.

z = (z1 z2 · · · zn)T ∈ Cn.

Silloin zTz on reaalinen, ja

zTz =

n∑

i=1

zizi =

n∑

i=1

|zi|2 ≥ 0.

Kompleksisille matriiseille ja vektoreille pätevät mm. tulon konjugointisäännöt

αx = αx, Ax = Ax, AB = AB, αA = αA.
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Tehtävä 25.1.1a) Todista, ettäAx = Ax.

b) Todista, että josA ∈ Rn×n ja λ, x ovat sen ominaisarvo ja vastaava ominais-
vektori, niinλ, x ovat myös sen ominaisarvo ja ominaisvektori.
Ratkaisu sivulla 324.

Lause 25.1.2OlkoonA ∈ Rn×n symmetrinen matriisi,λ ∈ C sen ominaisarvo
ja x ∈ Cn vastaava ominaisvektori, ts.Ax = λx. Silloin

a) xTAx on reaalinen.

b) λ on reaalinen.

Tehtävä 25.1.3Todista Lause 25.1.2.
Ratkaisu sivulla 324.

25.2 Spektraalilause symmetrisille reaalimatriiseille

Lause 25.2.1JosA ∈ Rn×n on symmetrinen, ovat kahden eri ominaisarvon omi-
naisavaruudet keskenään ortogonaalisia (ks. Määritelmä 21.1.7).

Todistus.Riittää todistaa, että eri ominaisarvoihin liittyvät vektorit ovat kohtisuo-
rassa keskenään.

Olkoot λ1 6= λ2 symmetrisen reaalimatriisinA ∈ Rn×n ominaisarvoja jav1, v2

vastaavia ominaisvektoreita. Silloin

λ1 〈v1,v2〉 = (λv1)
Tv2 = (Av1)

Tv2 = (vT
1 A

T )v2 = vT
1 (Av2)

= vT
1 (λ2v2) = λ2v

T
1 v2 = λ2 〈v1,v2〉 .

Koskaλ1 6= λ2 ja edellisen mukaan(λ1−λ2) 〈v1,v2〉 = 0, on oltava〈v1,v2〉 = 0
ja sitenv1⊥v2. ✷

Spektraalilause 25.2.2Symmetrisen matriisinA ∈ Rn×n ominaisvektoreista
voidaan muodostaa avaruudelleRn ortonormaali kanta. Erikoisesti symmetrinen
matriisi on diagonalisoituva.

Todistus.Osittain perusteltu edellä. Yksityiskohdat sivuutetaan.✷

Spektraalilauseen takaaman ortonormaalin kannan avulla pääsemme esittämään
neliömuodonxTAx sekatermittömässä muodossa sopivalla koordinaatiston vaih-
dolla:
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Lause 25.2.3OlkoonA ∈ Rn×n symmetrinen matriisi. Valitaan diagonalisoivak-
si matriisiksi ortonormaaleista ominaisvektoreistae′i koostuva matriisiS ja olkoon
D := S−1AS, jonka diagonaalilla ovat vastaavat ominaisarvotλi = dii. Tällöin
E ′ := {e′1, . . . , e′n} on avaruudenRn ortonormaali kanta. Jos vektorinx ∈ Rn

koordinaattivektori kannassaE ′ onx′, niin

xTAx = x′TDx′ = λ1x
′2
1 + · · ·+ λnx

′2
n .

Todistus.Ortogonaalinen matriisiS on siirto kannastaE ′ luonnolliseen kantaan,
ts.Sx′ = x ja S−1x = x′. KoskaS−1 = ST , on

x′T = (STx)T = xTS.

Siis
xTAx = xTSDS−1x = x′TDx′.

✷

25.3 Symmetristen matriisien luokittelu

Määritelmä 25.3.1 Symmetrinen matriisiA ∈ Rn×n on

a) positiivisesti definiitti, josxTAx > 0 kaikilla x 6= 0.

b) negatiivisesti definiitti, josxTAx < 0 kaikilla x 6= 0.

c) positiivisesti semidefiniitti, jos xTAx ≥ 0 kaikilla x ∈ Rn ja yTAy = 0
jollakin y 6= 0,

d) negatiivisesti semidefiniitti, josxTAx ≤ 0 kaikilla x ∈ Rn ja yTAy = 0
jollakin y 6= 0,

e) indefiniitti, jos on olemassay, z ∈ Rn, joille yTAy > 0 ja zTAz < 0.

Lause 25.3.2a) Symmetrinen matriisiA ∈ Rn×n on positiivisesti (vast. negatii-
visesti) definiitti jos ja vain jos sen kaikki ominaisarvot ovat aidosti positiivisia
(vast. aidosti negatiivisia).

b) Symmetrinen matriisiA ∈ Rn×n on positiivisesti (vast. negatiivisesti) se-
midefiniitti jos ja vain jos sen kaikki ominaisarvot ovat ei-negatiivisia (vast. ei-
positiivisia) ja ainakin yksi ominaisarvo on0.

c) Symmetrinen matriisiA ∈ Rn×n on indefiniitti jos ja vain jos sillä on aidosti
positiivisia ja aidosti negatiivisia ominaisarvoja.

Todistus.Seuraa suoraan Lauseen 25.2.3 esityksestä.✷
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25.4 Ratkaisuja tehtäviin

Tehtävä 25.1.1 : OlkootA ∈ Cn×n ja x ∈ Cn. Silloin Ax ∈ Cn, samoin sen al-
kioittainen kompleksikonjugaattiAx ∈ Cn. Vastaavasti matriisinA alkioittainen
konjugaattiA ∈ Cn×n ja x ∈ Cn, ja tuloAx ∈ Cn.

a) Riittää siis näyttää, että vektoreillaAx ja Ax on samat vastinalkiot. Vektorin
Ax alkiot ovat summia

∑n
j=1 aijxj , i = 1, 2, 3, . . . , n, ja siten vektorinAx alkiot

n∑

j=1

aijxj =

n∑

j=1

aijxj =

n∑

j=1

aij xj, i = 1, 2, 3, . . . , n,

kompleksilukujen laskusääntöjen 1) ja 2) nojalla (Luvun 25.1 alkupuoli). Mutta
toisaalta luvut

∑n
j=1 aij xj ovat vektorinAx vastaavia alkioita.

b) KoskaA on reaalinen, onA = A. Kohdan a) ja ominaisarvoyhtälön nojalla

Ax = Ax = Ax = λx = λx,

ja sitenλ ja x ovat matriisinA ominaisarvo ja ominaisvektori.

Tehtävä 25.1.3 : a) Osoitetaan reaalisuus yhtälölläz = z. Väite seuraa käytäen
tulon konjugoinnin laskusääntöjä, matriisinA reaalisuutta ja sitä, että muunnelta-
vana on koko ajanluku (muotoaxTAx; sen transponointi ei vaikuta mitään):

xTAx = x
T
Ax = xTAx = (xTAx)T = xTATx = xTAx.

b) Edellisen nojallaxTAx on reaalinen. Koska toisaalta reaalinen

xTAx = xT (λx) = λxTx,

missä myösxTx on reaalinen ja6= 0, koskax 6= 0, on oltavaλ ∈ R.
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26 NELIÖMUODOISTA

26.1 Neliömuoto

Määritelmä 26.1.1 Polynomeja

P (x) = P (x1, . . . , xn) =

n∑

i,j=1

cijxixj ,

missäcij ∈ R, sanotaan avaruudenRn neliömuodoiksi(quadratic form).

Jokainen neliömuoto saadaan aikaan neliömatriisin avullaseuraavasti:

xTCx = (x1 x2 · · · xn)




c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · ·
...

...
...

cn1 · · · · · · cnn







x1

x2
...
xn




=

c11x
2
1 + c12x1x2 + . . . + c1nx1xn

+ c21x2x1 + c22x
2
2 + . . . + c2nx2xn

...
+ cn1xnx1 + cn2xnx2 + . . . + cnnx

2
n

=
n∑

i,j=1

cijxixj

Esityksestä nähdään myös, että sama neliömuoto saadaan aikaan symmetrisellä
matriisillaC ′ = (c′ij)n×n, jolle

{
c′ii = cii kaikilla i = 1, 2, . . . , n
c′ij = 1

2
(cij + cji) kaikilla i 6= j.

KoskaxTCx = xTC ′x riittää tarkastella symmetristen matriisien määräämiä ne-
liömuotoja.

Esimerkki 26.1.2 Esitä neliömuodot

a)P (x) = P (x1, x2) = 2x2
1 + 5x1x2 − 7x2

2

b)Q(x) = Q(x1, x2) = 2x2
1 − x1x2 + x2

2

symmetrisen matriisin avulla.
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Ratkaisu. Haetaan sopivat symmetriset matriisit:

a) P (x) = xTAx =
(
x1 x2

)
(

2 21
2

21
2
−7

)(
x1

x2

)

b) Q(x) = xTBx =
(
x1 x2

)
(

2 −1
2

−1
2

1

)(
x1

x2

)

Tehtävä 26.1.3Esitä neliömuoto

P (x, y, z) := x2 + 5y2 + 5z2 − 4xy − 6yz + 4xz

symmetrisen matriisin avulla.
Ratkaisu sivulla 327.

26.2 Neliömuotojen luokittelu

Määritelmä 26.2.1 AvaruudenRn neliömuotoP on

a) positiivisesti definiitti, josP (x) > 0 kaikilla x 6= 0.

b) negatiivisesti definiitti, josP (x) < 0 kaikilla x 6= 0,

c) positiivisesti semidefiniitti. jos P (x) ≥ 0 kaikilla x ∈ Rn ja P (y) = 0
jollakin y 6= 0.

d) negatiivisesti semidefiniitti, jos P (x) ≤ 0 kaikilla x ∈ Rn ja P (y) = 0
jollakin y 6= 0.

e) indefiniitti, jos on olemassay, z ∈ Rn, joille P (y) > 0 ja P (z) < 0.

Esimerkki 26.2.2 Määritä neliömuotojen (ks. Esimerkki 26.1.2)

a)P (x) = P (x1, x2) = 2x2
1 + 5x1x2 − 7x2

2

b)Q(x) = Q(x1, x2) = 2x2
1 − x1x2 + x2

2

tyypit.

Ratkaisu. Helposti nähdään, ettäP saa sekä positiivisia että negatiivisia arvoja;
esimerkiksi

P (1, 0) = 2 > 0 ja P (0, 1) = −7 < 0,

joten se on indefiniitti. Mutta

Q(x) = 2x2
1−x1x2+x2

2 = 13
4
x2
1+(1

2
x1)

2−2(1
2
x1)x2+x2

2 =
7
4
x2
1+(1

2
x1−x2)

2 ≥ 0

jaQ(x) = 0 vain kunx = 0. Se on siis positiivisesti definiitti.
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Huomautus 26.2.3OlkoonP avaruudenRn neliömuoto esitettynä symmetrisen
matriisin avulla muodossaP (x) = xTAx. Neliömuodon tyypin tarkastelun voi
palauttaa matriisinA tyypin tutkimiseen, silläP on Määritelmän 26.2.1 tyyppiä
X jos ja vain josA on Määritelmän 25.3.1 tyyppiä X. Voidaan siis käyttää mm.
Lauseita 25.2.3 ja 25.3.2.

Seuraus 26.2.4OlkoonP (x) = xTAx neliömuoto, missäA ∈ Rn×n on symmet-
rinen. OlkoonE ′ = {e′1, e′2, . . . , e′n} matriisinA ominaisvektoreista muodostettu
ortonormaali kanta ja vastaavat ominaisarvotλ1, λ2, . . ., λn matriisinD diagonaa-
lilla. Jos vektorinx ∈ Rn koordinaattivektori kannassaE ′ onx′, niin

P (x) = xTAx = x′TDx′ = λ1x
′2
1 + λ2x

′2
2 + · · ·+ λnx

′2
n .

Todistus.Lause 25.2.3.✷

Esimerkki 26.2.5 Mitä tyyppiä on neliömuoto

P (x, y, z) := x2 + 5y2 + 5z2 − 4xy − 6yz + 4xz?

Ratkaisu. Tehtävässä 26.1.3 muodostettiin symmetrinen matriisi A, jolle P (x) =
xTAx. Sen ominaisarvot:

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ −2 2
−2 5− λ −3
2 −3 5− λ

∣∣∣∣∣∣
= 0

⇐⇒ −λ3 + 11λ2 − 18λ = 0 ⇐⇒ λ = 0 tai λ = 2 tai λ = 9.

Ominaisarvot ovat ei-negatiivisia ja eräs niistä on0, jotenP on Lauseen 25.3.2
mukaan positiivisesti semidefiniitti.

Tehtävä 26.2.6Mitä tyyppiä ovat neliömuodot

a)3x2
1 − 4x1x2 + 6x2

2 ?

b)−x2
1 − 4x1x2 + 5x2

2 + 2x2x3 + 2x2
3 − 2x1x3 ?

Ratkaisut sivulla 334.
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Positiivisesti definiitti Negatiivisesti definiitti Indefiniitti

Positiivisesti semidefiniitti Negatiivisesti semidefiniitti

Kuva 43: Neliömuotojen perustyyppejä

OlkoonP neliömuoto avaruudessaRn. KoskaP (0) = 0, on funktiollaP pie-
nin arvo0 origossa jos ja vain josP on positiivisesti definiitti tai semidefiniitti.
Kuvassa 43 on erilaisia (kahden muuttujan) neliömuotojen graafisia esityksiä.

Sovellus ääriarvojen luokitteluun

Esimerkki 26.2.7 Kolme kertaa jatkuvasti derivoituvan (oikeastaan riittäisi kak-
sikin) funktionF : Rn → R mahdolliset lokaalit ääriarvopisteet ovat sen 1. de-
rivaattojen yhteiset nollakohdat. Josx0 on mahdollinen ääriarvopiste, niin määri-
tellään nk.Hessen matriisiH(x0) = (hij), missä

hij :=
∂2F

∂xi∂xj
(x0).

Silloin x0 on funktionF

a) lokaali minimi, josH(x0) on positiivisesti definiitti,

b) lokaali maksimi, josH(x0) on negatiivisesti definiitti,

c) satulapiste (siis ei ääriarvopiste), josH(x0) on indefiniitti.

(Ludwig Otto Hesse, Saksa, 1811-1874)



330 26 NELIÖMUODOISTA

26.3 Pääakseliongelma

Määritelmä 26.3.1 OlkoonA ∈ Rn×n symmetrinen matriisi,B ∈ R1×n vaaka-
vektori jaα ∈ R. Muotoa

xTAx+Bx + α = 0

oleva yhtälö on avaruudenRn neliöyhtälö. Niiden pisteidenx ∈ Rn joukkoa, jotka
toteuttavat kyseisen yhtälön, sanotaanneliöpinnaksi.

Esimerkki 26.3.2 Tason neliöyhtälö on muotoa

ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0, (14)

eli (
x
y

)T(
a b
b c

)(
x
y

)
+
(
d e

)(x
y

)
+ f = 0.

Yhtälön (14) neliöpinta onkartioleikkaus. Jos yhtälöllä (14) ei ole reaalisia ratkai-
suja, kartioleikkausta sanotaanimaginaariseksi; jos ratkaisujoukko on piste, suora
tai kaksi suoraa, kartioleikkaus ondegeneroitunut; muita kutsutaan tässävarsinai-
siksikartioleikkauksiksi.

Varsinaisten kartioleikkausten perustyypit ovat

ellipsi
x2

α2
+

y2

β2
= 1

hyperbelit
x2

α2
− y2

β2
= ±1

paraabelit x2 = αy tai y2 = βx

Ellipsi, jolle α = β on ympyrä. Ellipsit ja hyperbelit ovatkeskipisteellisiäkäyriä
ja paraabeli onkeskipisteetön.

Mikäli termin xy kerroin = 0, kartioleikkaus voidaan muuntaa joksikin näistä
koordinaattiakselien suuntaisilla siirroilla; algebrallisesti tämä tarkoittaaneliöiksi
täydentämistä.

Esimerkki 26.3.3 Mitä käyrää esittää yhtälö9x2 − 18x+ 4y2 + 16y − 11 = 0?

Ratkaisu. Muodosta9(x2 − 2x+ 1) + 4(y2 + 4y + 4)− 11 = 9 + 16 saadaan

(x− 1)2

22
+

(y + 2)2

32
= 1.

Käyrä on ellipsi keskipisteenä(1 −2)T ja puoliakseleina2 ja 3.
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Ongelma.Millainen ratkaisukäyrä on yleisellä yhtälöllä

ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0?

Ratkaisun pääpiirteet (vrt. Seuraus 26.2.4): Matriisimuodon
(
x
y

)T(
a b
b c

)(
x
y

)
+
(
d e

)(x
y

)
+ f = 0

neliömuoto-osan symmetrinen matriisiA diagonalisoidaan etsimällä sen ominai-
sarvotλ1, λ2 ja muodostamalla ominaisvektoreista ortogonaalinen diagonalisoiva
matriisi Q; tällöin ominaisarvot ovat matriisinD := QTAQ diagonaalilla. Jos
x′ ja y′ ovat koordinaatit ominaisvektorien muodostamassa kannassa, niin yhtälö
menee muotoon

(
x′

y′

)T
D

(
x′

y′

)
+
(
d e

)
Q

(
x′

y′

)
+ f = 0,

jossa ei ole sekatermiäx′y′. Kun yhtälö lopuksi täydennetään neliöiksi, saadaan
yhtälö perustyypin kartioleikkausmuotoon matriisinQ sarakkeiden määräämässä
nk. pääakselikoordinaatistossa.

Esimerkki 26.3.4 Millaista käyrää esittää

3x2 + 2xy + 3y2 − 8 = 0?

Ratkaisu. Neliömuoto-osan symmetrisen matriisin

A :=

(
3 1
1 3

)

ominaisarvot ovat2 ja 4. Vastaavista normitetuista ominaisvektoreista muodostet-
tu matriisi ja ominaisarvoista muodostettu diagonaalimatriisi ovat

Q :=

(
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)
ja D := QTAQ =

(
2 0
0 4

)
.

Koska 1. asteen termit puuttuvat, on kyseessä vain koordinaatiston kierto, joten
pääakselikoordinaatiston origo on sama kuin luonnollisenkoordinaatiston. Yhtälö
saadaan siten suoraan pääakselikoordinaatistoon muodossa

2x′2 + 4y′2 = 8 eli
x′2

22
+

y′2
√
2
2 = 1.

Kyseessä on origokeskinen ellipsi puoliakseleina2 ja
√
2, kierrettynä kulmanπ/4

myötäpäivään, ks. Kuva 44.
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−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

Ellipsi 3x 2 + 2xy + 3y 2 − 8 = 0

x−akseli

y−
ak

se
li

Kuva 44: Ellipsi3x2 + 2xy + 3y2 − 8 = 0

Esimerkki 26.3.5 Millainen on käyrä

8y2 + 6xy − 12x− 26y + 11 = 0?

Neliömuoto-osan matriisin

A :=

(
0 3
3 8

)

ominaisarvot ovatλ1 = 9 ja λ2 = −1.

OminaisarvomatriisiD ja normitettujen ominaisvektorien matriisiQ ovat

Q :=
1√
10

(
1 −3
3 1

)
ja D :=

(
9 0
0 −1

)
.

Yhtälö saadaan kierretyssä koordinaatistossa K’ muotoon
(
x′

y′

)T
D

(
x′

y′

)
+
(
−12 −26

)
Q

(
x′

y′

)
+ f = 0

⇐⇒ 9x′2 − 9
√
10x′ − y′2 +

√
10y′ + 11 = 0.

Täydennetään neliöiksi:

9

(
x′ −

√
10

2

)2

−
(
y′ −

√
10

2

)2

= 9.
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Yhtälö esittää siis hyperbeliä ja sen yhtälö pääakselikoordinaatistossa K” on

x′′2 − y′′2

32
= 1.

Pääakselikoordinaatiston origo on pisteessä

Q

(√
10/2√
10/2

)
=

(
−1
2

)

ja koordinaattiakseleina suorat (ks. Kuva 45)

x1 =

(
−1
2

)
+ t

(
1
3

)
sekä x2 =

(
−1
2

)
+ t

(
−3
1

)
, t ∈ R.

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

Hyperbeli 8y 2 + 6xy −12x − 26y + 11 = 0

x−akseli

y−
ak

se
li

Kuva 45: Hyberbeli8y2 + 6xy − 12x− 26y + 11 = 0
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Tehtävä 26.1.3 : Olkootx1 = x, x2 = y ja x3 = z. Silloin

P (x) = x1x1−2x1x2+2x1x3−2x2x1+5x2x2−3x2x3+2x3x1−3x3x2+5x3x3

jonka kertoimista poimitaan matriisiksi

A :=




1 −2 2
−2 5 −3
2 −3 5




Tehtävä 26.2.6 : a) Symmetrisoidun matriisin

A :=

(
3 −2
−2 6

)

ominaisarvot ovat aidosti positiiviset7 ja 2, joten neliömuoto on positiivisesti de-
finiitti.

b) Neliömuoto voidaan esittää symmetrisen matriisin

A :=



−1 −2 −1
−2 5 1
−1 1 2




avulla. Matriisin ominaisarvot ovat (laske!)6,
√
3 ja −

√
3, joten neliömuoto on

Lauseen 25.3.2 mukaan indefiniitti.



26.4 Ratkaisuja tehtäviin 335



336 A LIITE: ALGEBRALLISISTA RAKENTEISTA

A LIITE: Algebrallisista rakenteista

A.1 Ryhmä

Abstraktissa algebrassa tutkitaan mm. joukon sisäisten laskutoimitusten ominai-
suuksia, kuten sitä onko laskutoimituksella seuraavia ominaisuuksia:

1) vaihdannaisuuseli kommutatiivisuus: a ◦ b = b ◦ a kaikilla a, b ∈ A

2) liitännäisyyseli assosiatiivisuus: (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) kaikilla a, b, c ∈ A

3) joukossaA onneutraalialkioeli nolla-alkioe ∈ A, jolle a◦e = a jae◦a = a
kaikilla a ∈ A

4) (olettaen, että joukossaA on neutraalialkioe) jokaisella alkiolla onvasta-
alkio, so. kutakina ∈ A vastaa sellainen alkioba ∈ A, ettäa ◦ ba = e ja
ba ◦ a = e.

Algebrassa käytetään mm. seuraavia nimityksiä: Pari(A, ◦) on ryhmä (group),
jos se toteuttaa ehdot 2 – 4. Pari(A, ◦) on vaihdannaineneli Abelin ryhmä, jos
se toteuttaa ehdot 1 – 4. Voidaan osoittaa (vrt. Lause 9.4.1), että ryhmän alkioista
täsmälleen yksi on neutraalialkio ja että kullakin alkiolla on yksi ja vain yksi vasta-
alkio.

Esimerkki A.1.1 Äärellisessä joukossa laskutoimitus voidaan antaa esimekiksi
taulukolla. Tutkitaan, mitkä ryhmän ominaisuudet ovat voimassa seuraavien tau-
lukkojen joukossaA := {0, 1}määräämien operaatioiden suhteen:

a)
◦ 0 1
0 0 1
1 1 0

b)
◦ 0 1
0 0 2
1 1 0

c)
◦ 0 1
0 0 0
1 1 0

d)
◦ 0 1
0 0 1
1 1 1

Ratkaisut. a) Voimassa kaikki 1-4. b) Ei laskutoimitus lainkaan! c) Ei mikään
kohdista 1-4. d) Voimassa 1-3, neutraalialkio on0, mutta alkiolla1 ei ole vasta-
alkiota.

Esimerkki A.1.2 Määrittele joukossa{−1, 0, 1} laskutoimituksen◦ tulokset niin,
että syntyy ryhmä:

◦ −1 0 1

−1
0
1
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Esimerkki A.1.3 Yksialkioisessa joukossa voidaan määritellä vain yksi laskutoi-
mitus (miten?) ja näin saadaan Abelin ryhmä. Oletetaan, että joukossaA on aina-
kin kaksi alkiota. Silloin Esimerkin 9.1.2

a) vakiolaskutoimitus on vaihdannainen ja liitännäinen, mutta ominaisuudet 3 tai
4 eivät ole voimassa (todista!).

b) projektiot eivät ole vaihdannaisia, mutta ovat liitännäisiä. Onko niillä neutraa-
lialkio? Jopa vasta-alkiot?

Esimerkki A.1.4 Esimerkin 9.1.3 laskutoimitusmin on vaihdannainen ja liitän-
näinen, muttei toteuta ehtoja 3 – 4. Kohdan b) laskutoimitus↓ on vaihdannainen.
Onko se liitännäinen? Toteuttaako se ehdon 3 tai 4?

Esimerkki A.1.5 a) Yhteenlaskulla joukossaN ei ole neutraalialkiota, mutta jou-
kossaN0 on, nimittäin luku0. Kummassakaan ei ole vasta-alkioita. Yhteenlasku
on jopa Abelin ryhmä joukoissaZ, Q, R jaC.

b) Kertolaskulla varustettuina joukotQ\{0},R\{0} jaC\{0} ovat Abelin ryhmiä,
joiden neutraalialkio on luku1 ja luvuna 6= 0 vasta-alkio on sen käänteisalkio1

a
.

Tehtävä A.1.6 Mitkä ehdoista 1 – 4 ovat voimassa kertolaskulle joukoissaN, Z,
Q?

Esimerkki A.1.7 JoukossaZ4 = {0, 1, 2, 3}modulo-yhteenlasku

m⊕ n := (m+ n)mod4

on sisäinen laskutoimitus, joka tuottaa Abelin ryhmän.

Esimerkki A.1.8 JoukossaZ5 \ {0} = {1, 2, 3, 4} on modulo-tulon

m⊙ n := (mn)mod5

määrittelemä ryhmärakenne.

Esimerkki A.1.9 OlkoonS joukonZ3 := {0, 1, 2} kaikkien järjestettyjen kol-
mikkojen(m,n, p) joukko; siisS = Z3

3. JoukkoS varustettuna koordinaateittai-
sella modulo 3-yhteenlaskulla on Abelin ryhmä.
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A.2 Kunta

Oletetaan, että ryhmässä(ks. Liite A.1)(A, ◦) on määritelty myös toinen, kerto-
laskun kaltainen laskutoimitus⋆. Tällöin käytetään yleensä seuraavia merkintöjä:

◦:n neutraalialkio0A on nolla-alkio, alkiona vasta-alkiota merkitään−a

⋆:n neutraalialkio1A on ykkösalkio, alkion a vasta-alkiota sanotaankään-
teisalkioksija merkitääna−1.

Määritelmä A.2.1 Kolmikko (K, ◦, ∗) on kunta(field), jos yhteenlaskuksikut-
suttu operaatio◦ ja kertolaskuksikutsuttu∗ toteuttavat seuraavat aksioomat:

k1) Pari(K, ◦) on Abelin ryhmä (merkitään nolla-alkiota0).

k2) Kertolasku on vaihdannainen ja liitännäinen.

k3) Yhteen- ja kertolasku toteuttavat yhdessäosittelulaiteli ovatdistributiivisia;
so. kaikillaa, b, c ∈ K on

a ∗ (b ◦ c) = (a ∗ b) ◦ (a ∗ c),
(a ◦ b) ∗ c = (a ∗ c) ◦ (b ∗ c).

k4) Kertolaskulla on neutraalialkio (mekitään sitä symbolilla 1).

k5) Jokaisellaa ∈ K \ {0} on kertolaskun suhteen vasta-alkio (käänteisalkio,
merkitään)a−1, jolle siisa ∗ a−1 = 1.

Esimerkki A.2.2 JoukotQ, R ja C varustettuina yhteen- ja kertolaskulla ovat
mitä ilmeisimmin kuntia.

Huomaa, että ehdoista k2, k4 ja k5 seuraa, että(K \ {0}, ∗) on Abelin ryhmä,
jonka neutraalialkio on tuo1.

Muita kuntia esitellään algebran kursseilla; tässä kuitenkin pari esimerkkiä äärel-
lisistä kunnista:

Esimerkki A.2.3 Reaalilukujen osajoukko{0, 1} varustettuna seuraavien taulu-
koiden mukaisilla yhteen- ja kertolaskuilla on kunta:

⊕ 0 1
0 0 1
1 1 0

⊙ 0 1
0 0 0
1 0 1

Mikä onkaan sen nolla-alkio, mikä ykkösalkio? Mitkä ovat vasta-alkiot, mitkä
käänteisalkiot?
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Itse asiassa yllä oli esillä suppein mahdollinen kunta, vain kaksialkioinen.

Esimerkki A.2.4 JoukossaZ3 = {0, 1, 2}määriteltyjen operaatioiden (vrt. A.1.8)

m⊕ n := (m+ n)mod3

m⊙ n := (mn)mod3

kanssa kolmikko(Z3,⊕,⊙) toteuttaa kunnan aksioomat.

Esimerkki A.2.5 JoukossaZ4 = {0, 1, 2, 3} määriteltyjen operaatioiden (ks.
A.1.7)

m⊕ n := (m+ n)mod4

m⊙ n := (mn)mod4

kanssa kolmikko(Z4,⊕,⊙) toteuttaa useimmat kunnan aksioomista, mutta ei
kaikkia; mitä ei?

Algebrassa näytetään, ettäZp = {0, 1, 2, 3, . . . p−1} on kunta jos ja vain josp on
alkuluku,p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .. Muilla arvoilla renkaaseen tulee nollantekijöi-
tä eikä kaikilla alkioilla voi silloin olla käänteisalkioita. Esimerkiksi renkaassaZ4

on2 · 2 = 4mod4 = 0.
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