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LUKIJALLE

Lineaarialgebran kursseja edeltaviksi opinnoiksi sedigian jotain lukion mate-
matiikkaa teoreettiselta kannalta tdydentavaa kurssiemezkiksi Matematiikan
johdantokurssigjossa matematiikan perusasioita selvitelladn huomadtaab-
straktimmalla tasolla kuin mita asioita on koulussa kitsit©sallistujilla odote-
taan olevan mm. perustiedot ja -taidot funktioista sekg$dys- ja ekvivalenssi-
relaatioista.

Kurssiin liittyy jonkin verran pakollisia tietokonedemstnaatioita, joista osassa
keskityta&n oppimaan uusia kasitteita vuorovaikutteistatavaarkkien avulla, ja
osassa opetellaan lineaaristen struktuurien kasittet@mmatiikan tietokoneoh-

jelmilla (Maple/Matlab). Nama eivat kuitenkaan edellytgisinaisten ohjelmoin-

tikielten tuntemusta.

Lineaarialgebran kursseilla on tarkoitus oppia mm.

— ratkaisemaan lineaarisia yhtaloryhmia (osa a)

— vektori- ja matriisilaskentaa (osa a)

— lineaariavaruuksien rakennetta ja teoriaa (osa a)

— lineaarikuvausten toimintaa ja teoriaa (osa b)

— sisétuloavaruuksien ominaisuuksia (osa b)

— ominaisarvojen ja -vektorien laskeminen (osa b)

— matriisin diagonalisointi ja neliomuototyypit (osa b)

— tietokoneen kayttda lineaarialgebrassa (osat a ja b)

— edellisten tietojen ja taitojen soveltamista (osat a ja b)

Kurssin pedagogisena tarkoituksena on tutustuttaa dpeskaitsi konkreettiseen
vektori- ja matriisilaskentaan sek& vektoriavaruuksiyds abstraktiin lineaa-
riavaruuksien teoriaan. Tama aksiomaattinen, puhtaaskkp-oppiin ja logiik-
kaan perustuva teoria on ideaalinen esimerkki yhtaikadt®&&slpoisesta mut-
ta silti verrattain yksinkertaisesta struktuurista. Kaimstoivotaankin kehittavan
kasitteenmuodostus- ja abstrahointitaitoa seka harnjaeamnakemaan jo ennes-
taan tuttuja asioita uudesta nakokulmasta.

Oppikirjana tai oheismateriaalina voi kayttaa esimerikigssta

Leon, Steven JLinear algebra with applications, third edition. - Maclai, New
York, 1990 tai myéhempi, luvut 1-6 (1-3 osa a, 4-6 osa b).
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MERKINNAT

Kurssilla kaytetaan normaaleja logiikan merkintdja:

negaatio ja konnektiivit: et, tai v, ja A, seuraa=-, yhtapitavaa=
kvanttorit: on olemassa, kaikilla Vv,

joukko-opin merkinnat: tyhja joukk®, kuuluu joukkoone, osajoukkaC

joukko-operaatiot: joukon! komplementti4, joukkojen yhdisteu, leikkausn,
erotus), tulo(joukko) x

MerkinnallaX := lauseke asetetaan symbolilX arvolauseke.

Z, Q, R ja C ovat kokonaislukujen, rationaalilukujen, reaalilukujarkompleksi-
lukujen joukot. Luonnollisten lukujen joukkd on tasséidostipositiiviset koko-
naisluvut jaN, := N U {0}.

Lisaksi kaytetaan nkukumaarajoukkoa

" {1,230, kunneN

A, tarkoittaa joukonA aidosti positiivista osaa.

Isot kirjaimet A, B, C, ... edustavat talla kurssilla yleensa matriisdja;V’, W,
... vektorijoukkoja tai lineaariavaruuksia jga M, . .. lineaarikuvauksia.

Pienetja kreikkalaisetkirjaimet ovat yleensa alkioita tai lukuja.

Lihavoidut pienet kirjaimet ovat vektoreita; kasin Kirjoitettuna ne syyta alle-
viivata (u).

Kalligrafiset kirjaimetP, C, ..., tarkoittavat tavallisesti jotakin funktiojoukkoa;
kuitenkin KC tarkoittaa vektoriavaruuden kerroinkuntaa, joka yleeosrsR tai C.

Josn € N, niin n-ulotteisten vaakavektorigaukko on

K" ={(x1,29,...,2,) | 2x € K}.
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1 JOHDANTOA — KERTAUSTA

1.1 Vektorit ja yhtalot

Lineaarialgebran perusolioita ovat mm. vektorit ja matrisek& niiden lineaari-
kombinaatiot eli lineaariset yhdistelmat.

Lineaarikombinaatiamn aarellinen summa
01X1 + CQXQ + ...+ Can

missécy, c, ..., ¢, ovatskalaareja(reaali- tai kompleksilukuja) jx;, %o, ...,
x,, ovatvektoreita(tai matriiseja); esimerkiksi reaalilukuja, kompleksilya, ab-
strakteja vektoreita, avaruud@&y vektoreita, funktioita, lukujonoja, suppenevia
sarjoja, jne ...

Muotoa
C1X1+C2X2+...+CanZY

oleva yhtalo, missa symbolit edustavabvat tunnettuja skalaareja @ on tun-
nettu vektori, om:n tuntemattoman (lineaarinen) vektoriyhtahta hyvin vek-
torit x; voivat olla tunnettuja ja skalaarif tuntemattomia, tai tuntemattomista osa
voi olla skalaareja, osa vektoreita.

Esimerkki 1.1.1 Ratkaise vektoriz,y) € R? yhtalosta

a) 2(z,y) = (3,4)

b) 3(z,y) + 4(2y, 3z) = (1, 2).
Ratkaisut. a) Tassa tarvitsee tietdaa mita tarkosteedaarilla kertominerli skaa-
lausja vektoriensamuug=). Vektoriyhtalo palautuu tavallisten yhtaléiden ryh-

maksi:
2z,y) = (3.4) <= (20,2y)=(3.4)

Siis (z,) = (3,2) = §(3.4).
b) Tahan sisaltyy myos vektorien yhteenlaskua:

3(z,y) +4(2y, 3x) = (3z,3y) + (8y, 12x) = (3z + 8y, 3y + 12z) = (1,2)
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— {390 + 8y =1
3y + 122 = 2
— {—1295 - 32y = -4
122 + 3y = 2
— —12z — 32y = -4
- 29y = -2
v o= o
— r = }12(32y—4):§—?

Siis (a,y) = (12, 2).

Esimerkki 1.1.2 Ratkaise vektoritx, y) ja (u,v) € R? vektoriyhtaldryhmasta

{ (x,y) + )
2w,y) + )

Ratkaisu. Kirjoitetaan yhtapitavaksi koordinaateittdis vektoriyhtaloryhmaksi

U,U) = (_7

2( 1,3
3(u,v) = (2,1

{ (z+2u,y+20) = (-1,

1,3
(2z+3u,2y+3v) = (2,1

)
)

joka puolestaan on ekvivalentti skalaariyhtaloryhman

r 4+ 2u = -1
y + 2v 3
2r + 3u = 2
2y + 3v = 1

kanssa. Tasséa kannattaa ryhmitella yhtalot kahteen ryiyygiasa kummassakin
on vain kaksi tuntematonta:

r + 2u = -1 r = 7
2r + 3u = 2 e U —4
y + 2v = 3 Y -7
20 + 3v = 1 v = 5

eli (z,y) = (7,—7)ja(u,v) = (—4,5).

Lineaariset vektoriyhtalot johtavat siis luonnollisetivalla skalaariyhtéaldiden
muodostamaan yhtaléryhmaan.
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1.2 Geometrinen nakdkulma

Lineaarinen kahden tuntemattomaja y yhtalo voidaan aina saattaa muotoon
axr + by = c,

mika analyyttisen geometrian mielessa vastaa suorass&Ros

Kahden suoran yhteiset pisteet selviavat ndiden suorigidiien muodostamas-
ta yhtaloryhmasta

ar + by = c

de + ey = f
Sen ratkaisuksi on tunnetusti kolme mahdollisuutta:

e ei lainkaan ratkaisua, jolloin suorat ovat yhdensuuntaiatteivat samat,
e yksi piste(2’, y'), suorienleikkauspiste
e kokonainen suora, jolloin yhtal6t esittavatkin samaa aaor

Mikali yhtaloitd on enemman kuin kaksi (Ku{a 1), ratkaisejatavallisesti ole,
mutta silloinkin voidaan yleensa laskea eraanlaikempromissiratkaistnk. pie-
nimmén nelibsumman ratkaigBNS), ks. Lukd 2.

A

Kuva 1: Kaksi tuntematonta, kolme yhtaloa, ei ratkaisua

Tehtava 1.2.1 Piirrd zy-tasoon seuraavat suorat ja maarita niiden leikkauspistee
(tai yleisemmin niiden yhteiset pisteet):

Qy=x+1ljay=—2x+3
b)z+y=2jaxr—2y=2
Cr—y=2ja—cr+y=1
dDr—y=2jay=x—2
e)a:—y:—1,2x+y—3=0jay:2x+%
Ny=ax+1,y=—-x+1jay=0

Ratkaisut sivulla_16.
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Koulussa opittu tapa ratkaista yhtaléryhmia niin, ettkaetaan joistakin yhta-
|6ista tietyt tuntemattomat muiden suhteen ja sijoitefaella oleviin yhtalsihin,
ei ole mielekas suurtem(m > 2) lineaaristen yhtaléryhmien ratkaisemiseen.

Sen sijaan keino, jossa yhtaloita kerrotaan sopivillaastdl eriavilla luvuilla ja
yhtal6ita lasketaan puolittain yhteen tai vahennetaasisiaian tuntemattomien
eliminoimiseksi, on laheista sukua niin kutsutulBaussin eliminointimenetel-
mélle joka on eras kurssin keskeisimmista tydkaluista. Mengiska yhdistetaan
edelliset kaksi operaatiota muotoghtaldstd vahennetddn toisen monikerta-
ka nopeuttaa prosessia. Menetelman yleinen muoto esitetadissd 23, mutta
otetaan tassa valmisteleva esimerkki.

Prosessin ensimmainen vaihe on esimerkiksi seuraava:
ar + by = ¢ | R dr + by = ¢ | R +~ AR
dr + ey = f | Ry de + ey = f | R, +« Ry— ARy

missa luvut4, ja A, valitaan niin, etta’ = 1 jad’ = 0. Sitten edelleen nollataan
b":n kohdalla oleva luku ja skaalata&in kohdalla oleva luku ykkdseksi.

Oheinen vuorovaikutteinen JSXGraph-animaatio johtaakiemttisella tavalla
Gaussin eliminointiprosessiin (jopa Gauss-Jordaningssifn, jossa eliminoidaan
"kaikki mahdollinen™), katso Luki{ 2]3.

Suorat tasossdlinkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarial gebra/

Kurssi materi aal i / LAText/2DSuor at . ht m

Esimerkki 1.2.2 Ratkaistaan yhtaléryhma
20 — 3y = 17
3r + 5y = —3

Merkitaan yhtaloryhman riveja symboleill3 ja kirjoitetaan muunnettujen rivien
peraan kuinka yhtalé on saatu edellisestda muodosta. Kigé jatkimmaisesta
vahennetaan edellinen puolitoistakertaisena:

2v — 3y = 17 | Ry N
3r + 5y = -3 | Ry
20 — 3y = 17 | Ry « Ry
B-3-2r + G—-35-(=3)y = 3-3-17 | Ry « Ry—3R

on jalkimmaisesta nollattu tuntemattomaikerroin, eliz on eliminoitu Alkupe-
raisella yhtaloryhmalla on edelleen samat ratkaisut k@ pryhmilla

(2= o TIE L fe-bc E I
Ey:_?|RQ

y = =3 | Ry « 3R
Ratkaisuksi saadaan ngin, y) = (4, —3).


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/2DSuorat.htm

14 1 JOHDANTOA — KERTAUSTA

Tehtava 1.2.3 Piirrdx; zo-tasoon seuraavien yhtéldiden ratkaisut. Mitka ovat vas-
taavien yhtaloryhmien ratkaisut?

a) .1'1"—1’2:2]-3.%'1—1'2:2
b) $1+l’2:2jal’1+l‘221

C) T+ 19 = 2ja—x1 — Ty = —2.
Ratkaisu sivulla17.

Vastaavasti lineaarinen yhtalix + by + cz = d esittadzyz-avaruuden tasoa.
Useamman tason leikkauspisté,(’,z") on siten naiden tasojen yhtaléiden muo-
dostaman yhtaléryhman ratkaisu, mikali naita on vain ylss ratkaisuja on aa-
rettdmasti, on ratkaisujoukko suora tai taso (katso LLuR).2.

Tehtava 1.2.4 Onko tasoilla
a)2r+y—z=0jar—y+2z=1
b) 2r+y—2=0,r—y+2z=1ja3zx —y =2

yhteisia pisteita?
Ratkaisu sivull&17.
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1.3 Vektoreilla laskemisesta n-ulotteisessa avaruudessa

JoukkoaR™ varustettuna vektorien alkioittaisella yhteenlaskudlagkiolla (ska-
laarilla) kertomisella

(1,22, oy xn) + (Y1, Y2y - Yn) = (T14y1, Taty2 .o T tYn)
a(ry, e, ..., x,) = (amy,axe, ..., 0x,)

sanotaam-ulotteiseksi euklidiseksi avaruudeksi

Vektoreidenpiste-eli skalaaritulo(dot product, scalar produodn koordinaateit-
tain muodostettujen tulojen summa

(T, o,y xy) - (Y1, Y2,y oy Yp) 1= leyz
i=1

ja vektorinnormieli pituuson
(1, 20, ... )] =

n
E 2
Xy
i=1

Normin neli6 on taten vektorin pistetulo itsensa kanssa.

Esimerkki 1.3.1 Lasketaan vektoriefl, 3, 2) ja (—6, 2, 1) pistetulo ja normit.
Merkitaanx := (1,3,2) jay := (—6,2,1). Silloin

Ix|? = 11+33+22=14

x| = V14
lylI> = (—6)-(—6)+22+11=41
Iyl = V41

Normin kaava voidaan tulkita Pythagoraan lauseen ylessty&i, miten?

Kurssilla kasitellaan myos jonkin verran kompleksilukjajavektoreita, erityisesti
kurssin loppupuolella.



1.4 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 1.211: aj2/3,5/3), b) (2,0), c) eivét leikkaa, d) suora = = — 2, e)
(2/3,5/3), f) leikkaavat vain pareittain, pisteisé&1,0), (1,0) ja (0, 1).

IN
|
IN
|
w
|
N
1]
-
(o]
>N
w
IN

a)suoraty =x+ ljay = -2z +3 b) suoratr +y =2jazr — 2y =2

4 A4
3 3]
y27 y2,
A g
4 320 % T I S 1.2 8
-1 -1
-2 -2
e e
c)suoratr —y =2ja—z+y=1 d) suoratr —y =2jay =x — 2
{ 4
3 3
y2 y2]
4 3 4 4 3 240 N2 3 4
e
2]
_37

e)suoratt —y=—1,2x+y—3=0 fysuoraty =+ 1,y = -z +1
jay=2z+1 jay =0
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Tehtavd 1.2]3: Yhtaloryhmien ratkaisut ovat (ks. Kliva 2)
a) (2,0), b) ei ratkaisua, c) suorey + x5 = 2.

A
X=X =2

\J

X1 + Xy =2

X+ X =1

Kuva 2: Tehtavah 1.2.3 suorat

Tehtavd 1.2]4: a) Kertomalle ensimmainen yhtalé kahdalls&ihentamalla alem-
masta ylempi puolittain saadaan

r — y + 2z =1 r — y + 2z = 1
{2x+y—z:O { 3y — bz = =2

Tasta nakyy, ettd esimerkiksisaa olla mielivaltainer; € R, ja siten (&areton)
ratkaisujoukko — tasojen leikkausjoukko — on suora, jonkgept ovat muotoa

_ 1 _ 1

T o= 3 52

2 5

= -3 + 3=z
z € R

b) On yksi, silla sopivilla kertomis- ja vahentelyoperadta saadaan

r — vy + 2z =1 r — y + 2z = 1
2 + y — z =0 <= 3y — bz = =2
3r — y = 2 2y — 6z = -1

w2
<
|
ot
xQ
|
Wi N =
|
|
0= 00|=~1 0ol

SIS
|
|



2 LINEAARISET YHTALORYHMAT

2.1 Yhtald ja yhtaloryhma

Sovitaan aluksi muutamista yleisista yhtaloryhmia kostemnimityksista:
OlkoonJ C R™ja F' : J — R funktio. Muotoa

F(zy,z9,...,2,) =0

oleva ilmaus or{reaalinen)n tuntemattoman yhtaltuntemattomina arvoina,
z, ..., T,. Vastaavasti voidaan puhltampleksisistgm. yhtaloista riippuen sii-
ta, millaisia arvoja tuntemattomille sallitaavihtaléryhmakssanotaan yhden tai
useamman (aarellisen monen) yhtalon sisaltavaa kokartgasu

Fl(l'l,l'g,...,l'n) =0
FQ(.I'l,.%’Q,...,.I'n) = 0 (1)

Fm<$1,$’27...,$’n) = 0

Jos yhtaloryhma siséltad yhteenstuntematonta, z-, . . . , z,,, sen(yksittaisel-
|&) ratkaisulla tarkoitetaan sellaista luvun jarjestettya jonoaz!, x5, ..., z}),
jonka jasenien sijoittaminen tuntemattomien paikallewdtiaa yhtaloryhman kaik-
ki yhtalot. Yhtaloryhmarratkaiseminertarkoittaa serkaikkien ratkaisujen etsi-

misté. Yhtaléryhman kaikkien ratkaisujen joukkoa

{(x}, 2y, 2)) | Fi(ay,ah, .. 2))=0,1=1,2,3,...,m}
sanomme semnatkaisuksitai ratkaisujoukoksiYhtaloryhmalla voi olla yksi tai
useampia ratkaisuja tai ei ollenkaan ratkaisua.
Kaksi yhtaloryhmé&a ovat keskenagmtapitavigeli ekvivalenttejajos niissé esiin-
tyy tdsmalleen samat tuntemattomat ja niilla on tarkallssmat ratkaisut.

Esimerkki 2.1.1 a) Yhtélonz? — x = 3 maaraa funktidd : R — R, F(x) :=
x> —x — 3.
b) Yhtaloryhman
r — lny = 2
{ 2¢ + Iny = 3
maaraavat funktiot, 5 : R x |0, co[ — R,

Fi(z,y) = o —Iny—2
Fy(xz,y) = 2x+Iny—3.
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Tehtava 2.1.2 Esita yhtaloryhma

r? + +
r + +

SIS
|
w

[SEINSI S
o

sopivien funktioiden avulla muodossa (1). Ratkaisu saiGB.

2.2 Lineaariset yhtaloryhmat

Kaikilla tieteenaloilla esiintyy ongelmia, joita kuvaaarasopii jokin lineaarinen
yhtalo tai yhtaloryhma. Ongelmeoi olla sellainen, ettd yhtaléryhméan ratkaisu
antaa tarkan, yleispatevan tuloksen. Useat konkreetiggtimat ovat kuitenkin
epélineaarisigai niin monimutkaisia, ettéd mallia muodostettaessa joa@iuteke-
maan yksinkertaistuksia. Naille muodostefineaarinenmalli on approksimatii-
vinenja vastaavan lineaarisen yhtaléryhman ratkaisu on pat@vétietylla tark-
kuudella ja rajoitetuilla muuttujien arvoilla. Nykyaan&kuurempia yhtaloryhmia
voidaan ratkaista tarkasti tietokoneilla. Kuitenkin setuyrhtaloryhmat ratkaistaan
edelleen erilaisillaaumeerisilla menetelmillgoiden kasittely kuuluwmumeerisen
lineaarialgebramiiriin (katso esimerkiksi Leon, Luku 7).

Maaritelméa 2.2.1 Olkoot luvuta;; ja b, tunnettuja ja luvut; tuntemattomia. Yh-
talorynmaa

aplry -+ 122 + -+ + ATy, = bl
a1 ry -+ a29Ty + -+ + Aonly, = bg
Am1T1 + QpaTs + 0 gy = bm

sanotaann yhtalon jan tuntemattoman; lineaariseksi yhtaloryhmakgsystem
of linear equation)s jatkossa lyhyemmin (lineaariseksi)x n-yhtaloryhmaksi

Luvut a,; ovat yhtaloryhmarkertoimia(coefficien). Lineaarinen yhtaloryhma on
homogeeninerjos luvutb,; ovat nollia, muutoirepahomogeeninedosm = n,
yhtéldryhma orkvadraattinen

Luvussd 2.B opetellaan systemaattinen yleispateva saikainetelma, niin kut-
suttuGaussin eliminointimenetelmgka on (lahes) sellaisenaan ohjelmoitavissa
tietokoneelle. Tatd ennen kuitenkin tutustutaan menétesd kaytettyihin ope-
raatioihin ja koetetaan havainnollistaa niiden merkdyst
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Tehtava 2.2.2 Mitka seuraavista ovat lineaarisia yhtaloita

a)2xr—3y=0
b) 20 —3y=3
C) 2x —3y ==z

d) 2242y —y =0?
Ratkaisu sivulla36.

Tehtéva 2.2.3 Esitéa Tehtavan 2.2.2 kolmen ensimmaisen yhtalén muodastam
yhtaloryhma funktioiden avulla muodos§a (1). Ratkaisul&nNGa.

3x3-yhtaloryhméan geometrinen tulkinta

Yhtéloryhman

a1 + apry = b
a1T1 + anry = b

yhtalot esittavai xo-tason suoria. Yhtaloryhman mahdollinen ratkaisu on méide
suorien leikkauspiste tai kokonainen suora, mikali yhtagittavat samaa suoraa.
Talloin yhtélot ovatverrannollisetts. toinen saadaan toisesta kertomalla vakiolla.

Lineaarinen kolmen tuntemattoman, z- ja x5 yhtalé voidaan aina saattaa muo-
toon

a1 + A9T 9o + asrs = bl,

mika analyyttisen geometrian mielessa vastaa tasoa alesadR®. Kaksi tallais-
ta yhtalod muodostaa yhtaléryhman

a1Ty + appTy + aizry = b
an 1 + aprys + axrs = b

ja sen ratkaisuksi on tunnetusti kolme mahdollisuutta:

e eilainkaan ratkaisua, jolloin tasot ovat yhdensuuntarsetteivat samat
e tasojenleikkaussuora

e kokonainen taso, jolloin yhtélot esittavat samaa tasoa.
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Kolmen yhtéalon tapaus

anry + aprs + aizry = b
21 T1 + ATy + axrzy = by
a31x1 + azry + azzrz = b

eroaa olennaisesti edellisista vain siing, etta ratkaisu olla myos tasan yksi
avaruuden pistéry, z, x3).

Kuvassd B esiintyvat erilaiset perustapaukset, joissaistja on, ja Kuvasdd 4
ne, joissa ratkaisuja ei ole.

» 55 -

Kuva 3: Kolme tuntematonta, kolme yhtal64, ratkaisuja on

Y

Kuva 4: Kolme tuntematonta, kolme yhtal6a, ei ratkaisuja

Maple-tyoarkki tasoista (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikkal/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi materi aal i / LAText/ Tasot . mas



http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Tasot.mws
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Yhtaloryhman alkeismuunnokset

Lineaarinen yhtaléryhma kannattaa opetella ratkaiserj@mstelmaéllisestmuok-
kaamalla se sopivien alkeismuunnosten valityksellaiseaekvivalenttiinmuo-
toon, josta ratkaisut — mikali niitd on — ovat helposti laske@ssa.

Seuraavien alkeisoperaatioiden kayttdminen muuntaddyibénan toiseen yhta-
pitavdan muotoon:

I. Vaihdetaan yhtéaloiden jarjestysta.
[l. 'Yhtalo kerrotaan nollasta eriavalla luvulla.

[ll. Yhtaloon lisataan toisen yhtalon monikerta.

Periaatteessa kussakin vaiheessa suoritetaan vain kk@@eraatio kerrallaan.
Kirjoitusvaivan vahentamiseksi operaatioita voi tehdaaaaikaisesti useita, mut-
ta talléin on muistettava:

Varoitus! Jos operaatiota Il kytetaan tiettyyn valimuotoon usk#doja, kuta-
kin yhtélopariasaa kayttaa vain kerran (miksi?). Kun prosessi suoritgedgm-
pana esiteltavalla Gaussin eliminointimenetelmalla @u€s-Jordanin reduktiol-
la, el vaaraa ole.

Tehtava 2.2.4 (Varoittava esimerkki). Mita tehd&&n vaarin seuraavassa:

r — Yy = 3 | Ry —s —2y = —4 | Rll(—Rl—RQ
{:1: € R
e
y = 2

Mika on oikea ratkaisu? Ratkaisu sivulla 36.

Tehtava 2.2.5 Ratkaise alkeisoperaatioita kayttaen yhtaloryhmat

2) dr + 2y = 3 b) 3r — 2y + 5z = —12
or — 3y = 4 2 + 3y — 8 = 34
s + t = 2 3[L‘1 — QI'Q + r3 = 2
c) s — t = 1 d) vy + x3 — 8x3 = —15
3s + t = —1 Ty + Ty — r3 = 0

Ratkaisu sivulla36.

Tehtava 2.2.6 Mita Tehtavar 2.2]5 yhtalot, yhtaléryhmat ja niiden raskaitar-
koittavat geometrisesti tasossa tai kolmiulotteisesaaadessa?
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Maaritelma 2.2.7 Yhtaloryhma

c11r1 + Cio9Ty + -+ + Ciply, = d1
Co1T1 + Cooxo + -+ + Conly, = d2
Cm1T1 + CpaT2 + -+ CpnTp, = dm

on porrasmuodoss&ow echelon (or staircase) fojirjos sen kertoimille:;; pa-
tee:

(1) jokaisen rivin ensimmainen nollasta eri&va kerroinipn

(2) jos rivilla k kaikki kertoimet eivat ole nollia, niin rivirk + 1 alkupdassa on
kertoimina aidosti enemman nollia kuin rivinalkupaéssa,

(3) pelkkia nollia kertoiminaan sisaltavat rivit ovat vigisina.
Yhtaloryhma orredusoidussa porrasmuodos$as se on porrasmuodossa ja

(4) kunkin rivin ensimmainen nollasta eriava kerroinsamakkeensainoa nol-
lasta eriava kerroin.

Esimerkki 2.2.8 Yhtaléryhméa

T + 233'3 + 6.%’5 = 3
To + 71’3 + 2[L‘5 - Tg — 2

T4 + 5l’6 = -3

0 = «a

misséa on reaalivakio, on redusoidussa porrasmuodossa. Taddoyiihmalla on
ratkaisuja jos ja vain jog = 0.

Porrasmuodon kunkin rivin ensimmaisté nollasta poikkaderrointa sanotaan
johtavaksi kertoimekgieading coefficienjttai johtavaksi alkioksiVastaava tun-
tematon orjohtava tuntematoiitai johtava muuttujg Muut tuntemattomat ovat
vapaita tuntemattomi@tai vapaita muuttujiq

Tehtava 2.2.9 Selvita Esimerkin 2.2]8 yhtaléryhman johtavat ja vapaatdmat-
tomat. Ratkaisu sivulla_36.

Yhtaléryhmé& onkolmiomuodossgos se on kvadraattinem (= m) ja kullakin
rivilla £ ovatk — 1 ensimmaisté kerrointa nollia, muttg, # 0.



24 2 LINEAARISET YHTALORYHMAT

Esimerkki 2.2.10 Yhtéaloryhma
Sr1 + 2x9 + a3 = 2
Trs = 2
on kolmiomuodossa, mutta ei porrasmuodossa.
On ilmeista, ettéa kolmiomuodossa olevalla yhtaloryhmétdasmalleen yksi rat-
kaisu, koska kaikki tuntemattomat ovat johtavia. Ratkaisidaan laskea yksin-

kertaisesti sijoittamalla alkaen viimeisesta tuntenratsta.

Tehtava 2.2.11 Saata Esimerkin 2.2.110 yhtaléryhma porrasmuotoon ja isska
se. Ratkaisu sivulla37.

Esimerkki 2.2.12 Er&s4 x5-yhtaldryhma on muunnettu muotoon

ry — 2[L‘2 + Ty + 5IL‘5 = 7
To — X3 + 7IL‘4 = 3

Ty + 6.%’5 = 8

vy = —1

Selvitd perustellen, onko se

a) kolmiomuodossa,
b) porrasmuodossa,
c) redusoidussa porrasmuodossa?

Ratkaisu. a) Ei ole kolmiomuodossa, silla se ei ole kvatiret (tai:c3; = 0).
b) On porrasmuodossa (tarkasta ehdot (1)-(3)).

c) Ei ole redusoidussa porrasmuodossa, esimerkiksi jahtatoisella rivilla ei
ole sarakkeensa ainoa (vaatimus (4)).

Esimerkki 2.2.13 Muunna porrasmuotoon yhtaléryhméa

1 + x9 — x3 = 1
2.%’1 — T + 3.%’3 =
rr — QI‘Q + 4IL‘3 =1

Ratkaisu. Olkoot yhtaloryhman rivik,, R, ja Rs;. KorvataanR, yhtalolla R,,
joka saadaan vahentamalla toisesta ensimmainen kemotamdella eliR), «+
R, — 2R, ja R3 yhtalolla R, < Rs — Ry. Nyt R/, ja R} ovat samat, ja operaatio
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RY <+ R} — R tuottaa yhtalord) = 0. Lopuksi skaalataa®;, kertoimella—1/3,
jolloin saadaan porrasmuoto

T + T — T3 = 1
Ty — %l’g = 0
0 =0

Esimerkki 2.2.14 Muunnetaan Esimerkin 2.2112 yhtaléryhma redusoituun por-
rasmuotoon.

Ratkaisu. Yhtaléryhma oli jo porrasmuodossa:

r1 — 2.%'2 + Ty + 5.%'5 = 7 | R1
Ty — T3 -+ 7l’4 = 3 | R2

T4 + 6l’5 = 8 | Rg

T5 = -1 | R4

On nollattava johtavien tuntemattomien ylapuolet. Altatn lopusta:

( T, — 21X —+ Ty + = 12 ‘ Rll — R1 — %R4
Ty — T3 + Txy = 3 ‘ RIQ < RQ — %R4
Ty + = 14 | Rg +— Ry — %R4
L rs = —1 | Rﬁl «~— Ry
( T, — 2%9 = —2 | R/{(—R/l—Rg
L Ty = -1 ‘ RZ — Rﬁl
( €T - 21’3 = —192 | Rllll — Rlll + QRIQI
Ty — T3 = —-95
Ty = 14
5 = —1

\

Tama on redusoitu porrasmuoto.
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Ratkaisujen esittdminen vektorimuodossa

Jatkossa ratkaisut pyritddn esittdmaan vektorimuodgsdayvittaessa sopivan
apumuuttujanskalaariparametriravulla niin, etta kaikki tuntemattomat vapautu-
vat vektorin koordinaateiksi. Lisaksi vektorit oyaystyvektoreitavaikka ne tilan
saastamiseksi usein kirjoitetattlanspoosiravulla vaakamuodossa; x5 ... z,)7,
ks. Luku[3.2. Esimerkki valaissee tassa vaiheessa asipaitmshin.

Esimerkki 2.2.15 Ratkaise Esimerkisdd 2.2]14 redusoitu yhtaléryhma j& esit
ratkaisu vektorimuodossa.

Ratkaisu. Yhtaléryhmassa

Ty — 2x3 = —192
Ty — XT3 = —95

Ty = 14

s = -1

tuntematonr; on vapaasti valittavissa, joten ratkaisuja on aaretttimdaslitaan
parametriksi vapaas; = s € R ja ratkaistaan muut siité riippuvat:

vy = —192+ 2s
To = —95+s
r3 = SE R

Ty = 14

Ty = —1

Esitys vektorimuodossa = a + sb parametrina:

T —192 2
) —-95 1
r3 | = 0l+s| 1], se€R, taitranspoosinavulla
Ty 14 0
Ts -1 0

(2122 w3 za25)" =(—192 =95 0 14 —1)"+s(2 1 1 0 0)", seR

Tehtava 2.2.16 Muunna redusoituun porrasmuotoon Esimelkin 212.13 yhtkto
ma

ry + X9 — r3 = 1
Ty — %.1'3 =0
0 =0

ja esita ratkaisu vektorimuodossa. Ratkaisu siVulla 37.
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Tehtava 2.2.17 Muunna porrasmuotoon ja redusoituun porrasmuotoon Seatraa
yhtéloryhmat ja méarita niiden kaikki ratkaisut:

a) 2[L‘1 - 41’3 = 1
3[L‘2 -+ 41’3 = 3
233'1 — 3.%’2 =1
b) —3?51 -+ Ty = 3
xrT — 2[L‘2 =7
Ty + X + T3 + x4 = 1
c) 203 — wy = 2
) + xy = 2

Ratkaisu sivulla37.

2.3 Lineaarisen yhtaléryhmén ratkaiseminen

Lineaarisen yhtaldryhmén ratkaisujen olemassaolo- jakjikgteisyyskysymys
osataan myohemmin selvittda helposti yhtaloa ratkaidekiat Toisaalta asia sel-
viaa, kun yhtaléryhmaa yritetaan ratkaista.

Lineaarinen yhtaléryhma voidaan aina muuntaa yhtapitapégrasmuotoon nk.
Gaussin eliminointimenetelmallgo. kayttaen edella esiteltyja alkeisoperaatioita

I.  Vaihdetaan yhtaldiden jarjestysta.
[I. Yht&lo kerrotaan nollasta eriavalla luvulla.
[ll.  Yhtaloon lisatdén toisen yhtalon monikerta.

Ratkaisut saadaan porrasmuodostaakaisinsijoituksellakun mahdollisille va-
paille muuttujille on ensin annettu parametriarvot (Joh&arl Friedrich Gauss,
Saksa, 1777-1855).

Yhtaléryhmé&n saattamista redusoituun porrasmuotoon arannoksin sanotaan
Gauss-Jordanin reduktioksiama pidemmalle viety prosessi on tyélaampi, mutta
joissakin yhteyksissa valttdméaton suorittaa. Toisaathusoidun porrasmuodon
kayttd on takaisinsijoittamisessa vaivattomampi (Withelordan, Saksa, 1842-
1899).
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Gaussin eliminointimenetelma

Jo Luvussd Z]2 harjoitellut menettelyt esitetdan nyt f@imamassa algoritmi-
muodossa, jonka mukaisesti ratkaiseminen voidaan ohjgimaikkapa tietoko-
neohjelmaksi, ks. Kuval 5.

Lineaarisenn x n-yhtaldryhman porrasmuotoon muuntamisprosessi koostull
periaatteessa samanlaisesta vaiheesta. Vaihkedsainoidaan (eli kerroin nol-
lataan) tuntematom, riveilla k+1, k42, ... m olevista yhtaloista. Ennen elimi-
nointiprosessin aloittamista taytyy tuntemattomat ggé niin, etta kunkin tun-
temattomarx; kertoimet on kirjoitettu yhtaloihin kohdakkain. Késin keftaessa
yhtélot kannattaa jarjestaa niin, etta ryhma on mahdoihsan lahelld porras-
muotoa ja ensimmaisessa yhtalossa tuntemattamaarroin on yksinkertainen,
ei kuitenkaarv.

Eliminointivaiheess& ennalleen jatetty:. rivi on tukiyhtal6eli tukirivi (pivotal
row) ja sen tuntemattomar), kerrointukialkio (pivot elemen). Numeerisissa al-
goritmeissa taytyy aina huolehtia siita, etta tukiallaghkaminen ei aiheuta yli-
vuotoja; tarvittaessa skaalataan, vaihdetaan tukiyatalituntemattomien jarjes-
tysta. Tallaista menettelyd sanotdaaannaksipivoting).
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VAIHE I. Oletetaan, etté,; # 0 yhtaloryhméssa

aplry -+ 122 + -+ + ATy, = bl | Rl
a1 ry -+ a29Ty + -+ + Aonly, = bg | R2
Am1T1 + QpaTs + 0 Gpp®y = bm | Rm

Muuttujax; eliminoidaan yhtaldist#&,, Rs, . .., R,,:
1) R} < R, (ennallaan)

2) RIQ <_R2_GAR1

ail

3) Ry« Ry — “iR

ail

m) R;n(—Rm— dml R,

it
ail

VAIHE II. Olkoon a), # 0 saadussa ryhmasséa

(

anry o apry + o T, = V| R

gply + o+ +  dywn = by | R

Aoty + -+ + ayr, = Uy | R

\ Uy + - Gptn = U, | R,
Muuttujaz, eliminoidaan yhtaloist®;, R, ..., R,:

R' < R jaRl « R,

/ -
R} «+ R, — 22 R, arvoillak = 3,4,...,m

!
A9

Vaiheita jatketaan — Ill, 1V, .. .- niin kauan kuin voidaaropuk-
si johtavat alkiot skaalataan ykkosiksi. Yhtaloryhma eatit nyt
takaisinsijoituksella.

Kuva 5: Gaussin eliminointialgoritmi

29
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Esimerkki 2.3.1 Ratkaistaan Gaussin menetelmalla yhtaléryhma

T —+ QI'Q + r3 = 3 | Rl
3[L‘1 — Ty — 3[L‘3 = -1 | R2
2r1 + 319 + 13 = 4 | R3
T, + 2x9 + T3 = 3 | Rll < R1
< — Tz9g — 6rs = —10 | Rlz — Ry — 3Ry
— Ty — r3 = —2 | Rg “— Rg — 2R,
T, + 2x9 + T3 = 3 ‘ Rlll < Rll
~ e = - | Rl R-IR,
T, + 2x, + T3 = 3 | Rllll “— Rlll
= xy + 2wz = ¥ | Ry < —2Rj
v = 4 | RY« —TR!

Yhtaléryhméa on porras- ja kolmiomuodossa, josta takaisimgs antaa yksika-
sitteisen ratkaisum; = 4, 1, = —2jax; = 3 eli (z; 29 23)7 = (3 —24)7,

Esimerkki 2.3.2 Milla a € R ei seuraavalla yhtaléryhmalla ole ratkaisuja?

xr, + 233'2 -+ r3 = 3
3.%’1 - Ty — 3.%’3 = —1
201 + 3x9 4+ axs = 4

Samoilla operaatioilla kuin Esimerkidsa 2]3.1 (paitdgjatalla kolmas yhtald nor-
mittamatta) saadaan edeltavan kanssa yhtapitava muoto:

xry + 2.%’2 + xr3 = 3 ‘ R/{/ <— Rlll
Ty + Sz3 = ¥ | Ry <« —iRj
8 _ 4 " 1"

Yhtaléryhma on nyt kolmiomuodossa, josta nakyy, etta sildratkaisuja jos ja
vain josa # 8/7. Nailla arvoilla ratkaisuja on tasan yksi. Jos taas- 8/7, on
viimeisena mahdoton yhtalo.
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Gauss-Jordanin reduktio

Gauss-Jordan-prosessi alkaa muuntamalla yhtaloryhmas@aaliminointime-
netelmallad porrasmuotoon. Taman jalkeen jatketaan eié-prosessilla”; nol-
lataan kunkin johtavan muuttujan sarakkeesta sen ylajaolevat kertoimet al-
kaen viimeisesta johtavasta muuttujasta ja kayttaen hui§ina vastaavaa rivia.
Nain yhtaloryhmé saadaan redusoituun porrasmuotoon.

Esimerkki 2.3.3 Kaytetdan Gauss-Jordanin reduktiota Esimerkissal2.atlisa
porrasmuotoon:

xry + 2.%’2 -+ T3 =
T2 + gl'g
T3 =

|
S o

=

[N}

T, + 219 = -1 | Rll «— Ry — Rj
<~ ) = =2 | RIQ +— Ry — gRg
T3 = 4 | Ré < Rg

) = 3 | R!< R|—-2R,
= To = —2 | Rj<+ R,

Kussakin eliminointivaiheessa pitaa tehty operaaticakarjnakyviin esimerkiksi
kuten yll&, silla se on paitsi lukemista helpottava mungtano, myoperustelu

Tehtava 2.3.4 Ratkaise Gauss-Jordanin reduktiolla

2.%’2 + 333'3 = 5
rT — SIL‘Q + 2l’3 = —12
3l’1 + T3 = 5

Ratkaisu sivull&38.

Maple-animaatio Gaussin prosessistéinkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / Gauss/ GAUSS1. ht mi


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/Gauss/GAUSS1.html
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Lineaaristen yhtaloryhmien luokittelusta

Lineaariset yhtaloryhmaét jaetaan "ulkomuotonsa” pemitaekolmeen ryhmaan:
mxn-yhtaloryhma on

— kvadraattinenjosm = n, eli jos yhtalgita on yhtd monta kuin tuntematto-
mia

— alimaaratty(underdeterminegd josm < n, eli jos yhtéloitd on vahemman
kuin tuntemattomia

— ylimaaréatty (overdeterminey] jos m > n, eli jos yhtaléitda on enemman
kuin tuntemattomia.

Ratkaisujen maarat selvitetdan yksityiskohtaisesti eassd 16.611. Tassa vai-
heessa riittdd sanoa karkeasti:

— alimaaratylla yhtaloryhmalla on ainaai darettomasti ratkaisuja (ks. Lause

2.3.11)
— ylimaaratylla yhtaloryhmalla eiseinkaarole ratkaisuja
— jos eliminointiprosessissa tulee vastaan mahdoton@jreétatkaisuja ole

— jos menetelma ei anna muuttujille,, z,, ..., 7, yksikasitteisia arvoja,
niille annetaan mielivaltaiset arvot, esimerkikgi = ¢, € R, ..., 3, =
t, € R, jaratkaistaan muut naiden avulla. Tallgin ratkaisuja @etomasti
ja sanotaan, etta ratkaisu prparametrinerjoukko parametreina luvug,
k=1,2,3,...,p.

Esimerkki 2.3.5 Kun tehtavarn 2.2]5 kohdassa b) valitaan mielivaltaiseasap
metriksiz = s € R, saadaan vektorimuotoinen esitys

T 1 32 s 1
y | = e 126 | + ' 341, seR.
z 0 13

Jos olisi valittuz = ¢t € R, jolloin y = 34t — 74 ja z = 13t — 32, saataisiin
toisenlainen esitys

T 0 1
y|l=|-T]+t|34]|, teR.
z —32 13
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Seuraavista esimerkeista nahdaan, etta alimaaratyiaaié voi olla0 tai daret-
tomasti ratkaisuja:

Esimerkki 2.3.6 Helposti nahdaan, etta seuraavat yhtalot ovat ristisiti

2l‘1— $2+6[L‘3:O
1 + jrp — 3wz = 4

Esimerkki 2.3.7 Seuraavalla yhtaléryhmalla on darettémasti ratkaisuja:

r1 + my + w3 + wy + s = 2 | Ry
1+ my 4+ w3 + 224 + 225 = 3 | Ry
ry + x2 + 3 + 2[L‘4 + 3[L‘5 = 2 | R3
Ty + x99 + x3 + 14 + Ts = 2 | Rll — R
e Ty + rs = 1 ‘ /2 — Ry — Ry
T4 + 225 = 0 ‘ RIB — Rg — Ry
Ty + x99 + X3 + T4 + T = 2 | Rlll “— Rll
= g + 5 = 1 | RJ< R,
rs = —1 | RY{+« R,— R,
Siis ainakinzs = —1 jaxs = 2. Arvot z3 jax, voidaan valita miten vain, asetetaan

vaikkapar, = s € Rjaxz =t € R. Silloinz; = 1—s—t ja

(r1mp 2324 15)7 = (1—s—t st 2 —1)T, s teR
= (1002-1)"+s(=11000)" +¢t(-10100)7, s,t € R.

Ylimaaratylla yhtaloryhmalla saattaa olla jopa darettdtinéatkaisuja:

Tehtava 2.3.8 Ratkaise yhtaloryhmat

Ty + 2[L‘2 + Tr3 = 1 ry + 2[L‘2 -+ Tr3 = 1

a) 2.%’1 — To + T3 = 2 b) 233'1 — To + T3 = 2
4.1’1 -+ 3.%’2 -+ 333'3 = 4 433'1 -+ 3.%’2 —+ 3.%’3 = 4

2.%’1 — T + 333'3 = 9 333'1 + To + 2.%’3 = 3

Ratkaisu sivull&38.
Tehtava 2.3.9 Ratkaise

r1 + 229 — w3 + x4 = 1

a) 3[L‘1 + 4l’2 -+ r3 — Ty = 2
2[L‘1 — To — 3?53 + 21‘4 = 4

r1 + 319 + 223 — x4 = 0

Ratkaisu sivulla38.
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Tehtava 2.3.10Milla vakioidena ja b arvoilla yhtaléryhmalla
ry + T9 + 3x3 = 2
$1+2$2+43§'3:3
:1:1—1—351:2—1—@3:3:6

a) eiole ratkaisuja?
b) on aarettomasti ratkaisuja?

c) on vain yksi ratkaisu?

Vihje: Kriittiset arvot ovate = 5 jab = 4. Ratkaisu sivulla-38.

Homogeeniset yhtaloryhmat

Lineaarisella homogeenisella yhtaléryhmalla

aplry -+ 122 + -+ + Anly = 0
a1 + axry + -+ + agr, = 0
Am1T1 + QpaTs + 0 ppTy, = 0

on aina vahintain yksi ratkaisu, nimittainviaaliratkaisu
Ty =29 ="-+-=x, =0.

Lause 2.3.110lkoon lineaarisessa yhtaloryhmasséa aidosti enemmaamatto-
mia kuin yhtéloita, ts. olkoon yhtaloryhma alimaaratty.

a) Jos yhtaloryhma on homogeeninen, silla on ei-triviaalafkaisuja, jopa &aret-
tomasti.

b) Jos yhtaloryhméa on epahomogeeninen, sillé tai oo ratkaisua.

Todistus.Olkoon yhtaléoryhméa kokoaw x n, m < n, ja viety yhtapitavaan porras-
muotoon. Homogeenisella yhtaléryhmalla on ainakin taliratkaisu, joten por-
rasmuodossa ei ole ristiriitaisia yhtaloitd. Sama pateédemogeeniselle ryhmal-
le, jolla on ratkaisuja.

Porrasmuodossa olkoern< m nollasta eriavaa rivia ja sitenjohtavaa muuttujaa.
Koska tuntemattomia on > m > r, voidaan vapaat — r muuttujaa valita
mielivaltaisesti
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Tehtava 2.3.12 Ratkaise

—2[L‘1 + Ty — rs + 3l’4 = 0
2l‘1 + SIL‘Q + T3 + Ty = 0
4l‘1 — Ty — 3l’3 + 2l’4 = 0

a) valiten vapaaksi tuntemattomaksi (siis asettamalla vaikkapa parametriksi
t € R).

b) valiten vapaaksi tuntemattomaksi
Ratkaisut sivulla3s.

Jos yhtéloitd on enemman kuin tuntemattomia, yhtalorykngilsiis tavallisesti
ole ratkaisua. Kuitenkin sille voidaan yleensa laskea tkégipoinen "kompro-
missiratkaisu”, nk. PNS-ratkaisu, jota kasitellaan Lisal&].

Parametrimuunnokset

Kun lineaarisella yhtaloryhmalla on darettomasti rati@son yleensé useita ta-
poja esittaa ratkaisu parametrien avulla. Nain voi ollaihkw hankalaa verrata
ratkaisuja toisiinsa; siis ovatko ratkaisujoukot todsdanat. Kun kahdessa eri rat-
kaisumuodoissa kaytetaan eri parametrinimia £, . . .) ja (t1, t2, . . .), on aina-
kin periaatteessa helpohko selvittaa esittavatkod ne saatlegisujoukkoa:
Ensinnékin, molemmissa ratkaisuissa on oltava sama ailé taintematomilla,
joissa ei esiinny parametria (eli kerroin on nolla). Tamerkastuksen jalkeen na-
paasti valittavien tuntemattomien maara eli parametmeni(mi)maara. Kun rat-
kaisut on muodostettu porrasmuodon avulla, tulee parapaetuhunkin esityk-
seen sama maara. Merkitdan ratkaisut koordinaateittanoikai ja ratkaistaan
toisen ratkaisumuodon parametrit toisen avulla. Jos tdmé&tuu, ovat ratkaisu-
joukot samat. Esitysmuotojen tulee siis olla saatavisssstaan parametrimuun-
noksella.

Tehtava 2.3.130soita, ettd yhtaléryhman (joka on valmiiksi porrasmuaa)s

Ty + 19 + 23 + 14 = 1
i) = 3

ratkaisut ovat todella samat:
(ZL‘l To T3 ZL‘4)T = (—Q—tl—tg 3 t2 tl)T, tl,tg - R
(r1 o 3 x4)T = (51 3 s —2—31—32)T, s1,82 € R

Ratkaisu sivull&39.
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Tehtavd 2.1]2: Yhtaléryhman maaraavat seuraavassa ridlpkdiot 7, I, Fs :

R? — R:
Fi(z,y,2) = 2*+2xz+y—2z = 0
F(z,y,z) = z4+y+z = 0
F3(z,y,2) = 2—y*—1 = 0
Tehtavd 2.2])2:

a) on lineaarinen (homogeeninenkin, kun muuttujina aviaty)

b) on lineaarinen (epahomogeeninen)

c) on lineaarinen (jopa homogeeninen, jos my@s muuttuja)

d) ei ole lineaarinen, siindhan esiintyy tulg; jos kuitenkin esimerkiksi olisi
vakio, kyseessa olisi lineaarinen yhtalo!

Tehtavd 2.2]3: lienee parasta ottaa muuttujiksi (tuntemaksi) kaikki esiintyvat
symbolitz, y ja z. Silloin

Fi(z,y,z) = 2z—3y =0

Fy(z,y,z) = 20—-3y—3 = 0

Fy(z,y,2) = 20—-3y—2 = 0
Tehtavd 2.2J4: Vahennetaan ristiin samassa vaiheessea @alstaus = 5,y =
2.

Tehtavd 2.2]5: ratkaisut parametrimuodossa:

17
SR = [o- %
Yy = Yy = —55
(suorien leikkauspiste)
_ 32 1
b) {33: - 2y + bz = —12 — ‘ : &jL 13_48
2r + 3y — 8 = 34 y = 13 TS
z = seR,
(tasojen leikkaussuora)
s + t = 2 Ei ratkaisua
C) s —t = 1 (suorat eivat leikkaa
3s + t = —1 samassa pisteessa)
31‘1 - 2[L‘2 -+ Tr3 = 2 r1 = 1
d) Tx1 + reo — 8xr3 = —15 e Ty = 2
ry + To — r3 = 0 xr3 = 3

(tasojen leikkauspiste)

Tehtavd 2.2]9: Johtavia tuntemattomia avatr, ja x4, vapaitars, s ja .
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Tehtav4 2.2.11: Porrasmuoto on

2 1 2

T + gl‘g + gl‘g = 3
To — 233'3 = 2

2

Tr3 = 7

jaratkaisu(z, x5, 23) = (-3, 2, 2).

Tehtavd 2.2.16: Esimerkissa 2.2.13 saatuun porrasmutghdaan yksi operaatio
R; <+ Ry — Ry, jolloin saadaan redusoitu porrasmuoto

T + %33'3 =1
To — %l’g = O
0 =0

ja ratkaisu vektorimuodossa (huomaa sijoitus 3t):

o 1 -3 1 9
2 |=10|+s g =10+t 5], s teR
73 0 . 0 3

Tehtavd 2.2.17: a) Ratkaisu parametrimuodossa:

T = %+2$
Ty = 1—%3
r3 = sER

b) Ei ratkaisua:

2.1’1 — 333'2 =1 | Rl
—3r1 + 1 Ry
r1 — QI‘Q =7 | R3

I
o

Ty — 219 = 7 | Rll — Rg
2.1’1 — 333'2 RIQ — Rl
-3z + Ty = 3 | Ré — Ry

I
—_

— — = —/

Ty — 219 = 7 | R/1/<—R/1
— v — —13 | Rl< R,—2R!
~ 51, = 24 | R+ R,+3R,

v o— 2 = 7 | R'<R!

PN v = —13 | RV« R
0 — —41 | RV« R!+5R,
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c) Ratkaisu vektorimuodossa, kun vapaaksi tuntemattoneakgalittuz, = ¢ €
R:

€T —2 —%
Sl R _} . teR,
T3 1 )
Ty 0 1

mutta hiukan toinen muoto ilmestyy valinnalta = s € R:

T -1 —1
T | 4 —2
v | T 0 + s L seR.
Ty —2 2

Osoita ndma ratkaisujoukot samoiksi!
Vihje: Merkitd&n yo. ratkaisujen mukaisesti = s = 1 + %t, jostat = 2s — 2.
Nyt sijoitetaan tam& ensimmaiseen ratkaisuun, ja sievennell&an.

Tehtavm4(l'1 ) l‘g)T = (2 4 —1)T
Tehtavd 2.318: ar; x5 v3)T = (1 -3 15)7

10

b) Valitaan esimerkiksis = s € R, jolloin (2 25 23)" = (1-2s —is s) tai

vaikkapa valitsemalla nyt= s/5: (z; xo x3)7 = (1-3t —t 5t)7,t € R.
Tehtavm9<$1 To T3 33'4)T = %(3 —11 Z)T
Tehtav4d 2.3.710: Viedaan Gaussilla (lahes) porrasmuotdandosta

ry + X9 + 3.%’3 = 2
Ty + r3 = 1
(a—5)xs = b—4

nahdaan
a) eiratkaisuja<—= a —5=0jab # 4 (0x3 # 0)
b) aareettomasti ratkaisujg= a« —5=0jab=4(x3 =1t € R)
c) tasan yksi ratkaisu=—- a — 5 # 0

Tehtavd 2.3.712: a) Kun valitaan parametriisi> ¢ = z,, saadaan ratkaisuksi
neliulotteisen avaruuden suora

T 13_0 3
Ty | —-1]_ t[-10
T3 =t % 10 14 |’ teR
Ty 1 10
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b) Kun valitaan parametrik® > s = x3, saadaan ratkaisusuora muodossa

|eo

i) _5 S —10

p— 7 —_ —_——
s S ! 11 ul s € R.
Ty % 10

Tehtava[2.3.13: Merkitsemalla ratkaisumuodot koordigitain samoiksi saa-
daan yhtéléryhma

S1 = —2- tl — tz
So = tg
s1 4+ sy = —2—-t

Talla (ylimaaratylla) yhtaloryhmalla on yksikasitteinetkaisus; = —2—t; —t,,
sy = t9. Sijoittamalla nama arvot toiseen muotoon

T T
(ZL‘l Ty T3 1'4) = (81 3 S9 —2—81—82)
saadaan juuri ensimmainen muoto

(ZL‘l To T3 $4)T = (—Q—tl—tg 3 tg tl)T.
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Tassa luvussa kasitelladn matriisialgebraa, opitaan tamaan lineaarinen yhta-
|[6ryhma& matriisimuotoon seka ratkaisemaan se.

3.1 Karteesinen tulo ja matriisi

JoukkojenX ja'Y karteesinen tuleli tulojoukko(produc) on jarjestettyjen parien

joukko
XxY :={(a,b) |ae X,be Y}.

Aérellinenn-ulotteinen(n-dimensiona) tulojoukko on

HXZ‘:X1XX2X"' XXn = {(a17a27"'7an) | a; EXZ}

=1
ja sen alkioita a,, as, . . . , a,,) sanotaawvektoreiksi Erityisesti merkitaan
X"i=Xx---xX.
kpl
nxp

Jos tulojoukon tekijoit&; on mn kappalettan, m € N, ne voidaan indeksoida
uudelleen ja kirjoittadm x n)-suorakulmioksi muotoon

X11 X X12 X e X Xln
X X X
myn Xo1 X Xgp X - X Xy,
X = H Xij = X X X
i 5 5 . :
X X X
Xml X Xmg X e X an

JoukonX alkiot A ovatm xn-matriisejaja merkitaan

aiy a2 - Qip
ag1  A22 -+  Q2p

A = (i) mxn = . .o ], a € Xy
Am1 Am2 **° Amp

Kaksi matriisiad = (a;j)mxn ja B = (bi;j)mxn Ovatsamat(merkitaanAd = B),
jos a;; = b;; kaikilla i € [m], j € [n], toisin sanoen, kaikki vastinalkiot ovat
samoja. Katso kuvd 6.



3.2 Matriisioperaatioita ja nimityksié 41

Q; &y - alj e a,
a21 Ay e a2j e azn
rivi i ail ai2 . a”. - ain
Ay A - A sr Qmp
sarake

Kuva 6: alkioa,;

Yksirivista matriisia sanotaan myasaka-eli rivivektoriksi (row) ja yksisarak-
keista pysty- eli sarakevektoriks{column). Matriisilaskennan yhteydessa seka
vaaka- etta pystyvektorien alkioiden véliset pilkut kdaaan tavallisesti tyhjeil-
la. Kuten jo Luvuss@ 2]2 sovittiin, tdssa oppimateriaalisgklidisen avaruuden
R™ vektoreita kasitelladn paésaantoisesti pystyvektoreina

3.2 Matriisioperaatioita ja nimityksia

Transponointi ja laskutoimitukset

Matriisin A = (a;;) € R™*™ transpoosbn matriisi
AT = (by) € R™™,

missaby, := ay, tS. rivit on vaihdettu jarjestyksessa sarakkeiksi.

AvaruudenR™*" matriiseja voidaan laskea yhteen, kertoa vakiolla ja kekies-
kendanalkioittain kuten vektoreitakin. Matriisi@, jonka kaikki alkiot ovat nol-
lia, kutsutaamollamatriisiksi Nollamatriisi on matriisien yhteenlaskun neutraa-
lialkio, s0.A+ O = AjaO + A = A. Matriisin A = (a;;) vastamatriision vasta-
luvuista koostuva samankokoinen matritst = (—a;;); silloin A+ (-A) = O
ja—A+A=0.
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Esimerkki 3.2.1 Olkoot

12 -2\ . 2 1 -2
A'_(?, 0 1) ja B'—(1 3 1)

Transpoosit ovat silloin

AT =

NN

3
0] ja BT=| -1 3
1

Yhteenlaskun tulos osumma

12 -2\, (2 -1 -2\ (3 1 —4
A+B‘(3 0 1)+(1 3 1)—(4 3 2)

Skalaarilla kertominen:

om0 )-( )

Alkioittainen tulo (jolla ei lineaarialgebrassa juuri dtayttoa):

1 2 =2 2 -1 =2 2 -2 4
A'*B_<3 0 1) '*(1 3 1)_(3 0 1)
Varsinainemmatriisien kertolaskumaaritellaan seuraavasti: Matriisién= (a;;) €
R™ ™ ja B = (bjz) € R™" (matriisi)tuloon matriisi

AB = C = (cy) € R™,

missac;, := Z?:l a;;bji. Tulomatriisin alkioc;; on siis matriisinA rivin ¢ ja
matriisin B sarakkeert pistetulo.

Pystyvektorienx = (z; 7o - z,)7 jay = (y1 v2 -+ ya)? € R" pistetulo
voidaan kirjoittaa matriisitulona

X y=Xy=zy +Toy2 + - + TpYn.

Pystyvektorink = (z; 2o - -+ x,)T normille | x|| patee

n
x| = af+ad++al =) a2l =x"x
=1

2

x| = (@2 +a2+--+22): =vVxTx,
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Esimerkki 3.2.2 Esimerkin 3.2l matriiseille tulojd B ja BA ei ole maéritelty,
koska molemmat ovatx 3-matriiseja; sen sijaan

2 1
ABT = (;) g _?) -1 3
—2 1
Co(1242(-1) 4+ (-2)(=2) 1-142-3+(=2)1\ (4 5
- <3-2+0(—1)+1(—2) 3-140-3+1-1 )_(4 4)
13 5 8 1
ATB = 2 0 (? _é _i): 4 -2 —4
-2 1 -3 5 5

Tehtava 3.2.3 Laske

1 T
2 1 4 123
2) (-112)2 b) (456) 2

I3
a1 1
C) ag1 ($1 T2 $3) d) (&11 a2 a13) T2
asi T3
e) seuraavassa tulossa
1 a8
31 -2 4 3
5> 0 2 1 9 1

rivilla 3 sarakkeessa 1 oleva luku. Ratkaisut sivulla 56.
Tehtava 3.2.4 Olkoot

10 -1 .
A::(_2 3 2), B:=(-1 2 3)" ja C:=(3 -2)

Laske normit a)| B|| ja b) ||C”
d)247 — BC, e)A(BC) — (AB)C, f) CT<<(—C)A> B).
Ratkaisut sivulla 56.

, C) pistetulo(AB) - (CT), seka matriisitulot

Tehtava 3.2.5 Laske
b
a) (an @12) ((b;) + (2;))

o o st (2
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Ratkaisu sivullagy.

AvaruudenR™*" alkiot ovatneliomatriiseja(square matrix

AvaruusR™*" on suljettumatriisien kertolaskun suhteen, silléa tulo on mydsn-
matriisi.

Matriisin (a;;) diagonaalieli paalavistajaon pystyvektori(ayi, . . ., a,,)". Mat-
riisia sanotaamiagonaalimatriisiksj jos sen diagonaalin ulkopuolella olevat al-
kiot ovat nollia.

Edella on jo méaaritelty nollamatriig? ja vastamatriisitY ksikkématriis{identity)
on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat ykkosia. Yksikkomatriisi on
matriisitulon neutraalialkio: josl € R™*", niin Al = [A = A.

Matriisi A = (a;;)nx, ONSymmetrinepjos A = A7, eli a;; = a;; kaikilla i, j €
[n]. Symmetrisyys tarkoittaa diagonaalin suhteen symmetiti&y

Matriisi on ylakolmiomatriisi(upper triangulay; jos sen diagonaalin alapuolella
on vain nollia; vastaavasti maaritellaalakolmiomatriisi

Matriisitulo ei olevaihdannainen; yleenséB # BA.

Kahden nollasta eriavan matriisin tulo voi olla nollamiatrivoi jopa ollaA? (=
AA) = O, vaikka A on nollasta eridva matriisi.

Tulon supistussaanto ei myoskaan pade: siita,&tté= BC' ei seuraal = B.
Sen sijaan laskutoimituksetja - ovat liitannaisia ja niille patevat mm. osittelulait.

Esimerkki 3.2.6 Matriisitulo ei ole vaihdannainen edes neliomatriiseille
13 2 -1\ [ -4 2
—4 2 -2 1 o —-12 6
2 —1 13\ 6 4
-2 1 —4 2 o -6 —4
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3.3 Laskusaantoja

Matriisin osien poimiminen ja osiin viitaaminen

Olkoon
apy Qa2 - Qi
a21 Q22 - Q2
A= (ai')mxn =
J
Am1 Am2  *° Amp

Osavektorin ja -matriisin poiminta: jos< p < ¢ <mjal <r < s <n, niin

Pj
Alp:q,j) = : A(i,r:s) ::(ai,« ais)
qj
Upr - s
Alp:q,r:s) =
Agr s

Kokonaisen rivin ja sarakkeen poiminta:
A(%) ::(ail ain)a A(?j) =

Edellisia merkintdja kaytetddn mm. Matlab-ohjelmassatridan sarakkeitaner-
kitadn mydsa; = A(:, 7). Talloin

A=(a; -+ a,).
Olkoon my6sB m xn matriisi. Talléin summass4d + B on
alkio (A + B)(i,7) = A(i,7) + B(1, )
rivi (A+ B)(i,:) = A(i,:) + B(i,:)
sarake(A + B)(:,j) = A(:,7) + B(:, ).
TulossaA B on taas
alkio (AB)(i,j) = A(i,:)B(:, j) = >_j—1 Ali, k) B(k, j)
rivi (AB)(i,:) = A(i,:)B
sarake(AB)(:,j) = A(B(: j)).



46 3 MATRIISILASKENTAA

Tehtava 3.3.1 Poimi matriisista

21 25 3
4 2 1 4 2
A=|-12 100
24 213
38 =2 01

a)A(3,:),b)A(4,2:4),c)A(2:3,1:3),d)A(:,2),e)A(:,2: 3), ) A(:,:).

Transponointi

Lause 3.3.20lkoona skalaari ja matriisitd ja B sellaisia, etta seuraavassa esiin-
tyvat laskutoimitukset ovat "jarjellisid”, so. maaritgk. Silloin

Todistus.Kohdat 1-3 ovat ilmeisia. Kohta 4: Olkoot

A = (aij)mxn

B = (bij)nxr

C':=AB = (Cij)mxr

D := BTAT = (d;;)rxm.

Silloin (AB)" ja BT AT ovat samaa kokoaxm, joten riittda nayttad, etta niissa
on samat vastinalkiot.

Olkoot A™ = (aj;), B" = (b};) jaC" = (cj;). On osoitettava, ettd; = d;; kai-
killai € [r]jaj € [m]. Koskabj, = by jaay; = ajx, on matriisitulon maaritelman
mukaan

n

n
dij = E :bikakj = E :%kbkz = Gji = Gy
k=1

k=1
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Matriisialgebra

Lause 3.3.3Kaikille skalaareillex ja 5 ja kaikille matriiseille A, B ja C, joille
seuraavassa esiintyvat operaatiot on maaritelty, patee

1) A+B=B+A vaihdannaisuus)
(2 (A+B)+C=A+(B+C0C) litdnnaisyys )
(3) (AB)C = A(BC) litAnnaisyys ()
4) A(B+C)=AB+ AC | osittelulaki (+, -)
(5) (A+ B)C = AC + BC Il osittelulaki (+, -)
6) (aB)A = a(BA) skalaarilitannaisyys
(7) a(AB) = («¢A)B = A(aB) skalaarin siirto
(8) a(A+ B) = aA+ aB. | skalaariosittelulaki
9) (a+p)A=aA+pA Il skalaariosittelulaki

Todistus. Kohdat (1), (2), (6), (7), (8) ja (9) ovat helppoja. Kohta:(®lkoot
A= (aij)an jaB = (bij)nxr’ C = (Cij)nxr seka merkitaam := A(B + C) ja
E:=AB+ AC.

Silloin D ja E ovatm xr-matriiseja ja niiden alkiot ovat

dz] - Z azk(bkj + Ck] Ja €ij = Z aZkbk] + Z ik Chej -
k=1

Koska summille patee

n

Z Qi bk:j + Ck:j Z a'zkbk] + Z @ik Clyj,

k=1
ond;; = e;; jasitenA(B + C) =D = E = AB + AC. Katso kuvall jal8.
Kohta (5) on samankaltainen kuin kohta (4).

Kohta (3): OlkootA = (a;;j)mxn: B = (bij)nxr ja C = (cij)rxs SEKA merkitaan
D :=ABjaFE := BC.

On osoitettava, ett® C' = AFE.
1) Ne ovat samaa kokoa:
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D A
B+C
K= B+
AB +C) = = 3
- dlj P----- ik ‘
% j
] k
A
B C ]
K[ By | Ko %j
K e
,,,,,, B i
1 _ j [
k
Kuva 7: Osittelulain (4) vasen puoli
E AC
AB + AC +
A S ¢ AB)Gj) | i (AO)G))
j | j
A A
B C
L e
j j

Kuva 8: Osittelulain (4) oikea puoli
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- D on kokoamxr jaC rxs, joten DC' on kokoam x s,
- Aon kokoamxn ja E nxs, joten AE on kokoam x s.
2) Matriisitulon maaritelman mukaan

n

T
diy = Z axby jJa ey = Z brici,
=1

k=1
joten matriiseiss@&)C' ja AE on kohdallaj alkiot

r

pij = Zdz‘z%‘ = Z (Z az‘kbkl> cij
=1 =1

=1

n n T
qij = E aikekag Qi E bklclj .
k=1 k=1 =1

Laskujarjestysta saa aarellisissd summissa vaihtaa, jote

Dij = Z (Z aik:bkl) cj = Z Zaikbklclj

=1 \k=1 1=1 k=1

= Z Z abricy = Z Qi <Z bklclj) = 4ij-
k=1 =1

k=1 =1

Siis (AB)C' = DC = AE = A(BC). O

49
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Matriisin potenssi

Maaritelmé 3.3.4 Olkoon A nxn-matriisi. Maaritellda&n sen positiiviséioko-
naislukupotenssiipower)

Al = A,
AF = AA Kkunk > 2.

Myos A¥ = AA ... A onnxn-matriisi kaikillak € N.
kpl
k Kp

Esimerkki 3.3.5 Lasketaan maaritelman mukaan:
3 2
12\ (1 2\/1 2\" (1 2\/7 10\ (37 54
3 4) \3 4 3 4) \3 4 15 22/ \81 118
Tehtava 3.3.6 Mita ovatO” ja I*, kunk € N? Ratkaisu sivulla37.

Esimerkki 3.3.7 Olkoon

Lasketaamd* arvoillak € N.
Ratkaisu. Lasketaan aluksi

Al = A=14,
, (1 1\/1 1\ (2 2\
A_<1111_22_2A’

1 1\/2 2 4 4
3 _ _ _ 92
= (11)(5 )= (i 3)=ra=ma

Nayttaisi silta, ettéad* = 2~ A kaikilla k € N.
Induktiotodistus Vaite on tosi arvoillak = 1 ja k = 2. Tehdaan induktio-oletus:
Ak = 2k=1 A jollakin £ > 2. Silloin matriisin potenssin méaaritelman, induktio-
oletuksen ja tapauksén= 2 nojalla

AR = AAF = A2M1A = 2R A2 = 2k 124 = 2R A

Induktioperiaatteen nojalla vaite on tosi.
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Potenssi-iteraatio

Matriisia voidaan kayttaa kuvauksen muodostamisessadjoa kiintedm xn-
matriisi jax onn-pystyvektori (tain x 1-matriisi), niin sdant& — Ax maarittelee
(lineaari)kuvaukse®™ — R™.

Jos nelidmatriisiA € R"*" jaz € R" on annettu, voidaan muodostaa kuvaus
N — R", n — A"z jossaz kuvautuu vektorilledz, A%z, A3z, jne. Tama voidaan
esittda yksinkertaisenteraatiokaavana

z = Az,
jota toistamalla saadaan mielenkiintoisia kuvioita.
Esimerkki 3.3.8 Olkoot
A (0.3614 —0.9285) ja 72— (1)
0.9285  0.3714 0
KuvassaD funktiox — Ax iteraatiokuvio.

500 iteraatiota z = Az

0.8

0.6

0.4

B
PRtk e 3k ¥ ¥

0.2

fox xR R RS

. . . . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Kuva 9: lteraatiokuvio

Tehtava 3.3.9 Selvita, mitka ovat Esimerkin_3.3.8 kolmen ensimmaiserade
tion muodostamat pisteet. Ratkaisu sivllla 57.
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Laskutoimitusten maarista

Matriisien yhteenlasku, vakiolla kertominen ja transpoti@vat suhteellisen no-
peasti suoritettavia operaatioita. Sen sijaan matri@itlaskeminen siséltaa run-
saasti lukujen yhteen- ja kertolaskuja, joten se on suigerlhidasta puuhaa —
jopa tietokoneella. Tasté syysta paljon matriisitulogafieiva laskettava lauseke
kannattaa ensin sieventaa laskulakeja kayttaen.

Lasketaan kuinka monta lukujen yhteen- ja kertolaskuattem kahden matriisin
kertomisessa. Kahdenvektorin pistetulon

(21 @0 - )| T = F a2y,
Yn

laskemiseen tarvitaamkertolaskua jax — 1 yhteenlaskua. Matriisitulossa

a1 Q2 - Aip b1 bz -+ by
Q21 Q22 -+ Q2p bay bay - boy
Am1 Qm2 - Amp bnl bn? e bnr

kerrotaan jokainen vaakavektori toisen jokaisella pyskyerilla, yhteensanr
pistetuloa. Yhteenlaskuja tarvitaan siign — 1)r ja kertolaskujannr.

Esimerkki 3.3.10 Olkoot A, B ja C' nxn-matriiseja. Sievenna laskusaantojen
avulla lauseketta

(AQC«TB)T + (B2)TO(AT)2

niin, ettd sitd laskettaessa on mahdollisimman vahan isiatri kertolaskuja.
Kuinka monta lukujen kertolaskua tarvitaan alkuperaigarkuinka monta sie-
vennetyn lausekkeen laskemiseksi?

Ratkaisu. Koska Laused¢n 3.8.2 mukdatl)? = ATAT = (AA)T = (4%)7,
saadaan

(AQCTB)T—F(BQ)TC(AT)Q — BTC(A2)T—|—BTBTC(A2)T
— (I+BT)BTC(A?T.

Alkuperaisessa oin? ja sievennetyssén® kertolaskua.
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3.4 Yhtaléryhma matriisimuodossa

Lineaarinen yhtaléryhméa

ap1ry +  aprs + -+ apr, = b
a1 +  Aopxy + -+ aopr, = by
Am1T1 + Apala2 + -+ Qppnp = bm

voidaan ilmaista sen tuntemattomien kertoimista koostlearoinmatriisinA =
(@ij)mxn ja pystyvektorien

T by
X = :C_Q ja b= b:z
Ty b;n
avulla muodossa
a1 Q2 - Ain T by
G21 Qg2 -+ A2 T2 _ by
Am1 Am2  *+ Amn Tp b
eli
Ax =b.

Gaussin eliminointi- ja Gauss-Jordanin reduktiomenefi¢hnidaan nyt suorittaa
kayttaden yhtaloryhmalaajennettug augmentell(kerroin)matriisia

(a1 a; --- a, | b)

Esimerkki 3.4.1 Ratkaistaan yhtaloryhma, jonka laajennettu matriisi on

1 1 111
-1 -1 0 0 1 —
-2 =2 0 0 1
0 0111 —
1 1 2 2 2

Ratkaisu. Seuraavassa on tarvittavat operaatiot tehtkitsene nékyviin!



54 3 MATRIISILASKENTAA

1 1 1 11 1
-1 -1 0 0 1 —1
-2 =2 0 01 1
0O 01 11 —1
1 1 2 2 2 1
1 1111 1
0011 2 0
— 002 2 3 3
00111 —1
00111 0
1 111 1 1
0011 2 0
= 0000 —1 3
0000 —1 —1
0000 —1 0
11111 1
0011 2 0
= 00001 -3
00000 —4
00000 -3
Porrasmuodon mukaan oligi= —4. Yhtaloryhmalla ei siten ole ratkaisua.

Tehtava 3.4.2 Ratkaise Tehtavdn 2.3.8 yhtaloryhma a)

T 4+ 229 + x3 =
200 — 19 + a3
4y 4+ 3x9 + 3x3
200 — w19y + 3x3 =

I
G N =

laajennettua kerroinmatriisia kayttéden. Ratkaisu salfG8.
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Tehtavd 3.2]3: Matriisitulot ovat
1

p (2 N[22k a3y (16

A o \i-p+1-242.3) 7\ 7

b 12 3 il ( my 4 20 + 3
4 5 6 ZL‘2 o 4$1+5l’2+6l‘3

aii a1y Aapxe G113
c) a21 (951 L2 953): 42171 G212 02173
asi az1ry az1rz A3173
Ty
d) (@11 a12 G13) T2 :(a11x1+a12x2+a13x3)
T3
1
—2
e) c=(502 1) 5|=13
2

Tehtavd 3.2]4: Vektorien normit ovat
a)||B|| = /(-1)2+22+ 32 = V14 jab) ||CT|| = V3.

c) Pistetulo on

T 10 —1\[ 3\ _[(—4\ [ 3
am-en = \(Lh ) 2))(2)-(0a)()
= (—4 14)(_3): 40
2 —4 -3 2 5 —6
d 24" —-pc=( 0 6|-| 6 —4]|=[ -6 10
-2 4 9 —6 —11 10

e) 2x2-nollamatriisi; ks. Lause3.3.3 tai laske l&pi.
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f) Vaiheittain:
1 0 —1 -1 -1
(o) = <(—3 2)(_2 5 2)) 3 (-7 6 7) g

= (40)
(o)) = (3)a=("3)

Tehtavd 3.2]5: tulokset ovat tarkasti ottaen sanieja-matriiseja:

b11 C11 o bll + c11
a) (all a12) (<b21) + (021)) N (@11 alz)(bzl + 021)

= (&11(511 + c11) + arz(bar + 021))
b
b) (@11 a12)<b;) + (@11 (7/12)(2;)
= (anbn + a12b ) + (011011 + CL12021) = (an(bn + c11) + aia(bor + 021))

Tehtavd 3.3]6: nollamatriisin ja yksikkomatriisin potsit$)! = O ja I' = I,
samoin arvoillek > 2:

00 0\ /o0 o0\/00 0\""
Ok=|lo 00| =foo0o0]l0 0O =0,
000 000/\0o OO
100\" /1 00\/1 0 0\""
=010 =l010|l010 =1
001 0 1/ \o 1

Tehtavd 3.3]9: kolme ensimmaista iteraatiopistetta ovat

(03614 . (07315 . 5 [—0.8961
Az = (0.9285)’ A= _< 0.6804 ) Ja Atz = <—O.4265)'
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Tehtavd 3.4)2 : Ratkaisu laajennettua kerroinmatriisjatkan:

1 2 1 1 R
— 2 -1 1 2 Ry

4 3 3 4 Ry

2 -1 3 5 R,
—s 0 -5 -1 0 RIQ — Ry — 2Ry

0 -5 -1 0 Ré — Rs —4R;

0 -5 1 3 RZ; — Ry, — 2R,

12 1 1 R+ R,
— 0 -5 —1 0 Rl + R,

0 0 0 0 Ry < Ry — R}

0 0 2 3 R{+ R, - R,

12 1 1 R « R
— 0 -5 -1 0 RY « R}

0 0 2 3 RY « R!

0 0 0 0 RY « RY

1 1 1 Rllm — Rllu
— 0o 1 3 0 Ry «+ —LRY

0 0 1| %) Rreim

2 0 _% R/1//// — Rllm _ Rg//

= 0 1 0 -= Ry" < Ry — L+ Ry

0 0 % Rg/// — Rg//

1 0 0 % Rllum «— Rllllll —9 RIQNH
= 0 1 0 _ 13_0 RIQHH/ «— R/Q////

0 0 1 % R/B///// «— Ré////

Ratkaisu on siis
1 1 1
= —| -3
"2 1= 10
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Euklidisen vektoriavaruudei®™ alkioita (vektoreita) sanotaan usepisteiksi

Vektorix = (z; 23 ... x,)7 € R™ voidaankuvitella origosta0 alkavaksi "nuo-
leksi”, jonka karki on pisteessé Vektorinx vastavektorin-x karki on yhta kau-
kana origon vastakkaisella puolella. Vektarivoidaan my6s ajatellaiirretyksi
suuntansa ja pituutensa sailyttaen alkamaan jostakiegstly < R”, jolloin sen
karki on pisteessi + x. Talldin vektority ja x on asetettyperdkkainja niiden
summavektori alkaa origosta ja karki on pisteess@y.

Olkoon annettu vektorit jay € R”. Silloin yhtél6llaz = x + y on tasan yksi
ratkaisu, vektoriererotusx = z —y := z + (—y). Kaksi vektoriaa jab € R
ovatyhdensuuntaisigparallel), jos on olemassa € R siten, etta

b = cataia = ab.

Jos lisaksi > 0, ovat vektoritsamansuuntaisianuutoinvastakkaissuuntaisia

4.1 Suorattasossa

Tuttu tason suorg = ax + b voidaan esittaa vektorimuodossa. Merkitaas ¢,

jolloin r: (;E) ) (at:b) _ (2)“@) LeR.

Tallainen suoran esitys on yleistettavissélotteiseen avaruuteen.
Suora vektorimuodossaOlkootr, € R" ja0 # v € R". Joukkoa

Seow = {To+tv|t R}

sanotaassuoraksj jokakulkeepisteenr, kautta ja orsuuntavektorirv suuntainen.
Kaikki vektorit av, a # 0, maaraavat saman suordy) ., = Sy, v. Merkintatapa

r=ryg+tv, teR,
tarkoittaasuoraa, siis joukkod,, .. Suorat

r(t) = ro+tv, telR
s(u) = sp+uw, uwelR

ovatyhdensuuntaisejos v = aw jollakin a € R, muutoinerisuuntaisetkKaksi
suoraa ovat siis yhdensuuntaisia, jos ja vain jos niidentswektorit ovat yhden-
suuntaisia.
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Suoratr(t) jas(t) leikkaavat toisensaisteess, jos suorilla on tasan yksi yh-
teinen pistex, ts. jos on olemassa yksi ja vain yksi lukupary € R, joille

x =r(p) =s(q) =ro+pv =s0+ qw.
AvaruudenR? erisuuntaiset suorat leikkaavat toisensa, mutta avaisa&kR",

n > 3, on aarettomasti erisuuntaisia leikkaamattomia suoria.

Kahden pisteem, ja r; kautta voidaan asettaa tasan yksi suora ja sen yhtalo on
IImaistavissa esimerkiksi muodossa

r=rg+ t(I‘l — I'Q).

Tehtava 4.1.1 Maarita suorien

()it e (D))

leikkauspiste ja muodosta sen ja origon kautta kulkevaresugektorimuotoinen
yhtal6. Piirra suorat koordinaatistoon.
Ratkaisu sivulla66.

Tehtava 4.1.2 Muodosta suora, joka kulkee pistegiv 0)7 kautta ja
a) on vektorin(2 4 — 2)* suuntainen.
b) on suoran = (=54 7)7 + (0 3t t)” suuntainen.

Piirra suoratr, x,x3-koordinaatistoon.
Ratkaisu sivull&a66.

Tehtava 4.1.3 Muodosta suora, joka kulkee pisteiden3 7 8)7 ja (2 5 1)T kaut-
ta. Muodosta viela suora, joka on dskeisen suuntainenarkuitee origon kautta.
Ratkaisu sivull& 7.

Suora parametrimuodossaEuklidisen vektoriavaruudeR” suorax = a + tv,
t € R, voidaan esittda koordinaateittggarametrimuodossa

Ty = a1 —+ tUl
Ty = a9 —+ tvg

t e R,
z, = a, + tvu,

misséa luvuty; ovat suorarsuuntaluvuja v suuntavektori
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Suora koordinaattimuodossa.os jokainen; # 0, saadaan — ratkaisemalla kus-
takin yhtélost& — suoran yhtal&oordinaattimuodossa

Ty —ay T — Q2 Tp — Qp

U1 U2 Un,

Jos jokinu, = 0, sen osuus korvataan yhtaloltg = a,; esimerkiksi josy, = 0,
ovat yhtalot
I — ay T3 — as Tp — Ap

332:@2, = = .. =
(%] U3 Un,

Tehtava 4.1.4 Osoita, etté jos? + v5 > 0, suora

r = a1 —+ tUl
To = ay —+ tUg

voidaan esittda muodossa;, +Bxy = C.
Ratkaisu sivull&68.

Tehtava 4.1.5 Anna koordinaattimuodossa sen suoran yhtalo, joka on suora

33'1—3_.%’2+1
2 3

= 7IL‘3 + 21

suuntainen ja kulkee piste¢n 1 — 2)7 kautta.
Ratkaisu sivull&68.

Tehtava 4.1.6 Anna Tehtavah 4.115 suorat parametrimuodossa.
Ratkaisu sivullaG8.

Tehtava 4.1.7 Mika on suorarRx; + 5z, = 1 parametrimuoto, mika koordinaat-
timuoto?

Ratkaisu sivull& 68.

4.2 Tasot avaruudessa

AvaruudenR?® tasor = ry + su + tv, s, t € R, on taysin maaratty joukko, jos
tiedetaan sen kolme pistettd, jotka eivat ole samalla #aod@ms nama ovat, r,

jar,, eras tason esitys on

r=ro+s(r; —rg) +t(rs —rg), s,t€R.
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Jos tasolla ja suoralla on tasmalleen yksi yhteinen piategtaian, etta nleikkaa-
vat kyseisessa pisteesséd; muutsimra on tason suuntaineifason suuntainen
suora voi olla kokonaan tason ulkopuolella tai kokonaaodsa.

Kaksi tasoa voivat ollghdensuuntaisitai leikatatoisensapitkin jotakin suoraa.
Leikkaussuoran yhtalé saadaan selville ratkaisemaltgeas/htéaldiden muodos-
tama yhtaléryhma.

Tasox = a + su + tv on parametrimuodossa

r1 = a; + su;p + tuy
Ty = a9 + Sus + tuy s,t €R.
r3 = a3 + sSuz + tus

Esimerkki 4.2.1 Maarita sen tason yhtalo, joka kulkee pistégr 4) kautta ja
joka on vektorien—2 1 4)7 ja (—1 2 3)7 suuntainen.

Ratkaisu. Pisteen ja suuntien avulla saadaan eras veditgsiéks. Kuva 1D)

3 —2 ~1
r=2|+s| 1|+t] 2], steRr
4 4 3

X3;—10

Kuva 10: Esimerkin 4.2]1 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Maple-tyoarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikkal kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / LAText/ Esi mi21. nns


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Esim421.mws
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Tehtava 4.2.2 Maarita sen tason yhtalo, joka kulkee

a) pisteiden(1 0 0)%, (01 0)7, (00 1) kautta,

b) pisteiden(2 1 3)” ja (1 4 2)” kautta ja on suoran(t) := (12 1)T +¢(52 1)7
suuntainen.

Ratkaisu sivulla 8.

Tehtédva 4.2.3 Suoran

r = 1-—t
y = 2t teR,
z = 142t

kautta asetetaan taso (ts. kyseisen suoran tulee ollasggsgska on vektorin
(21 —1)T suuntainen. Maarita taméan tasonsjatason leikkaussuora.
Ratkaisu sivulla89.
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Tehtavd 4.1]1: Leikkauspiste: millau € R onr = s?

—

(
(
{

{

—

3
2
3+1
2+ 2t

t +
2t
t =

u

)
):

1
2

2

(4 4 -1
AU AR
—4 —u

1+ 2u

u = -7

u = —1

15

4

13

4

Siis leikkauspiste saadaan (esimerkiksi) arvoka —15/4:

3
2

()

15
4

)_

<1

2

)_

Sen ja origon kautta kulkee suora (ks. Kliva 11)

0
/_
r—(o

)l

3

22

1

4

3
22

()

), a e R

Kuva 11: Tehtavah 4.71.1 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Tehtavd 4.1]2 : Helposti poimitaan suuntavektorit, ja atiphteisen pisteen kautta
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ovat (ks. Kuva_1R)

3 2
a) r=[(4|+tl 4|, teR
0 —2
3 0
b) s=|4]|+¢t|3], teR
0 1
-8

Kuva 12: Tehtavah 4.11.2 pisteet, suuntavektorit ja suorat

Maple-tyoarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi materi aal i / LAText/ Teht 412. mns

Tehtavd 4113 : Asetetaan vakiovektoriksi:= (=3 7 8)7. Suuntavektoriksi
otetaan vaikkapa erotus

vi=25 1) - (-378)"=(5 -2 -7

Toinen suora saadaan ottamalla vakioksi origo ja suuntaxi&ki &skeinerv. Siis

-3 5
r = T+t 2|, teR
8 -7
0 5 5
r = [0+t -2]|=t|-2], teR


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht412.mws
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Maple-tyoarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://cs.uef.fi/matematii kka/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kur ssi mat eri aal i / LAText/ Teht 413. nns

Tehtavd 4.1]4 : a) Jos esimerkiksi#£ 0, ont = (x; — ay) /v ja siten

T —a

To = a9 + * Vo,

U1
Tasta edelleenxy = asv;+v21—aq09 €li V91 —V1 29 = av2—asvy; Valitsemme
nyt
A:=wvy, B=v;jaC = ajvy — asv;.

Tehtavd 4.1]5 : Annetun suoran koordinaattimuoto peasstdan on

-3 1 3
1 :.’L’Q—i— :7x3+21:l’3+

2 3 I

Siita voidaan poimia suoraan suuntavekfer 1/7)”. Annetun pisteef2 1 —2)7
kautta kulkee suora

1’1—2_1'2—1_33'3—(—2)
2 3 L1

Tehtavd 4.1]6 : Tehtavdn 4.11.5 ratkaisusta selviaa suasém ja suuntavektori,
joten parametrimuodot ovat

Tehtavd 4.1]7 : Eras parametrimuoto saadaan merkitsem&llg ¢ € R:

ry =
Ty =

Tasta saadaan myds eras koordinaattimuoto:

teR

S [

t

(231}

1
x1 —0 T2 — 5

2
1 —5

Tehtavd 4.2]2 : a) Valitaan vaikkapa


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht413.mws
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jolloin tason vektoriyhtéloksi saadaan

1 0 1 0 1
r = [0 |+s 11—-10 +1 0]1—10
0 0 0 1 0
1 -1 -1
= |0]|+s 1|+t 0], steR
0 0 1

b) Valitaan esimerkiksio := (21 3)” jas; := (14 2)7, jolloin

s = sp+a(sg—sg)+ v

2 —1 )
= |1]l+a|l 3|+8(2], opeR
3 —1 1

Tehtavd 4.2]3 : Tason yhtaloksi saadaan

r = 1—t+2s
Y 2t + s
z = 14+2t—s

Koska tama leikkaary-tason, saadaan = 1 + 2t — s = O elis = 2t + 1.
Sijoittamalla tama tason yhtaloon saadaan esille suora

r = 3+ 3t
y = 1+4t
z = 0

Siita taas suoran koordinaattimuoto ratkaisenvalahdesta ensimmaisesta:

r—3 y—1
3 4

ja z=0.

Maple-tyoarkki avaruuspiirroksesta (linkki)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / LAText/ Teht 423. mns


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht423.mws

5 KAANTEISMATRIISI

Matriiseilla lasketaan melko pitkalle kuten luvuilla, wknottamatta matriisitulon
ei-vaihdannaisuutta. Mutta entéa matriisiyhtalot ja nidatkaiseminen?

Vertaillaanpa k&anteisluvun ja sen mahdollisen vastirmamaisuuksia ja ole-
massaoloehtoja:

Luvuille Matriiseille
al=1la=a Al =TA=A
— Ja'se. — JA'se.
ac ' =ala=1 AA T = A"1A=1T
Josa # 0 Jog ? |
ar = b |at AX = B |A™L
— aazx) = a ' — A1(AX) = A'B
<~ (ala)r = a ' — (A 'AX = A'B
= lr = a'b = IX = A'B
= x = a'b = X = A'B

Milla ehdoilla tuollainen "kaanteismatriisi” on olema&sa

Paastaksemme alkuun otamme olemassaoloehdon méaarnghrikietamme sit-
ten johtaa erilaisia kriteereja matriisin kédéantyvyydelle

5.1 Kaanteismatriisin maarittely

Maaritelméa 5.1.1 Nelidmatriisi A on saanndllinen(invertible) eli ei-singulaa-
rinen, jos on olemassa sellainen samankokoinen mafsijgtta

AB=1 ja BA=1I.

Ehdon tayttava matriisB on matriisinA kaanteismatriis(inversg ja sita merki-
taan jatkossal ! := B. JosA ei ole saanndllinen, se @ingulaarinen

Lause 5.1.2Neliomatriisilla on korkeintaan yksi kaanteismatriisi.

Todistus. Oletetaan, ettéd neliomatriisilld olisi kaksi kdanteismatriisi& ja C.
Silloin AB = I = BAja AC = I = CA, jolloin laskus&éantéjen ja oletuksen
nojalla onkin

B = BI =B(AC) = (BA)C =1IC=C.

O
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Huomautus 5.1.3 Seurauksera 6.6.3 osoitetaan myohemmin, etta Maariteémas
riittaisi yksikin ehtod B = I tai BA = I, mikali A ja B ovat samankokoisia
neliomatriiseja.

Esimerkki 5.1.4 Matriisit

(2 4\ . [
A_(S 1) ja B_< 3
10

ovat toistensa kaanteismatriiseja, silla

10 . 10
AB:(O 1) ja BA:(O 1).

Esimerkki 5.1.5 Matriisi
1 1
(0 0)

on singulaarinen eli silla ei ole kaanteismatriisia. Niéai:

(=)o 0)=(0)#6)

kaikilla a, b, c jad € R, joten mikaar2 x 2-matriisi ei kelpaa k&énteismatriisiksi.
1 3
=2 0)

Ratkaisu. Tehdaan alkeellisin mahdollinen ratkaisu dgtétaan maaritelmaa. Ol-

koon
a b
5=(2 1)

ehdokas matriisiml k&&nteismatriisiksi. Silloin on oltavdB = [ ja BA = I.

EhdostaAB = I eli
1 3\(a b\ (1 0
2 4)\ec d) \0 1

saamme ekvivalentin yhtaléryhman

[SUERG[N)

Esimerkki 5.1.6 Olkoon

Onko olemassal—'?

a + 3c =
b + 3d

2a + 4c
2b + 4d =

I
—_ o O -

Qo e
I
N =Nl N
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1/—4 3
B_i( 2 —1)

Onko myodsB A = I? Tarkistus osoittaa, ettd on; sis' = B.

Ainoa ehdokas on siis

5.2 Laskusaantdja

Lause 5.2.10lkoot A ja B saanndllisian x n-matriiseja. Talloin myosA—t, AT
ja AB ovat saanndllisia ja

a) (AH)! = 4,
b) (AT)"' = (A™H)T,
¢) (AB)~! = B1A",

Todistus. Maaritelman mukaan matriisi on toisen k&danteismatriisijpovain jos
niiden tulo molemmin pain oh. Saannollisyysoletuksen mukadn! ja B! ovat
olemassa. Siis:
a) Kohta a) on tosi, sillal ' A = AA™! = T.
b) Transpoosin laskusaantojen (Lalise 3.3.2) mukaan
ATA Y = A'A) T =TT =Tja(A HTAT = (A4
I I

c) Tulon litdnnéisyyden (Lause 3.8.3 kohta 3) avulla saada
(AB)(B™'A™") = A(BB YA ' = AA' =T ja
I
(B'A™)(AB) =B YA 'A)B=B"'B=1.0
I

)'=1"=1.

Esimerkki 5.2.2 Olkoot A, B ja C samankokoisia saannoéllisia neliomatriiseja.
Sievenna

(BT 'A)" BC(ATBT)TA'BT.
Ratkaisu. Laskusaantoja (Lauskeet 3.8.2, 5.2.1 jal3.3y8)den saadaan

(B")'A)" = AT(BT)) = AT(BT)") =ATB,
(ATBT)T = BA,

josta edelleen kaanteismatriisin maaritelman mukaan

(BT 'A)"BC(ATBT)TA'BT = AT(B'B)CB(AA™Y)BT = ATCBB".
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5.3 Alkeisoperaatiot ja alkeismatriisit

Matriisin rivien ja sarakkeiden kertominen luvulla sekénitai sarakkeen lisaa-
minen toiseen onnistuu kertolaskulla.

1. Rivi kerrotaan vasemmalta sopivalla vaakavektorilla:

(0---0&0---0) G el ) =ad(i)

A
©--010-—-0&0--0] : = — A(L,:) + aA(, ).
J
2. Sarake kerrotaan oikealta pystyvektorilla:
1 0
- E
0
ali = « = aA(:,1)
0
0

Sarakeoperaatio Il niinik&d&an kertomalla pystyvektoria:

1 J 0
S E
1] 2
0 ) .
: = |l = A(:,1) + aA(:, ).
O . .
aly
0
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Esimerkki 5.3.1 Matriisissa

1 2 =3
4 3 7
2 -1 3
operaationR, < R, — 4R, tulos on
1 2 -3
(-4 1 0)l4 3 7]=(0 =5 19)
2 -1 3
ja operaatiorb; < S; + 3.5 tulos
1 2 -3 3 0
4 3 7 0)=119
2 -1 3 1 9

Alkeismatriisit: alkeisoperaatiot matriisituloina
Osoitetaan, etta kdanteismatriisi voidaan laskea meatnislkeisoperaatioihin

I. vaihdetaan kahden rivin paikat
[l. kerrotaan rivi nollasta eriavalla luvulla

[1l. lisatdan riviin toisen rivin monikerta

liittyvien alkeismatriisien valityksella. Menetelmé oteellisesti sama kuin yhta-
|[6ryhman ratkaiseminen Gauss-Jordanin reduktiolla.

Maaritelm& 5.3.2 Neliomatriisi £ on tyypin K alkeismatriisi(elementary mat-
rix), jos se on saatu aikaan suorittamalla yksikkomatriidilekeisoperaatio K,
missa K on I, Il tai lll.

Esimerkki 5.3.3 Matriiseista

010 1 00 10 3
Ey=(10 0], E;=|010|, Es=(0 10
00 1 00 3 00 1
E; ontyyppial, silla se on saatu yksikkdOmatriisista vaihtdena. ja 2. rivi, £, on
tyyppié Il ja saatu kertomalla 3. rivi luvull® E5 on tyyppid lll ja saatu lisddmalla
1. riviin 3. rivi kolminkertaisena.
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Lause 5.3.40lkoon E tyypin K alkeismatriisi jad samaa kokoa kuii.

a) Jos matriisilled tehdaan alkeisoperaatio K, niin tulokseksi saadaan rsiatrii
EA.

b) Jos matriisilled tehd&arsarakkeiden suhteetkeisoperaatio K, niin tulokseksi
saadaan matriisi £.

Todistus. Rivioperaatioita on havainnollistettu jaljempéana.
Todistetaan malliksi a). Jos matriiskrivilla < ovat muut luvut nollia paitsi mah-
dollisestia := e;; ja 3 := ey, niin

(BA)(i,2) = aA(j,2) + BA(K, ). 0
Alkeismatriisissa on kullakin rivilla vahintain yksi mattkorkeintaan kaksi nol-
lasta poikkeavaa lukua, joista ainakin toinenlon

Olkoon £ tyyppia |, ts. saatu matriisistavaihtamalla rivitk ja [. Jokaisella rivilla
on tasan yksi ykkdnen. Muilla paitsi riveilldja [ ykkonen on diagonaalilla, joten
kaavan[(R) mukaan

(EA)(i,:) = A(i, ) kaikillai # k, I.

Rivilla & ykkdnen on sarakkeessg rivilla [ sarakkeessh, joten edelleen kaavan
(2) mukaan

(EA)(k,:) = A(l,:) ja(EA),:) = A(k,:).
E A saadaan siis matriisistavaihtamalla rivitk ja [.

Olkoon E tyyppia ll, ts. saatu yksikkdmatriisisfekertomalla rivii luvulla e # 0.
Siis F on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalilla on ykkdsié&ja= «. Tulossa
E A muut rivit sdilyvéat ennallaan, paitsi

(EA)(1,:) = aA(i, ).

Siis F A saadaan matriisista kertomalla rivii luvulla c.
Tyypin Il tapaus saadaan samaan tapaan kaavdsta (2).
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Rivien: ja j vaihto eli tyypin | operaatio:

E;; A E;;A
1 0 0 0
1 O
7 0 0 0 1 0 0 A(i, ) A(j,:)
0 1 0
1 0
i o 0 1 0 0 of [ 4G A(i,?)
0 0 1
0 0 1
7

Rivin i kertominen luvullax eli tyypin Il operaatio:

Eij A EUA
1 0 0
1 0
i 0 0 a 0 0 A(i,:) | = | @A(q,:) i
0 1
0 0 1
]

Rivin ¢ korvaamineni, <— R; + aR; eli tyypin Il operaatio:

Eij A EZ]A
1 0 0 0
i 0 1 a 0 A(1,:) A(d,:) + @A, :) i
i |0 0 1 0 A7) A(,) j
0 0 0 1
i J
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Esimerkki 5.3.5 Matriisille

1 2 =3
4 3 7
2 -1 3

1 00 1 2 -3 1 2 =3
-4 10 4 3 T7|=10 =5 19
0 01 2 -1 3 2 -1 3

OperaatiaS; < S5 + 35, kertoen alkeismatriisille oikealta:

1 2 =3 1 0 3 12 0
4 3 7101 0)=(4 3 19
2 -1 3 0 01 2 -1 9

Alkeismatriisien kdanteismatriisit

Lause 5.3.6 Alkeismatriisilla £ on kdanteismatriisi ja se on samaa tyyppia kuin
E. Tarkemmin:

Todistus.JosE on tyyppia |, niinEE = 1, silla Lauseef 5.314 mukaan kertomi-
nen vasemmalta vaihtaa alkuperaisen matritsinvit takaisin. Siis~ on itsensa
kaanteismatriisi.

Olkoon E tyyppia Il ja olkoone; = o # 0. Silloin £~! saadaan kertomalla
yksikkdmatriisin/ rivi 7 luvulla é

Olkoon E tyyppia lll ja olkoon rivilla: diagonaalin ulkopuolella;; = «. Olkoon

F matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisigsduku o« luvuksi —a.
MatriisitulossaE F' on pistetuloilleE(k,:) - F(:, k) = 1 kaikilla & € [n], joten
diagonaalilla on ykkoset.

Josk # i, niin E(k,:) - F(:,1) = 0 kaikilla | # k. Liséksi

E(@,:)-F(:;,1) = 0 kaikilla [ # j,
E@i,:)-F(:,j) = a-1+1-(—a)=0.

Siis EF = I. Vastaavasti osoitetaan, effdy = . Siis E—! = I, joka maaritte-
lynsa mukaan on tyyppié 113
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Maaritelm& 5.3.7 Matriisi B on riviekvivalenttimatriisin A kanssa (merkitaan
B ~ A), jos B saadaan matriisistd &arellisen monella alkeisoperaatiolla, ts. jos
on olemassa alkeismatriidit;, £, . . ., E}, Siten, etta

B - EkEkfl e EQElA.

On ilmeista, ett&- on ekvivalenssirelaatio x n-matriisien joukossa; siis

1) A~ Akaikilla A € R™™", (refleksiivisyys)
2) josA ~ B, niin B ~ A. (symmetrisyys)
3) josA~BjaB~C,ninA~C. (transitiivisuus)

Esimerkki 5.3.8 Mitk&a seuraavista matriiseista ovat riviekvivalentteja:

() me(12) =2 )

Ratkaisu. MatriisitA ja B voidaan osoittaa riviekvivalenteiksi keksimalla sopivat
alkeisoperaatiot:

2 1\ Ry _ (3 4\ R, « R,
34/ R ~ \2 1) R« R

(1 3\ R+ R — R,
~ \2 1) Ry« R,
(1 3\ R+ R}

— \4 2/ Ry + 2R}

Menettely muistuttaa hakuammuntaa. Parempi tapa on maiomaiisit redusoi-
tuun porrasmuotoon, josta vastaukset ovat helposti nésistiv

10
P R

13\
(L 1)-c

Siis A ~ B. KoskaC’ 2 I, my6sC' £ [ jasitenA # C. Samasta syyst& # C.

C

12

Tehtava 5.3.9 Maaritd Esimerkissd 5.3.8 tarvittuja alkeisoperaatioéataavat
alkeismatriisit. Ratkaisu sivul[@a®0.
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Esimerkki 5.3.10 Keksi alkeismatriisit, joilla vasemmalta kertomalla

210
A=10 5 1
1 01

muuttuu yksikkématriisiksi (jos mahdollista), ts. oscat#a A ~ 1.

Erés ratkaisu: Muunnetaaf yksi operaatio kerrallaan redusoituun porrasmuo-
toon:

Ry
R, I =
R
Rll <~ R3
RIQ — RQ E1 -
Rg — Ry
R + R
Rl « R, — 2R,
R « R
RIQH — RIQI E3 -
Rl - iRy
R} < RY
R% — RIQH E, =
Ry (S8R
R miD R
RS+ R}
RY + R}
RS < RS — R} Es =
RS + R}
R} + RS
RI + RS

Silloin I = E7E6E5E4E3E2E1A.

Ry
Ry
R

A =

12

12

OO OO R OO R OO OO NOF FPFOO OO

12

12
|
}—‘OO}—‘OOHHOHHHml:HH[\DHHOHHHHO
|
QuUIF O O R OO R OO QUIREFE OO OORFROOFO

12

12

P—‘OOP—‘P—‘OP—‘OH:|WOO)—‘OOHOOOOHHOO

12

OO OO PR OO R OO OO OOF NOF F=ONIN
O O OO OO OO O Ut = Oto +=Oto O ot =

Tehtava 5.3.11 Todista tulon kaantamisen yleistys: jds, As, As, ..., A, ovat
samankokoisia saanndllisia (neli6)matriiseja, niin @ndulo on saanndéllinen ja

(A1 AgAz--- At = At AJTASTAT
Ratkaisu sivulla 91.
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5.4 Yhtaloryhméan ratkaisuista

Tarkastellaan lineaarisen yhtaloryhméds = b ratkaisujen olemassaoloa ja yk-
sikasitteisyytta. Aluksi todistetaan saannoéllisen ntrisupistumissdantd seka
esitetaan sdanndllisyydelle karakterisointeja.

Lause 5.4.10lkoot A € R™", X € R™" ja B € R™*". JosM € R™ ™ on
saannollinen, niin

AX =B <+—= MAX =MB.

Todistus.JosAX = B,onainaM AX = M B. Kaantéen, olkood/ AX = M B.
KoskaM on saannollinen, on olemassa ™! ja se on saannollinen. Mutta silloin
lithnnaisyyden ja oletuksen nojalla

AX = JAX = (M *M)AX = MY (MAX) = (M *M)B =IB = B.

O

Kvadraattinen yhtaléoryhmdx = b ratkeaa nyt periaatteessa helposti, josn
saanndllinen: valitsemalla LauseeSsa 54.X m,r = 1, B = b, X = xja
kertomalla matriisiyhtalé vasemmalta kaanteismathisit = A~! saadaan

Ax=b <= x= A"'b.

Kaytannossa ratkaiseminen tehd&én eliminointimeneti&nmiin, ettda saman-
aikaisesti muunnetaad alkeisoperaatioin yksikkdmatriisikdi ja b vektorik-
si A~'b. Tasséa voidaan kayttaa alkeismatriiseilla kertomistat@iraan Gauss-
Jordanin reduktion matriisimuotoa lahtékohtana yhté&o= Ib.

Lause 5.4.2Neliobmatriisille A ovat seuraavat ehdot yhtapitavia:

(@) A onsdanndllinen (ts. silla on kd&nteismatriisi).

(b) Homogeenisella yhtaloryhmalkix = 0 on vain triviaaliratkaisu (nollavek-
tori x = 0).

(c) Ajayksikkdmatriisil ovat riviekvivalentteja.

Todistus. Olkoon A nxn-matriisi jax n-vektori.
(@)= (b): OlkoonA saanndéllinen. Jodx = 0, niin koskaA~! on olemassa, on

x=A"1"Ax=A"'0=0.
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(b) = (c): Riittaa osoittaa, etta yhtaloryhmahx = 0 redusoidun porrasmuo-
don kerroinmatriisi on/. Redusoitu porrasmuoto nimittain saadaan aina aikaan
alkeismuunnoksia kayttaen.

Olkoon yhtaloryhm&ix = 0 muunnettu alkeisoperaatioita kayttaen yhtapitavaan
porrasmuotooi/x = 0.

Véite. Matriisin U = (u;;) diagonaalilla on vain ykkosia.
Todistus.VastaoletusOlkoonu,;; # 1 jollekin ¢ € [n]. Porrasmuodon perusteel-
la u;; = 0. Kvadraattisuuden nojalla ainakin viimeinen rivi on muotb = 0.
Ax = 0 on taten ekvivalentti sellaisen yhtaléryhman kanssa,ajass vahem-
man yhtaldita kuin tuntemattomia. Lausden 2.8.11 mukagsn yditaloryhmalla
ei-triviaaleja ratkaisuja, mik&a on vastoin oletusta (b).

Koska ylakolmiomatriisi/ diagonaalilla on ykkoset, on selvaé, ettd redusoidussa
porrasmuodossa kerroinmatriisi én

(c) = (a): Oletuksen (c) mukaan on olemassa alkeismatfiigitz,, . . ., £y, joille
A=FEy, - - EyEI =E-- EyE(I).
Koska alkeismatriisit ovat sdanndllisia, dniiden tulona séanndéllinen ja
AV = (B, EBE) ' =E'Ey' B
0

Seuraus 5.4.3Kvadraattisella lineaarisella yhtaloryhmal& = b on yksikasit-
teinen ratkaisu tasmalleen silloin, kunon saanndllinen.

Todistus.1) JosA on saannéllinen, od b ainoa ratkaisu (Lauge 5.4.1).

2) Olkoon yhtaloryhmallédx = b tdsmalleen yksi ratkaisk.
VastaoletusA on singulaarinen. Silloin yhtaloryhmalkéx = 0 on Lauseef5.41.2
mukaan ratkaisa # 0. Olkoony := X + z. Silloin y # X ja osittelulain mukaan

Ay =A(X+z)=AXx+Az=b+0=Dh.

Taten myosy on yhtalonAx = b ratkaisu, mikd on vastoin oletusta 2). Siison
saannoéllinenta

Tehtava 5.4.4 Millainen ratkaisujoukko on lineaarisella yhtaloryhnéll

ry + 233'2 + x3 = 0
2[L‘1 - €T = 0
rT — 3l‘2 — I3 = 0

?

Ratkaisu sivulla 90.
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5.5 Eliminointimenetelma

Saanndllinen neliomatriisit on riviekvivalentti yksikkomatriisin/ kanssa, joten
on olemassa alkeismatriidit;, F», .. ., Fy, joille

Ey---EyEA=1.
Kertomalla tama oikealta kdanteismatriisilla saadaan
Ep---FEyF I = AL

Samat alkeisoperaatiot muuntavat siis matriidigksikkdmatriisiksi ja yksikko-
matriisin kdanteismatriisiksd —!. Kaanteismatriisi voidaan siis laskea seuraavas-
ti:

Kirjoitetaan A ja I vierekkdin ja redusoidaad alkeisoperaatioil-
la yksikkématriisiksi tehden kussakin vaiheessa samatnmaokset
myds matriisillel . Silloin A | I muuntuu muotoor | A~!.

Esimerkki 5.5.1 Lasketaan alkeisoperaatioilla kdanteismatriisi mallgis

1 4 3

A= -1 -2 0

2 2 3

Laajennetaan yksikkdmatriisilla:

1 4 3 1 0 0
-1 -2 0 0O 1 0
2 2 3 0o 0 1
1 4 3 1 0 0
— 0o 2 3 1 1 0
0 -6 -3 -2 0 1
1 4 3 1 0 0
<= 0 2 3 1 1 0
0O 0 6 1 3 1
R
— 0o 2 0 %_% _%
0O 0 6 1 3 1
Looo0 | b
— 0o 2 0 %_% _%
0O 0 6 1 3 1
T i T
— 0O 1 0 i_i _i
o 0 1| b4
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Kaanteismatriisi on siis

N[ = N

[ NN P Y

ATl =

D= = o=

Tehtava 5.5.2 Merkitse operaatiot nakyviin Esimerkin 5.5.1 laskuissa.

Esimerkki 5.5.3 Miten saadaan alkeismatriiseilla yksikkdmatriisista misgit A,
miten A~1, kun

210
A=|0 5 1

1 01
Ratkaisu (paapiirteittain). Viedaan matrii$ialkeisoperaatioilla redusoituun por-
rasmuotoon. Se osoittautuu olevarjoten ratkaisu on olemassa. Olkd6t, F-,
..., E) askeisessa kaytettyja alkeisoperaatioita vastaavatsaikgriisit. Talloin
E,---EyE A= 1,joten

A=E'EyN - B, AT'=E, .- EyE I

Esimerkiksi Gauss-Jordanin reduktiossa nelja ensiméngigtsikkomatriisista
poikkeavaa) ovat tyypin Il alkeismatriisit

100 1 00

Ey= 010], E=[0 10/,
-5 01 0 & 1

1o 0 -1 0
Ey=(0 1 -1, Ei= 10
00 1 0 01

Loput kolme ovat tyypin Il alkeismatriiseja, joilla skatdan diagonaalille ykko-
set:

$ 00 100 10 0
Es=(010], E=|0+ 0], Ez=[01 0
00 1 001 00

11

Tehtava 5.5.4 Suorita matriisinA muunto yksikkomatriisiksi kayttden Esimerkin
alkeismatriisejdz;. Muodosta niiden kaanteismatriisit, ' ja laske A~".
Tarkasta, ettél A~! = I. Ratkaisusta sivulla9O0.
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5.6 Alimatriisit ja lohkotulot
Matriisin osittaminen

Joskus on tarpeen jakaa matriisi alimatriiseihin veta@éllien ja sarakkeiden
valiin rajoja. Nain muodostuu matriisiositus(partition), joka koostuu pienem-
mista erillisista matriiseistéphkoista(block),jotka yhdessa muodostavat koko al-
kuperéaisen matriisin. Tam& mahdollistaa esimerkiksokeheohjelmissa olevien
matriisin kokorajoitusten kiertamisen.

Esimerkki 5.6.1 Osita matriisi

-2 3 -3 4 1 3

3 2 6 1 11
A=]l-5 -3 3 22 -1 2
-1 4 1 2 24

-4 2 7 11 -3 6

niin, etta saat mahdollisimman morta 2-alimatriisia.

Eras ratkaisu: Maaritellaan

-2 3 -3 4 13
-5 -3 3 22 -1 2

Ayp=(—4 2) Ap=(7 11) Az;=(-3 6)

Talléin A voidaan esittad muodossa

All A12 A13
A= AQI A22 A23
A31 A32 A33

Esimerkki 5.6.2 Miten poimitaanA;, edellisesta matriisistd muodossaA(p :
q,7:8)?

Ratkaisu.As, = A(5:5,3:4) = A(5,3: 4).

Matriisitulo vektorimuodossa

Usein ositus tehdaéan jakamalla matriisi riveihin tai s&eagiin. Matriisin A =
(aij)mxn
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— riveja merkittiin A(i, :),
— sarakkeita merkittiim; = A(:, j).

Lause 5.6.3MatriisienA = (a;;)mxn ja B = (b;;)nx, Matriisitulo voidaan esittaéa
rivi- tai sarakemuodossa:

A(l,:)B
A(2,:)B
AB = |
A(m, ) B
— (A(B(:1))" A(B(.2)) A(B(:,r)))
= (Ab; Ab, ... Ab,)

Todistus. 1) Tulon AB i. rivi koostuu skalaarituloistad(z,:) - B(:,7), j =
1,2,...r,ts.
(AB)(i,:) = A(i,:)B.

2) Vastaavasti tulonl B j. sarake muodostuu skalaarituloist&, :) - B(:, j),i =
1,2,...m,ts.
(AB)(:,j) = A(B(:, 7).

O

Lohkotulot

Kun matriisitulon tekijoiden lohkojen dimensiot ovat yatesopivia, voidaan tulo
laskea myos lohkoittain.

Lause 5.6.40lkoon matriisitA = (a;;)mxn ja B = (bi;)nx, OSitettu eli jaettu
lohkoihin

s n—s t r—t
A = k? A11 Alg ja B = S BH Blg
m—k Ay Ay n—s By B
(missa esimAy; on (m — k) x s-matriisi). Silloin
Ay A \( B Bio
AB =
(A21 Ay J\ Ba1 B
_ Ay By + A1eBay A1 Big + A19Bas
Ao By + AgeBay Ag1Big + Ay Bay )
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Todistus. MerkitaanC' := AB = (c¢;;)mxr-

1) Osoitetaan ensin, ettd yo. summat ovat maariteltyja jaduostavat yhdessa
eraanmxr-matriisin D = (d,;). KoskaA;; on kxs- ja By on sxt-matriisi, on
tulo A,; By, méaaritelty ja kokod: x¢. Vastaavasti, on kokoak x (n — s) ja By
kokoa(n—s)xt, joten A1, Bo; on kokoak xt. Summa

Dyy = Ay By + Aja By
on siis kokoak x t. Vastaavasti osoitetaan, etta
Dyy := A1 Bip + A12By
on méaaritelty ja koko& x (r—t). Samoin matriiseista
Day := Ag1 Bi1 + A Bay jJa Dy i= Ay Bia + Az By

Doy on kokoa(m — k) xt ja Das (m — k) x (r — t). N&in tulee maaritellyksin x r-

matriisi
Dll D12
(di}) (D21 D22)

2) Vite. Cij = dij kaikillai € [m],j S [T]
TodistusKannattaa ensin kirjoittaa

Cij = Dy @by = Yoy @by + YL s+1 aitbij
= A(i,1:5)-B(1:s,5)+A(i,(s+1):n)-B((s+1) :n,j)

a) Jos < kjaj <t, niin edellisen mukaan

ci; = An(i,:) - Buls ) + Aw(i,:) - Bal(:,g)
- Dll(i,j) — D(Z,j) — dl]

b) Jos: < k, muttay > ¢, niin

Cij = All(i, I) . Blg(l,j - t) + Alg(i, I) . ng(l,j — t)
= Dl?('iaj - t) = D(iaj) = dj.

c) Jostaas > kjaj < t, niin vastaavasti

Cij = A2l(i - ka 3) : Bll(:aj) + A22(i - k% 3) : B21(3,j)
= D21(i - k7j) = D(iaj) = dz’j-

d) Jos lopuksi > k jaj > t, niin

Cij = Agl(i— ) Blg( — )+A ( k,:)'BQQ(I,j—t)
= D22(’i—7fj—t)= D(i,j) = d;
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Lause 5.6.5Jos matriiseissa

Asl e Ast Btl T Btr

lohkojen dimensiot ovat yhteensopivia, ts. matriisidggaon yhtéa monta saraketta
kuin riveja matriisissay,;, niin

AB =

missa

Oij = Z Aszk]

k=1

Todistus. Samaan tapaan kuin Latse 51614

Esimerkki 5.6.6 Laske lohkoittain tulo

3 -3 4 1 3 1 0 -1
2 61 11 01 2
-3 3 3 -1 2 -1 1 0
4 12 2 4 -2 0 0
2 21 -3 6 11 1

Ratkaisu. Olkoon ensimmainen matrii$ija toinenB. A on jaettu neljdén osaan

ja B kahteen:
Ay A By
A == B e
(A21 A22) <BQ>’
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joten Lauseeh 5.6.5 mukaan tulo lohkoittain on

AnBy + ABy
AB =
<A2131 + A2 By

3 -3 —9 37 3
(2 610)+(—221
= | /33 9 15 2
41 2| + [—2 64
22 2 1176
04 —6
08 11
— |28 11
27 2
139 8

Esimerkki 5.6.7 Oletetaan, etta laskin pystyy kasittelemaan korkeintada-s
alkioisia matriiseja, mutta naita voi olla muistissa jaik&ltivana useita. Miten
voidaan laskea kahddm x 15-matriisin tulo?

Ratkaisu. Olkoon laskettava3, missdaA, B € R!*15, Ositetaan matriisit niin,
ettd alimatriisit ovat enintdén sata-alkioisia. Kahtieojai riita, silla matriiseissa
on 225 alkiota. Ositus voidaan tehda esimerkiksi jakamalla rtri

a) kolmeen osaary vaaka- jaB pystysuunnassa. Tuloksena®f x 5-matriisia,
jotka yhdessa muodostavat tuldii3.

b) neljaan osaan, esimerkiksi molemmat muotoa

10x10 10x5 tai 8x8 8xT7

5x10  5xbH T8 TXT)"
Eri ositusten laskentanopeuksissa voi olla erojal
Esimerkki 5.6.8 Olkoon A € R™*™ muotoa

_(An O
(5 %)

missaA;; € R*** k < n. Osoita, ettdd on saanndllinen jos ja vain jod,; ja
Ass ovat. Mitd onA—1?

Ratkaisu. Merkitaan yksikkomatriisejg, € R™*™,
1) JosA;; ja Ay, ovat saanndllisia, niin lohkotuloa kayttden saadaan

A ON(AR ON_(L O\_,
0 An)\ 0 4Ay)~\o 1,,)~"™
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ja sama tulolle toisinpdain. Tatefion sdannollinen ja
AL O
-1 __ 11
AT = ( O AQ—;)
2) Kaantaen, olkoo saannéllinen jaB := A~!. OsitetaanB samalla tavoin
kuin A:
Bll Bl2
B =
<321 322)

AB:BA:In:(Ik 0 )

Koska

@ ]n—k
All O Bll Bl2 — AllBll AllBl2 — ]
O A22 BQl BQZ A22321 A2QBQ2 "
Bll Bl? All O — BllAll Bl2A22 — ]
B21 B22 O A22 BQlAll BQ2A22 "
Koska kaikkien matriisien vastinosat ovat samaa kokoa, on

AllBll - B11A11:Ik7
A2QBQ2 - B22A22:In—k:7

joten A;; ja Ay ovat saannollisia k&éanteismatriiseindan ja Bas.
Lause 5.6.90lkoon A € R™*" lohkomatriisi muotoa
o A Ap
A‘(o Ag, )’
misséAd;; € R¥*kja Ay, € RF*x(=k) 1 < I < n. Silloin A on sdannéllinen
jos ja vain josA;; ja Ay, ovat saannéllisia.

Yleisemmin: josA € R™*" on lohkoyldkolmiomatriisimuotoa

All A12 A13 T Alk
O A22 A23 Tt AQIC

A= O O A33 s Agk ,
O O O - A

missa kaikki diagonaalilla olevat alimatriisit;; ovat nelibmatriiseja, niinA on
saannollinen jos ja vain jos kaikki diagonaalibloHKi ovat s&danndllisia.

Todistus. Sivuutetaan talla eraél



5.7 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 5.3]9 : a) Kaytettyja operaatioita vastaavat sikatriisit ovat

0 1 1 -1 10
me(o) 2o ) w6 3)

jO”Oin B = EgEgElA.
b) Esimerkiksil = F,F3F;F1 A, missa

1 0 1 -2
Flz( )7 FQZ( 5)7 F3:(
-3 0 1

Esimerkiksi/ = G3G2G1 B, missa

10 10 1 -3
a=(ah) ol ) o6 )

c) EsimerkiksiC’ = Hy H,;C, missa

10 L0
_ — | 2
m=( 1) m=(5 )

Tehtavd 5.4)4: Selvitetdan yhtaloryhman kerroinmatriggannollisyys viemalla
kohti porrasmuotoa:

1 2 1\ R 1 2 1\ R <R
2 1 0| R =~ |0 -5 2| Ry« Ry~ 2R,
1 -3 -1 R3 0 —5 -2 Ré(—Rg—Rl
1 2 1\ R« R,
~ |0 1 2| Rj+ —1iR,
0 0 0) Rl«R,-R,

Kerroinmatriisi ei siis ole riviekvivalentti yksikkomaisin kanssa. Lauseén 5.4.2
mukaan se ei ole sdaanndllinen, ja Seurauksenl5.4.3 nojddla@sole yksikasit-
teistd ratkaisua. Koska silla homogeenisena on ratkais@aakin triviaalirat-
kaisu, on ratkaisujoukon oltava aarettn; porrasmuodastétain nahdaan, etta
vaikkapaz; voidaan valita vapaasti.

Tehtavd 5.5}4: Kaanteismatriisit tyypin Il alkeismatiife saatiin korvaamalla
diagonaalin ykkosesta poikkeava luku kaanteisluvullagypin Il taas korvaa-
malla diagonaalin ulkopuolella oleva nollasta eroava hkstaluvulla. Pitaisi tul-
la
1 5 —1 1
Alt=—| 1 2 =2
Ul 1 10
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Tehtavd 5.3.11 : Matemaattisella induktiolla matriisiskUumaaran suhteen.
I1) Tapaus: = 1 on selva. Tapaus = 2 on Lauseesda 5.2.1 kohta c).

12) n = k (induktio-oletus): Olkoon vaite tosi jollakin arvolla> 2, eli aina, kun
samankokoiset neliomatriisit;, Ay, As, ..., A; ovat saannollisia, niin

(A AgAz - Ap) = At AFTAT AL

I13) n = k + 1: Olkoot matriisitA,, As, As, ..., A, Axs1 Samankokoisia saan-
nollisiap x p-matriiseja. Huomaa, etta naiden ei suinkaan tarvitsesalhaoja kuin
edelld, vaikka niille kaytetddn samoja nimityksia!

Koska naista esimerkiksi matriis;, A», As, ..., A; toteuttavat induktio-ole-
tuksen vaatimukset, niille patee myods induktio-oletukisaava. Liitannaisyyden
nojalla voidaan kirjoittaa

A1A2A3 o 'AkAkJrl = (A1A2A3 o 'Ak)AkJrl

missa sulkulauseke jd;., ovat sd&nndllisid x p-matriiseja. Nain ollen tulo on
saannollinen ja

((A1A2Az -+ Ap)Apr) ™ = AL (A As Ay - - Ap) L
Induktio-oletuksen mukaan tasta:
A (A Ag Ay - A)™h = AL (A ATAYTATY.
Siis vield kerran liitannaisyytta kayttden saamme yhtaens
(AjAsAg - ApAp) ™ = A A ASTATT AT

Tapaus: = k + 1 eli induktioaskel on néin todistettu.
Kohtien 11-3) ja induktioperiaatteen nojalla vaite on tkaikillan € N.
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Jokaiseen reaaliseen neliomatriisiin liittyy eras réakli, matriisindeterminantti
jonka arvo kertoo matriisin singulaarisuuden; matriissorgulaarinen tasmalleen
silloin kun sen determinantti haviaa (eti0). Jos determinantti on l&ahes nolla, on
oltava varovainen mm. kdanteismatriisin laskemises&i phuutos matriisissa
aiheuttaa siina suuren muutoksen ja likiarvoisessa laslssa on yli- tai alivuo-
tojen vaara.

6.1 Determinantin maaritelméa
Determinantti on kuvaus
det =| |: R™™ =R,

joka tassa esityksessd maaritellaan induktiivisesti ggrien determinanttien
avulla. Aluksi kuitenkin ehka jo ennestaan tutut Sarrusiannot (Pierre Sarrus,
Ranska, 1798-1861):

Sarrusin saantd2 x 2- ja 3 x3-determinanteille
Sarrusin saannéikganomme vinoittaistuloihin perustuvia kaavoja

a1 Aa12

= a11Q22 — A12021,
Q21 A22

ail a2 a3
Qo1 G2 Q93 | = 11022033 + (12023031 + Q13021032
a31 32 33

—a31G22013 — (32023011 — (33021012.
Aluksi voi olla helpompi kayttaéa apusarakkeina 1:n ja 2:pikdia:

aij; Q2 Qi3 | AdAix a2
A1 Q22 Q23 | d21 A22
ag1 dazz azz | Az1 aA32
Esimerkki 6.1.1 Lasketaan Sarrusin saannolla:
3 =2
= 3.5—-7-(=2)=2
' - 5 ’ 3:-5—-7 ( ) 9
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2 1 -3
43 2| = 2.3 (=1)+1-2-24(=3)-4-1
2 1 -1
—2.3.(=3)=1-2:2—(=1)-4-1=4,

Sovitaan muutamia determinantin varsinaisessa maaéssinkaytettavia nimi-
tyksia.

a) Reaalilukumatriisin

@11 A2 - QA1 -t Alp
a21 1 17
A= (aij)nxn - :
(0251 Q;j Qin
117 A%
Qn1 Qpj QAnp,

alkiotaa;; vastaava matriisiV/;; on se(n—1) x (n—1)-matriisi, joka saadaan mat-
riisista A poistamalla rivii ja sarakey; siis rivi ja sarake, jollaz;; itse on. Siis

g

117 IV

b) Oletetaan, ettd kokogn—1)x(n—1) olevien matriisien determinantti on jo
madritelty. LukuA;; := (—1)"*/ det(M;}) on alkiona;; kofaktorieli komple-
mentti Luvuistad;; muodostettua matriisia sanotaan usein matriisskofaktori-
matriisiksicof (A).

Esimerkki 6.1.2 Lasketaan matriisin

1 -2 -3
A=|4 -5 6
7 8 -9

rivilla 1 sarakkeessa 2 olevaa alkiota vastaava matriisofaktori.
Ratkaisu. Lasketaan siis alkiotg, vastaava matriist; ja kofaktori A,,:

4 6

Mé:(‘; _S) Am:(—1)3det(Mg):(—1)-'7 =8
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Maéaritelm& 6.1.3 NelidmatriisinA = (a;;) € R™*" determinantton luku

11 a2 - Aip

a a “ .. a
det(A)=1Al=| .

Ap1 Apo - App

joka maaritellaannduktiivisesti kullekin matriisikoollen x n seuraavasti:
1x1-matriisin determinantti (&la sotke itseisarvoon!)

lay1] := an. (3)

2x2-matriisin determinantti maaritellaan rivin 1 ja kofakiw lineaarikombinaa-

tiona

a1 A2
= a1 A1 + a12h12 = a9 — 12021, (4)

Q21 A22

missa kofaktorit sisaltavat yksirivisia determinantteja
3x3-determinantti maaritellaén edelle2r 2-determinanttien avulla

a1 G12 A13

ag Gy az | = apAn +apdn+asis

a31 Gz ass

21 Q22
as1  asg

Q21 A23
a31  a3s3

Q22 (23

g2  A33

= 011022G33 — A11023032 — 112021033
+a12023031 + 13021032 — Q13022031

= an — a12 + a3

(5)

Yleisesti,n xn-matriisin A determinantti maaritellaan induktiivisesti

L aiy, josn - 1’
det(A) = { anAn +apAin + -+ a1 Ay, josn > 1,

missé& summalauseke &nfaktorikehitelmgcofactor expansion

Tehtava 6.1.4 Maarita Esimerkisda 6.1.2 olleelle matriisille

1 -2 -3
7 8 —9

1. rivin alkioita vastaavat matriisit ja kofaktorit, sekdske determinantti.
Ratkaisu sivulla10d8.
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On ilmeista, ett& x 2- ja 3 x 3-determinanttien tapauksessa Sarrusin sdanto on so-
pusoinnussa maaritelmamme kanssa.

Tehtava 6.1.5 Maaritd matriisin

1-A
A= 4 —5—
7

o > N

1
6
2—A

determinantti a) maaritelmén mukaan, b) Sarrusin s&&unoll
Ratkaisu sivull&108.

Varoitus! Suuremmille determinanteille ei ole vastaavaa saanttdleBumat de-
terminantit lasketaan yleensa joko

1) kehittdmalladeterminantti jonkin sarakkeen (tai rivin) suhteen (ks akit@lma
ja Laus€ 6.211) tai

2) eliminointimenetelmalla (ks. Esimerkki6.7.1).

Edellinen merkitsee determinanttilaskun "pilkkomist&iéypienempien determi-
nanttien laskemiseksi, jalkimmainen determinantin maomsta alkeisoperaa-
tioilla yksinkertaisempaan muotoon. Kehittamismeneteitaskutoimitusten maa-
ra nousee jyrkasti matriisin koon kasvaessa (ks. [Luku f&n se ei sovellu suur-
ten determinanttien numeerisiin laskuihin.

6.2 Determinantin kehittaminen

Maaritelméssa determinantti on kehitetty 1. rivin suhteéntéa hyvin voidaan
kayttaa muuta rivia tai saraketta (todistus sivuutetassei&aiheessa)

Lause 6.2.1Neliomatriisin4 € R™»*" determinantti voidaan laskea kehittamalla
se minka tahansa rivin tai sarakkeen suhteen, ts.

n n

det(A) = (=1)"Fay det(My) = Y (—1)"ay; det(M))

k=1 =1

kaikilla i, j € [n]. Merkinvaihtokertoimelld—1)"** patee muistisdanto
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Esimerkki 6.2.2 Laske matriisin

2 -1 0 -3
1 3 0 1
A= 5 0
0 -4 1 2

determinantti: a) méaritelméan mukaan, b) edullisimmailatia kehittamalla.
Ratkaisu. a) Maaritelmdn 6.1.3 mukaan determinantti on

Qdet(Mn) — (—1) det(Mlg) +0- det(Mlg) - (—3) det(M14)
3 01 1 01 1 3 0
= 2/ 2 -1 O|+|—-1 -1 O|+3|—-1 2 -1
—14 1 2 0 1 2 0 —4 1
Nama edelleen maaritelman mukaan:
3 01
-1 0 2 0 2 —1
2 -1 0 3- —-0- +1-
4 1 9 1 2 —4 2 —14 1
= 3 (-2 +(-2)=-8
1 0 1
-1 0 -1 0 -1 -1
-1 -1 0| =1 —-0- +1-
0 1 9 1 2 0 2 0 1
= —2—1=-3
1 3 0
2 —1 -1 -1 -1 2
R R e R
0 4 1 —4 1 0 1 0 —4
= —2-3-(-1)=1

Siisdet(4) =2-(—-8)+(—3)+3-1 = —16.
b) Koska kolmannessa sarakkeessa on kaksi nollaa, keirtséi suhteen:

2 -1 -3 2 -1 =3
det(A)=(-1)|1 3 1|—| 1 3 1|=-34+18=—16.
0 —4 2 —1 2 0
Tehtava 6.2.3 Laske
2 1 -3
0 3 2
2 0 —1

a) maaritelméan mukaan,

b) kehittamalla 1. sarakkeen suhteen,
c) kehittamalla 2. sarakkeen suhteen.
Ratkaisu sivulla10d8.



6.3 Determinanttien laskusééantoja 97

6.3 Determinanttien laskusaantdja

Seuraus 6.3.1Neliomatriisille A ondet(A) = 0, jos
a) sen jokin rivi tai sarake on pelkkia nollia tai
b) siind on kaksi identtista rivia (tai saraketta).

Todistus.a) on ilmeinen, b) harjoitustehtava.

Seuraavat sdanndt on muotoiltu 1. sarakkeelle, muttaarastalos patee mille
tahansa sarakkeelle ja riville.

Lause 6.3.2a) NelidmatriisilleA = (a;;) ja reaaliluvullec patee

cap Qaiz2 - Qip a1 Q2 - QAip

Clg1 Qg2 -+ Agp Q21 Q22 -+ QA2p
= . . . . 9

Clp1 Ap2 -+ App Ap1 Ap2 -+ App

ts. rivista (tai sarakkeesta) voidaan ottaa yhteinended@jterminantin eteen.

/ "
aqq +CL11 aiz - Aip
/ "
Qg1 +0Ao Qo2 -+ Gop
b) : .
/ "
an1+anl Qn2 - Adnpn
/ "
a7 A1z - Ain a7 Q12 - Ain
@/21 Qg2 -+ Q2p i @/2,1 Q2o -+ d2p
/ "
a'nl Ap2  *+ Qpp a'nl Ap2 = Qpp

Todistus.a) Kehitetd&n determinantti 1. sarakkeen mukaan:

cay; Aarz - Qip
C21 Q22 -+ Ag2p

D = . . . .| =canAi +can Ay + -+ cani A,
Clp1 Ap2 -+ Qpp

missa on otettava huomioon, ettd determinantissa alkiaidg kofaktorit ovat
samat kuin;:n. Siis

D= C(CLHAH + CL21A21 +--+ anlAnl) = cdet(A)
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b) Kehitetdan determinantti 1. sarakkeen mukaan ottaesnhia@mioon kofakto-
rien rippumattomuus itse alkiosta:

n

n n
/ " o / "
E (aj+ai)) A = E ay Aqn + E a;y Air-
i=1 i=1

i=1
O

Seuraus 6.3.3J0SA = (a;j)nxn Jac € R, niin tyypin Ill alkeisoperaatio ei muuta
determinantin arvoa:

aip +cap aipz - Qg 11 Q2 - Qip
Q91 + Cagy Qa2 -+ A2y Q21 Q22 --- A2
an1 + Chp2 Qpo -+ App Ap1 Ap2 - App

Todistus. Esitetaan lasku sarakevektorein
A= (ajaz ... a,).
Hajotetaan 1. determinantti Lauséen 6.3.2 laskukaavg@tg)kayttaen:

’a1+ca2 a ... an’ = }al as ... an}+’ca2 a ... a,
= det(A)+clay ay ... a,|.

Seurauksen 6.3.1 mukaan jalkimma&inen haviaa ja tulak:om). O

Lause 6.3.4Determinantin kahden rivin (tai kahden sarakkeen) patdhkajaih-
taminen muuttaa determinantin vastaluvuksi.

Todistus. Seuraukseh 6.3.3 mukaan determinantin arvo sailyy tyyipimuiun-
noksissa:

(ay a1)—(az—a; a;)—(ay—a; ay)—(—a; ay).

Olkoon A = (a;),«, ja B matriisi, joka on saatu matriisista vaihtamalla sarak-
keeta; ja a; keskenaan.

det(B) = |a; ... a; ... a; ... a,|
= ’al oA ..o ... an’
= |a ... aj—a ... a+(aj—a) ... a,]
= ’al o (aj—a)—a; ... oa; ... an}
= ’al - A -V an}:(—l)}al - 1

Lausee 6.312 a) mukadnt(B) = — det(A). O
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Lause 6.3.5Neliomatriisille pateelet(A) = det(AT).

Todistus. Induktiolla: 1) Vaite on tosi x 1-matriiseille.

2) Oletetaan, etta vaite patderivisille neliomatriiseille. OlkoonA = (a;;)

(k++1)-rivinen neliomatriisi. MatriisitA ja A" = (a;;) ovat kuvar IB mukaiset.
Alkiota a;; vastaava matriist‘} koostuu alimatriiseist#; ja B, ja vastaavasti
alkiotaa}, vastaava matriist}T niiden transpooseistB? ja BI. Selvasti (ks.

Kuva[l3) .
Mﬁ = (M{‘})T.

(k+1)x(k+1) 7,,gif1,),>f(,ki]) 777777
a;.|— | T
e ‘ B
A= : i AT= aﬁ
B, | B, | O
: I T
\\ 1 B,
MAERka o

Kuva 13: Matriisiend ja AT determinanttien kehittamisesta

Maaritelméan mukaan kehitettyna

k+1
det(A) =Y ay;(—1)" det(M;}).

j=1
Matriisit M{‘} ovat kokoak x k, joten induktio-oletuksen ja edell&d todetun mukaan

det(M{)) = det((M{)T) = det(MA"),
k+1
det(A) = Y ay(—1)" det(M]}).

j=1

Koskaay; = a3, kehitelman oikea puoli odet(A™) kehitettyna ensimmaisen

sarakkeen mukaan, toisin sanoen

k+1 k+1

det(A) = Z arj(—1)"" det(M{}) = Z a’y (—1) 1 det(MA") = det(AT).
j=1 j=1

Induktioperiaatteen mukaan vaite on tosi kaikenkokasikliomatriiseille D
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Lause 6.3.6J0SA = (a;;),x, ON yl&- tai alakolmiomatriisi, niin determinantti on
paalavistajan alkioiden tulo, eli

det(A) = H Qi = 11922 * * * App, -
=1
Todistus. Harjoitustehtava

6.4 Alkeismatriisien determinantit
Yksikkématriisin determinantin arvo on Lausden 6.3.6 nawka

Lause 6.4.10lkoon E on alkeismatriisi jav # 0 luku, jota on kaytetty kertoime-
na matriisiaZ muodostettaessa. Silloin

—1, josFE ontyyppial,
det(E) = «, Jos FE ontyyppia ll,
1, josE ontyyppia lll.

Todistus. Tyypin | alkeismatriisille vaite seuraa Lausedsta 6.3:pin 1l matrii-
sille Lauseesta 6.3.2 ja tyypin Il matriisille Seurauksf&3.3.0

Seuraus 6.4.2J0osA onnxn-matriisi ja £ samankokoinen alkeismatriisi, niin
det(FA) = det(E) det(A) = det(AE).
Yleisesti, joSE1, . . ., E, ovat alkeismatriiseja, niin

det(E; - -+ ExA) = det(Ey) - - - det(Ey) det(A) = det(AFE; - - - Ey).

Todistus. EA on matriisi, joka on saatu suorittamalla matriisilesama riviope-
raatio kuin muodostettaessa yksikkdmatriisistaKyseinen operaatio aiheuttaa
determinanttiin saman muutoksen kuin kertominen luviddtg £).

Tarkemmin: Olkoorp := det(A). JOSE on tyyppia
l, niin det(EA) = —pjadet(E)det(A) = (—1)p (Lausd6.314)
Il, niin det(EA) = apjadet(E)det(A) = ap (Lausd 6.3.2)

1, niin det(EA) = pjadet(F)det(A) = p (Seuraus 6.313).
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Vastaavalla tavalla sarakeoperaatioille. Yleinen tapgadsstetaan induktiolla tai
kayttaen toistuvasti tulon liitannaisyytta:

det(El) det(E2 E3 s Ek; A)
det(Ey)det(Ey (Es- -+ Ey A))
= det(E))det(Es) det(Es (Ey- -+ Ex A))

; det(E,) det(E,) - - - det(E},) det(A).

Huomaa, etté prosessi vaistamatta paattygskeleen jalkeenn

6.5 Determinantti ja sdannollisyys
Lauseef 6.4]1 mukaan alkeismatriisin determinantti otasta poikkeava.
Lause 6.5.1NelidmatriisiA on sdanndéllinen jos ja vain jakt(A) # 0.

Todistus.On samanarvoista osoittaa, etta neliomatrigin singulaarinen silloin,
ja vain silloin, kundet(A) = 0.

Olkoon A muunnettu alkeismatriiseja; kayttden porrasmuotoon
U=FE.E;_1---FA.
Seurauksen 6.4.2 nojalla
det(U) = det(Ey) det(Fg_1) - - - det(Er) det(A),

missa alkeismatriisien determinantit ovat nollasta pe#ka. Siislet(A) = 0 jos
javain josdet(U) = 0.

1) Jos A on singulaarinen, on vastaavalla homogeeniyhtaldhia = 0 ei-
triviaaleja ratkaisuja. Taten matriisth viimeinen rivi on pelkkia nollia ja
det(A) = det(U) = 0.

2) Olkoondet(A) = 0.

Antiteesi: A on sdannollinen. Silloin myds olisi sdanndollinen ylakolmiomatriisi,
jonka diagonaalilla on ykkoset. Oligiet(U) = 1 ja sitendet(A) # 0, mik& on
ristiriita oletuksen kanssa. Sii on singulaarinena
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Tehtéava 6.5.2 Onko yhtaloryhmalla

Ty + 219 4+ 3x3 + 4xy = 5
6xy + Txes + 8xrz3 + 924 = 10
11y 4+ 1229 + 1323 + 14zy = 15
1621 + 1729 + 18x3 + 1924 = 20

yksikasitteinen ratkaisu? Onkohan ratkaisuja ollenkdatRaisu sivulla_109.

6.6 Tulon determinantti

Alkeismatriisien tulon determinantti voitiin laskea det@nanttien tulona. Sama
patee yleisestikin.

Lause 6.6.1J0sA ja B ovatn xn-matriiseja, niin
det(AB) = det(A) det(B).
Koska oikealla on lukujen tulo, on mydst(BA) = det(A) det(B).
Todistus. 1) JosB on singulaarinen, niill B on singulaarinen (harjoitustehtava),
joten vaite on tosi Lause€n 6.5.1 nojalla (molemmat puaéia).

2) JosB on saanndllinen, niin se on Lausden 5.4.2 mukaan esitettd\alkeis-
matriisien tulonaB = F, - - - E},. Seuraukseh 6.4.2 nojalla

det(AB) = det(AFE; - - - Ey) = det(A)(det(E) - - -det(Ey)) = det(A) det(B).
O
Seuraus 6.6.2JosA on saannollinen neliomatriisi, niin

1
~ det(A)

det(A™1)

TodistusKoskaAA~! = I'jadet(I) =1, on
1 =det(A'A) = det(A ") det(A).
0
Seuraus 6.6.3Jos samankokoisille neliomatriiseilleja B on
AB =1,

niin A on saanndllinen jal ! = B.

Todistus. Harjoitustehtava
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6.7 Eliminointimenetelma

Determinantin laskeminen kehittdmismenetelmalla vggensa runsaasti lasku-
toimituksia. Determinantti voidaan laskea myds muuntéasd alkeisoperaatioil-

la ylakolmiomuotoon (vrt. Laude 6.3.6). Tassa tarvitaaorhattavasti vahemman
laskutoimituksia.

Jos A on singulaarinen, on sen ylakolmiomuodossa rivi nolligka@sesti diago-
naalilla on noll(i)a. Talldindet(A) = 0, mik& paljastuu seuraavassa prosessissa:

MuunnetaamA determinantin sisélla yldkolmiomuotoon kéayttéen ri-
vioperaatioita (tai sarakeoperaatioita) | ja Ill. Operadli ei muuta
determinantin arvoa, mutta operaatiossa | on muistettetermmhinan-
tin etumerkin vaihtuminen. Saadun yldkolmiomatriisinefetinantti
on Lauseen 6.3.6 mukaan lavistéjan tulo.

Esimerkki 6.7.1 Lasketaan determinantti

2 -1 0 =3
13 0 1
-1 2 -1 0
0o -4 1 2

eliminoimalla alkaen rivien ja sarakkeiden vaihdoillaihdetaan 1. ja 3. rivi, 2.
ja 4. rivi seka sitten 1. ja 3. sarake:

2 -1 0 -3 —1 2 —1 0 —1 2 -1 0
1 3 0 1| | 0 -4 1 2| 1 -4 0 2
-1 2 -1 o | 2 -1 0 =3 | 0 -1 2 -3
0 —4 1 2 1 3 0 1 0 3 1 1
Lopuksi viedaan ylakolmiomuotoon tyypin Il alkeisopetiadla:

-1 2 -1 0] Ry -1 2 -1 0] R}

1 -4 0 2| Ry 0 -2 -1 2| R,

0 -1 2 -3/ Rg | 0 -1 2 -3| R,

0 3 1 1| Ry 0o 3 1 1| R}

-1 2 -1 0| R!

- 0 -2 -1 2| Ry

|0 0 % —4| Rj

0 0 —5 4| RJ

-1 2 -1 0| R

- 0 -2 -1 2| RY

- |0 0 3 -4 Ry

0 0 0 2| R/

= ~(-1)(-2)-3-¥=-16
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Tehtava 6.7.2 Merkitse nakyviin esimerkin 6.7.1 operaatiot.
Ratkaisu sivull@109.

6.8 Laskutoimitusten maarista

Verrataan determinantin laskemiseen tarvittavien lask(pnaksimi)maaria kehittamis-
ja eliminointimenetelmissa. Olkodt* ja K* kehittamismenetelman jg¢ ja K¢
eliminointimenetelman yhteen/vahennys- ja kerto/jagkilgen maarat laskettaes-

san xn-determinanttia.

Kehittdmismenetelméasdietyn m x m-determinantin laskeminen siséltéaéko-
faktorin (m—1) x (m—1)-determinantin) kertomisen luvulla ja néiden tulojen yh-
teenlaskemisen (merkinvaihtoterrfi-1)"*/ merkitsee yhteen- tai vahennyslas-
kua). Nain saadaan palautuskaavat

Yrg = erﬁfl_}_(m_l)u YVQk = ]-7
Kk = mKF_, +m, Ky = 2

joista saadaan mitka taharsg ja K~.
Eliminointimenetelméllevoidaan johtaa palautuskaavat (vrt. Esimefkki 6.8.1).

Yoo o= Yo+ (m-1)% Yo = 1,
K, = K¢ +(m—1)m+1, K5 = 3.

Induktiolla voidaan todistaa suorat kaavat

n

YE = n!—l‘Yne = nn-1)(2n-1)

=)

Kkt = — (n—1)(n*+n+3)

3
W=

Nahdaan, etta suurilla menetelmien erot ovat valtavat:

YFanl | KE~1.7n
€ ~v l 3 er\./l 3
Yn N3TL ‘angn

Esimerkiksi arvollan = 20 maarat ovat

Yk =243-10%, K& =4.18-10%,
Y = 2470, K5, = 2679.
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Esimerkki 6.8.1 Eliminoinnissa olkoon edetty sarakkeeségjolloin tyypin IlI
operaatioita tarvitsee suorittaa vain vektorelle:= A(j,i+1 : n):

a1
0 929
0
0 0 Qi i Ain, B;
0 0 Giyki Aitk,j Qitkn | Bitk
0 0 Api nj Ann B,

.:nnen vaiheen yhden alkion, ; ; nollauksessa

a/. .
/ i+k,i
Bl < By — B;

i

tarvitaann — i + 1 kertolaskuan — i yhteenlaskua ja yksi jakolasku. Vaiheessa
i tarvitaan kaikkiaarin — i)(n — i 4 1) kertolaskua jgn — i)(n — i) yhteenlas-
kua. Koska vaiheita on = 1, 2, ..., n—1 ja lopuksi on laskettava tulp["_, a;;,
yhteenlaskuja on

(n—1)2+(n—2)2+~~+22+12:Z(n—z’)Q:én(n—l)@n—l)

i=1

ja kertolaskuja

(m—1n+n-2)n—1)+ -+ +2-3+1-24+(n—1)

= Y (n—i)n—i+1)+(n—1)

i=1
1
= g(n —1)(n* 4+n +3).

Viimeisten muotojen todistaminen kay esimerkiksi indaké.

Tehtava 6.8.2 Todista induktiolla Esimerkin 6.8.1 kertolaskujen maéaskeva
tulomuoto.

Ratkaisu sivull& 109.
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6.9 *Lohkomatriisien determinanteista

Tarkastellaan lohkomatriisien determinantteja. Muistametta ylakolmiomatrii-
sin determinantti saatiin diagonaalialkioiden tulonau(€6.3.5). My0s lohkoyla-
kolmiomatriisin determinantti on saatavissa nain, mil@ikodiagonaalilla olevat
matriisit ovat nelibmatriiseja.

Lause 6.9.10lkoon A € R™*™ lohkomatriisi muotoa
o Ay Agg
missaA;; ja Ay, ovat neliomatriiseja. Silloin
det A = det Ay, - det Ayy.

Yleisemmin: josA € R"*" on lohkoyldkolmiomatriisimuotoa

A A A oo A
O Ay Axz -+ Ay

A= O O Az --- Ay ,
O O O - A

missé diagonaalilla olevat alimatriisit;; ovat neliomatriiseja, niin

All A12 A13 e Alk‘
O A22 A23 e AQk‘
@ O A33 e ABk = det AH - det AQQ -+ det Akk:
O O O - A

Todistus. Sivuutetaan talla eraél
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6.10 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 6.1)4: Vastaavat matriisit ja kofaktorit ovat

-5 6
My = ( 3 _9)7 An
4 6

My = (ﬁ 6), Ay = <_1ﬁdm4wag::(—m.'7 _9’::78

-9
4 -5 4 -5
M13 = <7 8), Alg = (—1)4 det(Mlg) =1- ' 7 ] ’ =67

-5 6

det(A) =1+ (=3) 4 (—2) - 78 + (—3) - 67 = —3 — 156 — 201 = —360.
Tehtavd 6.1]5: a) maaritelman mukaan

1=\ 2 1
4 —5-) 6 :(1—)\)‘

7 8 22—

—5-A 6 46 4 —5-A
3 2—/\‘_2‘7 2—A‘+1‘7 3 ‘_

b) Sarrusin saannolla taas aloitetaan

1-A 2 1
4 —=5-X 6 | = (1=A)(=5=A)(2=A) + 2:6:7 + 1.4-8
7 8 2-)
—7(=5=A)1 — 8:6-(1=A) — (2=\)-4-2 = ...

Molemmilla tavoilla saadaan lopputulos
det(A) = =\ =222+ T6 )\ + 77.

Tehtavd 6.2]3: a) maaritelman mukaan:
2 1 -3

03 2|=2/3 2_q|Y 2 +(=3) U3 64t 18=16
0 —1 2 —1 2 0
2 0 —1
b) kehittdamalla 1. sarakkeen suhteen:
21 =3
03 2[=2/2 -0l P42l Pl- 6-0122-16
5 0 1 0 -1 0 -1 32

c) kehittamalla 2. sarakkeen suhteen:

21 -3
03 2 :—1’
20

-1

0 2 2 -3 2 -3
2 —1’ 3’2 —1’ 0’0 2

’:4+3(—2+6):16
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Tehtavd 6.5]2: Kvadraattisella yhtaloryhmalla on yksiltémen ratkaisu jos ja
vain jos kerroinmatriisi on sdannéllinen (Seuraus®.48)A puolestaan tapahtuu
tasmalleen silloin kun sen determinantti gn0 (Lause[6.511). Determinantissa

voidaan tehda yhtaikaa tyypin Il operaatiot

1 2 3 4| R 1 2 3 4
6 7 8 9| Ry |5 5 5 5
11 12 13 14| Ry |11 12 13 14
16 17 18 19| Ry 5 5 95 O

R/1<—R1
R/2<—R2—R1
R/3<—R3
Rg<—R4—R3

Determinantissa on kaksi identtisté rivia, joten Seurank&3.1 nojalla determi-
nantti= 0. Siis ei ole yksikasitteista ratkaisua, ts. ratkaisujaolta 0 tai enem-
man kuin yksi. Viemalla yhtaloryhma porrasmuotoon nahgda#a ratkaisuja on

aarettomasti.
Tehtavd 6.7]2: Loppupuolen operaatiot

-1 2 -1 0| Ry -1 2 -1 0
1 -4 0 2| Ry 0 -2 -1 2
0 -1 2 -3|Ry | 0 -1 2 -3
0 3 1 1| Ry 0 3 1 1

-1 2 -1 0
- 0 -2 -1 2
-0 0 3 -4

0 0 -1 4

-1 2 -1 0
B 0 -2 -1 2
-0 0 2 —4

o 0 o L&

Tehtav46.812: Induktiollpn = 1]0 - 1 = 0, kunnossa.

Rll — R

RIQ — R2 + R1
RIB < Rg

Rﬁl — R4

R} < R}

R} < R,

Ry + R, — %R’Q
R} < R, + 3R,
R < RY

RY < R}

RY «— R}

R} < Rj+ Ry

n = k|Induktio-oletus: vaite pitdd paikkansa arvaligllakin k& € N, ts.
(k=1)k + (k=2)(k=1) + - 4+2-34+1-2+ (k=1) = 2 (k — 1)(k* + k + 3)

Arvolla k+1 vaitteen oikea puoli on

sh((k+1)2 4+ (k+1) +3) =3k + k> + 2 k.

Vasen puolitaas oh(k+1)+ (k—1)k+(k—2)(k—1)+- - -4+2-3+1-24+(k+1—1),
jossa sopivasti ryhmitellen paastaan kayttdmaan inchdtétusta:

k(k+1) + [(k—1)k+ (k=2)(k—1)4+---+2-3+1-24+ (k—1)]+1

(k=D +Ek+3)+k(k+1)+1 =3k +k + 3k
Induktioperiaatteen nojalla vaite patee kaikilla luorisdla luvuilla.

= —16.
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Saannollisen matriisin kdanteismatriisi voidaan laskeya lofaktorien matriisin
ja determinantin avulla. Jos kvadraattisella yhtaloryhdndn yksikasitteinen rat-
kaisu, se voidaan laskea determinantteja kayttdu&@amerin sddnndavulla (ks.

Luku[Z.3).

7.1 Kofaktori- ja liittomatriisi

Olkoon A = (a;j)nxn Ja merkitaan edelleen alkian; kofaktoria
Ay = (=1)"™ det(Mj),

missa),;; on saatu matriisista poistamalla rivi; ja sarakej.

Tehtava 7.1.1 Laske matriisinA kofaktorimatriisicof (A), siis matriisi, joka saa-
daan korvaamalla matriisiA alkiot niiden kofaktoreilla, kun

30 1
A=|-2 5 2
3 2 =2

Ratkaisu sivull&116.
Apulause 7.1.2 Kofaktoreille patee kaikilla, j € [n]

det(A), kuni=j,
ainAji + apdjy + -+ ainAjn = { 0, kuni # j.
Todistus. Josi = j, kyseessa on determinantin kehittdminen rivisuhteen.
Olkoon toiseksii # j. Olkoon A* = (aj;) matriisi, jossa matriisind rivi j on
korvattu rivillas, siis

aix Q2 - Qi apn G2 - dip

an Qg v Qi |0 i Qg Qi | A(4 )
A= : A* = [

a1 Qjo Qi Qjn | J an Qi g i | Al)

Ap1 QAp2  **° Qpp Ap1 Qp2 - App
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Lauseeri 6.3]1 a) mukaakt(A*) = 0. Toisaalta, kun lasketaatet(A*) kehit-
tamalla rivin j suhteen ja otetaan huomioon, ettg, = A7 (rivin j sisalto ei
vaikuta kofaktoreihin!), saadaan

k=1 k=1 k=1

Siis vaite patee myds arvoilla# j. O

Maaritelm& 7.1.3 NelidmatriisinA = (a;;),x» adjungoitu matriisieli liittomat-
riisi on samankokoinen neliomatriisi

All A21 Tt Anl
Ay Agy - A,

adj(A) := ,12 _22 : = cof (A)T.
Aln A2n T Ann

jossa matriisind alkiot on korvattu kofaktoreillaan ja suoritettu transpaonti.

7.2 Kaanteismatriisin laskeminen liittomatriisin avulla
Lause 7.2.1Saanndlliselle neliomatriisillél on

-1 _ 1 .
A = madJ(A).

Todistus. Apulauseestd 7.1.2 seuraa, ettd tulomatriisitadj(A)) diagonaalilla
on luvutdet(A) ja muualla nollat, nimittéain

ai;p Aaig - Qyp All A21 v Ajl Ce Anl
Qo1 Q2 - A2y A Agp -+ Ajp oo Ay
A(adj(A)) = o a e an
An1 Qpa  * -+ Qg Ay Asy oo Aj oo Apn
det(A)
det(A) 0
B = det(A) 1.
0 det(A)
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Siis A (adj(A)) = (det(A)) I. Koska A on saanndllinen, on olemassa! ja
det(A) # 0. Kertomalla yhtald vasemmalta kéénteismatriisilla jaajakalla lu-

vulla det(A) saadaan
1

det(A)

adj(A) = A%
O

Tama teoreettisesti sieva tulos ei ole kaytannon laskkisgm miellyttava; sii-
na joudutaan laskemaaii kpl (n—1)x (n—1)-determinantteja seka tietysti yksi
kokoan xn.

Tehtava 7.2.2 Laske Tehtavahn 7.1.1 matriisih kaanteismatriisi. Ratkaisu sivul-
la[116.

Esimerkki 7.2.3 Laske liitto- ja kaanteismatriisi matriisille

2 -1 0 =3
1 3 0 1
A= -1 2 -1 0
0 -4 1 2

Ratkaisu. Esimerkis$a 6.7.1 on laskettti(A) = —16. Liittomatriisia varten on
laskettaval 6 kappletta3 x 3-determinantteja:

301

Ay = +| 2 =1 0|=-6+2—4=-8,
4 1 2
1 1

Ap = —|-1 =1 0|=—(-2-1)=3,
0 1 2
-1 0

Ay = 4| 1 3 0|=-6-1=-T.
-1 2 -1

Adjungoitu matriisi saadaan asettamalla luvyjf sen sarakkeiksi; kaanteismat-
riisi puolestaan edelleen jakamalla determinantilla:

-8 -8 —8 -8
1 1 3 -1 5% 5

-1 _ : —_
A7 = —16 adj(A) 16| 14 6 34 18

-1 -5 -7 =7
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7.3 Yhtaloryhméan ratkaisu Cramerin sdannolla

Olkoon Ax = b kvadraattinem xn-yhtaldryhma. Seuraavassa ratkaisumene-
telméssa joudutaan pahimmillaan laskemaan 1 kappalettan-rivisia determi-
nantteja. Mutta jos Cramerin sdantoa (Gabriel CramertSy&ir04-1752) kayte-
taan esimerkiksi lineaarisen differentiaaliyhtalon waéten variointimenetelmas-
s, jossa sisaltda vain yhden nollasta poikkeavan luvun, joudutaskdmaan
vain yksin-rivinen jan kappalettgn—1)-rivisia determinantteja.

Lause 7.3.1(Cramerin sdanio Olkoon A € R™" saannollinen matriisi ja
b € R”. Olkoon A; matriisi, joka on saatu matriisistd korvaamalla sen sara-
ke i pystyvektorillab. YhtaloryhméanAx = b ratkaisunx = (z; - --z,)T alkiot
ovat silloin

~ det(A)’

xZ; 221,2,71

Todistus.Olkoona := det(A). Silloin « # 0, ja

All A21 ‘o Anl b Zy
Arg Agp 0 Ap b1 2

2
1 L : |
_ -1y, _ = 1 = — ' : - .
x=A""b= o adJ(A) b a Ali AQZ‘ ce Am Li

Siisz; = L (Auby 4 Agiby + -+ + Apibn) = = (300 brAri).
Toisaalta, kun matriisinl sarake on korvattu vektorillab:

a; @iz - by oo oa,

Az azy - by - ag,
Ai =

Ap1 Apo - bn s Qpp

niin kehittdmalla sarakkeensuhteen
det(A;) = b1(Ai)1i +b2(Ai)oi + -+ b (Ai) i = Z b (A i

Mutta tdssd A; ), = Ay, kaikilla k ja siten

BT (; e kl) det(A)
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Esimerkki 7.3.2 Ratkaise yhtaléryhméa

ry + QI‘Q — T3 + Ty = 1
3r1 + 4x9 + x3 — w14 = 2
2[L‘1 — To — 31‘3 + 21‘4 = 4

r1 + 319 + 223 — x4 = 0

Ratkaisu. Kaytetaan Cramerin saantoa. Yhtaloryhnmanmatantti on (tarkasta!)

1 2 —1 1
3 4 1 -1
det(A) = 5 _1 _3 9|= 12.
1 3 2 —1
Siis esimerkiksi
1 2 1 1
1 3 4 2 -1 1
T3 = ==
det(A) |2 -1 4 2 2
1 3 0 -1
Muut arvotovate; = 2, 2o = — 3 jazy = 1.

Tehtava 7.3.3 Ratkaise Cramerin saanndlla yhtaloryhma

T + To + z3 = 0
3.1’1 + 233'2 — 433'3 =1
rr — ) + 233'3 = 2

Ratkaisu sivulla 176.

Pohdiskeltavaa.Miten voisi yrittaa ratkaista alimaarattya yhtaloryhméaaGe-
rin saantéa kayttaden? Onnistuuko aina, jos ratkaisuja akeile aikaisemmin
esiintyneiden Esimerkkien ja Tehtavien avulla. Enta yknd@tya yhtaloryhmaa?
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Cramerin sdanto vakioiden varioinnissa

Lineaaristen differentiaaliyhtéldiden ratkaisemisegsgoiden varioinnilla tulee
vastaan mm. seuraavanlaisia yhtaléryhmia:

Esimerkki 7.3.4 Ratkaise funktioff;, f; ja f3 ryhmasta

BE o afa) + @fix) = 0
— % +  fo(z) + 2zf3(x) 0
2hizi + 2fs(x) = 2F

Ratkaisu. Taman lineaarisen yhtaléryhméan determinantti

2

oo
6
D)=|-% 1 2z|=-=%#0
x
% 0 2

kaikillaz # 0, joten f1(x), fo(z) ja f3(z) voidaan ratkaista arvoilla # 0. Koska
oikea puoli siséltda nollia, kannattaa kayttad Crame@mi, esimerkiksi

1 0 z a? zlnz
D=5 e & 217

Vastaavasti saadaan (kay itse lapi sivuutetut laskut!)

Inxz Inz

fo(x) = o fa(x) = a2



7.4 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 7.1]1: Kofaktorit ovat

5 2 -2 2 -2 5
All - + 2 _2 - _147 A12 - 3 _2 - 27 A13 - _'_ 3 2 — _197
0 1 3 1 3 0
Ay = — 9 _9 =2, Ay =+ 3 _9 = -9, Ay =— 3 9 = —0,
0 1 3 1 3 0
A31=+5 9 =5, Ap=- _9 9 = -8, Ay =+ 9 5 = 15.
Kofaktorimatriisi on siis
—-14 2 —-19
cof(A) = 2 -9 -6
-5 -8 15
Tehtavd 7.2]2: Voitaisiin tietysti laskea esimerkiksi LuNG.7 eliminointimene-
telmalla. Mutta kun nyt liittomatriisi on kofaktorimatsin transpoosi:
—-14 2 =5
adj(A) = cof (A)T = 2 -9 -8
-19 —6 15
ja helposti saadaan lasketukisit(A) = ... = —61, kannattaa kayttaa Lausetta
[7.2.1:
1 L [~ 2 5
A7l = adj(A) = — 2 -9 -8
det(A) =61\ _19 _¢ 15
Tehtavd 7.313: Yhtaloryhman kerroinmatriisin
1 1 1
A=|3 2 —4
1 -1 2
determinanttilet(A) = —15. Ratkaisut saadaan siis osamaarina
0 1 1 1 0 1
1 2 —4 31 —4
2 -1 2 —15 1 1 2 2 15 1
T get(A)  —15 . 0 T T det(4)  —15
1 1 0
3 2 1
1 -1 2 0
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8 SOVELLUTUKSIA

8.1 Lineaarisista malleista
Suoraan verrannollisuus

Oletetaan, etta suureriippuu suureistar ja y affiinisti, ts. z = azx + by + c.
Olkootz; = axy + byy + ¢ ja zp = axs + by, + ¢ ja merkitd&n suureiden vastaavia
muutoksia

Ax :=x9 — 11, Ay:=ys—1y1, Az:=29— 2.
Silloin muutosriippuvuus
Az = aAx + bAy
on lineaarinen. Merkittavaa tassa on, eMa ei riipu siitd, misté arvosta (tai y)
muutos tapahtuu, vaan vainuutoksen arvostd’leisemmin:

Maaritelm& 8.1.1 Olkoonx = (x1, s, ..., x,). JOS suureel’ = f(x) muutos-
riippuvuus on lineaarinen, ts.

AY = a1Ary + a0Axs + - - + a, Az,
onY suoraan verrannollinen muuttujiin;.

Huomautus 8.1.2a) Jos yllaAz; # 0 ja muut muuttujat pidetaan vakioina, on
muutossuhde vakicg: = a;.

b) Kéaytannon esimerkeissa riippuvulis= f(x) on usein suoraan verrannollinen
vain joidenkin muuttujien suhteen tai ei yhdenkaan.

c) Voidaan osoittaa, etta suoraan verrannollisuus on v&safs ja vain jos riip-
puvuusY = f(x) on affiini.

Esimerkki 8.1.3 Oletetaan, ettd juna liikkuu tasaisesti kiihtyvalla nopelia ja
on hetkella& = 0 paikassa, jossa sen vauhti on,. Jos kiihtyvyys om, junan
vauhti ja paikka hetkell& ovat

= v+ at,
s = 8o+ vot + 12at>.

Riippuvuusv = o(t) on affiini ja vastaava muutodv = v — v, lineaarinen.
Vauhti on siis suoraan verrannollinen aikaan. Jos aika¥alj pidetaéan vakiona,
paikkas = s(vg) on suoraan verrannollinen alkuvauhtiy Sen sijaan riippuvuus
s = s(t) ei ole affiini, vaanpolynomiaalinentéassa tapauksessa neliollinen.
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8.2 Lineaarinen yhtaléryhma mallina

Esimerkki 8.2.1 Asiakas tilaad senttilitraa liuosta, jossa pitad ol¥d prosent-
tia ainetta A, ja joka tulee sekoittaa kahde3taja 10-prosenttisesta liuoksesta.
Kuinka paljon naita tarvitaan?

Ratkaisu. Olkoot liuosmaaré;, I3, ja [1o. Liuosten kokonaismaara tasmaa, kun
l34 4+ 110 = lo5. TOINeN sitova yhtald saadaan vaatimuksesta, etta aiAgiitia
olla 0.25/y5. Saadaan yhtaloryhma

lag + lip = los
0.34ls, + 0.100p = 0.250ys

Ratkaisuksi saadaan helpaisii = 2.5 ja ;o = 1.5 senttilitraa.

Tehtava 8.2.2 96-prosenttista ainetta 1 on puoli litraa ja laimennuséan? riit-
tavasti. Kuinka paljon 40-prosenttista sekoitusta n&si#daan? Ratkaisu sivul-

la[128.

Esimerkki 8.2.3 Erddssa kaupungissa on mitattu yhden korttelin ympasatos
kuvan14 mukaisia keskimaaraisia likennemaaria/tungsedset kadut ovat yksi-
suuntaisia. Mita voidaan sanoa likennemaarista

610 A X D 640

- - -
le x4T
X
520 B 3 C 600

Kuva 14: Esimerkifn 8.2]13 likennemaarat

Ratkaisu. On jarkevaa olettaa, ettd kuhunkin risteykselee tyhta paljon ajoneu-
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voja kuin siitd [ahteekin. Muodostetaan siis risteystdd@hnemaarista yhtalot

tulee lahtee

A: 1+ 450 = x5+ 610

B: x3+520 = x3+480

C: r3+ 390 = x4+ 600

D: z,4+640 = x;+ 310

eli yhtaloryhma

Ty — T9 = 160 r1 = 14330
T — X4 = 330 — Ty = t+4 170
o — I3 = —40 r3 = t+ 210
r3 — x4 = 210 ry = t,teR

Systeemilla on siis paljon yhdesta parametrista riippuatkaisuja; jos esimer-
kiksi x4 = 200, niin x1 = 530, x5 = 370 ja rs = 410.

Tehtéavéa 8.2.4 Kay lapi Esimerkin 8.2]3 yhtaléryhmaén ratkaisuprosessi.
Ratkaisu sivull&128.

Tehtava 8.2.5 Eraassa kaupungissa on mitattu yhden korttelin ympasétks-
van[1% mukaisia keskimaaraisia likennemaaria/tunti.edgst kadut ovat yksi-
suuntaisia. Mita voidaan sanoa liikennemaarista

) x4T

B0 A X1 D 450

D — e e S—
le 4on
X
_s40, B X, C _400

4zol 470T

Kuva 15: Tehtavah 8.2.5 likennemaarat

Ratkaisu sivull&128.
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Esimerkki 8.2.6 Lasketaan sahkdvirrag kuvan 16 tasavirtapiirissa.

8V
||
||
'y
! 40
20
A > B
L
3Q 20
|
[
9y

Kuva 16: Esimerkii 8.2]6 tasavirtapiiri

Tasavirtapiirin vastuksissa jannitehavi@ta sahkovirtaa ja resistanssi# sitoo
Ohmin laki
U=iR.

Kirchhoffin lait taas ovat:

K1. Kuhunkin johdon haarautumaan tulevien virtojen summaama kuin l&hte-
vien summa.

K2. Kussakin suljetussa virtasilmukassa jannitelahteisiemma on sama kuin
jannitehavididen summa.

Lain K1 mukaan solmussa A on — i, + i3 = 0 ja solmussa B-i; + iy —i3 =0
(n&ama yhtal6t ovat samoja).

Toisen lain K2 ja Ohmin lain mukaan saadaan ylemmmasta kasted:; +2i, =
8, ja alemmastai, + 5iz = 9.

Kaikenkaikkiaan saadaan siis virtoja koskeva yhtaloryhma
i1 — iy + i3 = 0 solmutAjaB o= 1

4i; + 2 = 8 ylasiimukka <= .-+ < 19
2iy, + bisz = 9 alasilmukka iz = 1
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8.3 Kysynta—tarjonta -malleja

Taloustieteissa puhuta&ysynnédnja tarjonnan yhtéloistddemand, supply equa-
tion), jotka sitovat tuotteen myyntihintagja lukumaarag:

kysyntdyhtalép = d(q), misség on ostomaara,

tarjontayhtélép = s(q), missdg on valmistusmaara.

gp-koordinaatistossa esitettyind ndiden kuvaajat sijegtispositiivisessa neljan-
neksessa ja edellinen on yleenséa laskeva, jalkimmainesevalkayra, katso Ku-

vaa1T.

p p

Kuva 17:p = d(q) jap = s(q)

Jos kuvaajat piirretaan samaan koordinaatistoon ja kkgjk&aavat toisensa, leik-
kauspistetta sanota@msapainopisteeksgequilibrium poin).

Jos riippuvuudletetaan affiiniksiyhtalot ovat muotoa
p:a1Q+bla p:a2q+627

ja niiden kuvaajat ovat suoria.

Esimerkki 8.3.1 Eréaan tuotteen yhtalot ovat
kysyntd: p = —55¢ + 12,
tarjonta:  p = 3590 + 8,

misséq on viikossa ostettu/valmistettu kappalemaara jaotteen yksikkohinta.
Milla hinnalla kysynté ja tarjonta ovat tasapainossa jggmédo tuotetta tallin
menee viikossa kaupaksi?

Ratkaisu. Piirretaan kayrat samaan koordinaatistoon 4Ki@y.

Merkitddn—i:q + 12 = 5lz¢ + 8, mista saadaaip = 450 ja edelleerp = 9.50.
Tavaroita tuotetaan ja ostetaan saman vedaihkappaletta, hinnall&.50/kpl.
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12

p (mk/kpl)
(2]

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
q (kpl)

Kuva 18: Kysynta ja tarjonta

Epélineaarisista malleista

Monet konkreettiset ongelmat ovat luonteeltagdilineaarisiaKoska epalineaa-
risten yhtaléryhmien ratkaiseminen on yleensa hankaldiagaaristen helppoa,
on epadlineaarisiakin ilmiodita perinteisesti kasiteltydaarisilla malleilla. Talldin
joudutaan tekemaan yksinkertaistuksia, esimerkikskjatkéyraa arvioidaan sille
piirretylla tangentilla. Malli on silloin vairapproksimatiivinenja vastaavan line-
aarisen yhtaléryhman ratkaisu on pateva vain tietyllakawklella ja rajoitetuilla
muuttujien arvoilla.

Tehtava 8.3.2 Tuotteen kysynta- ja tarjontayhtalot ovat

kysynta:  p = =%,
tarjonta:  p = & +10.

Piirra kuvaajat samaan koordinaatistoon ja maarita tasapita ja -maara
a) graafisesti,

b) algebrallisesti.

Ratkaisu sivull@&129.

Tehtava 8.3.3 Kahden tuotteen A ja B kysynta- ja tarjontayhtéalot ovat seektma
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muotoa
kysynta : { 9 =
4B =
tarjonta : { 4 T
dB =
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8 — pa + DpB
26 + pa — Dps
-2 + dpa — pB
—4 — pa + 3ps

Ratkaise tasapainohinnat ja pp. Ratkaisu sivulla_129.

Tehtava 8.3.4 Muunna Tehtavah 8.3.3 yhtaloryhm& muotoon, josta tuntemat
matq, ja ¢ ratkeavat Gaussin menetelmalla nopeimmimje: Viimeinen tun-

tematon ratkeaa ensin.

8.4 Matriiseilla mallintamisesta

Esimerkki 8.4.1 Tehdas valmistaa kolmea tuotetta A, B ja C. Tuotannon seu-
rannassa vuosi jakaantuu neljanneksiin [-IV. Viime vuotlenantokustannukset

olivat
KULUT (mk/kpl)

raaka-aine
tyo
muut

Tuotantomaarat olivat neljannesvuosittain

MAARAT (kpl)
I

I

111

v

A B C
0.10 0.30 0.15
0.30 0.40 0.25
0.10 0.20 0.15
A B C

4000 2000 5800
4500 2600 6200
4500 2400 6000
4000 2200 6000

Muodosta taulukko, josta ilmenevét kunkin kustannustyyaiheuttamat kulut

neljannesvuosittain.

Ratkaisu. Poimitaan taulukoista matriisit

0.10 030 015 4000 2000 5H&00
) 4500 2600 6200
K=10.30 040 0.25 ja M=
0.10 020 0.15 4500 2400 6000
’ ’ ' 4000 2200 6000
Silloin matriisitulo K MT antaa halutun taulukon

KULUT (mk/jakso) I r 1117 1v

raaka-aine 1870 2160 2070 1960

tyo 3450 3940 3810 3580

muut

1670 1900 1830 1740
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Panos—tuotos -malli

Tarkastellaan yksinkertaista teollisuuden kahden tdamidAl ja TA2 systee-
mi&, jossa kumpikin valmistaa tuotteitaan omaan ja toisen kdytt6on seka ul-
kopuolisille kuluttajille (opputuotekysyntdTK, final demand. Liséksi otetaan
huomioonmuut tuotannontekij@TT (other production factors, primary inpits
joita ovat mm. raaka-aine-, tybvoima- ja pddomakulut. Savaissa erdan systee-
min nykytilanne taulukkona, jossa luvut ovat miljoona maé vuodessa:

Kuluttaja: TALp) TA2(p)  LTK

Tuottaja: KT
TAL(t) 240 500 i 460 1200
TA2(t) 360 200 ¢ 940 1500
MTT 600 800 —

KP 1200 1500

Sarakkeet TAlp) ja TA2(p) ovat panoksia ja rivit TAlt) ja TA2(t) saatuja tuo-
toksia. Systeemipanos-tuotos -mallilldinput-outpu} voidaan tutkia ja ennustaa
sen tilan muutoksia. Panos-tuotos -analyysin perusohettaet ovat:

1) Kullakin toimialalla kokonaispanos KP kokonaistuotos KT.

2) Kullakin toimialalla eri osapanostesuhteellinen osuusailyy muutoksessa en-
nallaan, tstalouden perusrakenne séilyy

Jalkimmainen tarkoittaa, etta nganoskertoimetinput-output coefficienis jot-
ka saadaan jakamalla panossarakkeen luvut kokonaispbagkgsyvat samoina.
Neliobmatriisi A, joka saadaan toimialojen vélisista panoskertoimistapamos-
matriisi (input-output matriy; ylla siis

240 500 11
A_ 1200 1500 o 5 3
T30 20 | |3 2/

1200 1500 10 15
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8.5 Kaanteismatriisin kayttb6a
Panos—tuotos -malli (jatkoa)

Esimerkki 8.5.1 Oletetaan, etta ylla olevassa tilanteessa lopputuotekiissas-
vaa toimialalla TA1500:ksi ja toimialalla TA21200:ksi. Kuinka paljon kokonais-
tuotosta KT on muutettava?

Ratkaisu. OlkoonX = (z; z,)” tuntematortuotosmatriisj D = (500 1200)7
uusikysyntamatriisja A ylla oleva panosmatriisi. Silloin on oltava

X=AX+D < (I-A)X =D + X=(I—-A)"'D,

mikali matriisi/ — A, nk. Leontiefin matriision sdannéllinen. Tassa esimerkissa

1 1 4 1

74 - (FOY_ (5 s _[ 5 73
~\0 1 3 2|7 \_3 1

10 15 10 15

130 50
1 89 89 ;
(I-A)" = | 5| laskeitsel
0 50
% %\ 500 1404.49
a1 [ 8 w9 _
X=I-4)7D = 5 120 (1200)_<1870.79)

Eras salakieli

Kaksi henkildd ovat tavatessaan sopineet aakkosille kakarkuarvot ja koo-
dausmatriisinA, jolla lahetettava viestX muutetaan salakieliseksi viestikBi.
Viestin saaja taas muuntaa matriighntakaisin viestiksiX kayttaen dekoodauk-
seen kaanteismatriisia!.

Koodausmatriisiksid otetaan saannéllinen kokonaislukumatriisi, jole! on
kokonaislukumatriisi. Tallainenl saadaan aikaan muokkaamalla yksikkdmatrii-
sia | alkeisoperaatioilla | ja 1l kayttden kokonaislukut@mia. Silloin nimittain
det(A) = £det(/) = +£1, jolloin

1

-1 _
A= det(A)

adj(A)

on kokonaislukumatriisi.

Lahetettava selvakielinen teksti muunnetaan vastaaauluston mukaan lukujo-
noksi, joka asetetaan lahetettavan matrifsisarakkeiksi niin, etta riveja tulee yh-
t&4 monta kuin on koodausmatriisisdasarakkeita. Tarvittaessa loppuun lisataan
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lukuja, joilla ei ole merkitysta. Henkilo lahettaa viestih koodattuna matriisina
B = AX. Koska sadannolliselle matriisilléd on

AX =B < X =A"'B,

viestin saaja osaa purkaa sen selvakieliseksi dekood#tismaga vastaavuustau-
lukon avulla.

Esimerkki 8.5.2 Sovitaan yksinkertaisuuden vuoksi vastaavuus

a|/b|lc|dje|f|g|h|i|j]k]l | m]n]|o
11234 |5|6|7]S8 10( 1112|1314 | 15
plglr|s|{tjulv|iw|[x|yl|lz|]a|a|o

161718192021 |2223|24|25|26|27|28|29| 30

ja olkoon koodausmatriisi

1 21
A=[2 5 3
2 3 2

Olkoon lahetettava viesti "tulen sunnuntaina". Ylla oletaulukon mukaan muun-

nettuna se kuuluu
20 5 19 14 20 14

X:=121 14 21 21 1 1
12 30 14 14 9 0

Lahetettava viesti on talloin

4 63 75 70 31 16
B:=AX =181 170 185 175 72 33
127 112 129 119 61 31

ja se saadaan takaisin kaavalla= A~! B.

Tehtava 8.5.3 Mita tarkoittaa viesti

44 53 77 100 66 31 54
105 123 182 258 157 72 143
76 90 135 172 112 53 108

Ratkaisu sivull&T30.



8.6 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 8.2]2 : Olkoot liuosmaarigs = 0.50, I5 jals. Yhteensa naita olgg+15 =
lyo ja kyseista aineméaéradé sitoo yhtéild6/ys + 0.05/5 = 0.40l4. N&in saadaan
lineaarinen yhtaloryhma

ls — lyy = —0.50
0.05ls — 040040 = —0.48

Eliminoimallal; operaatiollaR,; < R; — 0.05R; saadaan-0.350, = —0.455 eli
lyo = 1.3 litraa. Usein tietysti tarpeen tietaa myos laimentavae@immaara, tassa
se olisil; = 0.8 litraa.

Tehtavd 8.2)4 : Gaussin eliminointiprosessilla jatkaen

(, — a9 = 160 | Ry
o ~ oz o= 330 | Ry
Ty — I3 = —40 | Rs
\ vy — x4 = 210 | R,
( r1 — X9 = 160 | Rll — R1
) — x4 = 170 | Rlz — RQ — R1
— Ty — I3 = —40 | Ré < Rg
L r3 — x4 = 210 | Rﬁl — Ry
( r1 — X2 = 160 | Rlll — Rll
PN To — x4 = 170 | Rj<«+ R,
— w3 + x4 = —210 | RY<« R,— R,
\ xg — x4 = 210 | Rj<+ Rj
( r1T — X9 = 160 rr = t+ 330
i) — X4 = 170 Ty = t+170
= 2y — x4 = 210~ Y 25 = t+210
0= o0 v = t, tER

Tehtavd 8.2)5 : Risteyksesta lahtevien maara on (keskéis@sti) sama kuin tu-
levien maaréa, joten

tulee lahtee
Ty + 540 = a3+ 420

x3+ 470 = 400+ 420
T +x4 = 420+ 450

cow>»
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mik& muuntuu lineaariseksi yhtaloryhmaksi

T — X = 50 ry = 280
To — X3 = —120 — ro = 230

T3 = 350 r3 = 350

T + 14 = 870 Ty = 590

Tehtavd 8.3]2 : Kuvasfall9 nahdaan, etta tasapainopigtegsstihintap on n.
20 ja lukumaarg n. 400. Tarkka lukuméaara saadaan selville ratkaisematkdd/h
8000 ¢ .
— =—+410 < ¢ = —800taiqg = 400.
q 40
Koska lukumaaran on oltava positiivinen, voidaan tu@$)0 hylata. Myyntihinta
selvida nyt helposti laskulla

8000 . 400
— =20 tal — +10=20.
400 40 10 0

500
400%
300%
200%

100

Kuva 19:

Tehtavd 8.313 : Tasapainohinnat ratkeavat yhtaléryhméteav

8—pa+pp = —2+5ps—psB —6pa+2pp = —10
26+pa—pp = —4—pa+3ps 2p4 —4pp = —30

pa = 9
— { ps = 10.
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Tehtavd 8.5]3 : Lahetettava viesti on siis

44 53 77 100 66 31 54
B:=AX =105 123 182 258 157 72 143
76 90 135 172 112 53 108

Mista X sadaan kaavallX = A~!B. Koodausmatriisi

ja
1 -1
A= 2 0 -
—4 1 1
joten

1 -1 1 44 53 77 100 66 31 54
X=A"'B = 2 0 -1 105 123 182 258 157 72 143
-4 1 1 76 90 135 172 112 53 108

15 20 30 14 21 12 19

= |12 16 19 28 20 9 O

5 1 930 5 1 35

Viesti on siis: "Oletpa sina utelias.”
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9 LINEAARIAVARUUS

Reaalistemn x n-matriisien joukkdR™*"™ on konkreettinen esimerkki matemaatti-
sesta struktuurista, jossa esiintyy alkioiden yhteenigakeaaliluvulla (skalaaril-
la) kertominen, "skaalaus”, jotka yhdessa toteuttavéygi&okoelman laskuséaan-
toja. Erikoistapauksena tama sisaltaa vektoreista keastu-ulotteisen euklidi-
sen avaruudeR™ (ks. Luku[3).

On paljon muitakin samanlaiset laskusaannaot toteuttdioppakkoja, mm. erilai-
sia funktio- ja polynomijoukkoja. My6s skalaarijoukko walla abstrakti algebral-
linen struktuuri kunta(ks. Liite[A.2).

Tallaisten matemaattisten kokonaisuuksien yhteisia amsiruksia tutkitaarine-
aariavaruuksieteoriassa. Tarkastellaan aluksi abstrakteja laskutoksia (katso
tarvittaessa LiitEA).

9.1 Joukon sisainen laskutoimitus

Maaritelm& 9.1.1 Olkoon A epéatyhja joukko. Jokaista kahden muuttujan funk-
tiota (operaattoriay : Ax A — A sanotaan joukor sisdiseksi laskutoimituksek-
si. Kuva-alkioitao(a, b) sanotaan laskutoimituksémoksiksj ja usein — erityisesti
algebrassa — laskutoimitusta ja sen tulosta merkitdén ossad o b := o(a, b).

Laskutoimitus siis liittd& kuhunkin jarjestettyyn alkiin (a,b) € A x A tas-
malleen yhden alkion joukosta.

Esimerkki 9.1.2 Laskutoimituksia on jokaisessa epatyhjassa joukossa:

a) Vakiolaskutoimitudiittda jokaiseen pariin yhden ja saman alkione A, ts.
aob:=vkaikillaa,be A.

b) Projektiota <= b:=ajaa — b :=1D.

Esimerkki 9.1.3 Olkoon A := {1, 2,3, 4}.
a) Maaritellaan joukossa aluksi laskutoimitusninimimin

min(a,b) := pienempi luvuista ja b.
Esimerkiksimin(4,4) = 4, min(4, 3) = 3 jamin(2,4) = 2.

b) Edellisen avulla maaritellaan edelleen joukodsa

albi= { min(a,) — 1, josa >2jab>2,
L, muutoin.

Silloin esimerkiks | 4=3,413=2,24=1ja3 | 1=1.
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Esimerkki 9.1.4 Lukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat laskutoimituksiasa-

kin joukoistaN, Z, Q, R ja C. Vahennyslaskua voidaan pitaa laskutoimituksena
muissa paitsi joukossH; miksi? Jakolasku ei tarkasti ottaen ole laskutoimitus
missaan naisté joukoista; joukoisSga Z ei mitenk&an, mutta kyllakin muissa,
kun nolla on niisté poistettu; miksi?

Esimerkki 9.1.5 Mitk&a seuraavista sd&nndista ovat kahden muuttujan foieti
AxA — A, elijoukon A sisaisia laskutoimituksia:

a)A =R, f(z,y) := 2% + ¢*

b) A:=R? g(x,y) :=x— 2y

c) A:=R3 =R xRy, h(x,y) :=x+2y

d)A:=R3, k(x,y) =x—2y

e)A :=R? I(x,y) ;= x -y (pistetulo)

f) A := R?jam(u, v) kuten Kuvassa20.

X2 I

Kuva 20: Esimerkin 9.115 f) operaatio graafisesti

Ratkaisu. a) on, b) on, c) on, d) ei ole, esimerkiksi

1 7 —13
2|-2(2]|=[ 2 ]¢4
3 6 -9

e) ei ole, koska tulokset ovat lukuja, eivat tason vektaresimerkiksi

(1))

f) on, kun ymmarretdan sopivasti, mitenka esimerkiksi?



134 9 LINEAARIAVARUUS

Tehtava 9.1.6 Esita Esimerkin 9.115 f)-kohdan funktio
a) sanallisessa muodossa,

b) symbolisessa muodossa.

Ratkaisu sivulla144.

Laskutoimituksia joukossaR? (linkki JSXGraph-animaatioihin)
http://cs.uef.fi/matematiikkal/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi materi aal i / LAText/ Laskut oi m t uksi aRssa. htm

9.2 Skaalaus eli ulkoinen laskutoimitus

Lineaarisen struktuuripohjana on \ektoreiksisanottujen alkioiden muodosta-
ma) Abelin ryhm&V, @) (ks. Algebra tai Liité¢ A.1), jonka alkioita voidaan "skaa-
lata” jonkin ulkoisen joukon alkioillaskalaareilla

Skalaarijoukkona on — syista, jotka selviavat myohemmaikenteeltaan riittavan
rikas kunta (ks. Liit€/AR), esimerkik$i = R tai K = C.

Maaritelmé 9.2.1 Skaalausfunktiokglyhyestiskaalauksekyitai ulkoiseksi las-
kutoimituksekssanotaan jokaista kuvausta: I x V' — V. Josa € Kjav € V,
skaalausta ja sen tulosta merkitaan jatkessav := ©(«, v).

Esimerkki 9.2.2 Pari (R, +) on Abelin ryhma (vektorit) jaR, +,-) on kunta
(skalaarit). Silloin operaatioista

a) aGr = ax b) a®zx = —a+z-3
o !
C) a®r = po d acvzx = (x)

vain kohdat a) ja b) kelpaavat ylla olevan maaritelman nmaikai skaalausfunk-
tioiksi.

Tehtava 9.2.3 Miksi Esimerkin[9.2.2 kohdat c) ja d) eivét kelpaa skaaldksi®
Ratkaisu sivulla144.

Tehtava 9.2.4 Pari(R?, +) on Abelin ryhma (vektorit) jgR, +, -) on kunta (ska-
laarit). Mitka seuraavista operaatioista kelpaavat skesflinktioiksi:

oos) - () wae(z) - 2
T2 QT2 Ta ATy
ooclz) < (1) @ eelz) - (&2)

Ratkaisu sivulla144.
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Skaalauksia joukossaR? (linkki JISXGraph-animaatioihin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / LAText/ Skaal auksi aRssa. ht m

Kun kolmikolle (V, @, ®) asetetaan eraita lisavaatimuksia (aksioomat A5 — A8
Luvussd 9.8) saadaan esiileeaarinenstruktuuri,lineaariavaruus

Esimerkki 9.2.5 Jaljempana nahdaan, ettéa Esimerkkien 9.2[2Jal9.2.4 djekoh
skaalauksilla> varustetut kolmikotR, +, ®) ja (R?, 4+, ®) ovat lineaariavaruuk-
sia.

9.3 Lineaariavaruuden maaritelméa

Maaritelma 9.3.1 Kolmikko (V, &, ®) onkK-kertoiminen lineaariavaruusli vek-
toriavaruus jos seuraavat nelja ehtoa (0) — (iii) ovat voimassa

(0) V on epatyhja joukko j& on kunta (jatkossa useimmissa tapauksiSsa
Rtai £ = C).

(i) Joukossd&” on maariteltysisainen laskutoimitu8yhteenlasku”), ts. kuvaus
@V xV — V, joka liittda jokaiseen pariifu,v) € V' x V tarkalleen
yhden alkionu & v := &(u,v) € V.

(i) Joukkoihin/C ja V' liittyy skaalausfunktig’skalaarilla kertominen”) ts. ku-
vause : K x V' — V, joka liittda jokaiseen pariifi, u) € £ x V tdsmal-
leen yhden alkionr ©® u := ®(a,u) € V.

(i) Sisaisella laskutoimituksella ja skaalausfunki@goleli skaalauksella) on
seuraavat ominaisuudet:
Al.u ® v =v @ ukaikilla u, v € V (vaihdannaisuus).
A2. (udv)dw=ud (vadw)kakillau, v, w € V (litdnnaisyys).

A3.0Onolemassaalkie € V, jolleu® e =ujae®du = ukaikillau € V
(yhteenlaskun neutraali- eli nolla-alkio).

A4, Jokaistan € V vastaacu € V, jolleu® (cu) =eja(cu)du=e
(vasta-alkio).

A5 . a0(udv)=(a®u)® (ae©v)kaikilla «a € K, kaikillau, v € V.
AB. (a+f)ou=(a®@u) @ (8o u)kaikillaa, g € I, kaikillau € V.
A7.a® (B ®u) = (af) ® ukaikilla o, 3 € K, kaikillau € V.

A8.1 ®u=ukaikillaue V.
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Jos(V, @, ®) on K-kertoiminen lineaariavaruus, joukkda sanotaarskalaaria-
varuudekstai kerroinkunnaksiJosK = R, on (V, &, ®) reaali(kertoimi)nen li-
neaariavaruusjos £ = C, on(V, @, ®) kompleksi(kertoimi)nen lineaariavaruus
Jatkossa puhutaan kolmikon sijasta usein lyhyesti lineeamuudestd’ .

N&hdaan helposti, ettd aksioomat eivat ole ristiriitaisidd V' := R varustettu-
na tavallisella yhteenlaskulla ja kunn&h:= R skalaareilla kertomisella (kuten
tavallinen kertolasku) toteuttaa Maaritelnidn 9.3.1 ehdot

Tehtava 9.3.2 Todista yksityiskohtaisesti, et varustettuna tavanomaisilla las-
kutoimituksilla

T2 Y2 T2 + Y2 T2 Ty
onRR-kertoiminen lineaariavaruus. Ratkaisu sivillal144.
Lineaarirakenne tasossdlinkki JSXGraph-animaatioon)

http://cs.uef.fi/matematii kka/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kur ssi mat eri aal i / LAText/ Li neaarirakenneTasossa. ht m

Tehtava 9.3.3 TodistaR™*" reaalikertoimiseksi lineaariavaruudeksi kayttaen Lu-
vun[3 tuloksia.
Ratkaisu sivull&145.

Tehtava 9.3.4 Mitka ehdoista A1 — A4 ovat voimassa seuraaville yhteenlabk
dokkaille tasossa?

T (% 0 T Y1 rr+y +1
= b =
2 (1)) = () ) (m)e(n) = (hinty)
T (0 To + Yo T Y1 2x1 + 2y
= d =
o (m)e(n) = (in) o ()e(n) = (o)
Ratkaisu sivulla145.

Tehtava 9.3.5 Mitk& ehdoista A7 — A8 ovat voimassa seuraaville tason skaa-
lausehdokkaille?

aac(t) = () wee(z) = (2)
0 ao(n) = (B70n) @ ao() = (20)

Ratkaisu sivulla&14s.
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Esimerkki 9.3.6 Olkoon X epatyhja joukko ja
F(X,R):={f] f: X — Rfunktio }.

Maaritellaan funktioiden yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominer® pisteittain
seuraavasti: jos € Rja f, g € F(X,R), niin

(f®g)(x) = f(x)+g(x) kaikilaz e X
(a®f)(x) = af(x) kakilaa € £,z € X.

Osoitetaan, ett# (X, R) on reaalikertoiminen lineaariavaruus kaymalla lapi Maa-
ritelman9.3.1 vaatimukset. Kohdat (0), (i) ja (ii) ovatssti kunnossaF (X, R) #

§ jaR on kunta. Josy € R ja f, g € F(X,R), niin f & g jaa®f ovat taysin
maarattyja kuvauksix — R.

(iii) Olkoot o, 5 € Rja f,gjah € F(X,R) sekdr € X.

Al ja A2: Reaalilukujen yhteenlasku on vaihdannainen jariméinen, joten

(f @ g)(x) f(@) +9(x) = g(x) + f(z) = (9 © f)(z)
((f ®g)®h)(x) f(@) +9(x) + hz) = (f S (9 ® h))(x)

eli
fog=gaf ja (fegeh=[o(gdh).
A3: Nolla-alkioksi kelpaa nollafunkti@, 0(z) := 0, sill&
(f ®0)(x) = f(z) +0(z) = f(x).
A4: Alkion f vasta-alkioksi kay vastafunktio f, jolle (5 f)(x) := — f(x); tallgin
f@(ef)=0,sila
(f ® (©N)(x) = f(x) + (= f(x)) = 0.

A5 ja A6.: Osittelulait ovat voimassa reaalilukujen yhte¢a kertolaskulle, joten
(vahan lyhentaen)

(aO(f & g))(x)
((a+B)Of)(x)

eli
aO(f @ g) = (a0 f) ® (adyg) ja (a+B)of =(adf)d (BOf).
A7: Reaalilukujen kertolasku on liitann&inen, joten
((aB)of) (@) = apf(z) = (a0(BOf))(@),
eli (ap)of = a®(BOf).
A8 10f = f,sllla(1of)(r) = 1f(z) = f(z).
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Esimerkki 9.3.7 Seuraavat struktuurit on helpointa todistaa lineaariavesiksi
osoittamalla ne eraiden lineaariavaruuksien aliavarnskd_uku[10).

a) Korkeintaan astetta olevien reaalisten polynomien joukkB, varustettuna
pisteittaisilla laskutoimituksilla on reaalikertoimiméneaariavaruus.

b) valilla A C R k kertaa jatkuvasti derivoituvien reaalifunktioidgaukko
CF(A,R), k € Ny, varustettuna pisteittaisilla laskutoimituksilla on aékertoi-
minen lineaariavaruugf (A, R) = C(A, R) := jatkuvat funktiot).

Esimerkki 9.3.8 Valilla [0, 2] jatkuvien, pisteeril, 1) kautta kulkevien funktioi-
den joukko varustettuna pisteittaisilla laskutoimituliesiei ole lineaariavaruus.
Nimittéain, kahden sellaisen funktion summa ei kulje pistée 1) vaan pisteen
(1,2) kautta.

Jatkossa kaytamme symbolejga & vain poikkeustapauksissa

9.4 Maaritelman seurauksia

Todistetaan tarkeimmat Maaritelman 9]3.1 seuraukset:

Lause 9.4.1a) Lineaariavaruudessa on tdsmalleen yksi nolla-alkio.
b) Kullakin lineaariavaruuden alkiolla yksi ja vain yksista-alkio.

Todistus.OlkoonV' lineaariavaruus.
a) Olkoot0 ja 0’ € V nolla-alkion vaatimukset tayttavia alkioita. Silloin kdla
ueV

u+0=u ja u+0 =nu.

Valitsemalla alkioksiu vuorollaan0’ ja 0 saadaan vaihdannaisuuden nojalla
0=0+0=0+0=0.
b) Oletetaan, ettd alkiot ja w € V' kelpaavat alkionu € V' vasta-alkioiksi. Siis
u+v=0 ja ut+w=0.
Liitdnnaisyytta ja vaihdannaisuutta kayttaen saadaan
v=v+0=v+(ut+w)=(v+u)+w=0+w=w.

Keksitkd miten todistuksesta selvittaisiin ilman vaihdarsuuttakin®
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Koska vasta-alkio on yksikasitteinen, voidaan maaritedliitorienerotus
u—v:=u+(—v).
Tama mahdollistaa vektoriyhtaldiden ratkaisemisen:

Lause 9.4.2Lineaariavaruudey’ yhtaléllau + x = v (samoin myds yhtalolla
x 4+ u = v) on tasmalleen yksi ratkaisu, ja se oA- u.

Todistus.Alkio v — u toteuttaa yhtalon, silla litannadisyyden ja vaihdannaden
nojalla
ut+(v—u) = u+(v+(—u))=(u+v)+(—u)
= v+ (u+(-u)=v+0=v.
Olkoon toisaaltaw € V yhtalon ratkaisu, siis1 + w = v. Liitdnnaisyyden ja
vaihdannaisuuden nojalla

w=0+w = ((—u)+u)+w=-u+(u+w)
= —ut+v=v+(-u)=v-u
O

Esimerkki 9.4.3 Jos yritetdan ratkaista yhtal@a — 3x = v huomataan etta se
ei ratkea tah&n mennessa esitetyilla laskusaannoilla.

Lause 9.4.4Lineaariavaruudessa on voimassa:
a) ou=0jaa0=0Kkaikillaa e L,ueV.
b) Josau = 0, niina = 0 taiu = 0.
C) —au= (—a)u = a(—u) kaikillaa € L,ue V.
d) u+w =v+wjosjavainjosu = v kaikillaw € V.
e) au = av jos javain josu = v kaikilla a € K\ {0}.
Todistus.a) Ou = (0 + 0)u = Ou + Ou, joten Lauseen 9.4.2 mukaan
Ou=0u—0u=0u+(—(0u)) =0.
Vastaavalla tavalla0 = «(0 + 0) = a0 + «0, joten
a0 =a0—-a0=a0+(—(a0)) =0.
b) Oletetaan, ettaéu = 0, muttaa # 0. Silloin
L(au)=1.0=0.

«

u:lu:(é-a)u:

c), d) ja e) todistetaan harjoitustehtavina.



140 9 LINEAARIAVARUUS
Tehtava 9.4.5 Ratkaise nyt Esimerkis§a 9.14.3 esitetty yhtald,— 3x = v.
Ratkaisu sivull&I45.
Tehtava 9.4.6 Todista
a) —(ut+v)=—-u-—v
b) a(u—v) =au— av.
Ratkaisu sivulla_146.
Tehtava 9.4.7 Ratkaisex lineaariavaruuden yhtalosta
u+2(v—-—u)—(u+2x)=u-—v.
Ratkaisu sivull&146.

Vihje: Ratkaise aluksi esimerkikst(u + 2x), ja poista sulut. Sievenné oikeaa
puolta, ratkaise-2x ja sittenx.

Pahkina 9.4.8 Mitdh&an tason vektorialgebran geometrisia tms. ominisiau
aksioomien taustalla on, kuinkahan aksioomat lienee kgksi

Aksioomien merkitys tasossdlinkki JSXGraph-animaatioihin)
http://cs.uef.fi/matematiikkal/ kurssit/Lineaarial gebra/

Kur ssi mat eri aal i / LAText/ Aksi omat . ht m
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9.5 Omituisempia esimerkkeja

Tarkastellaan tasovektorien joukossa erilaisten opterdeh soveltuvuutta lineaa-
riavaruuden laskutoimituksiksi.

Esimerkki 9.5.1 Kaava

T\ g (Y1) .= 1+ 2y
T ya ) \ &2+ 2y

maadrittelee laskutoimituksen joukodRa. Se ei ole vaihdannainen eika liitannai-
nen. LOytyyko neutraalialkio, vasta-alkiofZi-vaihdannaisuus aiheuttaa omitui-
sen tilanteen(0 0)* kelpaisi "oikeanpuoleiseksi” nollaksi!)

()]

ja + tavallinen tason vektorien yhteenlasku sekdvallinen vektorin kertominen
skalaarilla. Silloin+ ei ole yhteenlasku joukos$4 silla esimerkiksi

() (1)=(z)ev

MyoOskaan skalaarilla kertominen ei pysy jouko$sé@&odenna itse!).

Esimerkki 9.5.2 Olkoon

Tehtava 9.5.3 Osoita, ettd Esimerkin 9.5.2 joukosta saadaan kuitenkéaahria-
varuus(V, &, ®), kun maaritellaan operaatiot

()=()=C77) e ()=(7)

Ratkaisu sivulla 147.
Tehtava 9.5.4 Selvita, miksi(R?, &, ®) ei olelineaariavaruus, kun

2 ()12 +()-(2)
L2 Y2 Ty + X2 T2 QT
o) (1) () =(nin) ee(n)=(on)
) Y2 T2 + Y2 ) axy
1 U1 (z1 +y1)? T1 QT

C = =
() ()= (Ge) ee(m)=(om)
. 1+ W% " QT
) (n)e ()= (mrm] ao(l)=(an
To Y2 X2
To + Y2 Qs

Ratkaisu sivulla&T47.
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Tehtava 9.5.5 Selvita tarkasti, mitka laskusdannaoista (iii) A1 — A8 eiodd voi-
massa Tehtavdn 9.5.4 operaatioille?
Ratkaisu sivulla147.

Esimerkki 9.5.6 Osoita, ettdU, &, ©) on reaalikertoiminen lineaariavaruus, kun

U=23("
: xg
X1 i) [Tty —1 . [(ar;+1—a
($2)@(yz)'—(xz+y2—1)’ a®<x2)'_(@x2+1—a)'

Ennen varsinaisia perusteluja voi katsoa visualisointia
Operaatiot suoralla U (linkki JSXGraph-animaatioon)

http://cs.uef.fi/matematii kka/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kur ssi mat eri aal i / LAText/ Oper Suoral | a. ht m

x1+x2=2},

Ratkaisu (lyhyesti). Kohta (0J7 # 0, silla (1 1)T € U, jaR on kunta.
Kohdat (i), (if): Summa ja tulo ovat selvasti tasovektameibe, ettd ne kuuluvat
joukkoonU, todetaan laskemalla; esimerkiksi> y € U, silla

(@1 +y =1+ (2+y2—1) = (21 +22) + (N1 +42) —2=2,
missa tietenkin on huomioitu, ettd + x5 = y; + y» = 2. Todista itse vastaavaan
tapaan, ettaox € U.
(iif) Ehdot A1 ja A2 todistetaan suoralla laskulla.

A3. Nolla-alkioehdokas saadaan yhtéléme 0, = a ratkaisunady = (1 1)7,
joka selvasti on joukosdd. Koska seei riipu vektoristaa ja koskax & 0y = x,
samoin kuin0y @ x = x, kaikillax € U, se kelpaa nollavektoriksi.

A4. Alkion x = (z; x)T € U vastavektoriehdokasx = (u; uy)? saadaan
yhtalgstax @ (©x) = Oy
@X:<2_x1)€U.
2 — T2

Se toteuttaa vastavektorin molemmat ehdot (todenna).
A5-8. Suoria laskuja, esimerkiksi A5 (lyhent&en) ja A8:

ao ((P)a (1)) = (o tim20) o (") g an( ¥
To Yo are + ays + 1 — 2« To Yo
T\ l’1+1—1 [T
wo(2)=(0 )= (0):
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Tehtava 9.5.7 Piirrd z, xo-tasoon Esimerkin 9.5.6 joukkid, sen origo seka pis-
teetx := (-1 3)7 jaox.
Ratkaisu sivulla147.

Tehtava 9.5.8 Onko my6sR? varustettuna Esimerk[n 9.5.6 laskutoimituksilla li-
neaariavaruus?

Ratkaisu sivull@d 147.

Operaatiot tasossdlinkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarial gebra/

Kurssi mat eri aal i / LAText/ Oper Tasossa. ht m

Tehtava 9.5.9 Ratkaise Esimerkin 9.5.6 tilanteessa yhtalot

o (3)es-()
o 25 2o sex-(1)

Esimerkki 9.5.10 Osoitteessa

Operaatiot reaalilukuvalilla (linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssimateriaal i/ LAText/ OperValilla. htm

Ratkaisu sivulla147.

on esitetty dynaamisena kuviona erasta rajoitetulla e&alalilla maariteltya
operaatiota. Tutki nayttaisiko kyseessa todella olevdin gisainen laskutoimitus.


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OperTasossa.htm
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OperValilla.htm

9.6 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 9.1J6 : a) Sanallisesti: tulos:onakselin suuntainen vektori, jonka pituus
onu:n jav:n pituuksien summa. b) Symbolimuodossa esimerkiksi nain:

m(u,v) = (I|u|| 70L ||VH)

Tehtavd 9.2J3 : ¢) Tulos ei ole maaritelty vektoritla= 1.
d) Tulos ei ole reaaliluku vaan tason vektori.

Tehtavd 9.2J4 : Vain kohdat a) ja c) ovat kelvollisia.
b) Tulos ei ole maaritelty esimerkiksi kun = 0 (ei mydskaan, kua = 0).
d) Tulos ei ole maaritelty esimerkiksi arvolta = 0.

Tehtavd 9.3]2 : Kaydaan lapi lineaariavaruuden aksioomat.

(0) R? # () jaR on kunta.
(i) Kullakin parillax = (21 22)T € R% y = (y1 2)7 € R? summa on yksikasit-

teinen tason vektori
r1+ Y1 2
X+y= € R~.
Y (952 + yz)

(ii) Kullakin parilla o € Rjax = (x; 22)7 € R? tulo on yksikasitteinen tason
vektori
ax = <a$1) e R%
(6 M)

(iii) Olkoot o, 8 € R sekéx = (z1 22)T, y = (y1 y2)? jaz = (21 20)T € R2,

Al. Vaihdannaisuust +y = (il j:Zl) — (Zl iil) —y+x
2 2 2 2

A2. Todetaan liitannaisyysehdon eri puoliskot samoiksi:
x W z T1t+Y1 z T1t+Yi+21
+y)+z= + + - + =
e () () () - () +(2) - (i)
T yi+z1 Tit+Yi1+21
—'— pu— ==
x+(y+z) (902 Yat+22 To+Y2+22
A3. Nollavektoriksi kelpa® = (0 0)7, silla
[T O_x1+0_x1_
o= () (o) = (2 75)- () =
vaihdannaisuuden mukaan my@s- x = x.
A4. Alkion x = (z; z2)T vasta-alkioksi kdy— x = (—z; —x,)7, silla
o2 C2)-(2 )0
) —XT9 To9 — X9 0

vaihdannaisuuden mukaan myésx + x = 0.
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A5. a(x+y) :a<

7. (aix = (o)

A8. 1x = 1(”31) —
€2

T+ N
To + Yo

()
QT QYo

A6. (a+B)x = (a+B) (i;

)

145

ar) + ayq
QT + QYo

):ax+ay

ar, + fry
oz, + [

):ax—i—ﬁx

)=(5n)

Tehtavd 9.313 : (0), (i) ja (ii) selvasti kunnossa, tulok®edt yksikasitteisesti maa-
rattyjaR™*":n matriiseja. Kohtaan (iii) kayta Lauseffa3]3.3.

Tehtavd 9.3)4 : Operaatiot tuottavat tdysin maaratyn tgovin, joten kohta (i)

on kaikille kunnossa.

a) Ehdot Al ja A2 ovat voimassa, A3 ja A4 eivat.
b) Ehdot A1 — A4 voimassa (laskettava lapi).

c) jad) Al voimassa, mutta A2, A3 ja A4 eivét.
d) Al voimassa, mutta A2, A3 ja A4 eivat.

Tehtavd 9.3]5 : Operaatiot tayttavat perusehdon (ii).
a) Ehto A7 on voimassa, A8 ei.
b) Molemmat ovat voimassa.

c) A8 on voimassa, A7 ei ole voimassa: vastaesimerkki vatialla vaikkapa =

BZZEQ:OjaZL‘l:l.

d) Kumpikaan ei ole voimassa: valitse esimerkikst § = x1 = x5 = 1.
Tehtavd 9.4]5 : Tehdaan ratkaisu vaiheittain, yksityis&isin perusteluin:

2u — 3x

2u + (—3x)
(—2u) + (2u + (—3x))
((—2u) + 2u) + (—3x)

(=3)((=3)x)

teoee0Te

0+ (-3)x =
1
3

((—3) - (=3)x
1-x

ST S s

wWino—>

erotus| —2u+

Lausd 9.44 d)

A2

A4, Lausd 9.4/ c)
A3, Lausd 9.4 4 e)
A7, A5

R, Lausd 9.4 c), A7
A8, R, erotus
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Tehtavd 9.4]6 : a) Vasta-alkion maaritelman avulla:
(u+v)+(—u—-v) = (v4+u)+(—u)+(-v) | Al erotus
(v+u)+(-u) +(-v) | A2
(v+u+(-u))+(-v) | A2
(v+0)+(—v) | Ad
v+ (—v) | A3
=0 | A4
Toinen tapa olisi Lausedn 9.4.4 kohdan c) avulla (tarvitagis A5 ja A8 seka
erotuksen maaritelma):

~(tv) = (D+v) = (Du (v = L-w) + 1)
—u+(—v)=—-u-—v.
b) Kayttaen erotuksen maaritelmada, ehtoa A5 ja Lauseed Rohtaa c):

afu—v)=a(u+(-v)) =au+a(-v) = au— av.

Tehtavd 9.4]7 : Vihjeen mukaan (pista perustelut oikealle)
u+2(v—u)— (u+2x) = u—-v

|
& u+2v—2u+ (—(ut2x)) u-—v |
& —(u+2x) = u—v—(u+2v—2u) |
& (—D(u+2x) = u—v—((1-2)u+2v) |
= (—D)(u+2x) = u—(—u)—v-—2v |
& (—D)(u+2x) = 2u—3v |
& 1-(u+2x) = (—1)(2u—3v) |
& u+2x = —2u+3v |
& 2x = —3u-+3v |
& Ix = i(—3u+3v) |
& x = —3u+iv |

Toinen tapa, jossa kaytetaén yhteenlaskun litanna@éygttaindannaisuutta mel-
ko vapaasti. Sievennetaan aluksi vasen puoli kayttaeraVaHid.4.5 tuloksia (Kir-
joita perustelut taas nakyviin) ja ratkaistaan:

u+2(v-—u)— (u+2x) = u+2v—-2u—u-—2x |

& = u—u+2v—-2u—2x |
& = 2v—2u-—2x |

2v—-2u—2x = u-—-v |

& —2x = —(2v—-2u)+u—v |

& —2x = —2v+4+2ut+u—v |

& (=2)x = 3u-—3v |

& Ix = (—3)(3u—3v) |

& x = —Su+iv |
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Tehtavd 9.5)3 : Kuten Tehtal/a 9.3.2, paitsi toinen koowtinan aina 1. Nolla-
alkio on (0 1)7, vasta-alkioo(z 1)T = (—z 1)7.

Tehtavd 9.5]4 : a) Al ei ole voimassa, esimerkiksi

(0)2()=()#(2)= ()=o)

b) A8 ei ole voimassa, esimerkiksi

ofa)=(0)7()

c) A6 ei voimassa, valitse esimerkiksi= 0, f = 2,z; = 1jaxy = 0.
d) Kohta (i) ei ole voimassa, koska tulokset eivét ole tassktareita.

Tehtavd 9.5]5 : a) Voimassa eivat ole Al, A2, A3, A4 eika A6.

b) Voimassa eivét ole A7 eikd A8.

c) Voimassa eivat ole A2, A3, A4, A5 eikéd A6.

d) Kohdat (i) ja (ii) eivat ole voimassa, joten operaatiotégiole kelvollisia, ja
monet kohdat A1-A8 eivét ole edes mielekkaita testata.

Tehtava 9.5]7 : Kuva

Tehtavd 9.5]8 : Kylla on, todistus samalla tavoin kun Eskissd 9.5.5.
Tehtavd 9.5]9 : Kohdassa a) eliminoidaan aluksi vaikkapgg’ vasta-alkiollaan:

- () )
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Kohdassa b) ratkaistaan aluksi vaikkajoax:

(e () e
N G)@(S@x) = 9(2@(_“;’))@(8) | A2, A4

& 30x = ((—2)@(_?))@(8) | Lausd9.4M4 c)

Siten operaatioiden méaarittelyjen mukaan

ox= (((—_52;?)111_—((_—2%)>@(g> - <_§>@<g> - (_53:20—_11) - <_§)

Jatketaan:
or = (im0 ) (1)

—4

& 3Ox = 6> 0]

—4

& 03Bex) = @( 6> | Lausd9.4M e)
4
3

A7, ®:n maarittely

A8

~—
W[
w
SN—
®
»
I
M Wl /_\
| o |
wWlco WIN
—_
—_
o
W=
W
N——
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10.1 Aliavaruuden maarittely

Usein tarkastellaan jonkin lineaariavaruudérosajoukkoa, jossa kaytetdan sa-
moja laskutoimituksia kuin avaruudesgaJosWW C V on téllainen joukko, niin
se on itsekin lineaariavaruus, mikali laskutoimituksielvkset pysyvéat joukossa
W, ts. mikali se orsuljettusisaisen ja ulkoisen laskutoimituksen suhteen.

Maaritelmé 10.1.1 JoukkolV on lineaariavaruudevi (lineaari)aliavaruug subs-
pace, jos

(0) W on epatyhjajayv C Vv,
() u+v e W aina, kunu, v e W,
(i) aue W aina, kuno € L, u e W.

Lause 10.1.20lkoonW lineaariavaruudel’” aliavaruus. Silloidl (varustettuna
samoilla operaatioilla) on lineaariavaruus.

Todistus. Harjoitustehtava

Lineaariavaruudella on aina nkiviaalit aliavaruudet{0} ja se itse. Muita ali-
avaruuksia sanotaadoiksi aliavaruuksiks{proper subspageMika tahansa li-
neaariavaruuden osajoukko ei ole aliavaruus.

Tason aliavaruudet (linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikkal/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kur ssi mat eri aal i / LAText/ TasonAl i avar uudet . ht m

Esimerkki 10.1.3 Osoitetaan, etté joukko
W = {(xl Ty 23)T €R? |2y = ZL‘Q} )

muodostaa reaalisen lineaariavaruui&raliavaruuden.

(0) Maarittelynsa mukaai’ C R? eika ole tyhja, ja
(1), (i) Olkoot o € R jax,y € W mielivaltaiset. Ottaen huomioon joukdi
maaritteleva ehto saadaan naille suorat esitykset (a a )’ jay = (c c d)?,
jolloin
x+y = (atc atc b+d)T € W,
ax = (aa aa ab)T € W.


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/TasonAliavaruudet.htm
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Esimerkki 10.1.4 Olkoon

woe {() [rer).

Silloin TV on epatyhjaly’ C R?, muttal¥ ei ole avaruudeiR? aliavaruus. Kum-
pikaan aliavaruuden Maaritelm&n 10]1.1 ehdoista (i) Jeefiiole voimassa (vrt.
Esimerkki9.5.2), esimerkikg2 1)” € 1, mutta

()= 5()-(en

Esimerkki 10.1.5 Tehtavassf 9.5.8 on osoitettu, éftAvarustettuna Esimerkin
laskutoimituksilla on lineaariavaruus. Osoita serupteella, ettéd Esimerkin

suora
T
T2
on lineaariavaruus.

Opastus. Osoitd Tehtdvdssid 9.3.8 késitellyn lineaariavaruuden aliateksi.

Suora U aliavaruutena (linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikkal kurssit/Lineaarial gebra/
Kur ssi mat eri aal i / LAText/ Al i avar uusSuor au. ht m

x1+x2:2}.

Esimerkki 10.1.6 Onko tyyppia

a b 2%2
(_b C)GR

olevien matriisien joukko avaruudé®?*?, +, -) aliavaruus?
Ratkaisu. (0) Tarkasteltava joukko

(3

on selvasti epatyhja ja sisaltyy joukko&i*?.
(i) Kahden téllaisen alkion summa

a b d e a+d b+e a+d b+e
<—b c)+<—e f):<—b—e c+f):(—(b—|—e) c+f)€A'

(i) Samoin jokaisellax € R tulo

(=i we)e

Siispa.A on aliavaruus.

a,b,cER}


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/AliavaruusSuoraU.htm
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Esimerkki 10.1.7 Lineaarisen yhtaloryhman

r — vy + 3z = 0
20 — y + 2z =0

ratkaisujoukko

1
U:=<t| 4 ‘tGR
1

on lineaariavaruude(®R?, +, -) aliavaruus, sill&:

(0): SelvastiU on epéatyhja ja/ C R?

(1), (i1): kahden ratkaisun summa on ratkaisu, samoin riatk&errottuna skalaa-
rilla (todennal).

Tehtéva 10.1.8 Onko yhtaloryhman

r — y + 3z = 0
2v — y + 22 =1

ratkaisujoukko lineaariavaruud¢®?, +, -) aliavaruus?
Ratkaisu sivull@é159.

10.2 Polynomi- ja funktioavaruuksia

Esimerkkind 9,316 osoitettiin reaaliarvoisia funktiokaskeva perustulos: funk-
tiojoukko
F(X,R)={f: X — R f funktio }

varustettuna pisteittaisilla summa- ja skaalausopearidiation reaalikertoiminen
lineaariavaruus.

Esimerkki 10.2.1 Korkeintaan astetta olevien reaalisten polynomien joukko
P, ={ao+ a1z +---+ a,z" | a; € R vakioita}
(vrt. Esimerkki9.3.77) on lineaariavaruuden
F(R,R) = {f:R — R | f funktio }

aliavaruus, silla

0)P. #0, P, C F(R,R).

(i) Kahden astetta n olevan polynomin summa on polynomi astetta.
(i) Astetta < n oleva polynomi kerrottuna vakiolla on astettan.
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Tehtava 10.2.2Mitk& seuraavista ovat lineaariavaruud@n,, +, -) aliavaruuk-
sia?

a) A :={ag + ar? | ag,as € R}

b) B := {ap + a1z + asz® | ag > 0,a1,as € R}

c) C := {p € P, | p:llda on tasan 2 eri nollakohtda

d) D:={pecP:[p(0) =0}

e) &:={peP|p(0) =3}

f) F:={peP|p(0) =0}

Ratkaisu sivull&§ 159.

Esimerkki 10.2.3 Valilla A C R £ kertaa jatkuvasti derivoituvien reaalifunktioi-
den joukkaC* (A, R) on reaalisen lineaariavaruud@iA, R) aliavaruus jokaisel-
la k € Ny. Nimittéin, & kertaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden summa ja tulo
vakion kanssa ovdt kertaa jatkuvasti derivoituvia funktioita.

Esimerkki 10.2.4 Differentiaaliyhtaldiden kurssilla osoitettaneen mntagouk-
ko
{feCAR) | f"+f=0}

on lineaariavaruude@ (A, R) aliavaruus.

Huomautus 10.2.50lkoonV lineaariavaruus j&’;, W, C V sen aliavaruuksia.
Joukko-opillinen yhdistél; U W ei valttamatta ole aliavaruus (eika lainkaan
lineaariavaruus), silla eri aliavaruuksista otettujektggen summan ei tarvitse
pysya yhdisteessa. Aliavaruuksien leikk&lisN 1/, sen sijaan on aina aliavaruus.
Ominaisuudet perusteltaneen harjoitustehtavissa.

10.3 Aliavaruuksien summa

Erés tarkea yleispateva tapa muodostaa uusia aliavaeuoksyhdistaéa aliava-
ruuksia algebrallisesti.

Maaritelm& 10.3.1 Olkoot W, ja W; lineaariavaruudefy” aliavaruuksia. Jouk-
koa
W1+W2 I:{U1+UQ |LI1 € Wl,UQ € WQ}

sanotaan aliavaruuksisnmmaks{sum of subspaces
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Lause 10.3.2Lineaariavaruuden aliavaruuksien summa on sen aliavajaise
sisaltéda molemmat summan osapuolet.

Todistus.OlkoonV' lineaariavaruus j&/; ja W, sen aliavaruuksia.
0)) W, +W, CV,sillao € W, + W, jaV on lineaariavaruus.
(1) ja (ii): Olkoot o € K jaw, w' € W + W,. Summan maarittelyn mukaan on
olemassay;, u) € W jau,, u), € Wy, joille
w=u +u ja w =u]+u,.

KoskalV; ja W, ovat lineaariavaruuksia, on

wAw = (u+u)+ (u] + u))
= (u1+u’1)+(ug+u’2) c W1+W2,
aw = au; +auy € Wi + Wh.

Yll& tarvittiin myds lineaariavaruuden aksioomia, mita?
Toinen vaite seuraa valitsemalla toisesta joukosta yldaekettavaksi nolla; siis
esimerkiksilW, = Wy + {0} C W; + W,. O

Esimerkki 10.3.3 OlkoonV K-kertoiminen lineaariavaruus. Jasc V pidetaan
kiinte&na, niin joukko

Wy :={sul|seK}
on avaruudery aliavaruus. Jos yleisemmin, u,, ...,u; € V, joukko

w = {s1U1 + Sous + - - - + 550, | 5 € K}

.....

on myds avaruudel aliavaruus (todista!). Tallaisten aliavaruuksien sunfamil
patee:

1) Kuna € K on kiintea
WutWau = {suttau|s,t € K} = {(s+ta)u|s,t € K} = {s'u|s' € K} = W,,.
2) Josu; Jf uy niin summa

W, + Wy, = {s1u;1 + souy | $1,50 € K} CV

on luonteeltaan kaksiulotteinen "taso” (tarkemmin Lu\ai$g.4).

Esimerkki 10.3.4 Polynomiavaruuksille
Pr+Py = {a+br|abeR}+{d +ba+da?|d,b,d €R}
= {a+d+b+b)x+ 2| a,d, b, € R}
— {a// + b//l' +C”l'2 | a//’b//’C// 6 R}
= P,
Yleisesti: Py, C P; € P, C ... on nouseva joukkojond?, C P kaikille & ja
P+ Pn = Pmax(m,n)-
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10.4 \ektorijoukon virittama aliavaruus

Mink& tahansa lineaariavaruud@&hvektoreista voidaan muodostaa skaalauksen
ja yhteenlaskun avulla aarellisia summia

aa; + asug + -+ agpug, o €K, u €V, kEeN,

joita sanomméineaarikombinaatioiksi

Lineaariavaruudelle saadaan helposti aliavaruuksiavidtikkojen lineaarikom-
binaatioiden avulla (vrt. aliavaruuksien summa edell&Ufi0.3).

Lause 10.4.10lkoonV lineaariavaruus j& C V sen epéatyhja osajoukko. Maa-
ritella&n joukolleU:

[U] = { Zakuk

OszIC,ukGU,n:LQ,?),...}.

k=1

a) Silloin [U] on avaruudeiy” aliavaruus.
b) JosU C W C V jaW on aliavaruus, niinl] C W.

Todistus.a) (0) Selvast) # U C [U] C V. Olkooty € K jau, v € [U], jolloin
niill& on esitykset joukort/ alkioiden lineaarikombinaatioina:

u = ajuy + -+ apuy,
vV = ﬁ1V1—|—"'+BlVl.

(i) Silloin u+ v = ajuy + - -+ + aguy + frvy + - -+ Fvy € [U],

silla o, B; € Kjau;, v; € U jasitenu+ v onU:n alkioiden lineaarikombinaatio
(aksioomat?).

(i) Samoin (huomaa A5 ja A7%u = (yay)uy + - - - + (yag)u € [U].
Maéritelmén mukaafi/] on aliavaruus.

b) Toinen vaite, joka sanoo, etfd] on suppeinoukonU sisaltavista aliavaruuk-
sista, on Tehtavana 10.4 3.

Maaritelma 10.4.2 Lauseessa 10.4.1 esiintyvaa aliavaru(ittasanotaan vekto-
rijoukon U virittdmaksi aliavaruudekgispar).

Tehtava 10.4.3Todista Lauseenh 10.4.1 kohta b), eli ettéd jos miisC V on
joukonU sisaltava aliavaruus, niif/] C .
Ratkaisu sivulla 159.
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Kun U on esitetty luettelona, viritysjoukosta jatetdan joukalususein pois, esi-
merkiksi[u, v| tarkoittaa joukkod{u, v}].

Esimerkki 10.4.4 Olkoon V' K-kertoiminen lineaariavaruus. Silloin viritettya
joukkoa (vrt. Esimerkk 10.3]3)

a) [u] = {au | a € £} = W, sanotaarsuoraksjjosu # 0.

b) [u,v] = {au+ gv | a, 5 € R} = W, sanotaarasoksjjosu J{ v.

Aarellisille joukoille U on [U] esitettavissa kiinteanpituisina lineaarikombinaa-
tioina (toki osa kertoimista voi olla nollia), esimerkiksi

u,v,w] ={au+pv+yw|a, 8,7y € R} = Wyyw-

Numeroituville joukoilleU taas

[ug,uy,...] = {agu; + asuy + - -+ | a; € K, vain darellisen moni; # 0}.
Tehtava 10.4.5Millaisen aliavaruuden polynomien joukolf virittavat
a){x,2® —22}?
b) {1,z, 23 — 2*}?
Onkolz, z® — 2z] = Ps3, onko[1, z, % — 2] = P3? Ratkaisu sivullaT39.
Esimerkki 10.4.6 Lineaarisen homogeenisen yhtaloryhmdr = 0 ratkaisu-
joukko on aina &arellisen monen vektorin virittdma aliave, mm. Tehtavassa

[2.3.12 yhden vektorin virittama. Toisaalta tallainenaiaius on kerroinmatriisin
A nolla-avaruus (ks. Luku13.1), Esimerki§sa 13.1.3 kahaorin virittdama.

Méaaritelmé 10.4.7 VektorijoukkoU C V on lineaariavaruudew virittava jouk-
ko, josV = [U], ts. jos avaruudel’ jokainen alkio voidaan esittaa joukéhvek-
toreiden lineaarikombinaationa. Sanotaan myos,étbé joukonU (tai sen vek-
torien)virittama Lineaariavaruu$” onaarellisesti viritetty jos silla on aarellinen
virittdva joukko, ts. jos on olemassa aarellinen joukka- V, jolle V' = [U].

Esimerkki 10.4.8 Osoitetaan, etta lineaariavaruudehvektorit

1 0 0
e; ‘= 0 , €9 = 1 , €3 = 0
0 0 1

muodostavat sen virittavan joukon. Mielivaltaisetle= (x; 2, x3)" € R3 on
X = x1€1 + Taey + T3es.

AvaruusRR? on siis joukon{e;, e, e3} virittama. Joukko{e; , e, } virittda avaruu-
delleR? aidon aliavaruuden, nimittaim, zo-tasonR x R x {0}.
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Esimerkki 10.4.9 Osoita, ettd korkeintaan astettalevien polynomien joukon
P5 virittavia joukkoja ovat esimerkiksi
Up:={l,z,2%,2°} ja U;:= {14z, 2,2>°~1,2°+2}.
Perustelut. Kosk®; = {a + bx + cx? + dz? | a,b,¢c,d € R} ja
[U1) = [1,2,2%, 2% = {a+ Bz + vz + 0% | o, B,7,6 € R} = Ps,

joukko U, = {1, z, 22, 23} viritta& avaruuderPs.
Sopivasti muotoilemalla ndhdaan, etta

U] = [1+a,2,2%—1,2° +a
= {a(l+z)+Br+yx*—-1)+6x*+2)|a, 8,70 € R}
= {(a=7) 1+ (a+f+ 0z +y2*+d2° | a,B8,7,0 € R}
c Ps.

Osoitetaan viela, ett®; C [U,]. Olkoonp € Ps, p(x) := a + bx + cx? + da?
mielivaltainen. Katsotaan, onkoesitettavissa joukoji/,| alkioiden lineaarikom-
binaationa:

a—v+(a+B+0)z+y2*+02° =a+bx+cax® +da® (Vo €R)

« - = a a = a+c
a + f + 0 =0 b = b—a—c—d
<~ =
Y = ¢ Tz c
0 = d 0 = d

Koska yhtéloryhma ratkeaa, on esitys olemasgaja [U,]. Siis mydd; virittda
avaruuderps.

Esimerkki 10.4.10 Kaikkien polynomien joukkoP ei ole aarellisesti viritetty
(perustelu Esimerkis$a 12.4.8).

Tehtava 10.4.110soita, ettdP, voidaan esittdd summana (ks. LUku10.3)
[z, 22 —1] + [1,2%] = Ps.

Ratkaisu sivull&160.

10.5 Virittavan joukon sieventamisesta

Virittava joukko voi olla turhankin laaja, ja sita on mondsgodyllista sieventaa
tai pelkistaa jattamalla epaolennaisia vektoreita pois.
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Esimerkki 10.5.1 TasonR? vektorit(1 0)7 ja (0 1) riittavat virittamaan sen, vrt.
Esimerkk{10.4.B. Myds joukkd(1 0)T, (0 1), (2 —3)'} on tason virittaja, mutta
siind on enemman alkioita. Nytpa esimerkiksi

(5)-2(0) 9 ()

eli (2 —3)7 on kahden muun lineaarikombinaatio (tassa myos esimerkiky”
olisi kahden muun lineaarikombinaatio, miten?).

Viritysmielessa joukot{(1 0)7, (0 1)*} ja {(1 0)T, (0 1)7,(2 —3)T} ovat mo-
lemmat kelpoisia, mutta edellinen on katevampi monesssikitieessa (vilkaise

Lukual1l).

Lause 10.5.2Jos lineaariavaruuden vektorijoukbhyksi vektoriu voidaan esit-
td& sen muiden vektorien lineaarikombinaationa, fiiin= [U \ {u}]. Sanomme-
kin silloin, etté "poistettu alkiai on viritysmielessa turha”.

Todistus.Ensinnéakin, triviaalistjU \ {u}] C [U]. Olkoon toisekswv € [U] mieli-
valtainen, jolloin silla on (eras) esitgs= a1 vy + . . . + ax v joukonU alkioiden
avulla. Asia on selva, jos tassa ei alemukana:v € [U \ {u}]. Jos taas eras
v, = u, otetaan kayttoon vektorille tiedetty esityar = f1u; +. .. + 5,u,, ja si-
joitetaan se alkiow; = u tilalle. Silloin saadaan (kayttden taas lineaariavaraude
laskusaantoja) vektorille esitys kayttaen vain joukoti \ {u} alkioita. O

Tehtava 10.5.3Osoita tarkasti, ettéd Lauseen 1015.2 todistuksen lopussattki
tapa todella tuottaa vektorille esityksen lineaarikombinaationa, jossa on vain
joukonU \ {u} alkioita.

Ratkaisu sivulla740.

Esimerkki 10.5.4 Olkoon P} := [1,z?], joka on korkeintaan astettaolevien
polynomien joukorP, aliavaruus. Osoita, ettd joukKa@, 22, 1 —z%} myos virittaa
avaruuder, ja etta sita voidaan sieventaa poistamalla jotain.

Ratkaisu. Koskd — 2? = 1 -2 + (—1)z?, se voidaan Lauseén 105.2 mukaan
jattaa pois. Jaljelle jaavaa joukkda, x>} ei voi enada supistaa, silla kumpikaan
alkioista ei enaa yksinaan viritd avaruufta

Tehtava 10.5.5Sievenna avaruuder? virittajajoukkoa{ u;, us, us, ug, us }, kun

1 0 0 1 0
u; .= 0 , U = 1 , Uz = 0 , Uy = 0 , Uy i= 0
0 0 1 1 0

Ratkaisu sivulla 161.



10.6 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd10.118 : Ei, esimerkiksi nollavektori ei ole ragka{ehka helpoin tapa).
My0s voi ratkaista ja etsié kohtdalle (i) (tai (ii)) vastamsrkin.

Tehtavda 10.2]2 : ajl on aliavaruus, silla

(0) Se on selvasti epatyhja ja maarittelynsa nojdlla P..

(i) Alkioiden a + bz?, ¢ + da? € Asummala + ¢) + (b+ d)a? € A.
(i) Alkioiden o € Rjaa + bz? € Atulo (aa) + (ab)z? € A.

b) B ei ole aliavaruus; esimerkiksi vakiopolynomi 5 kerrottuna luvulla—>5 ei
kuulu joukkoon’ (siis (ii) ei ole voimassa).

c) C ei ole aliavaruus; esimerkiksi kyriz) = 22—1jag(z) = 1—2, onp+q = 0,
jolla ei ole tasan 2 nollakohtaa (vaan aarettomasti).

d) D on aliavaruus, silla se on epatyhj&:n osajoukko, ja arvon nolla origossa
(tai missa tahansa kiinteaksi valitussa pisteessé) sapeignomien summalla ja
reaaliluvulla skaalauksen tuloksella on tuossa pistemggs arvol.

e) & ei ole aliavaruus; esimerkiksi polynomeiigr) = 2? + 3jag(z) = 3 —x
on origossa arvg, mutta niiden summalla on an Siis (i) ei ole voimassa.

f) F ei ole aliavaruus, sill&F € P,. Kyllakin se olisi kaikkien reaalipolynomien
joukonP, ja myds funktiojoukonF (R, R) aliavaruus.

Tehtavd10.413 : Olkoo®/ C V epéatyhja joukko jal C V aliavaruus, joka
siséltéda sen, sil§ C W. Vaite oli, ettd myosU] C .
Olkoonu € [U] mikéa tahansa vektori. Virityksen méaaritelman mukaan sité
esitysu = aju; + -+ + agpug, missa kukinu; € U. MuttalU C W ja W
on aliavaruus, joten lineaarikombinaationac W. Siis [U] C W, ja on siksi
suppein.
Tehtavd 10.4]5 : a) Muotoillaan:

[z, 23 —2x] {ax + b(x3—2x) | a,b € R}
{(a —2b)x + bx3 | a,b € R}
{dz+Vx®|d,V eR}
Ps.

Nyt nahdaan, ettér, »3—2z| # Ps, silla esimerkiksi polynomi? ¢ [z, x® — 2x].

Nl

b) Lasketaan taas:
5—2?] = {a+br+c(z®—2%)|a,b ceR}

= {a+br—cr’*+cx®|a,bceR}

1, z,x

Nahdaan, ettéll, z, 23 — 22| # Ps, silla esimerkiksiz? + 2 ¢ [1, 2,23 — 22].
Tilanne johtuu nelion ja kuution kertoimien keskindisesf@uvuudesta.
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Tehtavd 10.4.11 : Joukot
A= [z,2°~1] = {azr+p(=*-1)]a,B€R}
B:=[1,2°] = {y+62*|v,0€R}

ovat Lauseef 10.4.1 mukaan lineaariavaruuBlealiavaruuksia. Lauseén 10.8.2
mukaan summa on myds aliavaruus, joten

A+ B =[x, 2°—1] +[1,2%] C P».

Onko inkluusio voimassa myo0s toisinpdi; C A + B? Muokataan viritettyja
avaruuksia ja summaa:

A+ B = [z,22-1]+[1, 27
{az+B(*=1) [, eR} + {7y + 02 [7,0 R}
= {(az+p(*-1)) + (v +62%) | o, 8,7, 0 € R}
= {(y=B)+az+(8+0)2’|a, 3,7, €R}
Siis: voidaanko jokainen + bx + cz? € P, esittdda muodossa
a+br+cx® = (y—B)+azx+ (8+0)r?

sopivilla skalaareillay, 3, v, 6?

Polynomien samuus tarkoittaa vastinkerrointen samujotir) esitys on mahdol-
linen, jos (ja vain jos)

N _ b a = b
o B = c—t
- + = a4 <=
6 = teR.

Esimerkiksi valitsemalla = 0 saamme summan alkioksi
(v — B) + ax + (B + 8)z* = a + bw + ca?,
jotena+bx+cx? € A+ B. Onsiis todistettu, ett®, C A+ B ja kaiken kaikkiaan
[z, 2°—1] + [1,2%] = Pa.
Tehtavd 10.5]3 : Lauseén 10J5.2 todistusta jatkaen: Voidgtaa (miksi?), etta

vektorinv € [U] esityksessa kaikki vektorit; ovat eri vektoreita ja siis vain yksi
v; = u. Nyt saadaan

vV = vy +...+oa+...+ apvg
a1vi+ ...+ o(fiag + .+ Bouy) + L+ vy
= avi+...+ (b)u + ...+ (fB)u, + ... + agvy
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misséu ei enaa esiinny. Siig € [U] \ {u}.

Tehtavd 10.5]5 : Ensinnakin, nollavektarj voidaan viritykselle turhana jattaa
pois. Toiseksi, vektoni, = u; + ug, joten sekin on viritysmielessa turha. Lopulta
jaé joukko{u;, us, us}, missa ei ole tinkimisen varaa.

Mutta kysymys: Voitaisko vektorim, sijasta jattaa joku muu vektori jattaéd pois?
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Tutkittaessa lineaariavaruuden rakennetta nousee eraakisittavaksi piirteeksi
sen virittavien joukkojen alkioiden keskindiset riippuasuhteet ja lukumaara.
Oleellisen vedenjakajan muodostaa &arellinen vs. aavartdiéjajoukko.

Jos jokin osajoukko virittéaa lineaariavaruuden myos jokainen laajempi osa-
joukko virittaa sen. Tallaisessa laajemmassa joukossaudarikin mukana tar-
peettomia vektoreita. Jos jokin aarellinen vektorijoukkattaa avaruuder’, on
olemassa&uppein minimaalinereli lukumaaraltaan pienin virittdjajoukk&anta
Naita voi olla useita, mutta osoittautuu, etta niissa lsmliion sama mééaréa alkioita
(katso LukUIR).

11.1 Riippumattomuuden maaritelma

Maaritelméa 11.1.1 a) Lineaariavaruuden aarellinen osajoukka, ..., u;} on

lineaarisesti riippuvaleli vektorituy, . . ., u, ovatlineaarisesti riippuvia, jos on
olemassa skalaarity, .. ., a;, € I, joista ainakin yksi on nollasta poikkeava, ja
joille

ojug + - - -+ apu, = 0.

b) Lineaariavaruuden aaretén osajoukko on lineaarisggbuva, jos silla on &a-
rellinen lineaarisesti riippuva osajoukko.

c) Jos joukko ei ole lineaarisesti rippuva, selimeaarisesti rippumatoitl/inearly
independent

Huomautus 11.1.2a) Lineaarisesti riippuvaa joukkoa kutsutaan mgiistuksi
ja rippumatontavapaaksi

b) Aarellisen joukon lineaarinen riippumattomuus tartaaitsita, etta yo. vekto-
riyhtalo toteutuu vain arvoilla; = - - - = a;, = 0. Adreton joukko on lineaarises-
ti riippumaton, jos ja vain jos sen jokainen aarellinen oskko on lineaarisesti
riippumaton.

Esimerkki 11.1.3 Onko avaruudeiR? vektorijoukko

1 2\ /-1
U=<(o].l 1],[-1
1) \-1 2

lineaarisesti riippuva?
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Ratkaisu. Ratkaistaan skalaarit vektoriyhtalasté, + asus + azus = 0, eli

1 2 -1 0
(03] 0 + Q9 1 +Oz3 -1 =10
1 -1 2 0
a1+ 20[2 - 3 = 0 oy = —t,
<= ay — a3 = 0 <— gy = t, teR.
a1 — ay  + 20[3 =0 3 = t,

Yhtaloryhmalla on siis muitakin kuin triviaaliratkaisu.ulk valitaan esimerkiksi

t := 1, saadaan skalaarit = —1, as = 1 jaas = 1, joille
1 2 —1 0
(=)0 ]+1 1|+1|-1]={0
1 —1 2 0

JoukkoU on siis lineaarisesti riippuva.

Tehtava 11.1.4Nayta, etta pystyvektorit

1 0 0
e = 0 s €y = 1 ja €3 — 0
0 0 1

muodostavat avaruudesRa lineaarisesti riippumattoman joukon.
Ratkaisu sivull&173.
Esimerkki 11.1.5 Olkoon V' := C(R,R) ja fi(z) := sinz, fo(x) = cosz,

fs(z) := sin 2z, fy(x) := cos2z. Onko joukko{ fi, f2, f3, f1} lineaarisesti riip-
puva?

Ratkaisu. Osoitetaan funktiot lineaarisesti riippumaitcsi. Olkoon
arfi + ofa + asfs+asfs =0
(siis nollafunktio) el
oy sinx + ap cos T + ag sin 2z + oy cos 2 = 0 kaikilla z € R.

Muodostetaan funktioyhtélosta (vahintain) 4 yhtalbatsalnalla "sopivat” reaa-
liarvot z, esimerkiksi vuorollaan = 0, 7, 7, — 5. Saadaan

IVREOY
r = 0 (&%) + ay = 0
4 V2 1 NG 2 3
T i — = 0
r = B aq ay =
r = —% —Q — ay = 0

mika toteutuu vain arvoilla; = ay = a3 = oy = 0.



164 11 LINEAARINEN RIIPPUMATTOMUUS

Esimerkki 11.1.6 Joukko{3, cos 2z,sin® 7} C C(R,R) on lineaarisesti riippuva,
sillacos 2z = 1 — 2sin” x ja siten

(_%) -3+ 1cos2x + 2sin®z = 0 kaikilla = € R.

Esimerkki 11.1.7 OlkoonV lineaariavaruus. Voidaan sopia, etta tyhja joukko on
lineaarisesti riippumaton. JoukK®} on aina lineaarisesti riippuva. JOS# u €
V, niin {u} on lineaarisesti rippumaton (Lause 9]4.4 kohta b).

11.2 Ominaisuuksia

Lause 11.2.1Lineaariavaruuden epatyhja osajoukko on lineaarisegpuva jos
ja vain jos ainakin yksi sen alkioista voidaan esittdd muildleeaarikombinaatio-
na.

Todistus.OlkoonV lineaariavaruus j& C V epétyhja joukko.
1) JosU on lineaarisesti riippuva, 16ytyy aarellinen lineaarisegpuva joukko
{uy,...,ux} C U. Tall6in on olemassa;, . .., a4, joista ainakin yksi; # 0, ja
au; + ... +au; + ..+ apu = 0.

Mutta silloin u; voidaan yhtaldsta ratkaista (mitenka, mita siihen taanf ja
siten tulee esitetyksi muiden lineaarikombinaationa.
2) Oletetaan, etta esimerkiksic U voidaan esittda muiden lineaarikombinaatio-
nau = fu; + ...+ Bru, Missdu ei ole mukana. Talléin

(—Du+ Biuy + ...+ frup = 0,
joten joukkoU on lineaarisesti riippuvé.l

Lause 11.2.20lkoonV lineaariavaruus j& C V epéatyhja joukko.

a) JosU on lineaarisesti riippumaton j@ C U, niin joukko U’ on lineaarisesti
riippumaton.

b) JosU on lineaarisesti riippuva j& C W C V/, niin joukko I/ on lineaarisesti
riippuva.

Todistus. a) Koska joukon/ jokainen &arellinen osajoukko on lineaarisesti riip-
pumaton, ovat sitd myds joukd@ C U osajoukot; ovathan ne myos joukéh
osajoukkoja.

b) Joukollal/ on &é&rellinen lineaarisesti riippuva osajoukko, joka orompukon
W lineaarisesti riippuva osajoukkol
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Esimerkki 11.2.3 Ovatko avaruudei®?*? matriisit
2 1 1 =2 0 —=5
0 3)’ 3 2 6 1

lineaarisesti riippuvia?
Erés ratkaisu. Hetken tarkastelun jalkeen huomataan, etta

0 -5 2 1 1 -2
(& 5)-o02)+2( )
joten matriisit ovat lineaarisesti riippuvat (Lause 11))2.

Lause 11.2.40lkoonV lineaariavaruus j&/ C V' sen lineaarisesti rippumaton
osajoukko. Jos € V'\ [U], niin laajennettukin joukk®” := U U {v} on lineaa-
risesti riippumaton. Liséaksi/| on viritetyn aliavaruudefl/’] aito aliavaruus.

Todistus.Kaytetaan lauseen merkintdja. Maaritelman mukaan ridsiittaa, etta
joukon U’ mielivaltainen&érellinenosajoukkoU” on lineaarisesti rippumaton.
Jos kyseinen joukko ei sisalla lisattya alkietase on joukord/ osajoukko, ja siten
Lauseef 11.212 mukaan lineaarisesti riippumaton. Mudgtaikko on muotoa

U"={uj,uy,...,u, v},

missa kukinu; € U. Mielivaltaisessa joukor/” lineaarikombinaatioyhtaléssa
a4y + ... + aguy + cv = 0 on kaksi mahdollisuutta: skalaari= 0 tai ¢ # 0.

1) Josc = 0, oncv = 0, ja kyseessa on todellisuudessa lineaarisesti rilppumat-
toman joukonU alkioiden lineaarikombinaatioyhtald. Kaikki skalaaritad siis
nollia jaU” taten lineaarisesti riippumaton.

2) Tapaus: # 0 on puolestaan mahdoton: silloin nimittain vekterivoitaisiin
esittaa pelkastaan joukdnalkioiden lineaarikombinaationa

(Y _* _ %
V—( C)u1+( C>UQ+...+( C)uk,

jaolisikin v € [U], miké sotii alkionv valintaa vastaan.

Lauseen jalkimmainen vaite: Joukét virittAma aliavaruus on itsekin lineaaria-
varuus (miksi?), ja sen osajoukénvirittama aliavaruus on sen aliavaruus (ava-
ruudestal” perittyjen laskutoimitusten suhteen tietysti). Aitoudekaa se, etta
vel[U\[U].O
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Lineaarisen riippumattomuuden geometrinen merkitys

1) TasonR? kaksi vektoriau, v # 0 ovat lineaarisesti riippuvia, jos ja vain jos ne
ovat saman suoran suuntaisia, so. origosta l&hteviksefiyin& ne ovat samalla
suoralla. Talléin on olemassac R, jolle v = au.

2) AvaruudenR? vektorit u, v # 0 ovat lineaarisesti riippuvia jos ja vain jos
niiden virittdma aliavaruus on avaruuden suora, tsujes av.

3) AvaruudenR? kolme vektoriau, v, w # 0 ovat lineaarisesti riippumattomia,
JOs ja vain jos ne eivat ole samassa tasossa, ts. origosexilégi piirrettyina nii-
den paatepisteet eivat ole origon kanssa samassa tasossa.

11.3 Lineaarinen rijppumattomuus ja singulaarisuus

AvaruudenR"™ n-alkioisten vektorijoukkojen lineaarinen riippumattomuus voi-
daan testata niiden muodostaman matriisin avulla.

Lause 11.3.1AvaruudenR™ osajoukko{a;, a,, ..., a,} on lineaarisesti riippu-
maton, jos ja vain jos niistd muodostettu matriisi
A = (aij) = (a1 dy an)

on saanndllinen. Erityisesti: neliomatriisinsarakevektorit ovat lineaarisesti riip-
pumattomia jos ja vain jodet A # 0.

Todistus. 1) Olkoonzqa; + z0as + - -+ + z,a, = 0, z; € R. Kun merkitaan
x = (z1 1y -+ z,)T, on yhtalo kirjoitettavissa kvadraattiseksi homogeeksse
yhtaloryhmaksi

a; a - Ay X aj1ry + appTy + o+ A1y,
To a12T1 + G%y + -+ A2pTy
AX = = )
Tp An1T1 + Ap2T2 + -+ ApnTy
ai @12 A1n
21 22 A2p,
= x| ., |Ftx2| . |+t
an1 an2 Ann

= ra; +ra+---+za, =0.

Kaytetaan nyt lausetfa 5.4.2: Jdson saanndllinen, yhtaldlldx = 0 on vain
triviaaliratkaisu
x=(r; 79 ... 7,) =00 ... 07"
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Siis{a, as, ..., a,} on lineaarisesti rippumaton.

2) Kaantéen, joqa;,a,,...,a,} on lineaarisesti rippumaton, on oltava =
Ty = ... = x, = 0 ]a siten yhtalollaAx = 0 on vain triviaaliratkaisu. Siisl on
saanndllinen.

Jalkimmainen véaite seuraa nyt siita, etta neliomatrison saanndllinen jos ja
vain josdet A # 0 (Lausd 6.5.11)

Esimerkki 11.3.2 Ovatko avaruudei®® vektorit
(4 2 3)", (2 3 )" ja (2 =5 3)"
lineaarisesti rippumattomia?

Ratkaisu. Vektoreita on kolme ja avaruus &, joten vektoreista sarakkeittain
muodostettu matriisi on neliomatriisi. Koska

42 2
2 3 —5|=0,
31 3

ei matriisi ole sdanndllinen (Laube 6J5.1). Lauseen Iln8jalla vektorit ovat i-
neaarisesti riippuvat. Myos voi perustella suorempaarsead 11.3]1 jalkimmai-
sen vaitteen avulla.

Tehtdva 11.3.3a) Osoita saannollisyysehdon avulla, etta

1 2 3 4
0 2 1 1
Y=ol o]t
4 0 2 6
on lineaarisesti rippuva.
b) Onko joukko
1 3 4
0 1 1
L= o)
4 2 6

lineaarisesti riippumaton? Ratkaisu sivlillail73.

11.4 Funktioiden lineaarinen riippuvuus

Differentiaaliyhtaléiden kurssilla osoitetaan, ett&ertaluvun lineaarisen homo-
geenisen differentiaaliyhtalon ratkaisu enlineaarisesti rippumattoman yksit-
taisratkaisun lineaarikombinaatio.
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Yksinkertainen keino tarkastaa joukdff, . .., f,} € C"(A,R) lineaarinen riip-
pumattomuus on kayttaa nkVronskin determinanttigdJozef Hoene-Wronski,
Puola, 1778-1853)

fi fa o
b oo
Wi = : : :
(n—1) (n—1) (n—1)
| 5 oo fn
Jos funktiojoukko{ f1, ..., f,} on lineaarisesti riippuva, niimy, _r (z) = 0

kaikilla z € A. JosWy, ; (z) # 0yhdellekinz € A, on joukko lineaarises-
ti rippumaton. Kuitenkin funktiojoukko voi olla lineaa@sti riippumaton ja sen
Wronskin determinantti havita identtisesti.

Huomautus 11.4.1Wronskin determinantti -menetelmaa ei talla kurssillauger
tella, joten sitdsaa kayttaa vain pyydettdessa

Esimerkki 11.4.2 Esimerkin 10.4.9 polynomijoukko
U={1+z oz 21, 2°+2)

on lineaarisesti riippumaton. Nimittain, polynomit ovapp aarettomasti derivoi-
tuvia ja ndiden Wronskin determinantin arvo pisteessiR

14z =z 22—1 234z 1 z 22—1 234z
L1 20 32%+1)_ |01 20 322+1|_
0 0 2 6x 10 0 2 6x T
0 0 0 6 00 0 6
Esitetaan varsinainen todistus maaritelman avulla: Yistal
a(l+2)+ Br +v(@* — 1) +6(z* + ) = O kaikillaz € R
saadaan ulos mm. seuraavaa:
z = 0 ([« - v = 0
r = 1 20 + + 26 = 0
¢ o= -1 3 2% =0
r = =2 [ —a — 28 + 3y — 1006 = 0
( a = 0 a = 0
| —28 — 106 = 0 § =0

Siis joukkoU on lineaarisesti riippumaton.
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11.5 Yksikasitteisyydesta

Lause 11.5.10lkoonV lineaariavaruus j& C V, U = {uy, uy, ..., u;}. Alkio
v € [U] voidaan esittadksikésitteiselldavalla joukonU alkioiden lineaarikom-
binaationa, jos ja vain jo§ on on lineaarisesti riippumaton.

Todistus.1) Oletetaan, ett& on lineaarisesti riippumaton. Olkoon vektorittac
[U] esitykset

vV = oaju + oy

v = fug+ -+ g
Vahentamalla yhtal6t puolittain saadaan

0= (v —Br)us+ -+ (i — Bp)ug
KoskaU on lineaarisesti riippumaton, of)y = «; kaikilla i € [k]. Esitys on siis
yksikasitteinen (yhteenlaskujarjestysta lukuunottaani@etenkin).
2) Oletetaan, etté vektovi € [U] voidaan esittda joukoli lineaarikombinaationa
vain yhdell& tavalla
V=aguy + -+ agpuy.

Vastaoletus: Joukkt on lineaarisesti riippuva.

Johdetaan toinen esitys vektorile KoskaU on lineaarisesti riippuva, on ole-
massa, .. ., ¢; € K, joista ainakin ykst; # 0, ja

0=cu +---+cu+ -+ cu.

Asetetaarp; := «; + ¢; kaikilla i € [k]. Laskemalla edelliset kaksi yhtal6&a puo-
littain yhteen saadaan

v = (q+c)u+ -+ (aj+c)ui+ -+ (aptcp)ug = frug+- - +6u4+ -+ Gruy.

Koskac; # 0, onj; # a;, jatama olisi erilainen esitys vektorilke. Siis vastao-
letus on vaaré j& lineaarisesti riippumator]

11.6 Suora summa

Luvussd 10]3 maariteltiin aliavaruuksien summa.ldgsa IV, ovat avaruudef’
aliavaruuksia jdV; + Wy = V, niin alkiollav € V saattaa olla monia erilaisia
esityksia naiden aliavaruuksien alkioiden summina.

Maaritelma 11.6.1 Olkoot W, ja W5 lineaariavaruudefr” aliavaruuksia. Jos jo-
kainenv € V voidaan esittda tasan yhdella tavalla summagaw; + w,, missa

w1 € Wi jawy € Wy, niin V on aliavaruuksienl; ja W, suora summgja tata

merkitaanV = W, @ Ws.
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Lause 11.6.20lkoot W, ja W, lineaariavaruudei aliavaruuksia. Silloin
V == W1 @ W2
jos ja vain jos
V=W + W, ja WlﬂWQI{O}.

Todistus. 1) (=) Harjoitustehtava.

2) (<) Oletetaan, ettd” = W; + Wy ja W, N W, = {0}. Olkoonv € V
mielivaltainen. Osoitetaan, etta silla on vain yksi esitys w; + wo, kunw; €
Wi jawy € W, Oletetaan siis, etta joillakiw,, w) € W, jaw,, wh, € Wy
V=W + Wy = W] + Wi.
Silloin
Wi — W) = W) — Wy,
ja koskalV; ja W olivat aliavaruuksia, ow, — wj € W, jawy, — wi, € Wi,
Siis myosw, — w| € Wy N Ws jawy — wh € W N Ws,, mista seuraa oletuksen
Wi, N Wy = {0} mukaan, ettédv; = w/ jaw), = w,. Siis esityksi&v = w; + w»
on vain yksi. Mutta silloin
V=W &W,.
O

Tehtava 11.6.3 Todista Lauseeln 11.6.2 toinen puoli.
Ratkaisu sivulla173.

Tehtava 11.6.4Esita avaruudeR? ja R? aitojen aliavaruuksiensa suorina sum-
mina.
Ratkaisu sivulla174.

11.7 Analyyttistda geometriaa — tason yhtalo

Olkoot1 < k < n jaa sekavy, vo, ..., vy avaruuderR” lineaarisesti riippumat-
tomia vektoreita. Joukkoa:

X:=a+tvy +tova+ ... +tve, t €R,

sanotaark-ulotteiseksi (hyper)tasoksdiasol” siséltadpisteema ja on vektorijou-
kon {vy, vy, ..., v} virittdméan aliavaruuden suuntaineiyseiset vektorit ovat
tasonsuuntavektoreita

JoukkoT on avaruuderiR™ aliavaruus ainakin, joa = 0, mutta vektoriesityksen
ei-yksikasitteisyydesta johtuen origo voi kuulua tas@owaikka olisikina # 0.
Tarkemmin: Tas@' on avaruudeiR™ aliavaruus, jos ja vain jos tasollaon esitys
aarellisen monen vektorin lineaarikombinaatioina.
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Kolmiulotteisen avaruuden taso

Jos avaruudeiR?® kaksi vektoriau ja v ovat yhdensuuntaisia, ts. = au tai
u = av, niin ne ovat lineaarisesti rilppuvat. Jos lisaksi ainakimen vektoreista
on nollasta poikkeava, on viritetty aliavarujus v| suora.

Oletetaan nyt, etté ja v eivat ole yhdensuuntaisia. Silloin vektorimuato=
a+ su+tv, s,t € R, maarittelee avaruutedk® eraan tasof’ (KuvalZ1), joka
siséltéa pisteeaja on aliavaruudefl’” := [u, v| suuntainen, koska niilla on samat
suuntavektorit (ks. Lukir412).

— o T——
YT — y (SSSS—

_ — -

T s@x=atsuttv

——— _-=
—— =

Kuva 21: Kahden vektorin suuntainen pisteesisaltava taso

Nytx € T'jos javain jox—a = su+tv elix—a € W. Tama tarkoittaa mm. sit&,
etta vektorijoukko{x—a, u, v} on lineaarisesti riippuva. Lauseen 1113.1 mukaan
niista sarakkeittain muodostetulle matriisille on

1 —a ur Y1
To — Ay Uy Vo | = 0. (6)
T3 —as Uz U3

Kehittdmalla determinantti ensimmaisen sarakkeensasualsadaan yhtalé muo-
toon

uy v
Uz V3

uy v
Uz V2

— (x93 — as) + (x5 — as) = 0. (7)

Laskemalla nama pelkastaan suuntavektoraisja v riippuvat determinantit
(huomaa yksi rivienvaihto!)

Uz V2
us U3

us vs
uy v

Uy U1

D1 =
Uz V2

DQ = (8)
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saadaan yhtal§7) muotoon
Di(xy — a1) + Da(x2 — az) + Ds(x5 — a3) = 0. 9)
TasolleT: x = a+ su+ tv, s,t € R, saadaan parametrité&oordinaattiyhtalo
Ajxy + Asxg + Aszs + C' =0, A;, C vakioita

Voidaan osoittaa (harjoitustehtava), etta kun vektorjd v eivat ole yhdensuun-
taisia, kaikki determinantiD; eivat voi olla nollia, joten yhtalo ei surkastu muo-
toon0 = 0, vaan ainakin yksi koordinaateista esiintyy siina. Deiaanttiyhtalo
(@) esittaa siis tasoa, joka sisaltaa pistaga on (lineaarisesti riippumattomien)
vektorienu ja v virittdman tason suuntainen.

Koordinaattimuodossa oleva tason yhtélo saadaan paiametoon valitsemalla
kaksi muuttujaa parametreiksi ja ratkaisemalla kolmaderaavulla.

Tehtava 11.7.10soita, etta jos vektorit = (u; us u3)? jav = (v v, v3)T eivéat
ole yhdensuuntaisia, niin kaikki determinaritit (8) eivét yhtaikaa olla nollia.
Ratkaisu sivullaI74.

Tehtava 11.7.2Maérita sen tason koordinaattiyhtéld, joka kulkee
a) pisteiden2 1 4)7, (122)Tja (23 1) kautta.
b) pisteiden2 2 3)7 ja (—1 4 2)” kautta ja on suoran

1 5
r=|1]+s|2],seR
4 3

suuntainen.
Ratkaisu sivull&174.

Tehtava 11.7.3Esita tas®z; + 225 — 23 = 1 vektorimuodossa.
Ratkaisu sivull&a175.



11.8 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 11.114 : Lineaarisen riippuvuuden maaritelmanorgitald menee tassa
tapauksessa muotoon

1 0 0 aq 0
a0 l4+a|1])+a3]0)=ay]=1]0
0 0 1 3 0

misté lineaarinen riippumattomuus jo nakyykin!

Tehtavd 11.3]3 : a) Koska avaruus®hja vektoreita 4, muodostetaan vektoreista
Lauseessa 11.3.1 kuvattu matriisja naytetaan, etta

det(A) =

_~ = O
S O NN
O O =W
S ==

b) Determinanttiehto ei nyt kdy, koska vektoreita on vaimie Siis on ratkaista-
va

(0%} + o3 = 0.

4 2

1 3 4
0 1 1
1 o T
6

Syntyvalla lineaarisella yhtaléryhmalla

o1+ 30[3 + 40[4 =
asg + oy

(03] QY
4oy + 203 + 6oy =

o O OO

on ratkaisuna esimerkiksi; = 1, a3 = 1, ay = —1. Siis my6dslU; on lineaarisesti
riippuva.

Tehtavd 11.6]3 : JoB = W, @ W, niin tietysti V' = W, + W,. Olkoonw &
W1 N W, mielivaltainen. Silloinw € V' ja silla on tasan yksi esitys = w; + wo,
kunw; € Wy jawy € Ws. Mutta toisaalta

w = w+0, missaw € W;,0 € W,
w = 0+w, missda0 e W, w e Ws.

Tama on mahdollista vain kuwe = 0. Siis myosiv; N W, = {0}.
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Tehtava 11.6]4R? on minka tahansa kahden erisuuntaisen origon kautta kartkev
suoran suora summa, esimerkiksi koordinaattiaksedien= {#(10)7 |t € R}
jas, ={t0)" [teR},R*=S,®S,.

R? voidaan esittda suorana summaya= S @ T, missa aliavaruudet ovat suora
S jatasoT’, joilla on vain origo yhteisena pisteena.

Tehtavd 11.7]1 : Koska vektorit eivat ole yhdensuuntaai&umpikaan ole nol-
lavektori, joten molemmilla on ainakin yksi nollasta podidva koordinaatti.
Antiteesi: Kaikki determinantiD; ovat nollia, ts.usvs = usve, uzvy = ujvs ja
U1V = U2V7.

Olkoon esimerkiksii; # 0. Silloin a := vy /us € R jav; = auy.

Koskau, vy = ugvy, ONve = ugvy /uy = usauy /uy = aus.

Koskausv; = ujv3, ONugau; = uqvs ja sitenvs = aus.

Siis olisiv = au, mika on vastoin oletusta.
Jos olikinu; = 0, niin tehd&an vastaava paattely tilanteassé 0 tai us # 0.

Tehtavd 11.712 : a) Valitaan vakiovektoriksi vaikkapa= (2 1 4)7, jolloin tason
vektoriyhtal® on

2 1 2 2 2
r = [1]|+s 21—-11 +t 31—1|1
4 2 4 1 4
2 —1 0
= 1]+s 1]+t 21, s,teR.
4 -2 (3

Koordinaattimuoto on
T —2 —1 0
za—1 1 2| = (r;—2)(-3+4)—(x2—1)-3+(x3—4)(-2)=0
r3—4 —2 =3
& 1 — 3r9 — 213 = —9.
b) Samaan tapaan kuin a), mutta nyt toinen suuntavektdndtaan” annetulta
suoralta:

2 —1 2 ) 2 -3 5)
r=\|2|+s 41—12 +tl2)=1{2 |+s 2 |1+t| 2], s,teR,
3 2 3 3 3 -1 3
ja koordinaattimuoto
1'1—2 -3 5
xo—2 2 2| = (x1—=2)(6+2)— (22—2)(-94+5)+ (z3—3)(—6—-10)=0

r3—3 —1 3
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= 8l‘1+4l’2—16$3+24:0
~ 233'1-'-.1’2—4.1’3:—6.

Tehtavd 11.7]3 : Valitaan parametreiksi vaikkapga -:

1 = 5, seER
Ty = t,tER
Tr3 = —1+3S+2t

jolloin (erés) vektorimuoto on

r=| o0]+slo]+t|1],ster
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Lineaariavaruuden rakenne tulee lahes taysin maarakkstunnetaan jokin sen
virittdjajoukko. Kuitenkin avaruuden mielivaltaiselléella voi olla useita esi-
tyksia virittdjdjoukon alkioiden lineaarikombinaatioradella todistettiin, etta yk-
sikasitteisiinkoordinaatteihirpdéstaan, jos ja vain jos (aarellinen) virittajajoukko
on lineaarisesti rippumaton.

12.1 Kanta ja koordinaatit

Maaritelm&a 12.1.1 JoukkoE = {e;,ey,...,e,} C V on lineaariavaruudei
kanta(basig ja vektorite; kantavektoreitajos

(i) joukko E virittda avaruuder, ts.[E] =V,

(ii) joukko E on lineaarisesti riippumaton.

JosE on avaruudery kanta, niin alkionu € V' yksikasitteisesti maaratyssa esi-

tyksessa (Laude 11.5.1)
u=ux€e + T+ -+ Tp€y
ovat skalaaritr; € K koordinaattejakannassd, ja niita merkitdan usein vekto-

rinauE = (ZL‘l Ty ... IL‘n)T e K",

Huomautus 12.1.2 Yksikasitteisyys tarkoittaa tassa "yhteenlaskujarjgtstyail-
le yksikasitteisyytta". Kun sovimme, etta piddmme kankéwvgen jarjestyksen
koko ajan samana, niin voimme kaytts@maistusta

uZug = (v, 20 - 1,)".

Esimerkki 12.1.3 a) AvaruuderR? luonnollinentai standardikanta on

1\ /0\ /0
E={lo],[1].[o0
o/ \o/ \1

b) AvaruuderiR?*? luonnollinen kanta on joukko

o o) o)} o) S

c) Triviaalilla avaruudella{0} ei ole kantaa, silla ainoa virittajajoukk®} on
lineaarisesti riippuva.
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Tehtava 12.1.4 Etsi kannat seuraaville avaruud#*? aliavaruuksille:
a) Diagonaalise? x 2 matriisit.

b) 2 x 2-ylakolmiomatriisit.

c) SymmetriseR x 2 matriisit.

Ratkaisu sivulla134.

Esimerkki 12.1.5 Polynomijoukko{1 + x, z, #* — 1, x* + x} on maaritelman ja
Esimerkkier 10.419 ja11.4.2 mukaan avaruugfgrkanta.

Tehtava 12.1.6 Etsi kannat seuraaville polynomiavaruudemliavaruuksille:
a) Enintdan astetta kaksi olevat polynofRit

b) Viritetty aliavaruug3z, 1 — 2%, 5x].

Ratkaisu sivull&134.

12.2 Kantavektorien lukumaara

Esimerkki 12.2.1 Havainnollistetaan seuraavaa lausetta tilanteessa 2 ja
m = 3, ts. naytetdan, ettd jos lineaariavaruudella on kaksiglkn kanta, niin
sen kolmialkioiset vektorijoukot ovat lineaarisesti gipvia.

Olkoon E := {e;, e, } lineaariavaruudef kanta jaU := {u;,us,us} C V sen
kolmialkioinen vektorijoukko.

Olkoonciu; 4 cous + c3us = 0 joillekin ¢q, ¢o, ¢35 € K. KoskaFE kantana virittaa
avaruuder!/, on olemassa sellaiset skalaarit, etta

u; = ape; + ag1€
Uy = ap;2€; + ag9€s
u3 = a13e1 + a923€

Kertomalla yhtalot skalaareillg ja laskemalla puolittain yhteen (tassa kaytetaan
lineaariavaruuden aksioomia, mita kaikkia?) saadaan

0 = cju; + coug +czuz = (ar161 + a12Cy + arzcz)er + (asicr + agecs + asses)es.
KoskaE' kantana on lineaarisesti rippumaton, on oltava

a1 + appcy + a13C3 — 0
as1C1 -+ agcy + 93C3 — 0

Lauseer 2.3.11 mukaan I6ytyy epatriviaali ratkaisu= ¢, c; = ¢, c3 = 3,
joista esimé, # 0. Siis

élul + égllg + égllg = 0,

ja tatenU on lineaarisesti riippuva.
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Lause 12.2.2Jos lineaariavaruudella aralkioinen kanta, niin jokainen vektori-
joukko, jossa on alkioita aidosti enemman kuiron lineaarisesti riippuva.

Todistus.Olkoon E = {ey, ..., e, } lineaariavaruudef’ kanta ja
U={u,...,u,} CV

joukko, jossa omn > n alkiota. Jokaisella vektorilla; on kannass# yksikasit-
teinen esitys

uj:aljel+---+anjen, j:1,2,3,...,m.

Oletetaan, etté;u; + - - - + c,,u,, = 0. Sijoitetaan tahan kukin;, jolloin vaihta-
malla summausjarjestys

m m n n m
0= lelj = E Cj E al-jei = E E CLZ‘jCj €e;.
P i=1 j=1

j=1 j=1 i=1

Koska F on kanta, onZ}“:1 a;;e; = 0 kaikillai = 1, 2, ..., n. N&in syntyy line-
aarinen homogeeninen yhtaldéryhma, jossano/taléa jam > n tuntematonta
c; (vrt. EsimerkkiCIZ.Z11). Lauseén 2.3111 mukaan yhtalorghénon ei-triviaali
ratkaisu(éy, . . ., ¢,,), jossa siten ainakin yksi, # 0. Siis

n m
ciug + -+ Cplyy, = E E az’jéj e; =0,
j=1

i=1
jotenU on lineaarisesti riippuva.

Seuraus 12.2.3Lineaariavaruuden jokaisessa darellisessa kannassmamsaa-
ra alkioita.

Todistus. Olkoot F ja F' kaksi kantaa ja olkoot niiden alkioiden lukumaaraja

n. Koska joukkoE on lineaarisesti rippumaton j& on kanta, on Lauseén 12.2.2
mukaanm < n. Vaihtamalla joukkojer¥ ja F' roolit seuraan < m. Siism = n.

O

Tehtéava 12.2.4\Voiko joukko

1\ /3\ /-1\ /3
2. 2,1 t].[1
3/ \4 2/ \2

olla avaruuderR?® kanta?
Ratkaisu sivull&134.
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12.3 Kannan olemassaolo

Apulause 12.3.1JosV on &arellisesti viritetty lineaariavaruus, niin avaruadé
virittda eréas sellainen joukk®', joka on alkiomaaréaltaan suppein; toisin sanoen,
jokaisessa muussa avaruudénirittajgjoukossa on vahintaéan yhta monta alkiota
kuin joukossaF'.

Todistus.Koskal” oli &arellisesti viritetty, silla on eras aarellinen iéigajoukko
E ={e;,es,...,e,}, n € N.
Merkitdan#(A) := joukon A alkiom&ara. Silloin#(E) = n. Olkoon edelleen
S = {#(W) | W C V &arellinen virittdjajoukke,

siis aarellisten virittajajoukkojen alkiomaarien jouk®tyt S C Njan € S, joten
S on epatyhja luonnollisten lukujen joukon osajoukko. Tunsé joukossas' on
pienin luku, olkoon sé < N. JoukonS maarittelyn perusteella on olemagsa
alkioinen virittajajoukko, joka myos on mahdollisimmarpgea.cl

Lause 12.3.2Aarellisesti viritetylla ei-triviaalilla lineaariavaudella on ainakin
yksi kanta.

Todistus. Olkoon V' = {0} &arellisesti viritetty lineaariavaruus. Apulauseen
[12.3.1 mukaan avaruudén virittdjajoukkojen keskuudessa on suppein, olkoon
eras naista

F - {fl,fg,...,fn}.

Josn = 1, onV yhden vektorinf; # 0 virittama ja lineaarisesti riippumatto-
mana{f;} on kanta. Olkoon sii& > 2. Riittdd osoittaa, ett#' on lineaarisesti
riippumaton.

Vastaoletus:F' on lineaarisesti riippuva. Silloin ainakin ykéie F on esitetta-
vissa muiden lineaarikombinaationa (miksi?). Joukka= '\ {f} olisi tall6in
avaruuderV virittdja (Lausé_10.5]2), jossa on vain- 1 alkiota. Tama on vastoin
joukon F' valintaa, joten vastaoletus on vaara ja vaite tasi.
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12.4 Dimensio

Maaritelméa 12.4.1 Lineaariavaruudel dimensioon

0, JjosV ={0},
dimV :=< n, josV:llaonn-alkioinen kanta,
oo, muutoin.

Josdim V' < oo, onV aarellisulotteinenmuutoindaretdnulotteinerfinfinite di-
mensiona).

Tehtava 12.4.2Mitka ovat dimensiot avaruuksille ag?, b) R?, c) R?*2, d)
R™*", €) Py, f) Pp.

Ratkaisut sivulla184.

Esimerkki 12.4.3 Mika on lineaariavaruudeR? aliavaruuden

T
U .= To 1 = 0,229 = 23
T3
dimensio? Enta kanta?
Ratkaisu. Selvasti
0 0
uelU <= u=\|a |=a|l]l,
2a 2

joten joukkoU voidaan esittéa muodossa

0
U=<all aeR
2
Se on siis yhden nollasta poikkeavan vektd(inl 2) virittamé&. Koska yhden
nollasta poikkeavan vektorin muodostama joukko on lineaati rippumaton,
ondim U = 1 ja (eras) kanta on joukkp(0 1 2)7}.

Tehtava 12.4.4Mika on lineaariavaruudeR? aliavaruuden

T
U := To 1+ 209 — a3 =0
€3
dimensio? Enta kanta?
Ratkaisu sivull&134.
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Huomautus 12.4.5a) Jokaisella ei-triviaalilla &arellisulotteisella leeriavaruu-
della on siis darellisia kantoja. Yleensa naita on aareitopaljon.

b) Kantoja saadaan esille mm. niin, etta jostakin aaraliéseirittajajoukosta pois-
tetaan alkioita niin, etta jaljella oleva joukko yha viéi#t kyseisen avaruuden. Toi-
nen tapa on lahtea lisaamaan vektoreita lineaarisegtumiattomaan joukkoon.

Seuraus 12.4.60lkoon lineaariavaruudevi dimension € N. Silloin sen

(i) jokainenn-alkioinen lineaarisesti rippumaton osajoukko on kanta,

(i) jokainenn-alkioinen virittajajoukko on kanta.

Todistus. Harjoitustehtava. Voit kayttda edellisissékin luvuissavia tuloksia,
kuten "viritysmielessa turhan” vektorin poisjattaminentl

Esimerkki 12.4.7 Onko vektorijoukko

1 4 2
11,1 -21,]11
2 0 T

lineaariavaruude®? kanta?

Ratkaisu. Koska vektoreita on 3dam R? = 3, riittda Seurauksedn 12.4.6 mukaan
nayttaa lineaarinen riippumattomuus. Koska vektoreisiadostetulle matriisille
on

1 4 2
1 =2 11|=96 —67 #0,
2 0 =«

matriisi on saannollinen (Lause 6.b.1). Lauseen 111..3 adllagpukko on lineaari-
sesti rippumaton.

Esimerkki 12.4.8 a) Kaikkien reaalisten polynomien joukion dareténulottei-
nen lineaariavaruus. Jos nimittain olisi esimerkikish 7 = n, jokainenn + 1 po-
lynomin joukko olisi lineaarisesti riippuva. Kuitenkiniegerkiksi{1, z, 22, ..., 2"}
voidaan osoittaa lineaarisesti riippumattomaksi. Avdella P on kuitenkin nu-
meroituvasti aareton kanta, jonka alkiot ovét k € N,

b) AvaruudetC*(A, R), k € Ny, ovat myds aareténulotteisia, ja niilla ei ole edes
numeroituvaa kantaa.
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12.5 Aliavaruuksien dimensioista

JosV on &arellisulotteinen lineaariavaruusdan V' = n, niin sen jokaisen ali-
avaruuden dimensio on enintaan

Tehtava 12.5.1Perustele ylla oleva vaite. Ratkaisu sivillal 85.

Lause 12.5.20lkoon W &aarellisulotteisen lineaariavaruud&haliavaruus. Sil-
loin W = V jos ja vain josdim W = dim V.

Todistus.a) JosiV =V, on tietenkindim W = dim V.

b) Oletetaan, ettdim W = dimV =: n. KoskalV' C V, riittaa nayttaa, etta
V' C W. Olkoon siisv € V mielivaltainen. Lineaariavaruudell& on oletuksen
mukaann-alkioinen kantall = {ej,es,...,e,} CW.MuttaE C W C V on li-

neaarisesti riippumaton ja sitéhon Seurauksdn 12.4.6 mukaan myos avaruuden
V kanta. Nain ollen joillakiny; € K

V =€) + agey + - - - + aey.
Mutta jokainene; € W joten myobsv € W. Siis myosV C W, jaW = V. 0O
Esimerkki 12.5.3 Olkoonn > 2. JoukkoV C R,
Vi={(z; - 2,) &1+ +2,=0},

on avaruudefR™ aliavaruus (todenna itse). Mik& on sen dimensio?

Ratkaisu. Koska alkiolle = (z; --- x, )T € V,onz, = —xy — 23 — - - — 2,
saadaan
X = (=Yipm w o m)
—1 —1 —1
1 0 0
0 1 0
= T2 0 —+ XT3 0 + -t Tn :
: : 0
0 0 1

Olkoot ylla olevat pystyvektorit' := {f,,... f,}. Joukko F' selvasti virittda
avaruuderl/. Toisaalta, yhtalolla

OézfQ—F"'Oénfn:O

on vain triviaaliratkaisuv, = - - - = «,, = 0, joten F’ on lineaarisesti rippumaton.
SiisdimV =n — 1.
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12.6 Kannaksi taydentdminen

Lause 12.6.10lkoonV ei-triviaali &arellisulotteinen lineaariavaruus. Jos_ V/
on epatyhja lineaarisesti riippumaton joukko, niinvoidaantdydentd&annaksi,
ts. on olemassa kanfa C V/, jolle F C F.

Todistus. Olkoon F' C V' k-alkioinen lineaarisesti rippumaton joukko ja:=
dim V. Lauseen 12.212 mukaan< n.

1) JosF on kanta, on asia selva. Jései ole kanta, niinF’ ei viritd avaruuttal”
ja on olemassa; € V \ [F]. Silloin joukko F; := F U {v;} on lineaarisesti
riippumaton (Lause11.2.4).

2) Jos myoskaanm ei ole kanta, on olemassa € V' \ [Fi] ja F, := F; U {vy}
on edelleen lineaarisesti rippumaton.

Nain jatkaen, mikal¥,, ; ei ole kanta, on olemassa, € V' \ [F,,_1] siten, etta
Fo =F, 1 U{vyp}=FU{vy,...,vp}

on lineaarisesti rippumaton. Seurauksen 12.2.3 mukaasepsi paattyy, kun
m =n — k. Silloin [F,,_;] =V jaE := F,_; on eras joukort’ siséltava avaruu-
denV kanta.O

Esimerkki 12.6.2 TaydenndR3:n kannaksi vektorijoukko

1\ /3
E={[2],]2
3/ \1

Ratkaisu. Melkein mika tahansa vektori kay. Otetaan

1 3 1
E = 21,121,10
3 1 0
Silloin
1 3 1
220 :’3 ?’:—47&0,
310

joten kyseessa on Lausden 11.3.1 mukaan lineaarisegtimiaton vektorijouk-
ko. Seuraukseln 12.4.6 muka&hon kanta.

Tehtava 12.6.3Tehtavass@ 10.4.5 nahtiin, etta joukka =* — 2z} ei virita ava-
ruutta Ps, eikd nain ollen ole sen kanta. Taydennd/&en kannaksi. Ratkaisu
sivulla[185.



12.7 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 12,114 : Merkitaan joukkoja

a) D e {(g 2) ’a,beR}
- ()
o )

Esityksista kaynee selvaksi, etta

a) Eréskantaor{((l) 8)’(8 (1))}
b) Eréskantao{(é 8)’(8 (1))’<8 ?)}
C) Eréskantaor{((l) 8)’((1) (1))’(8 ?)}

Tehtavd 12,116 : a) limeinen kanta ¢h ., z%}.
b) JompikumpiBz tai 5z on viritysmielessa turha, eras kanta{gr, 1 — 22}.

Tehtavd 12.2]4 : Ei, silla siina on nelja vektoria. Seurank§2.2.B ja Esimerkin
[12.1.3 a) mukaan kannoissa on 3 vektoria.

Tehtavd 12.4]2 : a) 3, h), ¢) 4, d)ymn, e) 3, )n + 1.
Tehtavd 12.4]4 : Selvastikin

a 1 0
uelU < u= b =a|lO0|+0b]1
a+2b 1 2

U on siis kahden lineaarisesti rippumattoman vektorinttdma, jotendim U =

2, jaeras kanta on
1 0
01,11 :
1 2

QQCER}

%@ceR}
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Tehtavd 12,511 : Aliavaruus on osajoukko, joten sen viritsen ei tarvita aina-
kaan enempaa vektoreita kuin itse avaruuden virittdmigdsealiavaruuden kan-
noissa ei voi olla enempaa vektoreita. Siis aliavaruuderedsio ei voi olla aina-
kaan isompi.

Tehtavd 12.6]3 : Kokeile joukkoa

E = {x,2* - 2z,1,2%}.



13 MATRIISIIN LITTYVAT
ALIAVARUUDET

13.1 Matriisin nolla-avaruus
Maaritelmé 13.1.1 Matriisin A € R™*" nolla-avaruug nullspacé on joukko

N(A) = {xeR"| Ax=0}.

JoukkoN(A) on siis lineaarisen homogeenisen yhtaloryhm&n= 0 ratkaisu-
joukko (vrt. Esimerkk[10.1]7).

Lause 13.1.2Matriisin A € R™*™ nolla-avaruus on lineaariavaruud®n aliava-
ruus.

Todistus. (0) Maarittelynséd mukaaiv(A) C R"ja N(A) # (), silla0 € N(A).
(i) ja (ii): Josa € Rjax,y € N(A), niin

Ax+y) = Ax+Ay=0+0=0,
Alax) = aAx=a0=0,

jotenx +y € N(A) jaax € N(A). Kyseessa on siis todellakin aliavaruds.

Esimerkki 13.1.3 Maarita nolla-avaruus matriisille

1110
A'—(2101)'

Ratkaisu. Riittaa ratkaista vastaava homogeeniyhtalo:
‘ O R1

o) ®

| 0 R}

| O) R, < Ry — 2R,
| 0\ R}« R| + R,
| ) Ry« — I

oo e
-
-

Saadun yhtaléryhmén

O~ O~ N
|

— O = = =
|

N = N = O

—_ = = O = O

T —IL‘3+IL‘4:0
To 4+ 223 — x4 = 0
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ratkaisussa voidaary ja x4 voidaan valita vapaasti. Jos valitaan= s € R ja
x4 =t € R, yleinen ratkaisuvektori on

s—t 1 —1

X = —28+1 =35 -2 +t 1 , st eR,
s 1 0
t 0 1

ja matriisin A nolla-avaruus on avaruud@t kaksiulotteinen aliavaruus (kanta?)

1 -1
-2 1

N(A)=( s L1 o s,te€R
0 1

13.2 Rivi- ja sarakeavaruudet

Matriisin A € R™*" rivit r; ovat avaruudeiR'*" matriiseja, joita kutsutaan-
vivektoreiksi(row vecto)). Vastaavasti sarakkeet ovat avaruudefR™ ~ R™*!
sarakevektoreitécolumn vectoy.

ry ayyp Az vt Qip
ry a1 A22
A = :
Ty Am1 Am2 -+ Qmp
Sl 82 PR Sn

Maaritelmé 13.2.1 Reaalisen matriisid € R™*™ rivivektorien virittama ava-
ruudenR!*™ aliavaruus A], on matriisinA riviavaruus(row spacg. Sarakevekto-
rien virittdma avaruudeR™ aliavaruug A|, on matriisinsarakeavaruugcolumn
spacé. Riviavaruuden dimensiota kutsutaan matrissteeks{rank) ja merkitaan
r(A) := dim[A],. Edella olevin merkinndin siis

(4], = {airi+asra+ -+ apry, | a1, 0, ..., € R}
= [ry,ry,...,1,] CR>"

(Al = {pis1+ Basa+ -+ Busn | b1, B2, ..., B € R}

= [Sl,SQ,...,Sn] - R™,
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Lause 13.2.2Riviekvivalenteilla matriiseilla on sama riviavaruus.

Todistus. Olkoot A ja B € R™*" riviekvivalentteja, ts. muunnettavissa alkeiso-
peraatioilla toisikseen. Jds onm x m-alkeismatriisi, niin matriisink A rivit ovat
matriisin A rivien lineaarikombinaatioita. Tatd’ A, C [A], on aliavaruus. Jos
siis

B=FEyE, 1---EyF A,
missa matriisitE; ovat alkeismatriiseja, seuraa edellista toistuvasti kavella,
ettd[B], C [A], on aliavaruus. Vaihtamalla yll& matriisiehja B roolit saadaan
myo6s[A],. C [B],. O

Seuraus 13.2.3Matriisin riviavaruus maaritetdédn helposti muuntamalkatnirsi
porrasmuotoon. Riviavaruuden erads kanta on nollavek#oeisavien rivien jouk-
ko ja matriisin aste niiden lukumaara.

Esimerkki 13.2.4 Maaritetaan matriisin

1 -2 3
A=|2 -5 1
1 -4 -7

riviavaruus. Matriisi muuntuu alkeisoperaatioilla p@mauotoon

1
U:=10
0

S =N
O ot Ww

Koska[U], = [4],, on riviavaruuden dimensio eli matriisin agt¢a
[Al, ={a(l =2 3)+8(0 1 5)|a,BeR},
kantana esimerkiksi(1 —2 3),(0 1 5)}.

Huomautus 13.2.5Matriisin riviavaruus ja sen transpoosin sarakeavaruu ov
olennaisesti sama asia:xn-matriisin A riviavaruus saadaan muodostamalla
transpoosind” sarakeavaruus ja transponoimalla sen kaikki alkiot. \@ndsiis
kirjoittaa
T1\T
[A]T = ([A ]S) )

missa7 tarkoittaa koko vektorijoukon transponoimista. Vastasivenatriisin A
sarakeavaruus saadaan muodostamalla transpddésiiviavaruus ja transponoi-
malla sen vektorit.
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Matriisin rivi- ja sarakeavaruudet ovat yleensa aivan esrauksia. Kuitenkin:

Lause 13.2.6Matriisin rivi- ja sarakeavaruudella on sama dimensio

r(A) = dim[A], = dim[A],.

Todistus. JosA = O, on asia selva: dimensiot ovat 0. Oletetaan sitten, etta
A ei ole nollamatriisi. Olkoon matriisild € R™*™ astek := dim[A], ja U sen
porrasmuoto. Matriisirt/ riveistd . on nollasta poikkeavia. Olkooli, matriisi,
johon on otettu matriisistd/ ne sarakkeet, joissa esiintyy jonkin rivin johtava
ykkonen, jaA; matriisi, jossa on matriisistd vastaavat sarakkeet. Molemmissa
on k saraketta. Siis,

!/

aiy Qi v G Loayy -+ ay -0 ay,
a1 G2 -+ Agp 0 1 ay, jotain aj,
asy aso s A3p O 0 0 1 cee al3n
A=l oy aw - am - U=lo 0o 0 o0 0 1
Am1 Am2  **° Amp O O O O O O
{ / johtavien sarakkeel
aiy  aiz Qi v 1 aj, ay,
ar Ay Ak 0 1 aj
asy Qaz2 Aasg 0 0 1
Ap = 41 Qg2 Qg « Ur = 0O 0 0 1
Am1 A2 Qmk 0 0 0 0
m X k m X k

Koska myds matriisit/;, ja A, ovat riviekvivalentteja, on yhtaldillél ,x = 0 ja
Urx = 0 samat ratkaisut. Matriisity;, sarakkeet ovat selvasti lineaarisesti riip-
pumattomia, joten ainoa ratkaisu an= 0. Koska myos yhtal6lldd,x = 0 on
ainoastaan triviaaliratkaisu, ovat matriisin, sarakkeet lineaarisesti rippumatto-
mia. Siten matriisinA sarakeavaruuden dimensio on vahintaieli dim[A], >

k = dim[A],.

Soveltamalla samaa paattelya matriisiih saadaan
dim[A], = dim[A"], > dim[A”], = dim[A],.
Siisdim[A], = dim[A],. O

Huomautus 13.2.7 Jokaiselle nollamatriisista poikkeavahex n-matriisille siis
pateel < r(A) = dim[A], = dim[A]; < min(m,n).
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Seuraus 13.2.8Sarakeavaruuden erds kanta voidaan poimia matriigigtayt-
tden hyvaksisenporrasmuotod/: poimitaanmatriisistaA ne sarakkeet, joissa
matriisinU jollakin rivilla on johtava ykkonen.

Esimerkki 13.2.9 Maaritetaan matriisin

1 -2 1 1 2

-1 30 2 =2

A= o 11 3 4
125 13 5

aste ja rivi- ja sarakeavaruudet. Porrasmuoto on (laske!)

o OO =
O O =N
O O ==
S O W=
O~ O N

Riviavaruuden erdéan kannan muodostavat porrasmuodorel@atgimmaista rivi-
vektoria ja riviavaruus on siten

A, =1 -2 11 2),(0 113 0),(0 00 0 1).

Matriisin aste on sii$}. Porrasmatriisin johtavat ykkoset ovat 1., 2. ja 5. sarak-
keessa. Sarakeavaruuden eras kanta saadaan poimimailisistatl kyseiset sa-
rakkeet, joten

1 -2 2
—1 3 -2
A=l o | 1] s
1 2 5%
Tehtava 13.2.100lkoon
1 2 -1 1
A=2 4 -3 0
1 2 1 5

Maarita kannat rivi-, sarake- ja nolla-avaruuksille.
Ratkaisu sivulla 193.
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13.3 Lineaarisista yhtaloryhmista — dimensiolause

Lineaarinen yhtaléryhmédx = b voidaan kirjoittaa vektorimuodossa

ai @12 A1n by

a1 22 Aop by
x| . | tx2| . Tt Te| =

am1 Am?2 Amn bm

jossa vasen puoli on kerroinmatriisin sarakkeiden linkaarbinaatio. Kdymalla
kertoimillazy, zo, . . ., z,, 1api kaikki mahdolliset reaaliarvot saadaan aikaan kaikki
sarakeavaruudenl], vektoritb.

Yhtaloryhmalla on siis ratkaisu tdsmaélleen silloin, kumoidaan esittdd matriisin
A sarakevektoreiden lineaarikombinaationa, ts. jos ja jeaib € [A].

Valitsemallab = 0 ndhdaan, ettd homogeeniyhtaléil& = 0 on vain triviaali-
ratkaisux = 0 tarkalleen silloin, kun matriisiml sarakevektorit ovat lineaarisesti
riippumattomia (Lause 11.5.1).

Lause 13.3.10lkoon A € R™*",

a) Lineaarinen yhtaléoryhmdx = b on ratkeavanilld tahanséb jos ja vain jos
[A]l, = R™.

b) Lineaarisella yhtaléryhmélldx = b on korkeintaan yksi ratkaisunilld tahan-
sab jos ja vain jos matriisird sarakevektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

Todistus. a) Ylla jo todettiin, ettd yhtalollédx = b on ratkaisuja jos ja vain
josb € [A],. ToisaaltalA], = R™ tdsmalleen silloin, kun matriisid sarakkeet
virittavat avaruudeiR™.

b) Oletetaan ensin, etta yhtalolla on enintddn yksi ratk&idlakin b € R™.
Erikoisesti homogeeniyhtéldlldx = 0 on vain triviaaliratkaisu. Mutta ylla on jo
todettu, etta silloin matriisicl sarakkeet ovat lineaarisesti rippumattomia.

Oletetaan toiseksi, etta matriisih sarakkeet ovat lineaarisesti rippumattomia ja
etta yhtélollaAx = b on ratkaisuja. Silloib € [A],. Lauseef 11.511 mukaan vek-
torin b esitys matriisinA sarakkeiden lineaarikombinaationa on yksikasitteinen,
joten ratkaisuja on tasan yksi.
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Seuraus 13.3.2NeliomatriisiA € R™*" on saanndllinen jos ja vain jos sen sa-
rakkeet muodostavat avaruudinh kannan.

Todistus. Lauseem 11.311 mukaan neliomatriision saannéllinen jos ja vain jos
sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. Koskakkaet ovat:-vektoreita
ja niitd onn kappaletta, ne muodostavat kannan jos ja vain jos ne oestdisesti
riippumattomia’

Dimensiolause 13.3.Matriisin A € R™*" riviavaruuden ja nolla-avaruuden di-
mensioiden summa am, eli

r(A) +dim N(A) = n.

Todistus. Olkoon matriisin A astek := r(A). Matriisin A redusoidun por-
rasmuodon matriisissé on silloin £ nollasta poikkeavaa rivia. Yhtaléryhmal-
& Ax = 0 on silloin k johtavaa jan — k vapaasti valittavaa tuntematonta. Siis
dimN(A)=n—Fk.O

Esimerkki 13.3.4 Olkoon A € R™*" b € R™ ja oletetaan, ettd on olemasga
z € R",y # z, joille
Ay=b jJja Az=bhb.

a) Mita voidaan sanoa matriisith asteesta ja nolla-avaruuden dimensiosta?
b) Enta jos erikoisesth =0 jay |fz?

Ratkaisu. a) Lauseén 13.B.1 b)-kohdan nojalla matriissarakkeet ovat lineaa-
risesti riippuvia ja siten aste

r(A) = dim[A], <n —1.
Dimensiolauseen 13.3.3 mukaan nolla-avaruudelle patee

dim N(A) =n —r(A4) > 1.

b) Koskay ja z ovat erisuuntaisia (ja siten kumpikaan ei voi olla nollawee#§, on
dim[y, z] = 2. Koska

A(ay + fz) = aAy + fAz = 0,
only,z] C N(A). Tatendim N(A) > 2 ja Dimensiolausedn 13.3.3 mukaan

r(A)=n—dimN(A) <n-—2.
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Tehtavd 13.2.70: Matriisirl redusoitu porrasmuoto on

S O N
S = O
S N W

1
U:=10
0

Eras riviavaruuden kanta on

{(t 2 0 3),(0 01 2)}

ja sarakeavaruuden kanta

1 -1
21,1 -3
1 1

Yhtalot Ax = 0 ja Ux = 0 ovat yhtapitavia, jotexx = (z; 2o 73 74)7 € N(A)
jos ja vain jos

$1+2[L‘2 +3l’4:0
33'3+233'4:O

Kunvalitaanz; = s € R, 24, =t € R, ovat johtavat tuntemattomat = —2s—3t
jaxs = —2t. Nolla-avaruus koostuu vektoreista

Ty —2s5 — 3t —2 -3
To | s - 1 0
o | o S 0 +1 o | s, t € R,
Ty t 0 1

joten sen eras kanta on



14 LINEAARIKUVAUS

Kun halutaan siirtaa "tietoa” samantyyppisten matemsiatti struktuureiden kes-
ken, sopiva siirtovaline on sellainen kuvaus (yleisemmiybarelaatio tai ope-
raattori), jokaséilyttdastruktuurien olennaiset ominaisuudet, ts. on yhteensopi-
va laht6- ja maaliavaruuden rakenteiden kanssa. Lineaauaksien kesken tie-
donsiirto tapahtuu luonnollisimmikaskutoimituksesailyttavienlineaarikuvaus-
tenavulla.

Adarellisulotteisten avaruuksien valisten lineaarikistan esittamisessa on mat-
riiseilla keskeinen osuus. My6s lineaariavaruud@mnanvaihtceli siirtyminen
koordinaatistosta toiseen kay matriisin avulla.

14.1 Lineaarikuvauksen maarittely

Maaritelma 14.1.1 Olkoot (V, +, -) ja (W, &, ®) K-kertoimisia lineaariavaruuk-
sia. FunktioL : V' — W on lineaarikuvauseli lineaarinen funktio(linear func-
tion, transformation, operatpijos

() L(u+v) = L(u) & L(v) kaikillau, v € V,

(i) L(a-u) =a® L(u) kaikilaa € L,ue V.
Kaikkien lineaarikuvaustelw — W joukkoa merkitaanC(V, W).

Huomautus 14.1.2a) Maaritelmassa on haluttu korostaa laskutoimitusterr mer
kitysta. Jatkossa kertomerkit jatetéaén yleensa pois javaruuksien yhteenlasku-
ja merkitddnsamalla tavalla. On lisaksi muistettava, etta skalaakidlebcominen
suoritetaan ennen yhteenlaskua.

b) Vaatimukset (i) ja (ii) voidaan yhdistaa ehdoksi:
(i) L(au+ fv) = aL(u) 4+ SL(v) kaikilau, v € V, «, 5 € K.

Esimerkki 14.1.3 Lineaarikuvauksia ovat ainakin:
a)nollakuvaud) : V- — W, 0(u) := 0 kaikillau € V,
b) identtinen kuvausd : V' — V, Id(u) := u,

c) edellisen yleistyskaalaugai venytyq dilation): vakioarvolla\ € K maaritel-
|aanS)\ V=V, SA(U) = Au.
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Esimerkki 14.1.4 Muodostaako seuraava saaiitbneaarikuvauksen,

o= )

Ratkaisu. Muodostaa, kun laht6- ja maalijoukot valitagoia&si samakertoimi-
siksi lineaariavaruuksiksi, esimerkikgi: R — R2, koska

() flaty) = (2(“”)=<2“2y)=<f”’”)+<fy):f<x>+f<y>

—(z+vy) —r—y x y

i sen = (50)=a( %)= arw

kaikillaz,y € R, a € R.
Tehtdva 14.1.50nko seuraava funktio lineaarinen?
a)f:R—=>R, f(x) =3+
b)g: R — R, g(x) =3z
Ratkaisu sivull&202.
Lause 14.1.6JosL : V — W on lineaarikuvaus, niin
a) L(Ov) = Ow,
b) L(—u) = —L(u) kaikillau € V,
0) L (zﬁ;l oéiul-) = 3% oy L(w;) kaikilla skalaareilla; jau; € V.

Todistus.a) Lineaariavaruuden laskusééntojen ja ehdon (ii) nojalla
L(0y) = L(00y) = 0L(0y) = Oy .
b) Pita& osoittad (—u) vektorin L(u) vastavektoriksi. Mutta:
L(u) + L(—u) = L(u+ (—u)) = L(0Oy) = Oy .
c¢) Induktiolla (harjoitustehtaval
Tehtava 14.1.7 Osoita Huomautuksen 14.1.2 ehto (iii) yhtapitavaksi eddj)

ja (i) kanssa.
Ratkaisu sivulla20d2.

Tehtavéa 14.1.80lkoot (V, +, ) ja (W, ®, ®) K-kertoimisia lineaariavaruuksia.
Osoita, etta kaikkien lineaarikuvaustéh — W joukko L£(V, W) varustettuna
funktioiden pisteittéiselld yhteenlaskulla ja skaalangtioilla on C-kertoiminen
lineaariavaruus.

Ratkaisu sivull@202.
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14.2 Tason lineaarikuvauksia

Merkintdsopimus: Kun muuttujana on vektori tai matriisi, jossa itsessaanwen s
lut, jatetdan muut sulut pois; esimerkiksi

Olkoot)\ € Rjax = (z; 25)T € R2. Maaritellaan kuvaukse®, H, S, K : R? —

R?,
P = (4) He = (L2

—x
S(x) = Ax, K(x) = ( 2).
xy
Naita lineaarisia perusfunktioita on esitelty Kuvissa 223.
projektio Xy peilaus vaaka- [X» ‘
1. koordinaatille akselin yli |
.XZ ””””” ! X :
X i i X
P(x) X N H(x) |
Kuva 22: Projektio ja peilaus
skaalauksia |2 kierto 90 astetta X,
ositiiviseen suuntaan|
7\«=7% }\.=3 p ,,/,,,,Axl \\
~
//rb‘b l N\
2 LN\ X
K(x) 1
X | X !
X l l
S(x) =-3xX -X, X X

Kuva 23: Venytyksia ja kierto

KuvausP onprojektioja se projisoi tasojoukomn, -akselille. Kuvaud? onpeilaus
x1-akselin suhteen. Kuvaus on venytyg(dilation) ja se kuvaa tasokuvion kool-
taan|\|-kertaiseksi guurennus/pienennysKuvaus K on kierto origon suhteen
kulman? verranpositiiviseen suuntagiso. vastapaivaan.
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Lisaksi voi katsoa dynaamiset kuviot

Lineaariset perusfunktiot tasossalinkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikkal kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / LAText/ Li neaari set Perusfunktiot. htm

Lause 14.2.1KuvauksetP, H, S, K : R? — R? ovat lineaarisia.

Todistus. EdellaP, H, S ja K on jo todettu funktioiksiR? — R?, ja ndma ovat
R-kertoimisia lineaariavaruuksia. Kaytetaan nyt joko nitééman ehtoja (i) ja (ii)
tai niiden yhdistelmaa (iii):

P ja H) Kaikilla o, 8 € Rjax = (21 22)T, y = (y1 12)T € R? on tason
normaalein laskutoimituksin:

[ ax + By
ax + iy = (CMQ + 5y2)'

(i) N&ain ollen soveltaen funktioiden maéarittelya

Plax + By) = P(gi;igg;):<C¥$13ﬁyl):a<‘%1)+5(%l)
= aP(x)+ BP(y),
B ary+ By _ [ ari+ By _ v Y
H(ax+ By) = H(Qx;+5y;)_(—ozx;—ﬂy;)_a(_$;)+6(_y;)
= aH(x)+ SH(y).

S) (i) ja (ii): jos o € Rjax, y € R?, niin skalaari-vektori-laskusaantdjen mukaan

Sx+y) = AMx+y)=AXx+ Ay =5(x)+S5(y),
Slax) = Max) = a(Ax) = aS(x).

Tapausk jatetaan harjoitustehtavaksi.

Tehtava 14.2.2 Todista lineaariseksi bijektioksi tason kietto: R? — R2,
w(n)=(2)
X2 €

Esimerkki 14.2.3 Voiko kuvausF : R? — RR?, jolle

7(0)=() ()= () ()=o)

Ratkaisu sivull&203.


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/LineaarisetPerusfunktiot.htm
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olla lineaarinen?
Ratkaisu. Oletetaanpa, ettdolisi kyseisenlainen lineaarikuvaus. Koska

3 1 1
(2)-0)-2()
olisi lineaarikuvauksen ominaisuuksien (i) ja (ii) mukaan
3 1 1 2 0 2
P(3)=r ()= (0)-(1)-()-(3)
Tama on ristiriidassa alkuperaisen vaatimuksen
3 —1
f(2)-(0)

kanssa. Siid” ei voikaan olla lineaarikuvaus.

14.3 LineaarikuvauksiaR" — R™

Seuraavassa joitakin eriulotteisten avaruuksien vakasiauksia, joista osa on
lineaarisia, osa ei. Luvuskal16 osoitetaan, etta jokaineaadrikuvau®” — R™
voidaan esittdd matriisin avulla.

Esimerkki 14.3.1 KuvausL : R? — R,

nahdaan helposti lineaariseksi.
Esimerkki 14.3.2 KuvausL : R? — R3,
X 2
_ 1) ._
L(X) = L(l‘g) = T s

T+ X9

on lineaarinen, silldjos € Rjax = (z1 22)%, y = (y1 y2)T € R?,

To+Y2 To Y2
Lix+y) = L(ilizl) = 1+ = 1 + Y1
2T T1+y1 + x2tYy2 T1+T9 Y1+y2
= L(x)+ L(y).
ar ATy AT
L(ax) = L(ax;) = ary = axy = aL(x).

ary + axy a(z) + 2)
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Esimerkki 14.3.3 Olkoon L : R? — R? lineaarikuvaus, jolle

2 1
L ((1)) = 1 ja L <(1)) =10
—1 1
LaskeL(x).
Ratkaisu. Koska

on lineaarisuuden nojalla
] 0 2 1 221 + 29
L(X) = ZElL( )—I—I'QL( ) =T 1 —+ X9 0]= T
0 1
—1 1 —T1 + X9

Esimerkki 14.3.4 Onko kuvausV : R? — R,

N(x) = y/x7 + 3,

Ratkaisu. Ei ole lineaarinen, silla esimerkiksi (ii) ei¢atu:
1 —2
N <—2<1)) - N(_Q) =VI+4=2V2,
—2N(1) = —2y1+1=-2V2

lineaarinen?

Esimerkki 14.3.5 Olkoon A € R™*™, Silloin kuvausL 4 : R™ — R™,
La(x) := Ax,
on lineaarinen. Nimittain, matriisien laskukaavojen markdiii) tosi:
La(ax+Py) = Alax+Py) = A(ax)+A(By) = aAx+BAy = aLa(x)+BLa(y).

Tehtava 14.3.6Onko funktiolL,

L(xl) = 37 — 4y
€2

tulkittavissa lineaarikuvaukseksi?
Ratkaisu sivull&203.



200 14 LINEAARIKUVAUS

14.4 Muita esimerkkeja

Maaratty integraali on integroitavan funktion suhteerediarinen. Funktion de-
rivoiminen ja integroiminen ovat lineaarisia funktiojdud§en véalisia operaatioi-
ta (integroinnissa pitda kuitenkin jotenkin kiinnittadrpitiivijoukosta aina yksi
funktio jollakin ehdolla, tai sitten vaihtaa maalijoukoksimitiivien ekvivalens-
siluokat, ks. Analyysit).

Esimerkki 14.4.1 Olkoon! : C([a,b],R) — R,

1= [ o) da.

Silloin

I(af + Bg) = / (af + Bg) () dx = oI (f) + BI(g).

Esimerkki 14.4.2 Kuvaus D, joka kuvaa derivoituvan funktion sen derivaatta-
funktioksi, D(f) = f’, on lineaarinen. Lineaarisia ovat myos (differentiaaith
[Gisté tutut) Laplace-muunngs— L(f), missé

L(F)(s) = /O e (o) da,

seka sen kaanteismuunnos'.
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14.5 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 14,115 : a) Ei ole lineaarinen, silla esimerkiksi
(i) f(04+0) = f(0) =3, muttaf(0) + f(0) =3+ 3 =6.
b) On lineaarinen. Jas, y, «, 5 € R, niin
(i) flax+By) = 3(ax+Py) =3ax+3fy =a-3x+ -3y = af(x)+ Bf(y).
Tehtavd 14,117 : a) Oletetaan, etta (i) ja (ii) ovat voimaasa v € V, o, 5 € K.
Kayttamalla ensin ehtoa (i) ja sitten (ii) saadaan

L(cu+ pv) = L(au) & L(Bv) = aL(u) & BL(V).
Kaantéaen, jos (iii) on totta, ehto (i) saadaan erikoist&pana valitsemallar =
£ = 1. Samoin ehto (ii) seuraa valinnoilla= 0 jav = 0.
Tehtavd 14,118 : Helposti nahdaan, etta kaikkien funkénigbukko

FWV,W)={f:V = W| ffunktio}
varustettuna Esimerkisia 9.8.6 tutuilla pisteittaisilfieraatioilla

(f+9)(v) = f(v)®g(v) kaikilav € V
(af)(v) = a® f(v) kaikilaa € K,veV.

on lineaariavaruus. Lineaarisista funktioista koostusaj@aukkol(V, W) on epa-
tyhja, silla ainakin nollafunktio on lineaarined(V, W) osoitetaan lineaariava-
ruudeksi osoittamalla se aliavaruudeksi:

(i) Olkoot L, M € L(V, W). Silloin (summan maaritelman, lineaarisuuden, vaih-

(L+M)(u+v) = L(u+v)®d M(u+v) = (L(w)@L(v)) & (M(u)dM(v))
= (L(w)®M()) @ (L(v)eM(v)) = (L+M)(u) & (L+M)(v).

L+ M on siis lineaarinen ja siteh+M € L(V,W).
(i) Olkoot L € L(V,W)jau eV, a, f € K. Silloin

(aL)(fu) = a®L(fu) = a® (FOL(n)) = O (e © L(u)) = S O ((aL)(u)).

Siis myodsaL € L(V,W).
Aliavaruutena( L(V, W), +, -) on K-kertoiminen lineaariavaruus.
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Tehtava(14.2]2 K on selvasti funktioR? — R?, ja nama ovafR-kertoimisia
lineaariavaruuksia. Kaytetaan maaritelman yhdistelnaieh
(iii): Olkoot o, B € Rjax = (z1 22)T, y = (y1 2)* € R? mielivaltaisia. Silloin:

_ feri+ By (—(awa+ By)\ (= Y
K(ax+ fy) = K((m;+5y;)_< a;1+5z1)_&( ffi)jLB( yi)
= aK(x)+ 8P(y).

Bijektioksi osoittaminen kay tassa vikkelimmin nain:

Osoitetaan, etté&ullekin maalijoukon alkiollez = (z; z)? € R? kuvautuutasan
yksi vektori |&htdjoukosta; taméakullekin-osa takaa surjektiivisuuden fasan
yksi-osa injektiivisyyden!

Mutta sellainen vektorihan on tdsmallegn= (z, —2;)7 € R?, silla

K(u) = K(_'Z) = <_(_ZZ) =z

Tehtavd 14.316 : Tarkasteltuna esimerkiksi funkti®fa— R ei L luonnollisesti

ole lineaarinen. Mutta:
0 .
V= {(O)} jaWw := {0},

(%) -0

SilloinpaL : V' — W on lineaarikuvaus, nimittain nollakuvaus.

V= {(2) )yeR} AW =R,
TR

joka on selvastikin lineaarinen!

1) kun otetaan

niin

2) kun otetaan

niin
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Lineaarikuvaukseen liittyy useita aliavaruuksia, |&htolella ainakin ydin ja maa-
lipuolella kuvajoukon muodostama kuva-avaruus.

15.1 Aliavaruuksien sailyminen

Maaritelmé 15.1.1 Lineaarikuvauksei : V' — W ydin (kerne) on joukko
ker(L) == L ({0w}) = {u e V | L(w) = 0y },
ja kuva-avaruugrangeg on koko avaruuden kuvajoukko
L(V)={L(u)|ueV}.

Lause 15.1.2Lineaarikuvauksen ydin on lahtéavaruuden alivaruus, yakavaruus
on maaliavaruuden aliavaruus.

Todistus.Olkoon L : V' — W lineaarikuvaus.
1) (0)ker(L) C V jaker(L) # 0, silla Lauseef I4.1.6 a) muka@n € ker(L).
(iii) Olkoot «, 5 € Kjau, v € ker(L). Silloin

L(au + pv) = aL(u) + SL(v) = a0y + 0y = Oy,

jotenau + Bv € ker(L) (Tehtavd 14.1]7).
2) (0) Maérittelynsé mukaah(V') C W, ja koskaL(0y) = Oy, on L(V) # .

(i), (ii) Olkoot € K jau', v € L(V). Silloin on olemassa vektorii, v € V,
joille L(u) =u'jaL(v) = v'.Koskau +v € Vjaau € V, on

u+v = L(u

)+ L(v) = L(u+v) € L(V),
au’ = al(u)=

L(ou) € L(V).
Siis ydin ja kuva-avaruus ovat lineaarisia aliavaruuksSia.
Edelleen, lineaarikuvaus sailyttaé aliavaruusominalstiu

Seuraus 15.1.30lkoon L : V' — W lineaarikuvaus. Silloin:
a) Aliavaruuden kuvajoukko on maaliavaruuden aliavaruus.
b) Aliavaruuden alkukuva on laht6avaruuden aliavaruus.
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Todistus. a) OlkoonS C V aliavaruus. Silloin se on lineaariavaruus ja rajoittu-
makuvaus.|S : S — W,
(L]|S)(u) := L(u) kaikillau € 5,

on lineaarinen, joted(S) = (L|S)(S) € W on aliavaruus (Laude 15.1.2).
b) Harjoitustehtaval

Esimerkki 15.1.4 Olkoon L : R? — R?,
€1
ol (T + 29
IE; ' To+x3)’

jaolkoonS C R3 vektoreidere; = (100)7 jae; = (00 1) virittama aliavaruus.
Madrita kuvaukset. ydin, kuva-avaruus ja(5).

Ratkaisu. Kuvaug on lineaarinen (totea itse!). Koskac ker(L) < L(x) =0,
on

ry = t
x € ker(L) & {xl T I =0 S K xe = —t
$2+x3:0 I3 = t,tER
ja
1
ker(L) = ¢ t| —1 ’tGR
1

KoskaS = {a(10b)" +b(001)" [a,beR} ={(a0b)" | a,b R} jasiten

a
Llo]= (‘g)
b
on L(S) = R?. KoskaS C R?ja L(S) = R?, on myosL(R?) = R2.
Tehtava 15.1.5Mé&érita lineaarikuvaukseh : R? — R2?,
T\ [ 11— 239
L(l’z) T (433'2 — 21‘1)’

ydin ja kuva-avaruus.
Ratkaisu sivull&216.
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15.2 Bijektiiviset lineaarikuvaukset

Tarkastellaan seuraavaksi, kuinka lineaariset bijels#lyttavat vektoriavaruuk-
sien ominaisuuksia. Todetaan kuitenkin aluksi lineaasdusten yhdistamista
koskeva tulos:

Lause 15.2.1JosL : U — Vja M : V — W ovat lineaarikuvauksia, niin
yhdistetty kuvaus\/oL : U — W on lineaarinen.

Todistus. Harjoitustehtava

Tehtava 15.2.2Muodosta yhdistetty kuvauk/ o L, kun

T X 1
L(z) ::( ), M( 1):: 1 — 2x9
2x To
271 + T2
Onko yhdistetty kuvaus lineaarinen?

Ratkaisu sivull&d 216.

Lause 15.2.3Jos lineaarikuvaug : V' — W on bijektio, niin k&&nteiskuvaus
L=': W — V on lineaarinen bijektio.

Todistus.Olkoon L : V' — W lineaarinen bijektio. Silloin on olemassa kaanteis-
kuvausL~!: W — V/, joka tunnetusti my6s on bijektio.

(iii) Olkoot a, B € K jau, v € W. Silloin on olemassd ! (au + 8v) € V ja
L(L Y au+ Bv)) = au+ Bv.
Toisaalta on myos olemasga'(u), L~'(v) € V ja
L(aL ' (u) + BL7(v)) = aL(L™*(u)) + BL(L ™ (v)) = au + Bv.
Koskal on injektio, on edellisten nojalla
L au+ Bv) = aL ' (u) + BL7 (v).
TatenL~! on lineaarinenO

Lause 15.2.4Lineaarikuvaud. : V' — W on injektio jos ja vain jos sen ydin on
pelkka yksidker(L) = {0y }.
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Todistus. Joka tapauksessdg0y) = Oy, (Lausd 14.1J6 kohta a).
[=]JosL on injektio, ei muita kuvaudu nollalle, jotéwr(L) = {0y }.
[<]Olkoonker(L) = {0y }. JosL(u) = L(v), on

L(u—v)=L(u)— L(v) = 0y

jasitenu — v € ker(L). Oletuksen mukaan — v = Oy ja sitenu = v. SiisL on
injektio. O

Tehtava 15.2.50vatko Tehtavan 15.2.2 kuvaukskt M ja M o L injektioita,
ovatko surjektioita? Ratkaisu sivulla216.

Tehtava 15.2.6 Onko Tehtavah 15.1.5 kuvaus: R? — R?,

Ty T — 2[L‘2
L(ZL‘Q) T (41’2 - 2[L‘1)’
injektio? Ratkaisu sivulla216.

Esimerkki 15.2.7 OlkoonL : R® — P,

= b+ 2cx.

&~
o o

1) Osoital lineaariseksi.
2) Maatrita ydin ja kuva-avaruus.
3) OnkoL injektio?

Ratkaisu. 1) Ensinnakin, sdantétodella maarittelee funktioR-kertoimisten li-
neaariavaruuksien vélille. Olkoate R ja (a b c)”, (de f)T € R?® mielivaltaisia.

(i) ja (i):

a d a+d
Lilb]|+]e = Llb+e|=b+e+2(c+ fx
c f c+ f
a d
= b4+2cx+e+2fr=L|b|+L|e
c f
a aa a
Lla|b = L| ab|=ab+2acr =a(b+2cx)=al| b
ac c

Maaritelman mukaai on lineaarinen.
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2) Mita kuvautuu nollapolynomille, mille kaikille kuvauiyotain?

a o a € R
L[b :O<:>{b+26x20 «— { b =0
acR
c c = 0
Siis ydin
a 1
ker(L) = OJlaeRp)=<a|l0]|aeR
0 0

on suora avaruudes®a. Kuva-avaruus on selvasti
LR*) ={a+Bz|a,B R} ="P.
3) Lauseen 15.214 mukadnei ole injektio, silléker(L) # {Ogs}.
Lause 15.2.80lkoon L : V' — W lineaarikuvaus jad/ = {uy,...,us} C V,
jolloin L(U) = {L(uy), ..., L(ug)}.

a) JosL(U) on lineaarisesti riippumaton ja siiné éralkiota, on mydd/ lineaa-
risesti riippumaton.

b) JosL on injektio jaU on lineaarisesti riippumaton, ab(U) lineaarisesti riip-
pumaton.

Todistus. a) Olkoona;u; + - - - + aguy, = Oy. Silloin Lauseeil 14,116 kohtien c)
ja @) mukaan

ZaiL(ui) =1L (Z aiui> = L(0y) = Oy .

i=1
Oletusten mukaan kuvdt(u;) ovat eri alkioita jaL(U) on lineaarisesti riippuma-
ton. Edellisen laskun mukaan

O[lL(lll) —+ o+ OZkL(llk) = Ow,
joten on oltavay; = - - - = a3, = 0. SiisU on lineaarisesti riippumaton.
Kohta b) jatetaan harjoitustehtavaksi.

Seuraus 15.2.9JosL : V — W on lineaarikuvaus j& = {uy,...,u;} C V,on
dim[U] > dim[L(U)]. Jos liséksiL on injektio, ondim[U] = dim[L(U)].

Tehtava 15.2.100nko Lauseen 15.2.8 kohdan a) oletus, etta kuvat ovat eri al-
kioita, valttamaton? Tarkemmin sanottuna: onko olemaksae, jossa (ainakin)
kahdella vektoreista, on sama kuva jd (U) on lineaarisesti riippumaton, mutta

U on lineaarisesti riippuva?

Ratkaisu sivull&a216.
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15.3 Dimensiolause

Matriisiin liittyvia aliavaruuksia koskeva Dimensiolaald3.3.3 yleistyy koske-
maan aarellisulotteisessa lineaariavaruudessa mégatiheaarikuvauksia.

Dimensiolause 15.3.10lkoon V' aarellisulotteinen lineaariavaruus ja: V' —
W lineaarikuvaus. Silloin

dimV = dim L(V') 4+ dim ker(L).
Todistus. A. Josdim V' = 0, niin V' = {0y }. KoskaL(0y) = Oy, onker(L) =
{Ov}, L(V) = {Ow} ja
dim L(V') + dimker(L) =04+ 0=0=dim V.

B. Olkootn := dimV € Njak := dimker(L), jolloin 0 < k < n.

Tapausk = n. OlkoonU := {ey,...,e,} jokin avaruuderker(L) kanta. Seu-
raukser_12.4]6 nojall& on myds avaruudel’ kanta, jotenl/ = ker(L). L on
siis nollakuvaus jd. (V') = {0y }. Taten

dim L(V') + dimker(L) =0+ n = dim V.

Tapaus: < n.Josk = 0, on L Lauseen 15.214 mukaan injektio ja siten kuvaukse-
nalV — L(V) bijektio. Soveltaen Seurausta 1512.9 avaruudém@mntaan (miten?)
saadaamim L(V') = dim V/, joten véite on tosi.

Olkoon lopuksi0 < k£ < n. Valitaan jokin avaruuderker(L) kantalU; :=
{e1, ..., e} jataydennetaan se Lauséen 12.6.1 nojalla avaruideannaksi

Up :=UU{eps1,---,€en}.

Vaite tulee todistetuksi, kun osoitetaan joukko:= {L(ex:1),..., L(e,)} ava-

Kuva 24: Dimensiolauseen todistuksen havainnollistus

ruudenZ (V') kannaksi. Silloin nimittainlim L(V') = n — k (ks. Kuval24).
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Viritys. Olkoonv € L(V'). Valitaan jokinu € V, jolle L(u) = v. Alkio u voidaan
esittad kannaty,, avulla

u=uxe; +- - +rpep+ - -+ IT,e,.
KoskalL(e;) = --- = L(ex) = Oy, ON

v = L(u)=ua1L(e))+ -+ xpL(eg) + -+ z,L(e,)
= :pkHL(ekH) + -4+ an(en),

jotenU’ virittaa avaruuderd (V).
Lineaarinen riippumattomuu®lkoon

ak+1L(ek+1) + 4 Oan(en) = OW
Lineaarisuuden nojalla(ay1ex1 + - - - + an€,) = Oy, joten vektori
W= Qgpi1€k41 + - + ape, € ker(L).

Silloin myés—w € ker(L). KoskaU}, on avaruuderker(L) kanta, on olemassa
skalaarito; siten, etta
—W = o1€e; + -+ + qrey.

Siis yhteensa

n k n
E ;e = E a;e; + E ae; = —w+w = 0y.
i=1 i=1

i=k+1
KoskalU,, on avaruude” kanta, seuraa; = -+ = ay = Qg1 = - - - = a, = 0.
Siis erityisesti kaikki luvutn., 4, - -+, a,, ovat nollia ja siten/’ on lineaarisesti

riippumaton.C
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Esimerkki 15.3.2 KuvausL : R3 — R?,

T Ty — To + T3
L ) = T
T3 X1+ X9 — T3

on lineaarinen (totea itse!). Maarita sen ydin ja kuva-avarseké naiden dimen-
siot.

Ratkaisu. Ydin selviaa yhtaloryhmdr{x) = 0 ratkaisuista:

ry — X9 + X3 = 0 ry = 0
1 = 0 1 To = t
1 + To — X3 = 0 xr3 = t, teR

Siis ydinker(L) = {t(011)" |t € R } jadimker(L) = 1.

Dimensiolauseen 15.3.1 nojaklam L(R3) = 2. Vektoriy € L(R?) jos ja vain
jos on olemassa = (z; 7, 23)T € R3, jolle

1 —1 1
y=Lx) & y=z1|1|+z 0]+ 3 0
1 1 —1
Nahdaan helposti, etta
1 —1
y=x1| 1|+ (x2—x3) 0],
1 1

joten kuva-avaruus on

1
LR»=Ss[1]+t| 0] |steR
1
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15.4 Dimension sailyminen

Lause 15.4.10lkoon V" &éarellisulotteinen lineaariavaruusja V' — W lineaa-
rikuvaus. Kuvaud. on injektio jos ja vain joslim V' = dim L(V).

Todistus.Lauseisiini15.2}4 ja15.3.1 nojautuen:

L injektio <= ker(L) = {0} <= dimker(L) =0 <= dimV = dim L(V).
O

Lause 15.4.20lkoot V' ja W K-kertoimisia aarellisulotteisia lineaariavaruuksia,

joille dim V' = dim W. Lineaarikuvaukselld. : V' — W ovat seuraavat ominai-
suudet yhtapitavia:

a) L on bijektio.
b) L on injektio.
c) L on surjektio.

Todistus.Olkoonn := dim V' = dim W. Todistetaan: a}- b) = c) = a).

a) = b) on triviaali.

b) = c): KoskaL on injektio, on Lauseehn 15.2.4 nojatiam ker(L) = 0, ja si-
ten Lauseef 15.4.1 mukadim V' = dim L(V) = n = dimW. Josn = 0,
on L(V) = W = {0}, ja L on surjektio. Jog. > 0, niin avaruudellal(V") on
n-alkioinen kanta/ C L(V'). Koskadim W = n jaU C W on lineaarisesti riip-
pumaton, o/ Lauseem 12.416 mukaan myds avaruuiérkanta. Mutta silloin
L(V) = [U] = W, ja L on surjektio.

c) = a): KoskaL on surjektio, onL(V) = W. Koskadimker(L) = dimV —
dim L(V) = n —n = 0, on ydin pelkk& nollavektori. Lause€n 1512.4 nojdlla
mya0s injektio.0

Esimerkki 15.4.3 OlkoonL : R? — R3 (V — W),

1 T1 + 229 + 33
L| x| = 221 + 322 + 23
I3 3IL‘1 + 9

Osoita L lineaariseksi bijektioksi.
Ratkaisu. Havaitaan helposti, eftéfon matriisin maaraama:

T 1 2 3 T
Lz | =Ax=(2 3 1 To
T3 310 T3
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Taten se on lineaarinen.

Lahtdavaruudey dim V' = 3 ja maaliavaruudefl’ dim W = 3, joten Lauseen
[15.4.2 mukaan riittaa todistdavaikkapa surjektioksi.

Olkoony € R3. Naytetaan, etta eraablec R? on L(x) = y. Lineaarikuvauksen
L matriisille A on

1
det(A) = | 2 =04+6+6-27—1-0=—16#0,
3

— DN
O = W

joten on olemassd~!. Siis
Lix)=Ax=y < x=AyeR’.
Siis L on surjektio ja lausedn 15.4.2 mukaan bijektio.

Seuraus 15.4.4AvaruuksienR™ jaR™ valilla on lineaarisianjektioita jos ja vain
josm > n, jalineaarisia bijektioita aina ja vain kun = n.

Tehtava 15.4.50soita, etta funktid. : R? — Py,

a
L(b) = 2a — bx,

on bijektio.
Ratkaisu sivull& 217.
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15.5 Isomorfisuus

Adzrellisulotteisten lineaariavaruuksien eras luokitperuste on niiden dimensio.
Osoitetaan, etta samaa aarellistd dimensiota olévartoimiset lineaariavaruu-
det ovat olennaisesti samoja.

Maaritelma 15.5.1 KahdenkK-kertoimisen lineaariavaruuden valinen lineaarinen
bijektio on(lineaari-)isomorfismiLineaariavaruudet’ ja I/ ovatisomorfisetjos
on olemassa isomorfisthi — . Isomorfisuutta merkitaan ~ W.

Lause 15.5.2Isomorfisuus on ekvivalenssirelaatio samakertoimistezalariava-
ruuksien joukossa.

Todistus. Merkitaan
W = {V | V on K-kertoiminen lineaariavarugis

Ekvivalenssin vaatimukset: kaikilld, V', W € W on oltava voimassa

1. RefleksiivisyysV =~ V: identtinen kuvaudd : V' — V on lineaarinen
bijektio.

2. Symmetrisyys. JOB ~ W, niin W ~ V: OlkoonL : V — W lineaarinen
bijektio. Silloin L~ : W — V on lineaarinen bijektio.

3. Transitiivisuus. OlkooV ~ VjaV ~W,sekalL : U - VijaM :V - W
lineaarisia bijektioita. SilloimM/oL : U — W on lineaarinen bijektio, joten
U~W.

Siis (W, ~) on ekvivalensirelaatid

Esimerkki 15.5.3 Osoita, ettaR ja tasonR? suora
S = {(l‘l) € R2 To = 51‘1}
T2

Ratkaisu. Origon kautta kulkeva suafaon selvasti tasoi®? aliavaruus, joten se
on R-kertoiminen lineaariavaruus. Kuvais: R — S,

10 =(4,):

on lineaarinen bijektio (totea itse!), siis erds sopivansdismi.

ovat isomorfiset.
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Lause 15.5.40lkoot V' ja W K-kertoimisia aarellisulotteisia lineaariavaruuksia.
Avaruudet!” ja W ovat isomorfisia jos ja vain jo$im V' = dim .

Todistus. 1) Olkoon L : V — W isomorfismi. KoskalL on injektio, on
dimker(L) = 0. KoskaL on surjektio, onL(V') = . Dimensiolauseen 15.3.1
mukaan

dimV = dimker(L) + dim L(V') = dim W.

2) Olkoonn := dim V' = dim W. Josn = 0, on asia selva. Jos taas> 0, joukko
K" on n-ulotteinenfC-kertoiminen lineaariavaruus (todista!).

Asia on selva, kun osoitetaan, etfa~ K". Vastaavasti nimittain voidaan osoittaa,
ettalV ~ K", ja siten Lauseen 15.5.2 nojalla~ .

Valitaan avaruudell&” jokin kanta{e, . .., e, }. Kullakin avaruuderv’ vektorilla
on kannassa yksikasitteiset koordinaatit K. Maaritellaan siid. : K" — V/,
(a1
Ll : |i==xe1+ -+ 256,

Tn

Kuvaus L osoitetaan helposti lineaariseksi. Koordinaattiesiggkelemassaolon
nojalla L on surjektio ja koordinaattien yksikasitteisyyden n@dll on injektio.
Siis L on lineaarinen bijektio, j& ~ ". O

Lauseen todistuksesta saatiin sivutuotteena:

Seuraus 15.5.5JosV on reaalikertoiminen (vast. kompleksikertoiminen) liaea
riavaruus jadim V' = n, niin V.~ R" (vast.V ~ C").

Tehtava 15.5.6 Osoita, ettdR? ja Ps:n aliavaruus
{a+ (a+b)x+ca®|a,bceR}

ovat isomorfiset.
Ratkaisu sivull&217.

Esimerkki 15.5.7 Korkeintaan astetta—1 olevien reaalisten polynomien lineaa-
riavaruus om-ulotteinen. SiisP,,_; ~ R". Isomorfismiksi kdy kuvaus

431
Ll : | =a1+ax+- - +a,2" .

Qp



15.6 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 15.115 : Ytimeksi saadaan ratkaisemalla yhtéaibéyh(x) = 0:

e (3) 1)

Edelleeny = L(x) jos ja vain jos

() Ty — 2T\ Ty —2x9\ t
y= y2 )\ —2xy +4xy ) \—2(xy —225) ) \ -2t

jollakin ¢t € R. Siis kuva-avaruus on

L(R?) = {t(_;) ’ te R},

eli koko taso kuvautuu suoralle.

Tehtavd 15.2]2 : Lienee ilmeista valita 1aht6- ja maalijoukiin, ettd kyseessa
ovat funktiotZ : R — R? ja M : R? — R3. Silloin M o L on méaaritelty ja funktio
R — R3. Edelleen:

. T — 2z —T -1
(MolL)(x)=M(L(z)) = M(2x) = z—4dz |=[-32x|=2 -3
2r + 2w dx 4

Kyseessa on siis reaaliakselin kuvaaminen avarulitfesuoralle. Funktiot. ja
M todetaan helposti lineaarisiksi. Myd$ o L on lineaarinen; todistus joko suo-
raan tai Lausedn 15.2.1 perusteella.

Tehtavd 15.215 : Ovat injektioita, silla ne ovat lineaaxisi ytimet ovat lahtdava-
ruuksien triviaaleja aliavaruuksia. Surjektiivisuugpguu siitd miten maalijoukot
on valittu (myds lahtdjoukot voivat vaikuttaa asiaan). teefan[15.2.2 ratkaisun
(s.[216) tilanteessa funktiot eivat ole surjektioita.

Mutta jos funktion L maalijoukoksi valitaan sen kuva-avaruus (tason suora),
samoinkuin funktiolle laht6joukoksi taméan kuvajoukko jaafjoukoksi kuva-
avaruus, saadaan jopa bijektio!

Tehtavd 15.216 : Funktio ei ole injektio, silker L # {0} (ks. Tehtavam 15.1.5
ratkaisu s_216).

Tehtavd15.2.70 : Otetaan esimerkiksi projektiokuvaus R? — R? Luvusta
[I42. Tason kolmen vektorin joukkd alkioinaanx = (1 1),y = (1 2)7 ja
z = (1 3)" on lineaarisesti riippuva. Niiden kaikkien kuva on yksic0)”, joten
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L(U) = {(10)"}, joka nollavektorista poikkeavana on lineaarisesti tiipgton.
Tama vastaesimerkki osoittaa, ettéa Lauseessa 15.2.8 tinuakuvajoukon al-
kioiden maarasta on valttamaton.

Tehtavd 15.4]5 : Kyseessa on lineaarinen funRio— P,, jotka ovat reaaliker-
toimisia kaksiulotteisia lineaariavaruuksia. Lausee@Ibmukaan riittaa nayttaa
esimerkiksi injektiivisyys.

Mutta

L(a):2a—bx:6 — 2a=0ja—-b=0 < a=0jab=0.

i ()

joten L on injektio Lauseen 15.2.4 nojalla. Edella todetun mukaam bijektio.

Siis

Tehtavd 15.5]6 : Helposti nahdaan, etta joukon polynoradisgoimet ovat toi-
sistaan riippumattomia — ts. niiden arvoiksi voidaan saadka tahansa luvut —
voidaan kirjoittaa

Q:={a+ (a+b)z+cz’labceR} ={d+Vx+2’|dV,deR},

joka on aliavaruus polynomiavaruudefe. Selvastikin avaruudet ovitkertoimisia
jadim Q = 3 = dim R3. Lauseef 15.514 nojalla ne ovat isomorfiset.



16 LINEAARIKUVAUKSEN
MATRIISIESITYS

Esimerkiss&14.3\5 osoitettiin, etta reaalimer n-matriisi maarittelee lineaariku-
vauksenR™ — R™. Osoitetaan nyt, etté jokainen kahden aarellisulotteisan-
likertoimisen lineaariavaruuden vélinen lineaarikuvaoislaan esittaa (sovittujen
jarjestettyjen kantojen suhteen) yksikasitteisesti @garmatriisin avulla (Lause
[16.2.4). Lopuksi tarkastellaan ytimia ja kuva-avaruukkisvausten yhdistamista
seka taydennetaan matriisiyhtalon ratkaisumaaratdoksi

16.1 KuvauksetR"” — R™ (luonnolliset kannat)

Aloitetaan lineaarikuvauksisf@® — R™. Haetaan ideaa konkreettisella laskulla.

Esimerkki 16.1.1 Olkoon L : R?®* — R2 lineaarikuvaus. Silloin

T 1 0 0

L i) = L Al 0]+ ) 1]+ I3 0
T3 0 0 1

1 0 0

= I L{O —F.l’QL 1 —Fl’gL 0
0 0 1
S—— ~——

€
<a c e) -
b d f .

Nayttaisi siis hyodylliselta tarkastella kantavektoriervautumista.
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Lause 16.1.20lkootR™ jaR™ varustettu luonnollisilla jarjestetyilla kannoillaan.
JosL : R™ — R™ on lineaarikuvaus, on olemassa yksikasitteisesti mgamét-
riisi A;, € R™ ", jolle

L(x) = A;x kaikilla x € R™.

Matriisin Ay, sarakkeina ovat avaruud@&i standardien kantavektorien kuvat
kuvauksessd, ts.

AL :(L(el) L(eg) L(en))

Todistus. OlemassaoloMaaritellaan Esimerkin 16.7.1 innoittamina matriitj
lahtdavaruuden kantavektorien kuvina:

aj = (alj a’2j te amj)T = L(ej>7 j - 172737 sy T

AL = (aij) = (a1 g - an).
Olkoonx € R", x = x1e; + x93 + - - - + x,€,. Lineaarisuuden nojalla

L(X) = le(el) +"'+3§'nL(en) =xa, +--+xa,
I
= (al e an) = ALX.

T

YksikésitteisyysOletetaan, ett@ x n-matriiseille A ja B patee
L(x) = Ax = Bx kaikilla x e R".

Erikoisesti kullekin luonnollisen kannan vektorikg on Ae; = Be;. Mutta sil-
loin matriiseillaA ja B on samat sarakkeet

A(,j) = Aej = Bej = B(,])
kaikillaj =1,2,...,n,jasitenA = B. O
Esimerkki 16.1.3 KuvausL : R? — R?,

I il B 2x9 + X3
2 Tr1 — T — 4.%’3 ’
T3

osoitetaan helposti lineaariseksi (tee se!). Maarita kksanl. matriisiesitys.
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Ratkaisu. Lausedn 16.1.2 mukaan matriisi 10ytyy laskesretaruuder®?® luon-
nollisen kannan kuva. Koska

1 0 0
o) =(3) e(1]=(3) tfo)-(2)
0 0 1

on kysytty matriisi naiden muodostama
0 2 1
(02

16.2 Yleinen tapaus

Merkintd ja sopimus. Olkoon V' reaalikertoiminen lineaariavaruus ja :=
dimV € N. Olkoon E = {vy,...,v,} avaruudenl/ kanta. Sovitaan, etté jat-
kossakantavektorien jérjestys on kiinnitettMerkitd&an vektorim € V,

u:l‘lvl—l_"'_}_l‘nvnu

(yksikasitteisesti maarattyjen) koordinaattienc R muodostama&oordinaatti-

vektoria

ug = (zy 29 - 2,)7.

Koskaur € R” ja vastaavuusmi <> ugp on yksikasitteinen (kyllakin erilainen
eri kannoissa), vektori ja sen koordinaattivektori volllgamaistaaNain saadaan
samaistus koko avaruuksiéhja R” valille (vrt. Lausd_15.5)4).

Esimerkki 16.2.1 Maarita vektorins 1)” koordinaattivektori avaruude®?® kan-
nassab := {(11)7, (1 -1)"}.

Ratkaisu. Joukkd’ on selvasti kanta. Koska

5 . 1 1 ry + X9 = 5 Ty = 3
()on()rm(a) = (DR 2T = 0 28

on(51)7 =3(11)T +2(1 —1)" eli

(0,=()
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Esimerkki 16.2.2 Selvitetddn johdannoksi konkreettinen tapaus. Olkéabn=
{v1, vo,v3} lineaariavaruude¥ kanta jaF" = {w;, wy} avaruudeni?V kanta.
Silloin vektorin

U= 2I1Vy + T2V + T3V3

kuvalla lineaarikuvauksesgaon esitys
L(u) = 21 L(vy) + 22 L(va) + x3L(v3) = y1 W1 + yaWy (10)

joillekin y1, yo € R.
OngelmaMiten koordinaateistay = (z; 7, z3)” paastaan koordinaatteihin

(L(u))F - (5;)7

Ratkaisu. Lasketaan kannankuvien esitykset kannasga

L(vi) = anwi + anws
L(vy) = a;aw1 + axnw,
L(Vg) = a13W1 —+ a3 W2

Kertomalla kukin yhtal6é skalaarilla; ja laskemalla yhtalot sarakkeittain puolit-
tain yhteen (laskusaannét?) saadaan esitykgelle (10)amuot

L(u) = x1L(v1) + x2L(vs) + x3L(v3)
= (anzi + a12%2 + a1323)W1 + (a2121 + a92%2 + a2373)Wo
= Y1W1 + Y2Wo
a11r1 + a2 + ai3Tz = Y
A21T1 + G2T2 + A23T3 = Yo
aiy aa @ 1
( 11 Q12 13) z, | = <y1)
Q21 Q22 A23 Y2
€3

Siis ainakin tassa tapauksessa on, kun merkith&n(a;;), voimassa

Aug = <L(u)>

Tehtava 16.2.3Missa kohden Esimerkista 16.2.2 kaytettiin joukdfineaarista
riippumattomuutta?
Ratkaisu sivulla232.

F.



222 16 LINEAARIKUVAUKSEN MATRIISIESITYS

Matriisiesityslause 16.2.40lkoot V' ja W &arellisulotteisia reaalikertoimisia li-
neaariavaruuksia, joiden dimensiot olkoot:= dimV ja m := dim W. Vas-
taavasti olkoot’ = {vy,...,v,}jaF = {wy,...,w,} niiden jarjestykseltaan
kiinnitetyt kannat. Jog : V' — W on lineaarikuvaus, on olemassa sellainen reaa-
linen mxn-matriisi A, joka kuvaa kunkin alkiom € V' koordinaattivektorin sen
kuva-alkionZ(u) koordinaattivektorille, ts.

(L(u))r = Aup kaikila ue V.

Kun avaruuksiss®" ja R™ kaytetaan luonnollisia kantoja, matriidion yksika-
sitteisesti maaratty ja sen sarakkeina avat= (L(v;))r, ts. kantavektorietv;
kuvien koordinaattivektorit kannaf suhteen.

Todistus. OlemassaoloMuodostetaan lineaarikuvauksénvalittava matriisiA.
KannanFE kuvilla olkoot kannass&’' esitykset

L(Vl) = a;ywWw1 + a9ywo + -+ 4+ GniWm
L(vy) = apwi + anws + - + anaWwy
L(Vn) = a1pW1 + A2, W2 + -+ AmnWm

Poimitaan skalaarikertoimet matriisikdi := (a;;) € R™*", ja olkoota; sen
sarakevektorit (huomaa transponointi). Olkoene V jax := ug € R" sen
koordinaattivektori, ts.

u=2x1Vy+- -+ TpVpy.

Merkitddny := Ax, jolloin y; = Z;;l a;jx;. On osoitettava, etta
L(u) =p1wi + -+ YWy,

Kayttaen lineaariavaruuden laskusaantoja saadaan 6mhekki16.2.2)

m

L(u) = lejL(Vj) = Zlﬂfj <Z1 aisz) = Z (Zl Clz’jl’j) Wi = EQiWi-

i=1
Siis esitys on olemassa.

YksikésitteisyysLauseef 15.514 mukadn ~ R™ ja W ~ R™ ja niiden valinen
yksik&sitteinen lineaarinen bijektio on vektorin kuvaasm sen koordinaattivek-
torille. AvaruuksienR™ ja R™ vélille muodostuu lineaarikuvausfa : V. — W
vastaava lineaarikuvaus, jossa vektorinu € V' koordinaattivektori kuvautuu al-
kion L(u) € W koordinaattivektorille. Kyseinen lineaarikuvaus voiddauseen
[16.1.2 mukaan esittéaa yksikasitteisesti maaratym-matriisin avulla.0
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Seuraus 16.2.5Kantavektorien kuvautuminen maaraa lineaarikuvaukssikgik
sitteisesti: kun tiedetaan kantavektorienkuvat, voidaan mielivaltaisen alkion
u=uzv;+---+x,v, kuva laskea kaavalla

L(u) = ijL(vj).

Huomautus 16.2.6 Vastaavanlaiset tulokset patevat kompleksikertoinasitie-
aariavaruuksille. Talloin koordinaatit ja valittava mesirovat tietenkin komplek-
sisia.

Esimerkki 16.2.7 Olkoon L : P, — R?,

L(a +bx + c?) = (ZI_Z)

Maarita kuvauksem matriisi

a) luonnollisten kantojen suhteen.

b) kantojent’ := {1 +z,1—x,2* +z}jaF = {(21)7,(01)"} suhteen, ja
laske sen avulla

L<0.2(1 )= 15(1 — 2) + 2.4(a% + :1:)).
c) Laske molemmilla tavoilld (5 — 2z + 3z?).

Ratkaisu. Todista itse, etta kyseessa on todella lineazaiks.

a) Kannat ovatt’ := {1,z,2°} ja F := {(10), (0 1)"}. Lasketaan l&ht6puolen
kannan kuvat maalipuolen kannassa:

0—-1 —1 1 0
w0 = (6s0) = (7o) = 0la) + o)
0-0 0 1 0
s = (Vo) = (1) = ole) ()
o [(1-0Y\ 1y 1 0
we = (o) = (1) = 6) 1 (0)
Tasta saadaan kuvauksen matriisi luonnollisten kantbjgnF' suhteen:

-1 0 1
A‘(01 1)'
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b) Vastaavalla tavalla kannoille

E={1+x1—-22+2*}jaF = {(?)7

L1+z) = (glé) = (ﬁ) = (=
an = (220) - () -
o) = (101) = (o) =

joten nyt matriisi on

D[ =
N—

_1 11
2 2 2
Alz( 3 1 §>'
2 2 2
Olkoong(z) := 0.2(1 + x) — 1.5(1 — x) 4+ 2.4(x? + z), jolloin

Edellisen nojalla

@]
(\V]

ot

(3
)

L(Q)F/ = A/CJE’ = (

-3 () (1)

c) Olkoonp(x) := 5 — 2z + 3z2. Silloin

()

N[—= D=

//

|
DN

7)-(i5)

N[O D=
N[O D=

W

ja siten

ja edelleen
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koskaF’ oli luonnollinen kanta.
Lasketaan toiseksi polynomjnkoordinaatit kannass&’:

5—2r+3r=a(l +z)+ B(1 —z) +y(2? + )

a + p = 5 a = 0

— a — f 4+ 7 = -2 = 8 =5
vy = 3 vy = 3

Siispr = (05 3)7 ja siten ja
fotn),, = o =(T T D)(5) ()
o) = n(0) () =(5)+(2)-(7)

Esimerkki 16.2.8 Olkoon D, D(f) := f’, funktion derivointia tarkoittava line-
aarikuvaus. Koska’ = 1, on monomillez™

B[O [ =
DN [N [ —
B[O [ =

ny )0, n =0,
D(a") = { na" ', néeN,
Olkoon avaruusP, varustettu luonnollisella kannallg, := {1,z,2?, ..., 2"}.

Maarita lineaarikuvaukseb : P; — P, matriisi.

Ratkaisu. Rajoitettuna korkeintaan astettaleviin polynomeihinD on selvasti
kuvausP; — P,. OperaattoriD kuvaa avaruude®s kannan seuraavasti:

D(1) = 0 =01+ 0-z + 0-2°
D) = 1 =11+ 0-2 + 0-2?
D@*) = 2z = 0-1 + 22 + 0-22

2

D% = 322 = 0-1 + 0-2 + 3-x
Kannan kuvien koordinaattivektorit muodostavat kysytyatmisin

0100
A=10 0 2 0
000 3

Polynomillep(z) = a + bx + cx® + da® onpg, = (a b ¢ d)T, joten nyt voidaan
derivoida mekaanisesti koordinaattien avulla:

0100 Z b
(D(p)), = App, = (0 0 2 0| " f=|2c],
0003/\" 3d

jasiten(D(p))(z) = b+ 2cz + 3dz?.
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16.3 ErikoistapausR" — R™

Tarkastellaan Lauseén 16.2.4 erikoistapauksena avaemiRg ja R™ valisten
lineaarikuvausten esittamista mielivaltaisten kantasjeinteen (vrt. Laude 16.1.2).

Lause 16.3.10lkoot E = {uy,...,u,} avaruudemR™ ja ' = {by,...,b,,}
avaruuderR™ jarjestykseltaan kiinnitetyt kannat. Olkodn: R” — R™ lineaari-
kuvaus jaA sen matriisiesitys kantojef ja /' suhteen. Merkitaan sarakkeittain

A:(a1 ay - an) ja BI:(b1 by, --- bm)
a) Silloina; = B*lL(uj) kaikilla j € [n].
b) Kun lisdksi merkitaan
C:= (L<u1> T L<un))7
laajennetun matriisifB | C') redusoitu porrasmuoto i | A).
Todistus.Matriisi B on saannollinen, koska sen sarakkeet muodostavat avaruude
R™ kannan.

a) KoskaA on kuvauksen. matriisi, on Lauseeh 16.2.4 mukaan kaikilla=
1,2,3,...

L(u]') = aljbl 4+ 4 amjbm = Baj,
jotena; = B~'L(u,).

b) KoskaB on saanndllinen, on matriiéB | C) riviekvivalenttimatriisinilB~' B | B~1C)
eli (I | B~'C) kanssa. Ottamalla matriisitulo pystyvektoreittain saadeohdan
a) nojalla

O
Esimerkki 16.3.2 Olkoon L : R? — R3,

T T2
L( 1)22 T1 + X9
T2

Ty — T2

Olkoon valittu avaruuksille kannat (jarjestys kiinnitgjt

1 1 1
s {00 = {(0). (1)
0 0 1

Maaritd kuvaukserh matriisi kantojen® ja F' suhteen.
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Ratkaisu. Kaytetaan Lausefifa 1613.1. Lasketaan kantavektkuvat:

2 1
d(0)-(3) e 2(3)- (i
—1 2

Muodostetaan laajennettu matriisi asettamalla vasemmaksiisiksi sarakkeit-
tain maaliavaruuden kanta ja oikeaksi matriisiksi niidik&arakkeittain lahtdava-
ruuden kannan kuvat sek& muunnetaan riviekvivalenttdaseituun porrasmuo-
toon:

111 ] 21 100 | -1 =3
01 1] 34|~lo10] 4 2
001 ] -1 2 001 ] -1 2

Tasta saadaan kysytty matriisi

-1 -3
A= 4 2
-1 2

Tehtava 16.3.3Laske Esimerkif16.3 2 tilanteessa vektdrinl 1 3)” kuva
a) suoraan.

b) "mutkan kautta” matriisimd avulla.

Ratkaisu sivulla232.

Tehtava 16.3.4 (Jatkoa tehtavadn 16.8.3.) Laske vektarire R? kuva kuvauk-
sessd., kun sen koordinaatit kannasgaovatuy = (2 3)7,

a) funktion L lausekkeen avulla.
b) matriisin A avulla.
Ratkaisuvihjeitda) Laske ensim luonnollisessa kannassa, kuvaa sitten.

b) Kuvaa koordinaatit ensin matriisih avulla, muunna tulos luonnolliseen kan-
taan.
Ratkaisu sivull&a234.
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16.4 Ytimet ja kuva-avaruudet

OlkoonA € R™"jaL, : R" — R™, L4(x) := Ax, vastaava lineaarikuvaus. On
selvaa, etta

ker(Ls) = N(A) ja La(R") =[A]s.
Tarkastellaan hiukan yleista tilannetta.

Oletetaan, etta matriisi € R™*" esittdé lineaarikuvausta : V- — W niiden
kantojenF ja F' suhteen. OlkooPy : V' — R" ja Pr : W — R™ ne lineaariset
bijektiot, jotka kuvaavat vektorit niiden koordinaateilks.

PE(U) = Uug ja PF(W) = Wp.
Lauseen 16.214 mukadh:(L(u)) = APg(u) kaikillau € V.

Lause 16.4.1Lineaarikuvauksen matriisidl nolla-avaruutta ja sarakeavaruutta
seké kuvauksen ydinta ja kuva-avaruutta sitovat seuraavat yhtalot:

Pp(ker(L)) = N(A),
Pe(L(V)) = [Al,

jaker(L) ja N(A) ovat isomorfisia, samoif(V') ~ [A];.

Todistus. Koska P ja Pr ovat lineaarisia bijektioita, riittaa todistaa vaitetgtiy
kot samoiksi. Todistetaan tassa ensimmainen samuusnt@tetdan harjoitus-
tehtavaksi.

Olkoonx = ug € R". Silloin
x € N(A) Ax = Aug =0

L(u)=0

u € ker(L)

x =ug € Pg(ker(L)).

reree

O

Tehtava 16.4.2 Todista Lauseeln 16.4.1 toinen samuus.
Ratkaisu sivull& 234

Tehtava 16.4.3Piirra kaavio Lausees§a 16.14.1 olevasta tilanteesta.
Ratkaisu sivull&a234
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16.5 Lineaarikuvausten yhdistaminen
Lineaarikuvausten yhdistaminen tapahtuu matriisienkaskulla:

Lause 16.5.10lkoot L : R* — R™ ja M : R™ — R' lineaarikuvauksia vas-
taavina matriiseina ja B luonnollisten kantojen suhteen. Silloin tul®A on
yhdistetyn kuvauksef/ o L : R” — R! matriisi.

Todistus.Olkoonx € R™. Tulon liitannaisyyden mukaan
(MolL)(x)=M(L(x)) = M(Ax) = B(Ax) = (BA)x.
O

Lause 16.5.20lkoot V, W ja Z &arellisulotteisia reaalikertoimisia lineaariava-
ruuksia, joilla on kannakt, F' jaG. Oletetaan, ettd : V — WijaM : W — Z
ovat lineaarikuvauksia, joita esittavat kantojen F' ja G suhteen matriisid =
Ar ja B = By,. Silloin yhdistetyn kuvauksen/ o L matriisi kantojenF ja G
suhteen orB A.

Esimerkki 16.5.3 Laske kuvauksei/ o L. matriisi, kun

T 21y — 1 2x1 — 19 + 3
L " =\ 1+ 3.%'2 s M Ty | = PR
2 22, 3 1 3

Ratkaisu. Voitaisiin laskea tietenkin suoraan sijoitteddla. Lauseeh 16.5.1 mu-
kaan matriisi saadaan kuitenkin lyhemmin tulona

(2—1 1)?‘% _<5—5)
Lo =2)\, -2 1
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16.6 Yhtaloryhman Ax = b ratkaisujen maarista

Lause 16.6.10lkoon A € R™*", Lineaarisella yhtaloryhmalldx = b on seu-
raavan taulukon mukaiset maarat ratkaisuja:

sarakkeet | Ax=0| Ax=b#0 tyyppi
m > n | rippumattomat 1 0tail ylimaaratty
m>n riippuvat 00 0 tai oo ylimaaratty
m =n | rippumattomat 1 1 kvadraattinen
m=n riippuvat 00 0 tai oo kvadraattinen
m<n riippuvat 00 0 tai oo alimaaratty

Todistus. Tulokset voidaan perustella tarkastelemalla yhtalorydfimeaarikom-
binaatiomuodossa

ai a2 A1n by

a1 a22 A2p, by
1 . + 9 . + - F Ty, , =

Am1 Am2 Amn bm

kayttéden aikaisempia lauseita (Mm. 2.3.10 ja 18.371).

Lause 16.6.2Neliomatriisille A € R™*™ ovat seuraavat ominaisuudet yhtapitavia
(ks. myos Lause’5.4.2 ja Seuraus 13.3.2):

a) Matriisi A on saanndllinen.

b) Matriisin A determinanttilet(A) # 0.

c) Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.

d) Matriisin A rivit ovat lineaarisesti riippumattomia.

e) Matriisin A aster(A) = n.

f) Yhtalolla Ax = b on jokaisellab € R" yksi ja vain yksi ratkaisu.

g) Lineaarikuvaus — Ax on bijektioR" — R™.

Todistus.Ks. aikaisemmat lauseet (harjoitustehtava).
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Esimerkki 16.6.3 Osoita, etta kuvaus : R? — R?,

Ty Ty + 229 + 73
Ll x| :=| 2214+ 529 + 323 |,
T3 221 + 3x9 + 223

on bijektio ja muodosta sen kdanteiskuvaus.

Ratkaisu. Kuvaug. voidaan selvasti esittaa matriisin

A=

N DN
W Ot Do
N W o

avulla: L(x) = Ax kaikilla x € R3. L on siis lineaarikuvaus. Koskéet(A) =
1 # 0, on L bijektio. Silloin L~! on olemassa, se on lineaarinen ja

Y1 Y1 1 -1 1 Y1
L'y |=4"yw]|= 2 0 -1 Yo
Y3 Y3 -4 1 1) \ys

Tehtava 16.6.4 Todista Lauseé 16.6.2.

Ratkaisu sivull&234.



16.7 Ratkaisuja tehtaviin
Tehtavd 16.213 : Vektoriyhtalon

(@111 + 1272 + a1373) W1 + (a2 01 + A2T2 + A2373)Wo = Y1 W1 + Yo Wo
muuntamisessa tavalliseksi yhtaloryhmaksi

a11r1 + G122 + a13r3 = Y1
A21T1 + G2 + QA23T3 = Yo

tarvitaan joukon{w,, w,} lineaarinen riippumattomuus.
Tehtavd 16.313 : a) Suoraan funktion maarittelysta:

3 3
L(_lé): —11+3]=| -8
—-11-3 —14

tai kertomalla kuvauksen matriisill&/.
b) Aluksi ilmaistaan(—11 3)” kannassd?,

. / /
()=o) )= ()
1 2
. + 3z, = —11 ry, = 4
2¢y 4+ 7y = 3 .

().

Sitten lasketaan taman kuva kertomalla matriislléks. Esimerkki16.3]2):

(), =)= (2 )()-(

Lopuksi muutetaan kuva luonnolliseen kantaan

eli

1 1 1 3
11101+6(1|—-14{1]=| -8
0 0 1 —14

Katso kuva 2b.
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2
~ X3 R3

X .
‘11 R2 luonnollinen
luonnollinen kanta

\ kanta r_a—7zr X
> X

X
M =

W14 114

 ueejuey|
kantaan F

(- o () A()

-1 =3
A= 4 2
-1 2

v

Kuva 25: Kaavio Tehtavdn 16.3.3 menettelysta
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Tehtavd 16.314 : a) Ensin koordinaatit luonnolliseen kamta
1 3 11
n=2(3)+a(3) (%)

. 7 7
L(u):L< 7): 1+7]=]18
117 4

b) Kuvataan annetut koordinaatit ensin suoraan matgidill

joten

-1 -3 9 —11
(L(u))p=Aug=| 4 2 (3) = 14
—1 2 4

Tama viela luonnolliseen kantaan:
1 1 1 7
Lu)=—-1110|+14[1|+4[{1])=1]18
0 0 1 4

Tehtavd 16.4]12 Pr(L(V)) = [A],, silla

y € [A]s < Ax=yjollekinx € R"
<= APg(u)=yjollekinueV
<~ ye€ Pp(L(V))

Tehtavd 16.413 : Katso kuvio 6.

Tehtavd 16.6)4 : Todistetaan vanhojen tulosten avulleaseasti:
a< b: Lausd 6.5]1

ae ce de e: Lausé 11311, Lauge 6.B.5 ja asteen maaritelma
as f < g: Lausd 5.4]1 ja bijektion ominaisuus.
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Rn

Xeo
N(A)

l P. lineaariset isomorfismit

x—AX

2

X=Ye

Kuva 26: Tehtavah 16.4.3 kaavio

235



17 LINEAARIAVARUUDEN
KANNANVAIHTO

17.1 Yleinen tapaus

Monet matemaattiset mallit yksinkertaistuvat huomatséykun ilmiota tarkastel-
laan sopivasti valitussa kannassa. Kannan valinta riig@tienkin tarkasteltavan
ilmion luonteesta. Usein puhutaan myksordinaatiston vaihdostasilla kannan

vaihdon yhteydesséa vektorien koordinaatitkin muuttuvat.

Lineaarinenkannanvaihto tapahtuu lineaarikuvauksen valityksell&@ikki koor-
dinaatiston vaihdot — mm. vaihto tason suorakulmaisistmkaordinaatteihin —
eivat ole lineaarisia.

Lause 17.1.10lkoonV aarellisulotteinen lineaariavaruus ja olkoot
U={u,...,u,} ja U ={u),...,u,}

sen jarjestykseltaan kiinnitettyja kantoja. On olemas#laisen saannéllinen mat-
riisi S € R™", ettd jos vektorinv € V koordinaattivektori kannassé on
x € R", niin sen koordinaattivektori kannassd on x' = Sx, toisin sanoen,
Vyr = SVU.

Matriisia S sanotaarsiirtomatriisiksija se saadaan selville kantojen avulla: jos
kannanU vektoreilla on kannasda’ esitykset

u = 81111/1 + 82111/2 + -+ Snlu%
Uy = 81211/1 + 82211/2 + -+ sngu;

(11)
U, = S+ Soply + o+ Spuuy

niin siirtomatriisi.S = (s;;) on ylla olevan vektoriyhtaléryhman kerroinmatriisin
transpoosi

Kaanteinen muunnos saadaan aikaan matriiSitia

Todistus. Olkoon vektorillav € V' koordinaatitx ja x’ eli esitykset

v = ryuqy + -+ + x2,U,
v = zjuy + - 4+ zhu)

kannoissa’ ja U’. Kun sijoitetaan vektorinv esitykseen yhtalé{{11), saadaan
yhdistetty esitys

n n n n n
f— . . — . . ! fd .. . !
VvV = E T;u; = E Z; E Siu; | = E E SijTj | U;.
j=1 j=1 =1 1 j=1

i=
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Koordinaattien yksikasitteisyyden nojalla on
¥, =Y syr; kaikilla i =1,2,3,...,n.

j=1
Mutta silloinhanx’ = Sx.

OsoitetaanS saannolliseksi nayttamalla, etta yhtalofi& = 0 on vain triviaali-
ratkaisux = 0. Koska

Sx =x" <<= nu+- --+axu,=2u+ -+ u

n-n’

saadaan valitsemalid = 0 yhtalézu; + - - - + z,u,, = 0. Koskall on kantana
lineaarisesti riippumaton, seuraa= 0. Siis S on saanndéllinen.

Taten kdanteinen muunnos gn= S~ 'x’. O

Esimerkki 17.1.2 JoukotU = {u;,uy} jalU’ = {u), u}},

b} 7 oy 3 ; 1
e (Do (), e ()t (1)

ovat selvasti avaruudeR? kantoja.

a) Maarita siirtomatriisi kannasta kantaan’/’.

b) Mitk& ovat vektorin(1 2)* koordinaatit naissa kannoissa?
Ratkaisu. a) Lasketaan kannalleesitys kannassd'’:

5 . 3 Lo 1
1 = Sinua S21
u o+ 5 2 2 21
<
U S1o0]  +  Spoul 7 3 1
3) = S12{ o +  So9 1

< S11 = 3, S91 = —4, S12 = 4, S99 = —b.

5 = (_i _g)

b) Vektorin (1 2)T koordinaatit(x; z»)? kannass& vanhaan tapaan:

(o)== (3)e=(3) = (2)-(%)

Kannassd/’ koordinaatit ovat

X = Sx = (_i —g)(_lé) B (_‘11)

N&ama olisi voitu laskea myos kuten kannagsa

Kysytty siirtomatriisi on
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Esimerkki 17.1.3 Lineaariavaruudef?; standardi kanta on
U= {1,z 2° 2°}.
Etsi siirtomatriisi, joka valittaa vaihdon kantaan (ksirgsrkki[IZ.1.5)

U={1+ux x 2*—1,2° +z}.

Ratkaisu. | tapa. LauseEn 17]1.1 mukaan esitetaan lahtakénvektorit kannas-
saU’”:

1 = 1-(142) + (1) + 0-(@*=1) + 0-(2*+2x)
r = 0-(1+2) + l-x + 0-(z*=1) + 0-(2®>+2x)
? = 1-(1+2) + (1) + 1-(a*=1) + 0-(2*+x)
2 = 0-(1+2) + (=) + 0-(22—=1) + 1-(x*+2x)

10 1 0

-1 1 -1 -1

5= 00 1 0
00 0 1

Il tapa: Joskus on helpompi ilmaistéd kannass#/ ja kdantaa saatu siirtomatriisi.
Koska on helpompi esittaa:

1+x = 1-1 + 1.2 + 0-22 + 0-23
r = 0-1 + 12 + 0-22 + 0-23
—1 + 22 -1-1 + 0-2 + 1-22 + 0-2°
x4+ = 0-1 + 1-2 + 0-22 + 1-23
tapahtuu siirto kannastd’ kantaan/ matriisilla
1 0 -1 0
1 1 01
= 0 0 1 0
00 01
Taten kysytty siirtomatriisi kannasta kantaan/’ on
10 1 0
-1 1 -1 -1
00 1 0
00 O 1
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Esimerkiksi polynomimp(z) := a+ bx + ca? + dz® koordinaatit kannasda’ ovat

0 1 0 a a+c
11 -1 —1|[b]| |[-a+b-c—d
00 1 c| c
00 0 1 d d

ja itse polynomi
px)=(a+c)(1+2)+(—a+b—c—d)x+c@*—1)+d*+x).
Tehtava 17.1.4Muodosta siirtomatriisi kannasta
U= {l+x, 1-x, 2*+z}

kantaan
U ={1,2° 2}

avaruudess?®,. Pida kantojen jarjestys!
Ratkaisu sivulla242.

Tehtéava 17.1.50lkoonp polynomi, jonka koordinaatit TehtavBn 17]1.4 kannassa
U = {1+z,1—z,2?+z} ovat(2 —1 1)T. Mika polynomi on kyseessa (luonnolli-
sessa kannassa) ja mitk& ovat sen koordinaatit kanb@8sa

Ratkaisu sivull&d242.

Tehtava 17.1.6 Kannanvaihtolause 17.1.1 on itse asiassa erikoistapaeaalii-
kuvauksen Matriisiesityslausee§ia 16.2.4. Miten kanaidwolause tulee perus-
telluksi olettaen, etta matriisiesityslause on todistett

Ratkaisu sivulla242.
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17.2 Kannanvaihto avaruudessak”

Seuraus 17.2.10lkoot joukotU = {ui,...,u,}jaV = {vy,...,v,} avaruu-
denR" kantoja. Muodostetaan niista matriisit

AU:(u1 un), AV:(V1 Vn).

Silloin siirto kannastd/ kantaan/” tapahtuu matriisillas := A;,' 4. Laajenne-
tun matriisin(Ay | Ay ) redusoitu porrasmuoto i | S).

Todistus. Olkoon £ = {ey,...,e,} avaruuderR" luonnollinen kanta. Matriisi
Ap on siirto kannastd/ kantaanF, silla kun merkitaan

Uyp U2 -+ Uip

U21 U2 -+ Uzp
Ay = (uij)nxn =

Up1 Up2 - Upp

on kantavektoreillai; kannassa’ esitykset

u; = upi€ + uze + -+ Upi€y
Uy = Up€; + Uxpes + -+ + Uype,
u, = Uper + Up€ + -+ + Uyy€y

Vastaavastid on siirto kannastd” kantaanZ ja A(,l siirto kannastay kantaan
V. Yhdistetty kuvaus matriisinaa$i := A;,' A;; on silloin siirto kannasta/ kan-
taanV luonnollisen kannan kauttal

Esimerkki 17.2.2 Olkoot avaruudei®R? joukkojenU ja V alkioista sarakkeittain
muodostetut matriisit

101 01 1
Av=[1 10| ja Ay =[2 0 -1
010 11 0

Olkoot eraén vektorix € R? koordinaatit kannasdd (a b ¢)”. Laske vektorink
koordinaatit kannassa ja tarkasta, ettd molemmissa tapauksissa on kyse samasta
avaruuderR? vektorista.

Ratkaisu. Koskalet(Ay) = 1 # 0 jadet(Ay) = 1 # 0, ovat joukotU ja V' kan-
toja. Vektorin koordinaatit kannasgamuuntuvat kannaiy” koordinaateiksi ker-
tomalla siirtomatriisillaS := A;,' A, joka lasketaan esimerkiksi Gauss-Jordanin
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reduktiolla:
0 1 1 |1 0 1 1 0 O| 2 0 1
20 -1 ] 110l~{010] -2 1 —1
1 1 0] 010 00 1 | 3 -1
Koordinaatit kannass# ovat silloin
2 0 1 a 2a + ¢
Xy =Sxy=| —2 1 -1 bl=|-2a+b-—c
3 —1 2 c 3a— b+ 2c

Lasketaan viela koordinaatit luonnollisessa kannassa:

1 01 a a+c
X = AUXU: 110 b |= a+b
0 1 O c
0 1 2a+c a+c
x = Ayxy=1[2 0 —1 —2a+b—c|=|a+b
11 0 3a — b+ 2c b
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Tehtavd 17.1]4: Esityksista

l1+2 = 1-1 + 0-2z + 122
l—z = 1-1 + 0.2 + (=1) 22
r+22 = 0-1 + 1-2 + 122

saadaan Lause€én 17]1.1 mukaan (transponoimalla oikedengierroinmatriisi)

W
I
N e

1
0
-1

—_— o

Tehtavd17.1]5 : Koskay = (2 —1 3)7, polynomi on luonnollisessa kannassa
{1, 2,2}

p(z) = 2(1+2) — (1—2) + 3(2*+2) = 1 + 62 + 32°.
Tehtavassf 17.1.4 lasketun siirtomatriisin avulla saad@®ardinaatit kannassa
U'={1,2% x}:
1 1 0 1
por=Spy=(0 0 1|l -1]=|{3
1 —1 1 3 6

Tarkastus: Saadaanko sama kuin luonnollisessa kannaghia? K

p(r)=1-1+3-2°+6-2 =1+ 6z + 32°.

Tehtavd 17,116 : Valitaan yleisessa Matriisiesityslasséd 6.2)4 lineaarikuvauk-
seksi identtinen kuvaus : V- — V, L(u) := u, jolloin lahtépuolen kannan ku-
vat ovat itse lahtdpuolen kantavektorit, ja kun ne esitetdaalipuolen kannassa,
saatava identtisen kuvauksen matriisi onkin haluttucshitriisi!
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18 SISATULOAVARUUS

AvaruudenR" luonnollinen kant&e, ..., e,} on monessa suhteessa ihanteelli-
nen: mm.

1) vektorit ovat yksikon pituisia,
2) vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Molemmat ominaisuudet voidaan karakterisoida vektoristepulon avullae; -
e; = 1 kaikillai =1,2,3,...,njae; - e; = 0 kaikilla i # j.

Monissa muissakin lineaariavaruuksissa voidaan méargeh lineaarisen raken-
teen kanssa sopusoinnussa oleva vektorien valinen lasitus, jolla on samoja
piirteitd kuin avaruudetR™ pistetulolla. Kun téllainersisétuloon |6ydetty, voi-
daan avaruuden vektoreille maaritella pitunenmi) ja tarkastella vektorien vali-
sid relaatioita, esimerkiksi kohtisuoruut@{ogonaalisuutia

Lopulta jokaiseen aarellisulotteiseen siséatuloavarmut®idaan konstruoida kan-
ta, jonka alkiot ovat yksikon pituisia ja kohtisuorassaiaan vastaan.

18.1 Sisatulon maaritelma

Maaritelmé 18.1.1 Olkoon V' reaalikertoiminen lineaariavaruus. Skalaariarvoi-

nen kuvaug,) : VxV — R on sisatulo(inner produc}, jos kaikillaa, 5 € R
sekdu, vjaw € V on voimassa ehdot

(i) (u,u) > 0 jaliséksi:(u,u) = 0 jos ja vain josu = 0,
(i) (u,v) = (v,u),
(i) (au+ fv,w) = a{u,w) + (v, w).

Sisatulolla varustettu lineaariavaruus, siis nelikKko+, -, (,)), on sisatuloava-
ruus

Lause 18.1.20lkoonV sisatuloavaruus. Maaritelm&n 1811.1 ehto (iii) on yhtapi-
tava kahden ehdon (iii") kanssa:

(i) (u+v,w)=(u,w)+ (v,w),

(oau,v) = a (u, v).
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Todistus. Olkoon (iii) voimassa. Ensimmainen ehto saadaan valitdama =
£ =1, toinen ehto tempulla
(ou,v) = (au+0u,v) = a(u,v) +0(u,v) =a(u,v).
Kaantéen, jos ehdot (iii’) ovat voimassa, on
(ou+ pv,w) = (au,w) + (fv,w) = a (u,w) + S (v,w).
O

Lause 18.1.3Reaalikertoimisessa sisatuloavaruudds$sat, -, (, )) on voimassa
kaikilla o, 5 € R ja kaikillau, v, w € V:

uw,v+w)=(u,v)+ (uw),

a) (

b) (u, av) = a (u,v),

C) (w,av + fw) = a(u,v) + 3 (u, w),
d) {

u,0) = (0,u) = 0.
Todistus. Kohdat a) — c) seuraavat sisatulon vaihdannaisuutta lgiyttauseesta

[I8.1.2. Kohta d){u,0) = (u,0u) = 0 (u,u) = 0.0

Esimerkki 18.1.4 Reaalilukujen kertolasku on sisatulo (todista!). Linémaa-
ruudess&™ vektorien skalaari- eli pistetulo

xy)=xy=x"y=>Y zy
=1

toteuttaa sisatulon vaatimukset (todistal).

Itse asiassa jokaiseen reaaliseen aarellisulotteisessdiiavaruuteen saadaan tie-
tyn kiinnitetyn kannan avulla sisatulo.

Lause 18.1.50lkoonV reaalikertoiminen lineaariavaruus ja olkoon vektorijouk
koU := {uy,...,u,} sen jokin kanta. Merkitdan edelleenkin vektovirkoordi-
naattivektoria kannasda symbolillav; € R"™. AvaruudenR™ pistetulon avulla
maaritelty vektorien laskutoimitus

(w,v) :=uy - vy

on sisatulo.
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Todistus. Olkoot
u=x1u; +- - +2,0,, V=UyU+- -+ yYpU,.

(i) Reaalisuuden perusteella

(u,u) = Zx% > 0.
k=1

Selvastikin(0, 0) = 0. Jos(u, u) = 0, onz, = 0 kaikillak =1, 2, ..., n, ja siten
u=_0.

(i) Vaihdannaisuus seuraa pistetulon vaihdannaisuadest
(iii) Helposti néhdaan, etteou + fv)y = auy + Sy, joten
(ou+ pv,w) = (au+ Gv)y-wy = (auy + fvy) - Wy
= a(uy - wy) + B(vy - wy)
= a(u,w)+B(v,w).
O

Esimerkki 18.1.6 Valilla [a, b] jatkuvien funktioiden reaalikertoiminen lineaaria-
varuusC([a, b], R) on sisatuloavaruus, kun maaritellaéan imitegraalisisétulo

b
@m:/fmwmm

(harjoitustehtéava). Avaruuteétt|a, b], R) syntyy eras sisatulo myos kayttaeai-
nofunktionajotakin jatkuvaa aidosti positiivista kuvausta: [a, b] — R:

b
b= [ F@glaola) o
Esimerkki 18.1.7 Lasketaan "auki” sisatulot
a)(u+v,u—v),
b) (2u — v,3v + 4u + w).
Ratkaisut. Maaritelméan ja laskusadantdjen mukaan
(u+v,u—v) = (w,u—v)+(v,u—v)
(u,u) + (=1) (u,v) + (v,u) — (v,v)
= (u,u) — (v,v)

u—v,3v+4u+w) = (2u,3v+4u+w)— (v,3v+4u+w)
= (2u,3v) + (2u,4u) + (2u, w)
—(v,3v) — (v, 4u) — (v, w)
= 8(u,u) —3(v,v)+2(u,v)+2(uw)—(v,w).
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18.2 Normi ja metriikka

Maaritelméa 18.2.1 Olkoon(V, +, -, (,)) reaalikertoiminen sisatuloavaruus.
a) Kuvaus|| || : V — R,

[ufl = v/ (u, w),

on normi. Ei-negatiivista lukud/u|| sanotaan vektorim normiksitai pituudeksi
Vektoriu € V onyksikkdvektor{unit vecto), jos ||u|| = 1.

b) Kuvausd : V' xV — R,
d(u,v) = HU—VH )

on metriikka(tai etaisyy$. Ei-negatiivinen lukui(u, v) on vektorienu ja v vali-
nenetaisyyqdistancé.

On syyta heti huomauttaa, etté lineaariavaruudessa \wnualitakin normin vaa-
timukset tayttavia kuvauksia, joita voidaan myds kutsuamneksi. Samassa jou-
kossa voi olla hyvinkin erilaisia normeja, ks. Tehtava 14.

Tehtava 18.2.2 Esité seuraavat sisatulot normien avulla (jos mahdojlista
a)(u+v,u—v),

b) (2u — v, 3v + 4u + w).

Ratkaisu sivulla 252.

Tehtava 18.2.3lImaise||2u — 3v|| vektorienu ja v sisatulojen avulla.
Ratkaisu sivullaZ252.

Tehtava 18.2.4 Laske avaruudessd|[1, 2], R) (f, g), |l f]l ja |lgl|, kun

Ratkaisu sivull&a232.

Lause 18.2.5(Schwarzin epdyhté)o Sisatuloavaruudessd patee kaikillau,
velV
| (u,v) [ < lu| f]v].

Liséksi:| (u,v) | = ||lu]| ||v] jos ja vain josu ja v ovat lineaarisesti riippuvia (ts.
on olemassa € R, jolle u = c¢v tai v = cu).
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Todistus. Jos||v|| = 0, onv = 0, ja asia on selva. Olkoojw|| > 0. Jokaisella
a € R on voimassa epayhtalo

0<|u—avl]]® = (u—av,u—av) = (u,u) —2a(u,v)+a(v,v)
= |vl*e® =2 (u,v)a+ |uf*.

Talla muuttujanmy yloéspain aukeavalla paraabelilla on siis enintaan ykslmnean
nollakohta, joten sen diskriminantti

D=4 (u,v) — 4 |ul* |v|* < 0.

Mutta
2 2 2
4(u,v)" —4[ul"Iv[" <0 = [{u,v)| < |[[ul |v].

Josu = 0 tai v = 0, on jalkimmainen vaite selvasti tosi.

Olkoot siisu,v € V' \ {0}. Josu = av, on paraabelilla (tasan yksi) nollakohta,
jotenD = 0 jasiis| (u,v) | = [|u|l ||V

Olkoon lopuksi| (u,v)| = [Ju|||v]|. Silloin paraabelilla on jokin nollakohta,
ja sitenu = agv. O

Tehtava 18.2.6 Osoita, etta sisatuloavaruudessa
2 2
a) [ 2u+3v,u—2v) | <2|ul|” +6|v|"+ [[ul |v]],
b) | (2u—3v,3u—v)| <9 u—v|>+3[ul®> +6|v|*+9|(u,v)|
Ratkaisu sivull&232.

Lause 18.2.7Sisatuloavaruudeil’ normille patee kaikillaow € R ja kaikilla u,
velV:

a) |lul] > 0, jaliséksi:||u|| = 0 jos ja vain josu = 0,
b) [larul| = [a] [l

Q) flu+vll < f[ull + vIL

d) [Ilafl = V]| < ffu+ v

Todistus.Kohta a) seuraa Maaritelmigta 1811.1 (ija18.2.1.
Myds kohta b) seuraa normin maaritelmasta:

lou| = \/(au, au) = /o2 (u,u) = |a][|ul|.
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Kohta c): Kayttden Schwarzin epayhtalod saadaan

Ja+v|? (u+v,u+v)=(u,u)+2u,v)+(v,v)

2 2 2
< all® + 2l {v][ + [Iv]I* = (lall -+ Ivi)®,

josta positiivisuuden nojallgu + v|| < [|ul| + ||v]].
Kohta d) harjoitustehtaval
Ehtoja c) ja d) sanotadkolmioepayhtaldiksitriangle inequality.

Tehtava 18.2.8 Osoita, etta sisatuloavaruudessa
a) |3u—4v| < 3u— v+ [v],
b) 13u —4v|| = |4 ]lu— v = [fu]|.
Ratkaisu sivulla233.
Lause 18.2.9Normin maaraamalle metriikalle patee kaikillav, w:
a) d(u,v) > 0jaliséksi:d(u,v) =0 <= u =y,
B) d(u,v) =d(v,u),
7) d(u,w) <d(u,v)+d(v,w).
Todistus. Harjoitustehtaviat

Esimerkki 18.2.10 Avaruudess&” sisatulo (pistetulo) maaraa vektosireukli-
disen (tai pythagoralaisen) pituuden

Il = VAT (z )

seka pisteiden jay valisen etaisyyden

Ix =yl = <Z(3¢k —yk)2> :

k=1

(NI

Pisteidenx := (312 —4)" jay := (13 02)7 etaisyys on

Ix =yl =B =12+ (1-3)2+(2-0)2+ (-4 —2)2=4V3.
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Esimerkki 18.2.11 Sisatuloavaruuden vektorn # 0 voidaannormittag so.
muodostaa vektorin suuntainen yksikkdvektori

1
w = —nu
[[all

Esimerkki 18.2.12 Maarita vakioa € R niin, etta funktioa sin on yksikkovek-
tori avaruudessé([—m, 7], R). TAssé& on siis sisatulona valiar, 7] integraalisi-
satulo, ks. Esimerkki-18.7.6.

Ratkaisu. Funktiorf € C([—m, |, R) normille on voimassa

™

W12 = (f,f) = / (f(2))? d,

joten

™ 1 ™
|sin||* = sinfzdr == [ (1—cos2z)dr =T.
2

—T —T

: o i 1Y @il
Valitaana := NG (taia := ﬁ). Silloin

r=1

lacsin]] = |a [|sin]| =

-
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18.3 Metrinen avaruus ja normiavaruus

Metriikkoja voidaan kasitella missa tahansa joukossatanubrmi on mielekas
vain algebrallisissa struktuureissa kuten lineaariavgru

Maéritelmé& 18.3.1 Olkoon X epétyhja joukko. PaiiX, d) on metrinen avaruus
ja kuvausd : XxX — R on metriikka jos d toteuttaa (jo Lausees$a 18]2.9
esiintyneet) ehdat) —~):

a) d(u,v) > 0jaliséksi:d(u,v) =0 <= u =y,
p) d(u,v) =d(v,u),
v) d(u,w) < d(u,v) +d(v,w).

Maaritelméa 18.3.2 OlkoonV reaalinen lineaariavaruus. P&Vi, || ||) onnormia-
varuusja kuvaus|| || : V' — R onnormi, jos se tayttéda (Lauseén 18]2.7) ehdot a)
—-0).

a) ||lul| > 0, jaliséksi:||u|| = 0 jos ja vain josa1 = 0,
b) [leu]] = |af [[ul],
€) [fu+ v < ffaf +[v].

Tehtdva 18.3.30soita, etta ehtojen b) ja c) ollessa voimassa ehto a) voikiaa
vata ehdolla

a) ||lu =0 <= u=0.
Ratkaisu sivull& 253.

Tehtava 18.3.4Keksi erilaisia normeja tasossa.
Ratkaisu sivullaZ253.



18.4 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 18.2]2 : Esimerkkia 18.1.7 jatkaen:
<l_l +v,u— V> = <ll, l_l> - <V7V> = ||u||2 - ||V||2
Qu—v,3v+4du+w) = 8(u,u)—3(v,v)+2{(u,v)+2{u,w)—(v,w)

= 8l[ul® = 3[vI[* + 2 (u,v) + 2 {u, W) — (v,w).

Tehtavd 18.213 : Normin maaritelman ja sisatulon laskug§emavulla:

2u — 3v|® = (2u—3v,2u—3v) =4 (u,u) —6(u,v) —6(v,u) + 9 (v,v)
= 4(u,u) —12(u,v) +9(v,v)

ja siten

|2u — 3v|| = /4 (u,u) — 12 (u,v) + 9 (v, V).

Tehtavd 18.2]4 : Maaritelmien mukaan

~—

(f,9) = ff(t)g(t d(t):jd-%dt:lnz.

Ldt =1, joten || f| = \/(f. f) =1

Ldt =1, joten |lg| = \/{g.9) = /4

A1 = (f

=]
o = {o.0)= ] z

Tehtavd 18.2]6 a) Normeilla ilmaistuna
(2u+3v,u—2v) =2 |ull* = 6 |v[]* = (u,v),
joten reaalilukujen kolmioepayhtal6a ja Schwarzin epalgit kayttaen

2 2
| Qu+3v,u—2v)| = [2uf]" = 6]v]" = (u,v)|
2 2
< 2uf"+ 6 [lv]]” + [ (u,v) |
2 2
< 2l + 6]+ [ful[[v]-

b) Jarjestetdan tarvittava erotus ja lasketaan aluksi:

2u—3v,3u—v) = Bu—v)—u,3(u—v)+2v)
= 9fu—v|* =3l —6[v[" + 7 (u,v).
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Reaalilukujen kolmioepayhtaloa kayttaen

[(2u—3v.3u—v)| = [9]u—v[*=3ul* = 6[v]*+7(uv)|
9 [[u+v|* +3ufl” + 6 |[v]* + 7/ (u,v) |

<
2 2 2
< 9fu+ "+ 3uf” + 6 [[v]]” + 9] (u,v) |

Tehtavd 18.218 : Sopivasti ryhmitellen:da) — 4v = 3(u — v) — v, joten kolmio-
epayhtaloa kayttaen

[3u —4v] < 3ju—v|| + [lv].
b) Toista kolmioepayhtaloa (Lause 18]2.7 d) kayttaen

=il = Jull | <[40 =)l = =ull | <[4 = v) = u] = [3u - 4v]].
Tehtavd18.313 : Pitaisi siis osoittaa, efftd| > 0. Mutta Maaritelmani18.3/2
ehdon c¢) mukaan:
0 = Fllut+(—wl<3lul+3l-ull =3+ /-1 ul

= glhull+ 5l =[]

Tehtavd 18.3]4 : Olkoor = (z; x5)7.
a) Tavallinen (standardi) normi (eli "vektorin karjen estyys alkupisteesta”) on jo

tuttu:
I, = /% + 3.
b) "Taksiautonormi” maaritella&n nain
%[l == 21| + |2
c) Edelleen nk. maksiminormi:
[ o = max (1], |22]) .
Lukijan huoleksi jatetaan normin méaaritelman ehtojendatids kohdissa b) ja c).
Huomautus 18.4.1YIl& olevat normit saadaan yleisegténormista
I, = (|1” + o) "7,

mik& maarittelee normin arvoilla> 1. Miten saadaarx||  ?



19 ORTOGONAALISET JOUKOT
— PROJEKTIOT

Tarkastellaan vektorien valisia kulmia ja kohtisuoruuttéaritellaan ortonormaa-
li vektorijoukko ja vektorin projektiot aliavaruuteen.

19.1 Kulman méaarittely

Olkootx jay tason vektoreita kuten Kuvadsd 27.

D ¢

|
|
) ey A s y
|
|
|

Kuva 27: Vektoreiden valinen kulma

Lasketaan koordinaattien avulla niiden valinen kulfi, y ).

0 = a—p
cosf = cos(a— [f) = cosacosf + sinasin
_ 1w T2 Y2 _TiYit oY Xy
(oS 141 I .3 2 T 16 STH 1 | R R 14
(x,y)
[y

Kun muistetaan, ettd Schwarzin epayhtalon mukaan sisianouden nollasta
poikkeaville vektoreille patee

(u,v)

<1

I

— alf{lvll

paastaan mydos aksiomaattisessa sisatuloavaruudedss kasniin.



19.1 Kulman mé&érittely 255

Maaritelmé 19.1.1 OlkoonV reaalinen sisatuloavaruus.

a) Kahden vektorim, v € V' \ {0} valinen kulma(anglé on se valin[0, 7] luku
0, jolle

(u,v) (u,v)

eli 6 =arccos )
[l [Iv]] [l [Iv]]

cosf =

Vektorien valistd kulmaa merkité#h= Z(u, v).

b) Vektorit u ja v ovat ortogonaalisiaeli kohtisuorassdaoisiaan vastaan, jos
(u,v) = 0. Kohtisuoruutta merkitaan L v.

Huomautus 19.1.2a) Kaikillau € V onu L 0.
b) Olkootu, v € V nollasta poikkeavia vektoreita. Vektoritja v ovat

1) samansuuntaisia jos ja vain jg$u, v) = 0,

2) ortogonaalisia jos ja vain jos(u, v) = 7,

3) vastakkaissuuntaisia jos ja vain jgéu, v) = .
¢) Yksikkovektoreille on/(u, v) = arccos (u, v).

Lause 19.1.30lkoonV sisatuloavaruus ja, v, ..., v, € V.
a)Josu e Vijau L vy,u L vy, ...,ul vy sekaoy, as, ..., ap € R, niin

u_L (Oz1V1 + aovyg + -+ -+ Oszk).

b) Josv; L v, kaikilla i # j, niin (ks. Kuvd 28)

v+ ve vl = vl vl 4 vl

Todistus.a) Koska(u, v;) = 0 kaikilla 7, on sisétulon lineaarisuuden (yleistyksen)
nojalla

(W,0qvy + -+ apvg) = a3 (0, vy) + -« + ag (u, vg) = 0.
b) Kahden vektorin tapaus: Jos L v, niin (v, vy) =0 ja

HVl -+ V2H2 = <V1 + Vo,V -+ V2>
= <V17‘2/1> +2 <\2/17V2> + <V27V2>
= |Ivall” + [lv2]l”.

Yleinen tapaus: harjoitustehtava.
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Kuva 28: Pythagoraan lauseen yleistyksia

Esimerkki 19.1.4 a) AvaruuderR™ luonnollisen kannan vektorit ovat ortogonaa-
lisia yksikkovektoreita.

b) Tasovektori{a b)) ja (—b a)’ ovat ortogonaalisia.

c) Eras vektoreidex = (z1 25 23)T jay = (y1 v y3)? kanssa ortogonaali-
nen vektori on naidenistitulo eli vektorituloz = xxy, jonka koordinaatit ovat
formaalindeterminantin 1. rivin kofaktorit:

€e; €y e3 TalY3z — T3Y2
Z=XXy=|x1 T2 x3|=|—(T1y5 — z301)
Y1 Y2 Y3 T1Y2 — T2Y1

Esimerkki 19.1.5 a) AvaruuderC(|—m, 7], R) funktiotsin ja cos ovat ortogonaa-
lisia, silla

s 1 ™
(sin, cos) = / sinx cosx dr = 5/ sin 2x dxr = 0.
b) Funktiot f, ¢ € C([-1,1,R), f(x) := =z, g(z) := e, ovat painofunktion
x — e~ * suhteen méaaritellyn sisatulon suhteen ortogonaalidia, si

1

1
(f.g) = / f(x)g(x)e ™ de = / ze®e T dr = 0.
—1 —1
Tehtava 19.1.6Mitka vektorit ovat kohtisuorassa kahta vektolia 2 3)7 ja
(2 —2 1) vastaan?
Ratkaisu sivull& 286.

Tehtava 19.1.7 Missa lineaariavaruuksissd [, b], R) ovat funktiot f, f(x) :=
1/z,jag, g(x) := Inz, ortogonaalisia?
Ratkaisu sivull&286.
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19.2 Ortogonaalinen joukko — ortonormaalisuus

Maaritelmé 19.2.1 Sisatuloavaruude osajoukkoA on ortogonaalinen jos
u L v kaikilla u, v € A, u # v. JosA on ortogonaalinen jdu| = 1 kai-
killa u € A, niin A onortonormaalitai ortonormitettujoukko.

Lause 19.2.2Sisatuloavaruuden ortogonaalinen vektorijoukkon lineaarisesti
riippumaton jos ja vain jo® ¢ U. Erityisesti ortonormaali joukko on lineaarisesti
riippumaton.

Todistus.1) JosO € U, onU lineaarisesti riippuva.
2) Oletetaan, ett@ ¢ U. Olkootay, € R jau, € U sellaisia, ettéa

n
E apup = 0.
k=1

Lauseerh 18.113 d), sisatulon lineaarisuuden ja ortogsnaalen nojalla on kai-
kilai=1,2,3,....n

n

n
0= <ui,zakuk> = o (W, w) = o (wg, w) = ag [
k=1

k=1
Koska mikdan vektoreista; ei ole0, on oltavan; = 0 kaikilla: =1,2,...,n. 0
Seuraus 19.2.30lkoonE = {ey, ey, ..., e} Sisatuloavaruuden ortonormaali 0s-
ajoukko. Josu = Zf;l a;e;, Missaa; € R, niin kaikillaj = 1,2,3,...,k on

Ozj = <ll, ej).
Todistus.Ks. Lauseefn 19.2.2 todistus.

Tehtava 19.2.4 Osoita ortogonaaliseksi avaruudgh vektorijoukko

3 -1 3

-2 3 8

U= 1)1 -=3)'|7
3 4 0

ja normalisoi se ortonormaaliksi joukoksP. Sailyta vektorien jarjestys.
Ratkaisu sivulla286.

Tehtava 19.2.5Testaa Seuraudta T9.2.3 Tehtavassa 19.2.4 lasketulmortaa-
lilla joukolla U° ja vektorillau, jonka koordinaatit kannasg#’ ovat(1 2 3)7.
Ratkaisu sivull&286.
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19.3 Projektiot

Maéaritelm& 19.3.1 OlkoonV sisétuloavaruus ja € V' \ {0}.
a) Vektorinu € V' ortogonaaliprojektiosektorille v on vektori (sanotaankin myds
vektoriprojektioksi
— <u7 VQ) v = <u7 V> V0
v Il

ja skalaariprojektioon luku (ks, kuva 29)

Uy

v_:

Kuva 29: Projektio ja ortogonaalikomponentti

b) Vektorinu € V ortogonaalikomponenttiektorille v on vektori

(u,v)

2
vl

U, =u—u,=u—

Huomautus 19.3.2 Ortogonaalikomponentti on kohtisuorassa vekteriga siis
mya0ds projektiota) vastaan, silla

(u,v)

(ujy,v) = (u,v) — 5 (v, v) =0.
vl
Projektiot lausuttuina kulman avulla:
o=l Yyl cos (Z(u,v) v
v = v = cos , V)V
[[al Iv]

uy = |[ul|cos(Z(u,v)).
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Kyseessahan on vektorin hajottaminen kohtisuoriin koneptteihin
u=1uy + Uy,
joista toinen on annetun vektorin suuntaisella origon teektilkevalla suoralla.

Esimerkki 19.3.3 Vektorinu := (0 1)” projektiot vektorillev := (—1 —1)7 ovat

u, =

B3040
e

Skalaariprojektias, = —/2/2.

Esimerkki 19.3.4 AvaruuderC([0, 7/2], R) funktioidensin ja cos valinen kulma
integraalisisatulon suhteen on (vrt. Esimefkki 19.1.5)

: 1
H:mCOSM:ﬁCOS 2 = arccos 2 ~ 0, 88
[[sin]| [|cos|] VT ¥E "

o5

silla

us

jus
2 2
(sin,cos) = / sinxcosxdx:/ isin2zdr =1+ 4 =1,
0 0

(B

)

IR

3
|sin]|®> = / sin®z dr = / $(1 — cos2x) dx =
0 0
g s
cos|* = /0 cos’ zdr = /0 (1 —sin®z)dr = z 2=

Edelleen vektoriprojektiot

NIE]

ISE
ISE

: 1
COSgin = % sin = % sin = %sin
4
COS | gin = COS —% sin .

Tehtava 19.3.50soita, ettéd avaruudesi& vektorien projektiot vektoriller saa-
daan myos kertomalla niitd vasemmalta ptojektiomatriisilla

P, = v(viv) vl

Ratkaisu sivull&Za7.
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19.4 Projektiot aliavaruuksiin

Maaritelm&a 19.4.1 OlkoonE = {ey, ..., e} Sisatuloavaruudewn ortonormaali
osajoukko. Vektorinw € V' projektioaliavaruudellg E] on vektori

: [E] taso

Kuva 30: Projektio ortonormaalin joukon virittdmaan adawuteen

Lause 19.4.2Maéaritelmari 19.4]1 tilanteessa vektorirprojektio on avaruudes-
sa[E] ja ortogonaalikomponentti on kohtisuorassa jokaista orikie; vastaan.
Viritetyille aliavaruuksille pate¢r U {u}] = [E U {u g}].

Todistus. Vektoriene; lineaarikombinaationaiy € [E]. Kohtisuoruus seuraa
maaritelmista kayttaen Seurausia 19.2.3:

(uip, ej) = (u,e;) — (up, e;) = (u,e;) — (u,e;) = 0.
Viritetyt aliavaruudet samat: Merkitaan := (u, e;), jolloin up = 1| ase;.

1) Olkoonv € [E U {u}]. Silloin

k

k k
V= Zﬁiei + fu = Z Bie; + fug + fup = Z(@ + o;8)e; + Pu g,
i=1 i=1

i=1
jotenv € [EU{u g}l
2) Olkoonw € [E' U {u g}]. Silloin

k k k
W= Y&, +yuip =) vie;—yup+yu= Y (% — o)+,

i=1 i=1 i=1

jotenw € [E U {u}]. O
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19.5 Gram-Schmidtin ortonormitusmenetelma

Konstruoidaan &aarellisulotteiseen sisatuloavaruutetonormaali kanta lahtien
annetusta kannasta. Yksiulotteisessa avaruudessa riténittaa yksi vektori.

Lause 19.5.1Jokaisella vahintain yksiulotteisella aarellisulotédia sisatuloava-
ruudella on ortonormaaleja kantoja.

Todistus. Jokaisella &arellisulotteisella vektoriavaruudella antoja ja mika
tahansa sisatuloavaruuden &arellinen kanta voidaanarrittaa mm. Gram-
Schmidtin menetelmalla (Kuvassa 31).

Olkoon V' vahintdéan kaksiulotteinen sisatuloavaruuslja =
{uy,...,u,} senjokin kanta. Merkitaati, := {uy, ..., u;} kul-
lakin k£ € [n]. Korvataan kannafy alkiot yksi kerrallaan ortogor
naalisilla yksikkovektoreilla (katso KuvaB2).
Askel 1. Korvataanu; yksikkovektorilla:
u;
e := , EBpi={e}.
[y

Askel 2. Korvataani, sen normitetulla ortogonaalikomponenti|la
aliavaruudelld £, |:

P2 = Uy — (U, e;)e;, e := Hllf;_2||7 Ey = {ei, ex}.
2

Toistetaan arvoillak = 3,4, ..., n:
Askelk. Korvataanu, sen normitetulla ortogonaalikomponentilla
aliavaruudelld £, _]:

k—1
p
Pk 1= uk—Z (up, e;)e;, e:= m, Ly :={er, ... e}

i=1

Kuva 31: Gram-Schmidtin algoritmi

Gram-Schmidtin menetelman (Kulal 31) kussakin vaiheessa

1) px # 0, silla E,_; U {ux} on lineaarisesti riippumaton,
2) Ey, on ortonormaali jdE;] = [Uy] (Laus€ 19.412).

Lopuksi[E,] = [U,] = V.
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2 &
€; (ylospéin)

Kuva 32: Ortogonalisointia

Esimerkki 19.5.2 Muodosta tasoll&®? ortonormaali kanta, jonka toinen vektori
on suorarx = a + ¢tv suuntainen.

Ratkaisu. On tietenkin oltava # 0. Olkoon

S
1 .: pu— .
vl v 4 v3 \ V2

Tason kierrolla saatu vektoti := (—v, v1)T ei ole vektorinv suuntainen, joten
lasketaan sen avulla toinen vektori:

= e () () ()
- (0)-0)-C2)

e = = .
’ P2l \/v%—kvg( Ul)

Eréas kelvollinen kanta ofle;, es }.

Tehtava 19.5.3 Mita muita ratkaisuja keksit Esimerkille 19.5.2?
Ratkaisu sivulla287.

Esimerkki 19.5.4 Muodosta avaruudell®? ortonormaali kanta lahtien kannasta
U, jonka vektorit ovat

1 0 0
u; ‘= 1 U ‘= 1 us ‘= 0
1 1 1
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Ratkaisu. Todenna aluksi esimerkiksi determinantillé& ét on kanta. Gram-
Schmidtin menetelm& antaa ortonormaalin kanf@ne,, es}:

up 1 1 1/\/5
m:mJ1H+1(Q(%§ﬁ

P2 = u2_<u2ae1>e1

1/3 1/V3
Sl G ()
1//3 1/V/3

0

1

1

0 1/V/3 —-2/3
()t

1 1/V3 1/3

- 1 —2/3 4/?
e = = 1/3 | = 1/v/6
P2l /%4_%4_% 1?3 1;\/6
pPs = u3— (us,e;)e; — (us, es) e,
0 1/v/3 —2//6 0
O
1 1/V3 1/1/6 1/2

D 1 0 0
3
e; = = —1/2 | = -1/v2

Ips| /0+i+i 1/2 1/v2
Esimerkki 19.5.5 OnkoU := {1, z, z*} ortogonaalinen avaruudes3g@—1, 1], R)?
Ratkaisu. Sisatulo on sitg, ¢) = [, p(x)q(z) dz, joten

1
(l,z) = / 1-azde =0

1

1
(1,2?) = / 1-2%de =

1

1
(z,2%) = /x~x2dx:O.

1

Wl o

JoukkoU ei siis ole ortogonaalinen.

Tehtava 19.5.6 Ortogonalisoi Gram-Schmidtilla Esimerkin 195.5 joukko=
{1, z, 2%} valin [-1, 1] integraalisisatulon

@m:/pmwwx

1
suhteen. Ratkaisu sivulla267.
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19.6 Sovellutuksia — pisteen etéisyys...
suorasta

Pisteerb € R" etéisyys suorasta(t) = a + tv voidaan maaritella kaavalla
d(b,x) = min{|[b — x(t)| |t € R},
mik& voitaisiin laskea analyysin keinoin. Nimittain, ks : R — R,
(1) = b —x(0)],
on derivoituvalim;_,+ ., ¢(t) = oo ja silla on tasan yksi minimipiste.

Toisaalta on ilmeistd, ettd pisteénetdisyysorigon kauttakulkevasta suorasta
y = tv on yhta kuin vektorinb vektorille v lasketun ortogonaalikomponentin
b,y =b — b, pituusd(b,y) = ||b.||

Etaisyys mielivaltaiselle suoralle(t) = a + tv saadaan siirtdmalla vektoriaja
suoraa vakiolla-a, jolloin suorax — a kulkee origon kautta (ks. KuaB3). Siis

d(b,x)=d(b—a,x—a)=|(b—a)i|].

Kuva 33: Pisteen etéisyys suorasta

Tehtava 19.6.1Laske pisteeri2 3 1 0)7 etaisyys
a) suorasty =t(1010)7,
b) suorastx = (0112)" +¢(1010).
Ratkaisu sivull&288.

Tehtava 19.6.2 Osoita edellisten kaavojen nojalla, etta pistéeny,)? etaisyys
suorastar + by + ¢ = 0 on

lazo + byo + |

Va? +b?

Ratkaisu sivull& 289.
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tasosta

Pisteerb € R etaisyys tasosta(s,?) = a + su + tv lasketaan samalla tavalla
vektorinb — a ortogonaalikomponentin pituutena tasotle- a. Talle tasolle olisi
kuitenkin ensin muodostettava esitys ortonormaalin karavallla, jotta voitaisiin
kayttaa Maaritelman_19.4.1 kaavoja.

Voidaan kuitenkin osoittaa, etta projisointi onnistuustgaojektiomatriisin avulla

(vrt. Tehtavd 19.315):

Lineaarisesti rippumattomat vektost; ja vo maaraavat origon kautta kulkevan
tason ja matriisilléV := (v; vy) (sarakkeinaan kyseiset vektorit) @r 2-matriisi
VTV saannollinen (perustele!). On siis olemassa:-matriisi

Py = V(VIV)"ivT

ja voitaisiin todistaa, ett&, kuvaa kaikki vektoritc € R" ortogonaalisesti tasolle
[Vl 3 V2] .

Tehtava 19.6.3Laske pisteeril 2 3)7 etaisyys tasosta
x=(010)7"+s2 11" +¢324)".
Ratkaisu sivulla289.

Ortogonaalista projisointia aliavaruuteen havainnt@hsseuraava dynaaminen
kuvio:

Avaruusvektorin projisointi kahden vektorin virittamaan tasoon
(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikkal kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / LAText/ Ort ogProj 32. ht m


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OrtogProj32.htm

19.7 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd19.716 : Olkoofw y 2)T vektori, joka on ortogonaalinen annettujen vek-
torien kanssa, ts.

1 2
(z y 2)[2]=0ja(z vy 2)|-2]=0.
3 1
Saamme yhtaléryhman
x —4/3
r 4+ 2y + 3z = 0 |

Kysyttyja vektoreita ovat siis kaikki—8 —5 6)7, ¢ € R.
Tehtavd 19.117 : On ldydettava vdlit b], joilla

1) f.9 € C([a, ], R)

2) (f.9) = [, f(x)g(x)dz = 0.

Voidaan jarkevyyden nimissa heti vaatia, €t& a < b. Silloin f, g € C([a, b], R)
ja

X

o) = [ frae= [ mrar= /Loy
1

2 2y _ 1
- 5((lnb) — (Ina)?) —§(lnb+lna)(lnb—lna).

Edella asetetuilla ehdoilla taméa on nolla tasmalleen davbib+1na = Inab = 0
eli ab = 1. Sopivat valit ovat siis muotod /r, ], missé- > 1.

Tehtavd 19.2]4 : Nayta, etta pareittain muodostetut pilstedvat nollia. Kerro ku-
kin vektori sen normin kdanteisluvulla. Tuloksena pitaéita ortonormaali vekto-
rijoukko

3 -1 3
o . 1 | =2 1 3 1 8
V23l 11735 -3 V12| 7

3 4 0

joka on tietenkin on virittdmansa aliavaruuden ortonotiricanta.

Tehtavd19.2]5 : Muodosta skalaarivektofin2 3)” avulla lineaarikombinaatio
u Tehtavam 19.2]4 ratkaisuvektoreista (sailyta jarjedtyaslaske pistetulotu, v)
kaikilla v € U°. Niista pitaisi tulla alunperaiset koordinaatit 1, 2 ja 3.
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Tehtavd 19.3]5 : Dimensiotarkastelu varmistaa, Etan nxn-matriisi. Koska
viv = ||v|* javTu = (v,u) = (u,v) ovat lukuja, on

T \N—1.T 1 T <U>V>
Pu=v(v'v = 5
A

Tehtavd 19.5]3 : Vaaditut ehdot toteuttavia kantoja ovikikaeuraavat:
{81, ez}, {el, —82}, {—817 82}7 {—617 —ez}

Tehtavd 19.516 : OlkoaR, := 1, R (z) := x ja Ry(x) := z2. Silloin

1
| Roll? = / 12 de =2,
1

joten || Ry|| = v/2. Saadaan yksikkévektof,:

1 1 V2

Ortogonaalikomponentfi; = R; — (R, Qo) Qo, Missa

Sy (z) = x—(/ x‘[dx)-7:x
1507 = /_ydw—

jolloin ||S,|| = 1/2/3. Saadaan toinen yksikkévektapi :

Wl

1
Ql(l’) - Hsl”51<x) \/ﬁx 3 xT.

Ortogonaalikomponentfiy, = Ry — (Ry, Qo) Qo — (R2, Q1) @1, Missa

1 1
So(x) = xQ—/ xzﬁdx-g— x2§xda€-§x:--- -

W=

2
1 -1

2 ! 2 1\2 8
IS0t = [ @) o= =

1
jolloin [|.Ss|| = 1/8/45. Saadaan kolmas yksikkdvektdp:

1
Qa(z) = m52(9€) =

B

(327 —1).

L1
2



268 19 ORTOGONAALISET JOUKOT — PROJEKTIOT

Nain saatu ortonormaali kanta on

{4, %, Y0 (32 - )}

TehtavdT9611 : a) Merkitaan=tv = (101 0)7 jad(b,y) = ||b.y||. Nyt

N’ /1
3 0
1 1 1 %
(b,v) 0 0/ 10 0
bv = VvV = —
V2 2 1 5
0 0
bLV - b - bV - 1 - 3 - 1
2 2
0 0 0
joten
V38
d(b.y) = [bLy| = .

b) Merkitdadnx = a + tv jad(b,x) = ||(b — a) .+ ||. Merkitaan myo6s

2 0 2
3 1 2
ci=b—a=1 =1 [=]
0 2 —2
jolloin d(b,x) = [|c.v||. Nyt
N’ /1
2 0
0 1 1 1 1
<C7V> —2 0 0 210 0
CV = VvV = = — =
||v2]] 2 1 211 1
0 0 0
2 1 1
B B 2 B 0 2
C,y = C Cy = 0 1 _1
—2 0 —2

jotend(b, x) = [[(b—a)., || = vIFIFT+4 = VIO,



19.7 Ratkaisuja tehtaviin 269

Tehtavd 19.6]2 : Muodostetaan suoralje= —ax — ¢ parametriesitys, vaikkapa
r=t,y=—at/b—c/b,t € R. Valitaan vektorit

I E AR G R

Silloin hieman tyélaalla laskulla (ks. Maple-lasku)

(axg + byo + ¢)?

2 _ 2 _ _
d(b,x)" = [[(b—a)[["=...= 2B

Maple-ratkaisu (linkki Maple-tyoarkkiin)
http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarial gebra/

Kurssi materi aal i / LAText/ Teht 1962. mas

Tehtavd19.6]3 : Merkitdaah = (12 3)7,a == (01 0)7,v; = 2 -1 17 ja

vy = (32 4)T. Nyt etéisyys on vektorib etaisyys tasosta = a + sv; + tv, 0n
sama kuin vektorire := b — a ortogonaalikomponentin pituus projisoitaessa se
aliavaruuteerivy, vs|.

Vektorimatriisi ja projektiomatriisi ovat (laske I&pi!)

37 =3 21

2 3 55 11 55

vie[ 1 2] a Revervyvio| S g
14 21 7 61

55 22 110

Projektiovektoricy ja ortogonaalikomponentti, , ovat

17 =6

11 11

— _ | 1e _ _ | =5
Cv—PVc— nTHE Civ=C—=Cv =| 77
26 7

11 11

Sen pituus, eli kysytty etaisyys, ail10/11 ~ 0.953.


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht1962.mws

20 ORTONORMAALIT KANNAT
JA MATRIISIT

20.1 Ortonormaali kanta

Tarkastellaan seuraavaksi joitakin ortonormaalien Kenterityispiirteitéa; mm.

vektorien sisatulo ja normi voidaan laskea suoraa koodtiien avulla; tdman
sanoo Parsevalin lause (Marc-Antoine Parseval des ChRaeska, 1755-1836).
Liséksi tutkitaan matriisien ortogonaalisuutta.

Lause 20.1.1(Parsevalin laugeOlkoon E = {ey, ..., e, } sisatuloavaruuden
ortonormaali kanta.
a) Vektorinu € V koordinaatit saadaan sisatulon avulla:

n

u= Z (u, eg) ey.

k=1

b) Vektorienu, v e V,u = >"}_ zye;, v = > ,_, yrey, Sisdtulo saadaan koor-
dinaattien avulla:

<u7 V> = Z TrYk-
k=1

Erikoisesti vektorina normille patee

n

[l = (w,w) = .

k=1

Todistus.a) Ks. Seuraus 19.2.3.
b) Kohdan a) mukaatu, e;) = xy, joten

<ll, V> = <117 Zykek> = Zyk <117 ek) = Zykl‘k
k=1 k=1 k=1

O

Tehtava 20.1.2Laske vektorink = (2 3 4)” koordinaatit Esimerkii 19.5.4 kan-
nassall = {el, €9, 83}:

1_1 1
RNV ARCANS!

1

1
F=<—11
V3 1\

Ratkaisu sivull&274.
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Tehtava 20.1.30lkoon{e1, e,, e3} ortonormaali kanta kuten Esimerki$sa 19.5.4
ja Tehtavassa20.1.2. Laske vektorien

u = 2e1—7e2+%e3
v = 3e; —ey—e3

sisétulo. Ratkaisu sivulla2r4.

Esimerkki 20.1.4 Lasketaan Parsevalin lauseen avulla

[::/ (44 5sinz —6cosx)(2 — Tsinx + 2cosx) dx.

AvaruudenC([—m, 7], R) osajoukkoS := {1, cos,sin} on ortogonaalinen inte-
graalisisatulon suhteen, silla

(1,cos>:/ coszdxr =0, (1,sin):/ sinzdr =0

—T —T

ja (cos, sin) = 0 (ks. Esimerkki.Z19.1]5). Edelleen

1] :/ 1dx = 2m,

—T

Esimerkir18.2.12 mukadfsin||”* = 7 ja siten

[cos||* = / (1 —sin?2)dx =27 — 7 = 7.

—T

Joukko

1 1 1 .
———, —= €08, —=SIIl
{ Vorn' T NZ3 }
on taten aliavaruudel] ortonormaali kanta.
Laskettava integraali on sisatuld, ¢), jonka tekijat ovat

f(z) = 4V2r = — 67 J=cosz + 57 Lsina
g(x) — 2\/277\/%+2\/7?%005x—7\/7?ﬁ8m$.

Parsevalin lauseen mukaan integraali on

I =4V27 - 2V21 — 6/7 - 2/7 — 57 - T/7 = —31m.
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20.2 Ortogonaalinen matriisi

Maaritelmé 20.2.1 Matriisi Q € R™*™ onortogonaaliner(voitaisiin sanoa myos
ortonormaal), jos sen sarakkeet muodostavat avaruulerortonormaalin jou-
kon.

Lause 20.2.20rtogonaalinen matriisj) on saannollinen j&—! = Q7.

Todistus. Matriisi () sarakkeely; muodostavat avaruudeR® kannan, joten ne
ovat lineaarisesti riippumattomia. Lauséen 11.3.1 mukaam saanndéllinen.

Ortonormaalisuuden perusteella tuldn= Q7 Q alkio a; = q q; = 1 ja muilla
aij = ql'q; = 0. SiisQTQ = I, joten Seurauksdn 6.6.3 nojalla ' = Q7. O

Esimerkki 20.2.3 Maarita kaikki ortogonaalisetx 2-matriisit.

o5

on ortogonaalinen jos ja vain jos

Ratkaisu. Matriisi

A+ =+d*=1 ja ac+bd=0.

Mielivaltainen tason yksikkévektori on muotéeos ¢ sin )7, missap € [0, 27|.
Téata vastaan kohtisuorat yksikkdvektorit oyatsin ¢ cos )7 ja(sing — cos )7,
Ortogonaalisia ovat siis

(Coscp —SiIl(,D) <Coscp singp) € (0,27

sing  cos siny —cos

sekad naiden transpoosit (ts. kdanteismuunnokset). Eréimem on kulmany
kierto positiiviseen suuntaan, jalkimmainen kulmakierto negatiiviseen suun-
taan ja lisaksi peilaus;-akselin suhteen.

Esimerkki 20.2.4 Kaanna matriisi

A=\ —

o&’“@%

S-S
S-S-S

Ratkaisu. Havaitaan, etta matriisin sarakevektorit ovitrmrmaali joukko, joten
A7t = AT el

ATl =

Shshs)-
Shalgle
&’HMH o
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20.3 Isometrinen lineaarikuvaus

Maaritelmé 20.3.1 SisatuloavaruudeWi lineaarikuvaud.: V' — V onisometrig
jos sesdilyttdd vektorien pituudgss. jos

|L(a)|| = ||ul| kaikilla ueV.
Voitaisiin osoittaa, ettd isometria sailyttaa koko sisd@uts.
(L(u), L(v)) = (u,v).
Samalla sailyvat vektorien valiset kulmat.

Lause 20.3.2Neliomatriisille @ € R™*™ ovat seuraavat ominaisuudet yhtaikaa
voimassa:

a) @ on ortogonaalinen (sarakkeet ortonormaalit).
b) Matriisin @ rivit muodostavat ortonormaalin joukon.
c) @ on saanndllinenj@ ! = Q7.
d) QTQ = 1.
e) Lineaarikuvaus — (x on isometriaR” — R".
f) (Qx,Qy) = (x,y) kaikillax, y € R".
Todistus. Sivuutetaan (osin todistettu)l.

Tehtava 20.3.3Mitka funktioistaR? — R?: projektio, peilaus, venytys, kierto,
siirto, ovat isometrioita?
Ratkaisu sivull@d 274
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Tehtavd 20.1]2 : Voidaan laskea kahdellakin tavalla.
| tapa: Maaritelman mukaan ratkaisemalla koordinaatiéiginyhmasta

X = 1€ + pey + (zes.

Il tapa: Ottamalla huomioon, etfé on ortonormaali, saadaan Parsevalin lauseesta

2 <X7 e1> % ’ 9 %
xp=(3] = (x e |= % = %
4 E <X7 e3> % %
Tarkasta, onko
9 3 1 2
%814—%62"—%83:“': ;0)1

Tehtavd 20.113 : Kahdellakin tavalla:

| tapa: Lasketaam ja v luonnolliseen kantaan sijoittamaltg, e; ja e3. Sitten
siséatulo (pistetulo).

Il tapa: Koska kanta on ortonormaali, saadaan Parsevalge&sta
(u,v) =2-3+(=7)-(-1)+ 3 (-1) =124

Tehtavd 20,313 : Siirtox — x + a ei ole edes lineaarinen (paitsi kun= 0,
mutta silloin kyseessa onkin identtinen kuvaus eika aidosto). Muut annetut
kuvaukset ovat lineaarisia. Venytgs on ilmeisestikin isometria vain jds.| = 1.
Projektiot eivat ole isometrioita, silla kuva-avaruus @oms, ja siten sen matrii-
si ei voi olla s&d&nndllinen. Peilaukset ovat isometricsila peilaus ilmiselvasti
sailyttaa pituudet. Isometrioita ovat myos kierrot; nideatriisithan olivat orto-
gonaalisia (ks. Esimerkki 20.2.3).
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21 ORTOGONAALISET ALIAVARUUDET
JA PNS-MENETELMA

Maaritellaan sisatuloavaruuden aliavaruuden ortogamamkomplementti ja tar-
kastellaan ortogonaalisten aliavaruuksien ominais@ksissa vaiheessa tarvit-
semme myos jo Luvus§a 11.6 tarkastelemanso@an summan

21.1 Ortogonaalinen komplementti

Maaritelmé 21.1.1 Sisatuloavaruudew epatyhjan osajoukod ortogonaalinen
komplementton joukko

At = {ue V| (ua)=0kaikilaac A}.

Joukko A+ koostuu siis kaikista vektoreisia € V, jotka ovat kohtisuorasga-
kaistajoukon A vektoria vastaan.

Lause 21.1.2Sisatuloavaruudevi osajoukond ortogonaalinen komplementti on
aliavaruus jgA] N A+ = {0}.

Todistus. 1) Maarittelyn perusteella: C V. Koska(0,a) = 0 kaikillaa € A,
on0 € At jasiisAt # ). Olkoona, B € Rjau, v € AL, Josa € A, saadaan
sisatulon maaritelmén ehdon (iii) mukaan

(ou+ fv,a) = a(u,a) + G (v,a) =0,

jotenau + Bv € At. Siis A on aliavaruus.

2) Ensinnakinp € [A] N A+, koska molemmat ovat aliavaruuksia. Olkoon toi-
saaltan € [A] N A+ mielivaltainen. Koskai € [4], on silla esitys

u=oaa;+- --+aia,, o €R, a €A

Koska toisaaltar € A+, onu kohtisuorassa jokaistg vastaan ja

(u,u) = <u,Zaiai> = Zai (u,a;) = 0.

Mutta silloinu = 0. Siis[A] 0 A* = {0}. O



21.1 Ortogonaalinen komplementti 277

Lause 21.1.30lkoon V' &éarellisulotteinen sisatuloavaruus, jollan V' > 1. Jos
W C V on aliavaruus, niif\W+)+ = W. Edelleenl’ voidaan hajottaa suoraksi
summaksi

V=WaeWw,

ts. jokainenu € V voidaan esittda yksikasitteisella tavalla muodossa
u=w-+Xk
sopivillaw € W,k € W+. Lisaksidim V = dim W + dim W+.

Todistus. Ensimmainen vaite on harjoitustehtavatasoa. Toinen gaselaan suo-
ran summan madritelmasta Lauseiden 21.1.2ja 11.6.2 aViilizeinen vaite seu-
raa niinikdan suoran summan ominaisuuksista.

Esimerkki 21.1.4 Olkoot

1 1 2
a=|5], u=|3 ja vi=11
3 2 4

Miké& on joukon

ax =su-+tv, s,t R
b)y=a+su+tv, s,t €R

ortogonaalinen komplementti?

Ratkaisu. Vektorit1, v € R? ovat selvasti erisuuntaisia, joten kohdan a) joukko on
origon kautta kulkeva taso ja siten aliavaruus. Sen vek#ovastaan kohtisuorassa
ovat tismalleen ne vektosit, jotka ovat sen kantagu, v} vastaan kohtisuorassa.
Ne loytyvat yhtaléryhman

<u,w)=0<:> wy + 3wy + 2wy = 0
<V,W> = 0 2w1 + wWe + 4w3 = 0

ratkaisuinaw = ¢(—2 0 1)T. Tasonx ortogonaalinen komplementti on siis ava-
ruudenR? suora
-2
W=<t|l O ' teR
1

Esimerkiksi determinantin avulla ndhdaan, ettd joukkou, v} on lineaarisesti
riippumaton, joten tasg ei kulje origon kautta eika siten ole aliavaruus. Askeinen
menettely ei siis sovellu.
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Koska ortogonaalinen komplementti on aliavaruus, ain@lsisaltyy siihen. Ole-
tetaan, etta vektou on kohtisuorassa kaikkia tasgnvektoreita vastaan. Silloin
se on kohtisuorassa esimerkiksi kolmea vektaria + u ja a + v vastaan, ts.

(a,z) = (a+u,z) = (a+v,z) =0.

Taman yhtaléryhman toteuttaa vain= 0, joten joukony ortogonaalinen komple-
mentti on{0}.

Toinen tapa olisi todeta, etta joukkovirittaa koko avaruudeR?, jolloin Lauseen
[21.1.2 toisen vaitteen mukaan ortogonaalinen komplemssétaa vain nollan.

Huomautus 21.1.50lkoonV sisatuloavaruus, jonka dimensio on vahintaan yksi.
a) Koko avaruudefy” ortogonaalinen komplementti di0} ja kaantaen.

b) Josdim V' = n, origon kautta kulkevan suoran ortogonaalinen komplethemt
origon sisaltavdn—1)-ulotteinen taso, jonka virittdjajoukon vektorit ovat sao
suuntavektorin kanssa ortogonaalisia.

Tehtava 21.1.6 Maarita vektorin(1 2)” ortogonaalinen komplementti tasossa.
Ratkaisu sivull&286.

Sisatuloavaruus voidaan siis jakaa yhden sen aliavaruodgmaamasti kahteen
aliavaruuteen, joiden leikkaus on lahes tyhja — vain petkidéavektorin muodos-
tama yksio — mutta joiden suora summa se itse on. Aliavamujaleen ortogo-
naalisen komplementin vektorit ovat pareittain kohtisgsa. Tama antaa idean
yleistykseen ortogonaalisista aliavaruuksista, joideora summa ei valttaméatta
olekaan koko avaruus.

Maaritelmé 21.1.7 Sisatuloavaruuden kaksi aliavaruuttg ja 1, ovatortogo-
naaliset jos niiden vektorit ovat kesken&én pareittain ortogasaglts.w; 1 w,
kaikilla w; € W jawy € Wh.

Jos nain on, merkitaanw; 1L Ws.

Tehtava 21.1.8Mita ortogonaalisia aliavaruuksia on standardilla eukbtla si-
satuloavaruudell&3?
Ratkaisu sivull&286.
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21.2 Matriisin maaradamat ortogonaaliset avaruudet

Olkoot N(A) ja R(A) := [A]s matriisin A nolla- ja sarakeavaruudet sek@A)
matriisin aste (ks. Lukii13.2).

Lause 21.2.1JosA € R™ ™ niin
N(A) = R(A")+ ja N(A") = R(A)*.

Todistus.1) N(A) C R(AT)*: Olkootx € N(A) jay € R(AT). Koska jollekin
zcR"ony = ATz, on

(x,y) = XTy = xT'ATz = (AX)TZ =0Tz=0.

Siisx € R(AT)* jasitenN(A4) C R(AT)L.
2) R(AT)* C N(A): Olkoonx € R(AT)L. Silloin x on kohtisuorassa jokaista
matriisin A7 saraketta vastaan, jotetx = 0. Siisx € N(A).

Toinen vaite seuraa valitsemalla matriisinpaikalle A ja ottamalla huomioon,
etta(AT)T = A. O

Lauseistda 21.113 [a21.2.1 saadaan valittomasti
Seuraus 21.2.2N(A)*+ = R(AT) jaR(A) = N(AT)*.

Esimerkki 21.2.3 Olkoon A € R™ " astettar. Maarita avaruuksietV(A)* ja
N(AT) dimensiot.

Ratkaisu. DimensiolauseBn13]3.3 mukdan N(A) = n — r jadim N(AT) =

m — r. KoskaN(A) ja N(A)* ovat ortogonaalisia komplementteja avaruudessa
R", ondim N(A)* = n — (n — r) = r. (Yht& hyvin tama olisi voitu paatella
yhtalostaN (A4)+ = R(AT), silla myos matriisinA” aste onr.)

Siisdim N(A)* = rjadim N(AT) =m —r.
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21.3 Pienimman neliosumman ratkaisu

Ylimaaratylla lineaarisella yhtaloryhmalldx = b ei yleensa ole ratkaisua. Kui-
tenkin sille voidaan laskeaienimmé&n nelibGsumman mielesséa paras "kompromis-
siratkaisu; nk. PNS-ratkaisu. Taman menetelman yksinkertaisimpialkduk-

sia on mm. fysiikassa ja taloustieteissa usein kaytettyssutai polynomin sovit-
taminen pistejoukkoon (ks. LukuR?).

Olkoon A € R™ ™ ja kuvaukserx — Ax kuva-avaruusk(A) := [A];, jolloin
b € R(A) <= Ax = bjollekinx € R"

R(A) on siis avaruude®™ aliavaruus, ja on kaksi mahdollisuutta:
1. Josb € R(A), on Ax = b ratkeava.
2. Oletetaan, etth ¢ R(A) (ks. Kuva34).

Rl’l Lﬂ) Rm

° b

NG

»

Kuva 34: PNS-ratkaisu

Yhtaléryhman PNS-ratkaisuksi on jarkevaa valita vekiore R”, joka kuvau-
tuu lahimmas vektorid, ts. jolle etaisyys|b — Ax|| on pienimmillaén (Lauseen
21.4.1 mukaan tallaisia on olemassa).
JosR(A) = {0}, jokainenx € R™ on PNS-ratkaisu. JoR(A) # {0}, X on
vektori, jolle

AX = bR(A)

eli vektorinb projektio alivaruuteerR(A).

Maaritelmé 21.3.1 Olkoon A € R™*™ matriisi, missan > n, ja tarkastellaan
yhtalodAx = b. Senresiduaalion kuvaus- : R” — R™,

r(x) :=b — Ax.

Vektori X € R™, jolla lauseke||r(x)|* = ||b — Ax]||* on minimiss&&n, on yht&-

[6ryhmanAx = b pienimman neliossumman ratkaigleast squares solutipmeli
PNSvatkaisu
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Osoitetaan, ettd PNS-ratkaisuja on aina olemassa, jasttégtriisinA sarakkeet
ovat lineaarisesti riippumattomia, on PNS-ratkaisu yésikteinen.

Lause 21.3.20lkoonS C R™ aliavaruus jéb € R™.
a) On olemassp € S, joka on lahimpana pistettd, ts. kaikillas € S\ {p}

b —s| > |Ib—pl.
b) Pistep € S on lahimpéana pistetth jos ja vain josb — p € S+.

Todistus.a) KoskaR™ = S @ S+, on vektorillab Lausee 21,113 nojalla yksika-
sitteinen esitys
b=p+z pes zecSh

Siisb —p=1z¢€ S*.
Olkoons € S\ {p}. Silloin ||p — s|| > 0. Koska

Ib—s|*=[(b—p)+(p—s9)|
jab—p L p—s, on Lauseen19.7.3 kohdan b) mukaan
Ib—s|*= b —p|*+[p—s|*>[b-p|*

Taten||b —s|| > ||b — p||, eli s on kauempana kuip.

b) Josp € Sjab — p € S+, onp a)-kohdan mukaan lahimpana pistelta
Kaantaen, olkoom € S sellainen, ettd — q ¢ S*. Silloin q # p ja kohdan
a) nojalla (valitaars := q) on||b —q| > ||b - p|. Siisb — p € S+ on my6s
valttamatontaa

Seuraus 21.3.3a) JosS = {0}, pistettdb € R™ [ahinn& on avaruudef ainoa
piste0.

b) Josdim S > 1, pistettéb lahin avaruudety piste on projektip := bg ja lyhin
etaisyys on ortogonaalikomponentin pitUjls, s||.

Todistus.a) Triviaali.

b) Aarellisulotteisena on jonkin ortonormaalin kannan virittama, joten projek-
tiotbg € Sjab,g = b — bg € S+ ovat maariteltyja (ks. Lauge 19.4.2). Koska
b = bg + b, 5, seuraa LauseisfaZ1.11.37a2113.2, bttén ldhimpéana pistetta
ja

b —bg| = [bs].

O
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Lause 21.3.4JosA € R™ ", niin vektorix € R™ on PNS-ratkaisu yhtalolle
Ax = b jos javain jos
AT A% = A™b.
Todistus. Seurauksen 21.3.3 mukasron PNS-ratkaisu yhtalolldx = b jos ja
vain jos Ax on vektorinb projektio sarakeavaruutedit A). Mutta
AR =bpu <= b-A%e R(A)"=N(4")
— A'(b—-A%) =0 < ATAx=A"Db
Lauseemn 21.211 nojallal

21.4 Normaaliyhtalo

Lause 21.4.10lkoon A € R™*™ matriisi, jonka aste on (sanomme silloin, etta
matriisi A on taytta astetta Silloin normaaliyhtalolla

ATAx = ATb

on yksikasitteinen ratkaisg& = (A7A)"'ATb, joka samalla on ainoa PNS-
ratkaisu yhtalolledx = b.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettéxn-matriisi A” A on saannollinen.

Olkoon AT Az = 0. Silloin Az € N(A”). Triviaalisti Az € R(A). Seurauk-
se21.ZP mukaaR(A) = N(AT)%, jotenAz € N(AT)n N(AT)+ = {0}. Siis

Az = 0. Koska matriisinA aste om, ovat sen sarakkeet lineaarisesti riippumatto-
mia, jotenz = 0. Koska homogeeniyhtalolla” Ax = 0 on vain triviaaliratkaisu,
on AT A saanndllinen.

Normaaliyhtal6lla on siis tasan yksi ratkaigu Lauseeri 21.314 mukaan se on
myds ainoa PNS-ratkaisu yhtalollex = b. O

Projektiovektorip = A% = A(ATA)~1ATb on pistettéb lahimpana oleva sara-
keavaruuderR(A) vektori; Kuvass@ 35 on tasta kaksi erilaista tapausta.

Normaaliyhtaloa ratkaistaessa muodostuviaam-matriisia

P = A(ATA)TAT,
jolla mika tahansa vektori voidaan projisoida ortogorssesti matriisinA sarakea-
varuuteen, sanotagmojektiomatriisiksiks. myos Tehtavid 19.3.5 ja Luku 1D.6).

3x2-yhtalorynman Ax = b PNS-visualisointi(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikkal/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / LAText/ PNSRat kai su32. ht m


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/PNSRatkaisu32.htm
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HX)
b/Ar®) b X 7]
p =Ai\ /// ;/Aﬁ .
%\P’\ T >

Kuva 35:4 ¢ R**! astettal, b ¢ R? ja A € R**? astetta2, b € R?

Tehtava 21.4.2Osoita, etta projektiomatriisimme := A(ATA)~1 AT toteuttaa
yhtalot X2 = X, samoin kuin myos matriisi — P. Mita matriisin/ — P avulla
voidaan laskea? Ratkaisu sivulla 286.

Tarkastellaan viela projektiomatriisisga esiintyvaa termiad” A. Olkoot 1 <
n<mijalU :={vy,vy,...,v,} CR™ seka ndistd koottu matriisi

\% ::(V1 Vg - Vn).
MatriisiaG := V1V kutsutaan vektorijoukofy Grammin matriisiksi

Tehtava 21.4.30soita, etta Grammin matriigk koostuu kaikista vektorien;
vélisisté sisatuloista; tarkemmin sanottuia = (v, v;). Ratkaisu sivulla 286.

Lauseen 21.4]11 todistuksen mukaan Grammin matriisi omgiiléimen, jos vekto-
rit v, ovat lineaarisesti riippumattomia.

21.5 PNS ja3x2-yhtaloryhma&n geometrinen tulkinta

Arvoilla m > 2 reaaliseenn x2-matriisiin liittyy ylimaaratty kahden muuttujan
lineaarinen yhtaldoryhma. Kukin yhtélo voidaan tulkita slcsi tasossa, ja tulee
sindnsé mielekkaéksi laskea yhtaloryhmalle PNS-ratkgoga taas voidaan nii-
nikaan tulkita pisteeksi tasossa. Tassa tulee kuitenldgtaaa eras yllattava piirre,
jos ratkaisua koetetaan tulkita tason suorien leikkats@skompromissiratkai-
suksi, ks. EsimerkKi21.5.1.

Esimerkki 21.5.1 Maarita PNS-ratkaisu yhtaloryhmalle

ry + Ty = 3 ry + Ty = 3
a) —2z1 + 3z, = 1 b) =21 + 319
233'1 — Ty = 2 2033'1 — 1033'2 = 20

I
—_
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Ratkaisut. a) Olkoor yhtaléryhman a) kerroinmatriisi. Normaaliyhtalé saa muo-
don

ATAx = A™b
1 -2 ﬁ ?
1 3 -1 5

(
R S O
()

|~ ut|oco
gl gl

Yhtaloryhmé&nAx = b PNS-ratkaisu on siis

Zf: 8\ (166
T % 1.42

b) Vastaavalla tavalla saadaan PNS-ratkaisuksi

7 X 868
<M)Z<E>Q<Lm>
727
To =5 1.44
Esimerkki[ZT.51 osoittaa, ettd PNS-ratkaisu riippuu nasoorienesityksisté

vaikka kohtien a) ja b) suorat ovat tasossa samat, niidenftk3isut ovat eri
pisteita!

Esimerkissd PNS-ratkaisut ovat sattumoisin lahes samattanme voivat poi-
keta hyvin dramaattisestikin. Seuraavalla tydarkilla tigkiskella tason PNS-
ratkaisuasioita dynaamisessa ymparistossa. Osoittaattéujarkeva yksikasit-
teinen tilanne saadaan aikaan valitsemalla suorille £sity+ by = ¢, jossa
a’+ b =1.

Tason suorat ja PNS(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematiikkal/ kurssit/Lineaarial gebra/

Kur ssi mat eri aal i / LAText/ PNSYR. ht m

Tehtava 21.5.2Piirra kuva Esimerkin 21.511 tilanteesta. Kuinka kaukavet dx
jab toisistaan kohdassa a)? Ratkaisu sivulla 286.


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/PNSYR.htm
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21.6 PNS ja yhtaloryhmat yleensa

On arvattavissa, ettd esimerkiksi tapauksessa tasotuaessa kohtaamme sa-
mankaltaisen yksikasitteisyysongelman kuin suorill@sas. Tassa kuitenkin ka-
sittelemme useampiulotteisesta tapauksesta vain pldasnerkkia.

Esimerkki 21.6.1 Maaritd PNS-ratkaisu yhtaloryhmalle

3l’1+ IL‘2+2$3:5

2l‘1 + SIL‘Q — 2l’3 = 3
xry — 2.%’2 + 433'3 =1
r1 + 229 + 3x3 = 0
Ratkaisu. Kerroinmatriisid ja A” A ovat
s B9 9
A= ATA=[ 9 18 -6
b=z 4 9 —6 33
1 2 3
Kaanteismatriisi
1 62 —39 —24
(ATA)*:% -39 46 19
—24 19 21
joten normaaliyhtalom” Ax = ATb ratkaisu eli PNS-ratkaisu on
1 64 1.94
&:g —14 | ~ | —0.42
—12 —0.36

Tehtava 21.6.2Maarita PNS-ratkaisu Esimerkin 21.6.1 yhtaloryhmalleatap
sessa, ettd ensimmainen yhtalod on ensin kerrottu sadalla.

Ratkaisu sivull&a287.

Tehtava 21.6.3Maarita PNS-ratkaisu yhtaloryhmalle

3371"‘ .’L’2+21‘3:5
201 + 3wy — 223 = 3

ry — 2[L‘2 + 4l’3 =1
Miten selitat sen, ettad ratkaisuja onkin aarettomasti:
1 1 32 ¢ -8
vy |=5p| 2| +=( 0], teR
T3 0 7

Ratkaisu sivull&a287.
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Tehtava21.116 : Vektoriril 2)T kanssa kohtisuorassa ovat tdsmalleen vektorit
t(—2 1)T, t € R, joten ortogonaalinen komplementti on suora

1\ /-2

2/ 1
Tehtavd 21.1]8 : Avaruudé®® aliavaruudet ovat origo, sen kautta kulkevat suorat
ja sen sisaltavat tasot. Selvitdpa tarkemmin mitka niigé ortogonaalisia pareja!

Tehtavd 21.4]12 : Liitannaisyyden ym. mukaan
P? = (AATA)TTAT)(A(ATA)TTAT) = A(ATA) 1 (ATA) (AT A)~TAT)
= AI(ATA) AT = A(ATA) AT =P
(I—P)2 = [?—-]P—-PI+P*=]—-2P+P=]-P

Matriisilla I — P saadaan vektorin ortogonaalinen komponentti.
Tehtavd 21,413 : Grammin matriisin maaritelman mukaan

V11 V21 ... Umi V11 V12 ... Uin
- VTV _ V12 V22 ... Um2 Vo1 V22 ... U2p
Vin U2 ... Umn Um1i Um2 ... Umn

(Vi,vi) (v, va) . (Vi V)

B (vo,vi) (Vo,va) ... (Va,Vy)

<Vn7V1> <VTL7V2> cee <Vn>Vn>

Grammin matriisiG koostuu siis vektorien; valisista sisatuloista niin ettd;; =
(Vi, V).

Tehtavd 21.512 : Katso Kuyal36 ja Maple-dokumentti.

Maple-ratkaisu (linkki Maple-tyoarkkiin)

http://cs.uef.fi/matematii kka/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / LAText/ Esi nR151ab. mas

Etaisyys on residuaalin pituus arvoita

3 1 1
o . - 1 (83
el = b= axt = (1) - =2 3] (5(5))


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Esim2151ab.mws
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Kuva 36: PNS-ratkaisu

3 154 —4
1 1 1 2
- 1—% 47 ||| = = 3 :%-5[2:%%0.14.
2 95 5

Tehtavd 21,612 : Samanlaisella menettelylla kuin EsinssékP1.6]1 saadaan (ks.
Maple-dokumentti)

456685 2.08
—83337 —0.38

Maple-ratkaisu (linkki Maple-tyoarkkiin)
http://cs.uef.fi/matematiikkal kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi mat eri aal i / LAText/ Teht 2162. mas

Tehtavd 21.6]3 : Tarkastellaan yhtaloryhméaa matriisinossdAx = b:

3 1 2\ /m 5
2 3 2|z ]=]3
1 -2 4/ \ay 1

Vaikkapa determinantin avullal¢t(A) = 0) nahdaan, ettei yhtaloryhmalla ole
ainakaan yksikasitteista ratkaisua. Porrasmuodostaynéti ratkaisuja ei todel-
lakaan ole.

Vaikka yhtaloryhma ei ole ylimaaratty, se voitaisiin taptég ekvivalentiksi
(muodollisesti) ylimaaratyksi vaikkapa lisdamalla nolla

PNS-ratkaisuksi saadaan (ks. Maple-lasku)

s |=or| 2]+ 0] teR
T3 0 7


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht2162.mws
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Selitys ratkaisun ei-yksikasitteisyyteen on kerroinmngitr lineaarinen riippuvuus
(ks. Lausé 21.411).

Maple-ratkaisu (linkki Maple-tyoarkkiin)
http://cs.uef.fi/matematiikkal/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kurssi materiaal i / LAText/ Teht 2163. mas


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/Teht2163.mws
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Toimenpidettd, jossa tavalla tai toisella maaritetaarktion joka saa annetuissa
pisteissa — jonkin kriteerin mukaan — mahdollisimman |Ehehadittuja arvoja
olevat arvot, sanotadanktion sovittamiseksi pistejoukkaofleensa téllaineso-
vitusfunktiovalitaan tarkoin rajatusta funktiojoukosta.

22.1 Interpolaatio — ekstrapolaatio

Kun sovitusfunktiota kaytetd&n sen kuvaaman suureeniamngeen annettujen
pisteidenvéleissédon kyseinterpolaatiostaJos sita kaytetaan ennustettaessa suu-
reen kaytdsta annetun pistejoukotkopuolella puhutaarekstrapolaatiostakEri-
tyisesti ekstrapolaation luotettava kaytto vaatii tutkran ilmion syvallista tunte-
mista.

Seuraavassa rajoitutaan interpolointiin ja sovittamaatejpukkoon polynome-
ja, silla muunlaiset sovitukset johtavapélineaariseetarkasteluun. Useimmin
interpolointiin kaytetaan suoria, 2. asteen paraabebjpdloittain néiden osia.
Korkea-asteinen polynomi ei yleensé kelpaa edes inteiqtofo (ks. Kuval37)!

10

: /
ekstrapoloiftia interpolointia ekstrapolointia
(varoep) (ei aivan huoletta) (varoen)

2 I I I I I I I I ]
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Kuva 37: Polynomeilla approksimoinnista
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22.2 Polynomin sovittaminen pistejoukkoon

Oletetaan aluksi, ettéa jonkin reaalisen suuregitiedetaan riippuvan likimaarin
lineaariaffiinistiyhdestéa reaalimuuttujastadlilla [a, b]. TAma tarkoittaa sité, etta
on olemassa reaalivakiog, c; € R, joille s(t) ~ ¢y + c;t ainakin valillé[a, b].
Talléin suureers muutosriippuu lineaarisestparametrint muutoksesta, té\s =

1 At.

Ongelma 1 On mitattu suuri maara vastaavuuksia s;), i = 1,2,3,...,m.
Maarita vakiotc, ¢; € R, joille on "mahdollisimman tarkkaan”

s; & o+ cit; kaikilla i =1,2,3,...,m.
Interpolaatiosuoras(t) := ¢, + c;t voidaan kayttaa arvioitaessa suurearvoja
valilla [min{tl, to, t3, . .. ,tm}, max{tl, to, t3, . .. ,tm}].

Jos taas riippuvuus ei ole suoraviivainen, voidaan kaytigiatysta:

Ongelma 2 Maarita polynomi
s(t) = co + cit 4+ ot + - - + cpt™,

jonka kuvaaja kulkee "'mahdollisimman tarkasti” annettuje > n + 1 tason
pisteen(t;, s;) kautta.

Ratkaisut. Tehtavat edustavat saman matemaattisen cagélanipaita. Molem-
mat ratkeavat etsimalla kertoimille, PNS-ratkaisu. Jos Tehtavagsa 2mon=

n + 1, polynomi todella kulkee kaikkien pisteiden kautta, muité pisteident;
valilla heilahdella rajustikinTéllainen sovitus ei yleensé sovellu mink&én reaali-
ilmién arvioimiseen!

Olkoon siis annettu muuttujana funktions = s(t) arvot

tlty|ta)-- | tm
slhsifsa]--sm

missa luvut; <t .

Suoran sovitus. Teeskennelldén, etté pafit, s;) todella olisivat suorallas =
co + 1t (ks. Kuva3B):

(

co + Cltl = 5 1 tl s1
Co + Cth = S9 1 ¢t s
co + cits = s3 = ) 2 ( o ) = _2
. - €1 :
1 ¢ Y
cp + Citm, = Sm " o
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Kuva 38: PNS-suora

Talle ylimaaratylle yhtaloryhmallé'c = s lasketaan PNS-ratkaisu= (¢, ¢;)7,
josta saadaan PNS-sovits$) = ¢y + ¢;t.

Suoran sovitus(linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematii kka/ kurssit/Lineaarial gebra/
Kur ssi mat eri aal i / LAText/ Suor anSovi t us. ht m

Polynomin sovitus.Nyt on etsittdva PNS-ratkaisuylimaaratylle yhtaloryhmalle

1 tl t% t? Co S1
1 tg t% tg C1 S92
1oty 3 -t ) \cy, Sm,

missa vektorc on polynomin kertoimet.

Esimerkki 22.2.1 Kuvassa 30 on kuvattu erdaiden polynomien sovitysteiseen
joukkoon.

Esimerkki 22.2.2 Sovita tason pistejoukkoon

) GO

a) PNS-suora,
b) PNS-paraabeli.


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/SuoranSovitus.htm
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1., 3., 6. ja 8. asteen polynomit

s—akseli
N
T

t—akseli

Kuva 39: Eraiden polynomien sovitdspisteiseen joukkoon

Ratkaisu. a) Siis tulisi olla

co + Cl'O = 3 1 0 3

¢y + Cl'l 2 11 Co\ 2 .
o + -2 g =1 2o \g) T a| T Te=s
Co + 01'3 = 4 1 3 4

Kertomalla tamé& vasemmalta kerroinmatriigintranspoosilla saadaan normaa-
liyhtalo, josta lahtien:

T'Te =T"s

10 3
1111 11 co) (11 1 2
01 2 3 1 2\e¢) \O 1 4
1 3 4
1 6\(c\ (13
6 14 )\c; ) \22
{CO = 2%
< ... = 1
cT = 5

Siis PNS-suora(t) = 21 + 1¢.



294 22 KAYRAN SOVITUS PNS-MENETELMALLA

b) Kerrotaan yhtaloryhm@c = s

100 3
11|} |2
12 41974
1 3 9)\@ 4

vasemmalta kerroinmatriisin transpoosilla ja ratkaists@atu kvadraattinen yhta-
[6ryhma. Polynomin kertoimiksi saadaan= 2.75, c; = —0.25 jacy, = 0.25 eli
(ks. Kuva40)

s(t) = 2.75 — 0.25¢ + 0.25¢7.

Paraabelin sovitus

(2.4)
]

s—akseli
w

1,2
o( )

L L L L L L L L L I
1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t-akseli

Kuva 40: PNS-paraabedit) = 2.75 — 0.25¢ + 0.25¢>

Esimerkki 22.2.3 Sovita PNS-suora tason pisteikkdon

(=5,3), (=3,2),(=2,2),(0,1), (2, —1), (5, —=2).

Ratkaisu. Kerrotaan yhtaloryhma

— = = = =
|
O N
VR
o O
= O
N—
I
DN — = NN W



22.2 Polynomin sovittaminen pistejoukkoon 295

vasemmalta kerroinmatriisin transpoosilla ja ratkaiste@atu kvadraattinen yhta-
l6ryhma. Suoran kertoimiksi saadaan

224 .
co=——~0.57)ac; = —@ ~ —0.53.
393 131

Suora on taten(t) = 0.57 — 0.53t.

Tehtava 22.2.4 Sovita PNS-suoras-tason pisteikkdon, jonka muuttujamrvoja
vastaavat funktion arvot ovat taulukoituina:

¢ —3 | —2 | —1 | 0| 1| 2 | 3

s | —4.9781 | —2.9953 | —0.9321 | 1.0679 | 3.0935 | 5.0384 | 7.0519

Laske arviot pisteissé= —2.5, —1.5 ja —0.5.
Ratkaisu sivull& 296.



22.3 Ratkaisuja tehtaviin
Tehtavd 22.214 : PNS-suoran yhtalé on
s(t) = 1.0495 + 2.0065¢

Taman avulla saadaan interpolaatioarviot:
5(—2.5) = —4.00

s(—1.5) = —1.96 ja

s(—0.5) = 0.046.
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23 OMINAISARVOT JA
OMINAISVEKTORIT

Tasséa luvussa tarkastellaan paéasiassa reaalisen matmigiaisarvoyhtalon
Ax = \x

ratkaisemista ja ratkaisujen € K sekdx € R" merkitysta. Yleiset maaritelmat
voidaan kuitenkin esittaa yleisemmillekin lineaarikukailie, ja tAma on lahto-
kohtana luvussa 23.1.

23.1 Lineaarikuvauksen ominaisarvot ja ominaisvektorit

Méaaritelmé& 23.1.1 Olkoon V' K-kertoiminen lineaariavaruus ja : V. — V
lineaarikuvaus.

a) Vektoriau € V' \ {0} sanotaan kuvauksehominaisvektoriks{eigenvectoy,
jos on olemassa € K siten, etta

L(u) = \u.
b) Josu on lineaarikuvauksef ominaisvektori, om\ € K sita vastaavaminais-
arvo (eigenvalug.
c) Jos\ € K on lineaarikuvaukseh ominaisarvo, niin joukko
Ey:={ueV|L(u) = Au}.
on sen ominaisarvo&avastaavaminaisavaruus

Lause 23.1.2Jos)\ € K on lineaarikuvauksed, : V' — V ominaisarvo, on
ominaisavaruug/, avaruuderl/ aliavaruus.

Todistus Maarittelyn mukaar, C V. KoskaZ(0) = 0 = A0, on E # (). Jos
a,f € Kjau, v € Ey, niinau+ gv € E), silla (perustele!)

L(au+ pv) = aL(u) + SL(v) = a(Au) + S(Av) = AMau + fv).

Huomautus 23.1.3a) Vain nollasta poikkeavabminaisavaruudert, vektorit
hyvaksytddn ominaisvektoreiksi.

b) JosK = R, niin ominaisvektorit iimoittavat, minka suuntaiset ve#t sailyt-
tavat kuvauksessa suuntansa. Ominaisarvo ilmoittaa $gseiiuntaisten vekto-
reiden suurennussuhteen. Jos< 0, niin vastaavat vektorif.(u) ja u ovat vas-
takkaissuuntaiset. Ominaisarvoja ja -vektoreita voidagsaalta joutua hakemaan
kompleksialueelta kuten esimerkiksi polynomiyhtélonrjakin.
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Esimerkki 23.1.4 Olkoon V' lineaariavaruus. Maéaritetaan erdiden peruskuvaus-
tenL : V — V ominaisarvot ja ominaisvektorit.

a) L(u) := 0y kaikillau € V, eli nollakuvaus. Silloin
Oy = L(u) = Au <= A =0 tai u=0y.

Arvolla A = 0:
L(u) =0u=0 kaikilla ueV.

Ominaisvektoreita ovat siis kaikki vektonit € V' \ {0}, jotenEy, = V.
b) L(u) := u kaikillau € V, eli identtinen kuvaus. Silloin
u=L(u)=Au <= A=1taiu=0.
Arvoa \ = 1 vastaavat ominaisvektorit ovat kaikiie '\ {0}, jotenE; = V.
¢) L(u) := —3u kaikillau € V' (venytys). Silloin
—3u=Lu=Mu < (-3—AN)u=0 < A= -3 tai u=0.

Myds arvoa\ = —3 vastaavia ominaisvektoreita ovat kaikki € V' \ {0} ja
E,g - V

Esimerkki 23.1.5 M&arita kuvauksed, : R? — R?,

Hn)=(5)

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Ratkaisu. Kuvaus on selvasti lineaarinen, joten tehtavénighekas. Ratkaistaan
ominaisarvoyhtald.(x) = Ax, siis yhtaloryhma:

()=e()=2(0) = {6am 2

Al # 1 A =1 A= —1
<— ry = 0 tai ry = s €eR tai z, = 0
Ty = 0 Ty = 0 Ty = t eR

Nollavektori(0 0)” ei kelpaa ominaisvektoriksi, joten ominaisarvot ovat

A = 1 ominaisvektoreinas(10)”, s#0,
A = —1 ominaisvektoreinat(0 1)7, t#0.

KuvausL on peilausr;-akselin yli, joten se sailyttd& koordinaattiakselienrsuu
taisten vektorien suunnan.
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Esimerkki 23.1.6 Maarita ominaisarvot ja ominaisvektorit tason kierrole :

R? — R?,
K Ty . _( —T2
) ' I

Ratkaisu. Ratkaistaan ominaisarvoyhtéloryhma:

—T2\ T\ T ry = )\1’2
< xl)_K<x2)_/\<x2) — { ()\2—|—1)l'2 = 0

(A24+1) # 0 A= i A= —i
— e = 0 tai o = s €C ta Ty = t eC
r; = 0 T, = 1S r, = —it

Talla kertaa ei-reaaliset ominaisarvot ovat

A = 4 ominaisvektoreina s(i 1)T, s#0,
A = —i ominaisvektoreinat(—i 1), ¢ +#0.

Tassa tapauksessa kaikkien (nollasta poikkeavien) viektsuunta muuttuu!

Esimerkki 23.1.7 Derivointi D : C*°(R) — C*>(R), D(f) := f’, on jo aiemmin
todettu lineaariseksi operaatioksi. Maarita sen omimatgga ominaisvektorit.

Ratkaisu. Ratkaistaan differentiaaliyhtalo
=M <= [ =Af=0 < f(z) = Ce™ jollakin C € R.
Ominaisvektoreita ovat funktiof,,
falz) = Ce™,  CeR\ {0},

ja kutakin funktiotaf, vastaa ominaisarvd € R.
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23.2 Matriisin ominaisarvot ja -vektorit

Azrellisulotteisten lineaariavaruuksien valiset lindlaavaukset voidaan Luvus-
sa[16 kuvatulla tavalla esittaa matriisien avulla. Jatkdeskitytaankin matriisin
ominaisarvojen ja -vektorien tarkasteluun.

Tasta lahtien kasiteltavatatriisit voivat olla reaalisia tai kompleksisReaalinen
matriisi voidaan tietenkin aina tulkita kompleksiseksis Jeaalista matriisia tar-
kastellaan nimenomaan reaalisena, hyvaksytdan vaingeaaminaisarvot (vrt.

Esimerkki23.1.5).

Maaritelma 23.2.1 Nelibmatriisin A ominaisarvoillaja ominaisvektoreillatar-
koitetaan sen valittaméan lineaarikuvauksen vastaaviat&dés, ts.ominaisarvo-
yhtélén

Ax = \x

skalaariratkaisuja ja vastaavia vektoreita # 0.

Olkoon A nxn-matriisi. Ominaisarvoyhtélosséx = Ax onn+1 tuntematonta
skalaariar; ja \, eiké se ole yhtaléryhména lineaarinen. Pyritaan kuitehkijot-
tamaan se selkeisiin osatehtaviin, joihin kehittelemammagriisilaskennan teoria
puree. Katsotaan asiaa ensin esimerkin valossa.

2 x 2-matriisin tapaus
Esimerkki 23.2.2 Olkoon
()
Milla arvolla A € R on yhtal6llaAx = \x ei-triviaaleja ratkaisuja € R??
Ratkaisu. Matriisilaskennan sdantéjen mukaan= \/x ja siten

Ax =Xx <= Ax—Mx=0 < (A-A)x=0.

Kvadraattisella homogeenisella yhtal&{ld — A7)x = 0 on ei-triviaaleja ratkai-
suja jos ja vain joslet(A — A1) = 0, el

G- 6Dl - [
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Arvoilla A = 2 ja A = 3 on yhtalollaAx = \x ei-triviaaleja ratkaisuja, mika tar-
koittaa myds sita, etta luvtja 3 ovat matriisin ominaisarvoja ja nuo ei-triviaalit
ratkaisut vastaavia ominaisvektoreita.

Seuraava dynaaminen kuvio illustroi hauskalla tavallalisan matriisin ominais-
arvoja ja -vektoreita tasossa.

2x2-matriisin ominaisarvoista (linkki JSXGraph-animaatioon)
http://cs.uef.fi/matematii kka/ kurssit/Lineaarial gebra/

Kur ssi mat eri aal i / LAText/ Oni nai sarvot JaVektorit. htm

nXxn-matriisin ominaisarvot

Ongelma Miten selvitetddm x n-matriisin ominaisarvot?
Ratkaisu Esimerkkid 23.2.2 yleistden. Koska
Ax = x <= (A—-A)x =0,
on skalaarix ominaisarvo jos ja vain jos lineaariselan-yhtaléryhmalla
(A=X)x=0

on ei-triviaaleja ratkaisuja (jotka silloin tietysti ovaty6s ominaisvektoreita).
Mutta tdma tapahtuu silloin ja vain silloin kua — A/ on singulaarinen. Sin-
gulaarisuuden kanssa yhtapitavista ehdoista on tassskisgesa hyodyllisin ehto

det(A — A1) =0,
josta padsemme kasiksi puhtaasti skalaarghtaloon.
Saamme esille useita ominaisarvojen karakterisointeja:
Lause 23.2.30lkoon A € £™*" ja A € K. Seuraavat vaittdmat ovat yhtapitavia:
(a) LukuX on matriisinA ominaisarvo.
(b) HomogeeniyhtalollaA — A7)x = 0 on epétriviaali ratkaisu.
(c) Nolla-avaruusV(A — A1) # {0}.
(d) Matriisi A — \I on singulaarinen.
(e) det(A — \I) = 0.
Todistus.Edella jo todettiin, etta
Ax = Ax <= (A—-A)x=0.

Ehtojen yhtépitavyys seuraa nyt Lauseista $.4.2Ja16.5%& sella-avaruuden
maaritelmasté’


http://cs.uef.fi/matematiikka/kurssit/Lineaarialgebra/Kurssimateriaali/LAText/OminaisarvotJaVektorit.htm
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23.3 Karakteristinen yhtalo

Maaritelma 23.3.1 Neliobmatriisin A karakteristinen polynomon muuttujani
polynomidet(A — AI). Vastaava yhtélélet(A — AI) = 0 on karakteristinen
yhtala.

Determinantin maaritelméastéa seuraa, etté&-matriisinA = (a;;) karakteristinen
yhtalo

a;p — A @12 A1n
a Aoy — A -+ Qo
det(A—A)=| = = 7~ =0
an1 an2 s Qpp — )\

onn. asteen polynomiyhtald, joten sen ominaisarvot maaateyéksinkertaisim-
min etsimalla polynomin nollakohdat. Vastaavat ominak$egt saadaan ratkai-
semallax yhtaloryhméstédx = Ax kullakin ominaisarvolla\.

Esimerkki 23.3.2 Lasketaan ominaisvektorit Esimerkin 2312.2 matriisille
4 =2
an(t )

Ratkaisu. Ominaisarvoiksihan saatiinyp = 3 ja A\, = 2.
1. Arvolla A = 3 saadaan yhtalostdix = 3x

(A=3x=0 <+ (413 133)(:’;2) (0)

b 2)2)-0)

ZL‘1—2.I'2—0 1'1—275
ZL‘1—2.I'2—0 .I'Q—t teR

X:t(?), t#£0.

2. Arvolla \ = 2 saadaan vastaavasti yhtalogté = 2x

o 2 =2 T\ 0 Qfl:t
-amx=0 = (7 D))=(0) = {20 en

Ominaisvektorit ovat nyt

—

Ominaisvektorit ovat siis
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Algebran peruslauseenukaan jokaisella. asteen polynomilla on nollakohtaa,
joista jotkut voivat olla useampikertaisia. Tama tarlaatsita, ett&-asteinen po-
lynomi p(z) voidaan (ainakin periaatteessa) saattaa nollakohtignsaC avulla

tekijamuotoon

p(z) = Clz = 2)" (2 = 22)"™ - -+ (2 = zm)"™™,

miss&C' € C on vakio ja)_;" , n, = n. Luvut z; ovat talldinn,-kertaisianolla-
kohtia. Liséksi kannattaa muistaa, etta4os b on k-kertainen nollakohta, myds
liittoluku a — b on k-kertainen nollakohta.

2x2-matriisin ominaisarvot voidaan aina laskea tarkasti jb@sin. Useissa ma-
tematiikan tietokoneohjelmissa on aivan erityiset tydkgolynomin nollakoh-
tien (tai jopa ominaisarvojen ja -vektoreiden) etsimissditen. Kuitenkin3x 3-
matriisia suurempien matriisien ominaisarvot joudutasgimlaskemaan likimaa-
raisesti jollakin numeerisella menetelmalld. Reaalisibakohtia voidaan arvioi-
da myos graafisesti piirtamalla polynomin kuvaaja koordiiséoon.

Ominaisarvojen ja -vektorien méaaritysmenettelyn paggeir on koottu Kuvaan

41

Olkoon A neliomatriisi.
1. Muodostetaan karakteristinen polynomiyhtal6

ap — A @12 s Q1n
a Aoy — A ... Qo
det(A—A)=| = % , o <o
Qn1 App — A

2. Etsitdan sen ratkaisug, X, . .., A, (ominaisarvot, joista vo
osa olla samoja).

3. Ratkaistaan matriisiyhtalon
AXk = )\ka

eli
(A - )\k])xk = 0,

siséltdmat yhtaloryhmaét, missa on ominaisarvoa\; vastaava
ominaisvektorix, vastaa ominaisarvag, ja niin edespain.

Kuva 41: Ominaisvektorien laskeminen
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Kokonaislukukertoimisen matriisin tapauksessa saattaapua seuraavasta apu-
tuloksesta, jonka avulla voi kokeilemalla yrittaa |oytégidkteristisen yhtalon ra-
tionaalijuuria.

Lause 23.3.3Jos supistetussa muodossa oleva rationaalitykion kokonaislu-
kukertoimisen yhtalon

apr" +ax" '+ Fanx+a, =0, ayg#0,
juuri, niin r on luvuna,, ja s luvun a, tekija.

Esimerkki 23.3.4 Matriisin

1 -2 4
A=13 -1 2
3 =3 4

karakteristinen yhtalo on
p(\) =det(A — X)) = -\ +4X2 + X —10 = 0.

Mahdolliset rationaalijuuret ovat 1, +2, £5 ja +£10. Kokeilemalla nahdaan, etta
A1 = 2 onjuuri. Jakamalla tekijalla — 2 saadaan

p(N) = (A —=2)(=\2+ 2\ +5) =0,

josta), 3 = 14+/6. Ominaisarvot ovat sii8, 14+/6 ja 1—+/6.
1. Arvolla A = 2 saadaan:

1-2 —2 0

Ax =2x <= (A-2)x=0 <= 3 —1- O)
3 —3 4 2 0

1 2 —4 0

= — |01 —% 0

00 0 | 0

Valitaanzs = 9t, t € R, jolloin x5 = 14t jax; = 8t, jolloin ominaisavaruus on

8
Ey=<t|14]|teR

ja ominaisvektorit
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2. Arvolla )\ = 1++/6 saadaan

2
Ax = (1+V6)x <= ... <= x=5|V6 |, seR.
V6
Ominaisavaruus on
2
E =45 V6 ||seR
V6
ja ominaisvektorit
2
x=s| V6 , s # 0.
V6
3. Arvolla) = 1—+/6 taas
2
Ax = (1-V6)x <= ... <= x=u| V6 |, ueR.
—6
Ominaisavaruus on
2
E_g=Rul-V6|lueR
VG
ja ominaisvektorit
2
x=ul| V6 |, u#0.
—6
Esimerkki 23.3.5 Maarita ominaisvektorit matriisille
30 O
A=10 2 =5
01 =2
Ratkaisu. Karakteristisen yhtalon
3—X 0 0
det(A—X)=] 0 2-X -5 |=B-NM\+1)=0

0 1 —2-A
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ratkaisut — kysytyt ominaisarvot — ovat = 3, Ay = i ja A3 = —i. Ominaisvek-
torit saadaan yhtaloryhmistal — A,/ )x; = 0.

1. Arvolla); = 3:

3-3 0 0 |0 1 = teC
0 2-3 -5 | 0] <2< 2 =0
0 1 -2-3 10 23 = 0
Ominaisvektorit ovak; = ¢(1 0 0)7, ¢ # 0.
2. Arvolla )y = ¢:
3-i 0 0 |0 3-i 0 0 |0
0 2-=i -5 | 0]« |0 1 —2—i | 0
0 1 —2-i] 0 00 0 |0

ja ominaisvektorit ovak, = t(0 2+i 1)7,¢ # 0.

3. Vastaavasti arvolla; = —i saadaan ominaisvektosit = ¢(0 2—i 1)7,¢ # 0
(laske itse yksityiskohdat).

Tehtava 23.3.6 Maarita matriisin

2 4 -6
A=10 0 3
00 2

ominaisarvot ja -vektorit.

Vihje. Maple antaa ratkaisuksi:
> eigenvectors(A);

[O, 1, {[—2, 1, O]}], [2, 2, {[1, 0, O], {O, g, 1] }]
Ratkaisu sivulla370.

Luetellaan lopuksi lyhyesti joitakin ominaisarvojen omisuuksia.
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Maaritelma 23.3.7 Nelidmatriisin A = (a;;).x, jalki (trace on diagonaalial-
kioiden summa

tI‘(A) = Z Q-
k=1

Lause 23.3.80lkoon A = (a;;)nx», Matriisi, jonka ominaisarvot oval;, Ao, . . .,
Ap,. Silloin

a) > py Ak =tr(A) =300 k.

b) T1;_, Ax = det(A).

c) Kolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaaliatkio
Todistus. Harjoitustehtava

Lause 23.3.90lkoon A = (a;; )« Matriisi.

a) A on singulaarinen jos ja vain jos silla on ominaisarvona

b) JosA on saanndllinen ja on sen ominaisarvo, niih/ A on kéanteismatrii-
sin A~! ominaisarvo.

c) MatriiseillaA ja AT on samat ominaisarvot.

Esimerkki 23.3.10 2x2-matriisistaA tiedetaan, etta sen jalki(A) = 3 ja omi-
naisarvoille péte% = 3. Maaritd ominaisarvot.

Ratkaisu. Koska\; + A, = tr(A4) = 3jal; = 3\, 0n )\, = 2 jasiten); = 3.

Tehtava 23.3.11Maple antaa Esimerkin 23.3.4 matriisin ominaisarvot ja-omi
naisvektorit kaskylla
> eigenvectors(A);

muodossa
[1+v6, 1, {B V6, 1, 1} }, (1= V6, 1, {[—% V6, 1, 1} 121, {{1, E 2] }]

Ovatko ndma oikein ja miten niita pitaa tulkita?
Ratkaisu sivulla311
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23.4 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 23.316 : Lasketaan tuttuun tapaan:
2—2 4 —06
det(A=A)=| 0 0-X 3 |==X2-A)’=0 < A\ =0Viy3=2
0 0 2—A

Ominaisarvot ovat siis; = 0 jay3 = 2.

1. Arvo A = 0:
(A-A)x=0 <= (A-0-I)x=0

2—0 4 -6 |0

<= 0 0—-0 3 | 0
0 0 2—-0 |0
1 2 -3 |0

<— 00 3]0
00 210
T, = —2s

— Te = 5, SsER
T3 = 0

Ominaisvektorit ovat siis

2. Arvo )\ = 2:
(A-A)x=0 <= (A-2)x=0
2—2 4 -6 |0
<— 0 0—2 3 | 0
0 0 2—-2 |0
0 4 -6 10
— 0 -2 310
0 2 010
04 —6 |0
<— 00 010
00 010
1 = 5, sER
o To = 3¢
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Ominaisvektoreihin tulee nyt kaksi vapaasti valittavaeapgetria, ja ominaisava-
ruudeksi tulee kahden vektorin virittdma aliavaruus. Qarswektorit ovat siis

, s#£0tait #£0.

»

I

VA

)

_I_

~
N O

Tehtavd 23.3.11 : Seuraavassa Maple-laskua ominaisarj@j®ektoreiden las-
kemiseksi:

> restart; wth(linalg);

> A:=mtrix([[1,-2,4],[3,-1,2],[3,-3,4]]);

1 -2 4
A=13 -1 2
3 =3 4
> eigenval ues(A);
2,14+v6,1 -6

> eigenvectors(A);

1461 (5 VB 10 = V6 1 (g Ve L (g 2

Kéaskyllaei genvect or s saadaan tiedoksi kolmikkoja

[ominaisarvo, kertaluku, ominaisavaruuden kanta]

Kantavektorijoukon Maple ilmoittaa luettelemalla vektataakavektorimuodos-
sa.

Esitys ei kuitenkaan aina ole kovin eksplisiittinen, jodypomiyhtaldlla ei ole
rationaalijuuria. Jos antaa yhdenkin matriisialkion lilkkumuodossa (esim. 3.0),
Maple kayttaa numeerista ratkaisumenetelmaa.

Huomautus! Kannattaa aina tarkastaa tulokset laskila= \x.
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Tarkastellaan neliomatriisid jakamista tekijamuotoonl = SDS~!, missaD
on diagonaalimatriisi. Tallaisessa jaossa nimittain nsatr A ominaisarvot ovat
matriisin D diagonaalilla ja vastaavat ominaisvektorit matriisisarakkeina.

Osoitetaan, etta esitys arxn-matriisille A olemassa tdsmalleen silloin, kun sen
ominaisvektorit muodostavat avaruudeh kannan.

24.1 Ominaisarvot ja lineaarinen riijppumattomuus

Lause 24.1.1J0S\y, Ao, . . ., A, Ovat matriisind € R™*"™ erisuuriaominaisarvoja,
niin niit vastaavat ominaisvektort, x,, . . ., x,, ovat lineaarisesti riippumatto-
mia.

Todistus. Induktiotodistus erisuurten ominaisarvojen lukumé&ar&nN suhteen.
11) p = 1: Koskax; # 0, on{x; } lineaarisesti riippumaton.
12) p = k (induktio-oletus): Olkoon vaite tosi jollakin arvolfa> 1.

13) p = k+1: Olkoot Ay, . . ., \x, A\xr1 Matriisin A erisuuria ominaisarvoja, vektorit
x; vastaavia ominaisvektoreita ja

Xy + -+ QpXg + Qg1 Xpyr = 0. (12)

Kertomalla tama puolittain matriisilld ja ottamalla huomioon, ettéd kyseessa ovat
ominaisvektorit, siisAx; = \;x;, saadaan matriisilaskusaantoja kayttaen

a1 \Xy + - X + g1 A1 Xger = 0. (13)
Vahennetaan yhtalosfa (13) yhtdl6](12) kerrottuna luvdlla, jolloin saadaan
Ozl(/\l — /\k+1)X1 + - F Ozk;(/\k - )\k-i—l)xk = 0.

Koska induktio-oletuksen mukade;, . . ., x; } on lineaarisesti riippumaton, ovat
kertoimet nollia:

Ozl()\l — )‘k-i-l) —= = Ozk(/\k — )‘k-i-l) = 0

Koska\; # A\, kaikillai < k+1, ovat kaikkia; = - - - = oy, = 0. Koskax | #
0, on yhtalon[(IR) mukaan myas, . ; = 0. Nain on induktioaskel todistettu.
Induktioperiaatteen mukaan vaite patee kaikilla N.

Obs! Mutta mitéa arvojg voikaan todellisuudessa saada?
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24.2 Diagonalisoituvuus

Maaritelmé 24.2.1 NelibmatriisiA € R™*"™ ondiagonalisoituvajos on olemas-
sa sellainen saannéllinen matriisiettaD := S~ AS on diagonaalimatriisi. Tal-
|6in sanotaan, ettd diagonalisoimatriisin A.

Lause 24.2.2Matriisi A € R™*" on diagonalisoituva jos ja vain jos silla on
lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.

Todistus. 1) Olkootsy, s-, ..., s, lineaarisesti riippumattomia ominaisvektorei-
taja), Mg, ..., A\, vastaavia ominaisarvoja. Olkodn diagonaalimatriisi, jolle
d; = N\ kaikillai = 1,2,3,...,n. Muodostetaan ominaisvektoreista sarakkeit-
tain samassa jarjestyksessa matfisi= (s; sq - - - s,). Silloin

AS = (A51 Asy - - Asn):()\lsl AoSy - )\nsn)
A1 0
= (Sl Sy - Sn) =SD.
0 An

Lauseen 11.311 mukaahon saanndllinen, joten voidaan ratkaista

D=S"1'SD=S5"1AS.

2) Olkoon A diagonalisoituva je& saannéllinen matriisi, jolld) := S~1AS on
diagonaalinen. KoskadS = SD, matriisinS sarakkeilles; on

Taten luvut); := d,;; ovat matriisinA ominaisarvoja vastaavina ominaisvekto-
reina sarakkeet;. KoskaS on saanndllinen, ovat ominaisvektasitlineaarisesti
riippumattomiad
Seuraus 24.2.30lkoon A € R™ ™ matriisi.
a) Jos matriisillad onn erisuurta ominaisarvoa, o diagonalisoituva.
b) Jos matriisiS diagonalisoi matriisin4, niin A = SDS~!, missaD on diago-
naalimatriisi. Yleisemmin, matriisid positiiviset potenssit ovat

AF = SDFS™

Todistus.a) Lauseef 2411 [a24.2.2. b) Induktiolia.

Lauseein 24.2]12 todistuksesta voidaan poimia eras diagomaimetodi; ks. Kuva
42.
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Matriisin diagonalisointi. Olkoo € R"*™,

1. Lasketaan karakteristisen polynomdiet(A — AI) = 0 juuret
eli ominaisarvot\;, \,, ..., \,, lasketaan vastaavat (yhdet) on
naisvektoritx,, x, . .., X,,.
2.Jos{x1, Xs, . . ., X, } On lineaarisesti rippumaton, (testi esimer-
kiksi determinantilla) asetetaan

—
1

A1 0
D= A
0 An
ja
S=(x % .. x,)

Silloin A = SDS— .

Kuva 42: Diagonalisointi ominaisvektorien avulla

a=(3 53)

ominaisarvot ovah; = 1 ja A, = —4. Erdét vastaavat ominaisvektorit ovat

o) ()

jotka ovat lineaarisesti riippumattomia. Erds diagormaig matriisi ja vastaava
diagonaalimatriisi ovat

31 , 1 0
S.:(1 2) ja D.:(O _4).

Esimerkki 24.2.5 2x2-matriisi

-G

ei ole diagonalisoituva; nimittain sen ainoata ominaieark vastaava ominaisa-
varuus on{t(1 0)” | ¢ € R} ja siten silla ei ole kahta lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria.

Esimerkki 24.2.4 Matriisin
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Matriisi voi olla diagonalisoituva, vaikka sen ominaisaireivat ole erisuuria.

Esimerkki 24.2.6 Onko matriisi

3 -1 =2
A=|2 0 —2
2 -1 -1

diagonalisoituva?
Ratkaisu. Lasketaan ominaisarvot karakteristisen yhtéllla:
det(A—AX)=-AXA—1) =0 < A\ =0tai ;=1 tai \3=1.

Vastaavat ominaisvektorit (oikeastaan ominaisavarjusiddaan ratkaisemalla
yhtaléryhmat:

1. Ominaisarvo\ = 0:

1
Ax =0x <= x=t| 1|, teR.
1
2. Ominaisarvo\ = 1:
1 0
Ax =1x <= x=t|0 |+ u 11, t,ueR.
1

1 —32
Erds ominaisarvo@ vastaava ominaisvektori on := (1 1 1)7. Ominaisarvod
vastaa kaksiulotteinen ominaisavaruus, jonka virittégénerkiksis, := (10 1)7
jasz := (0 2 —1)T. Muodostetaan naista sarakkeittain matriisit

11 0 000
S=110 2 ja D=0 1 0
11 -1 00 1

Koskadet(S) = 1 # 0 (tarkasta!), on saatu kolme lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria. Matriisi on siis diagonalisoituva ja esimerkikSidiagonalisoi
sen.

Tehtava 24.2.7 Tarkasta, ettd Esimerkeidsa 2412 .@ja24.2.6 todella oistumut
diagonalisointi.
Ratkaisusta sivulla318.
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Esimerkeistd 24.215 [a 24.2.6 opimme, ettd jos ominaisaivét ole kaikki eri-
suuria, ei diagonalisoituvuudesta tiedeta suoralta kddeitadan. Kuitenkin voi-
taisiin todistaa ominaisavaruuksista tieto, ettd omenasuuden dimensio on aina
enintddrvastaavan ominaisarvon kertaluku, ja sen avulla edelleen:

Lause 24.2.8a) nxn-matriisi on diagonalisoituva jos ja vain jos eri ominaisar
voihin liittyvien ominaisavaruuksien dimensioiden sumaome..

b) Jos matriisi on diagonalisoituva, niin diagonalisoivatrisi saadaan ominai-
savaruuksien kantavektoreista.

Tehtava 24.2.9 Diagonalisoi matriisi

— = O Ot

DN =~ O O
|

S W oo

w o o O

Ratkaisu sivulla318.
Lasketaan lopuksi viela kompleksinen diagonalisointi.

Esimerkki 24.2.10 Diagonalisoi matriisi
1 2
(4

det(A— M) =X =2\ +5=0 <= M\o=1=+2i.

Ratkaisu. | ominaisarvot:

[l ominaisvektorit: 1. Arvo\; = 1 + 2i:

1 — (142i) 2 |
—2 1— (142i) |
~2i 2 | 0\ R
) i

(A—(1420)x =0 < 8

( 2 | 0\ R+ R,
27 + 2x9 = 0

{ Ty = teC

{ Ty = teC

rrt
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—1
Xlzt( 1), t7é0

2. Arvolla )\, = 1 — 2¢ saadaan vastaavasti

X2:t<f), t7£0

Valitaan nyt diagonalisoivaksi matriisiks§i ominaisvektorisarakkeet ja diagonaa-
limatriisiksi vastaavat ominaisarvot:

(=i i\ o (1420 0
S'_( 1 1) ‘aD'_< 0 1—2i)
(=i (142 0 AN

SD3 _( 1 1)( 0 1—2@')(—72‘ )= A

Ominaisvektorit ovat

Silloin



24.3 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavd 24,217 : Taytyy vain tarkastaa laskemalla, ettélght = SDS~! toteu-
tuu.

Tehtavd 24.219 : Koskd on alakolmiomatriisi, nahdaan heti, etta luvyt= —3
ja A\ = 5 ovat kaksinkertaisia ominaisarvoja. Ominaisavaruudesikg!)

(/0 0
0 0
E ;3 = sl 4 +1 0 s,teR
[ \0 1
(/-8 —16
4 4
Es = S 1 +t 0 s,teR
L 0 1

ovat kaksiulotteisia ja niiden dimensioiden sum2na 2 = 4 = neliomatriisinA
dimensio. Asetetaan siis

3 00 0 00 —8 —16
0 -3 0 0 00 4 4
D=1"09 o050 ®5=10 1 o
0 005 01 0 1

Tarkasta, etta todelldDS—! = A
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25 SYMMETRISET MATRIISIT
JA SPEKTRAALILAUSE

Taman luvun paamaaréané on pohjustaa neliomuotojen
n n
>3
j=1 i=1

teoriaa ja luokittelua. Luvusga 26.1 nahdaan, etta jokaieaalinen neliomuo-
to voidaan esittda symmetrisen reaalimatriisin avulla dassax’ Ax, joten riit-
taa tarkastella reaalimatriisejf joille A = AT. Osoitetaan aluksi, etta tallaisen
matriisin ominaisarvot ovat aina reaalisia ja vastaavaharmsavaruudet pareittain
ortogonaalisia.

25.1 Symmetrisen matriisin ominaisarvoista

Olkoonz kompleksiluvunz = a + ib liittoluku eli kompleksikonjugaatti, tsz =
a — ib. Silloin tunnetusti

1) z2+w=z+w

2) zw=7zw
zz=zf=a*+*>0

4) 2eR <= z2=7Z <= Imz=0.

Kompleksiselle vektorilles = (21 2, -+ z,)T € C" merkitaanz vektoria, jossa
koordinaatitz; on konjugoitu, ts.

Z= (212 - Z,) €C™

Silloin z z on reaalinen, ja
n n
ZTZ = ZEZZZ = Z ‘Zi|2 > 0.
=1 =1

Kompleksisille matriiseille ja vektoreille patevat mmldo konjugointisdannot

x=ax, Ax=Ax, AB=AB, aA=aA



25.2 Spektraalilause symmetrisille reaalimatriiseille 321

Tehtava 25.1.1a) Todista, ettédx = AX.

b) Todista, etta josi € R™" ja A, x ovat sen ominaisarvo ja vastaava ominais-
vektori, niin \, X ovat my6s sen ominaisarvo ja ominaisvektori.
Ratkaisu sivulla324.

Lause 25.1.20lkoon A € R™*™ symmetrinen matriisi\ € C sen ominaisarvo
jax € C™ vastaava ominaisvektori, tdx = Ax. Silloin

a) x! Ax on reaalinen.

b) A on reaalinen.

Tehtava 25.1.3 Todista Laus€ 25.1..2.
Ratkaisu sivull&324.

25.2 Spektraalilause symmetrisille reaalimatriiseille

Lause 25.2.1JosA € R™*™ on symmetrinen, ovat kahden eri ominaisarvon omi-
naisavaruudet keskenaan ortogonaalisia (ks. Maari{elnda?).

Todistus.Riittaé todistaa, etté eri ominaisarvoihin liittyvat vekit ovat kohtisuo-
rassa keskenaan.

Olkoot \; # A\, symmetrisen reaalimatriisid € R™*"™ ominaisarvoja javi, v
vastaavia ominaisvektoreita. Silloin

A (vi,vo) = (Av) vy = (Avy) vy = (VI AT ) vy = vI(Avy)

= V,{()\QV2> = )\QV,{VQ = )\2 <V1,V2> .

Koska\; # )\, ja edellisen mukaaf\; — \2) (v, vo) = 0, on oltava(vy, va) =0
jasitenvy Lvy. O

Spektraalilause 25.2.2Symmetrisen matriisitdA € R™*™ ominaisvektoreista
voidaan muodostaa avaruudelRé ortonormaali kanta. Erikoisesti symmetrinen
matriisi on diagonalisoituva.

Todistus. Osittain perusteltu edelld. Yksityiskohdat sivuutetdaan.

Spektraalilauseen takaaman ortonormaalin kannan avallagmme esittdmaan
neliomuodonxk” Ax sekatermittdomassa muodossa sopivalla koordinaatisibn va
dolla:
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Lause 25.2.30lkoon A € R™*"™ symmetrinen matriisi. Valitaan diagonalisoivak-
si matriisiksi ortonormaaleista ominaisvektoreist&oostuva matriist ja olkoon

D = S7'AS, jonka diagonaalilla ovat vastaavat ominaisarvpt= d;;. Talléin
E' = {e€],..., €/} on avaruuderR™ ortonormaali kanta. Jos vektorin € R"
koordinaattivektori kannasdd onx’, niin

xTAx = xT"Dx' = M2 + -+ N, 22
Todistus. Ortogonaalinen matriis$ on siirto kannasta’ luonnolliseen kantaan,
ts.Sx' = x ja S~ !'x = x’. KoskaS~! = ST, on
xT = (57x)T =x"'8.
Siis
xTAx =xT'SDS 'x = xT Dx'.

O

25.3 Symmetristen matriisien luokittelu

Maaritelmé 25.3.1 Symmetrinen matriisd € R"*" on
a) positiivisesti definiittijosx” Ax > 0 kaikilla x # 0.
b) negatiivisesti definiitfijosx” Ax < 0 kaikilla x # 0.

c) positiivisesti semidefiniittjos x” Ax > 0 kaikilax € R* jay’ Ay = 0
jollakin y # 0,

d) negatiivisesti semidefiniittjos x” Ax < 0 kaikilax € R" jay’ Ay = 0
jollakin y # 0,

e) indefiniitti, jos on olemassg, z € R", joille y’ Ay > 0 jaz’ Az < 0.

Lause 25.3.2a) Symmetrinen matriist € R™*" on positiivisesti (vast. negatii-
visesti) definiitti jos ja vain jos sen kaikki ominaisarvotab aidosti positiivisia
(vast. aidosti negatiivisia).

b) Symmetrinen matriisd € R" ™ on positiivisesti (vast. negatiivisesti) se-
midefiniitti jos ja vain jos sen kaikki ominaisarvot ovatreegatiivisia (vast. ei-
positiivisia) ja ainakin yksi ominaisarvo dn

c) Symmetrinen matriish € R™*"™ on indefiniitti jos ja vain jos silla on aidosti
positiivisia ja aidosti negatiivisia ominaisarvoja.

Todistus. Seuraa suoraan Lausden 23.2.3 esityksesta.
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25.4 Ratkaisuja tehtaviin

Tehtavgd 25.111 : Olkoatl € C™*" jax € C". Silloin Ax € C", samoin sen al-
kioittainen kompleksikonjugaattix € C". Vastaavasti matriisial alkioittainen
konjugaattiA € C"*" jax € C", jatulo Ax € C".

a) Riittaa siis nayttaa, etta vektoreillx ja Ax on samat vastinalkiot. Vektorin
Ax alkiot ovat summiazg‘:1 a;jr;,t=1,2,3,...,n,jasiten vektorinAx alkiot

n n n
Y ayz; =Y @T =) @;T, i=1,2,3,...n,
j=1 j=1 j=1

kompleksilukujen laskuséaantéjen 1) ja 2) nojalla (LuyunIPalkupuoli). Mutta
toisaalta luvud _, @;; T; ovat vektorinAx vastaavia alkioita.

b) KoskaA on reaalinen, onl = A. Kohdan a) ja ominaisarvoyhtalén nojalla
AX = AX = Ax = \x = )X,

ja siten) ja X ovat matriisinA ominaisarvo ja ominaisvektori.

Tehtavd 25.1]3 : a) Osoitetaan reaalisuus yhtallta z. Vaite seuraa kaytaen
tulon konjugoinnin laskusaantoja, matriisinreaalisuutta ja sita, ettd muunnelta-
vana on koko ajarfuku (muotoax” Ax; sen transponointi ei vaikuta mitaan):

X/ Ax = X A% = xT A% = (x7A%)T = %7 ATx = %7 Ax.
b) Edellisen nojall&”’ Ax on reaalinen. Koska toisaalta reaalinen
XTAx = X' (M\x) = X X'x,

missa myo’ x on reaalinen ja 0, koskax # 0, on oltava) € R.
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26 NELIOMUODOISTA

26.1 Nelibmuoto

Maaritelm& 26.1.1 Polynomeja

n

P(x)= P(xy,...,x,) = Z Cij iy,
ij=1

misséc;; € R, sanotaan avaruud@&f neliomuodoiks(quadratic forn).

Jokainen neliomuoto saadaan aikaan neliomatriisin agellmaavasti:

Ci1 Ci2 -+ Cin T
C21 C22 L2
x'Cx = (zym9 - ) ,
Cnl ' *** Cnn Tn
2
1179 + Ciex1Ty + ... 4+ CipTiT,
2
+  Cco1rexry + Co2y + ... 4+ ConTaxy,
2
+ CTpT1 + CpZpx2 + ...+ CppTy,
n
= E Cijxixj
1,j=1

Esityksesta nahdaan myos, ettd sama neliomuoto saadaem akmmetriselld
matriisillaC’ = (¢};)nxn, jolle

i1

C;j — %(Cij + Cji) kaikilla Z7é j

{c’ = ¢ kaikilla i=1,2,....n

Koskax? Cx = xT C'x riittaa tarkastella symmetristen matriisien maaraamia ne
liomuotoja.

Esimerkki 26.1.2 Esita neliomuodot

a) P(x) = P(xy,x3) = 20% + Swywy — T3
b) Q(x) = Q(z1,22) = 227 — 129 + 23
symmetrisen matriisin avulla.
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Ratkaisu. Haetaan sopivat symmetriset matriisit:

a) P(x) = x"Ax=(n @)(22% %7)(2)
D) Q) = x'Bx=(n w)(i ?)(2)

Tehtava 26.1.3Esita neliomuoto
P(Jj‘, Y, Z) = xQ + 5y2 + 522 - 491:y — 6y2 +4xz

symmetrisen matriisin avulla.
Ratkaisu sivulla327.

26.2 Nelibmuotojen luokittelu

Maaritelma 26.2.1 AvaruudenR™ neliomuotoP on
a) positiivisesti definiittjijos P(x) > 0 kaikilla x # 0.
b) negatiivisesti definiitfijos P(x) < 0 kaikilla x # 0,

c) positiivisesti semidefiniittijos P(x) > 0 kaikilla x € R" ja P(y) = 0
jollakiny # 0.

d) negatiivisesti semidefiniiitjos P(x) < 0 kaikillax € R™ ja P(y) = 0
jollakin'y # 0.

e) indefiniitti, jos on olemassg, z € R, joille P(y) > 0 ja P(z) < 0.

Esimerkki 26.2.2 Maarita neliomuotojen (ks. Esimerkki 26.11.2)

a) P(x) = P(x1,12) = 202 + bxy09 — 723

b) Q(x) = Q(xy, 12) = 223 — 1179 + 73

tyypit.

Ratkaisu. Helposti ndhdaan, ettasaa seké positiivisia ettd negatiivisia arvoja;

esimerkiksi
P(1,0)=2>0 ja P(0,1)=—-7<0,

joten se on indefiniitti. Mutta
Q(x) = 2z —m@o+a; = 1327+ (321)° —2(321 )wa+23 = T2+ (321 —12)° > 0

jaQ(x) = 0 vain kunx = 0. Se on siis positiivisesti definiitti.
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Huomautus 26.2.30lkoon P avaruuderR™ nelidmuoto esitettynda symmetrisen
matriisin avulla muodoss®&(x) = x! Ax. Neliomuodon tyypin tarkastelun voi
palauttaa matriisim tyypin tutkimiseen, sillaP? on Maaritelman 26.211 tyyppia
X jos ja vain josA on Maaritelmann 25.3]1 tyyppia X. Voidaan siis kayttad mm.
Lauseitd 25.2]3 ja 25.3.2.

Seuraus 26.2.40lkoon P(x) = x Ax neliémuoto, missal € R™*" on symmet-
rinen. OlkoonE’ = {e}, €, ..., e, } matriisin A ominaisvektoreista muodostettu
ortonormaali kanta ja vastaavat ominaisarvgth,, . . ., A,, matriisin D diagonaa-
lilla. Jos vektorinx € R™ koordinaattivektori kannasda onx’, niin

P(x) = x"Ax = X" Dx' = \al? + Moy + -+ + \2l2.

Todistus. Lausd 25.2]33
Esimerkki 26.2.5 Mita tyyppi& on neliomuoto
P(z,y,2) = 2® 4+ 5y* + 52% — 4wy — 6yz + 4xz?
Ratkaisu. Tehtavassa 26]1.3 muodostettiin symmetringnisna, jolle P(x) =
x! Ax. Sen ominaisarvot:

det(A—M)=| =2 5-X =3 |=0

— N H+1IN—-18\=0 < A=0taiA=2tai\=0.

Ominaisarvot ovat ei-negatiivisia ja eras niista@roten P on Lauseefl 25.3.2
mukaan positiivisesti semidefiniitti.

Tehtava 26.2.6 Mita tyyppié ovat neliomuodot

a)3x? — 4z 15 + 623 ?

b) —2? — 4z 29 + 523 + 2w9x3 + 275 — 2713 ?

Ratkaisut sivull&334.
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Kuva 43: Nelibmuotojen perustyyppeja

Olkoon P nelidmuoto avaruudess&®. Koska P(0) = 0, on funktiolla P pie-
nin arvo0 origossa jos ja vain jo® on positiivisesti definiitti tai semidefiniitti.
Kuvass&a 4B on erilaisia (kahden muuttujan) neliomuotojeafisia esityksia.

Sovellus aariarvojen luokitteluun

Esimerkki 26.2.7 Kolme kertaa jatkuvasti derivoituvan (oikeastaan rigit&iak-
sikin) funktion /' : R® — R mahdolliset lokaalit &ariarvopisteet ovat sen 1. de-
rivaattojen yhteiset nollakohdat. Jeg on mahdollinen aariarvopiste, niin maari-
tellaan nk.Hessen matriist (xq) = (h;;), missa

0*F

hij = W(Xo)-

Silloin x, on funktion

a) lokaali minimi, josH (xq) on positiivisesti definiitti,
b) lokaali maksimi, jod{ (x,) on negatiivisesti definiitti,

c) satulapiste (siis ei &ariarvopiste), jH$x,) on indefiniitti.

(Ludwig Otto Hesse, Saksa, 1811-1874)
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26.3 Péaaakseliongelma

Maaritelma 26.3.1 Olkoon A € R™ " symmetrinen matriisiB ¢ R'*" vaaka-
vektori jac € R. Muotoa

x'Ax+Bx+a=0

oleva yhtald on avaruude®i” nelibyhtéld Niiden pisteiderx € R™ joukkoa, jotka
toteuttavat kyseisen yhtalon, sanotahiopinnaksi

Esimerkki 26.3.2 Tason nelidyhtalé on muotoa

az® + 2bxy +cy* +dr +ey+ f =0, (14)

() (5 0)() s o) r-0

Yhtalon [14) neliopinta okartioleikkaus Jos yhtalolla[(14) ei ole reaalisia ratkai-
suja, kartioleikkausta sanotamnaginaariseksijos ratkaisujoukko on piste, suora
tai kaksi suoraa, kartioleikkaus olegeneroitunytmuita kutsutaan tassarsinai-
siksikartioleikkauksiksi.

eli

Varsinaisten kartioleikkausten perustyypit ovat

L T Y
ellipsi 2 + 7 =1
R T
hyperbelit el @ =+l

paraabelit 2* = oy tai y* = pz
Ellipsi, jolle o = 8 onympyra Ellipsit ja hyperbelit ovakeskipisteellisi&ayria
ja paraabeli orkeskipisteetdn
Mikali termin xy kerroin = 0, kartioleikkaus voidaan muuntaa joksikin naista
koordinaattiakselien suuntaisilla siirroilla; algelisesti tAma tarkoittaaelidiksi
taydentamista
Esimerkki 26.3.3 Mita kayraa esittaa yhtalée? — 18z + 4y + 16y — 11 = 07?
Ratkaisu. Muodost(z? — 2z + 1) + 4(y? + 4y + 4) — 11 = 9 + 16 saadaan
_1)\2 2
(e-1? w+2?_
22 32
Kayra on ellipsi keskipisteend —2)7 ja puoliakselein2 ja 3.
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Ongelma.Millainen ratkaisukayra on yleisella yhtalélla

az® + 2bxy + cy* +dr + ey + f = 0?

Ratkaisun paapiirteet (vrt. Seurdus 26.2.4): Matriisidao

() (5 )G+t o) r=0

neliomuoto-osan symmetrinen matriidiagonalisoidaan etsimalla sen ominai-
sarvot\;, A\, ja muodostamalla ominaisvektoreista ortogonaalinenatiatjsoiva
matriisi Q; talloin ominaisarvot ovat matriisid := Q7 AQ diagonaalilla. Jos
2’ jay’ ovat koordinaatit ominaisvektorien muodostamassa kaanasin yhtalo

menee muotoon
A T 3:’
(y,) D(y,)+(d e)Q(y,)+f:0,

jossa ei ole sekatermiéy’. Kun yhtalo lopuksi tdydennetaan nelioiksi, saadaan
yhtalo perustyypin kartioleikkausmuotoon matriigisarakkeiden maardamassa
nk. pdaakselikoordinaatistossa

Esimerkki 26.3.4 Millaista kayraa esittaa

32% + 2xy + 3y* — 8 = 07?

Ratkaisu. Nelidmuoto-osan symmetrisen matriisin

()

ominaisarvot ova? ja 4. Vastaavista normitetuista ominaisvektoreista muodoste
tu matriisi ja ominaisarvoista muodostettu diagonaaliiisabvat

1

1 1
Qr:( % f) ja D:zQTAQ=<§ Z)
V2 V2

Koska 1. asteen termit puuttuvat, on kyseessa vain koaatigtan kierto, joten
paaakselikoordinaatiston origo on sama kuin luonnollissardinaatiston. Yhtalo
saadaan siten suoraan paaakselikoordinaatistoon mwodoss
2 2
227 +4y? =8 eli T Y
22 V2
Kyseessé on origokeskinen ellipsi puoliakselgifa+/2, kierrettyna kulmanr /4
myoGtapaivaan, ks. Kuia#4.

=1
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y—akseli
o

x—akseli

Kuva 44: Ellipsi3z? + 2zy + 3y? — 8 =0

Esimerkki 26.3.5 Millainen on kayra
8y? + 6xy — 12z — 26y + 11 = 07

=)

ominaisarvot ovah; = 9jai, = —1.

Nelidmuoto-osan matriisin

OminaisarvomatriisD ja normitettujen ominaisvektorien matriigi ovat

1 — .
o=t D) w03 )
Yhtalo saadaan kierretyssa koordinaatistossa K’ muotoon
AN T
(y,) D(y,) +(—12 —QG)Q(y,) +f=0

= 927 —9V102" — y? + V10y + 11 = 0.
Taydennetaan nelioiksi:
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Yhtalo esittaa siis hyperbelia ja sen yhtalo padakselidioaatistossa K” on

"2
Y —1

B

Paadakselikoordinaatiston origo on pisteessa

*(az) ()

ja koordinaattiakseleina suorat (ks. Kiiva 45)
—1 1 .. —1 -3
X1:( 2)+t(3> seka ng( 2)+t( 1),te]R.

10

‘ ‘ ‘ —— ‘
Hyperbeli 8y 2+ 6xy ~124- 26y +11=0
A

y—akseli

-10 I I y I I I i i i
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

x—akseli

Kuva 45: HyberbelBy? + 6zy — 122 — 26y + 11 =0



26.4 Ratkaisuja tehtaviin
Tehtavd 26.113 : Olkoot; = =, o = y jaxs = 2. Silloin
P(X) = X121 — 2.1’133'2 —|—2.l’133'3 — 2.1’2.%’1 —|—5$'233'2 — 31’21’3 +2$’33§'1 — 333'3.1’2 -+ 533'3.1’3

jonka kertoimista poimitaan matriisiksi

1 -2 2
A=|-2 5 =3
2 -3 5

Tehtavd 26.216 : a) Symmetrisoidun matriisin

- (37)

ominaisarvot ovat aidosti positiivisétja 2, joten nelidmuoto on positiivisesti de-
finiitti.
b) Neliomuoto voidaan esittda symmetrisen matriisin

-1 -2 -1
A= -2 5 1
-1 1 2

avulla. Matriisin ominaisarvot ovat (laskes) v/3 ja —/3, joten nelidmuoto on
Lauseein 25.312 mukaan indefiniitti.
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A LIITE: Algebrallisista rakenteista

A.l Ryhma

Abstraktissa algebrassa tutkitaan mm. joukon sisaistkutaimitusten ominai-
suuksia, kuten sita onko laskutoimituksella seuraavianamuuksia:

1) vaihdannaisuusgli kommutatiivisuusz o b = b o a kaikilla a,b € A
2) liitdnnaisyyseli assosiatiivisuusa o b) oc = ao (bo¢) kaikilla a, b, c € A

3) joukossad onneutraalialkioeli nolla-alkioe € A, jolle aoe = ajaecoca = a
kaikillaa € A

4) (olettaen, ettd joukoss& on neutraalialkia:) jokaisella alkiolla orvasta-
alkio, so. kutakina € A vastaa sellainen alki, € A, ettda o b, = ¢ ja
booa=ce.

Algebrassa kaytetddn mm. seuraavia nimityksia: Paro) on ryhma (group),
jos se toteuttaa ehdot 2 — 4. Pé#, o) on vaihdannainereli Abelin ryhmé jos
se toteuttaa ehdot 1 — 4. Voidaan osoittaa (vrt. Lause]9 €ttd) ryhman alkioista
tasmalleen yksi on neutraalialkio ja etta kullakin alkaadin yksi ja vain yksi vasta-
alkio.

Esimerkki A.1.1 Aarellisessa joukossa laskutoimitus voidaan antaa esksiek
taulukolla. Tutkitaan, mitk& ryhman ominaisuudet ovatwassa seuraavien tau-
lukkojen joukossal := {0, 1} maaradmien operaatioiden suhteen:

— O 0

0 1
0 1
10

— O| 0

0 1
0 2
10

— O O

0 1
0 0
10

— O 0

0 1
0 1
11

Ratkaisut. a) Voimassa kaikki 1-4. b) Ei laskutoimitus kaan! c) Ei mik&an
kohdista 1-4. d) Voimassa 1-3, neutraalialkio@mmutta alkiollal ei ole vasta-
alkiota.

Esimerkki A.1.2 Maérittele joukoss@—1, 0, 1} laskutoimituksem tulokset niin,
etta syntyy ryhma:

| of-1] O] 1]
—1
0
1
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Esimerkki A.1.3 Yksialkioisessa joukossa voidaan maaritell& vain ykduiési-
mitus (miten?) ja ndin saadaan Abelin rynma. Oletetaaa j@tkossad on aina-
kin kaksi alkiota. Silloin Esimerkin9.71.2

a) vakiolaskutoimitus on vaihdannainen ja liitAnnaineaftamominaisuudet 3 tai
4 eivat ole voimassa (todista!).

b) projektiot eivat ole vaihdannaisia, mutta ovat liitaisni Onko niilla neutraa-
lialkio? Jopa vasta-alkiot?

Esimerkki A.1.4 Esimerkin9.1.B laskutoimitusiin on vaihdannainen ja liitdn-
nainen, muttei toteuta ehtoja 3 — 4. Kohdan b) laskutoimjtaa vaihdannainen.
Onko se liitAnnainen? Toteuttaako se ehdon 3 tai 4?

Esimerkki A.1.5 a) Yhteenlaskulla joukos$@ei ole neutraalialkiota, mutta jou-
kossalN, on, nimittain luku0. Kummassakaan ei ole vasta-alkioita. Yhteenlasku
on jopa Abelin ryhma joukoissa, Q, R ja C.

b) Kertolaskulla varustettuina jouk@t\ {0}, R\{0} jaC\{0} ovat Abelin ryhmia,
joiden neutraalialkio on lukd ja luvuna # 0 vasta-alkio on sen kéénteisallg]lio

Tehtava A.1.6 Mitka ehdoista 1 — 4 ovat voimassa kertolaskulle joukolSsd,

Q?
Esimerkki A.1.7 Joukoss&, = {0, 1,2, 3} modulo-yhteenlasku
m @& n = (m +n)mod4
on sisainen laskutoimitus, joka tuottaa Abelin ryhman.
Esimerkki A.1.8 Joukoss&s \ {0} = {1, 2, 3,4} on modulo-tulon
m ®n = (mn) modb
maarittelema ryhmarakenne.

Esimerkki A.1.9 Olkoon S joukonZ; := {0, 1,2} kaikkien jarjestettyjen kol-
mikkojen (m, n, p) joukko; siisS = Z3. JoukkoS varustettuna koordinaateittai-
sella modulo 3-yhteenlaskulla on Abelin ryhma.
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A.2 Kunta

Oletetaan, ettd ryhméassé(ks. Llite A1, o) on méaaritelty myds toinen, kerto-
laskun kaltainen laskutoimitus Talloin kaytetaan yleensa seuraavia merkintoja:

o:n neutraalialkid 4, on nolla-alkio, alkiona vasta-alkiota merkitdana

*:n neutraalialkiol , on ykkdsalkig alkion a vasta-alkiota sanotad@an-
teisalkioksija merkitaam —!.

Maaritelma A.2.1 Kolmikko (K, o, x) on kunta(field), jos yhteenlaskukskut-
suttu operaatio ja kertolaskukskutsuttus« toteuttavat seuraavat aksioomat:

k1) Pari(K, o) on Abelin ryhmé (merkitd&n nolla-alkiots.
k2) Kertolasku on vaihdannainen ja liitdnnainen.

k3) Yhteen-ja kertolasku toteuttavat yhdessitelulaiteli ovatdistributiivisia;
so. kaikillaa, b, c € K on

ax(boc) = (axb)o(axc),

(aob)xc = (axc)o(bxc).
k4) Kertolaskulla on neutraalialkio (mekitéaan sita symilell).

k5) Jokaisellaw € K \ {0} on kertolaskun suhteen vasta-alkio (k&anteisalkio,
merkitaan) !, jolle siisa x a=! = 1.

Esimerkki A.2.2 Joukot@Q, R ja C varustettuina yhteen- ja kertolaskulla ovat
mit& ilmeisimmin kuntia.

Huomaa, ettéd ehdoista k2, k4 ja k5 seuraa, €&&\ {0}, ) on Abelin ryhma,
jonka neutraalialkio on tud.

Muita kuntia esitellaan algebran kursseilla; tassa kkitepari esimerkkia aarel-
lisista kunnista:

Esimerkki A.2.3 Reaalilukujen osajoukké0, 1} varustettuna seuraavien taulu-
koiden mukaisilla yhteen- ja kertolaskuilla on kunta:

$[0 1 ®[0 1
00 1 010 0
1|10 110 1

Mik& onkaan sen nolla-alkio, mika ykkdsalkio? Mitka ovastaalkiot, mitk&
kaanteisalkiot?
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Itse asiassa ylla oli esilla suppein mahdollinen kuntap kaksialkioinen.
Esimerkki A.2.4 Joukoss#s = {0, 1,2} maariteltyjen operaatioiden (Mt A.1.8)

m&n = (m+n)mod3
m®n = (mn)mod3

kanssa kolmikkdZs, @, ®) toteuttaa kunnan aksioomat.

Esimerkki A.2.5 JoukossaZ, = {0,1,2,3} madriteltyjen operaatioiden (ks.
AL

m®&n = (m+n)mod4
m®n := (mn)modd

kanssa kolmikko(Z,, ©, ®) toteuttaa useimmat kunnan aksioomista, mutta ei
kaikkia; mita ei?

Algebrassa naytetaan, effg = {0, 1,2,3,...p—1} on kunta jos ja vain jog on
alkuluku,p = 2,3,5,7,11, 13, .. .. Muilla arvoilla renkaaseen tulee nollantekijoi-
ta eika kaikilla alkioilla voi silloin olla kaanteisalkita. Esimerkiksi renkaassa,
on2-2=4mod4 = 0.
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