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15 Vektoriavaruus

Kurssin ensimmaisessé osassa kasiteltiin avaruuden R™ vektoreita. Nyt méaritelemme abstrak-
timmat avaruuden ja vektorin késitteet, jotka ovat avaruuden R™ ja sen vektoreiden yleistyksia.
Tasta lahin vektori ei tarkoita endd pelkastdan avaruuden R” alkiota, vaan sanalle annetaan
yleisempi merkitys.

Léhtokohtana ovat lauseessa 2.5 esitetyt vektorien laskusdannot. Mitéd tahansa otuksia, jot-
ka toteuttavat nama laskusdénnot, kutsutaan vektoreiksi. (Téllaista mééritelméd kutsutaan
aksiomaattiseksi.) Esimerkiksi matriiseja, polynomeja ja funktioita voidaan ajatella vektoreina
kuten tulemme esimerkeissd niakemé&an.

Maiaritelméa 15.1. Oletetaan, ettd joukossa V' on mééritelty yhteenlasku ja skalaariker-
tolasku jollakin tavalla. Jos alla listatut ehdot péatevét kaikilla v,w,u € V ja a,b € R,
joukkoa V' kutsutaan vektoriavaruudeksi ja sen alkioita vektoreiksi.

1) 7+ = @ + 0 kaikilla 5, @ € V.

2) (v +w) +u =70+ (w+a) kaikilla v, 0,4 € V.

3) On olemassa niin kutsuttu nollavektori 0 € V, jolle pitee v + 0 = v kaikilla v € V.

4) Jokaisella vektorilla v € V on vastavektori —v € V, jolle pétee v + (—v) = 0.

5) a(v 4+ w) = av + aw kaikilla v,w € V ja a € R.

6) (a+b)v = av + bv kaikilla v € V ja a,b € R.

7) (ab)v = a(bv) kaikilla v € V ja a,b € R.

8) 1v = v kaikilla v € V.

Huom. 1. Vektoriavaruuden maéritelmén alussa vaaditaan, ettd yhteenlasku ja skalaariker-
tolasku on mééaritelty joukossa V. Tama tarkoittaa sité, etté jos v, w € V ja a € R, niin taytyy
pitei v+w eV jaav e V.

Huom. 2. Vektoriavaruuden méaritelméssa yhteenlaskumerkkia kéytetadn kahdessa eri tar-
koituksessa. Esimerkiksi kohdassa 6 yhtdsuuruusmerkin vasemmalla puolella merkki symboloi
reaalilukujen yhteenlaskua ja oikealla puolella vektorien yhteenlaskua. Sen, kumpi laskutoimi-
tus on kulloinkin kyseessé, pystyy pédtteleméédn yhteenlaskettavista. Jos yhteenlaskumerkki
on kahden vektorin vélissd, kyseessd on vektorien yhteenlasku, ja jos se on kahden reaaliluvun
vélissé, kyseessd on reaalilukujen yhteenlasku. Samalla tavalla mééaritelméssé on kahdenlaista
kertolaskua: reaalilukujen kertolaskua ja skalaarikertolaskua. Asiayhteydestd pystyy pédéattele-
méin, kumpi kertolasku on kyseessé.

Skalaari tarkoittaa talla kurssilla reaalilukua, silld késittelemme reaalikertoimisia vektoria-
varuuksia. Kompleksikertoimisilla vektoriavaruuksilla skalaarit ovat kompleksilukuja. Periaat-
teessa skalaarit voivat olla minké tahansa kunnan alkioita. (Kunnista kerrotaan liséé algebran
kursseilla.)

Tarpeen tullen vektoriavaruuden V nollavektoria voidaan merkité 0y-. T#llin ei tule sekaan-
nusta siitd, minka vektoriavaruuden nollavektorista on kyse.
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Esimerkki 15.2. Kaikki vektoriavaruuden mééritelmén ehdot patevat lauseen 2.5 perusteella
avaruuden R" yhteenlaskulle ja skalaarikertolaskulle. Siten R™ on vektoriavaruus. Vektoriava-
ruuden késite siis tosiaan yleistaéd avaruutta R™.

My®6s reaalilukujen joukko R on vektoriavaruus, kun yhteenlaskuna on reaalilukujen yhteen-
lasku ja skalaarikertolaskuna reaalilukujen kertolasku.

Esimerkki 15.3. Kokonaislukujen joukko Z varustettuna tavallisella yhteenlaskulla ja skalaa-
rikertolaskulla (reaaliluvulla kertominen) ei ole vektoriavaruus. Tdmé johtuu siité, ettd skalaa-
rikertolasku ei ole mééaritelty joukossa Z. Esimerkiksi 0,5 € R ja 3 € Z, mutta 0,5-3 =15 ¢ Z.
Skalaarikertolaskun tulos ei siis valttdmétta ole joukossa Z.

Kuten jo mainittiin, méaéritelmé 15.1 antaa uuden merkityksen sanalle vektori. Vektori ei
ole endd valttdméattd muotoa (aj,as,...,a,) oleva avaruuden R™ alkio. Se on mikd tahansa
otus, joka toteuttaa méaritelmén ehdot. Méaritelmé ei myoskéan kerro, miltd yhteenlasku ja
skalaarikertolasku néayttavat. Ne saattavat olla tuttuja laskutoimituksia, mutta myos jotain
aivan muuta.

Esimerkki 15.4. Matriiseja voidaan ajatella vektoreina. Matriiseja voidaan nimittain laskea
yvhteen ja niitd voidaan kertoa reaaliluvuilla, ja lisdksi kaikki vektoriavaruuden ehdot toteutu-
vat. Tutkitaan tétd hieman tarkemmin. Oletetaan, ettd m,n € {1,2,...}. Télloin seuraavat
sdannot pateviat m x n-matriiseille A, B ja C seké reaaliluvuille a ja b:

1) A+B=B+A

2) A+ (B4+C)=(A+B)+C
3) A+0=A

9 A+ (-1)A=0

5) a(A+ B) =aA+aB
6) a+b) =aA+bA
7) (ab)A = a(bA)

)

81AA

(Osa néistd ehdoista on esittty lauseessa 9.3 ja loppujen todistaminen on suoraviivaista.) Si-
ten kaikkien m x mn -matriisien joukko R™*™ on vektoriavaruus, ja matriiseja voidaan kutsua
vektoreiksi uuden maéritelmémme mukaan. Nollavektori on nollamatriisi O, ja matriisin vas-
tavektori saadaan muuttamalla kaikki matriisin alkiot vastaluvuikseen.

Esimerkki 15.5. My6s polynomit muodostavat vektoriavaruuksia. Reaalikertoiminen polyno-
mi on muotoa
anx™ 4+ ap_12" L+ -+ a1z + ag

oleva summa, missd n € N ja an,,...,ap € R. Lukuja a,,...,ag kutsutaan polynomin kertos-
miksi ja symbolia 2 polynomin tuntemattomaksi. Summattavat a;xz’ ovat polynomin termejd.

Kaksi polynomia ovat samat, jos ja vain jos niiden toisiaan vastaavissa termeissi on samat
kertoimet. Jos jonkin termin kerroin on nolla, termi voidaan jéttda kirjoittamatta. Lisdksi

112



termien jérjestysti polynomilausekkeessa saa muuttaa. Niin ollen esimerkiksi polynomit 322 —
222 + 0z + 2 ja 2 — 222 + 323 ovat samoja. Polynomit —2z% — x + 5 ja —2z* — x — 5 puolestaan
eivit ole samoja.

Polynomeille voidaan maéritelld yhteenlasku, jossa toisiaan vastaavien termien kertoimet
lasketaan yhteen. Esimerkiksi polynomien p = 322 — 42 + 10 ja ¢ = —22° — 23 + 522 + 4z
summa on polynomi

p+q=—22°— 23+ 822 + 10.

Skalaarikertolaskussa puolestaan kukin polynomin kerroin kerrotaan reaaliluvulla. Esimerkiksi
polynomi (—3)p saadaan kertomalla kaikki polynomin p kertoimet luvulla —3:

(=3)p = =922 + 12z — 30.

Voidaan osoittaa, ettd reaalikertoimisten polynomien joukko muodostaa vektoriavaruuden.
Tata vektoriavaruutta kutsutaan polynomiavaruudeksi, ja sitd merkitdén symbolilla P.

Seuraavaksi ryhdytdén tutkimaan kuvauksien eli funktioiden muodostamia vektoriavaruuk-
sia. Sitd ennen on kuitenkin kaytava 1api muutama kuvauksiin liittyvd merkinté. Eréds esimerkki
kuvauksesta on f: R — R, f(z) = 23 — 22+ 1. Huomaa, ettd kuvausta miiriteltiessi merkinti
f: R — R on oleellinen, eiké sitd saa jatttdéd pois. Se kertoo kuvauksen 1dht6- ja maalijoukon.
Jos kirjoitetaan pelkistédn f(x) = 23 — 2z + 1, tarkoitetaan kuvauksen f arvoa jossakin yksit-
taisessd pisteessd x. Samalla tavalla on tehtévd ero merkintéjen f ja f(x) vélilld. Ensimmé&inen
tarkoittaa kuvausta ja toinen kuvauksen arvoa pisteessd x. Vaihtoehtoinen merkitsemistapa
kuvaukselle f on f: R - R, z — 23 — 2z + 1.

Esimerkki 15.6. Vektorit voivat olla my6s kuvauksia eli funktioita. Olkoon F kaikkien ku-
vausten R — R joukko. Jos f € F, g € F ja a € R, niin kuvaukset f + g ja af méaritelladn
seuraavasti:

f49gR=R, z— f(x)+g(z) ja af:R—=>R, z~af(zx).

Sanotaan, ettd funktioiden laskutoimitukset on talldin maaritelty pisteittdin.
Tarkastellaan esimerkiksi funktioita f: R — R, f(x) =sinz ja g: R = R, g(z) = 0,5z + 1.
Nyt funktiot f 4 ¢ ja (—2)f nédyttavit seuraavilta:

f+9:R>R, z—sinz+05z+1 ja (-2)f:R—>R, z— —2sinz.

(x. £(x) + g(x)

(z,=2f(x))

Kuva 15.49: Funktiot f ja g sekd niiden summa f + g ja skalaarimonikerta (—2)f.
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Joukko F, jossa yhteenlasku ja skalaarikertolasku mééritellian pisteittdin, on vektoriava-
ruus. Ta4mé osoitetaan kdymaélla lapi vektoriavaruuden maaritelmén ehdot. Seuraavassa 0soi-
tetaan osa ehdoista. Loppujen ehtojen tarkistaminen jatetdéan harjoitustehtévéksi.

1) Oletetaan, etta f,g € F, ja osoitetaan, ettd f + g = g + f. Olkoon z € R. Kuvausten
yhteenlaskun maéritelmén mukaan

(f+9)(x) = f(z) +9(z) ja (9+f)(x)=g(x)+ f(2).

Kuvausten f ja g arvot f(x) ja g(z) ovat reaalilukuja, joten f(z) 4 g(x) = g(x) + f(z).
Néin ollen

(f +9)(@) = (9 + f)(2).

Kuvauksilla f + g ja g+ f on siis samat arvot, joten ne ovat sama kuvaus. Toisin sanoen
f+9=9+1

3) Osoitetaan, ettd nollavektoriksi kelpaa vakiokuvaus 0: R — R, jolla 0(z) = 0 kaikilla
x € R. Oletetaan, ettid g € F, ja osoitetaan, etti g + 0 = g. Olkoon = € R. Kuvausten
yhteenlaskun maéritelméan mukaan

Kuvauksilla g + 0 ja g on siis samat arvot, joten g +0 = g.

4) Osoitetaan, ettd kuvauksen g € F vastavektoriksi kelpaa kuvaus —g: R — R, joka
mééritelldin asettamalla x — —g(z) kaikilla x € R. Osoitetaan siis, etti g + (—g) = 0.
Olkoon z € R. Kuvausten yhteenlaskun méaéritelmén mukaan

(9 + (=9))(@) = g(z) + (—9)(z) = g(z) + (—g(z)) = 0 = 0(z)
Kuvauksilla g + (—g) ja 0 on siis samat arvot, joten g + (—g) = 0.

6) Oletetaan, ettd f € F ja a, b € R, ja osoitetaan, ettd (a +b)f = af +bf. Olkoon z € R.
Kuvausten skalaarikertolaskun ja yhteenlaskun mééritelmien mukaan

((a+b)f)(x) = (a+b)f(z) ja
(af +bf)(x) = (af)(x) + (bf)(z) = af () + bf (x).

Kuvauksen f arvo f(z) on reaaliluku, joten (a +b)f(z) = af(x) + bf(z). Nain ollen

((a+0)f)(x) = (af + bf)(2).
Kuvauksilla (a +b) f ja af + bf on siis samat arvot, joten (a +b)f = af + bf.

Jonkin joukon yhteenlasku ja skalaarikertolasku voidaan myd6s maéritelléd itse keksitylla ta-
valla. Toisinaan niin saadaan aikaan vektoriavaruuksia, toisinaan taas ei.
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Esimerkki 15.7. Maéritellddn positiivisten reaalilukujen joukossa Ry = {x € R |z > 0}
yhteenlasku @ ja skalaarikertolasku © seuraavasti: jos z, ¥y € Ry ja ¢ € R, niin

rdy=z-y ja cOx=2a"

Esimerkiksi 4 3 =4-3=12ja 0,504 = 4%5 =2,

Voidaan osoittaa, ettd joukko Ry yhteenlaskulla @ ja skalaarikertolaskulla @ varustettuna
on vektoriavaruus. Todistetaan vektoriavaruuden maéritelméan ehdot 1 ja 5 ja jatetadn loput
harjoitustehtéaviksi.

1. Oletetaan, ettd z, y € R,. Koska reaalilukujen kertolasku on vaihdannainen, saadaan
r@By=ay=yxr =1y Siten ehto 1 toteutuu.

5. Oletetaan, ettd x, y € Ry ja a € R. Reaalilukujen potenssien ominaisuuksien perusteella
pitee a © (z @ y) = (zy)* = 2% = (a ©® x) @& (a ©® y). Siten ehto 5 toteutuu.

Esimerkki 15.8. Miiritellddin joukossa R? skalaarikertolasku * seuraavasti: jos (vq,v9) € R?
ja a € R, niin a * (v1,v2) = (avy,0). Osoitetaan, ettd joukko R? varustettuna tavallisella
yvhteenlaskulla + ja skalaarikertolaskulla * ei ole vektoriavaruus.

Havaitaan, ettd esimerkiksi 1 * (5,9) = (5,0). Néin ollen 1 (5,9) # (5,9), joten vektoriava-
ruuden médritelmén ehto (8) ei tayty.

Lause 15.9. Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus. Tdlloin

a) nollavektoreita on tdasmdlleen yksi.

b) jokaisella vektorilla v € V' on tdsmdlleen yksi vastavektori.
Todistus. a) Vektoriavaruuden mééritelmé takaa, ettd ainakin yksi nollavektori on olemassa.
Oletetaan, ettd vektoriavaruudessa V on ainakin kaksi nollavektoria, 0 ja 0’. Nyt siis pitee
2+0=19jav+0 = v kaikilla v € V. Tarkastellaan nyt vektoria @ = 0 + 0’. Ensinniikin
péitee a = 0’ + 0 = (', silld 0 on nollavektori. Toisaalta pitee myos a = 0 + 0’ = 0, silli 0’ on
nollavektori. Nin on osoitettu, ettd 0 = 0.

b) Oletetaan, ettd v € V. Oletetaan lisdksi, ettd u ja w ovat kumpikin vektorin v vastavek-
toreita eli v + 4 = 0 ja v 4+ w = 0. Talldin

t=u+0=u+@W+w)=(a+0)+w=0+u)+w=0+w=w. O

Lause 15.10. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus ja v € V, a € R. Tdlloin

¢) (~1)0 = —7

d) jos av =0, niin a = 0 tai v =0 (tulon nollasdints).

Todistus. Osoitetaan kohdat b) ja d) ja jatetdan loput kohdat harjoitustehtéviksi.
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b)

Kayttamalla vektoriavaruuden méaéritelmén ehtoja 3 ja 5 saadaan paateltya, etta
a0 = a(0 + 0) = a0 + a0.

Vektoriavaruuden mééritelméan ehdon 4 mukaan on olemassa vastavektori —a0. Liséé-
malld se saadun yhtédléon molemmille puolille saadaan

a0 + (—a0) = (a0 + a0) + (—a0).
Kayttamallda méaritelman ehtoja 3 ja 2 saadaan
0 = a0 + (a0 + (—a0))
ja edelleen 0 = a0.

Oletetaan, ettd av = 0. On osoitettava, ettd tistd seuraa a = 0 tai v = 0. Tutkitaan
kahta tapausta. Oletetaan ensin, ettd a # 0. T&ll6in on olemassa kdénteisluku 1/a, ja
voimme kertoa yht#lén av = 0 molemmat puolet tilld kiinteisluvulla. Niin saadaan
yhtdls (1/a)(av) = (1/a)0. Tamin yhtilén vasen puoli on

Oikea puolelle piitee puolestaan b-kohdan perusteella (1/a)0 = 0. Néin ollen ¥ = 0, joten
vaite péatee silloin, kun a # 0. Jos taas a = 0, on selvid, ettd viite pétee. O

Edellinen lause osoittaa, ettd avaruudesta R™ tutut laskusdannot pateviat myos yleisemmis-
sa vektoriavaruuksissa. My0s erotuksen ja lineaarikombinaation kéasitteet voidaan maéritella
tutulla tavalla.

Maiaritelmd 15.11. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus ja v, w € V. Vektoreiden v ja
w erotus v — w tarkoittaa summaa v + (—w).

Maisritelmd 15.12. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus ja v, Us,...,0 € V. Vekto-
reiden v1, v, ..., v lineaarikombinaatio on vektori

missa aq,ag,...,ar € R.

a1v1 + agvg + - -+ + agvg,
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16 Aliavaruus

Kurssin ensimmaisessé osassa méaariteltiin avaruuden R" vektorien virittdma aliavaruus. Téssa
luvussa esitellddn yleisempi aliavaruuden kasite.

Esimerkiksi origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat avaruuden R? aliavaruuksia. Ne ovat
tavallaan pienié avaruuksia avaruuden R? sisdssd. Suorat muistuttavat avaruutta R ja tasot
avaruutta R2. Oleellista on se, ettd origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat suljettuja ava-
ruuden R? yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun suhteen: Jos vaikkapa origon kautta kulkevalta
suoralta otetaan kaksi pistettéd, niiden summa on suoralla. Jos suoran pistetté kerrotaan re-
aaliluvulla, tulos on suoran alkio. Muut suorat kuin ne, jotka kulkevat origon kautta, eivit
toteuta naita ehtoja (ks. esim. 4.6).

\4

Kuva 16.50: Esimerkiksi origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat avaruuden R? aliavaruuk-
sia. Ne ovat suljettuja yhteenlaskun (kuvassa) ja skalaarikertolaskun suhteen.

Edelld mainituista ehdoista syntyy yleinen aliavaruuden mééritelma.

Maaritelma 16.1. Olkoon V' vektoriavaruus. Sen osajoukko W on vektoriavaruuden V'
aliavaruus, jos seuraavat ehdot péatevat:

a) w+u € W kaikilla w,u € W

b) rw € W kaikillar e R jaw € W

c) DeW.

Lauseen 4.7 nojalla avaruuden R" vektoreiden vy, . . ., vy virittdma aliavaruus span(vy, . . ., Uk)
on vektoriavaruuden R™ aliavaruus. Uusi aliavaruuden mééaritelmé yleistdé siten vanhaa maéa-
ritelméa.

Esimerkki 16.2. Osoitetaan, ettd joukko W = {(a,b,a) | a,b € R} on vektoriavaruuden R?
aliavaruus. Joukko W muodostuu siis sellaisista vektoreista, joiden ensimméinen ja viimeinen
komponentti ovat samat.

Joukko W on maééritelménsid mukaan vektoriavaruuden R?® osajoukko. Oletetaan, ettd w,
u€e W jareR. Nyt w=(a,b,a) ja u= (c,d,c) joillakin reaaliluvuilla a,b,c,d € R.

a) Huomataan, ettd w +u = (a + ¢,b + d,a + ¢). Koska summavektorin ensimméinen ja
viimeinen komponentti ovat samat, se toteutttaa joukon W médritelméssd mainitun
ehdon. Siten w+u € W.
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b) Néhdéén, ettd rw = (ra,rb,ra). Vektorin rw ensimméinen ja viimeinen komponentti
ovat samat, joten se toteuttaa joukon W mééritelméassd mainitun ehdon. Siis rw € W.

c¢) Nollavektori (0,0,0) on joukon W alkio, silld sen ensimméinen ja viimeinen komponentti

ovat samapt.

Siten W on vektoriavaruuden R? aliavaruus.

Esimerkki 16.3. Tarkastellaan n x n-matriisien muodostamaa vektoriavaruutta R™*". Olkoon
W symmetristen n x n-matriisien joukko. Toisin sanottuna W = {C' € R™*" | CT = C}.
Osoitetaan, ettd W on vektoriavaruuden R™*™ aliavaruus.

Ensinnakin W on méaaritelméansd mukaan joukon R™*"™ osajoukko. Oletetaan, ettd A, B €¢ W
jac € R. Talloin AT = Aja BT = B.

a) Transpoosin laskusééntdjen nojalla (A + B)T = AT + BT = A+ B, joten A+ B € W.

b) Edelleen transpoosin laskusiintojen nojalla (cA)T = cAT = cA, joten cA € W.

c¢) Nollavektori on nollamatriisi O. Sille pitee OT = O, joten O € W.

Esimerkki 16.4. Tutkitaan, onko joukko

Nain ollen W on vektoriavaruuden R"*™ aliavaruus.
a a+1
W =
o
vektoriavaruuden R2*2 aliavaruus.

a,be R}
Havaitaan, ettd nollavektori eli nollamatriisi
00
ei ole joukossa W, silld ei ole olemassa sellaista reaalilukua a, jolla pétisi sekd a = 0 ettd

a + 1 = 0. Néin aliavaruuden mééritelmén ehto c) ei téyty. Siis W ei ole vektoriavaruuden
R2%2 aliavaruus.

Esimerkki 16.5. Tutkitaan, onko joukko W = {A € R**? | det(A4) = 0} vektoriavaruuden
R2%2 aliavaruus.

Oletetaan, ettd A, B € W ja ryhdytéédn tarkistamaan aliavaruuden ehtoja. Oletuksen nojalla
det(A) = 0 jadet(B) = 0. Jotta W olisi aliavaruus, pitéisi pated det(A+B) = 0. Determinantin
laskusadnnot eivat kuitenkaan sano mitédn matriisien summista. Alkaa vaikuttaa siltd, etté
kyseesséa ei ole aliavaruus. Vaihdetaan siis strategiaa ja osoitetaan, ettd W ei ole aliavaruus.

Valitaan
10 . 100
A_[O O] o B_[O 2].

Talloin det(A) = 0 ja det(B) = 0, joten A, B € W. Kuitenkin

A+B= [1 01,

0 2
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ja siten det(A + B) = 2 # 0. Niin ollen A + B ¢ W, joten W ei ole vektoriavaruuden R?*?
aliavaruus.
Huomaa, ettd alun pohdinnat voi jattda lopullisesta ratkaisusta pois.

Esimerkki 16.6. Esimerkin 15.5 mukaan kaikkien reaalikertoimisten polynomien joukko P

on vektoriavaruus. Tutkitaan erdstéd polynomiavaruuden P aliavaruutta. Sitd varten on mééa-

riteltdvi polynomin aste. Olkoon p = ag + a1 + agx® + - - + a,z™ polynomi, jolle pitee

an # 0. Lukua n kutsutaan polynomin asteeksi ja merkitaan deg(p). Esimerkiksi polynomin

p = 52% — 22 +4 aste on 6, eli deg(p) = 6. Huomaa, ettii nollapolynomille ei miritelld astetta.
Osoitetaan, ettd polynomiavaruudella P on aliavaruus

Py ={p€P|p=0taideg(p) <2}

Joukko Py koostuu siis nollapolynomista sekd polynomeista, joiden aste on korkeintaan kaksi.
Oletetaan, etté p,q € Po ja r € R. Nyt p = asa® + a1 + ag ja ¢ = bax® + bix + by joillakin
as, a1, ag,bs, b1,bg € R. Huomataan, etta

p+q=(az+b)z® + (a1 + b))z + ag + bo,

joten joko polynomin p+ ¢ aste on korkeintaan kaksi tai p+ ¢ on nollapolynomi. Siis p+q € P-.
Liséksi

rp = (rag)x2 + (raq)x + rag,

joten rp € Pa. Vektoriavaruuden P nollavektori on nollapolynomi 0, joka kuuluu méaéritelmén
mukaan joukkoon Ps. Siten Py on vektoriavaruuden P aliavaruus.
Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd joukko

Pn={p€P|p=0 tai deg(p) <n}
on vektoriavaruuden P aliavaruus kaikilla n € N.
Seuraava lause osoittaa, ettd jokainen aliavaruus on itsekin pieni vektoriavaruus.

Lause 16.7. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, jolla on aliavaruus W. Talloin myds ali-
avaruus W on vektoriavaruus.

Todistus. Vektoriavaruuden yhteenlaskua ja skalaarikertolaskua koskevat ehdot 1)-2) ja 5)-8)
pysyvét voimassa, vaikka rajoitutaan tarkastelemaan alkuperiisen vektoriavaruuden V osa-
joukkoa W.

Nollavektoria késittelevéd ehto 3) seuraa aliavaruuden méaritelmésté, silld nollavektori kuu-
luu aina aliavaruuteen. Vastavektoriin liittyvd ehto 4) puolestaan seuraa aliavaruuden mééri-
telmén ehdosta b) seké lauseen 15.10 kohdasta c). Jos nimittdin v € W, niin —v = (—1)v € W.
Siten jokaisella W:n vektorilla on vastavektori joukossa W.

Aliavaruuden mééritelmén ehdot a) ja b) takaavat, ettd yhteenlasku ja skalaarikertolasku
ovat joukon W laskutoimituksia. O
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16.1 Vektoreiden virittama aliavaruus

Maaritelmé 16.8. Olkoon V jokin vektoriavaruus. Vektoreiden vy, ...,vp € V wvirittdmd
aliavaruus on joukko

span(vy,...,0%) = {a101 + - - + apvy | a1, ...,ax € R}.

Esimerkki 16.9. Esimerkissd 16.2 osoitettiin, ettd W = {(a,b,a) | a,b € R} on vektoriava-
ruuden R? aliavaruus. Etsitdin sille virittijivektorit.
Havaitaan, etta

W ={(a,b,a) | a,b € R} = {a(1,0,1) + b(0,1,0) | a,b € R} =span((1,0,1),(0,1,0)).

Siis W on vektoreiden (1,0,1) ja (0,1,0) virittima vektoriavaruuden R? aliavaruus.

Esimerkki 16.10. Merkitddn
a 3b—c
W= { [0 2a + 2¢
Osoitetaan, ettd W on 2 x 2-matriisien muodostaman vektoriavaruuden R?*? aliavaruus. Teh-

ddan tdméa etsimallda W:lle virittajavektorit.
Havaitaan, etta

a,b,ceR}.

a 3b—c
W_Ho 2+ 2¢ “’b’CER}
a 0 0 3b 0 —c
{lo 2| T o oo 2c]‘“’b’C€R}
1 0 0 3 0 -1
—{alo 2+b0 0+CO 2]\a,b,c€R}

(3 2
Ly b

virittdmé vektoriavaruuden R2*2 aliavaruus.

Siis W on vektoreiden

Vektorien virittamé aliavaruus on aliavaruus myos méaéritelmén 16.1 mielessid. Taméa osoi-
tetaan seuraavassa lauseessa.

Lause 16.11. Jos v1,...,0; € V, niin span(vy,...,0;) on vektoriavaruuden V aliavaruus.
Lisdksi span(vy, ..., ) on pienin aliavaruus, joka sisdltdda vektorit vy, ..., vg.
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Todistus. Sen todistaminen, ettd span(vi,...,Ux) on vektoriavaruuden V' aliavaruus, jatetdin
harjoitustehtavéiksi. Todistus muistuttaa suuresti lauseen 4.7 todistusta.

Osoitetaan, ettd span(vy,...,v;) on pienin aliavaruus, joka sisiltdd vektorit vy, ..., v;. En-
sinnakin vektorit vy, ..., v kuuluvat aliavaruuteen span(vy, ..., v), silld

v1 = 1oy + 0vg + - - - 4 Ovg,
172:0171+1172+"-+017k,

ja U = 001 4 009 + - - - + 17p.

Toiseksi on osoitettava, ettd mikd tahansa aliavaruus, johon vektorit vy, ..., v, kuuluvat,
sisaltad aliavaruuden span(vy, ..., 7). Oletetaan, ettd W on vektoriavaruuden V jokin sellai-
nen aliavaruus, ettd vy,...,vr € W. Koska W on aliavaruus, se sisaltdd kaikkien vektoriensa
summat ja skalaarimonikerrat. Siis a1v1 + --- + apvr € W kaikilla aq,...,ar € R. Nain ollen
span(vy,...,0) C W. O

Esimerkki 16.12. Tutkitaan, onko 2 x 2-matriiseista muodostuva vektoriavaruus R%*2 seu-
raavien vektoreiden virittama:

1 1 0 1 0 0| . -1 -1
Oletetaan, ettd A € R2*2. Nyt
A— [6111 a12‘|

a1 Q22

joillakin a11, @12, a1, a20 € R. On selvitettivd, onko A matriisien By, Be, B3 ja By lineaari-
kombinaatio.

Ratkaistavaksi saadaan siis yhtélo A = x1 B+ xoBo+ x3Bs+ x4 By, missi x1, 9, x3, x4 € R.
Tama yhtélo saadaan muotoon

ail a2 — 1 1 g 1 g 0 0 g -1 -1
asy ag| 1|0 —2 211 0 S11 ol T —1 —1
ja edelleen muotoon
ai ai2| _ T1— T4 1+ T2 — 24
asy ag2 To+ w3 —x4 —2x1 —4 |
Ratkaistavaksi saadaan siis yhtaloryhma
T1— x4 =a11
T1+2x2—24 =ai2
To+2a3—2x4 =az2
*2$1 — T4 = Qa29.

121



Kun yhtédloryhmén matriisia muokataan alkeisrivitoimituksilla, saadaa porrasmatriisi

1 0 0 —1 aill
010 0 —ai1 + a12

0 01 —1}ai1—a2+an
0 0 0 -3 2@11 + a92

Téassd porrasmatriisissa ei ole epétosia yhtaloitd. Siten yhtdloryhmaélld on ratkaisuja olivat
luvut a1, a1, as1, ase mité tahansa. TAmé tarkoittaa, ettd A on matriisien By, Bs, B3 ja By
lineaarikombinaatio.

Néin ollen matriisit By, Bo, Bs ja By virittavit avaruuden R2%2,

Esimerkki 16.13. Osoitetaan, ettd 2 x 2-matriiseista muodostuva vektoriavaruus R2*2? on
seuraavien vektoreiden virittamaé:

1 0 0 1 0 0 . 0 0
En—[o 0]7 E12—[0 O]’ Ey = 1 O] ja E22—[O 1]~

Oletetaan, ettd A € R2*2. Nyt

joillakin aq1, a1, as1, ass € R. Huomataan, etta
A = anFEr1 + a1aFB12 + a1 B + anFoa,

joten A on vektoreiden FEi1, Ei12, E91 ja FEoo lineaarikombinaatio. Siten jokainen avaruu-
den R2*2 alkio voidaan kirjoittaa vektoreiden E1;, F12, E21 ja Fas lineaarikombinaationa,
eli R2X2 = span(EH, E12, E21, EQQ).

Esimerkki 16.14. Polynomit 1 ja x virittdvat polynomiavaruuden
Pr={p€P|p=0taideg(p) <1}.

Jos nimittéin p € Py, niin p = ax + b = ax + b - 1 joillakin a,b € R. Siten p on polynomien x
ja 1 lineaarikombinaatio.
Samalla tavoin voidaan osoittaa, etti P, = span(1,z,22,...,z").

Esimerkki 16.15. Merkitdan

11 o1 . . [1o
S R R

Maééritetaan span(A, B, I).
Jokainen vektoreiden (matriisien) A, B ja I lineaarikombinaatio on muotoa

rT+z x+y

TA+yB+ 2zl = Tty ;

Y
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missd x, y, z € R. Havaitaan, ettd téllainen lineaarikombinaatio on symmetrinen matriisi.
Siten span(4, B,I) C {C e R?*? | CT =C}.

Osoitetaan sitten, ettéd jokainen symmetrinen matriisi voidaan kirjoittaa vektoreiden A, B
ja I lineaarikombinaationa. Oletetaan, ettd C' on symmetrinen matriisi. Tall6in

_de
C‘le f]’

missé d, e, f € R. Kokeilemalla tai pohtimalla havaitaan, etta

d e 11
C:[e f]:(d_f) 10

=(d—-f)A+(e—d+ f)B+ fI.

01

+(e—d+f) 1 0

+f

10
01

Siis jokainen symmetrinen matriisi on vektoreiden A, B ja I lineaarikombinaatio. TAm4 tar-
koittaa sitd, ettd {C € R?*2 | CT = C} C span(A4, B, I).
Niin ollen span(A, B,I) = {C €¢ R**2 | CT = C}.

Lauseessa 6.5 osoitettiin avaruuden R™ vektoreille, ettéd jos jokin virittdjavektori on toisten
virittdjavektoreiden lineaarikombinaatio, se voidaan jattaa virittdjavektoreiden joukosta pois.
Sama tulos patee missé tahansa vektoriavaruudessa.

Lause 16.16. Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus ja vi,vs,...,0; € V. Oletetaan lisdksi,
ettd w on vektoreiden v1,vo, ..., 0 lineaarikombinaatio. Tdalloin

span(vy, v, . . ., Uk, W) = span(vy, Ve, .. ., V).
Todistus. Todistus on samanlainen kuin lauseen 6.5 todistus. ]

Laajennetaan lopuksi virittdmisen méaaritelmaéd hieman. Maéritelméassé 16.8 puhutaan yh-
den tai useamman vektorin virittdmista aliavaruuksista. Toisinaan halutaan ottaa huomioon
my0s tapaus, jossa virittdjavektoreita ei ole yhtdan. Sovimme, ettd nollan vektorin virittdma
aliavaruus on {0}.

Lisédksi virittdmisen méaritelméa voidaan laajentaa koskemaan myos darettomié vektorijouk-
koja. Aliavaruus span(S), missa S on darettémén monen vektorin muodostama joukko, koostuu
kaikista (&érellisistd) lineaarikombinaatioista, jotka voidaan muodostaa joukon S vektoreista.
Esimerkiksi kaikkien polynomien muodostama vektoriavaruus P on vektoreiden 1,z,x2,...
virittama.

123



17 Vapaus

Kurssin ensimmaisessa osassa késiteltiin avaruuden R"™ vapaita vektorijonoja. Tama késite
voidaan yleistdd mihin tahansa vektoriavaruuteen.

Maaritelma 17.1. Vektoriavaruuden V' vektoreista muodostuva jono (v1, ..., 0x) on va-
paa, jos seuraava ehto péatee:

jos c101 + - - + cpvy, = 0 joillakin ¢1,...,c; €R, niin¢; =0,...,¢, = 0.

Jos jono ei ole vapaa, sanotaan, ettd se on sidottu. Vapaata jonoa voidaan kutsua myos
lineaarisesti riippumattomaksi ja sidottua lineaarisesti riippuvaksi.
Tyhjd jono on jono, jossa on ei ole yhtaén vektoria. Sovimme, ettd tyhja jono on vapaa.

Esimerkki 17.2. Merkitdaan
1 1 01 0 0 . -1 -1
Tutkitaan, onko jono (B, Be, B3, By) vapaa.

Oletetaan, etté
c1B1 + By +c3Bs 4+ c4By = O

joillakin ¢, ¢, c3,c4 € R. (Téssé tapauksessa nollavektori on nollamatriisi O.) Téasta seuraa,

etta
clll a0 ] se 0 0] 4o [ —1]:[0 0]
0 -2 10 10 -1 -1 0 0
ja edelleen
Cl1 —C4 c1+ca—cq| 0 0
cotec3—cy —2c1—cq4 | |0 O]

Ratkaistavaksi saadaan siis yhtaloryhma

cpr—cy =0

c1+ecg—cy =0
Co+c3—cqg =
—261—64 =

Kun yhtaloryhmén matriisia muokataan alkeisrivitoimituksilla, saadaan porrasmatriisi

1 00 —-1|0
010 0]0
001 —-1|0
000 1]0

Matriisista ndhdaén, ettd yhtaloryhmaélla on tasmaélleen yksi ratkaisu: ¢; =0, co =0, c3 =0
ja cqg = 0. Siis jono (B1, B, Bs, By) vapaa.
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Esimerkki 17.3. Esimerkissd 16.12 méériteltiin avaruuden R? matriisit Eq1, F12, Fa1 ja Eoo.
Osoitetaan, ettéd jono (E11, E12, E21, Fa2) on vapaa. Oletetaan, ettéd luvut c1, c2, c3, ¢4 € R ovat
sellaisia, ettd

c1En + coFrg + c3Ba1 + calag = O.

Yhtédlon vasen puoli saadaan muotoon

C10+0C2+00+00_0102
0 0 0 0 030 004_6304'
ct c2| |0 O
6304_00’

mistéd seuraa, ettd c; =0, co =0, c3 =0 ja ¢4 = 0. Siten jono (E11, E12, Fa1, E22) on vapaa.

Nyt siis

Esimerkki 17.4. Osoitetaan, ettid polynomiavaruuden P, jono (1,z,z% ...,2") on vapaa.
Oletetaan, etté cg, c1,...,c, € R ovat sellaisia, etta

col +c1z 4 cox® + -+ cpz™ = 0.

(Yhtélon oikealla puolella on avaruuden P, nollavektori eli nollapolynomi.) Kaksi polyno-
mia ovat samat, jos ja vain jos niiden kertoimet ovat samat. Taytyy siis pated cg = 0,c; =

0,...,c, = 0. Siten jono (1,z,22,...,2") on vapaa.
Vapauden mééaritelmén mukaan jono (v1,vs,...,7x) on sidottu, jos ja vain jos on olemassa
sellaiset kertoimet ¢y, ..., cp € R, ettéd c1v1 +cova+- - -+ v = 0 ja jokin kertoimista cy, ..., ¢k

ei ole nolla.

Esimerkki 17.5. Toisinaan jono on helppo osoittaa sidotuksi keksiméall& sopivat kertoimet.
Tutkitaan vaikkapa vektoriavaruuden V' vektoreista muodostettua jonoa (v1,v1,v2). Huoma-
taan, etta
101 4+ (=1)v1 + 002 = 0.
Siten jono (v1,v1,v2) on sidottu.
Seuraavaksi osoitamme vapauteen liittyvia lauseita. Monet tuloksista olivat esillé jo luvussa 7
avaruuden R" vektoreille. Yleisessa tapauksessa todistukset ovat hyvin samanlaisia, joten niita

ei esiteta tassa.
Seuraava lause osoittaa, etté vektorien vapaus takaa yksikésitteisen esityksen.

Lause 17.6. Oletetaan, etti V' on vektoriavaruus ja v1,va,...,0 € V. Jono (v1,02,...,0%)
on vapaa, jos ja vain jos jokainen aliavaruuden span(vi,vs,...,0) alkio voidaan kirjoittaa
tasmdlleen yhdelld tavalla vektorien v1,v2, ..., 0% lineaarikombinaationa.

Todistus. Todistus on samanlainen kuin lauseen 7.6 todistus. O

Vektorijono on sidottu, jos ja vain jos jokin sen vektoreista voidaan ilmaista toisten lineaa-
rikombinaationa.
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Lause 17.7. Oletetaan, etta V on vektoriavaruus, vy,va,...,0 € V jak > 2. Jono (v1, 02, ..., V)

on sidottu, jos ja vain jos

vj € span(v1,...,05—1,Vj+1, - - -, Uk)
jollakin j € {1,2,...,k}.
Todistus. Todistus on samanlainen kuin lauseen 7.8 todistus. O
Vapaasta jonosta voidaan tietyin ehdoin muodostaa vield pidempi vapaa jono.

Lause 17.8. Oletetaan, ettd vektoriavaruuden V jono (v1,...,0x) on vapaa. Oletetaan lisiksi,
etta w € V. Tdlldin jono (v1,...,0, W) on vapaa, jos ja vain jos

w ¢ span(vy, ..., 0).

Todistus. ”=" Oletetaan, ettd jono (vi,...,U,w) on vapaa. Tavoitteena on nayttéd, etta
w ¢ span(vy, ..., 0k). Oletetaan vastoin véitettd, ettd w € span(vy, ..., vx). Talloin

w:a1171+---+ak17k

joillakin ay,...,ar € R. Nyt a10; + -+ + axvx + (=1)w = 0, joten jono (o1, ..., 0, w) ei ole
vapaa. TA4ma on ristiriita. Siten w ¢ span(vy, ..., ).
"<" Oletetaan, ettd w ¢ span(vy,...,0x), ja osoitetaan, ettd jono (v1,..., U, w) on vapaa.

Oletetaan, etta
11 + -+ U + cprw =0

joillakin ¢y, ..., cp11 € R. Jos cxy1 # 0, niin
_ —C1 _ —Ck _
w = v+ -+ Uk
Ck+1 Ck+1
Nyt siis w € span(vy, ..., v). Tama on kuitenkin vastoin oletusta, joten taytyy pated cxy1 = 0.
Talloin
11 + -+ cpvp = 0.
Koska jono (v1, ..., ;) on vapaa, tiedetddn, ettd c; =0, ..., ¢, = 0. Koska my6s kerroin cgyq
on nolla, on jono (v1,..., U, w) vapaa. O

Vapaan jonon jokainen osajono on vapaa.

Lause 17.9. Oletetaan, etti vektoriavaruuden V jono & = (v1,...,0%) on vapaa. Tdlloin
jokainen jonon S osajono on mydskin vapaa.

Todistus. Osajono tarkoittaa jonoa, joka saadaan poistamalla alkuperdisesté jonosta vektorei-
ta. My0s jono itse on yksi osajonoista.

Oletetaan, ettd vektorijono (v1,ve,...,0;) on vapaa. Osoitetaan, ettd mikd tahansa sen
osajono on vapaa. Jos osajono on tyhji jono, se on sopimuksemme mukaan vapaa. Tutkitaan
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sitten epéatyhjia jonoja. Koska vapautta tutkittaessa vektoreiden jarjestykselld ei ole vélia,
riittédé osoittaa, ettd jono (vy,ve,...,Un) on vapaa kaikilla m € {1,...,k}.
Oletetaan siis, ettd m € {1,...,k}. Olkoot luvut ci,..., ¢, € R sellaisia, ettd

c101 + eV + -+ + U = 0.
Tésta seuraa, etté
c101 + caUg + -+ + CmOm + 00py1 + -+ - + 00y, = 0.

Koska jono (01,02, ..., 7)) on vapaa, taytyy ylla olevassa lineaarikombinaatiossa kaikkien ker-
toimien olla nollia. Siis ¢; =0, ..., ¢, = 0. Siten jono (v1,v2,...,Vy,) on vapaa. O

Vapauden méaaritelméssa késitelladn vain aérellisid vektorijonoja. Maaritelméa voidaan kui-
tenkin laajentaa koskemaan myo6s ddrettomén monen vektorin muodostamia jonoja samalla
tavalla kuin virittdmisen tapauksessa. Vektoriavaruuden V jono (v1,v2,...) on vapaa, jos sen
kaikki #érelliset osajonot ovat vapaita. Esimerkiksi polynomiavaruuden P jono (1,z,22,...)
on vapaa.

Lisdksi sovimme, ettd jono, jossa ei ole yhtddn vektoria, on vapaa.
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18 Kanta

Madritelma 18.1. Oletetaan, ettd wy, ..., wy € V. Jono (wy,...,w) on vektoriavaruu-
den V' kanta, jos

a) V = span(wy,...,wy)

b) (wy,...,wy) on vapaa.

Esimerkki 18.2. Esimerkeissi 16.13 ja 17.3 osoitettiin, ettd matriisiavaruuden R?*? jono
(E11, E1a, a1, Eo) virittds avaruuden R?*? ja on lisiksi vapaa. Siten jono (E11, E12, F21, Fa2)
on avaruuden R?*? kanta.

Esimerkeissd 16.12 ja 17.2 puolestaan osoitettiin, ettd matriisit

R O A A R ]

virittdvit avaruuden R?*? ja ovat lineaarisesti riippumattomia. Siten myés jono

A O A e

on avaruuden R%*2 kanta.

Esimerkki 18.3. Polynomiavaruuden P, jono (1,z,2,...,2") virittdd avaruuden P, ja on
vapaa esimerkkien 16.14 ja 17.4 perusteella. Jono (1,z,22%,...,2") on siis avaruuden P,, kanta.

Vektoriavaruuden vektorit voidaan kirjoittaa tdsmélleen yhdelld tavalla kannan vektoreiden
lineaarikombinaatioina.

Lause 18.4. Olkoon V wvektoriavaruus ja vy, vo,..., 0 € V. Jono B = (v1,v2,...,0) on
vektoriavaruuden V' kanta, jos ja vain jos jokainen vektorivaruuden V alkio voidaan kirjoittaa
tasmdlleen yhdelld tavalla vektorien v1,v2, ..., 0% lineaarikombinaationa.

Todistus. Vaite seuraa ldhes suoraan lauseesta 17.6 samalla tavalla kuin vastaava avaruutta
R™ koskeva lause 8.3. O

Esimerkki 18.5. Osoitetaan, etti 7 = (1 4+, z — 22, 2+ 23, 5x) on polynomiavaruuden Ps
kanta. Tehddén se ndyttamaélla, ettd jokainen avaruuden Ps alkio voidaan kirjoittaa tdsmélleen
yvhdelléd tavalla jonon T alkioiden lineaarikombinaationa.
Oletetaan, ettid p € Ps. Nyt p = a + bx + cx? + dz? joillakin a,b, c,d € R. On ratkaistava
yhtalo
bi(1+x) + ba(x — 22) +b3(2 + 2%) + bs(52) = a + bx + cx® + da?,

missd tuntemattomia ovat by, ba, b3, by € R. Kdytetdén yhtdlon vasempaan puoleen osittelula-
kia:
bi + b1z + box — box® + 2bg + bz + 5bax = a + bz + ca® + dz>.
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Jarjestetddn sitten vasemman puolen termit uudelleen ja kéytetddn osittelulakia toiseen suun-
taan:
(by + 2b3) + (b1 + by + 5by)x — box® + bga® = a + bx + cx? + da®.

Kaksi polynomia ovat samat, jos ja vain jos niiden kaikki kertoimet ovat samoja. Siksi yht&lo
vastaa yhtaloryhmaa

bi+2b3 =a
b1 +bx+5by =b
—b2 =cC
bs =d.
Yhtaloryhméan matriisi on
1 0 2 0fa
1 1 0 5|b
0 -1 0 0fc¢
0 0 1 0|d

Kun sitd muokataan alkeisrivitoimituksilla, saadaan porrasmatriisi

10 20 a

01 -2 5 —a+b
00 10 d

0 0 0 5|—a+b+c+2d

Porrasmatriisista ndhdéén, ettd yhtaloryhmaélla on tdsmélleen yksi ratkaisu. (Epétosia rive-
ja ei ole, joten ratkaisuja on olemassa. Vapaita muuttujia ei ole, joten ratkaisuja on vain
yksi.) Vaihtoehtoisesti ratkaisujen lukumééran voi maarittaa tutkimalla, onko yhtaléryhméan
kerroinmatriisi kdéntyvé (ks. lause 10.7). Tadméa kay helposti determinantin avulla.

Nyt tiedetdan, ettd yhtélolla

bi(1+ ) + bo(x — 2%) + b3(2 + 2%) + by(52) = a + bx + ca® + da®

on tasmaélleen yksi ratkaisu olivat a, b, ¢, d mité reaalilukuja tahansa. Siten jokainen avaruuden
Ps alkio voidaan kirjoittaa tdsmélleen yhdella tavalla jonon 7T alkioiden lineaarikombinaationa.
Nain ollen 7 on avaruuden P3 kanta.

Lause 18.6. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, jolla on kanta (v1,...,0,). Jos vektoriava-
ruuden V' vektorijonon pituus on suurempi kuin n, kyseinen jono ei voi olla vapaa.

Téassé jonon pituudella tarkoitetaan jonossa olevien vektorien lukuméaaraa.

Todistus. Véite on aikaisemmin todistettu avaruudelle R™. (Ks. korollaari 7.12.) Yleisessd ta-
pauksessa todistus on samanlainen. O

Aiemmin mainittiin, ettd voidaan puhua myo6s ddrettéméan monen vektorin virittdmista ali-
avaruuksista sekd ddrettomén monen vektorin muodostamista vapaista jonoista. Siksi myos
kannan mééritelms voidaan yleistii koskemaan ddrettomis jonoja. Esimerkiksi jono (1,z,22,...)
on polynomiavaruuden P kanta.
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18.1 Dimensio

Vektoriavaruuden dimensio mééritetdan samaan tapaan kuin avaruuden R™ dimensio: se on
kantavektoreiden lukumaéré. Talloin esimerkiksi suoran dimensioksi tulee yksi ja tason dimen-
sioksi kaksi. Ennen dimension maérittelemista taytyy kuitenkin varmistua siité, ettd vaikka
avaruudella voi olla useita eri kantoja, niissd on kuitenkin aina yhtd monta vektoria. Tés-
sd rajoitutaan vain &darellisiin kantoihin, vaikka vastaava tulos voitaisiin osoittaa myods siina
tapauksessa, ettd kantavektoreita on darettomén monta.

Lause 18.7. Oletetaan, ettd vektoriavaruudella V on ddrellisen monesta vektorista koostuva
kanta. Tdlloin avaruuden V' jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.

Todistus. Témaéan lauseen voisi todistaa samalla tavalla kuin vastaavan avaruuden R" kanto-
ja koskevan lauseen 8.7. Nyt voidaan kuitenkin péastd hieman helpommalla, kun kéytetdan
edellisessé alaluvussa osoitettuja tuloksia.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd vektoriavaruudella V' on kaksi eripituista kantaa (v1, ..., Ug)
ja (W1, ..., W), missi k > m. Koska jono (v1,...,7x) on kanta, se on vapaa. Nyt paadytédin
ristiriitaan, silld lauseen 18.6 nojalla vektoriavaruudessa ei voi olla vapaata jonoa, joka on
pitempi kuin jokin vektoriavaruuden kanta. Siten véite on todistettu. 0

Edellisen lauseen perusteella voidaan mééritella vektoriavaruuden dimensio.

Maiaritelma 18.8. Vektoriavaruus V on ddrellisulotteinen, jos silla on darellisen monesta
vektorista koostuva kanta. Talloin avaruuden dimensio dim(V') on kannan vektoreiden
lukumaéré. Jos vektoriavaruudella ei ole aérellistd kantaa, avaruus on ddretonulotteinen
ja sen dimensio on aéreton.

Jos vektoriavaruuden dimensio on n, on tapana sanoa, ettd vektoriavaruus on n-ulotteinen.

Esimerkki 18.9. Matriisiavaruuden R?*? dimensio on nelji, silli esimerkin 18.2 perusteella
tiedetddn, ettd avaruudella on kanta (E11, E12, Fa1, E92). Polynomiavaruuden P,, dimensio on
n + 1, silld avaruudella on kanta (1,z,2%, ..., 2").

Esimerkki 18.10. Vektoriavaruuden {0} dimensio on nolla, silli sen kanta on tyhji jono,
jossa on nolla kappaletta vektoreita. Olemme nimittéin sopineet, ettd tyhjin jonon virittdma
avaruus on {0} ja etti tyhji jono on vapaa.

Vapaa jono voidaan jatkaa vektoriavaruuden kannaksi.

Lause 18.11. Oletetaan, ettd V on ddarellisulotteinen vektoriavaruus. Oletetaan lisdksi, ettd
S = (wy,...,wg) on avarvuden V vapaa jono. Talloin jonoon S voidaan lisatd vektoreita niin,
ettd tuloksena on avaruuden V' kanta.

Todistus. Tarkastellaan sellaisia avaruuden V' vektoreista muodostuvia jonoja (ui,...,un),
joilla jono (wq,...,wg,u1,...,Uy) on vapaa. Valitaan niistd jonoista jokin sellainen, jonka
pituus on mahdollisimman suuri. (Téllainen on olemassa, silld lauseen 18.6 nojalla minkdan
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vapaan jonon pituus ei voi olla suurempi kuin avaruuden V' ulottuvuus.) Olkoon tuo mahdol-
lisimman pitka jono B = (w1, ..., Wk, a1,...,a).

Osoitetaan, ettd jono B on avaruuden V kanta. Koska B on vapaa, riittda osoittaa, ettd B
virittdd avaruuden V. Oletetaan sitd varten, ettd v € V. Jos v ¢ span(B), niin lauseen 17.8
nojalla jono (wq,...,wg,ai,...,a,,v) on vapaa. TAmé& on ristiriita, silld nédin saatu jono on
pidempi kuin B, jonka pituus oli suurin mahdollinen. Siten v € span(B), mistd seuraa, etté
V = span(B). Néin on osoitettu, ettd B = (w1, ..., Wy, a,...,a,) on avaruuden V kanta. [

Virittdjadjono voidaan lyhentéa vektoriavaruuden kannaksi.

Lause 18.12. Oletetaan, etti jono S = (w1, ..., wy) virittdd avaruuden V. Tdlloin jonosta S
voidaan poistaa vektoreita niin, ettd tuloksena on avaruuden V kanta.

Todistus. Todistus on hyvin samankaltainen kuin edellisen lauseen todistus. Tarkastellaan
kaikkia sellaisia jonon (w1, . . . , W) osajonoja, jotka ovat vapaita. (Téllaisia jonoja on olemassa,
sillé esimerkiksi tyhjé jono on vapaa.) Valitaan naisté jonoista jokin sellainen, jonka pituus on
mahdollisimman suuri. Olkoon tuo mahdollisimman pitk# vapaa osajono B = (by,...,b,).
Osoitetaan, ettd B on avaruuden V kanta. Koska B on vapaa, riittda osoittaa, ettd B virittaa
avaruuden V. Tamé& puolestaan on todistettu, jos voidaan osoittaa, ettd w € span(B) kaikilla
w € S. Oletetaan vastoin vaitetté, ettd w ¢ span(B) jollakin w € S. Nyt lauseen 17.8 nojalla

jono (b1,...,b,,w) on vapaa. Tami on ristiriita, silli niin saatu osajono on pidempi kuin B,
jonka pituus oli suurin mahdollinen. Siten w € span(B), mista seuraa, ettd V' = span(B). Niin
on osoitettu, ettd B = (by,...,b,) on avaruuden V kanta. O

Lause 18.13. Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus, jonka dimensio on n.

a) Jokainen vektoriavaruuden V wvapaa jono, jonka pituus on n, on avaruuden V kanta.

b) Jokainen vektoriavaruuden V wirittijiajono, jonka pituus on n, on avaruuden V kanta.

Todistus. a) Oletetaan, etta avaruuden V' jono (v1, ..., 0,) on vapaa. Nyt lauseen 18.11 nojalla
jonoon voidaan lisdtéd vektoreita niin, ettd saadaan aikaan kanta. Kuitenkin vektoriavaruuden
V' dimensio on n, joten kannassa on oltava n vektoria. Jonon (v1,...,v,) tdytyy siis jo olla
kanta.

b) Oletetaan, etta jono (v1,...,v,) virittda avaruuden V. Nyt lauseen 18.12 nojalla jonosta
voidaan ottaa pois vektoreita niin, ettd saadaan aikaan kanta. Kuitenkin vektoriavaruuden
kannassa on oltava n vektoria. Jonon (v1,...,v,) tdytyy siis jo olla kanta. O

Edella osoitetuista lauseista on hyotya, kun tutkitaan, onko annettu jono vektoriavaruuden
kanta. Kootaan vield kaikki tiedot yhteen. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, jonka dimensio
on n.

e Jos vektoriavaruuden V vektorijonon pituus on suurempi kuin n, kyseinen jono ei voi
olla vapaa.

e Jos vektoriavaruuden V' vektorijonon pituus on pienempi kuin n, kyseinen jono ei voi
virittdd avaruutta V.
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e Jos vektoriavaruuden V vektorijono virittdd avaruuden ja sen pituus on n, kyseinen
jono on kanta.

e Jos vektoriavaruuden V' vektorijono on vapaa ja sen pituus on n, kyseinen jono on
kanta.

Esimerkki 18.14. Avaruuden R? jono ((1,2), (—13,4)) on vapaa, silld vektorit (1,2) ja (—13,4)
eivit ole yhdensuuntaisia. Koska jonossa on kaksi vektoria ja se on vapaa, jonon tiedetdén ole-
van avaruuden R? kanta.

Aliavaruuden dimensio ei voi olla suurempi kuin itse vektoriavaruuden dimensio.

Lause 18.15. Oletetaan, ettd V on ddrellisulotteinen vektoriavaruus, jolla on aliavaruus W.
Talloin myos W on ddrellisulotteinen ja dim(W) < dim(V'). Lisiksi dim(W) = dim(V'), jos
ja vain jos W =V.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd aliavaruudella W on kanta. Tarkastellaan kaikkia aliavaruu-
den W vapaita jonoja. Koska ne ovat myos vektoriavaruuden V vapaita jonoja, niiden pituus
on lauseen 18.6 nojalla pienempi tai yht& suuri kuin dim(V'). Valitaan jono, jonka pituus on
suurin mahdollinen. Samaan tapaan kuin lauseen 18.11 todistuksessa voidaan osoittaa, etté
néin valittu jono on aliavaruuden W kanta. Kanta on siis olemassa. Tasta ndhddén myés, etta
aliavaruudella W on aérellinen kanta ja tuon kannan pituus on véistamétta pienempi tai yhté
suuri kuin dim(V'). Siten W on é&érellisulotteinen, ja dim(W) < dim(V).

Osoitetaan viela vaitteen toinen osa. Jos V' = W, niin dim(WW) = dim(V). Oletetaan sitten,
ettd dim(W) = dim(V), ja osoitetaan, ettd W = V. Olkoon B aliavaruuden W kanta. Nyt B
on avaruuden V' vapaa jono, jonka pituus on sama kuin avaruuden V dimensio. Lauseen 18.13
perusteella B on avaruuden V kanta. Tésté seuraa, ettd V = span(B) = W. ]

18.2 Koordinaatit

Maéritelma 18.16. Olkoon B = (1, ..., Uy,) vektoriavaruuden V' kanta. Oletetaan, etté
u € V. Vektorin @ koordinaateiksi kannan B suhteen kutsutaan reaalilukuja ay,...,an,,
joilla

U=ai01+ -+ anty.

Esimerkki 18.17. Usein koordinaattien méaarittaminen vaatii yhtaloryhmén ratkaisemista,
mutta toisinaan ne voi nahdéa ldhes suoraan.
Mééritetadn avaruuden R2*2 matriisin

el

koordinaatit kannan (F11, E12, Fa1, F22) suhteen. (Namé matriisit esiteltiin esimerkissi 16.13.)
Kirjoitetaan matriisi kantavektorien lineaarikombinaationa:

A =1E1;1 4+ 2E12 + (—1)E2 + 0E.

Tastd ndhdédén, ettd koordinaatit ovat 1, 2, —1 ja 0.
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Kaikki tieto vektorista siséltyy sen koordinaatteihin, ja ne méaraédvat vektorin tdysin. Koor-
dinaateista voidaan muodostaa niin kutsuttu koordinaattivektori.

Maaritelméa 18.18. Jos vektorin 4 koordinaatit kannan B suhteen ovat aq,...,a,, vek-
torin u koordinaattivektori kannan B suhteen on

[ulp = (a1,...,an).

Esimerkki 18.19. Polynomiavaruuden Pz polynomin p = 23 — 4z + 2 koordinaatit kannan
S = (1,z,22,23) suhteen ovat 2, —4, 0 ja 1. Siten p:n koordinaattivektori kannan S suhteen
on [p|ls = (2,—4,0,1).

Jos kiiytetddinkin avaruuden P3 kantaa 7 = (1 4+ z, = — 22, 2 + 23, 52), saadaan p:lle
erilainen koordinaattivektori. Huomataan, etta

p=0(1+z)+0(x—2?) + 12+ 2%) + (—4/5)(5z).
Siten [p]7 = (0,0,1,—4/5).

Esimerkki 18.20. Tutkitaan kahta avaruuden R? kantaa ja erién vektorin koordinaatteja
noiden kantojen suhteen. Merkitédén v; = (1, —2) ja v = (=2, 1) sekd w; = (1,0) jawy = (1,1).
Nyt S = (v1,72) ja T = (w1, w2) ovat avaruuden R? kantoja. Tutkitaan vektorin a = (—1, —4)
koordinaatteja naiden kantojen suhteen.

Koska a = 3v; 4 203, on vektorin a koordinaattivektori kannan S suhteen [a]s = (3,2).
Koska a = 3w, — 4ws, koordinaattivektori kannan 7 suhteen on [a]r = (3, —4).

A A

301

274

Kuva 18.51: Vektorin a = (—1, —4) koordinaatit kannan S suhteen ovat 3 ja 2 ja kannan 7T
suhteen puolestaan 3 ja —4.
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Koordinaatteja on havainnollistettu kuvassa 18.51. Kun kiytetddn kantaa S = (v1,v2), on
mentavd 3 ruutua vektorin v; suuntaan ja 2 ruutua vektorin vs suuntaan, jotta péadstédan
pisteeseen (—1,—4). Tdméa johtuu siitéd, ettd vektorin a = (—1,—4) koordinaatit kannan S
suhteen ovat 3 ja 2. Jos taas kdytetddn kantaa 7 = (wq,w2), on mentavi 3 ruutua vektorin wy
suuntaan ja 4 ruutua vektorin ws suuntaa vastaan, jotta padstédén pisteeseen (—1,—4). Tama
johtuu siité, ettd vektorin @ = (—1, —4) koordinaatit kannan 7 suhteen ovat 3 ja —4.

Kun kaytetadn jotakin muuta kuin luonnollista kantaa, viantyy koordinaatisto ikddn kuin
vinoon. Kuvassa 18.52 luonnollisen kannan koordinaattiakselit on héaivytetty pois ja niiden
sijasta nakyvissd ovat kantavektoreiden v; ja vo sekd kantavektoreiden w; ja we muodostamat
koordinaattiakselit.

Kuva 18.52: Kun kéytetddn jotakin muuta kuin luonnollista kantaa, vadntyy koordinaatisto
vinoon.

Esimerkki 18.21. Avaruudessa R" luonnollisen kannan suhteen kirjoitetut koordinaattivek-
torit nédyttivit tdsmélleen samoilta kuin vektorit itse. Méaritetdén vaikkapa avaruuden R3
vektorin b = (—1,2, —4) koordinaattivektori luonnollisen kannan E = (&, és,e3) suhteen.
Koska

b= (—1,2,—4) = —1é; + 2, — 4és,

ovat koordinaatit —1, 2 ja —4. Siten [b]g = (—1,2, —4).

Seuraava lause osoittaa, ettd kahden vektorin summan koordinaattivektori saadaan laske-
malla kyseisten vektoreiden koordinaattivektorit yhteen. Vastaavasti skalaarimonikerran koor-
dinaattivektori saadaan kertomalla alkuperdisen vektorin koordinaattivektoria skalaarilla.

Lause 18.22. Oletetaan, ettd V on vektoriavaruus, T, y € V ja ¢ € R. Olkoon B avaruuden
V' kanta. Talloin

a) [z +yls = [z|z + [y]B ja
b) [CH_J]B = C[E]B.
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Todistus. a) Oletetaan, ettd B = (v1,...,0,). Olkoot ai,...,an,b1,...,b, € R sellaisia, etta

a101 + -+ + QpUn,
Yy=0b1vr+ -+ byvn.

Nyt [Z]g = (a1, ...,an) ja [yl = (b1, ..., by). Toisaalta
T4y = (a1 +b1)vr + -+ (an + bn)Un,
joten [z + ylp = (a1 + b1,...,an + by). Tésté seuraa, ettd
[T+ ylg= (a1 +b1,...,an +bp) = (a1,...,an) + (b1,...,bn) = [Z]5 + [U]5-
b) Todistus jatetddn harjoitustehtéaviksi. O

Koordinaattivektori ei kerro yhtddn mitaédn, ellei tiedetéd, minké kannan suhteen se on kir-
joitettu. Ilmiota voi verrata eri kiellilld kirjoitettuihin sanoihin. Jos kirjoitetaan "helmet”, on
sanalla eri merkitys sen mukaan, oletetaanko kielen olevan suomi vai englanti. Samalla tavalla
koordinaattivektori (1,2,3) voi tarkoittaa esimerkiksi avaruuden R? vektoria

1-(1,0,0)+2-(0,1,0) +3-(0,0,1) = (1,2,3)

tai vektoria
1-(1,-1,0)+2-(0,1,-1)+3-(0,0,1) = (1,1,1)

riipuen siitd, onko kdytossd luonnollinnen kanta vai kanta ((1,-1,0),(0,1,—1),(0,0,1)). Jos
taas ajatellaan polynomiavaruutta P, ja sen kantaa (1,z,22), vastaa koordinaattivektoria
(1,2,3) vektori 1 + 2x + 322

Lineaarialgebran kdannoskoneina toimivat niin kutsutut kannanvaihtomatriisit. Jos kielten
valilld toimiva kddnnoskone muuttaa vaikkapa sanan "kukka” sanaksi "flower”, muuttaa kan-
nanvaihtomatriisi yhden kannan suhteen kirjoitetun koordinaattivektorin toisen kannan suh-
teen kirjoitetuksi koordinaattivektoriksi.

Olkoot S ja T avaruuden V kantoja. Tulemme osoittamaan, ettd talloin on olemassa kdan-
tyvd matriisi P, jolle pitee P[v]s = [v]7 kaikilla v € V. Matriisia P kutsutaan kannanvaihto-
matriisiksi.

Maaritelma 18.23. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, jolla on kannat & =
(V1y...,0,) ja T = (w1,...,w,). Kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan T' on matriisi

Pros= [[1_11]7’, RN [@n]T].

Kannanvaihtomatriisin sarakkeina ovat siis kannan S vektorien koordinaattivektorit kannan
T suhteen kirjoitettuina.

Esimerkki 18.24. Palataan vield esimerkkiin 18.20, jossa tarkasteltiin avaruuden R? kantoja
S = (171,172) jaT = (@1,@2), missa v; = (1, —2), Vg = (—2, 1) jaw; = (1,0), Wo = (1, 1).
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Madritetdan kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan 7. Tétd varten on kirjoitettava kan-
nan S vektorit kannan 7T vektoreiden lineaarikombinaatioina:

Vg = (_27 1) = _3(170) + (17 1) = _3,@1 + wa.

Nyt [o1]7 = (3,-2) ja [v2]7 = (=3,1), joten

3 -3
PT<—S: [_2 1]

Tarkistetaan vield, ettd matriisi toimii niin kuin pitddkin. Esimerkissé 18.20 laskimme, etté
vektorin a = (—1,—4) koordinaattivektorit kantojen S ja 7 suhteen ovat [als = (3,2) ja
[a]l7 = (3, —4). Nahdadn, ettd

Proslals = l_g _ﬂ B} = [_ﬂ = a]r

Seuraava lause varmistaa edellisen esimerkin havainnon: kannanvaihtomatriisi muuttaa yh-
den kannan suhteen kirjoitetun koordinaattivektorin toisen kannan suhteen kirjoitetuksi koor-
dinaattivektoriksi.

aivan kuten pitdakin.

Lause 18.25. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, jolla on kannat S ja T . Télloin

Pr.slals = la]7

kaikilla a € V.
Kannanvaihtomatriisi Pr.s on ainoa matriisi P, jolle pitee Plals = [a]lT kaikilla a € V.

Todistus. Merkitdan S = (v1,...,0,) ja T = (wy,...,wy). Oletetaan, ettd a € V. Olkoon
vektorin a koordinaattivektori kannan & suhteen

[als = (e1,...,¢n).
Toisin sanoen a = c1v1 + - - - + ¢, Uy. Nyt lausetta 18.22 kiyttden saadaan

C1

Preslals = [[oi]7, ..., [oal7] | 1 | = alvlr + -+ ealvnlr

Cn
= [Cll_)l + -+ cn'Dn]T = [C_L]T.

Osoitetaan sitten véitteen toinen osa. Oletetaan, ettd P on n X n-matriisi, jolle pitee Plals =
[a]7 kaikilla @ € V. Tamé& pétee erityisesti kaikilla kannan S vektoreilla. Jos v; on kannan
S vektori, sen koordinaattivektori kannan S suhteen on (0,...,0,1,0,...,0), missd luku 1 on
kohdassa . Toisin sanoen [v;]s = €;.

Oletuksen nojalla Pe; = P[v;]s = [v;]7. Toisaalta tiedetaén, ettd Pe; on i:s sarake matriisissa
P. Néin ollen matriisin P sarakkeet ovat kannan S vektorien koordinaattivektorit kannan 7
suhteen kirjoitettuina. Kannanvaihtomatriisin méaritelméan mukaan P = Pr_s. O
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Esimerkki 18.26. Polynomiavaruudella P, on esimerkin 18.3 mukaan kanta S = (1,x, z2).
Voidaan osoittaa, ettd silli on myos kanta 7 = (1,1 + z,1 + = + 22). Muodostetaan kannan-
vaihtomatriisi kannasta S kantaan 7.

Kannan S = (1,x,2%) vektoreiden koordinaattivektorit kannan 7 = (1,1 + 2,1 + = + 2?)
suhteen ovat [1]7 = (1,0,0), [z]r = (=1,1,0) ja [2%]7 = (0,—1,1). Kannanvaihtomatriisi
kannasta S kantaan 7 saadaan laittamalla ne matriisin sarakkeiksi:

1 -1 0
Pros=10 1 -1
0 0 1

Polynomin p = 4 — 3z + 722 koordinaattivektori kannan S suhteen on [p|s = (4, —3,7). Se saa-
daan muutettua koordinaattivektoriksi kannan 7 suhteen kertomalla kannanvaihtomatriisilla
Pres

1 -1 0 4 7
[p]T = PTHS[p]g =10 1 -1 -3 = |-10
0 0 1 7 7

Kannanvaihtoa vektoriavaruuden V kantojen S ja T valill4 on havainnollistettu alla kuvassa
18.53. Vektorin a € V koordinaattivektorit kantojen S ja T suhteen ovat avaruuden R™ alkioita.
Kannanvaihtomatriisi muuttaa yhden kannan suhteen kirjoitetun koordinaattivektorin toisen
kannan suhteen kirjoitetuksi koordinaattivektoriksi.

Vv
[ls [
PTeS _
« s [alT
R PS<—T R”
= (Pres)™

Kuva 18.53: Havainnekuva kannanvaihdosta kantojen S ja 7 valilla.

Kannanvaihtomatriisin kadanteismadtriisi toimii kannanvaihtomatriisina toiseen suuntaan.

Lause 18.27. Oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, jolla on kannat S ja T . Matriisin Pr_s
kadnteismatriist on kannanvaithtomatriisi kannasta T kantaan S. Toisin sanoen

(PT<—S)_1 = Psc.
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Todistus. Merkitdan S = (v1,...,0,) ja T = (w1, ..., wy).

Aloitetaan osoittamalla, ettd matriisi Pr.s = [[v1]T, ..., [Un]7] on kiddntyvé. Lauseen 10.7
nojalla riitdéd osoittaa, ettd matriisin sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.
Oletetaan siis, ettd ci[v1]7 + - -+ + cu[vn]7 = 0 joillakin ¢y, ..., ¢, € R. Téstd seuraa, etti

[c101 + -+ + cnUn]7 = 0. Nyt vektorin c1v1 + - - - + ¢, 0y, kaikki koordinaatit kannan 7 suhteen
ovat nollia eli
v+ -+ cpvn = 0wy + - - - + Ow,, = Oy

On siis osoitettu, ettd o1 + - -+ + ¢t = Oy. Koska jono (o1, ...,0,) on kanta, se on vapaa.
Néin ollen ¢; = 0,...,¢, =0, ja siten jono ([v1]7,..., [Uy]7) on vapaa.

Nyt siis tiedetédin, ettd kidnteismatriisi (Pr.s)~!' on olemassa. Osoitetaan vield, ettd se
on kannanvaihtomatriisi kannasta 7 kantaan S. Oletetaan, ettd a € V. Tiedetddn, etté
Pr. sla]s = [a]7. Kun tdméin yht#lon molemmat puolet kerrotaan kiinteismatriisilla (Pr.s) ™!,
saadaan [a]s = (Pr.s) ‘[a]r.

Matriisi (Pr.s)~! siis muuttaa kannan 7 suhteen kirjoitetut koordinaattivektorit kannan
S suhteen kirjoitetuiksi koordinaattivektoreiksi. Koska kannanvaihtomatriisi on lauseen 18.25
nojalla yksikisitteinen, pitee (Pr. s)™' = Psc. 1. O

Kannanvaihdon kahden kannan vélilld voi tehda jonkin kolmannen kannan kautta.

Lause 18.28. Oletetaan, etta V' on vektoriavaruus, jolla on kannat R, S ja T. Tdlloin

Prir = PresPscr.

Todistus. Osoitetaan, ettéd tulo Pr. sPs. g vaihtaa kannan R suhteen kirjoitetut koordinaat-
tivektorit kannan 7T suhteen kirjoitetuiksi koordinaattivektoreiksi. Toisin sanoen néytetéén,
ettd kaikilla a € V pétee

PrsPscrlalr = [a]T
Koska kannanvaihtomatriisit ovat lauseen 18.25 perusteella yksikésitteisiéd, seuraa tésta, etta

Py sPs. r on kannanvaihtomatriisi kannasta R kantaan 7.
Oletetaan, ettd a € V. Nyt

PrsPs.rla]r = Pres(Ps—rlalr) = Preslals = [a]T.

Siten Py, sPs. on kannanvaihtomatriisi kannasta R kantaan 7 eli Pr.sPs.r = Pr x.
O

Esimerkki 18.29. Avaruudella R? on kannat S = (0y,09,93) ja T = (w1, W2, w3), missi
v = (2,2,0), v2 = (0,2,2), v3 = (0,0,2) ja w; = (1,1,1), we = (1,1,0), ws = (1,0,0).
Selvitetddn kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan 7. Taméa voitaisiin tehdd suoraan kan-
nanvaihtomatriisin méaritelmén perusteella, mutta kdytetddn hieman erilaista tapaa. M&ari-
tetdén ensin kannanvaihtomatriisit kannoista S ja 7 luonnolliseen kantaan & = (ey, ez, e3).
Rakennetaan sen jidlkeen néaistd kahdesta matriisista kannanvaihtomatriisi Prs.

Aloitetaan kannanvaihtomatriisista Pg. s. Nyt on etsittdva kannan S vektorien koordinaat-
tivektori kannan £ suhteen. TAméa on hyvin helppoa. Koska

o1 = (2,2,0) = 2&; + 2&; + Oes,
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saadaan [v1]g = (2,2,0). Samalla tavalla [v2]e = (0,2,2) ja [v3]e = (0,0,2). Nyt kannanvaih-
tomatriisi on _ )

Pers=

O NN
NN O
N OO

Samaan tapaan méaritetddn kannanvaihtomatriisi kannasta 7 kantaan &:

111
Peer=1110
100

Nyt voidaan muodostaa kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan 7T siirtymall& ensin kan-
nasta S kantaan & ja sitten kannasta & kantaan T

Prs=PresPecs.

Kiytetidn vield hyviksi lausetta 18.27, jonka mukaan Pr. ¢ = (Pg.7)~'. Nyt siis

Edellé esitellyn menetelmén etu on, ettd vektorien koordinaatteja tarvitsee maérittad vain
luonnollisen kannan suhteen ja se on aina helppoa. Varsinainen tyo katkeytyykin kadnteis-
matriisin laskemiseen. (Kéanteismatrisiin maarittamisen vélivaiheet jatettiin téssd esimerkissé

esittamatta. )
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19 Lineaarikuvaus

Lineaarikuvaus on kuvaus vektoriavaruudelta toiselle. Se siilyttdéd vektoriavaruuden laskutoi-
mitukset: vektorien summa kuvautuu kuvavektorien summaksi, ja vektorin skalaarimonikerta
kuvautuu kuvavektorin skalaarimonikerraksi. Fi siis ole vilid kumpi tehddén ensin, kuvaami-
nen vai laskeminen.

Maiaritelmd 19.1. Olkoot V' ja U vektoriavaruuksia. Kuvaus L: V' — U on lineaari-
kuvaus, jos seuraavat ehdot patevét:

a) L(v+ w) = L(v) + L(w) kaikilla v,w € V

b) L(cv) = cL(v) kaikilla c e R jav € V.

Jos kuvaus L on lineaarikuvaus, voidaan myos sanoa, ettd L on [lineaarinen. Merkinté
L:V — U tarkoittaa, ettd vektoriavaruus V on kuvauksen L ldhtoavaruus. Vektoriavaruus
U on puolestaan kuvauksen L maaliavaruus.

Esimerkki 19.2. Tarkastellaan kuvausta f: R — R, f(x) = 3z. Osoitetaan, ettd f on line-
aarikuvaus (kuva 19.54).
Oletetaan, ettd v, u € R ja ¢ € R. Talloin

F(o+u) = 3(v+u) = 30+ 3u = f(v) + f(u)

ja
f(ev) = 3(cv) = ¢(3v) = cf (v).

Kuvaus f tayttad siis lineaarikuvauksen méaritelman ehdot.

flutv) = flu)+ f(v) /

fv)

fu)

—2u

U v oy+v

[t p(-2u) = —2f(u)

Kuva 19.54: Kuvaus f tayttda lineaarikuvauksen méaritelman ehdot.

140



Esimerkki 19.3. Tarkastellaan kuvausta g: R — R, g(z) = 2% — 2z + 1. Osoitetaan, etti g
ei ole lineaarikuvaus (kuva 19.55). Tdmén osoittamiseen riittaéd yksi tapaus, jossa lineaariku-
vauksen ehto ei toteudu.

Valitaan esimerkiksi v = —1 ja w = 2. Talléin g(v + w) = g(1) = 0, mutta

g(v) + g(w) =g(-1)+g(2) =24+5=71.

Siis g(—1 +2) # g(—1) + ¢g(2), joten g ei ole lineaarikuvaus.

Kuva 19.55: Kuvaus g ei ole lineaarikuvaus.
Esimerkki 19.4. Osoitetaan, ettd kuvaus
L: R?’ — RQ, L($1,$2,$3) = (7.1‘2, Tr1 — 3.1‘3)

on lineaarikuvaus. (Téssé vektorin (x1,x9, x3) kuvavektori pitéisi tarkalleen ottaen kirjoittaa
muodossa L((x1,x2,x3)) mutta on yleisesti sovittu, etté toiset sulut saa téssd jattdd pois.)
Oletetaan, ettd v = (v1,v9,v3) € R3, @ = (w1, w2, w3) € R3 ja c € R.

a) Huomataan, ettd

L(@ + ’U_J) = L(Ul + w1,V + wo, V3 + w3) = (7(’02 + wg), (1)1 + wl) — 3(1)3 + wg))
= (Tvy + Twa, v1 + w1 — vz — 3ws).

Toisaalta

L(v) + L(w) = (Tva, v1 — 3v3) + (Twa, w1 — 3ws)
= (Tvg + Twa, v +wy — 3vg — 3ws),

joten L(v+ w) = L(v) + L(w).
b) Niahdéén, etta

L(cv) = L(cvy, cva, cvz) = (Teva, cvr — 3cvg) = ¢(Tva, v — 3vs) = cL(v).

Siten L on lineaarikuvaus.
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Esimerkki 19.5. Kuvaus L: R? — R?, L(z1,72) = (2172, z1) ei ole lineaarikuvaus. Huoma-
taan nimittain, etta
L((1,1) + (1,0) = L(2,1) = (2,2)
ja
L(1,1) + L(1,0) = (1,1) + (0,1) = (1,2) # (2,2).

Siis L((1,1) + (1,0)) # L(1,1) + L(1,0), eikd kuvaus siten ole lineaarikuvaus.

Vaihtoehtoisesti voidaan myo6s tarkastella lineaarikuvauksen jalkimmaista ehtoa ja osoittaa,
ettd se ei padde. Huomataan, ettd L(2(1,1)) = L(2,2) = (4,2) ja 2L(1,1) = 2(1,1) = (2,2).
Siten L(2(1,1)) # 2L(1,1), eikd kuvaus ole lineaarikuvaus.

Esimerkki 19.6. Osoitetaan, ettd kuvaus L: R?> — Py, L(a,b) = az + b on lineaarikuvaus.
Oletetaan, etti (a,b), (c,d) € R? jar € R. Nyt
L((a,b) + (¢,d)) = L(a+¢,b+d) = (a+ )z + (b + d)
=ar+b+cx+d= L(a,b) + L(c,d)
ja
L(r(a,b)) = L(ra,rb) = rax + rb = r(ax + b) = rL(a,b).
Siten L on lineaarikuvaus.

Esimerkki 19.7. Jos tiedetddan kantavektorien arvot lineaarikuvauksessa, voidaan tdmén
avulla péaatelld kaikkien muidenkin vektoreiden arvot.

Olkoon L: R? — R3 lineaarikuvaus, jolle péitee L(1,0) = (1,4,5) ja L(0,1) = (0,—1,—1).
Madritetdén tdmén tiedon avulla vaikkapa vektorin (—3,4) kuva. Ensin kirjoitetaan vektori
(—3,4) annettujen kantavektoreiden lineaarikombinaationa: (—3,4) = —3(1,0) + 4(0,1). Nyt
saadaan

L(-3,4) = L(—3(1,0) +4(0,1)) = L(—3(1,0)) + L(4(0,1)) = —3L(1,0) + 4L(0,1)
= —-3(1,4,5) +4(0,—-1,-1) = (-3, —-16,—19).

Mista tahansa matriisista saadaan lineaarikuvaus. Kuvauksen arvot méaéritetdan kertomalla
vektoreita matriisilla.

Lause 19.8. Olkoon A on m X n-matriisi. Matriisin A mdaradmd kuvaus Ly: R® — R™,
La(v) = Av on lineaarikuvaus.

Tassd avaruuden R"™ alkiot tulkitaan n X 1-matriiseiksi.

Todistus. Oletetaan, ettd v,w € R"™ ja ¢ € R. Nyt matriisien kertolaskun ominaisuuksien
perusteella péatee

La(v+w) = A0 +w) = A+ Aw = Lo () + La(w)

ja
L(cv) = A(cv) = ¢(Av) = cL4(v).

Siten L 4 on lineaarinen. ]
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Esimerkki 19.9. Tutkitaan, millaisen lineaarikuvauksen méadrdavat matriisit

2 0 -1 0] . o -1
S O I

Matriisista A saadaan kuvaus L4: R? — R2, L4(v) = Av. Avaruuden R? vektori (z1,2)

kuvautuu siis vektoriksi

b B[]

Toisin sanoen L4(x1,x2) = (2x1,22). Tista ndhddédn, ettd kuvaus L4 venyttid vektoreita

x1-akselin suunnassa (kuva 19.56).

A LA A
VR

Kuva 19.56: Lineaarikuvaus L4 venyttaa vektoreita xi-akselin suunnassa.

Matriisista B saadaan puolestaan kuvaus Lp: R? — R?, jolle pitee

() =L A ][]

Kuvaus Lp peilaa vektorit xg-akselin suhteen (kuva 19.57).

Lp
S

A

Kuva 19.57: Lineaarikuvaus Lp peilaa vektorit xo-akselin suhteen.

Matriisi C' mééras kuvauksen Lo: R? — R2?, jolle pétee

el =B -]

Kuvaus L¢ kiertdd vektoreita 90° vastapaivddn eli positiiviseen kiertosuuntaan (kuva 19.58).
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Kuva 19.58: Lineaarikuvaus L¢ kiertdd vektoreita 90° positiiviseen kiertosuuntaan.
Voidaan osoittaa, ettd matriisin
cosp —sing
sin Cos ¢

madraamé lineaarikuvaus kiertdd vektoreita origon ympéri kulman ¢ verran (vastapiivain,
jos ¢ > 0, ja myOtapéiviin, jos ¢ < 0).

Tulemme myohemmin osoittamaan, etta jokainen lineaarikuvaus R™ — R"™ on jonkin mat-
riisin maaraamaé kuvaus. Seuraavat esimerkit antavat tastd esimakua.

Esimerkki 19.10. Tutkitaan kuvausta
L:R? — R4, L(xl, T9, .%'3) = (31‘1 + 4z + 3, 201 + 43, —T9, 222 + 3$3).

Kuvaus L on itse asiassa matriisin méaraédmaé lineaarikuvaus eli kuvauksen L arvot saadaan
kertomalla vektoreita jollakin matriisilla. Selvitetdédn tdmé matriisi.

Tutkitaan avaruuden R? vektorin (1, 22, r3) kuvavektoria ja muokataan sité niin, ettd ku-
vavektorissa nakyy matriisien tulo:

" 3x1 + 4xo + x3 3x1 + 4xo + 1x3 3 4 1 "
I xl . 2x1 + 4xs . 2x1 + Ozo + 423 - 2 0 4 xl
1‘2 o —I9 o 0z + (—1)1’2 + Ox3 0 -1 0 ZL’2
3 229 + 373 021 + 229 + 313 0o 2 3| L3
Siten kuvaus L on matriisin
3 4 1
2 0 4
D= 0 -1 0
0 2 3

méiirddma kuvaus, jolle pitee L(Z) = D7 kaikilla # € R3. Koska L on matriisin midrdima
kuvaus, se on lauseen 19.8 nojalla lineaarinen.

Esimerkki 19.11. Tarkastellaan kuvausta P: R? — R?, P(v) = projg, (0), joka projisoi tason
R? vektorit vektorin (1,0) virittdmalle aliavaruudelle (ks. kuva 19.59). Jos (v1,v2) € R?, niin
lauseen 13.14 perusteella

(Ulv ’Ug) ’ (17 0)

P(vi,v2) = (1,0) - (1,0)

(1,0) = v1(1,0) = (v1,0).
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Toisin sanoen P(vi,v2) = (v1,0).
Osoitetaan, ettd kuvaus P on lineaarinen etsimalld matriisi, jonka méardadmaé lineaarikuvaus
P on. Oletetaan, etté (z1,z2) € R Nyt
. 1 0 T1
- 0 0 xI9 ’

p T | _1m1+0m2
x9 10| |0z + 0xe

joten P on matriisin

1 0
00
méaaraama lineaarikuvaus. Siten P on lineaarinen.
P
A (1,2) A A
(3717 0)

(1,0)

Kuva 19.59: Kuvaus P projisoi vektorit vaaka-akselille.

Seuraava lause osoittaa, ettd lineaarikuvaus kuvaa nollavektorin aina nollavektoriksi.
Lause 19.12. Jos L: V — U on lineaarikuvaus, niin L(0y) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd L: V' — U on lineaarikuvaus. Nyt

L(Ov) = L(0y + 0y) = L(0v) + L(0v).

Lisitdin tdmén yhtdlén molemmille puolille avaruuden U vektori —L(0y), jolloin saadaan

L(0y) = L(0v) = L(0v) + L(Ov) — L(Ov).

Tisté seuraa, ettd 0y = L(0y). Siten viite on todistettu. O

19.1 Lineaarikuvausten yhdistetyt kuvaukset

Oletetaan, ettd L: V — U ja T: U — W ovat lineaarikuvauksia. Yhdistetty kuvaus® T o L
tarkoittaa kuvausta V. — W, jolle péatee

(ToL)(v)=T(L(v)) eli v~ T(L(v))
kaikilla v € V.

2Yhdistetyisté kuvauksista voidaan puhua muidenkin kuvausten kuin lineaarikuvausten yhteydessi. Talld kurs-
silla keskitytdan kuitenkin lineaarikuvauksiin.
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Esimerkki 19.13. Esimerkissd 19.9 esiteltiin peilaus Lg: R? — R2?, Lg(x,22) = (—x1, 22)
ja kierto Lo: R?2 — R2, Lo(z1,22) = (—w2,21). Koska kuvauksen Lp maalijoukko on sama
kuin kuvauksen L¢ ldhtojoukko, voidaan méaaritelld yhdistetty kuvaus Lo o L. Téméa kuvaus

ensin peilaa vektorit xs-akselin suhteen ja sen jalkeen kiertaé niita 90° vastapaivaan (ks. kuva
19.60). Vektorin (x1,z2) € R? kuvavektori on

(Lc o Lp)(x1,x2) = Lo(Lp(x1,%2)) = Lo(—w1,22) = (—x2, —21).
Saadaan siis kuvaus Lo o Lp: R? — R2? (21, 22) > (—x2, —21).

LB LC

A A

Kuva 19.60: Kuvaukset Lp ja Lo voidaan yhdistaa.

Lause 19.14. Oletetaan, ettd L: V — U ja T: U — W ovat lineaarikuvauksia. Télldin
yhdistetty kuvaus T o L: V — W on lineaarinen.

Todistus. Oletetaan, ettd v, vo € V ja a € R. Tarkistetaan lineaarikuvauksen méaaritelméan
ehdot:

a) Yhdistetyn kuvauksen méaritelmén ja kuvausten L ja T lineaarisuuden avulla saadaan

(T'o L) (01 + v2) = T(L(01 + 02)) = T(L(01) + L(v2)) = T(L(v1)) + T(L(v2))
= (T'o L)(01) + (T o L)(02)

b) Nahdaén, etta
(T o L)(avy) = T(L(avy)) = T(aL(v1)) = aT(L(v1))) = a(T o L)(v1). O

Jos kuvaukset ovat matriisien maardamia lineaarikuvauksia, niiden yhdistdminen vastaa
matriisien kertomista keskenéan.
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Lause 19.15. Oletetaan, ettd A on m X n-matriisi ja B on p X m-matriisi. Talléin
LpoLa= Lpa,

eli tulomatriisin BA mdaradmd kuvaus L 4: R™ — RP on sama kuvaus kuin yhdistetty kuvaus
LpoLy: R" — RP,

Todistus. Oletetaan, ettd v € R™. Talloin matriisien laskusédantdjen mukaan
Lpa(v) = (BA)v = B(Av) = Lp(Av) = Lp(La(v)) = (L o L4)(v).
Siis Lga: R®" - RP ja Lg o L4: R™ — RP ovat sama kuvaus. O

Esimerkki 19.16. Esimerkissd 19.9 kuvaus L g saatiin matriisista
-1 0
B =

ja kuvaus Lo matriisista

Naiiden matriisien tulo on

eof [ 4-[2

Tami tulomatriisi médrittid kuvauksen R? — R2, jolle pitee (21, 72) — (—x2, —21). Toisaalta
esimerkissd 19.13 néhtiin, ettd yhdistetylle kuvaukselle Lo o Lp pétee (x1,x2) — (—z2, —1).
Kyseessé on siis sama kuvaus aivan kuten lauseen 19.15 perusteella pitddkin olla.

19.2 Aliavaruuden kuva lineaarikuvauksessa

Maaritelma 19.17. Oletetaan, etta L: V — U on lineaarikuvaus. Vektoriavaruuden V'
aliavaruuden W kuva kuvauksessa L on joukko

LW = {L(@) | @ € W.

Aliavaruuden kuva koostuu siis kaikista niistd maaliavaruuden vektoreista, joille kuvautuu
jokin aliavaruuden W vektori. Yleisesti kuvauksien yhteydessd voidaan puhua osajoukon ku-
vasta. Talla kurssilla keskitytdan kuitenkin lineaarikuvauksiin ja aliavaruuksien kuviin lineaa-
rikuvauksissa.
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Kuva 19.61: Aliavaruuden W kuva lineaarikuvauksessa L on maaliavaruuden osajoukko.

Esimerkki 19.18. Tarkastellaan lineaarikuvausta L: R? — R?, L(x1,z2) = (z1, —x2), joka
peilaa jokaisen pisteen xj-akselin suhteen.

Kuva 19.62: Lineaarikuvaus L peilaa vektorit vaaka-akselin suhteen.

Selvitetdan, miké on aliavaruuden W = span((3,1)) kuva kuvauksessa L. Tutkitaan asiaa
ensin piirroksen avulla (kuva 19.63). Aliavaruus W on vektorin (3, 1) suuntainen origon kautta
kulkeva suora. Koska L peilaa kaiken xj-akselin suhteen, tuntuisi jarkeenkayvélté, ettd myos
suoran W peilautuisi samaisen akselin suhteen. Suoran kuva olisi siten origon kautta kulkeva
suora. Piirroksen perusteella tdmén suoran virittdjd on vektori (3, —1).

L

W =span((3,1)) LW = span((3,—1))

Kuva 19.63: Aliavaruus W ja sen kuva LW.

148



Maaritetdan viela tdsmallisesti aliavaruuden W kuva:

LW = {L(®) | & € W}
= {L(w) | w € span((3,1))}
= {L(@) | @ = t(3,1) jollakin ¢ € R}
= {L(t(3,1)) | t € R}
= {tL(3,1) | t € R}
= {t(3,~1) |t e R}

= span((3,—1)).
Néin ollen aliavaruuden W kuva kuvauksessa L on vektorin (3, —1) virittdmé aliavaruus.

Esimerkki 19.19. Mééritetddn aliavaruuden W = span((1,0, 3), (0,2, —1)) kuva lineaariku-
vauksessa L: R? — R? L(x1,29,23) = (23, 271 + 22). Huomataan, etti

LW ={L(w) |we W}
={L(w) | w=a(1,0,3) + b(0,2, —1) joillakin a,b € R}
= {L(a(1,0,3) +b(0,2,-1)) | a,b € R}
= {aL(1,0,3) + bL(0,2,~1) | a,b € R}
={a(3,2) +b(—1,2) | a,b e R}
= span((3,2), (—1,2)).

Siten LW on vektoreiden (3,2) ja (—1,2) virittdm4 aliavaruus.

Edellisissé esimerkeissa aliavaruuden W kuva oli aina myoskin alivaruus. Voidaan osoittaa,
ettd lineaarikuvauksessa aliavaruudet kuvautuvat aliavaruuksiksi.

Lause 19.20. Oletetaan, ettd L: V — U on lineaarikuvaus. Jos W on avaruuden V aliava-
ruus, nin kuva
LW ={L(w) |we W}

on avarvuden U aliavaruus.

Todistus. Lauseen todistus jatetddn harjoitustehtavaksi. O
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20 Ydin ja kuva

20.1 Lineaarikuvauksen ydin

Lineaarikuvauksen ydin koostuu kaikista niistd vektoreista, jotka kuvautuvat nollavektorille.

Maiaritelmé 20.1. Oletetaan, ettd L: V' — U on lineaarikuvaus. Sen ydin on joukko

KerL ={v e V | L(v) = 0}.

Kuva 20.64: Lineaarikuvauksen L ydin koostuu kaikista niistd vektoreista, jotka kuvautuvat
nollavektorille.

Tarkastellaan esimerkin 19.11 projektiokuvausta P: R? — R2? P(z1,72) = (21,0). Esi-
merkiksi vektori (0,—2) on kuvauksen P ytimessd, sillda P(0,—2) = (0,0). Toisin sanoen
(0, —2) € Ker P. My®és vaikkapa vektori (0,1/5) on kuvauksen ytimessé.

Huomaa, ettéd ydin on aina joukko eiké jokin yksittdinen vektori. Monesti on olemassa useita
vektoreita, jotka kuvautuvat nollavektorille. Ytimessa saattaa olla siis yksi alkio tai useam-
pia alkioita. Lineaarikuvauksen ydin ei ole koskaan tyhja joukko, silld lauseen 19.12 mukaan
nollavektori on aina kuvauksen ytimessé.

Merkinta Ker tulee englannin kielen sanasta “kernel”; joka tarkoittaa ydinta.

Esimerkki 20.2. Miiritetédén projektiokuvauksen P: R? — R?, P(xy,z2) = (x1,0), ytimen
kaikki alkiot. Huomataan, etté

Ker P = {5 € R? | P(5) = 0} = {(v1,v2) € R? | (v1,0) = (0,0)}
= {(Ul,vg) € RQ | v = O} = {(0,’02) | Vo € R} = {UQ(O, 1) | Vo € R}
= span((0,1)).
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Lineaarikuvauksen P ydin on siis vektorin ey = (0, 1) virittdma aliavaruus eli origon kautta
kulkeva, vektorin és suuntainen suora (ks. kuva 20.65).

P

A

Ker P

Kuva 20.65: Lineaarikuvauksen P ytimen vektorit kuvautuvat nollavektoriksi.
Esimerkki 20.3. Miiritetdin esimerkin 19.4 lineaarikuvauksen L: R3 — R2,
L(x1, 2, 73) = (Tx2, 71 — 313)

ydin. Vektori (z1,22,73) € R on ytimessi, jos ja vain jos (7ze, z1 — 3x3) = (0,0). Tésti
saadaan yhtaloryhma
Treo =0
x1 — 3z3 = 0.

Yhtéloryhmén ratkaisuksi saadaan Gaussin-Jordanin menetelméllé

r1 = 38
Tro9 =
r3 = s, missd s € R.

Siten Ker L = {(3s,0,s) | s € R}.
Huomataan, ettéd {(3s,0,s) | s € R} ={s(3,0,1) | s € R} eli ydin Ker L on vektorin (3,0, 1)
virittdma aliavaruus span((3,0,1)).

Esimerkki 20.4. Miéritetdin esimerkin 19.6 lineaarikuvauksen L: R? — Py, L(a,b) = az+b,
ydin. Vektori (a,b) € R? on ytimessd, jos ja vain jos ax + b on nollapolynomi 0. Tamé pitee,
jos ja vain jos a = 0 ja b= 0. Siten Ker L = {(0,0)}.

Tassékin tapauksessa ydin on siis aliavaruus.

Lause 20.5. Oletetaan, ettd L: V — U on lineaarikuvaus. Tdlldin ydin Ker L on avaruuden
V' aliavaruus.

Todistus. Ensinndkin Ker L on méaritelmansd mukaan vektoriavaruuden V osajoukko.
Oletetaan, ettd w,u € Ker L ja ¢ € R. Nyt siis L(w) = 0 ja L(u) = 0.

a) Kuvauksen L lineaarisuuden nojalla L(w + u) = L(w) + L(a) = 0+ 0 = 0. Koska
L(w + @) = 0 ja ytimeen kuuluvat kaikki nollavektorille kuvautuvat vektorit, pétee
w +u € Ker L.
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b) Kuvauksen L lineaarisuuden nojalla myds L(cw) = cL(w) = c0 = 0. Koska L(cw) = 0 ja
ytimeen kuuluvat kaikki nollavektorille kuvautuvat vektorit, patee cw € Ker L.

c¢) Lauseen 19.12 perusteella L(0y) = Oy, joten Oy € Ker L.
Siten Ker L on avaruuden V aliavaruus. O

Lineaarikuvaus L: V — U on injektiivinen® tai injektio, jos eri vektoreilla on aina eri kuvat.
Toisin sanoen kaikilla v,w € V ehdosta L(v) = L(w) seuraa v = w. Kullekin maalijoukon
alkiolle kuvautuu siis korkeintaan yksi laht6joukon alkio.

Vaikkapa esimerkin 19.11 projektiokuvaus P: R? — R2 P(xq,72) = (21,0) ei ole injektio,
silli P(1,1) = (1,0) ja P(1,2) = (1,0).

Lineaarikuvauksen ydin kertoo, onko kuvaus injektio.

Lause 20.6. Lincaarikuvaus L: V — U on injektio, jos ja vain jos Ker L = {0}.

Todistus. "=": Oletetaan ensin, etti L on injektio. Osoitetaan, ettd Ker L = {0}. Tiedetéén,
ettd L(0) = 0, joten 0 € Ker L. Injektiivisyyden nojalla mikéin muu vektori ei voi kuvautua
nollavektorille, joten ytimessi on vain yksi vektori, 0.

"<": Oletetaan sitten, ettd Ker L = {0}. Osoitetaan, etti L on injektio. Oletetaan, etti
vektoreille v, w € V pétee L(v) = L(w). Lisd&dmalla yht&lon molemmille puolille vektori —L(w),
saadaan L(v)— L(w) = 0. Koska L on lineaarikuvaus, seuraa tisté, etti L(v—w) = 0. Siis 9—w
on ytimen alkio. Koska Ker(L) = {0}, tiytyy pited v —w = 0. Kun tidmin yhtilon molemmille
puolille lisdtédédn vektori w, saadaan v = w. On siis osoitettu, ettd L on injektio. ]

Esimerkki 20.7. Esimerkissé 20.3 nihtiin, ettd lineaarikuvauksen L: R3 — R2, L(zy, 22, 23) =
(Txa, 1 — 3xs), ydin on {(3s,0,s) | s € R}. Koska ytimessé on muitakin vektoreita kuin nol-
lavektori, ei kuvaus ole injektio.

Esimerkiss# 20.4 puolestaan piiteltiin, etti lineaarikuvauksen L: R? — Py, L(a,b) = ax+b,
ydin on {(0,0)}. Koska ytimen ainoa vektori on nollavektori, on kuvaus injektio.

20.2 Lineaarikuvauksen kuva

Aiemmin késittelimme aliavaruuden kuvaa lineaarikuvauksessa. Vektoriavaruus on aina itsensé
aliavaruus, ja monesti onkin kiinnostavaa tutkia koko ldhtéavaruuden kuvaa. Toisin sanoen
tutkitaan niiden maaliavaruuden vektoreiden joukkoa, joille kuvautuu jotakin.

Maiaritelméd 20.8. Oletetaan, ettd L: V — U on lineaarikuvaus. Sen kuva on joukko

ImL =LV ={L(®)|veV}

Lineaarikuvauksen kuva on erikoistapaus aiemmin méaritellysta aliavaruuden kuvasta. Nyt
aliavaruutena on koko vektoriavaruus V. Lineaarikuvauksen kuva on sama asia kuin koulusta
tuttu arvo- eli kuvajoukko. Merkintd Im tulee englannin kielen sanasta “image”, joka tarkoittaa
kuvaa.

3Injektiivisyydesté voidaan puhua muidenkin kuvausten kuin lineaarikuvausten yhteydessé.
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Kuva 20.66: Lineaarikuvauksen L kuvalla tarkoitetaan lahtoavaruuden kuvaa.

Esimerkki 20.9. Tutkitaan jélleen kuvausta P: R? — R?, P(z1,22) = (21,0), joka projisoi
vektorit xj-akselille. Muun muassa vektori (1,0) on kuvan Im P alkio, sill& se on esimerkiksi
alkion (1,2) kuvavektori (kuva 20.67). Vektori (1,1) puolestaan ei ole kuvan Im P alkio, silld
mikaan vektori ei kuvaudu (eli projisoidu) vektorille (1,1). Projektio P on nimittdin méadritelty
niin, ettd kuvavektorin toinen komponentti on aina nolla.

P
A (1,2) A A

(551:%2)

Kuva 20.67: Vektori (1,0) on kuvauksen P kuvassa, mutta vektori (1,1) ei ole.

Miéaritetdédn sitten projektiokuvauksen P kuva eli kaikki ne maaliavaruuden vektorit, joille
kuvautuu jotakin. Tutkitaan asiaa ensin hieman epétédsmaéllisesti. Koska P projisoi vektorei-
ta xp-akselille, ovat kaikki kuvavektorit xi-akselin suuntaisia vektoreita. Toisaalta jokaiselle
x1-akselin suuntaiselle vektorille projisoituu jotakin. (Jokainen zj-akselin suuntainen vekto-
ri on oma projektionsa.) Siten kuva Im P nayttdd koostuvan kaikista zj-akselin suuntaisista
vektoreista. Toisin sanoen Im P = span((1,0)).

Maéritetdan vield tdsmaéllisesti lineaarikuvauksen P kuva:

ImP={P(x)|ze R2} ={P(x1,x2) | z1,22 € R} = {(21,0) | 1,22 € R}
= {(21,0) | z1 € R} = {z1(1,0) | 21 € R} = span((1,0)).
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Siten Im P = span((1,0)) aivan kuten arveltiinkin (kuva 20.68).

Im P

Kuva 20.68: Lineaarikuvauksen P kuva on vektorin e; virittamaé aliavaruus.
Esimerkki 20.10. Tutkitaan lineaarikuvauksen L: R? — R3,
L(z1,22) = (4z1 + 1022, VBx1 + 29, —3x9),
kuvaa Im L, joka on avaruuden R? osajoukko. Huomataan, etté

ImL = {L(v) | v € R*}
={L(vy,v2) | v1,v2 € R}
= {(4v1 + 10vz, V51 + v2, —3v) | v1,v2 € R}
= {(4v1, V/5v1,0) 4 (1009, v9, —3v2) | v1,v0 € R}
= {v1(4,V5,0) +v2(10,1,-3) | v1,v2 € R}
= span((4,/5,0), (10,1, —3)).
Siten kuva Im L on vektorien (4,+/5,0) ja (10,1, —3) virittima aliavaruus.

Esimerkki 20.11. Méiritetéiéin esimerkin 19.6 lineaarikuvauksen L: R? — Py, (a,b) — az+b
kuva. Ndhd&aén, etta

ImL = {L(’I_)) ‘ v e Rz} = {L(Ul,UQ) | v1,V2 € R} = {’Ul.TU + v9 | V1,02 € R} =P.
Siten kuva on koko avaruus P;.

Lineaarikuvauksen kuva on aina maaliavaruuden aliavaruus.

Lause 20.12. Oletetaan, ettd L: V — U on lineaarikuvaus. Tdalldin kuve Im L on avaruuden
U alicvaruus.

Todistus. Vektoriavaruus V on itsensa aliavaruus. Nyt lauseen 19.20 nojalla kuva LV =Im L
on avaruuden U aliavaruus. U
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Esimerkki 20.13. Tarkastellaan matriisin

A=

W N =
Ut s O

midradméad lineaarikuvausta L 4: R? — R3, jolla L4(7) = AZ. (Lauseen 19.8 nojalla tiedetiiin,
ettd kysymyksessd on lineaarikuvaus). Tamén lineaarikuvauksen kuva on méaéritelmén 20.8

mukaan
ImLy={Ls(Z)|ZeR? ={Az |z € R?}.

Oletetaan, ettd z € R? ja lasketaan tulo AZ:

Lo]r, 121 1 0
Az = |2 4 Lcl‘| = (221 +4ao| =21 |2| + 22 |4
3 5| L7 321 + By 3 5

Havaitaan, ettd lineaarikuvauksen L 4: R? — R? kuvan muodostavat matriisin A sarakkeiden
lineaarikombinaatiot. Kuva Im L4 on siis matriisin A sarakkeiden virittimi avaruuden R3
aliavaruus.

Lineaarikuvaus L: V — U on surjektiivinen® eli surjektio, jos jokaiselle avaruuden U alkiolle
kuvautuu jokin avaruuden V alkio. Siten lineaarikuvaus L: V — U on surjektio, jos ja vain
jos sen kuva on koko maaliavaruus eli Im L = U.

Lineaarikuvausta L: V — U voidaan nyt luonnehtia sen ytimen ja kuvan avulla.

e Kuvaus L on injektio, jos ja vain jos Ker L = {0}.

e Kuvaus L on surjektio, jos ja vain jos Im L = U.

4Surjektiivisuudesta voidaa puhua muidenkin kuvausten kuin lineaarikuvausten yhteydessa.
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21 Isomorfismi

Kuvaus on bijektitvinen eli bijektio, jos se on sekd injektio ettd surjektio. Télloin kullekin
maalijoukon alkiolle kuvautuu tasmaélleen yksi lahtojoukon alkio.

Maaritelma 21.1. Isomorfismi on bijektiivinen lineaarikuvaus.

Jos vektoriavaruuksien V ja U vililla on isomorfismi, sanotaan, ettd V' ja U ovat isomorfiset.
Talloin merkitdédn V =2 U. Isomorfiset vektoriavaruudet ovat ominaisuuksiltaan samankaltai-
set.

Esimerkki 21.2. Osoitetaan, ettd kuvaus L: R? — Py, L(a,b) = ax + b on isomorfismi.
Esimerkin 19.6 perusteella kuvauksen tiedetddn olevan lineaarikuvaus. Lisdksi on osoitettava,
ettd kuvaus on bijektio eli ettd kuvaus on seké injektio etté surjektio. Kuvauksen ydin Ker L on
esimerkin 20.4 mukaan {(0,0)}, joten kuvaus on injektio. Kuva Im L puolestaan on esimerkin
20.11 nojalla koko maalijoukko P;. Siten L on surjektio. Néin ollen L on bijektio ja edelleen
isomorfismi.

Koska L on isomorfismi, vektorivaruudet R? ja P; ovat isomorfisia. Huomataan, etti ava-
ruudet muistuttavat toisiaan. Seké alkiossa (a,b) ettéd alkiossa ax + b ndkyvéit reaaliluvut a
ja b. Kaikki oleellinen tieto alkiosta sisdltyy néihin reaalilukuihin. Lisdksi ndmé reaaliluvut
kayttaytyvat samalla tavoin yhteenlaskussa ja skalaarikertolaskussa. Tata on havainnollistet-
tu taulukossa 21.1.

Vektoriavaruus summa

R? (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

Py (ax +b) + (cx+d) = (a+c)x + (b+d)
Vektoriavaruus skalaarimonikerta

R? r(a,b) = (ra,rb)

Py r(ax 4+ b) = rax +rb

Taulukko 21.1: Vektorien yhteenlasku ja skalaarikertolasku avaruuksissa R? ja P;.

Maaritelma 21.3. Oletetaan, ettd L: V' — U on kuvaus. Jos on olemassa kuvaus
T:U — V, jolle patee
ToL=idy ja LoT =idy,

sanotaan, ettd kuvaus 7' on kuvauksen L kddnteiskuvaus.

Téassd merkinta idy tarkoittaa avaruuden V identtistd kuvausta: idy:V — V, jolla v — v
kaikilla v € V. Vastaavasti idy tarkoittaa avaruuden U identtistd kuvausta. Kddnteiskuvauksen
ehto voidaan siis kirjoittaa my6s muodossa

T(L(v))=v kaikilaveV  ja L(T(u)) =u kaikilla u € U.
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Kuvauksen L kidnteiskuvausta merkitddn L', Kaikilla kuvauksilla ei ole kidnteiskuvausta.
Huomaa, ettd kddnteiskuvauksista voidaan puhua muidenkin kuvausten kuin lineaarikuvausten
yhteydessa.

Esimerkki 21.4. Osoitetaan, ettd kuvauksen L: R? — Py, L(a,b) = ax + b kdidnteiskuvaus
on kuvaus T: P; — R? T'(az + b) = (a,b). Olkoon (a,b) € R%. Nyt

(T'oL)(a,b) =T(L(a,b)) = T(ax + b) = (a,b),
joten T o L = idp2. Toisaalta
(LoT)(ax +b) = L(T(ax + b)) = L(a,b) = ax + b,
joten L oT = idp,. Siten T on kuvauksen L kiiéinteiskuvaus eli T = L.

Voidaan osoittaa, ettd kuvauksella L on kadnteiskuvaus, jos ja vain jos L on bijektio. Téasta
saadaan seuraava tulos:

Lause 21.5. Lineaarikuvaus on isomorfismi, jos ja vain jos silld on kddnteiskuvaus.
Lineaarikuvauksen kéaénteiskuvaus on aina lineaarinen, kuten seuraava lause osoittaa.
Lause 21.6. Jos lineaarikuvauksella on kddnteiskuvaus, niin kddnteiskuvaus on lineaarinen.

Todistus. Oletetaan, ettd, L: V — U on lineaarikuvaus, jolla on kidnteiskuvaus L=1: U — V.
Talloin L on isomorfismi lauseen 21.5 nojalla.

Oletetaan, ettd 1, s € U ja ¢ € R. Koska L on isomorfismina surjektiivinen, on olemassa
vektorit vy, vo € V, joille pitee L(v1) = 11 ja L(v2) = . Huomaa, ettd talloin v; = L~ (1)
ja v = L71<’17,2). Nyt

LY ay + 1) = L™YL(01) + L(v2)) = L™ HL(0y + 02)) = 0y + 72
= L7 Yay) + L™ Y(ao)
ja
LY (cty) = L7 (cL(01)) = LY L(ev)) = ety = eL ™ (ay).
Siten L~! on lineaarikuvaus. ]

Lause 21.7. Oletetaan, etta V, U ja W ovat vektoriavaruuksia. Tdllgin
a) V2V
b) jos V=U, niin U=V
c) josV=UjaU=ZW, niin V=2W.

Todistus.

a) Ei ole vaikea osoittaa, ettd identtinen kuvaus id: V' — V, id(v) = v on bijektiivinen
lineaarikuvaus. Siten se on isomorfismi vektoriavaruudelta V itselleen.

b) Oletetaan, ettid L: V — U on isomorfismi. Talléin silld on kdinteiskuvaus L=': U — V,
joka on lineaarinen lauseen 21.6 nojalla. Lisiksi lineaarikuvauksella L~! on kiinteisku-
vaus L. Siten L~! on isomorfismi lauseen 21.5 nojalla.

c) Todistus jétetddn harjoitustehtavéksi. O
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22 Kanta ja lineaarikuvaukset

Esimerkissd 19.7 naytettiin, miten kantavektorien kuvavektoreista voidaan johtaa kaikkien
muidenkin vektorien kuvavektorit, jos kuvauksen tiedetddn olevan lineaarikuvaus. Vieldkin
vahvempi tulos pitaéd paikkansa. Lineaarikuvaus voidaan jopa maddritelld antamalla pelkkien
kantavektorien arvot.

Tulemme nikemédn, ettd on mahdollista médritelld lineaarikuvaus L: R* — R? asettamalla
esimerkiksi

L(ey) =(1,5,-2), L(ea)=1(0,0,0), L(es)=(-1,2,6), L(es) =(7,4,4).

Tastd kuvauksesta ei tarvitse antaa mitddn muuta tietoa kun arvot kantavektoreilla. Seuraava
lause nimittain osoittaa, ettd on todellakin olemassa lineaarikuvaus, joka toteuttaa ndmaé nelja
ehtoa, eikd muita ehdot tayttavia lineaarikuvauksia ole.

Lause 22.1. Olkoot V ja U wektoriavaruuksia. Oletetaan, etti (vi,...,0,) on avarvuden V
kanta ja uy,...,u, € U. Talloin on olemassa tismalleen yksi lineaarikuvaus L:'V — U, jolle
patee L(v;) = u; kaikilla i € {1,...,n}.

Todistus. Koska (v1,...,0,) on oletuksen mukaan avaruuden V kanta, niin jokaisella w € V'
on olemassa yksikésitteiset reaaliluvut wi ..., wy,, joille pitee w = wyv1 + wava + - - - + Wy Uy
Maéritelldan kuvaus L: V — U asettamalla
L(w) = w1 + watia + - -+ + Wy iy,
missd luvut w; ..., w, ovat kuten ylla. (Kyseessd ovat siis vektorin w koordinaatit kannan
(v1,...,0,) suhteen.) Koska kertoimet wi, ... w, ovat yksikésitteiset, on vektorin w kuvavek-
tori L(w) yksikésitteisesti méératty. Lisdksi koska U on vektoriavaruus ja 1, ..., 4, € U, niin
myo0s lineaarikombinaatio wit; + wotia + - - - + wpuy, € U. Néin vektorin w kuvavektori L(w)
kuuluu maaliin U. Siis L on todella kuvaus V — U.
Osoitetaan, ettd L on etsitty kuvaus. Naytetadn ensin, ettd kantavektorit kuvautuvat halu-
tulla tavalla. Jos i € {1,...,n}, niin
v; = 001 + - - - + 00;—1 + 1v; + 0v; 1 + Oy,

Siten kuvauksen L mééaritelmin mukaan

L(Q_}Z') =0uy + -+ 0uj—1 + 1u; + Otti4-1 + Ouy, = ;.
Néytetadn lisdksi, ettd L on lineaarikuvaus. Oletetaan, ettd z,y € V. Nyt

T =201 + X202+ -+ TpUyp ja Y =1yY101 + Y202+ -+ YpUn
joillakin x1,..., %, y1,- ..,y € R. Nahdaén, etta
L(z+y) = L((2101 + 2202 + - - + Zp¥p) + (Y101 + Y202 + - - + YnUy))

= L((z1 +y1)v1 + (22 + y2)V2 + - -+ + (@0 + Yn)Vn)

= (1 +y1)ur + (w2 + y2)u2 + - + (T + Yn)Un

= (z1U1 + TaUp + - -+ + Tpln) + (Y1U1 + Y2uz + - + Ynln)

= L(7101 + 2202 + -+ - + Ty ¥p) + L(y101 + Y2U2 + -+ - + YnVn)
= L(z) + L(y).
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Oletetaan vielé, ettd ¢ € R. Nyt

L(cz) = L(c(z101 + 2202 + - -+ + 2 Uy))
= L(cx101 + cxoUy + + -+ + cxpUyp)
= cxriu] + cxraug + - -+ + crpuy
= c(x1uy + 22U + -+ - + Tply)
= cL(x101 + 2202 + -+ - + TpVp)
= cL(Z).

Siten L on lineaarikuvaus. On siis olemassa vahintdan yksi kuvaus, joka tadyttda annetut ehdot.
Osoitetaan sitten, ettd lauseen vaatimukset tdyttdvid lineaarikuvauksia on enintddn yksi.
Oletetaan, ettd L: V — U ja T: V — U ovat molemmat lineaarikuvauksia, joille patee

L(0y) = 1, L(03) = @g, ..., L(0,) = 1y ja
T(/l_)l) = ﬂ17T(1_)2) = aQ, c. ,T(T;n) = an'

Osoitetaan, ettd kuvaukset L ja T' ovat samat.
Oletetaan, ettd v € V. Talloin v = a1v1+- - - +a, Uy, joillakin aq, ..., a, € R, silla (v1,...,0,)
on avaruuden V kanta. Kuvausten L ja T lineaarisuutta kayttéden saadaan

L(v) = L(a1v1 + -+ + anvp) = a1 L(v1) + - - - + an L(vy)
=ajty + -+ apty = a1 T(v1) + - + ap, T (vy)
= T(a1171 + -+ anz_)n) = T(’Z_)).
Kuvauksilla L: V — U ja T: V — U on samat arvot, joten ne ovat sama kuvaus.
Siten lauseen ehdot téyttavia lineaarikuvauksia on tdsmélleen yksi. O

Adrellisulotteisen vektoriavaruuden tapauksessa lineaarikuvauksen ytimen ja kuvan dimen-
siot riippuvat toisistaan.

Lause 22.2 (Dimensiolause). Olkoot V' ja U vektoriavaruuksia. Oletetaan, etta V' on dadrellis-
ulotteinen. Olkoon L:V — U lineaarikuvaus. Talloin

dim(V) = dim(Ker L) 4+ dim(Im L).

Todistus. Olkoon (v1,...,v;) aliavaruuden Ker L kanta. Koska jono (v1,...,7x) on vapaa, se
voidaan lauseen 18.11 nojalla tdydentdé vektoriavaruuden V kannaksi (01, ..., Ok, Ug41, - - - Up)-
Nyt siis dim(Ker L) = k ja dim(V') = n. Osoitetaan, ettd (L(Ug+1), ... L(uy,)) on aliavaruuden
Im L kanta, jolloin dim(Im L) = n — k. Tdmé todistaa véitteen.

Osoitetaan ensin, ettd (L(ug41),. .., L(uy)) virittdd aliavaruuden Im L. Olkoon w € Im L.
Télloin on olemassa v € V, jolle patee w = L(v). Toisaalta tiedetdédn, etta (v1, . . ., Vg, Ukt1, - - - Up)
on avaruuden V kanta, joten

U =a1V1 + -+ apl; + Qpp1Uk41 + - + apln
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joillakin ay,...,a, € R. Nyt

w = L(v) = L(a101 + -+ + axUk + ap1Ug+1 + -+ + anlin)
=a1L(v1) + - + ap L(Vg) + ap1 L(Ug41) + - + anL(ty)
=04+ 0+ appa L(Ugsr) + -+ + an (i),

silld L(vy1), ..., L(vx) € Ker L. Siten jokainen aliavaruuden Im L alkio voidaan kirjoittaa vek-
toreiden L(tgy1), ..., L(u,) lineaarikombinaationa eli

Im L = span(L(ug41), - .- L(un)).
Osoitetaan sitten, ettd jono (L(ugy1),...L(u4y)) on vapaa. Oletetaan, etté
1 L(Ugy1) + -+ cnL(ay) =0
joillakin ¢gy1,...,¢cp € R. Nyt
L(Ch1Uksr + -+ + cplin) =0,

joten cx4qUgy1 + -+ + cptty, € Ker L. Néin ollen vektori cxqtgy1 + - -+ + cptly voidaan kir-
joittaa aliavaruuden Ker L kannan alkioiden lineaarikombinaationa. On siis olemassa luvut
b1,...,br € R, joille pitee

Ch1Uky1 + -+ + Cplly = D101 + -+ + bV
Téastéa saadaan yhtélo
—b101 — -+ — bk + Cpp1Ugs1 + -+ + cptin, = 0.

Jono (v1,..., Uk, Ukt1,- - - Uy) on kuitenkin vektoriavaruuden V kanta, joten se on vapaa. Kaik-
kien lineaarikombinaation kertoimien pitda siis olla nollia:

b1:0,...,bk:0,0k+1:0,...,Cn20.

Néin ollen tiedetddn, ettd cx11 = 0,...,¢, = 0, mistd seuraa, ettd alunperin tutkittu jono
(L(tgs1), ... L(uy)) on vapaa. Siten (L(ug+1), ... L(uy,)) on aliavaruuden Im L kanta.

Nyt nédhdéén, ettd dim(ImL) = n — k, dim(Ker L) = k ja dimV = n. Téstd seuraa, ettd
dim (V') = dim(Ker L) + dim(Im L), joten véite on todistettu. O

Esimerkki 22.3. Tarkastellaan esimerkissi 19.11 esiintynytti projektiokuvausta P: R? — R2,
L(z1,22) = (21,0). Esimerkissé 20.2 osoitettiin, ettd Ker P = span((0,1)), ja esimerkissa 20.9
niytettiin, ettd Im P = span((1,0)). Nyt ndhdéén, etta

dim(R?) = 2 = 1 4+ 1 = dim(Ker P) + dim(Im P)

aivan kuten Dimensiolauseen mukaan kuuluukin olla.
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Jos 14ht6- ja maaliavaruuden dimensiot ovat samat (ja aarelliset), ovat kaikki injektiot sur-
jektioita ja surjektiot injektioita.

Lause 22.4. Oletetaan, etta V ja U owvat ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia, joille pdtee
dim(V) = dim(U). Olkoon L:V — U lineaarikuvaus. Talloin seuraavat vditteet ovat yhtd-
pitdvia:

a) L on injektio

b) L on surjektio.

Huomaa, etté lauseessa oletetaan, ettéd lineaarikuvauksen 1dht6- ja maaliavaruudella on sama
dimensio. Jos tdma ehto ei ole voimassa, ei lauseen tuloskaan valttamatta pade.

Todistus. On osoitettava, ettd viite a) pétee, jos ja vain jos viite b) pétee. Perustana on
Dimensiolause 22.2, jonka mukaan dim (V') = dim(Ker L) 4+ dim(Im L).

"a) = b)”: Oletetaan, etti L on injektio. Nyt lauseen 20.6 nojalla Ker L = {0}, joten
dim(Ker L) = 0. Tasta seuraa, etta

dim(Im L) = dim(V) — dim(Ker L) = dim(V') = dim(U),

koska oletimme, ettd avaruuksien V ja U dimensiot ovat samat. Nyt tiedetdan, ettd kuva Im L
on vektoriavaruuden U aliavaruus, jolla on sama dimensio kuin avaruudella U. Lauseen 18.15
perusteella Im L = U. Siten L on surjektio.

"b) = a)”: Oletetaan sitten, ettd L on surjektio. Nyt tiedetdén, ettd Im L = U. Téasta seuraa
dim(Im L) = dim(U) = dim(V) ja edelleen

dim(Ker L) = dim(V) — dim(Im L) = 0.
Siten Ker L = {0}, ja L on injektio. O

Jos adrellisulotteiset vektoriavaruudet ovat isomorfiset, niiden dimensiot ovat samat. Myos
kisnteinen viite pitee. Jos vektoriavaruuksien dimensiot ovat samat, ne ovat isomorfiset. A&-
rellisulotteisen vektoriavaruuden dimensio riittda siis kertomaan vektoriavaruudesta kaiken
oleellisen.

Lause 22.5. Oletetaan, etta V ja W ovat ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia. Vektoriavaruu-
det V' ja W ovat isomorfiset, jos ja vain jos dim(V') = dim(W).

Todistus. "=": Oletetaan, ettd V ja W ovat isomorfiset. Télloin on olemassa bijektiivinen
lineaarikuvaus L: V — W. Koska L on injektio, niin Ker L = {0}. Dimensiolauseen 22.2
nojalla péatee

dim(Im L) = dim(V) — dim(Ker L) = dim(V') — 0 = dim(V).
Toisaalta L on my6s surjektio, joten Im L = W. Siis

dim(V) = dim(Im L) = dim(W).
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"<=": Oletetaan, ettd dim(V) = dim(W) = n. Vektoriavaruuksien vélinen isomorfismi
saadaan kuvaamalla avaruuden V kantavektorit avaruuden W kantavektoreille. Olkoon siis
(U1,...,0,) vektoriavaruuden V kanta ja (wi,...,w,) vektoriavaruuden W kanta. Olkoon
L:V — W se lineaarikuvaus, jolle patee

L('I_}l) = wi, L(’l_)z) = Way, ... ,L('I_}n) = Wp,.
Lauseen 22.1 mukaan téllaisia lineaarikuvauksia on tdsmaélleen yksi. Osoitetaan, ettd L on
bijektio.
Niytetiin ensin, ettd L on injektio osoittamalla, etti Ker L = {0}. On siis ndytettivi, etti
ytimessi on ainoastaan nollavektori. Oletetaan, ettd v € Ker L. Tdlléin L(v) = 0. Kirjoitetaan

v kantavektorien lineaarikombinaationa: v = a1v1 + - -+ + a,v, joillakin ai,...,a, € R. Nyt
saadaan

0= L(v) = L(a191 + - - - + an¥p) = a1 L(01) + - - - + an L(Vp) = a1w1 + - - - + apWn.
Jono (wy,...,w,) on kanta ja siten vapaa, joten tastd yhtdlosté seuraa, etté
ap =0,a3=0,...,a, =0.
Siis v = a101 + - - - + anv, = 001 + - - - + 00, = 0. Niin on osoitettu, ettd ytimessé ei ole muita
vektoreita kuin nollavektori, eli Ker L = {0}. Siis L on injektio.
Osoitetaan sitten surjektiivisuus. Oletuksen mukaan dim(V') = dim(W). Koska lineaariku-

vaus L: V — W on injektio, se on lauseen 22.4 mukaan myos surjektio. Siis L on bijektiivinen
lineaarikuvaus eli isomorfismi. Néin ollen V = W. O

22.1 Lineaarikuvauksen matriisi

Téassd luvussa osoitamme, ettd jokainen lineaarikuvaus avaruudelta R™ avaruudelle R™ on
jonkin matriisin maaradma lineaarikuvaus. Tutkitaan kuitenkin sitd ennen, miten matriisien
maaradmat lineaarikuvaukset kayttaytyvét.

Esimerkki 22.6. Tarkastellaan matriisin
1 2 0
A= [O -1 —31

midraimai lineaarikuvausta La: R® — R% La(z) = AZ. Avaruuden R3 vektorin (z1,x2,3)
kuva tassa kuvauksessa on

o 11‘1 2.7}2 0.%3

o [03}1] + [—1x21 * [—3903

)

0 -1 -3 2| = O0x1 — 1lzo — 323

[1 2 d| 1 [1%’1 + 2x9 + Ox3
T3

1+a:
O 2

:ajl
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Vektorin (z1, 22, z3) kuva kuvauksessa L 4 on siis matriisin A sarakkeiden lineaarikombinaatio,
jossa kertoimina ovat vektorin komponentit.
Néahdéén, ettd kantavektorin e; = (1,0,0) kuva on

3=l

Samalla tavalla vektorin es = (0, 1,0) kuvaksi saadaan (2, —1) ja vektorin es = (0,0, 1) kuvaksi
(0, —3). Luonnollisen kannan vektorien kuvat ovat siis matriisin A sarakkeet.

1
0

2

1 -1

+0 +0

Lauseessa 19.8 osoitettiin, ettd matriisista saadaan aina lineaarikuvaus. Nyt osoitamme, etté
jokainen lineaarikuvaus R"™ — R” on matriisin médrdama. Lineaarikuvaukset R" — R™ ja
m X n-matriisit siis vastaavat toisiaan.

Lause 22.7. Oletetaan, ettd T: R™ — R™ on lineaarikuvaus. Tdlloin on olemassa tasmdlleen
yksi matriisi A € R™*" jolla T (v) = Av kaikilla v € R™.

Todistus. Aloitetaan tutkimalla, mitd tapahtuu, kun matriisilla kerrotaan vektoria. Samaan
tapaan kuin esimerkissi 22.6 ndhdain, etta

ail a2 - Glp V1 a11v1 + a12v2 + - - + A1pUn
a1 Q22 - G2p | | V2 a21V1 + a2V + -+ + agn vy
Aml Am2 *°° Qmn Un | @m1V1 + amav2 + -+ AmnUn
V1611 V2012 UnGin
V1G21 V2022 UnG2n
| V1Gm1 V2am2 UnGmn
ail a2 QA1n
a1 a2 aon
=vi| . |+va| . |+t
am1 Am?2 Amn

Tulo on siis matriisin sarakkeiden lineaarikombinaatio, jossa kertoimina ovat vektorin kompo-
nentit.

Muodostetaan etsitty matriisi A seuraavasti: Katsotaan, miten avaruuden R™ luonnolli-
sen kannan (éj,éa,...,e,) vektorit kuvautuvat lineaarikuvauksessa 7' eli méaritetdén T'(ey),
T(ez),...,T(ey). Asetetaan vektorit T'(e1), T'(€2), ..., T(e,) matriisin A sarakkeiksi téssé jér-
jestyksessd. Voidaan merkité lyhyesti

A:[T(él) T(es) ... T(én)}.

Huomaa, ettd matriisin jokaisessa sarakkeessa on m alkiota ja sarakkeita on n kappaletta,
joten A todella on m X n-matriisi.
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Osoitetaan, ettd matriisin A méaradma lineaarikuvaus L4: R® — R™ on sama kuvaus
kuin T'. Koska kantavektorien kuvavektorit mééréévit lineaarikuvauksen (lause 22.1), riittaa
osoittaa, ettd kantavektorit ey, es, ..., e, kuvautuvat samalla tavalla kuvauksissa L4 ja T.

Maéaritetdan luonnollisen kannan vektorien kuvat samaan tapaan kuin esimerkisséd 22.6.
Edelld osoitettiin, ettd vektorin kuva lineaarikuvauksessa L4 on matriisin A sarakkeiden line-
aarikombinaatio, jossa kertoimina ovat vektorin komponentit. Tasta seuraa, ettd luonnollisen

kannan vektorien ey, ..., e, kuvavektorit ovat matriisin A sarakkeet. Esimerkiksi
an ai12 ain ail
_ _ a1 a22 a2n a1
LA(el):Aelzl . +0 . +---40 . =
am1 Am?2 Amn, Am1

Matriisin A sarakkeet taas valittiin niin, ettd ne ovat kantavektorien kuvavektorit kuvauksessa
T. Siten L(e;) = T'(e;) kaikilla ¢ € {1,...,n}. Lineaarikuvaukset L4 ja T" ovat siten lauseen
22.1 nojalla sama kuvaus, eli T'(v) = Av kaikilla v € R™.

Osoitetaan vield, ettd ehdon toteuttavia matriiseja ei ole enempéé kuin yksi. Oletetaan, et-
td sekd matriisin A ettd matriisin B méardama kuvaus on T eli Ly = T ja Lp = T. Edella
nahtiin, ettd matriisin maaradmassi kuvauksessa luonnollisen kannan vektorien kuvavekto-
rit ovat matriisin sarakkeet. Koska kuvaukset L4 ja Lp ovat samat, on luonnollisen kannan
vektoreilla néissd kuvauksissa samat kuvavektorit. Siten matriisien A ja B sarakkeet ovat sa-
mat, eli kyseessd on sama matriisi. Néin ollen on olemassa vain yksi matriisi, jonka méarama
lineaarikuvaus on 7. O

Maaritelma 22.8. Oletetaan, ettd T: R™ — R™ on lineaarikuvaus. Edellisesséd lauseessa
madriteltyd matriisia

A=[T@) T@) ... T(n)]

kutsutaan lineaarikuvauksen 1" (standardi)matriisiksi.

Lauseen perusteella tiedetéédn, ettd jos A on lineaarikuvauksen 7': R™ — R™ standardimat-
riisi, niin 7'(v) = Av kaikilla v € R".

Esimerkki 22.9. Méaritetddn lineaarikuvauksen
L:R?> > RS, L(xl,xg) = (733‘2, r1 — 3x9, —1bx1 + l‘g)

matriisi lauseen 22.7 avulla. Tata varten tarvitaan luonnollisen kannan vektorien kuvavektorit
L(1,0) = (0,1,-15) ja L(0,1) = (7,—3,1). Nyt kuvauksen L matriisi saadaan asettamalla
nama kuvavektorit matriisin sarakkeiksi. Siten matriisi on

0o 7
1 =3
—15 1
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Lopuksi voi viela halutessaan tarkistaa, ettd matriisilla kertominen tosiaankin tuottaa line-
aarikuvauksen arvot. Oletetaan, ettil (z1,72) € R%. Nyt

0 7 2 71’2
1 -3 L;] = | 21— 3z
~15 1| L2 —1521 + 29

ja ndhdaan, ettd tuloksena on vektorin (x,x2) kuva kuten pitikin.
Vaihtoehtoisesti kuvauksen matriisin voi etsid samalla tavalla kuin esimerkissa 19.10.

Esimerkki 22.10. Esimerkissa 19.9 néytettiin, miten joitakin lineaarikuvauksia voidaan aja-
tella venytyksiné, peilauksina tai kiertoina. Nyt kun tiedetédén, kuinka lineaarikuvauksen mat-
riisi muodostetaan, on geometrisen tulkinnan avulla helppo johtaa téllaisen lineaarikuvauksen
matriisi.

Tutkitaan vaikkapa, millainen matriisi on lineaarikuvauksella L, joka peilaa tason vektorit
suoran span((—1, 1)) suhteen. (Jos ollaan tarkkoja, pitéisi ensin osoittaa, ettd kyseinen kuvaus
todellakin on lineaarikuvaus. Se jatetdén télld kertaa véliin.) Matriisin sarakkeiksi tulevat luon-
nollisen kannan vektorien kuvavektorit. Nahdaén, etta kantavektori (1,0) kuvautuu vektorille
(0,—1) ja kantavektori (0,1) kuvautuu vektorille (—1,0). Namé vektorit ovat kuvauksen L
matriisin B sarakkeet:

0 -1
B = .
Nyt siis L(v) = Bv kaikilla v € R,
\\ A L \\ A
N A
\\\éQ
N L(e2) .
e i N i
L(él\)\

Kuva 22.69: Kantavektorien e; ja es kuvautuminen lineaarikuvauksessa L.

Esimerkki 22.11. Tarkastellaan lineaarikuvausta, joka kiertda tason vektoreita ¢ astetta
vastapédivaan. (Jatdmme jilleen todistamatta, ettd kuvaus on todellakin lineaarikuvaus.) Line-
aarikuvauksen matriisia varten tarvitsemme luonnollisen kannan vektorien kuvavektorit. Ku-
vista 22.70 ja 22.71 nékyy, ettd vektorin (1,0) kuvavektori on (cos ¢,sin ¢) ja vektorin (0,1)
kuvavektori on (— sin ¢, cos ¢). Siten kiertokuvauksen matriisi on

[cos ¢ —sin gﬂ

sing  cos¢
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1 T L(&;) = (cos ¢, sin @)

ex=(0,1)| L(€2) = (—sing,cosd) w------
¢ cos ¢

\
v

Kuva 22.71: Kantavektorin es; kuvautuminen kiertokuvauksessa.

22.2 Lineaarikuvauksen matriisit eri kantojen suhteen

Edelld méaariteltiin lineaarikuvauksen standardimatriisi. Maaritelmé rajoittuu kuitenkin vain
tapauksiin, joissa 14ht6- ja maaliavaruudet ovat muotoa R™. Nyt annamme yleisemman maéa-
ritelméan lineaarikuvauksen matriisille. Se antaa mahdollisuuden maéritellld minka tahansa
lineaarikuvauksen matriisin kunhan vain 14ht6- ja maaliavaruudet ovat darellisulotteisia.

Lisdksi standardimatriisi on rajoittunut siind suhteessa, ettéd se kdyttda luonnollista kantaa.
Standardimatriisin sarakkeina ovat luonnollisen kannan kuvavektorit. Tulemme huomaamaan,
ettd monesti lineaarikuvausten matriisit muuttuvat yksinkertaisemmiksi, kun kaytt66n otetaan
jokin muu kuin luonnollinen kanta.

Tassa luvussa kaikki vektoriavaruudet ovat déarellisulotteisia.

Maaritelma 22.12. Oletetaan, ettd L: V' — U on lineaarikuvaus. Oletetaan lisaksi,
ettd S = (v1,...,0,) on avaruuden V kanta ja 7 = (uq, ..., Uy) on avaruuden U kanta.
Lineaarikuvauksen L matriisi kantojen S ja 7 suhteen on

[Ll7r.s = [L(v)]7 [L(v2)]7 -+ [L(0n)lT]-

Lineaarikuvauksen matriisin sarakkeina ovat siis lahtoavaruuden kannan vektorien kuvavek-
torit maaliavaruuden kannan suhteen kirjoitettuina.
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Esimerkki 22.13. Tarkastellaan lineaarikuvausta L: P; — Ps, jolla
L(ao + a1z) = (ag — a1) + (ag + a1)z>.

Esimerkin 18.3 mukaan jono S = (1,z) on polynomiavaruuden P; kanta ja jono T = (1, x, z?)

on polynomiavaruuden Py kanta. Maéritetddn lineaarikuvauksen L matriisi ndiden kantojen

suhteen.

Lihtoavaruuden kannan vektorien kuvavektoreiksi saadaan L(1) = 1422 ja L(z) = —1+22.
Niiden koordinaattivektorit kannan 7 suhteen ovat [L(1)]7 = (1,0, 1) ja [L(z)]7 = (—1,0,1).
Lineaarikuvauksen L matriisi kantojen S ja 7 suhteen saadaan laittamalla ndmé& matriisin
sarakkeiksi:

1 -1
Lirs=0 0
1 1

Esimerkki 22.14. Tutkitaan kuvauksen
L:R? —)Rz, L(ZCl,I‘Q,xg) = (.1‘1 — 3x9 + 2x3, x1+x2—2x3)

erdstd matriisia. Valitaan lahtéavaruudelle kanta S = ((1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)) ja maaliava-
ruudelle kanta 7 = ((1,1), (1,—1)). M&aritetdén kuvauksen L matriisi kantojen S ja T suh-
teen.

Aloitetaan méérittamalld kannan S vektorien kuvavektorit: L(1,0,0) = (1,1), L(1,1,0) =
(—2,2) ja L(1,1,1) = (0,0). Kirjoitetaan sitten nididen kuvavektoreiden koordinaattivektorit
kannan 7 suhteen. Koska

L(1,0,0) = (1,1) = 1(1, 1)+0(1, 1)
L(1,1,0) = (~2,2) = 0(1,1) — 2(1,—1)
L(1,1,1) = (0, O) =0(1,1) + 0(1,-1),

saadaan koordinaattivektoreiksi [L(1,0,0)]7 = (1,0), [L(1,1,0)]7 = (0, —2) ja [L(1,1,1)]7 =
(0,0). Kun koordinaattivektorit asetetaan matriisin sarakkeiksi, saadaan aikaan etsitty mat-
riisi. Se on
1 00
mm—%_QJ.

Kuvauksen L matriisi kantojen S ja T suhteen on paljon yksinkertaisemman nédkdinen kuin
standardimatriisi. Taman vuoksi kannanvaihto onkin monesti hyddyllistd. Tahén palataan
my6hemmin.

Esimerkki 22.15. Lineaarikuvauksen standardimatriisi on erikoistapaus lineaarikuvauksen
matriisista. Standardimatriisissa sarakkeina ovat luonnollisen kannan vektorien kuvavektorit
luonnollisen kannan suhteen kirjoitettuina. Toisin sanoen kuvauksen L: R™ — R™ standardi-
matriisi on sama matriisi kuin [L]g,, ¢,, misséd &, on avaruuden R” luonnollinen kanta ja &,
on avaruuden R™ luonnollinen kanta.

Usein puhutaan lineaarikuvauksen matriisista tarkentamatta, minké kantojen suhteen kir-
joitettua matriisia tarkoitetaan. Talloin tarkoitetaan standardimatriisia.
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Aivan kuten standardimatriisinkin tapauksessa, lineaarikuvauksen arvot saadaan kertomalla
vektoreita matriisilla [L]7 s. Nyt vain matriisilla kerrotaan kannan S suhteen kirjoitettuja
koordinaattivektoreita ja tuloksena on kannan 7 suhteen kirjoitettuja koordinaattivektoreita.

Lause 22.16. Oletetaan, ettd L: V — U on lineaarikuvaus. Olkoon S avaruuden V kanta ja
T avaruuden U kanta. Lineaarikuvauksen L matriisille kantojen S ja T suhteen pdtee

(LT slZls = [L(Z)]T

kaikilla x € V.
Matriisi [L]7,s on ainoa matriisi A, jolle pitee AlZ|s = [L(Z)|T kaikilla z € V.

Todistus. Merkitdén S = (vy,...,0,) ja oletetaan, ettd z € V. Olkoon vektorin Z koordinaat-
tivektori kannan S suhteen
[Z]s = (1, -, ¢n).

Toisin sanoen * = c1v1 + - - - + ¢ Uy,. Nyt lausetta 18.22 ja kuvauksen L lineaarisuutta kayttden
saadaan

Cn

Osoitetaan sitten véitteen toinen osa. Oletetaan, ettd A on matriisi, jolle pitee A[Z|s =
[L(z)]7 kaikilla € V. Tama pétee erityisesti kaikilla kannan S vektoreilla. Jos v; on kannan
S vektori, sen koordinaattivektori kannan S suhteen on (0,...,0,1,0,...,0), missd luku 1 on
kohdassa . Toisin sanoen [v;]s = é;.

Oletuksen nojalla Ae; = A[v;]s = [L(v;)]7. Toisaalta tiedetéén, ettd Ae; on i:s sarake mat-
riisissa A. Nain ollen matriisin A sarakkeet ovat kannan S kuvavektorien koordinaattivektorit
kannan 7 suhteen kirjoitettuina. Siten A = [L]1s. O

Esimerkki 22.17. Esimerkissé 22.13 tarkasteltiin lineaarikuvausta L: P; — Ps, jolla
L(ag + a1x) = (ag — a1) + (ap + a1)z>.

Sen matriisiksi kantojen S = (1, ) ja T = (1, z,2?) suhteen saatiin
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Esimerkiksi polynomin p = 5 — 7z kuvavektori voidaan nyt selvitdd matriisin [L]7 s avulla.
Kertomalla matriisilla [L]7 s koordinaattivektoria [p]s = (5, —7) saadaan

1 -1 5 12
Ll = rstals = [0 of [ 3] = o
1 1

Siis L(p) = 12+ 0z — 222 = 12 — 222,
Esimerkki 22.18. Palataan esimerkistd 22.14 tutun lineaarikuvauksen
L:R3 - R?, L(xy,x9,x3) = (x1 — 3x2 + 223, 1 + 9 — 223)
pariin. Sen matriisiksi kantojen S = ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)) ja 7 = ((1,1),(1,—1)) suhteen
saatiin
L)rs = [3 B 8] .

Tutkitaan, mitd edellinen lause sanoo vektorin z = (1,2, 3) kuvavektorista téssa lineaari-
kuvauksessa. Kuvavektorin voi méérittdd matriisin [L]7 s avulla kunhan vain kéyttdd kan-
toja S ja T. Vektorin & koordinaattivektori kannan S suhteen on [z]s = (—1,—1,3), silld
z = —(1,0,0) — (1,1,0) + 3(1,1,1). Kun kerrotaan koordinaattivektoria matriisilla [L]r s,
saadaan

1
ol = toirstls = |y 3 o 11 =[]
3

Kertolaskun tulos on siis vektorin & kuvavektori kannan 7 suhteen kirjoitettuna. Toisin sanoen

[L(x)lT = (=1,2).
Tarkistetaan, menivitko laskut oikein. Koska [L(Z)]7 = (—1,2), tiedetdédn, ettéd
L(z)=—(1,1)+2(1,—-1) = (1,-3).
Toisaalta vektorin £ = (1, 2, 3) kuvavektorin voi méarittda kuvauksen médritelmén perusteella:
Lz)=(1-3-242-3, 1+2—-2-3) =(1,-3).
Molemmissa tapauksissa saadaan sama vastaus aivan niin kuin pitaédkin.

Kannanvaihtomatriisien avulla voidaan muuttaa lineaarikuvauksen matriisiesitys kannasta
toiseen.

Lause 22.19. Oletetaan, ettdi L: V — U on lineaarikuvaus. Olkoot 81 ja Ss avaruuden V
kantoja ja T ja To avaruuden U kantoja. Talloin

[L]7.8, = Pre7i[Ll7 8 Ps cs,-
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Lauseen idea voidaan selittad seuraavalla tavalla: Oletetaan, etté tiedetddn matriisi [L]7; s, -
Talle matriisille syotetddn kannan Sy suhteen kirjoitettuja koordinaattivektoreita ja se tuottaa
kannan 77 suhteen kirjoitettuja koordinaattivektoreita. Halutaan tietdd, miltd ndyttda matrii-
si [L]73,s,, eli miten kuvaus L toimii kantojen Sy ja 72 suhteen. Ensin siirrytédén kannasta So
kantaan S; kannanvaihtomatriisilla Ps, . s,. Nyt ollaan kannassa S; ja voidaan kayttdd mat-
riisia [L]7; s, . Sen jélkeen siirrytddn matriisilla Py, 7; kantaan 73, joten tuloksena on kannan
5 suhteen kirjoitettuja koordinaattivektoreita.

Tilannetta on havainnollistettu seuraavassa diagrammissa. Siiné n on avaruuden V' dimensio
ja m on avaruuden U dimensio.

R” [L]TQ,SQRm

PSl{_SQl TP7_2<—771

R® ——R™
[L]TI,SI

Todistus. Osoitetaan, ettd tulomatriisilla Py, 7; [L]7; s, Ps, «s, kertominen vastaa kuvauksella
L kuvaamista, kun vektorit on kirjoitettu kantojen Sy ja 75 suhteen.
Oletetaan, ettd x € V. Nyt
Proe L7 .5 Ps1 -8, [Tls, = Prem[LlT.s[2ls, = Pren[L(T)]n = [L(T)]n,
= [L] 73,8, [7]s,-

Koska matriisi [L]7; s, on lauseen 22.16 perusteella ainoa matriisi, jolla kertominen muuttaa
vektorin [Z]s, vektoriksi [L(Z)]7,, pitee

[L]TQ,SQ = Prem [L]7—1731P31%32‘ O
Esimerkki 22.20. Tutkitaan jédlleen kuvausta

L:R? — RQ, L(.%'l,.%'g,xg) = (1'1 — 39 + 2x3, T1 + T2 — 2$3).

Sen matriisi luonnollisen kannan suhteen (eli standardimatriisi) on

1 -3 2
[L]52753 - |} 1 _2] .

Esimerkissd 22.14 saatiin kuvauksen matriisiksi kantojen S = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) ja
T =1((1,1),(1,—1)) suhteen
1 00
mm_%—2J'
Edellisen lauseen nojalla matriisista [L]g, ¢, saadaan matriisi [L]7 s kannanvaihtomatriiseilla
kertomalla. Mééritetdén kannanvaihtomatriisit Py, g, ja Pe,.s. Aloitetaan matrisiista Pg, . s.
Sen sarakkeina ovat kannan S vektorit luonnollisen kannan &3 suhteen kirjoitettuina, joten

Py s =

S O =

11
11
0 1
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Kannanvaihtomatriisi Py g, on matriisin Pg,. 7 kéénteismatriisi. Koska
1 1
1 =1}’

—1
_ 1 1 0,5 0
Preg, = (Poer) ' = [1 —1] - [0 5 —0 5] '

P52<—T =

saadaan

Nyt ndhdéén, etta

0,5 —-0,5

fos 05| [1 =2 0] 1 oo_[L]
~lo5 —05||1 2 0| |o —2 o W7

Kuvauksen yhdestd matriisista saadaan siis toinen kannanvaihtomatriiseilla kertomalla.

1 11

05 051 -3 2
Prg,[Lle, e, Pey-s = [ ] [1 ] 011
0 0 1

Jos lineaarikuvauksen 1aht6- ja maaliavaruus ovat samat ja niille valitaan viel& sama kanta-
kin, muuttuu lause 22.19 yksinkertaisempaan muotoon.

Korollaari 22.21. Oletetaan, ettd L: V — V on lineaarikuvaus. Olkoot S ja R avaruuden V
kantoja. Tdlloin
[Lls.s = (Pres) '[Llr R Pres-

Todistus. Korollaari seuraa lauseesta 22.19 ja siité, etté (PR<_5)_1 = Ps. . ]

Edellisen lauseen tilannetta on kuvattu seuraavassa diagrammissa. Siind n on avaruuden V'

dimensio.

RN [Lls,s RY

PReSl TP&—R(Pm—S)l
R" —— R"
(L=,
Esimerkki 22.22. Toisinaan kannan vaihtaminen auttaa kuvauksen matriisin maérittdmises-
si. Tarkastellaan lineaarikuvausta L: R? — R?, joka peilaa tason vektorin suoran span((—1,2))
suhteen. Maaritetdan kuvauksen L standardimatriisi.

Standardimatriisia ei ole aivan helppo muodostaa, vaikka kuvaus on geometrisesti yksinker-
tainen. Tehtavd helpottuu huomattavasti, jos luonnollisen kannan sijaan valitaankin kanta-
vektorit v = (—1,2) ja v2 = (2,1). Ensimméinen niistd on tutkittavan suoran suuntainen ja
toinen on suoraa vastaan kohtisuorassa. Kyseessi on avaruuden R? kanta, silld vektorit ovat
lineaarisesti riippumattomia (ne eivét ole yhdensuuntaisia) ja vektoreita on kaksi.

Madaritetddn [L]ss eli kuvauksen L matriisi kannan S = (01, v2) suhteen. Aloitetaan mé&é-
rittdmalla kannan alkioiden kuvavektorit (ks. kuva 22.72). Ensinnékin tiedetddn, etta

L(v1) = L(-1,2) = (-1,2) = vy,
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silla vektori on suoran suuntainen. Toiseksi
L(v) = L(2,1) = (=2, -1) = —0g,

sillé vektori on suoraa vastaan kohtisuorassa. Kirjoitetaan vield kuvavektorien koordinaattivek-
torit kannan S suhteen: [L(v;1)]s = (1,0) ja [L(v2)]s = (0, —1). Néin ollen kuvauksen matriisi

[L]s.s = [(1) _ﬂ

Muutetaan se lopuksi standardimatriisiksi kannanvaihdolla.
Kannavaihtomatriisina toimii
-1 2
P

missé £ on avaruuden R? luonnollinen kanta. Nyt standardimatriisiksi saadaan

-1
_ -1 2|1 0] -1 2
[L]g,g = PS(—S[L]S,SPSPEV = PS%S[L}S,S(P&'(*S) ! = [ 2 1] [0 _1] [ 2 1‘|

S EE e M

Siten kuvauksen standardimatriisi on

L
Uy L(vy)
L(v2)
((-1,2)) ((~1,2))

span((—1, span((—1,

Kuva 22.72: Kantavektorien v; ja v9 kuvautuminen lineaarikuvauksessa L.
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23 Lineaarikuvauksien ominaisarvot

23.1 Ominaisarvon maaritelma

Luvussa 12 késittelimme matriisien ominaisarvoja. Luku A € R on nelidmatriisin A ominai-
sarvo, jos on olemassa sellainen nollasta poikkeava vektori v, etta

Av = .

Ominaisvektorin tapauksessa matriisilla A kertominen vastaa luvulla A kertomista. Vastaavalla
tavalla voidaan maééritelld lineaarikuvauksen ominaisarvo.

Maaritelma 23.1. Oletetaan, ettd L: V' — V on lineaarikuvaus. Luku A € R on ku-
vauksen L ominaisarvo, jos on olemassa sellainen vektori v € V, etta

v#0 ja L(v) = \v.

Vektoria v, joka toteuttaa ylld mainitut ehdot kutsutaan ominaisarvoon A liittyvaksi omi-
naisvektoriksi.

Lineaarikuvauksen L ominaisvektori on siis vektori, jolle kuvauksella L kuvaaminen vastaa
reaaliluvulla A kertomista.

Huom. 1. Edellinen maéritelmé on sekd ominaisarvon ettd ominaisvektorin maéaaritelmaé.
Ominaisarvoa ei voida mééritelld ilman ominaisvektoreita eikd ominaisvektoreista voida puhua
mainitsematta, mihin ominaisarvoon ne liittyvét.

Huom. 2. Nollavektorin ei haluta olevan ominaisvektori, sillé jos niin olisi, kaikki reaaliluvut
olisivat kaikkien lineaarikuvauksien ominaisarvoja. Jokaiselle kuvaukselle L: V' — V nimittdin
pitee L(0) = 0 = A0 kaikilla A € R.

Esimerkki 23.2. Lineaarikuvauksella
L: R2 — RQ, L(Il,xg) = (3%1 + 22,21 + 3582)

on ominaisarvo 4, silla

L(1,1) = (4,4) = 4(1, 1).

Erds ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori on siis (1,1). My6s vaikkapa vektori (2,2) on
ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori, silld L(2,2) = (8,8) = 4(2,2).
Kuvauksella L on toinenkin ominaisarvo. Huomataan nimittéin, etté

L(1,-1) = (2,-2) = 2(1, -1).
Nain ollen my6s luku 2 on ominaisarvo ja erés sitd vastaava ominaisvektori on (1, —1).

Lineaarikuvauksen ominaisarvoilla ja ominaisvektoreilla on geometrinen tulkinta.

Esimerkki 23.3. Jatketaan lineaarikuvauksen L(z1,z2) = (371 + x2, 21 + 3x2) tutkimista.
Ominaisvektorin (1,1) kuvavektori on (4,4) ja ominaisvektorin (2,2) kuvavektori on (8,8).
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Kuvaus siis venyttdd ominaisarvoa 4 vastaavien ominaisvektoreiden pituuden nelinkertaiseksi
(ks. kuva 23.73). Ominaisarvoa 2 vastaava ominaisvektorin (1, —1) pituus puolestaan kaksin-
kertaistuu. Oleellista on, ettd ominaisvektorin kuvavektori on aina suoralla, jonka ominaisvek-
tori virittaa.

A , A ,
7 4
7
7
L
7
, )
e
7
7
e
7
7
A // A
N Y N
A A
A N
N N
A A
N » A »
> >
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 \\ 7
7 N 7
A
A
N N
A N

Kuva 23.73: Vektorit (1,1) ja (1, —1) ovat lineaarikuvauksen L ominaisvektoreita.

Jos sen sijaan tutkitaan vektoria (2, 1) ndhdéén, ettd sen kuvavektori on (7, 5). Vektori (2, 1)
ei ole ominaisvektori, koska sen kuvavektori ei ole vektorin (2,1) virittamalla suoralla.

A A

Kuva 23.74: Vektori (2, 1) ei ole lineaarikuvauksen L ominaisvektori.

Lineaarikuvaukset ja matriisit liittyvat laheisesti toisiinsa. Lineaarikuvauksen ominaisarvot
voikin usein méarittdd kuvauksen matriisin avulla.

Esimerkki 23.4. Tutkitaan kuvausta L,: R? — R?, jonka mééris matriisi

21
A=
Nyt siis L4(v) = Av kaikilla v € R2.
Etsitdan kuvauksen L4 ominaisarvot. Tutkittavana on yhtalo L4(v) = Av, missd A € R ja
v € R?\ {0}. Tdm4 yht#lo saadaan muotoon Av = \v. Piddytiin siis midrittdméin matriisin
A ominaisarvoja.
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Matriisin ominaisarvot 16ytyvéit karakteristisen polynomin avulla (ks. luku 12.2). Matriisin
A karakteristinen polynomi on

2—A 1

det(A A1) =" 7 o7

‘ =(2-XN(EB-\).
Karakteristisen polynomin nollakohdat ovat A = 2 ja A = 3. Siten matriisilla A on kaksi
ominaisarvoa, 2 ja 3. Nama ovat lineaarikuvauksen L4 ominaisarvot.
Esimerkki 23.5. Maéaritetdan kuvauksen
L: R3 —)R?’, L(xl,I'Q,l'g) = (—1'1 +x3,3x1 —3x3,x1 —1'3)

ominaisarvot. Selvitetddn ensin kuvauksen L matriisi. Matriisin sarakkeina ovat luonnollisen
kannan vektorien kuvavektorit, joten se on

-1 0 1
A=| 3 0 -3
1 0 -1

Lineaarikuvauksen ominaisarvot ovat samat kuin kuvauksen matriisin ominaisarvot. Matrii-
sin ominaisarvot puolestaan 16ytyvéat karakteristisen polynomin avulla:

~1-X 0 1
det(A—X)=| 3 —x -3
1 0 —1-2X
—N)3=N) + A
—1-N2+1)A
22— A2+ 1)\

|
—_ o~ =

Polynomin nollakohdat ovat A = —2 ja A = 0. Siten matriisilla A on kaksi ominaisarvoa, —2
ja 0. Néin ollen myo0s lineaarikuvauksen L4 ominaisarvot ovat —2 ja 0.

23.2 Ominaisarvojen selvittaminen geometrisesti

Toisinaan lineaarikuvauksen ominaisarvot ja ominaisvektorit voi paételld geometrisesti ilman
laskuja. Tarkastellaan kolmea esimerkista 19.9 tuttua kuvausta, jotka venyttéavét, peilaavat ja
kiertavat vektoreita.

Tutkitaan ensin lineaarikuvausta L4: R? — R2, La(z1,22) = (271, 22), joka venyttii vek-
toreita xj-akselin suunnassa kaksinkertaisiksi. Téllaisessa kuvauksessa vektorin (1,0) suun-
taiset vektorit venyvét kaksinkertaisiksi. Téstd voidaan péaatelld, ettd vektorit #(1,0), missi
t € R\ {0}, ovat kuvauksen ominaisvektoreita. Vastaava ominaisarvo on 2.
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A
v
A
A

Kuva 23.75: Vaaka-akselin suuntaiset vektorit ovat kuvauksen L4 ominaisvektoreita.

Toisaalta vektorin (0, 1) suuntaisille vektoreille ei tapahdu mitéén. Siten my6s vektorit ¢(0,1),
missd ¢t € R\ {0}, ovat kuvauksen ominaisvektoreita. Niitd vastaava ominaisarvo on 1.

La
S

Kuva 23.76: Pystyakselin suuntaiset vektorit ovat kuvauksen L4 ominaisvektoreita.

Tutkitaan sitten lineaarikuvausta Lp: R? — R?, Lg(x1,22) = (—21, x2), joka peilaa vektorit
x9-akselin suhteen. Téllaisessa kuvauksessa vektorin (0, 1) suuntaisille vektoreille ei tapahdu
mitddn. Néin ollen vektorit ¢(0,1), missd ¢ € R\ {0}, ovat kuvauksen ominaisvektoreita, ja
vastaava ominaisarvo on 1.

Lp
™

Kuva 23.77: Pystyakselin suuntaiset vektorit ovat kuvauksen Lp ominaisvektoreita.

Vektorin (1,0) suuntaiset vektorit kuvautuvat vastavektoreikseen. Siis vektorit ¢(1,0), missa
t € R\ {0}, ovat ominaisvektoreita. Niitd vastaava ominaisarvo on —1.
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Lp

A
A,
A
A

Kuva 23.78: Vaaka-akselin suuntaiset vektorit ovat kuvauksen Lp ominaisvektoreita.

Tutkitaan lopuksi lineaarikuvausta Lo : R? — R2) Lo (w1, 22) = (—x9, 21), joka kiertds vek-
toreita origon ympéari 90° vastapaivadn. Kuvauksessa Lg kaikkien nollasta poikkeavien vek-
torien suunta muuttuu 90°. Tastd voidaan paatelld, ettd kuvauksella ei ole ominaisvektoreita
eikd ominaisarvoja.

L¢c
Vi

'y
\
v
'y
\
4

Kuva 23.79: Kuvaus Lo muuttaa vektoreiden suuntaa 90°.

23.3 Ominaisavaruudet

Kun kaikki kuvauksen ominaisarvoa vastaavat vektorit (sekéd nollavektori) kerdtdan yhteen,
saadaan ominaisarvoa vastaava ominaisavaruus.

Maiaritelmé 23.6. Oletetaan, etté lineaarikuvauksella L: V' — V on ominaisarvo A € R.
Ominaisarvoa A vastaava ominaisavaruus on joukko

Vi={oeV|L{®) =X}

Esimerkki 23.7. Tutkitaan esimerkistd 23.5 tuttua kuvausta L: R3 — R3, jonka méiiris
madtriisi

-1 0 1
A= 3 0 -3
1 0 -1

Esimerkissd osoitettiin, ettd kuvauksen ominaisarvot ovat —2 ja 0. Maaritetddn nditéd ominai-
sarvoja vastaavat ominaisavaruudet. Kéytiannossa tdméa tarkoittaa ominaisarvoa vastaavien
ominaisvektorien selvittdmista.
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Aloitetaan ominaisarvosta —2. Sitd vastaavat ominaisvektorit saadaan yhtélostd (A—(—2)1)v =
0 eli yhtélosta (A +21)v =0 (ks. luku 12.2). Tétéd yhtilod vastaava matriisi on

—1+2 0 1 0 10 1|0
3 042 -3 (0| =13 2 =310
1 0 -14+2]|0 10 10

Siitd saadaan alkeisrivitoimituksilla redusoitu porrasmatriisi

10 1]0
01 -3|o0],
00 o0fo0

mistd ndhdaédn, ettd yhtalon ratkaisut ovat
v = —t
Vg = 3t
vy =t, missit e R.
Ominaisarvoa —2 vastaavat ominaisvektorit ovat siis muotoa (—t,3t,t), missd ¢ € R\ {0}.

Ominaisavaruuteen otetaan mukaan myds nollavektori, joten ominaisarvoa —2 vastaava omi-
naisavaruus on

Voo ={(-t,3t,t) |t € R} ={t(—1,3,1) | t € R} =span((—1,3,1)).

Siis V_o on vektorin (—1,3,1) virittdméa aliavaruus.
Maéritetdan sitten ominaisarvoa 0 vastaava ominaisavaruus. Nyt ratkaistavana on yhtélo
(A—0I)v =0 eli yhtdlé Av = 0. Titd yhtdlod vastaava matriisi on

-1 0 1|0
3 0 =310
1 0 —-1]0

Siitd saadaan alkeisrivitoimituksilla redusoitu porrasmatriisi

1
0
0

o O O

-1
0
0

o O o

mistd ndhdaédn, ettd yhtalon ratkaisut ovat

V1 =S8
ngt

v3 =8, missa s, teR.
Siten ominaisarvoa 0 vastaava ominaisavaruus on
Vo ={(s,t,s) | s,t € R} = {s(1,0,1) +¢(0,1,0) | s,t € R} =span((1,0,1),(0,1,0)).

Siis Vp on vektoreiden (1,0,1) ja (0,1,0) virittdma aliavaruus.
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Ominaisavaruudet ovat aliavaruuksia aivan kuten niiden nimikin antaa olettaa.

Lause 23.8. Lincaarikuvauksen L:V — V ominaisarvoa \ vastaava ominaisavaruus Vy on
vektoriavaruuden V aliavaruus.

Todistus. Ensinndkin V) on maéaritelménsad perusteella joukon V' osajoukko. Oletetaan, ettéa
v,w € Vy jaceR. Nyt L(v) = A\ ja L(w) = Aw.

a) On osoitettava, ettd v + w € V). Lineaarikuvauksen mééritelmén perusteella
L(0 +w) = L(?) + L(®) = Ao + M\ = A(0 + ).
Siis v + w € V.
b) Lineaarikuvauksen mééritelmén mukaan L(cv) = cL(v) = ¢(Av) = A(cv), joten cv € V.

)
c¢) Lineaarikuvaukset kuvaavat aina nollavektorin nollavektoriksi, joten L(0) = 0 = A0. Siis
0¢ V. OJ
23.4 Lineaarikuvauksen diagonalisointi

Luvussa 12.3 kasiteltiin matriisien diagonalisointia. Nyt ryhdymme diagonalisoimaan lineaa-
rikuvausten matriiseja. Tulemme ndkeméén, ettd se on itse asiassa erikoistapaus kannanvaih-
dosta.

Tutkitaan asiaa esimerkin avulla. Diagonalisoidaan lineaarikuvauksen

L: RS — R?’, L(a:l,xQ,xg) = (—l’l + ZC3,3.7}1 — 3.7}3,.1‘1 — xg)

matriisi. Esimerkissa 23.5 todettiin, ettd kuvauksen matriisi on

-1 0 1
A= 3 0 -3
1 0 -1

ja matriisin ominaisarvoiksi saatiin —2 ja 0. Esimerkin 23.7 perusteella ominnaisarvoa —2
vastaava ominaisavaruus on V_y = span((—1, 3,1)) ja ominaisarvoa 0 vastaava ominaisavaruus
on Vp = span((1,0,1),(0,1,0)). Matriisi A on diagonalisoituva, jos on mahdollista 16ytaa kolme
lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria (lause 12.11).

Voidaan osoittaa, ettd ominaisvektorit v7 = (1,0,1), v2 = (0,1,0) ja v3 = (—1,3,1) ovat
lineaarisesti riippumattomia. (Tamaé jatetaédn lukijalle.) Siten matriisi on diagonalisoituva. Nyt
siis

P l'AP = D,
missa
1 0 —1 0 0 0
P=1]01 3 ja D=0 0 0
1 0 1 0 0 -2

Matriisin D lavistajélla ovat ominaisarvot ja matriisin P sarakkeina niitd vastaavat ominais-
vektorit vy, vo ja v3.
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Diagonalisoinnissa kédytettdva matriisi P on itse asiassa kannanvaihtomatriisi ominaisvekto-
rien muodostamasta kannasta S = (v1, v, v3) luonnolliseen kantaan €. Ensinndkin ominaisvek-
torit muodostavat kannan lauseen 18.13 perusteella, silld ne ovat lineaarisesti riippumattomia
ja niitd on kolme. Matriisi P puolestaan on kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan &£, silla
sen sarakkeet ovat kannan S vektorit luonnollisen kannan & suhteen kirjoitettuina.

Matriisi A on lineaarikuvauksen L matriisi luonnollisen kannan suhteen. Korollaarin 22.21
nojalla D on kuvauksen L matriisi kannan S suhteen. Diagonalisoinnissa siis etsitdén uusi
ominaisvektoreista muodostuva kanta, jonka suhteen kirjoitettuna lineaarikuvauksen matriisi
on diagonaalimatriisi. Tadmén kannna suhteen kirjoitettu matriisi on mahdollisimman yksin-
kertainen, sillé se on lavistdjamatririisi.
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24 Sisatulo

Ottamalla lahtokohdaksi avaruuden R™ vektorien pistetulon ominaisuudet, voidaan mééaritelld
vektoriavaruuteen V' yleisempi sisdtulon kasite.

Maiaritelmd 24.1. Vektoriavaruuden V' sisdtulo on sdanto, joka liittdéd jokaiseen vek-
toriavaruuden V' alkiopariin (v, w) yksikésitteisen reaaliluvun (v, w). Liséksi sisdtulon on
toteutettava seuraavat ehdot kaikilla v,w,u € V ja c € R:

Vektoriavaruutta, jossa on mééritelty sisdtulo, kutsutaan sisdtuloavaruudeksi. Huomaa, etté
ehdoista 1 ja 2 seuraa, ettd (v + u,w) = (v, w) + (u, w) kaikilla v, w,u € V. Samalla tavalla
(v, cw) = ¢(v,w) kaikilla v,w € V ja c € R.

Esimerkki 24.2. Vektoriavaruuden R" pistetulo on sisdtulo. Téssé tapauksessa (v, w) = v-w,
missd v, w € R™.

Esimerkki 24.3. Vektoriavaruudessa R"™ voidaan mééritelld myds muita sisdtuloja. Osoite-
taan, etta kaava (v, w) = viw; + 2vowe mAaarittad avaruuden R? sisdtulon. Oletetaan, etté
v,w,u € R? ja c €R.

1) Reaalilukujen kertolaskun vaihdannaisuudesta seuraa, etté
<’l_), ’LT)) = vwi + 21)21[)2 = wiv1 + 2UJ21}2 = <u_1, Q_}>.

Siis ehto 1 pétee.

2) Ehto 2 saadaan puolestaan reaalilukujen osittelulaista sekd yhteenlaskun liitdnnéisyy-
desté ja vaihdannaisuudesta:

(v, W+ u) = vi(wy + up) + 2v2 (w2 + u2)
= V1w + v1u1 + 20w + 2vaus
= viwy + 2v0we + ViU + 2v2ug
= (v,w) + (1_),17,>.

3) Myos ehto 3 pétee, silla

(cv,w) = cvrwy + 2cvawe = c(viwy + 2vws) = (v, w).

4) Nihdiin, ettd (v,0) = vivg + 209v2 = v + 205 > 0. Osoitetaan vield, etti (v, v) = 0, jos
ja vain jos v = 0. Tamé téytyy tehdi kahdessa osassa.
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"=": Oletetaan ensin, etti (v,9) = 0. Nyt v? + 2v3 = 0. Koska kumpikaan yht#lon
vasemman puolen summattavista ei ole negatiivinen, tiytyy péted v? = 0 ja 203 = 0.
Tistéd seuraa, ettd vy = 0 ja vy = 0. Siis v = 0.

"«<": Oletetaan sitten, ettd v = 0. Nyt (v,9) = (0,0) = 02 +2-02 = 0.

Siten viimeinenkin ehto pétee, ja kyseessé on sisdtulo.
Esimerkki 24.4. Joukko
C(]0,1]) = {f:]0,1] = R | f on jatkuva}

on vektoriavaruus, kun yhteenlasku ja skalaarikertolasku mééritellian pisteittdin samaan ta-
paan kuin esimerkissé 15.6. Vektoriavaruudessa C([0, 1]) voidaan maéritelld sisatulo kaavalla

(f,9) = /01 f(x)g(x)de.

Esimerkiksi vektoreiden f: [0,1] = R, f(z) =2+ 2 ja g: [0,1] — R, g(z) = 2% — 3z, siséitulo
on

o) = [ @ dr= [[@r 2 -s0dr= [ (02 o)

1
B 1, 14 o 1 1 _ 37
—O 4$ 3:z 3z =173 3= ok

Lemma 24.5. Sisituloavaruudessa V pitee (v,0) = 0 ja (0,0) = 0 kaikilla v € V.

Todistus. Oletetaan, ettd V on sisdtuloavaruus ja v € V. Sisdtulon méaaritelmén mukaan

(9,0) = (9,0 4+ 0) = (,0) + (1,0).

Vihentdmélld yhtilon molemmilta puolilta luku (v,0), saadaan (v,0) = 0. Liséksi sisidtulon
méédritelmén perusteella (0,7) = (v,0) = 0. O
24.1 Normi ja kohtisuoruus

Sisdtuloavaruudessa voidaan méaritelld normi samaan tapaan kuin avaruuden R" pistetulon
tapauksessa.

Maaritelmi 24.6. Olkoon V sisatuloavaruus. Télloin vektorin v € V' normi on

1ol = +/(v,0).

Sisatulon mééritelmén mukaan (v,v) > 0 kaikilla v € V, joten normi on aina maééritelty.
Sisdtuloavaruuden normille patevéit tutut tulokset.
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Lause 24.7. Oletetaan, ettd V on sisdtuloavaruus, v € V ja c € R. Tdlldin
a) o] =0
b) ||v]| =0, jos ja vain jos v =0
¢) llevll = lef [[]]-
Todistus. Lauseen todistus on samanlainen kuin pistetulon tapauksessa (lauseet 13.5 ja 13.6).

O

Esimerkki 24.8. Sisdtuloavaruuden yksikkéympyrd koostuu kaikista vektoreista, joiden pi-
tuus on yksi. Esimerkiksi avaruuden R? ja pistetulon tapauksessa yksikkdympyri on joukko

{(veR?*|||o|=1}={veR?* | Vv-v=1}
={veR’|v-v=1}
:{(01,02)€R2|U%+U§:1}.

Kun vektorit tulkitaan tason pisteiksi, voi yksikkOympyrasta piirtda kuvan koordinaatistoon.
Sen alkiot muodostavat ympyréan, jonka side on yksi ja keskipiste (0,0).

N
NI

Kuva 24.80: Avaruuden R? yksikkoympyré, kun sisitulona on pistetulo.

Tutkitaan sitten esimerkissé 24.3 esiteltyi avaruuden R? sisituloa, joka méaériteltiin kaavalla
(v, W) = viwy + 2vawe. Talloin yksikkdympyra on joukko

{0eR?| o] =1} = {0 e R? | /(3,0) = 1}
= {0 € R?| (v,0) = 1}
= {(1}1,1)2) c R2 ‘ U%-FQ’U% = 1}.

Kun tésta joukosta piirtda kuvan, on tuloksena ellipsi.

Iy
N

Kuva 24.81: Kun sisdtulo méaaritelldén kaavalla (v, w) = vjwi + 2v9ws, avaruuden R? yksikko-
ympyra onkin ellipsi.

183



Sisdtulon avulla voidaan mééaritelld vektorien kohtisuoruus.

Maaritelma 24.9. Olkoon V sisdtuloavaruus. Oletetaan, ettd v, w € V. Talléin vektorit
v €V jaw €V ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos

(5, %) = 0.

Esimerkki 24.10. Tutkitaan vektoriavaruutta
C([-2,2]) ={f:[-2,2] = R | f on jatkuva},
misséa sisdtulo maaritellaan kaavalla
2
(o) = [ fa)g(a)da.

Merkitddn f: [-2,2] = R, f(z) =z +1jag: [-2,2] = R, g(z) = -2 + .
Funktiot f ja g ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa toisiaan vastaan, silld

<f,9>Z/_Q(x+1)(—x2+x)da:=/2(—x3+x2—x2+x)dx

-2

2
2 1, 1, 16 4 16 4
:/_2(—95 +2)da :_2/ —qat gt = (—4+2> - (—4+2> =0.
Koulusta tuttu Pythagoraan lause voidaan yleistdd mihin tahansa sisdtuloavaruuteen.
Lause 24.11 (Pythagoraan lause). Olkoon V sisdtuloavaruus. Vektorit v € V ja w € V' ovat

ortogonaaliset, jos ja vain jos
1312 + @)1 = ||5 + @|*.

Todistus. Todistus jatetddn harjoitustehtéavéksi. O

24.2 Ortogonaaliset ja ortonormaalit kannat

Avaruuden R" luonnollinen kanta on erityinen ainakin kahdesta syysté. Ensinndkin kaikki sen
vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Toiseksi, kaikkien kantavektorien pituus on yksi.
Namé ominaisuudet tekevait luonnollisesta kannasta hyvin kéyttokelpoisen.

Maaritelma 24.12. Sisdtuloavaruuden V' jono (v1,v2, ..., Ux) on ortogonaalinen, jos sen
vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eikd mik&an niistd ole nollavektori. Toisin

sanoen
a) (v;,05) =0, kun i # j ja
b) v; # 0 kaikilla i € {1,2,...,k}.

Sisdtuloavaruuden kantaa kutsutaan ortogonaaliseksi, jos se on jonona ortogonaalinen.
Avaruuden R™ luonnollinen kanta (éy,. .., €,) on ortogonaalinen. Avaruudella R™ on kuiten-

kin monia muitakin ortogonaalisia kantoja.
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Kuva 24.82: Avaruuden R? kanta (&1, €2, €3) on ortogonaalinen.

Esimerkki 24.13. Avaruuden R? jono S = (91, ¥2, U3), missé,
v = (_27 17 1)7 vg = (17 17 1)7 vg = (Oa 17 _1)7

on ortogonaalinen tavallisen pistetulon suhteen. Tama ndhdéan laskemalla kaikki mahdolliset
vektorien véliset pistetulot: v1 -v9 =—-24+14+1=0,v1-v3=1—-1=0jave-v3=1—1=0.

Esimerkki 24.14. Tutkitaan vektoriavaruutta
C([-m,m]) ={f: [-m, 7] = R | f on jatkuva},

missa sisdtulo maaritellaan kaavalla

(9= | " F@)g(a) da.

—T

Merkitaan

f: [_71-’7[-]_>R’ f(fE):]_,

g: [-m,m] = R, g(x)=sinz,

h: [-m,n] = R, h(z)=cosz.
Osoitetaan, ettd jono (f, g, h) on ortogonaalinen.

On siis naytettéva, ettd (f,g) =0, (f,h) =0 ja (g,h) = 0. Ndhd4an, ettd

K
<f,g):/ sinzx dx = / —cosx = —cosm+cos(—m) =1—1=0.

-
—T

Vastaavat laskut osoittavat, ettéd (f, h) = 0. Tarkistetaan vield viimeinen sisétulo:

<g,h>:/ sinxcosxda::/ isin%‘dmzz/ 2sin 2z dz

—T —T —T

1/ 1 1
=1 / —cos2x = Z(—cos27r+ cos(—2m)) = 1(—1 +1)=0.
-

Siten jono (f, g, h) on ortogonaalinen.

185



Ortogonaaliset jonot ovat hyodyllisid muun muassa siité syysté, ettd ne ovat aina vapaita.

Lause 24.15. Oletetaan, ettid (v1,02,...,0) on sisituloavaruuden V ortogonaalinen jono.
Talloin (v1,v2,...,0) on vapaa.
Todistus. Olkoot cq,...,c, € R sellaisia, ettéa

101 + -+ ¢ = 0.
Oletetaan, ettd i € {1,...,k}. Nyt
(03, 101 4 -+ - + cxog) = (03, 0).
Yhtélon vasen puoli saadaan muotoon

1 (i, U1) + - - -+ e (g, V) = ¢, 0i),
silld jono (v1,s,...,7;) on ortogonaalinen. Toisaalta (v;,0) = 0 lemman 24.5 nojalla. Siis
Ci<l7i,17¢> =0.
Koska ortogonaalisessa jonossa ei méaritelmén mukaan ole nollavektoreita, ei v; ole nolla-
vektori. Néin ollen (v;,v;) # 0, misté seuraa, ettd ¢; = 0. Siten ¢; = 0 kaikilla ¢ € {1,...,k},
ja jono (v1,vg,...,7)) on vapaa. O

Maaritelma 24.16. Sisdtuloavaruuden jono on ortonormaali, jos se on ortogonaalinen
ja liséksi jokaisen vektorin normi on yksi.

Sisdtuloavaruuden kantaa kutsutaan ortonormaaliksi, jos se on jonona ortonormaali. Esi-
merkiksi avaruuden R3 luonnollinen kanta (€1, €2, €3) on ortonormaali.

Yleensé vektorin koordinaattien méaérittdminen annetun kannan suhteen vaatii yhtaloryh-
mén ratkaisemista. Ortonormaalin kannan tapauksessa vektorin koordinaatit on kuitenkin
hyvin helppo maarittda. Osoittautuu, ettd koordinaatit saadaan laskemalla vektorin sisdtulot
kantavektoreiden kanssa.

Esimerkki 24.17. Tutkitaan avaruutta R>, jossa sisitulona on tavallinen pistetulo. Vektorin
w = (2,9, —7) koordinaantit kannan £ = (ey, €2, €3) suhteen ovat 2, 9 ja —7, silld

w = 2e1 + 9es — Tes.

Huomataan, ettd tdméan kannan tapauksessa koordinaatit ovat vektorin w pistetulot kanta-
vektorien kanssa:

w-er =(2,9,-7)-(1,0,0) =2,
U_]'é2:(2797_7)'(07170):97
w-é3 = (2,9,-7)-(0,0,1) = T,

Seuraava lause osoittaa, ettd tdmé pétee aina ortonormaaleille kannoille.
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Lause 24.18. Oletetaan, ettd B = (uy,...,u,) on sisituloavarvuden V ortonormaali kanta.
Olkoon v € V. Talldoin

U= <U7ﬂ1>a1 + <1_)7 ’L_L2>’ITL2 + o+ <U,’U,n>un.
Toisin sanoen vektorin v koordinaatit kannan B suhteen saadaan sisatulon avulla.

Todistus. Tutkitaan vektorin v € V koordinaatteja kannan B suhteen. Olkoot koordinaatit
ai,...,an eli v =aquy + astis + - - - + any,. Huomataan, etté

(17,u1> = <a1ﬂ1 + asug + - - - +anﬂn,ﬂ1>
= a1<ﬂ1,ﬂ1> +a2<ﬂ2,ﬂ1> —+ - +an<ﬂn,ﬂ1>
=a-1+a-0+---+a,-0=ay.

Vastaavalla tavalla ndhdaan, ettd (v, ;) = a; kaikilla ¢ € {1,2,...,n}. Vektorin v koordinaatit
kannan B suhteen saadaan siis laskemalla vektorin v sisdtulo kantavektorien kanssa. O

Esimerkki 24.19. Avaruudella R? on muitakin ortonormaaleja kantoja kuin luonnollinen
kanta. Esimerkiksi jono & = (v1, U2, U3), missé

by = 2,1,1 ’—1111"—1011
Ul_%(_v7)a Ug—%(,,) Ja ")3_%(”_)
on ortonormaali tavallisen pistetulon suhteen. (Td&mé jono on itse asiassa muokattu esimerkin
24.13 ortogonaalisesta jonosta skaalaamalla vektorien pituuksia. Lukijan tehtdvaksi jad varmis-
tua siitd, ettd kaikkien vektorien véliset pistetulot ovat tosiaankin nollia ja jokaisen vektorin
normi on yksi.)
Jono S on avaruuden R? kanta. Ensinnikin se on ortogonaalinen jono ja siten lauseen 24.15
perusteella vapaa. Toiseksi jonossa on kolme vektoria, joten se on lauseen 18.13 nojalla kanta.
Madritetdén vektorin w = (2,9, —7) koordinaatit kannan S suhteen. Jos koordinaatit méé-
ritettaisiin vanhaan tuttuun tapaan eli ratkaisemalla yhtdloryhmé, tulisi laskuista hyvin iké-
vid. Edellisen lauseen perusteella riittaéd kuitenkin laskea vektorin w pistetulot kantavektorien
kanssa:

w-v = (2,9,-7) -

w-vy = (2,9,-7) —=(1,1,1) = —,

w-v3=(2,9,-7)- = .
3 ( ) \/5

Siten koordinaatit ovat —2/v/6, 4/1/3 ja 16/1/2. Taméin voi vield tarkistaa laskemalla, etti

_ 2 _
W= ——=0; +

416
—=7U —=7U3.
6 V32 S
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24.3 Kohtisuora komplementti

Aliavaruuden kohtisuora komplementti koostuu niistd vektoreista, jotka ovat kohtisuorassa
kaikkia aliavaruuden vektoreita vastaan.

Maaritelma 24.20. Olkoon W sisdtuloavaruuden V' aliavaruus. Sen kohtisuora komple-
mentti on joukko

Wt ={6eV|({®w) =0 kaikilla w € W}.

Kohtisuoraa koplementtia kutsutaan myos ortogonaaliseksi komplementiksi.

Esimerkki 24.21. Tarkastellaan avaruuden R? aliavaruutta
W = span((2,1)) = {t(2,1) | t € R},

joka on vektorin (2, 1) suuntainen origon kautta kulkeva suora. Tutkitaan tdmén aliavaruuden
kohtisuoraa komplementtia W, kun sisdtulona on tavallinen pistetulo.

Esimerkiksi vektori (—1, 2) on kohtisuorassa komplementissa W, miké nihddén seuraavasti.
Oletetaan, ettd w € W. Nyt w = ¢(2,1) jollakin ¢t € R. Nahdaéan, etta

(—1,2) @ = (~1,2) - £(2,1) = t((~1,2) - (2,1)) = t(-2 +2) = 0.

Siten (—1,2) on kohtisuorassa jokaista aliavaruuden W vektoria vastaan eli (—1,2) € W+
Kohtisuora komplementti W+ koostuu niisté vektoreista, jotka ovat kohtisuorassa kaikkia
suoran W vektoreita vastaan. Kuvan perusteella kohtisuora komplementti on siis W:ta vastaan
kohtisuorassa oleva origon kautta kulkeva suora (ks. kuva 24.83).
Maédritetdin aliavaruuden kohtisuora komplementti W+ tdasmillisesti. Nahdédn, etté

Wt ={6€R?|v5-w=0 kaikilla w € W}
= {(v1,v2) € R? | (v1,v2) - w = 0 kaikilla w € W}
= {(v1,v2) €R? | (vy,v2) - £(2,1) = 0 kaikilla t € R}
= {(v1,v2) € R? | t(2v1 + v2) = 0 kaikilla ¢t € R}.

Tutkitaan hieman tarkemmin ehtoa "t(2v; +v2) = 0 kaikilla ¢ € R”. Huomataan, etté se pétee,
jos ja vain jos 2v; 4+ vg = 0. Siten edellinen joukko sievenee muotoon

{(v1,v2) € R* | 2u1 +vo = 0} = {(v1,v2) € R* | vy = —2u;}
= {(v1,—2v1) | 11 € R}
={v1(1,-2) | v1 € R}
= span((1, —2)).

Niin ollen W+ = span((1, —2)). Ortogonaalinen komplementti on siis origon kautta kulkeva
vektorin (1, —2) suuntainen suora.
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W = span((2,1))

W+ = span((1, —2))

Kuva 24.83: Avaruuden R? suoran W = span((2,1)) kohtisuora komplementti on suora
span((1, —2)).

Esimerkki 24.22. Tarkastellaan avaruuden R3 aliavaruutta W = span((4,2,—1)), joka on
vektorin (4,2, —1) suuntainen, origon kautta kulkeva suora. Maaritetdén aliavaruuden kohti-
suora komplementti W=, kun sisétulona on tavallinen pistetulo. Kuvan perusteella vaikuttaisi
silté, ettd tdmén suoran kohtisuora komplementti olisi taso, joka on kohtisuorassa suoraa vas-
taan (ks. kuva 24.84).
Maéritetdan kohtisuora komplementti vield tasmallisesti. Nahdédan, etta
Wt ={6eR?|v-w =0 kaikilla w € W}

= {(’Ul,’Ug,’Ug) e R3 ‘ (’Ul,’Ug,’Ug) . t(4, 2, —1) = 0 kaikilla t € R}

= {(v1,v9,v3) € R? | t(4v] + 2v9 — v3) = 0 kaikilla t € R}

= {(Ul,vg,vg) e R? ‘ dvi + 2v9 —v3 = 0}
Luvun 13.4 tietojen perusteella huomataan, etti kyseessi on avaruuden R? taso, jonka eris

normaali on vektori (4,2, —1). Ortogonaalinen komplementti on siis origon kautta kulkeva
taso.

W =span((4,2,—1))

W = {(v1,v2,v3) | 4v1 +2v3 —v3 =0}

Kuva 24.84: Avaruuden R? suoran span((4,2,—1)) kohtisuora komplementti on taso
{(Ul,’vg,vg) | 4v1 + 2v9 —v3 = 0}.

Aliavaruuden kohtisuora komplementti on aina aliavaruus.

Lause 24.23. Olkoon W sisdtuloavaruuden V aliavaruus. Sen kohtisuora komplementti W+
on myds avaruuden V aliavaruus.
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Todistus. Oletetaan, etti v,4 € W+ ja ¢ € R. Nyt kaikilla w € W pitee (v,w) = 0 ja
(,w) = 0. On osoitettava, ettd v +u € W+, cv € W+ ja 0 € W+. Toisin sanoen tiytyy
nayttaa, etta

(v +u,w)=0, (cv,w)=0 ja (0,w)=0

kaikilla w € W.
Oletetaan téta varten, ettd w € W. Sisdtulon méaaritelmén nojalla

(0 + @, w) = (0,w) + (4, w) =0+0 =

Samalla tavalla ndhdééan, etté

Lisiiksi lauseen 24.5 nojalla pétee (0, w) = 0.
Siten (v + @, w) = 0, (cv,w) = 0 ja (0,w) = 0 kaikilla w € W, joten v +u € W, cv € W+
ja 0 € W, Niin on osoitettu, ettd W+ on aliavaruus. O

Jos vektori on kohtisuorassa aliavaruuden virittajavektoreita vastaan, se on kohtisuorassa
kaikkia aliavaruuden vektoreita vastaan. Pelkkien virittdjdvektorien tarkasteleminen siis riit-
taa.

Lause 24.24. Olkoon W on sisdtuloavaruuden V aliavaruus. Oletetaan lisdksi, ettd v € V ja
W = span(wy, ..., wy). Tdllgin v € W, jos ja vain jos (v,w;) = 0 kaikilla i € {1,...,k}.
Todistus. Todistetaan véite kahdessa osassa.

"=": Oletetaan, ettd v € W+. Talloin (v,w) = 0 kaikilla w € W. Erityisesti (v,w;) = 0
kaikilla ¢ € {1,..., k}.

7<=": Oletetaan, ettd (v,w;) = 0 kaikilla ¢ € {1,...,k}. Pyritddn ndyttdméaén, ettd tdlloin
v € W+, On osoitettava, etti (v, w) = 0 kaikilla w € W. Oletetaan siis, ettd w € W. Talléin
W = ajwy + aswWs + - - - + apwy joillakin aq, ..., ar € R. Sisdtulon médritelmén ehtojen nojalla

<17,1?)> = (17,@16)1 + agwo + -+ + ak’tﬁk>
= (0, a1w1) + (0, agwWa) + - - + (v, apwy,)
= a1<17,u_)1> +CL2<’[_),U_}2> —+ - —i—ak(z_),u_)k>
=a1-0+ax-0+---+a,-0=0.

Siten (v, w) = 0, olipa w miké tahansa aliavaruuden W vektori. Niin ollen v € W+. O
Esimerkki 24.25. Tarkastellaan vektoriavaruuden R3 aliavaruutta
W =span((1,0,3) (2,1,5)),

joka on vektoreiden w; = (1,0,3) ja wy = (2,1,5) virittdm4, origon kautta kulkeva taso.
Kun maéiritetddn tdméan aliavaruuden kohtisuoraa komplementtia, riittda tarkastella pelkkié
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virittdjavektoreita. Nahdaan, ettéa

Wt = {0 eR®| (5, w) = 0 kaikilla w € W}
={veR3| (0,w) =0 ja (v, W) = 0}
={0ER?|v-w =0jav-wy=0}
= {(v1,v2,v3) € R® | vy 4 3v3 = 0 ja 20y + v2 + Svz = 0}.

On siis ratkaistava yhtédlopari

1 +3v3 =0
2v1 4+ vo 4 dvy = 0.

Sen ratkaisut ovat v = (—3t,t,t), missd ¢ € R. Néin ollen
Wt = {(=3t,t,t) | t € R} = {t(—3,1,1) | t € R} = span((—3,1,1)).

Ortogonaalinen komplementti on siis vektorin (—3,1,1) virittdma suora (ks. kuva 24.85).

W+ =span((-3,1,1))

W = Span((l, 0,3), (2,1, 5))

Kuva 24.85: Avaruuden R? tason W = span((1,0,3) (2,1,5)) kohtisuora komplementti on suo-
ra span((—3,1,1)).

Ainoa vektori, joka on sekéd aliavaruudessa ettd sen kohtisuorassa komplementissa, on nol-
lavektori.

Lause 24.26. Olkoon W sisdtuloavaruuden V aliavaruus. Talloin
W nwt = {0}.

Todistus. "C”: Oletetaan, ettd w € W N WL, Nyt 4 € W ja u € W+. Kohtisuoran komple-
mentin madritelman mukaan talloin péatee (u,w) = 0 kaikilla w € W. Erityisesti (u,u) = 0.
Sisdtulon méiritelmisti seuraa, ettd u = 0. Siis W N W+ c {0}.

"57”: Koska W ja W+ ovat aliavaruuksia, niin 0 € W ja 0 € W, Siten 0 € W N W, Siis
{0} cwnw. O

191



24.4 Kohtisuora projektio

Kurssin ensimmaéisessé osassa késiteltiin vektorin projektiota suoralle. Voidaan ajatella, etta
projektio on vektorin heittdméa varjo, kun aurinko paistaa kohtisuoraan suoraa vastaan. Téssa
luvussa yleistetddn projektion késitettd. Yhta hyvin voidaan projisoida vektori vaikkapa ta-
solle. Talloin projektio on vektorin varjo, joka syntyy, kun aurinko paistaa kohtisuoraan tasoa
vastaan.

Avaruudessa R™ vektorin v projektio vektorin w virittamélle alivaruudelle (eli suoralle) voi-
daan lauseen 13.14 mukaan laskea seuraavasti:

.o U-w _
projs() = -,

Uudessa méaaritelméssé aliavaruus, jolle projisoidaan, voi olla useamman kuin yhden vektorin
virittdmaé. Lisdksi pistetulon tilalla voi olla miké tahansa sisdtulo.

Projisoimista varten taytyy késilld olla aliavaruuden ortogonaalinen kanta. Aliavaruudelle
projisoitava vektori projisoidaan erikseen jokaisen kantavektorin virittamalle suoralle ja projek-
tiot summataan yhteen. Nain saadaan vektorin projektio aliavaruudelle. Esimerkiksi vektorin
v = (3,2, 1) projektio aliavaruudelle W = span(éy, é2) (eli xy-tasolle) on

41
11

'él .é2

projyy (v) = proje, (v) + proje, (v) = Z——-€1+ — "¢
3_ 2_ _ _
= Iel + 162 =3e1 +2e2 = (3,2,0).

Vektorin kolmas komponentti muuttuu siis projisoitaessa nollaksi. Huomaa, etta téssa kaytetty
kanta (€, e2) on ortogonaalinen, silld e; - e; = 0.
Annetaan vield tasmallinen méaritelmé projektiolle.

Maisritelmd 24.27. Oletetaan, ettd W on sisdtuloavaruuden V aliavaruus, jolla on or-
togonaalinen kanta (wy,...,wy). Vektorin v € V' kohtisuora projektio aliavaruudelle W
. ) (o) (v, )
. _ v,wy) _ v,w2) _ U, W) _
projw(v) = ———w1 + ——— w2 + -+ ———Wk.
WO = G ™ T ) (i 1)

Kurssin ensimmaéisen osan merkintoja kayttden voidaan kirjoittaa

projyy (V) = projg, (v) 4 projg, (v) + - - 4 projz, (v).

Jos W = span(wy,...,wy), voidaan kohtisuoralle projektiolle kdyttédd lyhennysmerkintaé
projyy (V) = projg, . g, (V). Lisiksi kohtisuoraa projektiota kutsutaan usein lyhyesti vain pro-
jektioksi.

On ehdottoman téarkeéd, ettd projektiota méaritettdessa kiytetadn ortogonaalista kantaa.
Tulemme my6hemmin ndkemé&in, ettd ilman ortogonaalista kantaa mielikuva vektorin heittéa-
masta varjosta ei pitdisi paikkaansa.
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projy (0)

’

Kuva 24.86: Vektorin v kohtisuora projektio aliavaruudelle W = span(wy, ws).

Esimerkki 24.28. Madritetdin vektorin o = (3, —1,2) projektio avaruuden R? aliavaruudelle
W = span(wy, ws), missd w; = (1,1,0) ja we = (—1,1,1). Sisdtulona on tavallinen pistetulo.

Tarkistetaan ensin, muodostavatko alivaruuden virittédjavektorit ortogonaalisen kannan. Ha-
vaitaan, ettd wy -wy = —1+1 = 0, joten jono (wy, ws) on ortogonaalinen. Lauseen 24.15 nojalla
jono on niin ollen my6s vapaa. Siten se on virittdménsé aliavaruden W = span(wy, ws) kanta.

Nyt voidaan méaarittad vektorin v = (3, —1, 2) projektio aliavaruudelle W. Méaéritelmén mu-
kaan projy, (v) méaritetdén laskemalla vektorin v projektiot vektoreiden w; ja wy virittamille
aliavaruuksille:

. . = .= W _ 2 1
projuy (#) = proj, (5) + proj, (1) = =iy + ooty = iy — Sy = 3(5,1,-2)

Kohtisuoran projektion méaéritelmésséd on kéytettdava avaruuden W ortogonaalista kantaa.
Jos projektion kaavassa kayttda kantaa, joka ei ole ortogonaalinen, ei tulos ole toivottu. Myo6-
hemmin todistettavasta lauseessa 24.38 seuraa, ettéd jokaiselle aérellisulotteiselle avaruudelle
loytyy ortogonaalinen kanta. Lisdksi osoitamme lauseessa 24.33, etta valitulla kannalla ei ole
vaikutusta siihen, mikd projektiovektori on. Oleellista on vain, ettd kanta on ortogonaalinen.

Esimerkki 24.29. Aiemmin médritettiin vektorin v = (3,2, 1) projektio aliavaruudelle W =
span(éy, €2), missd €1 = (1,0,0) ja ea = (0,1,0). Se tehtiin laskemalla vektorin v projektiot
vektoreiden (1,0,0) ja (0,1,0) virittdmille aliavaruuksille. Tdméa oli méaaritelman mukaista,
silld (e1, e2) on aliavaruuden W ortogonaalinen kanta. Projektiovektoriksi saatiin (3,2,0), eli
projisoitaessa vektorin kolmannesta komponentista tuli nolla ja muut komponentit pysyivat
ennallaan. Kun vektori projisoitiin vaakasuoralle tasolle, sen pystykomponentti siis katosi,
miké vastaa mielikuvaamme vektorin heittdmasta varjosta.

Tutkitaan, mitd tapahtuu, jos kdytetdan kantaa, joka ei olekaan ortogonaalinen. Aliava-
ruudella W on my6s kanta (ug,us2), missd u3 = (1,1,0) ja ue = (0,1,0), eikd tdméa kanta
ole ortogonaalinen. Nyt vektorin v = (3,2,1) projektio vektorin @; virittdmélle aliavaruu-
delle on proj;, (v) = (5/2)u1 ja vektorin wg virittdmaélle aliavaruudelle puolestaan projg, (v) =
(2/1)uy = 2ug. Néiden projektiovektoreiden summa on (5/2,9/2,0), joten tulos on aivan erilai-
nen kuin edellisissa laskuissa. Se ei vastaa késitystdmme siitéd, miltd projektion pitdisi ndyttéa.
Tama johtui siitd, ettei kdytetty kanta ollut ortogonaalinen.
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Kohtisuora komponentti

Edelld mainittiin, ettd vektorin v projektio tasolle W on varjo, jonka vektori heittda, kun
aurinko paistaa kohtisuoraan tasoa vastaan. Matemaattisesti tdmaé tarkoittaa sité, etté vektorit
projy (v) ja v — projy, (v) ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Maiaritelmé 24.30. Oletetaan, ettd W on sisdtuloavaruuden V direllisulotteinen aliava-
ruus, jolla on ortogonaalinen kanta. Vektorin v € V' kohtisuora komponentti aliavaruutta
W wastaan on

perpyy (0) = v — projy (v).

Merkinta perp tulee englannin kielen sanasta "perpendicular”, joka tarkoittaa kohtisuoraa.
Samaan tapaan kuin projektioilla voidaan kiyttda lyhennysmerkitda perpy, (v) = perpg, g, (0).

projyy (v)

Kuva 24.87: Vektorin v kohtisuora komponentti aliavaruutta W vastaan.

Esimerkki 24.31. Esimerkissd 24.28 néhtiin, ettd vektorin v = (3, —1, 2) kohtisuora projektio
vektorien wy = (1,1,0) ja wy = (—1,1,1) virittémélle aliavaruudelle W on £(5, 1, —2). Vektorin
v kohtisuora komponentti aliavaruutta W vastaan on siten

_ _ . 1 1
perpW(’U) =v—= pI’ij(’U) = (37 _172) - §(57 1, _2) = 5(47 _478)'

Vektorin v kohtisuora komponentti perpy,(v) on kohtisuorassa aliavaruutta W vastaan.
Se kuuluu siis kohtisuoraan komplementtiin . Kohtisuoruus seuraa siité, etti projektion
maaritelmassd vaadittiin ortogonaalinen kanta.

Lause 24.32. Oletetaan, etta W on sisdtuloavaruuden V ddrellisulotteinen aliavaruus, jolla
on ortogonaalinen kanta. Olkoon v € V. Tilldin perpy, (v) € W.

Todistus. Olkoon (wy,...,wy) aliavaruuden W ortogonaalinen kanta. Nyt siis
<'U_Ji,?1_)j> = O,kun 1 7§ _]

Lauseen 24.24 nojalla riittaé osoittaa, ettd (perpy (v),w;) = 0 kaikilla ¢ € {1,...,k}. Olete-
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taan, ettd ¢ € {1,..., k}. Talloin
<perpW(17), u_)z> - <5 - projW(i_)), wz)
= (v, w;) — (projy (v), ws)
Bi) —

— (5.1 <l7,12}1> o <@7wk> Dr. s
=@, <<w1,w1> Lt o >

= (v, w;) — <<<U’w1><w1,wi> +-F W<wk7wi>>

1

silld (w;,w;) =0, kun @ # j.

Vektori perpy, (v) on siis kohtisuorassa kaikkia kantavektoreita vastaan. Téstd seuraa, ettd
perpy (0) € W+, Huomaa, etti todistuksessa kiytettiin hyviksi projektion médritelmissi
esiintyvaé ortogonaalista kantaa. O

Lause 24.33. Oletetaan, ettd W on sisdtuloavaruuden V ddrellisulotteinen aliavaruus, jolla
on ortogonaalinen kanta. Olkoon v € V. Tdllgin on olemassa tismdlleen yhdet vektoritw € W
ja wt € W, joille pitee

o= 1w+ wt.

Osoittautuu, ettéd lauseessa mainitut vektorit ovat projy, (v) ja perpy (v).

Kuva 24.88: Vektori v voidaan kirjoittaa summana vektoreista, jotka ovat aliavaruuksien W
ja W alkioita.

Todistus. Valitaan w = projy, () ja W+ = perpy, (v) = 0—projy, (v). Projektion méiritelmésti
niahdidn, ettd w € W, ja lauseen 24.32 nojalla w € W, Lisiksi o = w + w™.

Osoitetaan vield, ettd mitkddn muut vektorit eiviat toteuta annettuja ehtoja. Oletetaan, etté
w,u € W, wr,ut € Wt ovat ehdot toteuttavia vektoreita. Nyt siis v = w + w- = @ + at.
Tésta seuraa, etté

W— =" —w.

195



Toisaalta W ja W ovat aliavaruuksia, joten w —u € W ja u- —w' € W. Kuitenkin lauseen

24.26 nojalla W N W+ = {0}, joten @ — 4 = 0 ja w' — ut = 0. Téstd seuraa, ettd w = u ja

w* = ut. Siten ehdot toteuttavia vektoreita on vain yhdet. O

Schwarzin epayhtilo ja kolmioepadyhtalo

Todistetaan vield lopuksi projektion avulla muutama hyoédyllinen sisdtuloon ja normiin liittyva
tulos. Esimerkiksi Schwarzin epdyhtélod kéytettiin jo luvussa 13.

Lause 24.34 (Schwarzin epayhtéld). Olkoon V' sisdtuloavaruus. Oletetaan, ettd v,w € V.
Talloin
(v, w)| < [Jo]]|w]]-
Todistus. Oletetaan ensin, ettd w = 0. Nyt (v,w) = 0 ja |[w|| = 0, joten viite pétee.
Oletetaan sitten, ettd w # 0. Nyt

0 < [|o — proj,,(v)]>

= <17 - projw({))a v— pI'O']w(T]»

), G, @R,
— (5,0 = 200 — 2, ) + 1 )
Lo (0w)* (0,w)°
B T T
_ =n2 (5711))2
o - St

Tésté seuraa, ettd (v,w)% < [|v?||w]|?. Nyt voidaan paitelld, etti

(5, @)| = \/(3,@)2 < \/|[5]2]@]]? = |[3]l|l@].

Lause 24.35 (Kolmioepayht&lo). Olkoon V' sisdtuloavaruus. Tdlloin
[0+ wl < [Jof] + [|lwl]
kaikilla v,w € V.
Todistus. Ensinnakin huomataan, etta
|5+ w||* = (v + 0, 0 + w)
— (0,0) + (5,10) + (i, 5) + (i, )
= [|o]* + 2(, @) + ||@?
< |18l* + 2(v, @)| + [|@]|.
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Nyt voidaan kéayttdd Schwarzin epéyhtaloa:
1911 + 2/(z, @)| + [|@]]* < [[o[f* + 2[|oll @] + @] = (2] + @])>.

Niin saadaan [|o+w||? < (|9 + ||@w||)?. Koska normit ovat positiivisia, tdstd voidaan pidtelli,
etta
1o+ w| < []o]] + [|lw]-

Ortonormaalin kannan etsiminen

Projektion méaarittadmista varten aliavaruudelle pitdé etsid ortogonaalinen kanta. Kohta esi-
teltdvan Gramin—Schmidtin menetelmén avulla kannasta voidaan muokata ortogonaalinen ja
edelleen ortonormaali. Tutkitaan ensin, miten kahden vektorin muodostamasta kannasta saa-
daan ortonormaali kohtisuoran komponentin avulla.

Esimerkki 24.36. Merkitdin v; = (—1,2) ja 9o = (3,—1). Jono (v, v2) on avaruuden R?
kanta. Vektorit v ja vy eivit nimittéin ole yhdensuuntaisia ja siksi ne ovat lineaarisesti riippu-
mattomia. Koska jono (v1,02) on vapaa ja siind on kaksi vektoria, se on lauseen 18.13 mukaan
avaruuden R? kanta.

Muokataan jonosta (o1, 72) avaruudelle R? ortogonaalinen kanta, kun siséitulona on pistetulo.
Muodostetaan uusi jono (w;,ws) valitsemalla w; = v1 = (—1,2) ja

W2 = DeIPy, (v2) = V2 — Proj g, (v2) = (2,1).

Nyt vektorit w; ja wg ovat ortogonaaliset lauseen 24.32 perusteella. Lisdksi (wq,ws) on ava-
ruuden R? kanta, minké voi osoittaa samaan tapaan kuin edell.

U2 Projy, (v2)

Wo = Vg — pIOju—]1 (172)

Kuva 24.89: Kannan (v;, v2) muuttaminen ortogonaaliseksi kannaksi (wy, ws2).

Néin saadusta ortogonaalisesta kannasta voidaan vield muodostaa ortonormaali kanta (a1, u2)
valitsemalla

1 _ 1 1

[l V5

Jono (i1, u2) on avaruuden R? ortonormaali kanta.

1
—wy = —=(2,1).
[wa]] V5
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Kuva 24.90: Ortogonaalinen kanta (w;,w2) ja ortonormaali kanta (1, u2).

Myo6s useamman vektorin tapauksessa voidaan kayttda kohtisuoria komponentteja.

Esimerkki 24.37. Vektorit v; = (1,1,0), v2 = (—2,0,1) ja v3 = (0,1,1) muodostavat ava-
ruuden R? kannan. (Tdmén osoittamiseen riittdd lauseen 18.13 perusteella niyttid, ettd jono
on vapaa tai ettii se virittdd avaruuden R3. Se jitetddn lukijalle.) Ryhdyt#in muodostamaan
néistd kolmesta vektorista kantaa (wq,ws,ws), joka on ortogonaalinen tavallisen pistetulon
suhteen.

Uuden kannan ensimméiseksi vektoriksi voidaan ottaa mikéa tahansa vektoreista vy, vo, Us.
Valitaan wy, = v1. Toiseksi vektoriksi valitaan vektorin vs kohtisuora komponentti aliavaruutta
span(wj ) vastaan:

Y205 = (~1,1,1).

W = perpy, (v2) = VU2 — Projg, (v2) = vz — ra——
Nyt vektorit w; ja we ovat lemman 24.32 nojalla kohtisuorassa toisiaan vastaan. Lauseen 24.15
perusteella jono (w1, wy) on vapaa, joten se muodostaa aliavaruuden span(ws;, wy) ortogonaa-
lisen kannan (ks. lause 18.13).

Kolmanneksi vektoriksi valitaan vektorin v3 kohtisuora komponentti aliavaruutta span(wy, ws)
vastaan:

_ _ _ . _ Uz-wi U3 W
W3 = PerPg, @, (V3) = U3 — Projg, a,(U3) = U3 — w

by = & 1,-1,2
R
Huomaa, ettd projektion laskemiseen tarvitaan tietoa siitd, ettd (wp,ws2) on aliavaruuden
span (w1, we) ortogonaalinen kanta. Vektori ws on kohtisuorassa vektoreita w; ja we vastaan
lemman 24.32 perusteella. Siten jono (w7, Wy, ws) on ortogonaalinen.

Lauseen 24.15 nojalla jono (w1, W, ws) on vapaa. Koska avaruuden R? dimensio on kolme,
on jono (w,ws,ws3) avaruuden kanta. Néin saatiin siis aikaan ortogonaalinen kanta.
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Lause 24.38 (Gramin-Schmidtin menetelmé). Oletetaan, ettdc B = (v1,...,0n) on sisdtulo-
avaruuden V' kanta. Tdlléin avaruudella V- on ortogonaalinen kanta (w1, . .., wy,), joka saadaan

seuraavasti:
wy = U1
W = perpg, (v2)

W3 = PerPy, g, (U3)

Wn = PPy, i, (Un)-

Tésta ortogonaalisesta kannasta saadaan ortonormaali kanta (uy,...,u,) asettamalla
_ I _
Uy = 7—W;
[
kaikilla © € {1,2,...,n}. Lisaksi (w1, ..., wx) on aliavaruuden span(vy, ..., Ux) ortogonaalinen

kanta jokaisella k € {1,...,n — 1}.

Huomaa, etté edellisessé lauseessa ortogonaalisen kannan vektorit voidaan kohtisuoran kom-
ponentin méaéritelmén ja kohtisuoran projektion méaaritelman mukaan kirjoittaa muodossa

w1 = V1

(v, wy)

Wwe =02 — 7 —— w1
(wy,wr)

o (v3,w1) _ U3, W2) _

W3 =03 — 7=-—— W1 — 75— — W2
<w1,w1> < 2,w2>

- = <'me1> — <6n>7~52> _ <6mwnfl>

Wp =VUp — 75— — W1 — 57— — W2 — = 75— Wp—1.
<w1,w1> <w2,w2> <wn—1,wn71>

Todistetaan seuraavaksi edellinen lause eli Gramin-Schmidtin menetelma.

Todistus. Merkitdén Vi = span(vy,...,0;). Havaitaan, ettd vektori w; = v; muodostaa ali-
avaruuden V; = span(v;) ortogonaalisen kannan.

Oletetaan, ettd k € {1,...,n — 1} on sellainen, ettd jono (wi,...,wy) on aliavaruuden Vj
ortogonaalinen kanta. Osoitetaan, etta télloin jono (wy, ..., Wy, Wky1) on aliavaruuden Viyq
ortogonaalinen kanta.

Néytetddn ensin, ettd jonon (wi, ..., Wy, Wky1) vektorit kuuluvat aliavaruuteen Vjiq. Ole-
tuksen mukaan jono (wy, ..., wy) on aliavaruuden Vj ortogonaalinen kanta, joten

Wi, ..., W € Vg = span(v1,...,0) C span(v1, ..., Uk, Uk+1) = Vit1 -
Siis wy,...,wg € Viy1. Lisdksi vektori wyy1 on lineaarikombinaatio vektoreista vgy1 € Viaq
ja wy, ..., W € Viyr:
Ok, @1) o Ok, @2) o0 (O, Wk

W41 = PPy .y (Uk) = V1 — (an) T (wg,an) 2 (wg, W)
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Tiedetddn, ettd Vi1 on aliavaruus, joten sen vektorien lineaarikombinaatio wi41 € V4.

Néytetddn seuraavaksi, ettd jonon (wy,...,wy, wkt+1) vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Jono (wi,...,wy) on oletuksen mukaan ortogonaalinen, joten riittad osoittaa, ettéd
W41 on kohtisuorassa kaikkia tdman jonon vektoreita vastaan. Maéritelmén mukaan

W41 = PerPg, . o, (Vi) -

Lauseen 24.32 mukaan tllin w1 € span (i, . .., wx)". Néin w1 on kohtisuorassa kaikkia
ortogonaalisen jonon (w, ..., wy) vektoreita vastaan.

Néytetadn sitten, ettd mikddn jono (wi,...,wy, wk4+1) vektoreista ei ole nollavektori. Ole-
tuksen mukaan jono (w1, ...,w) on ortogonaalinen, joten w; # 0 kaikilla i € {1,...,k}. Jos
olisi wy41 = 0, niin perpg, 4, (0x) = 0 ja edelleen Upy1 — Projg, .z, (Ug+1) = 0 eli

ﬂk“f'l = projﬂ)l,...,i)k (@k"rl)

Talloin vg4q € span(wy, ..., wk). Oletuksen mukaan (wi,...,wy) on aliavaruuden Vj kanta,
joten vpy1 € Vi = span(vi,...,0). Nain 041 on vektorien vy,...,v; lineaarikombinaatio.
Tamé4 on ristiriidassa sen kanssa, etta (v1,. .., v,) on sisituloavaruuden V kanta ja siten vapaa.
Siis wk+1 7'5 6

Néytetddn lopuksi, ettd avaruuden Vi1 ortogonaalinen jono (wsi, ..., Wy, Wky1) on aliava-
ruuden Vi1 kanta. Aliavaruuden Vi1 = span(vy, .. ., Uk, Uk+1) dimensio on dim(Vyy1) = k+1,
silld jono (1, ..., 0k, Ug+1) on kannan B osajonona vapaa (lause 17.9) ja siten se on virittéa-
ménsé aliavaruuden Vi1 kanta. Lauseen 24.15 nojalla ortogonaalinen jono (w1, ..., Wk, Wkt1)
on vapaa. Liséksi sen pituus on sama kuin avaruuden V)i dimensio. Lauseen 18.13 nojalla se
on aliavaruuden Vj4; kanta. t

Lauseesta 24.38 seuraa, ettd jokaisella darellisulotteisella vektoriavaruudella on ortogonaa-
linen kanta.

Esimerkki 24.39. Etsitdin avaruudelle R? ortogonaalinen kanta, jonka yksi vektori on w, =
(1,2,3). Valitaan aluksi vaikkapa vs = (0,1,0) ja v3 = (0,0,1). Talléin jono (w1, ve,v3) on
avaruuden R? kanta. Tdmén osoittamiseen riittéd lauseen 18.13 perusteella niyttii, ettd jono
on vapaa tai ettd se virittdi avaruuden R>. Se jitetdin lukijalle.

Ortogonalisoidaan kanta (wy, U2, v3). Valitaan toiseksi kantavektoriksi

- )
V2 W i = Ty — = = (—1/7,5/7,-3/7).

Téssé vaiheessa vektoria wh kannattaa vield kertoa skalaarilla 7, jotta padstiain eroon ikavista
murtoluvuista. Valitaankin kantavektoriksi siis

_ _ V3 W1 _ V3 - Wy _ B 3 -3 _
w1 - W1 w Wy - Wy W2 =13 14w1 35 w2 ( 3/ 0, 0, / O)
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Vaihdetaan vield taménkin vektorin tilalle siistimpi skalaarimonikerta

Talldin (wy, W, w3) on avaruuden R3 ortogonaalinen kanta.

Tasséd esimerkissa ikavéit kantavektorit merkittiin kaukonakoéisesti pilkulla, jotta haluttuja
kantavektoreita voitiin merkitd symbolilla w. Kaytdnnossa ei tietenkddn voi etukéteen tietda,
onko vektoriin tulossa murtolukuja vai ei, joten pilkkuja voi halutessaan lisétd vektoreiden
nimiin jalkikateen.

Lause 24.40. Oletetaan, ettd V on ddrellisulotteinen sisituloavaruus ja W sen aliavaruus.
Tdlloin
dim(W) + dim(W+) = dim(V).

Todistus. Olkoon (wy, ..., wy) aliavaruuden W ortogonaalinen kanta ja (v1,...,7;) aliavaruu-
den W+ ortogonaalinen kanta. Téllaiset kannat ovat olemassa lauseen 24.38 nojalla. Osoite-
taan, ettd (wy,...,wy,v1,...,7;) on avaruuden V kanta, mikd todistaa viitteen.

Havaitaan, ettd (w;, v;) = 0 kaikillad € {1,...,k}jaj e {1,...,i},sillaw; € Wjav; € wH.
Lisdksi kummassakin jonossa jonon vekorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. N&in jono
(wy,..., Wk, v1,...,7;) on ortogonaalinen ja siten vapaa lauseen 24.15 nojalla.

Oletetaan, ettd u € V. Lauseen 24.33 mukaan on olemassa yksi sellainen vektori w € W ja
yksi sellainen vektori w' € W, ettd @ = w + w*. Vektori w € W voidaan kirjoittaa kanta-

vektorien (wy,...,w;) lineaarikombinaationa ja vektori w+ € W+ kantavektorien (vy,...,7;)
lineaarikombinaationa, joten vektori u voidaan kirjoittaa jonon (ws,...,wg,v1,...,7;) vekto-
rien lineaarikombinaationa. Siis span(wy, ..., Wk, v1,...,70;) = V.

On néaytetty, ettd (wy,...,wy,v1,...,7;) on avaruuden V kanta. Siis

dim(V) = k + 1 = dim(W) + dim(W+).

201



Hakemisto

darellisulotteinen, 130
adaretonulotteinen, 130

Gramin—Schmidtin menetelmé&, 197

aliavaruus, 117
aste, polynomin, 119

bijektiivisyys, bijektio, 156

diagonalisointi, lineaarikuvauksen, 179
dimensio, 130

erotus, vektorien, 116
funktioavaruus F, 113

injektiivinen, 152
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