Tuntitehtavat

INOOED23-3001 Tietotekniikan sovellusprojekti

Niita tehtavid voidaan laskea tunnilla. Ehkd osa voidaan laittaa palautettaviksi tehtéviksi.

Viikko 1 (vektorin esitystavat, pituus ja yksikkovektori)

1. Esitd muodossa (a, b, ¢) vektori

(a) 20+ 3)+ 4k Ratkaisu: (2,3,4)
(b) 5(2j + 3i + 4k) Ratkaisu: (15,10, 20)
(c) 2j+ 4k Ratkaisu: (0,2 4)
(d) % Ratkaisu: (1,—1) tai (1,—1,0)
2. Esitd muodossa ai + bj + ck vektori
(a) (1,2,3) Ratkaisu: 7 + 2j + 3k
0 ~
(b) =22 Ratkaisu: —47 — 6k
3
(¢) (-1,0,3) Ratkaisu: —i + 3k
3. Olkoon ©w = (2,1) jaw = (1,—1). Laske
(a) |ul Ratkaisu: /5
(b) |7] Ratkaisu: /2
(c) |u+ 7 Ratkaisu: 3
(d) [u—7 Ratkaisu: /5
(e) [u+)*+ [u—7v* - 2[ul® - 2/v|? Ratkaisu: 0
4. Maaritéd vektorin w = 37 — 47 suuntainen yksikkovektori 4 = ﬁl‘ﬂ. Ratkaisu: 4 = 0.62 — 0.8)
5. Esitd vektori © = 37 — 4) muodossa © = |ula. Ratkaisu: @ = 5(0.67 — 0.87)

cos(0)

6. Esitd vektori @ = 3i — 4j muodossa u© = |[u] (sin(@)

napakoordinaattiesitys. Ratkaisu: @ ~

Va? +y? ja 0 = arctan(y/x).

7. Miiritd vektorin @ = 2i — 4] + 4k suuntainen yksikkévektori. (Koeteht#vii?)

Vihje. Téssé |[u] =

Ratkaisu: 4 = 0.33%7

>, missé 6 on jokin sopiva kulma. Muoto r(cos(6),sin(6)) on ns.

5(cos(—53°), sin(—53°))

— 0.667 + 0.66k



8.

10.

11.

Extratehtivia (ei kisitelld yhdessi)

Extra. Esitéi vektori @ = 2i — 4] + 4k muodossa @ = ||@, missé u on yksikkovektori. Ratkaisu:
u =~ 6(0.337 — 0.667 + 0.66k)

K cos(¢p) cos()
Extra. Esitd vektori © = 27 — 45 + 4k muodossa u = [u| | cos(¢)sin(f) |, missd ¢ ja 6 ovat jotkin sopivat kulmat. Tamé&
sin(y)
on ns. pallokoordinaattiesitys.
cos(p) cos()

Vihje. Jos (z,y,2z) = R | cos(p)sin(d) |, niin R = \/x2 + 32 + 22. Asetetaan r = /22 +y>. Nyt ¢ = arctan(z/r) ja

sin(p)
cos(42°) cos(63°)
0 = arctan(y/z). Ratkaisu: R =6, r = /20, ¢ ~ 41,8°, § ~ 63,4°. Siis @ ~ 6 [ cos(42°)sin(63°)
sin(42°)

Extra. Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Mairité vektori & = AB = B — A. Miirité piste C, kun AC' = 2AB Olkoon

D = (2,1). Méériti piste B, kun E — D = DE = —AB = —(B — A). Piirrii kuvaan kaikki mainitut pisteet ja vektorit.

Extra. Soutuveneen (m; = 100kg) nopeusvektori on 7; = (2,5)m/s. Vesijetin (mg = 500kg) nopeusvektori on v =

(10,0)m/s. Alukset torméédvat pisteessi (0,0) tarttuen toisiinsa kiinni.

(a) laske kummallekin aluksien liikemé#éravektorit p; = m;71 ja Py = maoUs ennen torméysta

(b) laske yhteen tarttuneiden alusten liikemé&édravektori ps = mgUs. Téssd mg = my + mo. (Fysiikasta tiedetddn, etta
liikeméadra séilyy torméyksissé, eli Dy = p; + Dy)

(c) laske kyseisen liikemaaravektorin pituus |ps]

(d) laske yhteen tarttuneiden alusten nopeusvektorin pituus |vs|

m3|v3|2

(e) kuinka suuri osuus liike-energiasta sailyi torméayksessid? Siis suhde 5 5
m1|v1| +m2|’02|



12.

13.

14.

15.

Viikko 2 (vektorien pistetulo ja vektorien vilinen kulma)

Esimerkki. Vektorien @ = (3,4) ja 7 = (4,4) pistetulo on (3,4) - (4,4) =3-4+4-4=12+16 = 28.
(Siis vektorien pistetulossa lasketut “alkioittaiset tulot” lasketaan lopuksi yhteen.)

Vektorien w = (3,4) ja v = (4,4) vélinen kulma on

28 180°

Q. = arccos = arccos = arccos0,98994 ... =0,1418...

v
@[] 542

~ 8,13°.

Laske vektorien (1, —2,—3) ja (2,4, —2) pistetulo. Ovatko vektorit toisiaan vastaan kohtisuorassa?
Ratkaisu: ovat

Laske vektorien (1,2, —3) ja (4,1,1) pistetulo. Ovatko vektorit toisiaan vastaan kohtisuorassa?
Ratkaisu: eivét ole

Laske vektorien (1,2,2) ja (1,2, —2) vilinen kulma. (Koeteht&vi?) Ratkaisu: noin 83, 6°

Laske vektorien (1,5,0) ja (3,3,0) vilinen kulma. (**) Ratkaisu: mnoin 33°
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Viikko 3 (suorat)
Olkoon A = (1,1) ja B = (3,2). Pisteiden A jB kautta kulkeva suora on muotoa
Qt)y=A+tu=A+t(B—A4)=(1,1)+t(2,1). (1)

Téssda u = (2,1) on suoran suuntavektori. Esimerkiksi piste Q(10) = (1,1) + 10(2,1) = (21,11) on suoralla.

Méérité suoralla olevat pisteet Q(2), Q(3), Q(3), Q(—1). Piirré kuva.
Ratkaisu: Q(2) = (573)7 Q(?’) = (7’4)7 Q(%) = (27 15)7 Q(_l) = (_170)

Suoran (1) pisteen A kautta kulkeva normaalisuora on muotoa
N(t)y=A+tn=(1,1)+t(1,-2).

Tarkista pistetulon avulla, ettd suoran ja sen normaalisuoran suuntavektorit @ = (2,1) ja @ = (1, —2) ovat kohtisuorassa.
Piirré edellisen tehtédvin kuvaan normaalisuoran pisteet N(1) ja N(2).

Suoran (1) yhtélo on muotoa (z,y) -m= A -7 eli
(!E/y) : (17 _2) = (17 1) : (17 _2)
eli z — 2y = —1. Tarkista, ettd pisteet (z,y) = (5,3) ja (z,y) = (7,4) toteuttavat suoran yhtalon.

Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Esita pisteiden A ja B kautta kulkeva suora muodossa Q(t) = A + tu.
Ratkaisu: Q(t) = (1,5) +t(2, —2)

Etsi edellisen tehtévin suoralle jokin pisteen A kautta kulkeva normaalisuora. Ratkaisu: Q(t) = (1,5) +(2,2)

Viikko 3 (tasot)
Olkoon A = (1,0,0), B =(0,2,0) ja C =(0,0,3). Pisteiden A, B ja C kautta kulkeva taso on muotoa
Qt,s)=A+tu+svt=A+tB—-A)+s(C—-A)=(1,0,0)+t(-1,2,0) + s(—1,0,3). (2)
Téssd w ja v = ovat tason suuntavektorit. Esimerkiksi piste
Q(10,10) = (1,0,0) + 10(—1,2,0) + 10(~1,0,3) = (—19, 20, 30)

on tasolla.
Maéérité tasolla olevat pisteet Q(2,2), Q(2,—1), ja Q(%, %)

Tason (2) pisteen A kautta kulkeva normaalisuora on

N(t)=A+tn=(1,0,0) +¢(6,3,2).

Téassi m = X U = (6, 3,2) on eréis tason normaalivektori. Tarkista, ettd 7 L w ja m L 0. (***)Vihje. Kéyta pistetuloa.
Tason (2) yhtéld on muotoa (x,y,2) - = A -7 eli
(z,9,2)-(6,3,2) = (1,0,0) - (6,3,2)

eli 6z + 3y + 2z = 6. Tarkista, yhtdloon sijoittamalla, etti pisteet A, B ja C sekd piste Q(2,2) ovat tasolla.
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Ristitulo

Vektorien ristitulo méaritellaan kaavalla

UV3 — U3V2
(U1,U27U3) X (01,712»”3) = | usv1 —u1v3
U1V2 — U2V

Laske (—1,2,0) x (—1,0,3). Ratkaisu: (6, 3,2)
Tarkista, ettd (—1,2,0) - (6,3,2) =0 ja (—1,0,3) - (6,3,2) = 0.

Laske

(a) (2,—-1,1) x (—-1,2,1) Ratkaisu: (—3,—3,3)
(b) (1,2,0) x (2,1,1) Ratkaisu: (2,—1,-3)
Pisteet A =(3,1,4), B=(2,3,5) ja C = (—1,1,0) muodostavat kolmion.

(a) Laske kolmion kahdelle sivulle suuntavektorit. Esimerkiksit= B — A jav =C — A.
Ratkaisu: B—A=(-1,2,1),C — A= (-4,0,—-4),C— B =(-3,-2,-5)

(b) Laske kolmion pinta-ala.
Vihje. Pinta-alalle on useita kaavoja, esimerkiksi Ala = %\H x 7| ja Ala = %|W|W| sin «v, missa « on vektorien u ja v
vélinen kulma. Voit kiyttdd jompaa kumpaa néista kaavoista. Ratkaisu: Ala = 4/3

Eraalld suunnikkaalla on kiirkipisteet A = (1,0, —1), B = (2,4, 3) ja C = (4,2,1). Laske suunnikkaan pinta-ala.
Vihje. Voit laskea kolmion ABC' pinta-alan ja kertoa sen kahdella. Ratkaisu: Ala = 10v/2

Kuinka suuri on suunnikkaan ABC D pinta-ala, kun sen kolme kéirked ovat pisteissi A = (2,1), B = (0,0) ja C = (2,-3)?
Ratkaisu: Ala =8

Laske tetraedrin tilavuus, kun sen kérjet ovat pisteissda A = (2,1,—1), B = (1,0,2), C = (-1,-2,2) ja D = (—1,2,-1).
Vihje. Tilavuuden voi laskea kaavalla V' = :I:%(ﬂ X T) - w, missé vektorit U, U ja W ovat tetraedrin kolmen sérméaa.
Ratkaisu: (u x 0) -w = —24, joten V = 4 (Koetehtavi?)

Laittamalla kolme edellisen tehtdvéin tetraedria (tai niiden peilikuvaa) vierekkiin saadaan prisma. (Prismalla on tahkoina
kaksi kolmiota ja kolme suunnikasta.) Laske priman tilavuus. Ratkaisu: V =12
Laittamalla kaksi edellisen tehtdvin prismaa vierekkdin saadaan suuntaissdrmid. (Suuntaissdrmiolld on tahkoina kuusi
suunnikasta.) Laske suuntaissirmion tilavuus. Ratkaisu: V =24

Suuntaissdrmion sarmét ovat @ = 7 + 2]2:, b=21+7— k jac=14+7+ k.
(a) Médritd suuntaissdrmion tilavuus. Ratkaisw: wW=axb=—-2+5j+k V=4

=2 Turhan vaikea kasin laskettavaksi.

Laske tasojen

Taso 1: Q(t) = (070a0) + t(2a -1, 1) + S(_1727 1)7 ny = (_37 _373);
Taso 2: Q(t) =(0,0,0) +¢(1,2,0) + s(2,1,1), ne = (2,—1,-3),

ny-no

valinen kulma «. Pétee cosa = Ratkaisu: o = 128° ja 180° — a = 52°

701 |[72|
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvuilla voi laskea kuten reaaliluvuilla, mutta téytyy ottaa huomioon i = —1.

Olkoon z = 3 — 44 ja w = 1 + 2i. Laske

(a) z4+w Ratkaisu: 1-2i
(b) z—w Ratkaisu: 2-6i
(¢) zw (Koeteht&vi) Ratkaisu: 114 2

Kompleksilukujen jakolaskussa lavennetaan nimittdjan z = a + ¢b liittoluvulla eli konjugaatilla z* = a — b seuraavasti

c+di  (c+di)(a—bi) (c+di)(a—0bi) (c+di)(a— bi)

a+bi  (a+bi)(a—bi) a? —b2i2 a? +b?
Hyo6ty on siiné, ettd nimittajastd saatiin pois imaginaariyksikot 4 ja voidaan taas laskea kuten reaaliluvuilla. Nimittajaan
tuli )
22" =a® + 0% = Va2 + b2 = |z
eli luvun z modulin eli itseisarvon |z| nelio.

Olkoon z = 3 — 44 ja w = 1 + 2i. Laske v ylla kuvatulla menetelmalla. Piirrd kuva.
z

Kompleksiluvulle z = = + iy saadaan napakoordinaattiesitys z = |z|(cos(0) + isin(0)) = |z|£0, missé |z| = /22 +y? ja
0 = arctan(y/x). Maaritd napakoordinaattiesitys luvuille

(a) 2=3—4i Ratkaisu: 2z =5/ — 53,130°
(b) w=1+2i Ratkaisu: w = /5763, 435°
(¢) zw=1142i Ratkaisu: 2w = 5v/510,305°

_ . . . _ 1 o
(d) w/z=-0.2+0.4¢ Ratkaisu: w/z = 2 £116,57°.

Tarkista, ettd kulmat vastaavat piirroksissa esiintyneita arvoja.

Kompleksiluvuille saadaan napakoordinaattiesitys

z = |2|£0 = |z|(cos(8) + isin()) = |z|e®.

L ° (X3 X3
Muunna summamuotoon z = 6?7 . (Koeteht#vi)

Muunna eksponenttimuotoon z = 2 + 21.

Toisen asteen yht&loitéa ratkaistiin kaavalla

_ —bxVb? —dac

ar’+br+c=0 < z=

2a
aiemmalla kurssilla. Saadaan kompleksiratkaisuja, kun kirjoitetaan esim.
V=16 = vV—1v16 = 4i.
Ratkaise 22 — 4z + 13 = 0. (Koetehtivi) Ratkaisu: x1 =2+ 3i, 20 =2 — 3i
Ratkaise 22 — 6z + 10 = 0. Ratkaisu: z1 =3+, 20 =3 —1
Ratkaise 22 — x + % =0. Ratkaisu: z; = % + %z

Kaipaatko lisda harjoitusta? Katso vanhat tehtévit Moodlesta.



