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1. VEKTORIT

1.1  Mita vektorit ovat?

Mika seuraavista luonnehdinnoista kuvaa mielestisi parhaiten vektoria?

1. suure, jolla on suunta ja pituus
ai+ bj

nuoli

origosta lahteva nuoli
koordinaatiston piste

(a,b)

o B1ogs B9

a

b

e

o0

. geenitekniikan tyoviline

Vastasitpa edelliseen tehtiviin mitéd tahansa, oli vastauksesi oikein. Kaikilla edelld kuva-
tuilla tavoilla voi kuvata vektoria. Eri yhteyksissi vektoreita kisitelldén eri tavalla. Ennen
kuin ryhdymme kéyttdméaan vektoreita, onkin tirkedd sopia, mitd vetkorit tdssd materiaa-
lissa tarkoittavat.

Katso video ”Mita ovat vektorit?”.

Lukiomatematiikassa vektorit esitetddn olioina, joilla on suunta ja pituus. Tason ja kol-
miulotteisen avaruuden vektorit kirjoitetaan yleensa yksikkovektorien i, j ja k avulla. Erds
tason vektori voisi olla vaikkapa v = —3i + 2j ja erds kolmiulotteisen avaruuden vekto-
ri w = =5i + V2j + 101k. Kaikki informaatio siséltyy vektorien i, j ja k edessd oleviin
kertoimiin. Vektorin ilmaisemiseksi riittda siis listata nuo kertoimet. Edelld mainitun vek-
torin v voisi kirjoittaa vaikkapa muodossa (-3, 2). Vektorin w voisi puolestaan kirjoittaa
muodossa (=5, V2, 101).

Vektoreita voi merkitd lukulistoina useilla eri tavoilla ja merkintitapa saattaa vaihdella


https://www.youtube.com/watch?v=S7zpNR3Wh0c&list=PLvtqelkvsw7F9-Y-dDhKwiAAIeTJjfULd&index=2&t=10s

tilanteen mukaan. Olet jo tormidnnyt kahteen erilaiseen esitystapaan téssda materiaalissa
sekd videossa:
(-3,2) ja
2

Tastd 1dhin nuo kaksi merkintdd tarkoittavat tdssd materiaalissa samaa asiaa ja niiden

vililla vaihdellaan edestakaisin saumattomasti.

Monet vektorien ominaisuuksista on helpompi ymmartii, jos niitd havainnollistaa geo-
metrisesti. Vektoria voikin ajatella origosta ldhtevina nuolena. Toisaalta origosta ldhtevin
nuolen kohdalla kaikki informaatio sisiltyy siihen pisteeseen, jossa nuolen pdd on. Nuolen
varsi on tavallaan turha. Origosta ldhtevd nuoli voidaan siis samaistaa kirkipisteensid kans-
sa, eli vektorin voi ajatella olevan sama asia kuin piste. Kuvassa 1.1.1 on esitetty vektorit

(=3,2) ja (1, 3) ndilld kahdella eri havainnollistustavalla.

A

(1,3) * (1,3)

(-3,2) 3

Kuva 1.1.1. Vektoreita (1, 3) ja (-3, 2) voi havainnollistaa origosta ldhtevind nuolena tai
koordinaatiston pisteend.

Vektoreita merkitdédn tissi tekstissd lihavoiduilla kirjaimilla. Voidaan esimerkiksi kirjoit-
taa v = (—4, —10). Vektoreille on eri yhteyksissd, aloilla ja oppilaitoksissa kédytossa erilai-
sia merkint6jd kuten v, ¥ ja v . Tillaiset merkinnit ovat erityisen kiitevii kisinkirjoitetussa
tekstissd, jossa lihavoitia on vaikea tehdd. Tamédn materiaalin kuvat ja videot on tuotettu
konteksteissa, joissa vektoreita on tapana merkité viivalla tai nuolella. Siksi niissi nikyy

erilaisia merkintojd kuin leipétekstissa.

Listamerkintdd voi yleistdd paljon pidemmélle kuin tason tai kolmiulotteisen avaruuden
vektoreihin. Voidaan vaikkapa kirjoittaa 4-ulotteisen avaruuden vektori (1991, 71, 175, 2)
tai 6-ulotteisen avaruuden vektori (13,252, 46, 168, 164, 110). Niistd vektoreista ei endd
oikein pysty piirtimééin kuvaa koordinaatistoon. Ne voivat kuitenkin sisdltdd reaalimaa-
ilmaan liittyvdd informaatiota. Ensimméiinen vektoreista voi vaikkapa sisdltdd henkilon
syntymévuoden, painon, pituuden ja sisarusten lukumaddrin. Jilkimméinen vektori voi
vaikkapa kertoa, kuinka monta ihmistd on 6-kerroksisen kauppakeskuksen kussakin ker-
roksessa jollain ajanhetkelld. Kun tiedot koodataan tdhén tapaan vektoreiksi, niiden ka-
sittelemiseen voi sen jilkeen hyodyntéa tdlla kurssilla opittavia menetelmia ja tuloksia.
Naitd tuloksia voidaan kiyttdd esimerkiksi silloin, kun selvitetddn, miten suomalaisten pi-
tuus on yhteydessd heididn syntymivuoteensa, tai kun ennustetaan, miten ihmiset liikkkuvat

kauppakeskuksen kerroksesta toiseen.



1.2 Vektoriavaruus R”

Edelld hahmoteltiin, milla eri tavoilla vektoreita voi ajatella. Matematiikassa on kuitenkin
tapana sopia késitteille madritelmét eli sopimukset, jotka kertovat, mité kisitteelld tarkoi-
tetaan. Madritelmét saattavat vaihdella kontekstista toiseen. Esimerkiksi yhdelld kurssilla
saattaa olla kiytossd yhdenlainen vektorin miiritelmai ja toisella kurssilla toisenlainen.
Mairitelmén esittiminen takaakin, ettd kaikki tietdvit, mitd kisitteelld tissd yhteydessa
tarkalleen ottaen tarkoitetaan.

Maaritelma 1.2.1

Oletetaan, etti n € {1,2,3,...}. Vektori on n-jono

(V], V2, ©co0o9 Vn)7

missi vi, va, ..., v, € R.

Tédssd materiaalissa vektori mééritelldaédn siis listana lukuja. Kuten edelld todettiin, luku-
listamerkint6jd on useita erilaisia. Tdssd materiaalissa kdytetddn kahta erilaista tapaa:

V1

. V2
(VI’VZ,---aVn) Ja

Vn
Vektoreita voidaan merkitd kummalla tahansa naisti tavoista.

Geometrinen tulkinta tulee olemaan jatkuvasti ldsna vektoreita késiteltdessd, silld sen avul-
la pystyy havainnollistamaan vektoreiden ominaisuuksia. Vektoreita voi ajatella origosta
lahtevind nuolina tai koordinaatiston pisteind. Se, millainen havainnollistamistapa on pa-
ras, riippuu siitd, mitéd ollaan tekemassid. Yksittdistd vektoria tutkittaessa origosta ldhtedva
nuoli on yleensd hyodyllisin. Vektoreiden muodostamia joukkoja tutkittaessa puolestaan
pistetulkinta on hyodyllinen.

Vektorit muodostavat vektoriavaruuksia. Esimerkiksi muotoa (a, b) olevat vektorit muo-
dostavat vektoriavaruuden R2 jamuotoa (a, b, c¢) olevat vektorit muodostavat vektoriava-
ruuden R3,

Maaritelma 1.2.2

Vektoriavaruus R" on joukko

{(vi,va,...,vp) | VI, V2, ..., v, € R}




Usein termin vektoriavaruus sijasta kdytetaaan lyhyesti ilmaisua avaruus.

Vektorin v = (v, Vva,...,v,) € R" komponenteiksi kutsutaan lukuja vy, vy, ..., v,. Esi-
merkiksi vektorin v = (4, —1) ovat komponentit ovat 4 ja —1. Vektorin u = (%, —\/%, 0)
komponentit ovat puolestaan %, —/5 ja 0. Huomaa, etti komponenttien jirjestys on vekto-
reissa oleellinen. Esimerkiksi vektori (101, 7) on eri asia kuin vektori (7, 101). Sovimme,

ettd ellei toisin mainita, vektorin v komponentteja merkitidn symboleilla vy, vy, ..., v,.

Erddssd pikkukaupungissa on liikenneympyrd, johon johtaa nelji tietd. Kaupungin
liikkennesuunnittelijat seuraavat liikenneympyrén liikennevirtoja. Joka pdivd kaupun-
gin jérjestelmiin tallentuu liikkenneympyréin eri teitd pitkin saapuvien autojen luku-
maidrd. Litkennemdidrit tallennetaan vektoriin, jossa on nelja komponenttia. Kukin
komponentti vastaa yhti litkkenneympyriéin saapuvista teistd. Erdind maanantaina lii-
kennettd kuvasi vektori v = (150, 400, 200, 80). Tiistaina liikennettd kuvasi vektori
w = (130, 350, 150, 120).

1. Suunnittelijat haluavat tutkia yhden péivin sijasta alkuviikon liikennevirtoja.
Miten muodostetaan vektori, joka kuvaa maanantaina ja tiistain yhdenlaskettuja

litkkennevirtoja?

2. Seuraavan viikon maananaina kaikki liikennevirrat kaksinkertaistuivat. Miten

muodostetaan vektori, joka kuvaa seuraavan viikon maannatain liikennevirtoja?

Vektoreille voidaan médritelld erilaisia laskutoimituksia. Késitellddn ensin yhteenlaskua.

Yhteenlasku suoritetaan lisddmalld yhteenlaskettavien vektorien komponentit yhteen.

Maaritelma 1.2.4

Oletetaan, ettd v € R”, w € R”. Talloin

V1 +wq

Vo + W)
V+W=

Vy+ Wy

Laskutoimitusta nimitetddn vektorien yhteenlaskuksi.

Esimerkiksi vektoreiden v = (4, 1) jaw = (—3,2) summa on

4| -3 |4+(-3) 1
V+W= + = =
1 2 142 3



Yhteenlaskua voidaan havainnollistaa geometrisesti (kuva 1.2.1). Nyt on hyodyllista ajatel-
la vektoreita suuntajanoina, joiden paikalla ei ole merkitystd. Ainoastaan suunta ja pituus
merkitsevit. Tdlloin vektoreita voi liikutella koordinaatistossa. Vektorien summa nihdédédn
asettamalla vektoreita vastaavat suuntajanat perdkkiin niin, ettd jailkimmainen vektori al-
kaa siitd, mihin ensimmaéinen paattyi. Summavektorin alkupiste on ensimmaisen vektorin
alkupiste ja padtepiste jalkimmdiisen vektorin paitepiste.

A

Kuva 1.2.1. Vektorit v ja w sekdi niiden summa v + w.

Vektoreita voidaan kertoa reaaliluvuilla.

Maaritelma 1.2.5

Oletetaan, ettd v € R", w € R" ja ¢ € R. Télloin

CcV1

CcV)
CcV =

CcVy

Laskutoimitusta kutsutaan skalaarikertolaskuksi.

Tutkitaan vaikkapa vektoria v = (4, 1). Nyt

2v=2 = =
1 2.1 2
ja
1 14 —1-4 -2
27T 2| T "1
1 11 -1

Skalaarimonikerrat 2v ja —%V on piirretty kuvaan 1.2.2. Huomataan, ettd skalaarikertolas-
ku venyttia tai kutistaa vektoria. Toisin sanoen se skaalaa vektoria. Vektorin suunta sdilyy

samana, jos kerroin on positiivinen ja kédédntyy vastakkaiseksi, jos kerron on negatiivinen.

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan skalaareiksi. Jos v € R" ja ¢ € R, vektoria

cv nimitetddn vektorin v skalaarimonikerraksi. Nimitys juontuu siitd, ettd reaaliluvulla



kertominen skaalaa vektoria.

v

~0,50

Kuva 1.2.2. Skalaarimonikerrat 2v ja —%V.

Skalaarikertolasku sdilyttidd (tai kdantad vastakkaiseksi) vektorin suunnan. Otetaan tama

havainto yleisten vektorien yhdensuuntaisuuden mééritelmaksi.

Maaritelma 1.2.6

Vektoriavaruuden R” vektorit v ja w ovat yhdensuuntaiset, jos v = rw jollakin vakiolla
r € R\ {0}. Talloin merkitddn v || w.

Tutkitaan vektoreita v = (-2,1), w = (6,-3) jau = (3, —1). Ne on esitetty kuvassa
1.2.3.

v

Kuva 1.2.3. Vektorit v ja w ovat yhdensuuntaiset. Vektorit v ja u eivit ole yhdensuun-
taisia.
Kuvan perusteella vektorit v = (-2, 1) ja w = (6, —3) ovat yhdensuuntaiset. Tama

voidaan osoittaa tasmallisesti huomaamalla, etti

v=(-2,1) = —%(6, -3) = —%w.

Osoitetaan sitten, ettd vektorit v = (-2, 1) jau = (3, —1) eivit ole yhdensuuntaiset.
Tehdéén tdma niin kutsutulla epédsuoralla todistuksella. Oletetaan vastoin viitettd, etti
vektorit ovat yhdensuuntaiset. Tavoitteena on pédtyi ristiriitaan. Oletuksen mukaan




on olemassa r € R, jolle pitee v = ru. Tistd seuraa, etti

(-2,1)=r(3,-1)=@3r,-r).

—

v u
Siispd —2 = 3r ja 1 = —r. Ensimmdisen yhtdlon mukaan r = —2/3, mutta toisen
yhtdlon mukaan r = —1. Tdmé on mahdotonta. Olettamalla, ettd vektorit v ja u ovat

yhdensuuntaiset, paadyttiin ristiriitaan. Siten vektorit eivit ole yhdensuuntaiset.

Maaritelma 1.2.8

Vektorin v vastavektori on skalaarimonikerta (—1)v. Sitd merkitdan —v.

Esimerkiksi vektorin v = (-3,5/6) vastavektori on —v = (3,-5/6). Niitd on havain-
nollistettu kuvassa 1.2.4. Vastavektori —v on yhti pitkd kuin v ja osoittaa vastakkaiseen
suuntaan.

Y

Kuva 1.2.4. Vektori v ja sen vastavektori —v.

Summan ja vastavektorin avulla voidaan mééritelld vektorien erotus.

Maaritelma 1.2.9

Vektoreiden v ja w erotus on summa v + (—w). Sitd merkitddn v — w.

Esimerkiksi vektorien v = (2,2) jaw = (-2, 3) erotus on

v-w=1(2,2)-(-2,3)=(2,2) + (-1)(-2,3) = (2,2) + (2,-3) = (4,-1).

Vektoreiden erotus on erikoistapaus vektorien summasta, ja erotuksen voikin miirittaa
kuvasta samaan tapaan kuin summan (kuva 1.2.5). Miiritelman mukaan vektorien v ja w
erotus v — w saadaan laskemalla yhteen vektori v ja vastavektori —w. Piirroksessa tima

tarkoittaa sitd, ettd jalkimmaisen vektorin suunta on kididnnettdvi ennen yhteenlaskua.



Y

Kuva 1.2.5. Vektorit v ja w sekdi niiden erotus v — w.

Maaritelma 1.2.10

Vektoria (0,0, .. ., 0) kutsutaan nollavektoriksi. Sille kaytetdan merkintaa 0.

Marty McFlyn leijulaudalla pystyy kulkemaan vektorien (3, —2) ja (4, 0) suuntaisesti

(eteen ja taaksepdin). Loun kahvila sijaitsee pisteesséd (—4,4).

1. Mitd yhtdlo (—4,4) = —=2(3,-2) + (1/2)(4,0) kertoo Martyn leijulaudan toi-
minnasta? Mitd vektorien edessa olevat kertoimet kuvaavat?

2. Havainnollista kohdan 1 yhtél6éd kuvan avulla.

Lineaarikombinaatioita on havainnollistettu videon “Lineaarikombinaatiot, aliavaruus,
kantavektorit” alussa. Videon loppupuolella kisitelldin myos aliavaruuksia ja kantavekto-

reita, joihin perehdytidin myohemmissa luvuissa.

Kun yhteenlasku ja skalaarikertolasku yhdistetddn, saadaan aikaiseksi lineaarikombinaa-
tioita. Esimerkiksi vektoreiden v = (-5, 6) ja w = (3, 6) eris lineaarikombinaatio on

—2v + (1/3)w = —2(=5,6) + (1/3)(3,6) = (10, —12) + (1,2) = (11, -10).

Maaritelma 1.2.12

Vektori w € R” on vektoreiden vy, Vp, ... Vi € R" lineaarikombinaatio eli lineaa-

riyhdistelmd, jos on olemassa sellaiset reaaliluvut a1, as, . . ., ay, etti

W=a1vy+axvy+-:--+apvg.

Jasminilla on taikamatto, jota voi ohjaja vektorien (0, 1, —-3) sekd (—4,2,2) suuntai-
sesti eteen- tai taaksepéin. Jasmin ldhtee Bagdadista, jonka koordinaatit ovat (0, 0, 0).

Hin haluaa matkustaa naapurikaupunkiin, jonka koordinaatit ovat (-8, 5,4). Onnis-



https://www.youtube.com/watch?v=ZAHvr32txtc&t=326s
https://www.youtube.com/watch?v=ZAHvr32txtc&t=326s

tuuko matka Jasminin taikamatolla?

Merkitdan vy = (1, 1), vo = (-1, 2) jaw = (5, —1). Tutkitaan, onko w vektoreiden v;

ja vy lineaarikombinaatio. Hetken pohdinnan jilkeen huomataan, etta

3v; —2va = 3(1, 1) = 2(=1,2) = (3,3) = (=2,4) = (5,—1) = w.

Siten w on vektoreiden vy ja v, lineaarikombinaatio.

A A

Kuva 1.2.6. Vektori w on vektoreiden v ja v, lineaarikombinaatio.

Edellisesséd esimerkissd arvattiin, mitkd kertoimien a| ja a pitdd olla, jotta pitisi w =
a1vy +ayvy. Laheskiin aina arvaaminen ei onnistu. Tilloin tarvitaan tietoa yhtdloryhmien

ratkaisemisesta kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Tutkitaan, onko vektori w = (=2, 3,2, —1) vektoreiden
vi=(0,-1,2,1), v»,=(2,0,1,-1) ja v3=(4,2,2,0)

lineaarikombinaatio. On siis selvitettdvd, onko olemassa reaalilukuja x1, x2, x3, joille
pitee

X1V1 + X2V +X3V3 = W.
Sijoittamalla annetut vektorit ylld olevaan yhtdloon saadaan
x1(0,-1,2,1) +x2(2,0, 1, -1) + x3(4,2,2,0) = (-2,3,2,-1)
ja laskemalla kerto- ja yhteenlaskut auki yhtédl6 voidaan vield muuttaa muotoon
(2xp +4x3, —x1 +2x3, 2x1 + X2 +2x3, X1 —x2) = (=2,3,2,-1).

Vektorit ovat samat tdsmélleen silloin, kun niiden kaikki komponentit ovat samat. Kun
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tarkastellaan jokaista komponenttia erikseen, saatua vektoriyhtdlod vastaa yhtiloryh-

ma
2% +4x3 = -2
—X] +2x3 = 3
< 2x1+xp+2x3 = 2
X] — X2 = -1

Miten téllainen yhtdloryhma ratkaistaan? Ennen voidaan syventyd enemmaén line-
aarikombinaatioihin, tarvitaan tietoa yhtdlonratkaisusta. Yhtidloryhmiin tutustutaan

myOhemmin.

Vektoreita, joiden lineaarikombinaatioita kasitelldin usein, ovat

1 0 0

0 1 0
er=| [,e=| |,....e=

0 0 1

Jokainen avaruuden R” vektori voidaan kirjoittaa ndiden vektoreiden avulla. Esimerkiksi

avaruudessa R3 vektori

5
v=1|-11
6/7
Voidaan kirjoittaa muodossa
5 1 0 0

v=|-11|=5|0|-11]|1|+6/7|0|=5e; —1le,+6/7es.
6/7 0 0 1

Yleisesti jokainen avaruuden R” vektori v voidaan kirjoittaa ndiden vektoreiden avulla:

Vi 1 0 0
V) 0 1 0
V= =V +V) +-o+Vy =viep +voey + -+ v,e€,.
Vo 0 0 1
Vektoreita eq, . . ., e, kutsutaan avaruuden R” [uonnolliseksi kannaksi.

Voidaan osoittaa, ettd vektoriavaruuden R” vektoreille patevit koulusta tutut laskusaannot.
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Oletetaan, ettd v,w,u € R" ja a, b € R. Télloin pitee:
1. v+ w = w + v (vaihdannaisuus)
2. (u+v)+w=u+ (v+w) (liitinndisyys)
3.v+0=v
4. v+ (-v) =0
5. a(v+w) = av + aw (osittelulaki)
6. (a+ b)v = av + bv (osittelulaki)
7. a(bv) = (ab)v
8. lv=yv
9. Ov=0.

Matematiikassa lause tarkoittaa vditettd, joka voidaan perustella todeksi nojautumalla

madritelmiin ja aikaisemmin todeksi osoitettuihin vditteisiin.

Todistus. Todistetaan esimerkin vuoksi kohta 1 ja jatetddn loput kohdat harjoitustehtéviksi.

Oletetaan kuten lauseessa, ettd v € R” ja w € R”. Tallin v = (v,...,v,) jaw =
(Wi,...,wy), ja luvut vi,...,v, ja wy,...,w, ovat reaalilukuja. Koska reaalilukujen
yhteenlasku on vaihdannainen, jokaisella i € {1,...,n} pitee v; + w; = w; + v;. Nyt

nahdaan, etta

V+W= (Vi +W, Vo+Wy, ..., Vy+ W)

=(Wi+Vv, wa+Vva, ..., W+ V) =WV,

Viite on todistettu. O]

Oletetaan, ettd u, v, w € R”. Tutkitaan vektoria z = 3(2u + v+ w) — (u + 2v + 3w) ja

sievennetdin sitd vektorien laskusédédntojen avulla:

z=3R2u+v+w)— (u+2v+3w)=6u+3v+3w—u—2v-3w=5u+v.

# Tiivistelma

» Vektorit ovat jirjestettyja lukulistoja.

* Vektoreita voi havainnollistaa eri tavoin: origosta ldhtevdana nuolena tai koordi-

naatiston pisteena.
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 Vektorit muodostavat vektoriavaruuksia.

* Vektoreita voi laskea yhteen ja kertoa reaaliluvuilla (skalaarikertolasku).

* Kun vektoreita lasketaan yhteen, niitd kannattaa havainnollistaa suuntajanoina,
joiden sijainnilla ei ole valia.

* Lineaarikombinaatioissa yhdistyvit yhteenlasku ja skalaarikertolasku.

» Vektorit ovat yhdensuuntaiset, jos ne saadaan toisistaan skalaarilla kertomalla.

1.3 Pistetulo ja normi

Avaruuksissa R? ja R? on totuttu puhumaan vektorien pituuksista ja vektoreiden vilisisti
kulmista. Naiden kasitteiden yleistiminen korkeampiulotteisiin avaruuksiin ei valttamatta
onnistu pelkistddn geometrisen intuition avulla. Esimerkiksi Pythagoraan lauseen voidaan
kuitenkin ajatella toimivan kaikissa ulottuvuuksissa samalla tavalla. Tima lause, samoin
kuin muutkin vektoreiden pituuksiin ja kulmiin liittyvit kasitteet, voidaan ilmaista pis-
tetulon avulla, ja pistetulo puolestaan voidaan laskea avaruudessa R”, oli n miten suuri

vain.

Maaritelma 1.3.1

Vektoreiden v = (vy,...,v,) € R"jaw = (wy,...,w,) € R" pistetulo on

V-W=V Wi +Vvowp +-:-+V,Wy,.

Vektorien pistetulo on aina reaaliluku eli skalaari. Pistetuloa kutsutaankin myos skalaari-

tuloksi.

Vektorien v = (3, -2,0) jaw = (1, =2, V3) pistetulo on

vew=3-1+(=2)(-2)+0-V3=7.

Tulemme nikemaiin, ettd pistetulo kertoo, kuinka paljon vektorit osoittavat samaan suun-
taan. Jos vektorien pistetulo on positiivinen, vektorit osoittavat suunnilleen samaan suun-
taan. Jos pistetulo on nolla, vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Negatiivinen
pistetulo puolestaan tarkoittaa, ettd vektorit osoittavat suunnilleen vastakkaisiin suuntiin.
Tahén palataan tarkemmin vektorien vilisen kulman méairitelmén yhteydessa (madritelma
1.3.16).

Pistetulolle voidaan johtaa laskusdéintoja.
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Oletetaan, ettd v,w,u € R" ja ¢ € R. Talloin
l.v.-w=w-v
2.v-(W+u)=vV-w+v-u

3. (cv)-w=c(v-w).

Todistus. Todistetaan vain kohta 2 ja jitetddn loput kohdat harjoitustehtédviksi. Merkitdan
V=Wi...sVn), W= (W, ...,wy)jau= (uy,...,u,). Nyt ndhdéan, ettd
ve(w+u)=(vi,...,vy) - (Wi +up,wo+up,...,w,+uy)
= V1(W1 + ul) + VZ(WQ + u2) + -+ vn(wn + un)
=Viw1+Vviuy +vowp +vour + -+ vyuwy, + v,
= (viwp+vowa + -+ vwy) + (Viug +voup + -+ v,uty,)
=V-W+V-u

Tassd kidytettiin reaalilukujen yhteenlaskun ja kertolaskun osittelulakia. 0

Kohdan 2 osittelulaki pédtee my6s toisin pdin: (v+ w) -u = v-u+ w - u. Tdma seuraa

kohdasta 1, jonka mukaan pistetulo on vaihdannainen:
1 2 1
(V+w)-u=u-(V+w)=u-v+u-w=v-u+w-u

Samaan tapaan myds kohta 3 voidaan kédantdd muotoon v - (¢w) = c(v - w).

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorin pistetulo itsensd kanssa on aina epédnegatiivinen.

Ainoastaan nollavektorin pistetulo itsensd kanssa on nolla.

Oletetaan, ettd v € R”. Talloin

l1.v-v>0

2. v-v=0,josjavainjos v =0.

Todistus. Todistetaan kohdat yksi kerrallaan.
1. Néahddan, ettiv-v = v% + v% +---+ v% >0+0+---+0=0, silld reaaliluvun neliod
on aina epdnegatiivinen. Tama todistaa viitteen.

2. ’=": Oletetaan, ettd v - v = 0. Talloin v% + v% + o+ v,% = 0. Koska jokainen

yhteenlaskettava on epinegatiivinen, tidytyy yhteenlaskettavien olla nollia. Toisin
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sanoen vl.2 = Okaikillai € {1,...,n}. Tdstd seuraa, ettd v; = Okaikillai € {1,...,n}.
Siten v = (0,0,...,0) = 0.

?<": Oletetaan, etti v =0. Nytv-v = 02+0%2+---+02=0. O

Luonnollisen kannan vektoreille on voimassa

I, kuni=j
ei-ej =
0, kuni#j.
Jos merkitddan
1, kuni=j,
6ij =
0, kuni#j,

Voidaan kirjoittaa e; - €; = ¢;;. Funktiota ¢;; kutsutaan Kroneckerin delta-symboliksi

tai lyhyesti Kroneckerin deltaksi.

Vektorin normi

Pistetulon avulla voidaan méaéritella avaruuden R” vektorin normi eli pituus. Lauseen 1.3.4
nojalla patee v - v > 0, joten seuraavassa madritelméssé juurrettava on epanegatiivinen,

kuten kuuluu olla.

Maaritelma 1.3.6

Vektorin v € R" normi eli pituus on

[[v]] = Vv - v.

2 2

Mairitelmasti seuraa, ettd ||v|| = \/ VitV + v2, kun pistetulo lasketaan auki. Lisdksi

||V||2 =V-V.

Vektorin v = (1/2,3,-2,0) normi on

IVl = V(DT 3 (w0 =y 2 = Y53,

Tasossa normia voi havainnollistaa Pythagoraan lauseen avulla. Kuvaan 1.3.1 on piirretty
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vektori w = (—4, —3). Pythagoraan lausetta kayttden sen pituudeksi saadaan
V32 +42=125=5.

Pituuden geometrinen tulkinta antaa siis saman tuloksen kuin normin méaritelma.

Kuva 1.3.1. Vektorin w = (-4, —3) normi eli pituus on 5.

Seuraava lause ilmaisee normien avulla sen, ettd vektorin pituus on aina epdnegatiivinen

ja nollavektori on ainoa vektori, jonka pituus on nolla.

Oletetaan, ettd v € R”. Talloin

1. vl =0

2. |Iv|| =0, jos ja vain jos v = 0.

Todistus. Tulokset seuraavat suoraan normin mairitelmasté, neliojuuren ominaisuuksista

ja lauseesta 1.3.4.

1. Mairitelmin mukaan ||v|| = 4/v - v. Nelijuuren arvo on aina epédnegatiivinen, joten
lIvll = 0.

2. Huomataan, etti ||v|| = /v - v =0, jos ja vain jos juurrettava v - v on nolla. Lauseen

1.3.4 nojalla taas v - v = 0, jos ja vain jos v = 0. Tdma4 todistaa véitteen. 0

Skalaarikertolaskun méaaritelmén yhteydessa todettiin, ettd kun vektoria kerrotaan skalaa-
rilla, vektorin suunta pysyy samana tai kddntyy vastakkaiseksi, mutta sen pituutta ’skaala-
taan”. Asian voi ilmaista myos normin avulla: kun vektoria kerrotaan skalaarilla, vektorin
pituus tulee kerrotuksi tuolla samalla skalaarilla. On vain otettava huomioon, etti pituus
on aina epinegatiivinen, joten skalaarista pitdd ottaa itseisarvo. Seuraava lause ilmaisee

asian tasmallisesti, mutta sen todistaminen jitetddn harjoitustehtidviksi.

Oletetaan, ettd v € R” ja ¢ € R. Talloin ||cv|| = |c]||v]].

Jos vain vektorin suunnalla on merkitystd, pyritddn usein yksinkertaisuuden vuoksi rajoit-
tumaan vektoreihin, joiden pituus on yksi. Téllaisia vektoreita kutsutaan yksikkovekto-

reiksi.



Maaritelma 1.3.10

Vektori u € R" on yksikkovektori, jos sen normi on yksi eli

lJull = 1.

Avaruuden R? vektorit (1,0) ja (0, 1) ovat yksikkovektoreita, silld niiden pituus on yksi.
Yleisemmin kaikki luonnollisen kannan vektorit e; € R" ovat yksikkovektoreita. On

kuitenkin olemassa paljon muitakin yksikkovektoreita, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Etsitdén jokin yksikkovektori, joka on yhdensuuntainen vektorin v = (2, —1, 0) kanssa.
Vektorin v normi on ||v|]| = V4 + 1 = V5. Jos vektori v kerrotaan skalaarilla 1/V5,
saadaan vektori (1/V5)v, jonka pituus on lauseen 1.3.9 nojalla

1 1
—=Ivll=—-V5=1.
V5 V5
Vektori (1/V5)v on siis yksikkévektori. Lisiksi vektorit v ja (1/V5)v ovat yhden-

suuntaiset, koska ne eroavat vain skalaarikertoimen verran. Eris tavoiteltu vektori on

siis (1/V5)v.

Edellistd esimerkkid mukaillen saadaan seuraava yleinen tulos.

Oletetaan, ettd v € R” \ {0}. Talloin vektori ﬁv on yksikkovektori, joka on saman-

suuntainen vektorin v kanssa.

Todistus. Todistus jitetddn harjoitustehtavaksi.

Vektorien vélinen kulma ja etaisyys

Pistetulon avulla voidaan mééritelld vektorin pituuden lisdksi vektorien vilinen kulma.

Tarkastellaan aluksi yksinkertaisinta eli suoraa kulmaa.

Maaritelma 1.3.13

Vektorit v e R" jaw € R" ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ortogonaaliset, jos
v - w = 0. Talloin merkitdédn v L w.
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Tason vektorit (2, 1) ja (—2,4) ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, silla
(2,1)- (=2,4)=2-(-2)+1-4=0.

Voidaan siis merkitd (2,1) L (-2,4).

Vektorit (2, 1) ja (3, 4) puolestaan eivit ole kohtisuorassa toisiaan, silld

(2,1)-(3,4)=2-3+1-4=10#0.

Maidritetddn kaikki ne vektorit, jotka ovat kohtisuorassa vektoria n = (3, —2) vastaan.
Vektori (x, y) € R? on kohtisuorassa vektoria n, jos ja vain jos vektorien pistetulo on

nolla. Toisin sanoen tiytyy pited
3x =2y =0.

Tamai yhtdlo muuntuu muotoon y = %x. Vektoria n vastaan kohtisuorat vektorit ovat

siis muotoa X = (x, %x) =% (1, %), missd x € R. Vektorien kirkipisteet muodostavat

origon kautta kulkevan suoran, jonka yhtdlo on y = %x.

Pistetulon avulla voi méérittdd vektorien vélisen kulman myos yleisemmin kuin suoran

kulman tapauksessa.

Maaritelma 1.3.16

Vektorien v € R" \ {0} jaw € R" \ {0} vilinen kulma on se kulma a, jolle pitee
0<ac<mja

V-W
CoOSa = |||

I

Vektorien v = (3,-2,0) jaw = (1, -2, \/§) vilinen kulma « saadaan yhtalosta

7
VI3V

Lisédksi taytyy pated 0 < a < m. Laskimella saadaan vektorien vilisen kulman

CoOSa =

likiarvoksi a ~ 0,81.
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Vektorien vilinen kulma antaa pistetulolle geometrisen merkityksen. Miiritelman mukaan

vektorien v ja w pistetulolle pitee
v-w=|lv[l{w] cos a,

missd « on vektorien vilinen kulma. Tarkastellaan erilaisia tapauksia.

* 0 < @ < x/2: Talloin cosa@ > 0, joten vektorien pistetulo on positiivinen. Mitd

pienempi kulma « on, sitd suurempi on kosini ja sitd kautta pistetulo.

* a = rr/2: Tilloin cos @ = 0, joten vektorien pistetulo on nolla. Vektorit ovat toisiaan
vastaan kohtisuorassa. Vektorien vilisen kulman mééritelma on siis linjassa aiemmin

esitetyn kohtisuoruuden madaritelmén kanssa.

* 1/2 < @ < 0: Tilloin cosa@ < 0, joten vektorien pistetulo on negatiivinen. Mitd

suurempi kulma « on, pienempi on kosini ja sitd kautta pistetulo.

Edelliset kohdat voi ilmaista myos toisilla sanoilla. Vektorien vilinen kulma kertoo, kuinka
paljon vektorit osoittavat samaan suuntaan. Pistetulo on sitd suurempi, mitd enemmin
vektorit osoittavat samaan suuntaan ja sitd pienempi, mitd enemmain ne osoittavat eri

suuntiin.

Vektorien vilisen kulman mairitelma vaatii itse asiassa hiukan lisahuomiota. Ei nimittdin
ole itsestdin selvii, ettd midritelméssd mainitun kulman « voi laske jokaiselle vektorille.
Kosinifunktio on méiritelty niin, ettd jokaista lukua x € [—1, 1] vastaa tdsmilleen yksi

sellainen kulma a, ettd 0 < @ < 7 ja cose = x. Ennen kuin médritelmén voi ottaa

virallisesti kdyttoon, tdytyy varmistua siitd, etti

V-w

AvlHiwlE
kaikilla vektoreilla v, w € R”. Tétéd varten tarvitaan muutamia aputuloksia.

Ensimmaéinen aputulos on eris yleisen teorian kannalta tirked tulos, jota tdssd vaiheessa

kuitenkin tarvitaan ldhinni sitd seuraavan lemman todistamiseen.

Oletetaan, ettd v € R" jaw € R”. Tilloin

[v-wl < [Ivillwll.

Todistus. Lauseen pystyy todistamaan kitevisti projektion kisitteen avulla, joten todistus
esitetddn vasta projektion yhteydessa. [
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Oletetaan, ettd v, w € R” \ {0}. Talloin

VW
< ——— <1
IvIHlwl]

IA

Todistus. Schwarzin epiyhtdlon mukaan |v - w| < ||v||||w]|. Tasté seuraa, ettid

IA

—lIvilliwll < v-w < Iv][[Iwl]].

Jakamalla niin saadut epdyhtélot positiivisella luvulla ||v||||w|| saadaan
VW
<—< 1.
vl {Iwll
Lemman nojalla tiedetéin, ettd vektorien vilinen kulma on mahdollista maarittida kaikilla

vektoreilla.

Vaikka méiritelmii ei tarvitsekaan perustella mitenkdin, on kuitenkin valaisevaa katsoa,

miten vektorien vélisen kulman méaaritelméa vastaa tasossa geometrista késitystimme.

Kuva 1.3.2. Vektoreiden v ja w viilinen kulma kosinilauseen ndkokulmasta.

Kosinilauseen mukaan kuvan 1.3.2 kolmiossa pitee
Iw = vII> = [IVII> + llwl|* = 2||v]||w]| cos a.
Toisaalta normin mééritelmén ja pistetulon ominaisuuksien nojalla
IW=v[P=(W=V)- (W=V)=W-W—W-V—V-W+V-v=|v]?=2(v-w) +|w]>.
Saadaan siis yhtalo
VI + Iwll* = 2[IvllIwll cos @ = [|V]|* = 2(v - w) + [|wl[?,

josta edelleen
VW
cos@ = ———.
IvIHliwl]

Vektorien pistetulon ja normin avulla voidaan todistaa koulusta tuttu Pythagoraan lause.
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Todistus jitetdan harjoitustehtaviksi.

Oletetaan, ettd vektorit v € R" jaw € R" ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Talloin

2 2 2
v+ wl= = [IvIl” + [Iwll

Kun vektorit v ja w tulkitaan tason pisteiksi, niiden vilinen etdisyys voidaan madritelld

niitd yhdistidvan suuntajanan v — w pituutena. Tamai taas palautuu vektorin normiin.

Maaritelma 1.3.21

Oletetaan, ettd v, w € R". Vektorien v ja w vilinen efdisyys on

d(v,w) = ||lv—w]|.

Vektoreiden v = (2,2) jaw = (=3, —1) vilinen etédisyys on
d(v.w) = [v-wl = |2 = (=3).2= (=) = (5. 3)[| = V52 + 32 = V34,

Etdisyyttd on havainnollistettu kahdella eri tavalla seuraavassa kuvassa.

Kuva 1.3.3. Vektoreiden v ja w vdlinen etdisyys. Ensimmdisessd kuvassa vektorit on
havainnollistettu tason pisteind, jalkimmdisessd kuvassa origosta lihtevind nuolina.

# Tiivistelma

* Vektoreiden pistetulo on operaatio, joka tuottaa kahdesta vektorista tulokseksi

reaaliluvun.
* Vektorin normi eli pituus mééritellddn pistetulon avulla.
* Vektoreiden vilinen kulma voidaan médritelld pistetulon avulla.

* Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos niiden pistetulo on nolla.
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1.4 Projektio suoralle

Kohtisuoruuden kisite tarjoaa mahdollisuuden méiiritelld vektorin projektio. Tatd voidaan
ajatella vektorin heittdména varjona kuvan 1.4.1 mukaan. Projektio on hyddyllinen tyokalu
esimerkiksi tietokonegrafiikassa ja geometriassa (ks. esimerkki 2.1.6). Projektion avulla
voidaan hajottaa vektori kahden toisiaan vastaan kohtisuorassa olevan vektorin summaksi,
mikd on hyodyllista fysiikan voimavektoreita kasiteltdessa.

Tarkastellaan varjovertausta tarkemmin. Voidaan ajatella, ettd vektorin v projektio vektorin
w suuntaiselle suoralle on vektorin v heittimi varjo, kun aurinko paistaa kohtisuoraan
suoraa vastaan kuten kuvassa 1.4.1. Matemaattisesti tima voidaan ilmaista sanomalla,
ettd projektio p on yhdensuuntainen vektorin w kanssa ja vektorit w sekd —p + v ovat

kohtisuorassa toisiaan vastaan.

\é/
/ | AN
’ 54D
7777777 P =proj,(v) CE

Kuva 1.4.1. Projektiota voi ajatella vektorin heittdmdnd varjona.

Maaritelma 1.4.1

Olkoot v,w € R" ja w # 0. Tilloin vektorin v projektio vektorin w virittimaélle
suoralle on sellainen vektori p € R”, ettd

1. vektori p on yhdensuuntainen vektorin w kanssa

2. vektori v — p on kohtisuorassa vektoria w vastaan.

Projektiota p merkitdédn projy, (v).
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Vektoria proj,, (v) kutsutaan mys lyhyesti vektorin v projektioksi vektorille w. Sanotaan

myds, ettd proj,, (v) on vektorin v projektio vektorille w.

Vektorin projektion voi madrittdd kuvan avulla seuraavasti. Piirretddn vektorit v ja w
alkamaan samasta pisteestd ja piirretddn vektorin w suuntainen suora (ks. kuva 1.4.2).
Projektio proj,, (v) 10ydetéin piirtdmalld suora, joka on kohtisuorassa vektorin w suuntaista

suoraa vastaan ja kulkee vektorin v kirjen kautta.

1]

proju_) (T}) w
Kuva 1.4.2. Vektorin v projektion mddrittdminen piirtdmdlld.

Mairitelmén avulla projektiosta voi piirtdd kuvan, mutta projektion laskeminen maééritel-
mistd ldhtien on yleensd hankalaa. Siind auttaa projektion laskukaava.

Olkoot v,w € R" ja w # 0. Tdlloin on olemassa tidsmilleen yksi projektio proj,, (V)

ja se saadaan kaavasta
i ) VW
proj,, (v) = ——w.
W w-w

Kayttamailld normin méadritelmad projektion kaavan voi kirjoittaa myos muodossa

(V) =
proj (v) = w.
v [Iwl|2
Todistus. Aloitetaan osoittamalla, ettd vektori
VW
w
W-W

tiyttdd projektion miiritelméssi mainitut ehdot.

Ensinnékin huomataan, ettid kerroin (v-w) /(w-w) on reaaliluku, silld vektoreiden pistetulot

ovat reaalilukuja. Vektori
vV-Ww

w
W -Ww

on siis vektorin w skalaarimonikerta. Siten projektion méiritelméin ensimméinen ehto
tayttyy.

Tutkitaan sitten projektion madritelmin toista ehtoa. On osoitettava, ettd vektorit

V-W

\ w

W-Ww
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ja w ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Pistetulon laskusdintGjen nojalla

VW vV-Ww VW
v — W) - W=v-W-— W) - W=vV-W-— (wW-w).
W W W W

Pistetulosta tulee aina tulokseksi reaaliluku, joten seuraavaksi voidaan kayttii reaaliluku-
jen laskusdantoja:

(v-w)(w-w)
W W

V-WwW
V'W——(W'W):V'W_ =v-w—v-w=0.
Ww-w

Koska pistetuloksi saatiin nolla, ovat vektorit kohtisuorassa toisiaan vastaan. Siten

V-w

w
W-WwW

on vektorin v projektio vektorin w virittdmalle suoralle eli

. V-W
proj, (v) = ——w.
W W

Osoitetaan seuraavaksi, ettd projektion ehdot tdyttdvid vektoreita on vain yksi. Merkitddn
p = proj, (v). Projektion mééritelmén ensimméisen kohdan perusteella p = tw jollakin
t # 0. Maédritelmén toisen kohdan mukaan vektori v — p on kohtisuorassa vektoria w

vastaan, joten (v — p) - w = 0. Pistetuloksi saadaan
(V=P) W=V -W—pP -W=V-W—IW-W.

Paddytdéan yhtdloon v - w — 7(w - w) = 0, josta saadaan ratkaistua r = (v-w)/(w - w). Nyt

siis

p=tw= w.

W-wW
Viite on todistettu. O]

Esimerkiksi vektorin v = (1, 2) projektio vektorin w = (-1, 3) virittdmaélle suoralle

on

V-W

. 5 1 13
projy (v) = mw = 1—0(—1,3) = E(_l’S) = (_E’ z) .

Vektorin u = (-2, —2) projektio vektorin w virittimaélle suoralle on puolestaan

—4 2 2 6
projy(u) = 1—0(—1,3) = —g(—la?’) = (5’_3) .

Projektiot on esitetty kuvassa 1.4.3.




Kuva 1.4.3. Vektoreiden v ja u projektiot vektorin w virittimdille suoralle.

24

Jos on annettu vektorit v € R” ja w € R" \ {0}, vektori v voidaan Kkirjoittaa summa-

na vektoreista w sekd — proj, (v) + v. (Ks. kuva 1.4.1.) Ndma vektorit ovat projektion

madritelmian mukaan kohtisuorassa toisiaan vastaan. Vektori v voidaan siis hajottaa sum-

maksi kahdesta toisiaan vastaan kohtisuorassa olevasta vektorista. Vektoria — proj,, (v) + v

kutsutaan vektorin v kohtisuoraksi komponentiksi vektorin w suhteen.

Maidritetddn vektorin v = (2,7, —11) kohtisuora komponentti vektorin w = (3,0, —4)

suhteen.

Vektorin v projektio vektorin w virittimalle suoralle on

6
o (V)_V-ww_2-3+7-0+(—11)(—4) —ow=| o
PO = W T T 321024 (42 T ’

-8

jolloin kohtisuoraksi komponentiksi saadaan

V—proj,(v) =v-2w=| 7

-3

Laskemalla voi vield tarkistaa, ettd (2,7,—11) = (6,0, -8) + (—4,7 — 3), joten v on
tosiaan 16ydettyjen vektorien summa. Lisdksi (6, 0, —8) - (=4, 7—3) = 0, joten vektorit

ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Edellisessd luvussa esitettiin Cauchyn-Schwarzin epiyhtilo (lause 1.3.18), mutta todistusta

lykéttiin myohemmaksi. Todistetaan epdyhtilo nyt vektoriprojektion avulla.
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Todistus. Oletetaan, ettd v € R” jaw € R”. Osoitetaan, ettid

V- wl < [Iv]l{lwll.

Tutkitaan ensin tapaus w = (. Téssé tapauksessa epayhtdlon molempien puolten lausek-
keiden arvot ovat 0, ja epdyhtdlo pétee.

Oletetaan sitten, ettd w # 0. Nyt voidaan projisoida vektorin v vektorin w virittdmille

suoralle. Projektiovektorin pituus on

w-v|

W - vl
= lIwll = Iwll = :
[Iwll

wew N

v H W - v|
wll =

. W
Iproj, (V)| = HW ~

Toisaalta

V = proj,, (v) + w.

Koska proj,, (v) ja w ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, saadaan Pythagoraan lauseen

perusteella

IVII% = [[projy (v) + w||* = [|projy (M| + Iwll*.

Edelleen ||p1rojw(v)||2 +||w||? > ||pr0jw(v)||2,joten

IvI1% = [lprojy ()| -

Koska vektorien normit ovat positiivisia, voidaan pééatell4, ettd ||v|| > ||pr0jw(v)||. On siis
osoitettu, ettd vektorin v projektion pituus ei koskaan ylitd vektorin v pituutta. Néin ollen

v - wl

[Iwll

< [vll,

misti seuraa
v - w| < [[v][[|w]]. O

?‘ Tiivistelma

* Kun vektori v projisoidaan vektorin w virittdmaélle suoralle, on tuloksena vek-

torin w kanssa yhdensuuntainen vektori.

* Projektion ja vektorin v erotus on kohtisuorassa vektoria w vastaan.

1.5 Ristitulo

Avaruuden R? vektoreille voidaan médritelld pistetulon liséksi niin kutsuttu ristitulo. Pis-
tetulosta poiketen ristitulon tulos ei ole reaaliluku vaan avaruuden R? vektori. Ristitulosta

on hyotya esimerkiksi silloin, kun tarvitaan vektori, joka on kohtisuorassa jotakin tasoa
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vastaan.

Ristitulo poikkeaa kurssilla tihdn mennessd méiritellyisti kisitteistd siind, ettd sen maa-
ritelméi ei voida yleistia kaikkiin avaruuksiin R”. Ristitulo on vain avaruuden R lasku-

toimitus.

Maaritelma 1.5.1

Vektorien v = (v, v2,v3) € R? jaw = (wy,way,w3) € R3 ristitulo on vektori

VX W= (vaw3 — v3wa, V3w — VW3, VW2 — Vawq).

Ristitulon v X w laskemiseen voi kdyttad muistisddntojd, joista tassd esitelladn kaksi eri-

laista.

Lasketaan vektorien v = (1,2, 3) jaw = (4, 5, 6) ristitulo. Jarjestetdédn taulukoksi vek-
torite; = (1,0,0), e; = (0,1,0) jaes = (0,0, 1) sekd (1,2, 3) ja (4,5, 6) seuraavalla

tavalla:

€ € €3
1 2 3
4 5 6

Tata taulukkoa tulkitaan niin, ettd kutakin vektoria e, e, ja e3 kerrotaan taulukolla,
jossa ovat kaikki ne luvut, jotka eivit ole kyseisen vektorin alla. Néin saatuja vektoreita

summataan ja vahennetddn keskendén:

€ — € + €3.
Tassa on tarkeda huomata, ettd keskimmaisessa termissa on miinusmerkki, muissa ei.
Jaljelle jaavid 2 x 2-taulukoita tulkitaan seuraavasti. Taulukon poikki piirretddn vi-

noviivat. Samalla viivalla olevat alkiot kerrotaan keskendén. Jos viiva on lavistdjan

suuntainen, tulee tulon eteen plusmerkki ja muutoin miinusmerkki. Lopuksi tulot

Pt

summataan.
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Nyt edellisesti laskusta saadaan
(2:-6-3-5)e;—(1-6-3-4)ex+(1-5-2-4)e3 = —3e; +6e; —3e3 = (-3,6,-3).

Siten (1,2,3) x (4,5,6) = (=3,6,-3).

Téssd esitetty muistisddntd on sama kuin niin kutsutun determinantin laskemisessa

kaytettdvd muistisddntd. Determinantteja kéasitellddn matriisien yhteydessa.

Ristitulon v X w laskemiseen voi kayttdd kuvassa 1.5.1 esitettyd muistisdidntod. Yh-
tendiselld viivalla yhdistettyjen komponenttien tulosta vihennetddn katkoviivalla yh-
distettyjen komponenttien tulo.

U1

V2 U3 U1 V2
w2 w3 w1 L%

Kuva 1.5.1. Ristitulon v X w laskeminen.

w1

Merkitdan a = (2,1,4) jab = (3, -1, -3). Kuvan 1.5.2 perusteella voidaan laskea

axb=(1-(-3)-4-(-1),4-3-2-(-3),2-(-1)—-1-3)=(1,18,-5).

1 /4 /2 /1
—1 -3 3 —1

Kuva 1.5.2. Ristitulon a X b laskeminen.

3

Eridsristitulon sovelluksista on, ettd sen avulla voidaan 16ytii vektori, joka on kohtisuorassa

kahta vektoria vastaan.

Oletetaan, etti v, w € R3. Tilloin (v X w) L vja (VX W) Lw.

Todistus. Laskemalla huomataan, etti

(VX W) V= (vaws —v3wa, vaw| —viws, viwa —vawq) - (v, V2, V3)
= (vawz — v3w2)vi + (V3w —viwz)va + (Viwa — vawp)v3

= VW3V — V3WoV| + V3W( V) — VIW3V2 + VIWoV3 — VoW V3 = 0.

Siten vektorit (vXw) ja v ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Viitteen toinen osa osoitetaan

samalla tavalla. ]
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&4
X
g

g

Kuva 1.5.3. Ristitulo v X w on kohtisuorassa vektoria v ja vektoria w vastaan.

Seuraavassa lauseessa on lueteltu ristituloon liittyvid laskusdintoja. Erityisesti sdidntoihin
1, 5 ja 7 on hyvi kiinnittdd huomiota, silld ne poikkeavat monista tutuista laskusaanngista.

Esimerkiksi sadnnon 1 mukaan ristitulo ei ole vaihdannainen laskutoimitus.

Oletetaan, etti u, v, w € R3 ja c € R. Talloin

1. v w=—(wXv) (antikommutointi)
2. uX (V+Ww) =uXxv+uXxw (osittelulaki)
3. (V+W) Xu=vXu+Ww X u (osittelulaki)
4. c(vxXw)=(cv) Xw=vX(cw)

5. vxv=0

6. 0xv=0javx0=0

7

.u-(vxw)=(axv)-w.

Todistus. Lauseen todistus on suoraviivainen ja kayttid ainoastaan ristitulon mééritelmaa.

Todistus jitetddn harjoitustehtavaksi. 0

Jos avaruuden R? vektorit ovat yhdensuuntaiset, niiden ristitulo on nolla.

Todistus. Oletetaan, ettd v,w € R3. Oletetaan lisiksi, ettd v ja w ovat yhdensuuntaisia.
T&ll6in on olemassa ¢ € R \ 0, jolle patee w = cv. Edellisen lauseen nojalla

VXW=VX(cv)=c(vXxv)=c-0=0. O

Lauseen 1.5.4 perusteella tiedetiin, ettd kahden vektorin ristitulo on kohtisuorassa kum-
paakin vektoria vastaan, joten ristitulovektorin suunnalla on vain kaksi mahdollisuutta.

Ristitulovektorin pituus puolestaan madrdytyy seuraavasta lauseesta.
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Oletetaan, etti v, w € R>. Jos v # 0 jaw # 0, niin
lv < wl| = ||[v][||w]| sin,

missd @ on vektorien v ja w vilinen kulma.

Todistus. Todistus on melko tekninen, joten sen voi ohittaa ensimmaisilld lukukerroilla.

Normin ja ristitulon mééritelmien nojalla
IV X W[ = (vaws — wav3)® + (viws — wiv3)® + (Viws — wivp)®,

Kun lasketaan lauseke termeittiin auki, saadaan

luxv|?= v%w% — 2Vow3wavs +% v% + v%wg —2viw3wi vy + w%v%
2.2 2.2

+ Vw5 = 2viwow Ve + wiv;

Tama lauseke on mahdollista kirjoittaa muodossa
(V] + 5 +v3) (W] + w3 +w3) — (viwy +vawa +vaw3)® = [[ul*|[v]* = (u- v)*.

Nyt on osoitettu, etti
2 210112 2
v x w||= = [[a]|*[|v]]” = (a-v)~.

Vektorien vilisen kulman médritelmén nojalla v - w = ||v||||w|| cos(a), joten

2 2 2 2 2 2 2 2 2
v wll” = lIVIIF[Iwll® = [IVIFlwll* cos™ () = [IVII7[wl|*(1 - cos”™())

21w l12 <in N
= [IvIIFlwll* sin®(a) = ([[vI[Iw]| sina)~.

Niin ollen
2 . 2
lv x w||= = (||v]|[[w]| sin @)

Lisdaksi vektorien vilisen kulman maééritelmin mukaan 0° < @ < 180°, mistd seuraa,
ettd sina > 0. Lisédksi vektorien normit ovat aina epinegatiivisia. Siten ||[v X w|| > 0 ja
[[v|[]lw]| sin@ > 0. Saadusta yhtélostd voidaan niin ollen paitelld, ettd

llv x wl| = [|v]|||w]| sin .
Tama todistaa viitteen. ]

Edellisesta lauseesta seuraa, ettd ristitulovektorin v X w pituus on yhté suuri kuin vektorien
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v ja w mddrddman suunnikkaan ala (kuva 1.5.4). Oletetaan nimittdin, ettd vektorien v ja
w vilinen kulma on «. Tilloin suunnikkaan korkeus on ||w|| sin @. Nidin suunnikkaan
pinta-alaksi saadaan ||w|| sina - ||v|| = |[|v X w]||.

A

1|
X
g

| @ || sin o

v

Kuva 1.5.4. Ristitulovektorin v X W pituus on yhtd suuri kuin vektorien v ja w mdidirddmdn
suunnikkaan ala.

Ristitulon avulla voidaan méérittdd myos suuntaissirmion tilavuus. Vektoreiden v, w ja u
madraaman suuntaissarmion tilavuus on pohjan pinta-alan ||v X w|| ja korkeuden 4 tulo
(kuva 1.5.5). Korkeuden 4 selvittimiseksi lasketaan vektorin u projektio ristitulovektorin

v X w virittdmalle aliavaruudelle:

. (VXW)-u
= X W).
Korkeus £ on timén vektorin pituus eli normi:
i (VXW)-u (VXW)-u
[(VXw)-ul [(VvXw)-u
= T Ry xw] = m e
INRR llv x wll

Tilavuudeksi saadaan pohjan pinta-ala kertaa korkeus:

[(VvXW)-ul
VX W] ————=—=[(vXW)-ul
v x w]|
Suuntaissdarmion tilavuus on siis niin kutsutun skalaarikolmitulon (v X w) - u itseisarvo.

Lauseesta 1.5.5 seuraa, ettd vektorien v, w ja u jirjestykselld tdssd kaavassa ei ole vilid.
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Kuva 1.5.5. Vektoreiden v, w ja w mddrddmdn suuntaissdarmion tilavuus.

# Tiivistelma

1. Avaruudessa R3 on mairitelty vektoreiden ristitulo. Se tuottaa tulokseksi ava-

ruuden R3 vektorin.

2. Ristitulon avulla on mahdollista 10ytdd kahta vektoria vastaan kohtisuorassa

oleva vektori.




32

2. SOVELLUS: SUORAT JA TASOT

2.1 Suorat

Téssd luvussa sovelletaan vektoreita suorien ja tasojen ilmaisemiseen. Kaikille luvun

viitteille ei anneta tarkkoja todistuksia.

Marty McFly lentdi leijulaudallaan, jota voi ohjailla vektorin (-3, 1) suuntaisesti

(eteen ja taaksepdin).

1. Marty ldhtee kotoaan, joka on koordinaatiston pisteessa (0, 0). Minne kaikkialle

Marty voi laudallaan pdésta? Hahmottele tilanteesta kuva.

2. Marty ldhtee kaverinsa kotoa, jonka koordinaatit ovat (1,2). Minne kaikkialle

Marty voi tilla kertaa laudallaan péadstd? Hahmottele tilanteesta kuva.

Koulussa suoria kirjoitettiin useimmiten muotoa y = kx + b olevien yhtédldiden avulla.
My0s vektoreita voi kiyttdd suorien ilmaisemiseen. Téallin monet suoria koskevat ongel-

mat kuten pisteen etdisyys suorasta muuttuvat helpommiksi kisitella.

Vektorin (-3, 1) kanssa yhdensuuntaiset vektorit ovat muotoa #(—3, 1), missé ¢ on reaa-
liluku. Jos vektoreita ajattelee koordinaatiston pisteind, nima pisteet sijaitsevat samalla
suoralla. Suora kulkee origon kautta kulkevan suoran, joka on yhdensuuntainen vektorin
(=3, 1) kanssa.

(37 _1)

Kuva 2.1.1. Muotoa t(-3, 1) olevat vektorit muodostavat origon kautta kulkevan suoran.
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Jos halutaan muodostaa vektorimerkintdjen avulla suora, joka ei kulje origon kautta,
on suora ensin “siirrettdva” haluttuun paikkaan. Esimerkiksi vektorit, jotka ovat muotoa
(1,2) + (3, —1), muodostavat suoran, joka on vektorin vektorin (-3, 1) kanssa yhden-
suuntainen ja kulkee pisteen (1,2) kautta. Timén suoran pisteet saadaan lisaamalld vek-
toriin (1,2) vektoreita, jotka ovat yhdensuuntaisia vektorin (3, —1) kanssa. Tilannetta on

havainnollistettu kuvassa 2.1.2.

Kuva 2.1.2. Suora, jonka alkiot ovat muotoa (1,2) +1(3,—1), missi t € R.

Kuvan 2.1.2 suora on joukko {(1,2)+7(3,—1) | € R}. Suoran voi my0s ilmaista yhtdlon
x = (1,2) +#(3,—1) avulla. Talloin ajatellaan, ettd suoran alkioita ovat tismélleen ne
vektorit x, jotka ovat muotoa (1,2) +#(3, —1) jollakin 7 € R.

Maaritelma 2.1.2

Vektoriavaruuden R” suora on joukko
{p+1tv|teR},

missap € R"jav € R"\ {0}. Vektoria p kutsutaan suoran paikkavektoriksi ja vektoria

v suoran suuntavektoriksi. Suoran yhtdlo on

X =Pp+1v.

Huomaa, ettid ylli ei ole annettu mitd tahansa suoran kuvailua, vaan suoran mdidritelmd.
Emme siis ole ldhteneet esimerkiksi jostakin suoran geometrisestd muotoilusta ja ilmais-
seet saman asian vektoreilla, vaan maiiritelleet suoran késitteen tdmén kurssin tarpeita

varten.

Suorien alkiot ovat vektoreita. Vektoreita voi kuitenkin ajatella my0s pisteind, ja suorien
tapauksessa tdmai ajattelutapa on yleensi hyodyllinen. Sanotaan, ettd piste (a, b) on suo-
ralla S tai ettd suora S kulkee pisteen (a, b) kautta, jos (a,b) € S. Vastaavia ilmauksia
kédytetddn vektoriavaruudessa R".
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Esimerkiksi joukko
S={(-1,2) +1(-2,-1) |t e R}

on suora vektoriavaruudessa R?. Tdmin suoran yhtilo on
x=(-1,2) +#(-2,-1),
eli suoralla ovat kaikki pisteet, jotka toteuttavat kyseisen yhtilon jollakin reaaliluvulla

t.

Suora S on piirretty kuvaan 2.1.3. Méadritelmdn mukaan miké tahansa suoran S piste
voidaan kirjoittaa summana vektorista p = (-1, 2) ja jostakin vektorin v = (-2, —1)
skalaarimonikerrasta. Esimerkiksi (-5, 0) = p+2vja(3,4) = p—2v,joten (-5,0) € §
ja(3,4) € S.

(3,4)

Kuva 2.1.3. Suoran S paikkavektori on p = (—1,2) ja suuntavektori v = (-2,—1).

Toisaalta piste (4,2) ei ole suoralla S. Jos nimittdin (4,2) = (-1,2) + t(-2,-1)
jollakin + € R, niin 4 = —1 — 2¢ ja 2 = 2 — ¢. Ensimmdisen yhtdlon perusteella
t = —5/2 ja toisen perusteella + = 0. Tdmd on mahdotonta, joten ei ole olemassa
sellaista lukua 7 € R, jolle pitee (4,2) = (—1,2) +¢(-2,—1). Siispi (4,2) ¢ S.

Huomaa, ettd myoskéddn suuntavektori (=2, —1) ei ole suoran S alkio. Toisin sanoen

piste (-2, —1) ei ole suoralla S.

Suoran yhtdlon voi my6s kirjoittaa parametrimuodossa, jossa listataan yhtilot, jotka pa-
tevdt suoran alkioiden komponenteille. Esimerkiksi edellisen esimerkin suoran yhtdlon
x = (—1,2) + t(-2, —1) parametrimuoto on

x1=-1-2¢

Xy =2—1t.

Suorien suuntavektoreita kasiteltdessad on hyodyllistd ottaa kdyttoon uudenlainen merkintd
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vektoreille. Oletetaan, ettd A = (ay,as,...,a,) ja B = (by, by, ..., b,) ovat avaruuden
pisteitd. Vektori AB on vektori, jota vastaavan suuntajanan alkupiste on A ja péitepiste on
B. Tilloin

bl—al
_ by —a
15 | 2’

b, —ay,

eli vektorin AB komponentit ovat pisteiden B ja A komponenttien erotukset. Usein vekto-

rille AB niikee myos kiytettivin merkintid A_B>

Esimerkiksi tason R? pisteitd A = (3, 1) ja B = (1,4) yhdisti vektori

_ |1=3] |-
B= = .
4-1 3

Tdma vektori on piirretty kuvaan 2.1.4.

Origoa (0,0, ...,0) on tapana merkiti kirjaimella O. Siten origosta ldhteville vektorille,
jonka kirki on pisteessid A, saadaan merkinti OA. Vektoria OA kutsutaan pisteen A

paikkavektoriksi.

Lisiksi pitee AB = OB — OA. Titi on havainnollistettu kuvassa 2.1.4.
A B

v

Kuva 2.1.4. Vektorit OA, OB ja AB.

Ryhdytaédn seuraavaksi madrittimédn suoraa, joka kulkee annettujen pisteiden kautta.

Mairitetddn pisteiden A = (-1, 5) ja B = (2, 2) kautta kulkeva suora. Tité varten suo-
ralle tidytyy 10ytda paikkavektori ja suuntavektori. Paikkavektoriksi kdy minki tahansa
suoran pisteen paikkavektori, esimerkiksi vektori OA = (-1, 5). Suuntavektoriksi kiy

mikd tahansa suoran kanssa yhdensuuntainen vektori, esimerkiksi vektori

AB=0B-0A=(2,2) - (-1,5) = (3,-3).
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Niin saadaan suora S = {(—1,5) +#(3,-3) | t € R}. Sitd vastaava yhtilo on
x = (-1,5) +1(3,-3).

Suora on esitetty kuvassa 2.1.5.

v

Kuva 2.1.5. Suora S = {(-1,5) +t(3,-3) | t € R}.

Tarkistetaan vield, ettd annetut pisteet A ja B todellakin ovat suoralla S. Huomataan,
ettd (—1,5) = (-1,5) +0(3,-3) ja (2,2) = (—1,5) + 1(3, =3). Siten suora S kulkee
pisteiden A ja B kautta.

Edellistd esimerkkid mukaillen on aina mahdollista miirittda kahden pisteen kautta kul-

keva suora. Yleisemmin voidaan osoittaa, ettd jos suora halutaan kirjoittaa muodossa
{p+1v|teR},

paikkavektoriksi p voidaan valita suoran minki tahansa pisteen paikkavektori, ja suunta-
vektoriksi v voidaan valita miké tahansa suoran suuntainen vektori. Seuraava esimerkki

havainnollistaa asiaa.

Tutkitaan esimerkin 2.1.3 suoraa § = {(-1,2) + #(-2,—-1) | r € R}. Sille voidaan
valita paikkavektoriksi mika tahansa suoran alkio, vaikkapa vektori (3,4) = (-1, 2) —
2(-2, —1). Suuntavektoriksi puolestaan kelpaa miki tahansa vektorin (-2, —1) kanssa
yhdensuuntainen vektori, vaikkapa vektori (-4, -2) = 2(-2, —1).

Suora § voidaan siis kirjoittaa muodossa
{(3,4) +s(-4,-2) | s € R}.

Vaikka tama joukko onkin @kkiseltdédn katsottuna erilainen kuin suoran § alkuperdinen
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maéritelmé, on joukoissa tdsmalleen samat alkiot. Asiaa on havainnollistettu kuvassa
2.1.6.

v=(-2,-1) p= (374)

Kuva 2.1.6. Suoran paikkavektori ja suuntavektori eivdt ole yksikdsitteisid, vaan ne
voidaan valita monella eri tavalla.

Kun suora ilmaistaan vektorimerkinnoilld, helpottuvat monet laskut. Seuraavassa esimer-

kissd ndytetddn, kuinka pisteen etdisyyden suorasta voi madrittdd vektoriprojektion avulla.

Pisteen X etdisyys suorasta S = {p+1v | ¢t € R} on kaikkein lyhin vélimatka, joka voi
olla pisteen X ja suoran S jonkin pisteen vililld. Voidaan osoittaa, ettd timi etdisyys
on sama kuin sellaisen janan pituus, jonka toinen paitepiste on X ja toinen suoralla
S, ja joka muodostaa suoran kulman suoran S kanssa. Etdisyyden maédrittdmiseen
voidaan siten kayttdd projektiota.

Mairitetddn pisteen X = (4,—1,9) etdisyys suorasta S, joka kulkee pisteiden A =
(2,-3,5) ja B =(4,1,7) kautta (ks. kuva 2.1.7).
X o

A
Kuva 2.1.7. Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora S.

Madritetddn ensin vektori jostakin suoran pisteestd tutkittavaan pisteeseen. Esimer-
kiksi vektori AX = OX — OA = (2,2,4) kiy tihin tarkoitukseen. Lisiksi tarvitaan
jokin suoran suuntavektori, kuten vaikkapa vektori AB = (2,4, 2).

Vektorin AX projektio suoralle S on

——  AX-AB— 20 5
prOjE(AX) =———AB= —(2,4, 2) = —(2, 4, 2)
AB - AB 24 6

Erotus AX — projﬁ(ﬁ) on projektion médritelmén mukaisesti kohtisuorassa suoraa
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S vastaan. Lasketaan kyseinen erotus:

AX - projz(AX) = (2,2,4) - %(2, 4,2) = 2(2, 2,4) - %(2, 4,2)

1 1 1
= 6(12 - 10,12 -20,24 - 10) = 8(2’ -8,14) = 5(1’ -4,7)

Koska AX — projﬁ(ﬁ) on kohtisuorassa suoraa S vastaan, antaa erotusvektorin
pituus pisteen X etdisyyden suorasta:

— — 1 1 1
|AX — proj-z(AX)]| = 5||(1,—4, N = E«/1 +16+49 = g«/&.

Siten pisteen X etdisyys suorasta S on %\/ 66. Asiaa on havainnollistettu kuvassa 2.1.8.

X
® — . —
\\II AX — proj 75 (AX) |

Kuva 2.1.8. Pisteen X etdisyys suorasta S.

Tasossa R? suoran yhtilolle saadaan vield yksi uusi ilmaisutapa pistetulon avulla. Esimer-
kissd 1.3.15 néhtiin, kuinka vektoria n = (3, —2) vastaan kohtisuorat vektorit muodostavat
origon kautta kulkevan suoran. Timén suoran alkiot ovat tasmaélleen ne vektorit x, jotka
toteuttavat yhtdlon

n-x=0.

Vektoria n kutsutaan suoran normaaliksivektoriksi ja yhtdlod suoran normaalimuotoiseksi
yhtéloksi.

Maaritelma 2.1.7

Avaruuden R? suoran normaalivektori on miti tahansa nollavektorista poikkeava

vektori n, joka on kohtisuorassa suoran suuntavektoria vastaan.

Miéritelméansd mukaan normaalivektori on kohtisuorassa suoran suuntavektoria vastaan.
Jos suora kulkee origon kautta, suoran normaalivektori on kohtisuorassa kaikkia suoran
vektoreita vastaan. Suora koostuu tdasmilleen niistd vektoreista, jotka ovat kohtisuorassa

normaalivektoria vastaan.

Jos suora ei kulje origon kautta, tulee normaalimuotoisesta yhtdlostd hiukan monimutkai-

sempi kuin edelld. Olkoon suoran paikkavektori p ja normaali n. Vektori x on suoran alkio
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tasmalleen siind tapauksessa, ettd

n-(x-—p)=0.

Maaritelma 2.1.8

Avaruuden R? suoran yhtilon normaalimuoto on
n-(x-p)=0

missd p on suoran paikkavektori ja n on suoran normaalivektori.

Normaalimuoto voidaan pistetulon laskusédéntojen avulla muuttaa myos yhtdpitavaan muo-
toonn-x=n-p.

Kun merkitdan x = (x, y), n = (a, b) sekd n - p = c¢ ja sijoitetaan nimi normaalimuotoon,
saadaan suoran yhtdlo muotoon

ax+by=c.

Tatd kutsutaan suoran yhtéalon yleiseksi muodoksi.

Tutkitaan suoraa, jonka yhtilo on

ja kirjoitetaan yhtilo normaalimuodossa.

Aloitetaan etsimdlld suoralle jokin normaalivektori. Merkitddan normaalivektoria n =
(a, b). Méiritelmin perusteella normaalivektorin tdytyy olla kohtisuorassa suunta-
vektoria vastaan. Taytyy siis pated (3,2) - (a, b) eli

3a+2b=0.

Nyt tiytyy 10ytdd jotkin luvut a ja b, joilla yhtdlo toteutuu. ne voi tisséd tapauksessa
keksid ihan vain yhtdloa katsomalla. Erds ratkaisu on vaikkapa a = 2 ja b = -3,

jolloin normaaliksi saadaan n = (2, —3). Suoran yhtdlon normaalimuoto on siis nyt

Sl x = =0.
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Muutetaan tdmi yhtilo vield toiseen muotoon. Merkitddn x = (x, y), jolloin saadaan
- =0.

Nyt yhtdlon vasen puoli sievenee muotoon

2 x—1
-3 y—1

=2x-1)=-3(y-1)=2x-2-3y+3=2x—-3y+1.

Siten suoran yhtédlé saadaan muotoon 2x — 3y + 1 = 0 tai yhtédpitavisti muotoon

2x -3y =-1.

# Tiivistelma

1. Suoran pisteet saadaan lisddmalld paikkavektoriin suuntavektorin skalaarimo-

nikertoja.

2. Avaruuden R? suoran voi myds kirjoittaa normaalivektorin avulla. Sen on vek-

tori, joka on kohtisuorassa suoraa vastaan.

2.2 Tasot

Jasmin lentdd taikamatollaan, jota voi ohjailla vektorien (1,0, 0) ja (0, 1,0) suuntai-

sesti (eteen ja taaksepdin).
1. Jasmin ldhtee kotipalatsistaan, joka on koordinaatiston pisteessa (0, 0, 0). Minne
kaikkialle Jasmin voi matollaan pédéstd? Hahmottele tilanteesta kuva.

2. Jasmin ldhtee naapurikaupungista, jonka koordinaatit ovat (-2, 1, 1). Minne

kaikkialle Jasmin voi tdlloin matollaan paastd? Hahmottele tilanteesta kuva.

Vektoriavaruuksissa voidaan méiiritelld tasot samaan tapaan kuin suorat. Nyt tarvitaan

paikkavektorin lisidksi kaksi suuntavektoria.

Maéritelm4 2.2.2

Vektoriavaruuden R” taso on joukko

{p+sv+itw|s,t € R},
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missd p € R”, v,w € R" \ {0} ja vektorit v ja w eivit ole yhdensuuntaiset. Vektoria

p kutsutaan tason paikkavektoriksi ja vektoreita v ja w tason suuntavektoreiksi.

Tason yhtalo on

X=P+SV+IW.

Tason suuntavektorit eivit saa olla yhdensuuntaisia. Jos ne nimittéin olisivat yhdensuun-

taisia, olisi edellisen mééritelmén joukko pelkké suora.

Kuten suorien tapauksessa, tason alkioita voidaan ajatella pisteind. Olkoon 7" vektoriava-
ruuden R? taso. Sanotaan, etti piste (a, b, c) on tasossa T tai etté taso T kulkee pisteen
(a, b, ¢) kautta, jos (a, b, c) € T.Tasoa ja siind olevaa pistettd on havainnollistettu kuvassa
2.2.1. Vastaavia ilmauksia kéytetdidn vektoriavaruudessa R".

« (a,b,¢)

NO

Kuva 2.2.1. Piste (a, b, ¢) on tasossa T.

Madritetddn pisteiden A = (0,1,0), B = (-1,3,2) ja C = (2,0, 1) kautta kulkeva
taso 7'. Valitaan ensin tason paikkavektori. Esimerkiksi tason pisteen A paikkavektori
OA = (0, 1, 0) kiy tdhan tarkoitukseen. Lisédksi tarvitaan tason suuntaiset suuntavek-

torit:
AB=0B-0A=(-1,2,2) ja AC=0C-0A=(-2,-1,1).

Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 2.2.2. On viel tarkistettava, etti vektorit AB
ja AC eivit ole yhdensuuntaiset, silli muutoin kyseessi ei ole taso. TAma jitetidn
harjoitustehtéviksi lukijalle.

Kuva 2.2.2. Taso T kulkee pisteiden A, B ja C kautta.

Naiin saadaan taso

T ={0A+sAB+tAC | s,t € R} = {(0,1,0) +s(-1,2,2) +£(-2,-1,1) | 5,¢ € R}.
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Tason yhtélo on
x=(0,1,0) +s(-1,2,2) +1(-2,-1,1).

Tarkistetaan vield, ettd pisteet A, B ja C tosiaankin ovat tasossa 7. Huomataan, etti

A=(0,1,0)+0(=1,2,2) +0(=2, -1, 1),
B=(0,1,00+1(-1,2,2) +0(=2,-1,1) ja
C=(0,1,0)+0(=1,2,2) + 1(=2, -1, 1).

Siten T on taso, joka kulkee pisteiden A, B ja C kautta.

Edellisessd esimerkissad kdytetty menetelmé toimii yleisemminkin. Jos taso halutaan kir-
joittaa muodossa {p + sw +tv | 5,1 € R}, paikkavektoriksi p voidaan valita tason minka
tahansa pisteen paikkavektori. Suuntavektoreiksi w ja v voidaan valita mitkd tahansa tason
suuntaiset vektorit, kunhan w ja v eivit ole yhdensuuntaiset. Taso on siis mahdollista kir-
joittaa usealla eri tavalla joukkona {p + sw+1¢v | 5,7 € R}. Tilannetta on havainnollistettu
kuvassa 2.2.3.

|
<

Kuva 2.2.3. Taso voidaan kirjoittaa eri tavoin joukkona {p + sw +tv | s,t € R}.

Kuten suoran yhtidlon myos tason yhtdlon voi my0s kirjoittaa parametrimuodossa, jossa
listataan yhtélot, jotka patevit tason alkioiden komponenteille. Esimerkiksi tason yhtélo
x=(0,1,0) +s(-1,2,2) + (-2, -1, 1) parametrimuoto on

X1 =-—5—2t
Xp=1+2s—1t

X3 =2s+t.

Samaan tapaan kuin avaruuden R? suorien tapauksessa, avaruuden R3 tasot voidaan

kirjoittaa normaalivektorin avulla.

Maaritelma 2.2.4

Olkoon T avaruuden R? taso. Vektoria, joka on kohtisuorassa tason 7 suuntavektoreita

vastaan, kutsutaan tason normaalivektoriksi.

Normaalivektoria kutsutaan myo6s lyhyesti normaaliksi.
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Kuva 2.2.4. Tason normaalivektori n.

Vektori (3,20, 12) on tason
T ={s(4,0,-1)+1(0,3,-5) | s,t € R}

normaalivektori, silld (3, 20, 12) - (4,0, —1) = 0ja (3,20, 12) - (0, 3, -5) = 0. Vektori
(3,20, 12) on itse asiassa kohtisuorassa kaikkia tason 7" vektoreita vastaan, silld

3 4 o\ [3 4\ [3 0
20|-s| o|+¢] 3[[=]20]:|s] of[+]20]-|¢] 3
2| \ [-1] [=s]) |2 \ [-1]) |i2] \ |-
3| [ 4] 3] [ o
=s||20]-| o||+¢]|20]-| 3
2| -1 12| |-

—5-04+t-0=0.

Vektori (3, 20, 12) on myos tason
U=1{0,-14,-7) +s(4,0,—-1) +1(0,3,-5) | s,t € R}
normaali, silld se on kohtisuorassa timénkin tason suuntavektoreita vastaan:
(3,20,12) - (4,0,-1) =0 ja (3,20,12)-(0,3,-5) =0.

Vektori (3,20, 12) ei kuitenkaan ole kohtisuorassa mitdédn tason U vektoria vastaan.
(Tamin tarkistaminen jatetddn lukijalle.) Erona edelliseen tapaukeen on se, ettd taso

U ei kulje origon kautta.

Mairitelménsd mukaan normaalivektori on kohtisuorassa tason suuntavektoreita vastaan.
Jos taso kulkee origon kautta, tason normaalivektori on kohtisuorassa kaikkia tason vek-
toreita vastaan. Taso koostuu tdsmilleen niistd vektoreista, jotka ovat kohtisuorassa nor-

maalia vastaan. Toisin sanoen, jos n on origon kautta kulkevan tason 7" normaali, piste X



44

on tasossa 7, jos ja vain jos

n-x=0.

Jos taso ei kulje origon kautta, saa tason yhtilo hiukan toisen muodon. Oletetaan, ettd T
on avaruuden R3 taso, jonka paikkavektori on p ja jolla on normaalivektori n. T4llsin x
on tasossa 7', jos ja vain jos

n-(x-—p)=0.

Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 2.2.5.

Maéritelma 2.2.6

Avaruuden R? tason yhtilon normaalimuoto on

n-(x-p)=0,

misséd p on tason paikkavektori ja n normaalivektori.

Tason yhtédlon normaalimuodon voi kirjoittaa myos muodossan-x=n-p

@]

Kuva 2.2.5. Tason T normaalimuotoisen yhtdlon havainnollistus.

Oletetaan, ettd avaruuden R taso T kulkee pisteen P = (6,0, 1) kautta ja silld on

normaalivektori n = (1,2, 3). Tason 7' normaalimuotoinen yhtal6 on télldin
(1,2,3) - (x - (6,0, 1)) =0.

Tasossa T ovat siis tdsmilleen ne pisteet X, jotka toteuttavat edelld esitetyn yhtdlon.
Toisin sanoen
T={xeR’|(1,23) (x~(6,0,1) =0}

Kirjoitetaan yhtédlo vield hiukan toisenlaisessa muodossa. Merkitddan x = (x,y, z),
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missd x, y,z € R. Nyt

(1,2,3) - (x-(6,0,1)) =(1,2,3) - (x =6,y -0,z - 1)
=x—-6+2y+3z-3
=x+2y+3z-09.

Tason normaalimuotoinen yhtalo saa siis muodon x + 2y + 3z — 9 = 0, ja voidaan
kirjoittaa T = {x € R? | x + 2y + 3z — 9 = 0}.

Edellisestid esimerkkejd mukaillen voidaan osoittaa, ettd tason yhtdlon voi aina muuttaa
muotoon
ax+by+cz=d,

missd a, b, ¢, d € R. Tatéd kutsutaan tason yhtdlon yleiseksi muodoksi.

Madritetddn normaalimuotoinen yhtilo tasolle 7', joka kulkee pisteiden A = (0, 1, 0),
B=(-1,3,2)jaC = (-2,0, 1) kautta. T4ta varten tarvitaan tason 7" normaalivektori
eli vektori, joka on kohtisuorassa tason suuntavektoreita vastaan. Valitaan suuntavek-
toreiksi AB = (—1,2,2) ja AC = (-2, -1, 1), jolloin normaaliksi kiy lauseen 1.5.4
perustella vektorien ristitulo AB x AC = (4,-3,5).

Lisiksi tarvitaan jokin tason paikkavektori, kuten esimerkiksi OA = (0, 1,0). Kun
merkitddn vield x = OX = (x,y,z), tason normaalimuotoiseksi yhtédloksi saadaan

esimerkin 2.2.7 mukaisesti

( ABxXAC ) -(0X —0A) =0.
———
normaalivektori

Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 2.2.6.

Kun normaalimuotoiseen yhtdloon sijoitetaan luvut, se saadaan muotoon
(4,-3,5) - (x,y—1,2) =0.
Laskemalla pistetulo saa yhtdlo muodon 4x — 3y + 5z + 3 = 0. Néin ollen

T={(x,y,z) € R | 4x =3y +5z+3 =0}
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/

Kuva 2.2.6. Tason T normaalimuotoisen yhtdlon mddrittiminen, kun tiedetddn tason
pisteet A, B ja C.

O

Pisteen X etdisyys tasosta T on kaikkein lyhin vilimatka, joka voi olla pisteen X
ja tason T jonkin pisteen vililli. Voidaan osoittaa, ettd timi etdisyys on sama kuin
sellaisen janan pituus, jonka toinen pditepiste on X ja toinen tasossa 7', ja joka
muodostaa suoran kulman tason 7" kanssa. Etdisyyden méérittamiseen voidaan kayttaa

normaalivektoria ja projektiota.

Tutkitaan edellisen esimerkin tasoa 7, joka kulkee pisteiden A = (0,1,0), B =
(-1,3,2) ja C = (-2,0,1) kautta ja jolla on normaalivektori n = (4,-3,5). Sel-

vitetddn, mikd on pisteen D = (5, 3, —1) etdisyys tasosta 7.

Valitaan jokin tason 7 piste kuten piste A = (0, 1, 0). Tutkitaan vektoria AD. Vektorin
AD projektio normaalivektorille n on kohtisuorassa tasoa vastaan. Se voidaan piirtdd
kulkemaan tasolta pisteeseen D. Siten projektiovektorin pituus on pisteen D etéisyys

tasosta 7. Toisin sanoen etdisyys on ||pr0jn(E) II.

Projektiovektoriksi saadaan

Emn_ (5,2,-1) - (4,-3,5)
n-n (4,-3,5-(4,-3,5)

20-6-5 9
:—4_ :_4_ .
16+9+25( »=5b3) 50( >=5he)

projy (AD) =

(4,-3,5)

Projektiovektorin pituus on

T 9 9
Iprojn(AD)| = lI55(4. =35Il = '%‘ 14, -3, 5l
= 2\/16+9+2 = 2\/5 = i
50 50 V50

Siten pisteen D etiisyys tasosta 7 on 9/V50.
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Tutkitaan tasoa 7 = {x € R® | x +2y + 3z — 9 = 0} seki tasoa U = {x € R? |
3x — 2y + 4z + 5 = 0}. Halutaan selvittdd, mitka pisteet kuuluvat seki tasoon 7T etti

tasoon U.

Piste (x,y,z) kuuluu molempiin tasoihin, jos ja vain jos se toteuttaa molempien
tasojen yhtdlot. Taytyy siis pited yhtd aikaax+2y+3z-9 =0ja3x-2y+4z+5=0.
Saadaan yhtidloryhma

x+2y+3z-9=0

3x-2y+4z+5=0.

Téllaisia yhtdloryhmid opitaan ratkaisemaan hetken kuluttua.

# Tiivistelma

1. Tason pisteet saadaan lisddmalld paikkavektoriin suuntavektorien lineaarikom-

binaatioita.

2. Avaruuden R? tason voi my6s kirjoittaa normaalievektorin avulla. Sen on vek-

tori, joka on kohtisuorassa tasoa vastaan.




3. MATRIISIT

3.1 Mita matriisit ovat?
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hinnat eri kaupoissa:

Ruska ja Tuisku ovat 1dhdosséd ruokaostoksille ja vertailevat hintoja kahdessa léhi-
kaupassaan. Alla olevassa taulukossa on heidin kauppalistansa sekd ruokatavaroiden

Y-kauppa T-valinta

maitoja sdmpyloitd jogurtteja

maito
Ruska 6 4 4
sampyld
Tuisku 6 2 3
jogurtti

1. Kuinka monta jogurttia Tuisku aikoo ostaa?

2. Mitd kaikkea Ruska on ostamassa ja kuinka paljon?

3. Mitka ovat tuotteiden hinnat T-valinnassa?

1,40 e
1,10 e
0,50 e

1,30 e
1,15
0,60 e

Kuten Ruskan ja Tuiskun tapauksesta ndhdéén toisinaan asiat on kétevi kirjoittaa muistiin

taulukkoon. Matematiikassa lukutaulukkoja kutsutaan matriiseiksi. Esimerkiksi Ruskan

ja Tuiskun kauppalistan voi kirjoittaa matriisina

6 4 4
6 2 3
ja ruokatavaroiden hinnat matriisiksi
1,40 1,30
B=|1,10 1,15

0,50 0,60
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Esimerkiksi Tuiskun ostama jogurttimaird nakyy matriisissa A rivilld 2 ja sarakkeessa 3.
Ruskan ostoslista nikyy matriisin A ensimmadiselld rivilla. T-valinnan hinnat puolestaan

nikyvit matriisin B toisessa sarakkeessa.

Reaalialkioinen m X n -matriisi on reaalilukutaulukko, jossa on m rivid ja n saraketta.

Esimerkiksi
appy aix -+ din
azy ax» -+ Ay
A=
aAml Am2 " Amn

on m X n -matriisi. Voidaan my0s sanoa, ettd matriisin A koko on m X n. Kaikkien
reaalikertoimisten m X n -matriisien joukkoa merkitdan R™*". Matriisissa olevia lukuja
kutsutaan matriisin alkioiksi. Rivilld i sarakkeessa j olevalle alkiolle kdytetddn tdssa
tekstissda merkintada A(i, j).

Esimerkiksi .
1 0 5
-3 11 2
B =
4 0 2
0 V2 -6

on reaalialkioinen 4 X 3 -matriisi eli B € R*3. Siind B(1,3) = 5ja B(2,2) = 11.

Vektorit ovat matriiseja, joissa on yksi sarake. Toisinaan on hyodyllistd ajatella matrisiisi

vierekkdin asetettuksi pystyvektoreiksi. Télloin voidaan kirjoittaa
A=la; ap -+ a,f,

missd a;,ay, ...,a, € R™. Nyt vektorit aj, ay, . . ., a, kuvaavat matriisin sarakkeita.

Matriisien alkioille on matematiikassa kiytdssda monenlaisia merkintojd. Esimerkiksi
matriisin alkiolle voidaan kéyttdd merkinnidn A(i, j) sijasta merkintdd [A];;. Matriisil-
le A € R"™" puolestaan voidaan kayttdd merkintdd A = [a;;]mxn tai A = [a;;], joissa on

ilmaistu, ettd matriisin alkiot ovat muotoa a;;.

3.2 Matriisien laskutoimituksia

Matriiseille, kuten vektoreillekin, voidaan maaritella erilaisia laskutoimituksia. Osa niista

muistuttaa ldheisesti vektorien vastaavia laskutoimituksia.
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Matriisien yhteenlasku

Matriisien yhteenlasku midritelldian seuraavasti. Olkoot A, B € R"™*". Matriisien A ja B

summa saadaan laskemalla yhteen matriisien vastinsarakkeet:
A+B= aj+b; a+by, --- an+bn] .

Tuloksena on m X n -matriisi.

Sama asia voidaan sanoa toteamalla, ettd summamatriisi saadaan laskemalla yhteen sa-

moissa kohdissa olevat alkiot:
(A+B)(i,j)=A(,j)+B(, )

kaikillai € {1,...,m}jaj € {l,...,n}

Esimerkiksi
1 2 2 -1 1+2 2+ (-1) 3 1
3 41+(0 1[=(3+0 4+1 =13 5].
5 6 3 2 5+3 6+2 8 8

Vain samankokoisia matriiseja voidaan laskea yhteen.

Skalaarikertolasku

Minki tahansa matriisin voi kertoa reaaliluvulla ja titi toimitusta kutsutaan skalaariker-
tolaskuksi. Reaaliluvun ¢ ja matriisin A € R™" ja tulo saadaan kertomalla matriisin
sarakkeet luvulla c:

cA=|ca; cay --- ca,
Saatava tulos on m X n -matriisi, jota nimitetddn matriisin A skalaarimonikerraksi.

Sama asia voidaan sanoa toteamalla, ettd skalaarimatriisi saadaan kertomalla matriisin A

jokaista alkiota luvulla c:
(cA)(i,j) = c-A(,))

kaikillai € {1,...,m}jaj € {l,...,n}

Esimerkiksi
2 -1 2:2 2-(-1) 4 =2
210 1]=12-0 2-1 =10 2].
3 2 2-3 2-2 6 4

Matriisia (—1)A on tapana merkitd —A. Matriisisummaa A + (—B) merkitdin A — B ja sitid
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kutsutaan matriisien A ja B erotukseksi.

Matriisin ja vektorin tulo

Opiskelijoiden pdivittdinen matkustaminen riippuu edellisestd pdivastd seuraavasti.
Opiskelijoista, jotka tulivat yliopistolle julkisella liikenteelld, saapuu julkisella liiken-
teelld seuraavana pdivind 80 Y% ja polkupyorélld 20 %. Opiskelijoista, jotka tulivat
yliopistolle pyorilld, tulee seuraavana pdivina julkisella liikenteelld 30 Y% ja pyoril-
la 70 %. Erdadna pdivina yliopistolle tuli julkisella liikenteelld 1000 opiskelijaa ja
pyorilld 200 opiskelijaa.

Kuinka monta opiskelijaa tuli yliopistolle julkisella liikenteelld seuraavana paivani?
Enté pyoralla?

Matriiseille voidaan mééritelld my6s matriisikertolasku. Tama laskutoimitus on hieman

monimutkaisempi kuin edelld maaritellyt eikd mitdédn vastaavaa ole olemassa vektoreille.

Ennen kuin tutkitaan kahden matriisin vélistd tuloa, tarkastellaan sen erikoistapausta,
matriisin ja vektorin vilistd kertolaskua. Tehdddn se edelld esitetyn pohdintatehtivin
avulla. Opiskelijoiden kiyttaytymiseen liittyvit tiedot voidaan tallentaa matrisiin

0.8 0.3
02 07|

Tehtdvissd kuvatun pdivin tilannetta puolestaan kuvaa vektori

1000
200 |

V=

Seuraavan pdivini julkista litkennettd kaytti 0,8 - 1000+ 0,3 - 200 opiskelijaa. Polkupyorad
puolestaan kaytti 0,2 - 1000 + 0,7 - 200 opiskelijaa. Seuraavan pdivin tilannetta kuvaa siis

vektori
0,8 - 1000 + 0,3 - 200

0.2-1000+0.7-200|

Tama vektori voidaan kirjoittaa muodossa

0,8 0,3
1000 +200

0.2 07|
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Tamén vektorin sanotaan olevan matriisin A ja vektorin v tulo. Toisin sanoen

0,8 0,3|]1000 0,8 0,3 860
Av = = 1000 +200 =

0,2 0,7]| 200 0,2 0,7 340

Matrisiin ja vektorin tulo lasketaan siis kertomalla vektorin komponenteilla matriisin
sarakkeita ja summaamalla ndin saadut vektorit yhteen. Opiskelijoiden matkustamista
kisittelevin esimerkin tapauksessa tulo kertoo seuraavan piivén tilanteen, kun jonkin

tietyn pdivin tilanne tiedetdin.

Maaritelma 3.2.2

Matriisin A € R™*" ja vektorin v € R” tulo on
V1
V2
AV=[al a -+ a, ) =via; +vyay +---+vua,.
Vn
Tassé vektorit ay, ay, . . ., a, ovat matriisin A sarakkeet ja reaaliluvut vy, v, ..., v, vekto-

rin v komponentit.

Huomaa, ettd kaikkia matriiseja ja vektoreita ei voi kertoa keskenédén. Jotta matriisil-
la voi kertoa vektoria, tdytyy matrisiin rivissd olla yhtd monta alkiota kuin vektorissa

komponentteja.
Lasketaan matriisin
1 4 -2
2 0 3
A=
o 1 7
3 -3 6
ja vektorin
1
v=1[2
3
tulo.
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Matriisin ja vektorin tulon laskemiseksi jokainen matriisin A sarake kerrotaan vastaa-
valla vektorin v komponentilla ja tulokset lasketaan yhteen:

—1- — 4- ——2- —1- — 8- ——6- —3—

2 0 3 2 0 9 11
Av=1 +2 +3 = + + =

0 1 7 0 2 21 23

3 -3 6 3 -6 18 15

Matriisin A € R™" ja vektorin v € R” tulo voidaan Kirjoittaa my0s toisenlaisessa

muodossa pistetulon avulla. Olkoot ry, . . ., r, matriisin A rivit. Nyt
r v
Av = rs .' \ ’
Iy -V

Tulon Av alkiot on siis matriisin A rivien ja vektorin v pistetuloja.

Lasketaan esimerkissd 3.2.3 esiintynyt matriisin ja vektorin tulo uudelleen, mutta

kaytetdin tdlld kertaa edelld esitettyd laskutapaa. Nyt

—1 4 —2- —1-l+4-2—2-3- —3-
1
2 0 3 2-1+40-2+3-3 11
Av = 2 = = .
o 1 7 0-1+1-2+7-3 23
3
3 -3 6 3-1-3-2+6-3 15

Kahden matriisin tulo

Palataan Ruskan ja Tuiskun seuraan. He ovat edelleen 1dhdosséd ruokaostoksille ja
vertailevat hintoja kahdessa lahikaupassaan. Tédssé vield Ruskan ja Tuiskun kauppalista

seki ruokatavaroiden hinnat eri kaupoissa.
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Y-kauppa T-valinta
maito 1,40 e 1,30 e

maitoja sdmpyloitd jogurtteja
Ruska 6 4 4
Tuisku 6 2 3

sampyla | 1,10e I,L15e
jogurtti 0,50e 0,60 e

Minkalaisilla laskuilla voi laskea seuraavat tiedot?

1. Ruskan ostosten yhteishinta Y-kaupassa
2. Tuiskun ostosten yhteishinta Y-kaupassa

3. Ruskan ostosten yhteishinta T-valinnassa

4. Tuiskun ostosten yhteishinta T-valinnassa

Tdhdn mennessd on kerrottu matriisilla vektoreita. Vektoria voi ajatella matriisina, jossa
on yksi sarake. Siirrytdin nyt tutkimaan yleisesti, millainen on kahden matriisin vélinen
tulo. Olkoon matriisi A edellisen pohdintatehtdvin kauppalista ja matriisi B hintataulukko.

Toisin sanoen
6 4 4

6 2 3

ja
1,40 1,30
B=|1,10 1,15
0,50 0,60

Matriisien A ja B tulo on sellainen matriisi, joka siséltdi tiedon ostosten yhteishinnoista
eri kaupoissa.

Y-kaupassa Ruskan ja Tuiskun ostosten yhteishinnat lasketaan seuraavasti:

6-1,40+4-1,10+4-0,50
6-1,40+2-1,10+3-0,50.

Tata voi kuvata vektorilla

6-140+4-1,10+4 - 0,50
6-140+2-1,10+3-0,50|
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T-valinnassa yhteishinnat puolestaan ovat

6-130+4-1,15+4-0,60
6-130+2-1,15+3-0,60

ja niitd voi kuvata vektorilla

6-1.30+4-1,15+4-0.,60
6-130+2-1,15+3-060|

Tulomatriisissa AB on sarakkeina ndma kaksi vektoria:

AB 6-140+4-1,10+4-0,50 6-1,30+4-1,15+4-0,60 14,80 14,80
6-1,40+2-1,10+3-0,50 6-1,30+2-1,15+3-0,60 12,10 11,90 .

Matriisista A B ndhdiin, kummassa kaupassa Ruskan ja Tuiskun kannattaa asioida. Ruskan
ostokset ovat tulevat molemmissa kaupoissa yhti kalliiksi (14,80 euroa). Tuiskun ostokset

puolestaan tulevat halvemmiksi T-valinnassa (11,90 euroa).

Tulomatriisin sarakevektorit voi myos kirjoittaa muodossa

6-1,40+4-1,10+4-0,50 6 4 4
= 1,40 +1,10 + 0,50 = Aby
6-1,40+2-1,10+3-0,50 6 2 3
ja
6-130+4-1,15+4-0,60 6 4 4
=1,30 + 1,15 + 0,60 = Ab,,
6-1,30+2-1,15+3-0,60 6 2 3

missd by ja by ovat matriisin B sarakkeet. Tulomatriisin AB sarakkeet saadaan siis kerto-

malla matriisilla A matriisin B sarakkeita.

Maaritelma 3.2.6

Matriisien A € R™*" ja B € R tulo on

AB=|Ab, Ab, --- Ab,

Tassa vektorit by, by, - -+ ,b,, ovat matriisin B sarakkeet. Huomaa, ettd kaksi matriisia
voidaan kertoa keskeniin vain, jos ensimmadisessd on yhté paljon sarakkeita kuin toisessa

on rivejd.

Jos matriisi B on vektori eli siind on vain yksi sarake, on matriisitulon mééritelmi sama

kuin matriisin ja vektorin vélisen tulon mdiéritelmad. Matriisien tulon miiritelma siis
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yleistdd matriisin ja vektorin vilisté tuloa.

Lasketaan matriisien

tulo. Koska matriisissa A on kaksi saraketta (3 X 2-matriisi) ja matriisissa B on
vastaavasti kaksi rivid (2 X 2-matriisi), matriisit voidaan kertoa keskendin. Tulomatriisi

on 3 X 2-matriisi.

Lasketaan ensin matriisin A tulot matriisin B sarakkeiden kanssa:

4 5 4 5 4 40 44
Abi=| 6 7 1 =1 6(+8| 7|=]| 6|[+| 56|=| 62
-1 =2 s -1 -2 -1 -16 -17
ja
4 5 4 5 8 45 53
Aby=| 6 7 ’ =21 6(+9| 7|=|12|+]| 63|=| 75|
-1 -2 ’ -1 -2 -2 -18 =20

Nama vektorit ovat matrisiin AB sarakkeet. Toisin sanoen

44 53

AB:[Ab1 Ab2]= 62 75

-17 =20

Matriisien
1 4 5
, 12 3
C=1|2 6 7| Ja D=

g8 9 10

3 -1 -2

tuloa ei voi laskea. Matriisissa C on nimittdin kolme saraketta ja matriisissa D kaksi
rivid. Koska nimi lukumaaarit eivit ole samat, ei tuloa CD ole miiritelty.

Matriisien A € R™" ja B € R™? tulo voidaan kirjoittaa my0s toisenlaisessa muodossa.
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Olkoot ry, ..., I, matriisin A rivit. Nyt

l'l'bl rl'b2 rl'bp
rp-by ro-by - 1r-b
AB = 2 1 2 2 2 p
-rm.bl rm.bz rm.bp-

Matriisin AB rivin i ja sarakkeen j alkio on siis matriisin A rivin { ja matriisin B sarakkeen
J pistetulo.

Lasketaan esimerkissd 3.2.7 esiintyneiden matriisien

4 5
A= 6 7 ja B=
-1 -2

tulo uudelleen, mutta kaytetiin tilla kertaa edelld esitettyd laskutapaa. Nyt

4 5 4-1+5-8 4.-2+45-9 44 53
12
AB=| 6 7 . ol 6-1+7-8 6-2+7-9 |=| 62 75|.
-1 -2 (=1) - 1+(=2)-8 (=1)-2+(=2)-9| [-17 =20

Kolmas tapa kirjoittaa tulomatriisi A B on ilmaista kaava, jolla tulomatriisin alkiot saadaan:
(AB)(i,j) = A(i, )B(1, ) + A(i,2)B(2, j) + - - - + A(i,n) B(n, J)

= > AG KBk, )
k=1

kaikillai € {1,...,m}jaj € {1,..., p}. Merkinta

n

S

k=1

tarkoittaa summaa c; +c2 + -+ + Cp.

Matriisikertolasku ei ole vaihdannainen operaatio eli tulon tekijoiden jirjestysti ei
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voi vaihtaa. Tarkastellaan vaikkapa matriiseja

2 1 0 3
A= ja B=
1 2 -4 1

Laskemalla tulo molemmin péin huomataan, etti

-4 17 3 6
AB = mutta BA =

-8 5 =7 =2

Siten AB # BA.

Kertolaskun avulla matriisista voidaan poimia jokin tietty sarake tai rivi. Palautetaan mie-
leen, ettd merkinnilld e; tarkoitetaan luonnollisen kannan vektoria (0,...,0,1,0,...,0),

jossa 1 on i:nnes komponentti.

Olkoon A m X n-matriisi. Oletetaan, etta i € {1,...,n}jaj € {l1,...,m}. Talloin

1. Ae; on matriisin A i:s sarake

2. eJT.A on matriisin A j:s rivi.

Todistus. Todistetaan esimerkin vuoksi ensimméinen kohta. Matriisin ja vektorin tulon

madritelmian mukaan
Ae; =0a; +0az +---+0a;_| + 1a; + 0a;;; +--- +0a, = a;.

Toisessa kohdassa merkinti eJT tarkoittaa vaakavektoria

eJT:OO-‘- 1 --- 0l,
missd luku 1 esiintyy j:nnessé sarakkeessa. Loput jitetdan harjoitustehtavaksi. [

Matrisitulon avulla voidaan madritelld myos neliomatriisin potenssi.

Maaritelma 3.2.12

Oletetaan, ettd A on n X n-matriisi ja k € {1,2, ... }. Talloin matriisin A k:s potenssi

on
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)7“ Tiivistelméa

» Kaksi samankokoista matriisia voi laskea yhteen.
* Matriiseja voi kertoa reaaliluvuilla. Tata kutsutaan skalaarikertolaskuksi.

e Kaksi matriisia voi kertoa keskenain. Talloin kuitenkin ensimmaisen matriisin
sarakkeiden lukumaidrin tdytyy olla sama kuin toisen matriisin rivien lukumaii-

ra.

3.3 Matriisit kuvauksina

Videossa “Lineaarikuvaukset ja matriisit” ndytetddn, kuinka matriiseja voi ajatella ku-

vauksina. Tatd kautta saadaan my6s havainnollistus matriisikertolaskulle.

Matriisia voidaan ajatella kuvauksena, joka kuvaa vektoreita toisiksi vektoreiksi kertolas-

kun avulla. Tutkitaan tata esimerkkien avulla.

Matriisi

20
A=

0 1
tuottaa kuvauksen, joka kuvaa avaruuden R? vektorin x vektoriksi Ax. Esimerkiksi

vektori x = (—4, 3) kuvautuu vektoriksi

2 0f(-4 -8
AX = =
0 1 3 3

Toisin sanoen (—4,3) — (-8, 3). Yleisesti vektori x € R? kuvautuu kuvauksessa

vektoriksi
2 0 X1 2x 1
AXx = =
0 1| {[x X)
Toisin sanoen (x,x3) — (2x1,x2). Vektorin ensimmédinen komponentti siis kaksin-
kertaistuu ja toinen kompontentti pysyy samana. Niinpd matriisi A venyttdid vektoreita

vaaka-akselin suunnassa (kuva 3.3.1).



https://www.youtube.com/watch?v=GxBu5gB0gg4
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Kuva 3.3.1. Matriisi A venyttdd vektoreita vaaka-akselin suunnassa.

Tutkitaan, sitten millaisen kuvauksen maaraa matriisi

-1 0
B =
0 1

Vektori x € R? kuvautuu kuvauksessa vektoriksi

-1 0] {x —X
Bx = o 1
0 1] ([x X7

Toisin sanoen (xi,x2) +— (—x1,x2). Matriisi B peilaa vektorit x;-akselin suhteen
(kuva 3.3.2).

\/
v

Kuva 3.3.2. Matriisi B peilaa vektorit pystyakselin suhteen.

Tutkitaan vield matriisin




61

madraamaa kuvausta. Vektori x € R? kuvautuu kuvauksessa vektoriksi

Toisin sanoen (x,x2) — (—x2,x1). Matriisi C kiertdd vektoreita kulman /2 verran

vastapdivaan eli positiiviseen kiertosuuntaan (kuva 3.3.3).

A A
T

Kuva 3.3.3. Matriisi C kiertdd vektoreita kulman nt /2 verran positiiviseen kiertosuun-
taan.

Tarkastellaan matriisia

P = .
00

Vektori x € R? kuvautuu kuvauksessa vektoriksi

1 0 X1 X1
Px = =

0 Of|x2 0

Toisin sanoen (x,x3) — (x1,0). Matriisi P projisoi vektorit vaaka-akselille (kuva
3.3.4).

(172) R

(331,0)

(1,0)
(-Tl,.ﬂﬁz)

Kuva 3.3.4. Matriisi P projisoi vektorit vaaka-akselille.

Kun matriisia ajatellaan kuvauksena, matriisin sarakkeina ovat luonnollisen kannan vek-
toreiden kuvavektorit. Esimerkiksi edelld esitetyn matrisiin A sarakkeet ovat Ae; ja Aey,

missd e; = (1,0) jaey = (0, 1). Tdma seuraa suoraan lauseesta 3.2.11, jonka nojalla mat-
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riisin tulo luonnollisen kannan vektorin kanssa poimii matriisista vastaavan sarakkeen.

Kun matriiseja ajatellaan kuvauksina, matriisitulo vastaa siti, ettd kaksi kuvausta tehdidin

perdkkdin. Toisin sanoen matriisitulo vastaa yhdistettyd kuvausta.

Tutkitaan, mitd matriisien yhdistetty kuvaus niyttdd geometrisesti. Tehdédédn ensin peilaus
B ja sitten kierto C. Yhdistetty kuvaus ensin peilaa vektorit pysty-akselin suhteen ja sen

jalkeen kiertdd niitd kulman 7/2 verran vastapdivain (ks. kuva 3.3.5).

Kuva 3.3.5. Ylemmdissd kuvassa ndytetddn, mitd vektoreille tapahtuu, kun niitd kerrotaan
ensin matriisilla B ja sitten matriisilla C. Alemmassa kuvassa sama saadaan aikaan
kertomalla vektoreita matriisilla CB.

Tutkitaan sitten, miten yhdistetty kuvaus lasketaan. Kun vektoria x € R? kuvataan matrii-
silla B, saadaan vektori Bx. Kun tita tulosvektoria kuvataan matriisilla C saadaan vektori
C(Bx). Matriisien laskuséédntojen (lause 3.4.1) nojalla timd on sama asia kuin (CB)x.

Toisin sanoen tulomatriisi CB on kuvaus, joka ensin kiertdd ja sitten peilaa vektoreita.

Ensi alkuun voi tuntua silté, ettd matriisit ovat tulomatriisissa vddrin pdin. Jos peilaus B
tehdéén ensin, miksi se on tulossa C B vasta toisena tulon tekijand? Tama kuitenkin johtuu
tavasta, jolla kuvauksia kirjoitetaan. Kuvaus B kirjoitetaan alkion x vasemmalle puolelle

(Bx). Siksi tulossa CB kuvaus B tehdiin ensin.

Matriisien madrittamait kuvaukset ovat niin kutsuttuja lineaarikuvauksia. Kuvaus L : R™ —

R" on lineaarikuvaus, jos seuraavat ehdot patevit:
1. L(v+w) = L(v)+ L(w) kaikilla v,w € R™
2. L(tv) =tL(v) kaikillazr € R jav € R™.
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)7“ Tiivistelméa

* Matriiseja voidaan ajatella kuvauksina, jotka kuvaavat vektoreita.

* Matriisien kertolasku vastaa kuvausten yhdistamista.

3.4 FErityisia matriiseja ja matriisien laskusaantoéja

Seuraavaksi esitelldin muutamia matriiseja tai matriisityyppejd, jotka ansaitsevat hyodyl-
lisyytensd vuoksi oman nimen. Neliomatriisi on matriisi, jossa on yhtd monta rivii ja

saraketta.

Neliomatriisin alkio on lévistdjdlld eli diagonaalilla, jos alkion rivin ja sarakkeen numerot
ovat samat. Matriisi, jonka kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat lavistéjalld, on ldvistdjd-
matriisi eli diagonaalimatriisi. Lavistijimatriisi, jonka kaikki lavistdjdalkiot ovat samoja,
on puolestaan skalaarimatriisi. Skalaarimatriisit ovat ykkosmatriisin skalaarimonikertoja.
Esimerkiksi

2 00 0

0 -1 0 O

0 00 O

0 0 0 I5]

on lavistdgjamatriisi ja

2 0 0

0 2 0|=2I
0 0 2

on skalaarimatriisi.

Matriiseja, joiden kaikki alkiot ovat nollia, eli jotka ovat muotoa

0 0 - 0
Omxn =1. . . € Rmxn,
00 - 0

kutsutaan nollamatriiseiksi. Nollamatriisit kdyttaytyvit matriisien yhteenlaskun suhteen
samalla tavalla kuin nolla lukujen yhteenlaskussa tai nollavektori vektorien yhteenlaskus-

sa: sellaisen lisdidminen toiseen matriisiin €1 muuta tuota toista matriisia mitenk&dan.



64

Toinen tirked matriisi on neliGmatriisi

1 0 0
0 1 :
In — c Rnxrz’
. . O
0 0 1

jonka kaikki ldvistdjaalkiot ovat ykkosid. Talld matriisilla on monta eri nimed. Sitd kut-
sutaan ykkosmatriisiksi, yksikkomatriisiksi ja identiteettimatriisiksi. Matriisi I kiyttaytyy

matriisikertolaskussa kuten ykkonen kiyttaytyy lukujen kertolaskussa.

Samalla tavoin ykkosmatriisit kayttdytyvit matriisikertolaskussa aivan kuten reaaliluku 1

tavallisessa kertolaskussa. Kaikilla A € R"*" pitee nimittdin
I,A=A ja Al,=A.

Eri puolilta kerrottaessa on matriisikertolaskun rajoituksen vuoksi kéytettava eri kokoista

ykkosmatriisia.

Ykkosmatriisi-termin kanssa on oltava hiukan varovainen, silld se voi eri aloilla tarkoittaa
eri asioita. Esimerkiksi insinO0ritieteissd se tarkoittaa usein matriisia, jonka kaikki alkiot

ovat ykkosid.

Nollamatriisissa voi olla mikd tahansa madri rivejd ja sarakkeita. Sen sijaan ykkosmat-
riisissa on aina yhtd paljon riveji ja sarakkeita. Jos matriisin tyypisti ei ole epaselvyytta,
saatetaan merkitd yksinkertaisemmin O,,x, = O ja I, = I.

Matriisien laskutoimitukset noudattavat tiettyjd sddntdjd, jotka monessa kohdassa muis-
tuttavat lukujen laskusdanto;ja.

Seuraavat sddnnot patevit matriiseille A, B ja C sekd reaaliluvuille a ja b, jos lasku-

toimitukset on mééritelty:

1. A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C
A(BC) = (AB)C
A(B+C)=AB+ AC
(A+B)C=AC+BC
(ab)A = a(bA)

a(AB) = (aA)B = A(aB).

F B
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Kuten aiemmin on jo mainittu, yleisessi tapauksessa AB # BA, eli tulon vaihdannaisuus

ei padde matriiseilla. Myoskéédn tulon nollasddnto ei pade matriiseilla: kahden matriisin

tulo voi olla nollamatriisi, vaikka kumpikaan tulon tekijoisti ei ole nollamatriisi.

Todistus. Osoitetaan esimerkin vuoksi kohta 4. Oletetaan, ettd A € R™*" ja B, C € R"™P,

Nyt A(B+C) ja AB+ AC ovat molemmat m X p -matriiseja. On osoitettava, ettd Kyseisten

matriisien alkiot ovat samoja. Olkoot sitd varten i € {1,2,...,m}jaj € {1,2,...,p}.
Nahdaan, etta

(A(B+C)) (i, /) = D A, k) - (B+C) (K, )

k=1

= > AG k) (B(k, j) + C(k, )
k=1

n

= Z(A(i, k)B(k, j) + A(i, k)C(k, J))

k=1

A, k)B(k, /) +ZA<z kK)C(k, j)

»Mz

( B)(z,]) +(AC)(i, j) = (AB+ AC)(i, ).

Koska matriisit A(B + C) ja AB + AC ovat samankokoisia ja niilld on tdsmilleen samat
alkiot, pitee A(B+C) = AB + AC. O]

# Tiivistelma

Kun nollamatriisin O laskee yhteen toisen matriisin kanssa, ei tapahdu mitéén.
Kun ykkosmatriisilla / kertoo toista matriisia, ei tapahdu mitéan.

Matriisien laskutoimituksille pédtevit monet samat laskusdaannot kuin reaalilu-

kujen laskututoimituksille.

Joidenkin laskusddntojen suhteen matriisit kuitenkin kayttiytyvit eri tavalla
kuin reaaliluvut. Matriisitulo ei esimerkiksi ole vaihdannainen eika sille pade

tulon nollasaanto.

Kun sievennit lausekkeita matriisien laskusdidntdjen avulla, mieti aina tarkkaan,

pateeko soveltamasi laskusdanto!

3.5

Matriisin transpoosi

Maaritelma 3.5.1

Oletetaan, ettdi A on m X n -matriisi. Sen franspoosi AT on n X m -matriisi, joka
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saadaan vaihtamalla matriisin A rivit ja sarakkeet kesken&én.

Esimerkiksi matriisin
1 3 2

501
transpoosi on
15
AT=13 0
2 1

Pistetuloa voidaan ajatella matriisin ja vektorin tulona. Ndin saadaan pistetulolle toisen-
lainen kirjoitustapa. Jotta vektorit voi kertoa keskenéén, taytyy ensimmaisestd vektorista
ottaa transpoosi. Oletetaan, ettd x,y € R". Talloin matriisin ja vektorin tulon méaritelmén
nojalla

Y1
T y2|

XY=|x1 x2 - Xp|| . | T|yiXxrty2x2t-+yxy

_yn_
= [Xl)’1 +x2y2+"'+xnyn] = [X'Y] :
Kun samastetaan 1 X 1-matriisit ja reaaliluvut, saadaan X'y = x - y.

Symmetrinen matriisi on symmetrinen lavistdjdnsa suhteen. Tami voidaan ilmaista trans-

poosin avulla.

Maaritelma 3.5.2

Neliomatriisin A sanotaan olevan symmetrinen,jos AT = A.Neliomatriisin A sanotaan

olevan antisymmetrinen, jos AT = —A.

Merkitdian
1 4 5 0 4 -5

B=|4 2 6| ja C=|-4 0 -6
560 56 0
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Tilloin
1 45 0 -4 5
B'=14 2 6|=B ja C'=| 4 0 6|=-C.
560 -5 -6 0

Siis B on symmetrinen ja C on antisymmetrinen.

Transpoosioperaation kdyttdytymistd matriisien laskutoimitusten kanssa valottaa seuraava

lause.

Seuraavat sddnnot patevit matriiseille A ja B seké reaaliluvulle ¢, jos laskutoimitukset
on madritelty (ts. matriisit ovat sopivaa kokoa):

—

(AT =A

2. (A+B)T=AT+B"
3. (AB)T =BTAT

4. (tA)T =1(AT).

Erityisesti kannattaa huomata tulon tekijoiden jirjestyksen vaihtuminen kohdassa 3.

Todistus. Osoitetaan todeksi kohta 3 ja jdtetddan loput kohdat lukijalle. Olkoot A € R™*"
jaB € R™P Nytsekd (AB) " ettd BT AT ovat molemmat p X m -matriiseja. On osoitettava,
ettd kyseisten matriisien alkiot ovat samoja. Olkooti € {1,2,...,p}jaj e {1,2,...,m}.
Nahdaan, etta

(AB)T(.)) = (AB) (o) = D AG 0 - Bk ) = ) AT (k. j) - BT (LK)
k=1 k=1
= ZBT(i, k)-AT(k,j)=(BTAT)(,J).
k=1

Siten (AB)T = BTAT. ]

3.6 Kaanteismatriisi

Matriiseille ei ole madritelty jakolaskua. Joissakin tapauksissa timé puute voidaan korjata
kayttdmalld niin sanottuja kdinteismatriiseja, jotka toimivat samalla tavalla kuin kdin-
teisluvut tavallisten lukujen kertolaskussa. Toisin sanoen kadanteismatriisilla kertominen
ajaa saman asian kuin jakaminen. Pian tullaan kuitenkin valitettavasti huomaamaan, etta

kaikilla matriiseilla ei ole kadnteismatriisia.
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Esimerkiksi luvun 3 kéénteisluku on % Luvun ja sen kédénteisluvun tulo on yksi, ja tissa
tapauksessa siis 3 - % = 1. Matriisilla ja sen kédédnteismatriisilla on sama ominaisuus:
niiden tulo on ykkosmatriisi /. Koska matriisikertolasku ei ole vaihdannainen, tiytyy
kddnteismatriisin mééritelméssa varmistaa, ettd vastaukseksi tulee ykkdsmatriisi kerrottiin

matriiseja sitten kummin pdin tahansa. Siksi méaaritelméssa on kaksi ehtoa.

Maaritelma 3.6.1

Oletetaan, ettd A € R"™". Jos on olemassa B € R™", jolle pitee
AB=1 ja BA=1I,

sanotaan, ettd A on kdcdntyvd ja B on matriisin A kdicnteismatriisi.

Kéinteismatriisin madritelméssa rajoitutaan vain neliomatriiseihin. On itse asiassa mah-
dollista osoittaa, ettd kddntyvin matriisin ehdot eivit voi mitenkdin pited muille kuin
neliomatriiseille. Kannattaa kuitenkin pitdd mielessd, ettd edes kaikilla neliomatriiseilla
ei ole kddnteismatriisia.

Kéadntyvia matriiseja kutsutaan myos sddnnollisiksi matriiseiksi. Sellaisia matriiseja, joilla

ei ole kddnteismatriisia, voidaan kutsua singulaarisiksi.

Osoitetaan, ettd matriisin

1 -1 0
A=10 2 1
1 00
kadnteismatriisi on
00 1
B=1-1 0 1
21 -2

laskemalla mairitelman vaatimat kertolaskut:

1 -1 0 00 1 1 00
AB=|0 2 1||[-1 0 1|=]|0 10
1 00 21 2 0 01
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ja
00 1|1 -10 1 00
BA=|-1 0 1|0 2 1|=(0 1 0Of.
2 1 =2{|1 00 0 01

Koska AB = I ja BA = I, matriisi B on matriisin A kididnteismatriisi.

Laheskiin kaikilla matriiseilla ei ole kddnteismatrisia. Osoitetaan, ettd vaikkapa mat-
riisilla

A=
1 0

ei ole kaanteismatriisia. Oletetaan vastoin viitettd, ettd

a b 0 1

Nyt matriisien vasemmanpuoleisista sarakkeista ndhdéén, ettd a = 0 ja toisaaltaa = 1.

Paadytidn siis ristiriitaan. Ndin ollen matriisilla A ei ole kdénteismatriisia.

Matriisilla on korkeintaan yksi kédédnteismatriisi.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisilla A on kéddnteismatriisit B ja B’. Silloin pitee muun
muassa AB’ = I ja BA = [. Saadaan paiteltya, ettd

B=BI=B(AB') = (BA)B' =B =B



70

Yl1lad olevan yhtidloketjun perusteella B ja B’ ovat vilttimattd sama matriisi. Néin ollen

matriisin A kddnteismatriiseja ei voi olla enempad kuin yksi. [

Jos matriisi A on kddntyvi, sen kddnteismatriisille kdytetaan merkintaa A~!'. Huomaa,
ettd merkintid A~! ei voi kdyttdd ennen kuin on varmistanut, ettd matriisi A todella on

kaantyva. Seuraava lause auttaa joidenkin matriisien kddnteismatriisien 10ytamisessa.

Oletetaan, etti matriisit A ja B ovat kisntyvii. T4lloin myos matriisit A~!, AB ja AT

ovat kddntyvid, ja niiden kdinteismatriisit ovat seuraavat:
L (AH =4
2. (A1)l = (4™ H)T
3. (AB)"'=B1A"!

Todistus. Lauseen matriisit osoitetaan kiidntyviksi ndyttamailla kussakin tapauksessa, etti

vditetty kddnteismatriisi todella on matriisin kdédnteismatriisi.

1. Kiinteismatriisin médritelmén mukaan AA~! = I ja A™'A = I. Timai tarkoittaa
saman mdidritelmidn mukaan my®0s sitd, etti A on matriisin A~ Kiddnteismatriisi.
Siispi A~! on kiisintyvi ja voidaan lisiksi merkiti (A=)~ = A.

2. Osoitetaan, etti matriisin AT kisnteismatriisi on (A~!)T. Lauseen 3.5.4 nojalla

patee

ATA T = AT =1"T=1.

Samalla tavalla osoitetaan, etti (A1) TAT = I. Siten (A™")T on matriisin AT kin-

teismatriisi. Téstd seuraa myos, ettd matriisi AT on kédntyva.

3. Matriisia AB koskevan viitteen todistaminen jétetddn harjoitustehtiaviksi. 0

2 X 2 -matriisin kdanteismatriisi

Matriiseille, joiden koko on 2 X 2, on olemassa erityinen kaava kéddnteismatriisin 16ytami-
seksi.

Matriisi

A=
c d

on kéintyvd, jos ja vain jos ad — bc # 0. Jos matriisi A on kéddntyvd, sen kéanteis-
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matriisi on

Todistus. Oletetaan, ettd ad — bc # 0. Merkitidan

1 d —-b
" ad - bc

—-C a

Laskemalla voidaan todeta, ettd AB = [ ja BA = I. Siten B on matriisin A kddnteismatriisi
ja A on kééntyva.

Oletetaan sitten, ettd ad — bc = 0 ja osoitetaan, ettd matriisi A ei tidlloin ole kdantyvi. Nyt
on tutkittavana kaksi eri tapausta: joko a = 0 tai a # 0. Jos a = 0, niin oletuksesta seuraa,
ettd bc = 0. Siten joko b = 0 tai ¢ = 0. Tilloin

Kummassakaan tapauksessa ei ole olemassa matriisia B, jolle piatee AB = [ ja BA = I. En-
simmaiisessa tapauksessa tuloon A B tulee nimittdin valttimattd nollarivi ja jalkimméaisessa

tapauksessa tuloon BA tulee vilttimaéttd nollasarake. Siten A ei ole kédédntyva.

Tutkitaan sitten tapaus a # 0. Nytd = bc/a ja

a b
¢ bcla

A=

Oletetaan, ettd on olemassa sellainen matriisi

X
B=|" ",
zw
ettd AB = I. TallGin
a b Xy ax+ bz ay + bw 1 0

¢ bclallz w cx+bcz/a cy+bew/a 0 1
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eli
ax+bz=1

ay+bw=0

cx+bcz/a=0

cy+bew/a=1.

Kolmannen yhtélon perusteella c(x + bz/a) = 0. Jos ¢ = 0, paddytddn samankaltaiseen
tilanteeseen kuin silloin, kun @ = 0. Siten voidaan olettaa, ettd ¢ # 0. Talloin tiytyy
péted x + bz/a = 0 eli x = —bz/a. Toisaalta ensimmadisen yhtdlon perusteella x = (1 —
bz)/a. Nyt —bz = 1 — bz, joten 1 = 0. Tdmd on mahdotonta. Siten matriisilla A ei ole

kaanteismatriisia. ]

Suurempien kuin 2 X 2 -matriisien kdédnteismatriisien laskemiseksi ei helppoa kaavaa. On
kuitenkin olemassa menetelmad, jolla voidaan aina selvittdd, onko matriisi kdantyva. Jos
matriisin on kiintyvi, voidaan menetelmén avulla lisdksi selvittdd sen kddnteismatriisi.

Tdhdn menetelméén tutustutaan mychemmin.

Edellisessd lauseessa esiintynyttid lukua ad — bc kutsutaan matriisin A determinantiksi.

Se madrittad, onko matriisi kddntyva.

Maaritelma 3.6.7

Matriisin

determinantti on det(A) = ad — bc.

Matriisin determinanttia voi merkitd myos pystyviivojen avulla:

a
det(A) =
c

Matrisiin

I -1

M =

2 4

determinanttiondet(M) =1-4—-(-1)-2=4+2=6.

Matriisille, jonka koko on 2 X 2, voi kiyttdd determinantin laskemiseen kuvassa 3.6.1
esitettyd muistisddntod. Piirretddn matriisin poikki vinoviivat. Samalla viivalla olevat alkiot
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kerrotaan keskendén. Jos viiva on ldvistdjdn suuntainen, tulee tulon eteen plusmerkki ja

muutoin miinusmerkki. Lopuksi tulot summataan.

%
1
+

Kuva 3.6.1. Muistiscidinto 2 X 2 -matriisin determinantin laskemiseksi.

Lauseesta 3.6.6 seka determinantin madritelmasti seuraa suoraan seuraava tulos.

Oletetaan, ettd A on 2 X 2 -matriisi. Matriisi A on kddntyvi, jos ja vain jos det(A) # 0.

Determinantti voidaan maédritelld myos suuremmille kuin tyypin 2 X 2 neliomatriiseille.
Niidenkin matriisien tapauksessa determinantti kertoo, onko matriisi kddntyvi vai ei.

Tdhén palataan myohemmin.

# Tiivistelma

* Joillekin matriiseille 16ytyy kdédnteismatriisi.

» Kéiinteismatriisit vastaavat kddnteislukuja: matriisin ja sen kddnteismatriisin

tulo on ykkOsmatriisi.
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4. LINEAARISET YHTALORYHMAT

4.1 Ongelmia ja ratkaisuja

Téssd luvussa kisitellddn lineaarisia yhtdloryhmié. Lineaarisia yhtdloryhmié esiintyy niin

kiytannon eldmii koskevissa ongelmissa kuin vektoreita ja matriiseja tutkittaessa.

Kahvialan yritykselld on kolme eri paahtimoa, joissa kussakin paahdetaan kolmenlai-
sia kahvipapuja. Oheisesssa taulukossa on kuvattu, kukin paahtimon kahvipavuntuotto
yhden péivin aikana.

paahtimo 1 paahtimo 2 paahtimo 3

vaalea paahto | 1000 kg 1000 kg 2000 kg
keskipaahto 1000 kg 2000 kg 2000 kg

tumma paahto | 2000 kg 1000 kg 0 kg

Johtaja miettii, pystyyko yritys tuottamaan tdsmilleen 80 000 kg vaaleaa paahtoa,
100 000 kg keskipaahtoa ja 40 000 kg tummaa paahtoa ja kuinka monta paivii tihan

menee. Millaiset yhtélot johtajan pitdd muodostaa, jotta hin voi ratkaista ongelman?

Edellinen pohdintatehtivi tuottaa yhtdloryhmén. Olkoon x; paahtimon 1 vaatima pdivien
miird, x, paahtimon 2 vaatima péivien maird ja x3 paahtimon 3 vaatima pdivien maara.

Saadaan seuraavanlaiset yhtilot:

1000x7 + 1000x2 + 2000x3 = 80 000
1000x; + 2000x2 + 2000x3 = 100 000
2000x1 + 1000x2 + Ox3 = 40 000.

Jotta pystyttdisiin vastaamaa kysymykseen, pitdisi 10ytaa luvut x1, x; ja x3, jotka toteuttavat

namd kaikki kolme yhtilod yhti aikaa.

Yhtiloryhmiin on jo tormatty vektorien yhteydessd. Esimerkisssd 1.2.15 tutkittiin, onko
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vektori w = (=2, 3,2, —1) vektoreiden
vi=(0,-1,2,1), v,=(2,0,1,-1) ja v3=(4,2,2,0)

lineaarikombinaatio. Tutkimuksessa paddyttiin yhtdloryhméaan

2% +4x3 = =2

-X] +2x3 = 3

< 2x1 +xp +2x3 = 2
X1 — X2 = —1.

Yhtédloryhmin ratkaisusta riippui, onko vektori w annettujen vektoreiden lineaarikombi-
naatio. Esimerkissd 2.2.10 puolestaan tutkittiin, mitka pisteet kuuluvat tasojen

T={xeR®|x+2y+32-9=0}jaT ={xeR>|3x -2y +4z+5=0}
leikkaukseen. Téllon péaddyttiin lineaariseen yhtdloryhméin

x+2y+3z-9=0
3x-2y+4z+5=0,
jonka ratkaisujen joukko kertoo, miké tasojen leikkaus on.

Taméntyyppisid tilanteita esiintyy lineaarialgebrassa jatkuvasti, ja kysymykset voivat olla
hyvin monimuotoisia. Esimerkiksi lineaarikombinaation tapauksessa ei itse asiassa tarvita
yhtdloryhmén varsinaista ratkaisua, vaan on ainoastaan osoitettava sen olemassaolo. Ta-
sojen kohdalla puolestaan haluamme selvittdd, minkélaisen joukon ratkaisut muodostavat.

Joskus taas olennaista saattaa olla, onko mahdollisia ratkaisuja yksi vai useampia.

4.2 Lineaarisen yhtaléryhman maaritelma

Muuttujien xy, x2, . . . , X, lineaarinen yhtdlé on muotoa
aix;+axxo+---+ayx, =b,

missd kertoimetay, . . ., a, jatermi b ovat vakioita. Lineaarisessa yhtdlossi tuntemattomia

ei siis ole esimerkiksi korotettu potessiin tai kerrottu keskeniin.
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Lineaarinen yhtdloryhmd on yhtdloryhmd, joka on muotoa

ajgxy + apxy + -+ apx, = b]

arixy + axpxy + -+ ayX, = b2
P

amiX1 + amaxz2 + -+ AupXy = bm’

missd diy,...,amn, b1,...,b, € R. Symbolit x1,x,, ..., x, ovat yhtdléiden tuntematto-
mia. Lukuja ayy, ..., ay,, nimitetddn yhtiloryhméan kertoimiksi ja lukuja by, by, ..., by
vakioiksi. Jos tuntemattomia on véhin, niitd voidaan merkitd myos vaikkapa symboleil-
la x,y, z ja niin edelleen. Lineaariset yhtdloryhmét on tapana jarjestdi niin, ettd kaikki
tuntemattomat ovat yhtidlosuuruusmerkin vasemmalla puolella ja kaikki vakiot yhtdsuu-
ruusmerkin oikealla puolella.

Lineaarisen yhtdloryhmén ratkaiseminen merkitsee sitd, ettd 10ydetddn kaikki ne luvut,
jotka tuntemattomien x1, . . ., x,, paikalle sijoitettuina toteuttavat yhta aikaa kaikki yht&lot.

Tarkastellaan yhtaloryhmaa

3x+2y+z=1
—x +2y =-1
2x+4y+z=0

Kysymyksessi on niin sanottu lineaarinen yhtdloryhmi, koska yhtilot ovat kaikki ensim-
maisen asteen yhtiloitd. Yritetddn ratkaista yhtdloryhma eli 10ytaa sellaiset luvut x, y ja z,

ettd kaikki ryhmén yhtdlot toteutuvat yhti aikaa.

Aloitetaan ratkaisemalla toisesta yhtidlostd x:
—x+2y=-1 & x=2y+1.
Sijoitetaan sitten saatu x ensimmaiseen yhtdloon, ja ratkaistaan z:
32y + 1) +2y+z=1 & 6y+3+2y+z=1 & z7=-8y-2.
Sijoitetaan sitten sekd x ettd z kolmanteen yhtdloon, jotta voitaisiin ratkaista y:

22y +1)+4y—-8y—-2=0 e 4y+2+4y-8y-2=0 < 0=0.

Paadyttiin tulokseen O = 0. Miten tdma pitiisi tulkita? Onko ratkaisuja yksi vai useampia?
Piteeko yhtdlo ehka kaikilla luvuilla? Selvistihidn x ja z kuitenkin riippuvat y:sté, koska ne
ratkaistiin ylld y:n lausekkeina. Mutta samalla tavoinhan y:n voitaisiin ajatella riippuvan

x:std ja z:sta. Vai olisiko sijoitus pitdnyt tehdi jossain toisessa jirjestyksessi?
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Esimerkki osoittaa, ettd yhtdloryhmien monimutkaistuessa tarvitaan jokin jirjestelmalli-
nen menetelmd, jota kdyttimalld saadaan aina varmasti jokin vastaus ja pystytdén tulkit-
semaan vastauksen merkitys. Téassd luvussa esiteltdvd Gaussin—Jordanin eliminointimene-
telmé redusoi minka tahansa lineaarisen yhtdloryhmén sellaiseen muotoon, ettd vastaus

16ytyy helposti.

Lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisemisen kannalta oleellista ovat vain kertoimien ja va-
kioiden arvot, esimerkiksi tuntemattomien nimitykselld ei ole merkitystd. Kaikki tieto
yhtdloryhmaisti voidaankin tiivistdd lukutaulukkoon eli matriisiin, jossa luetellaan kaikki
kertoimet sekd vakiot. Kun kisitelldin yhtdaloryhmien sijasta matriiseja, paastdian helpom-

malla, silld tuntemattomia ei tarvitse kirjata ylos.

Esimerkiksi yhtdloryhmén

—4x; + \/§x2 + 2x3 = 4
X1 + %)@ = 0
S5x1 + V2xo + 1lxz3 = -3
—6xy; — 32x3 = 4
matriisi on ) .
-4 V3 2] 4
1 0 g o0
5 V2 11]-3
0 -6 -32| 4]

Selkeyden vuoksi kertoimet on tapana erottaa vakioista pystyviivalla. Viivalla ei kuiten-
kaan ole matemaattista merkitystd. Huomaa, ettd matriisiin on kirjoitettava nolla niiden
termien kohdalle, jotka puuttuvat yhtidloryhmasti. Kyseisten termien kertoimena on nimit-

tain nolla.

Edelld kuvattua matriisia kutsutaan lineaarisen yhtdloryhmin kokonaismatriisiksi tai tdy-

dennetyksi matriisiksi.

Geometrinen tulkinta

Ennen kuin ryhdytiin ratkomaan lineaarisia yhtdloryhmié algoritmin avulla, tutkitaan, mi-
ten niitd voi hahmottaa visuaalisesti. Kun yhtdloryhméssa on kaksi tai kolme tuntematonta,

tilannetta voi havainnollistaa analyyttisen geometrian avulla. Tutkitaan yhtdloparia

x—-y=-1
x+2y=0.
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Naitéd kahta yhtdlod voidaan kumpaakin ajatella suorina. Kun yhtilot kirjoitetaan hiukan

toiseen muotoon, on suorista helpompi piirtdaa kuva:

{y =x+1
y=-(1/2)x.

Yhtaloitd vastaavat suorat on esitetty kuvassa 4.2.1.

e

v

Kuva 4.2.1. Jos yhtdloitd vastaavat suorat ristedviit yhdessd pisteessd, yhtdloryhmdlld on
tasmdilleen yksi ratkaisu. Se vastaa suorien leikkauspistettd.

Yhtilon y = x + 1 ratkaisuja voidaan ajatella tason pisteind. Esimerkiksi erds ratkaisu on
x =0, y = 1. Tatd ratkaisua vastaa tason piste (0, 1). Kaikki yhtdlon ratkaisut muodostavat
muodostavat suoran y = x + 1. Samoin toisen yhtdlon ratkaisut muodostavat suoran
y = —(1/2)x. Yhtiloparin ratkaisut toteuttavat molemmat yhtilot, joten ratkaisut ovat
pisteitd, jotka ovat sekd suoralla y = x+1 ettd suorallay = —(1/2)x. Kuvassa yhtdléoryhmén
ratkaisut nédkyvit siis suorien leikkauskohdassa. Kuvan 4.2.1 perusteella leikkauspiste
voisi olla suunnilleen (-2/3, 1/3). Kun yhtil6ihin sijoittaa x = —2/3 ja y = 1/3, nikee,
ettd kyseessd on molempien yhtéloiden ratkaisu. Siten x = —2/3, y = 1/3 on tosiaan

x—y=-1
x—y=1.

Sen yhtiloitd vastaavat suorat ovat yhdensuuntaisia (ks. kuva 4.2.2). Niilld suorilla ei ole

yhtédloparin ratkaisu.

Tutkitaan sitten yhtidloparia

yhtidin leikkauspistettd. Siten yhtédloparilla ei kuvan perusteella ei ole ratkaisuja.

A

A/
%
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Kuva 4.2.2. Jos yhtdloitd vastaavat suorat eivit leikkaa toisiaan, ei yhtdloryhmdilld ole
ratkaisuja.

Yhtéloparin
x—y=-1
2x =2y =-2
molempia yhtéloitd vastaa puolestaan sama suora (ks. kuva 4.2.3). Niin ollen yhtaloitd
vastaavat suorat leikkaavat joka ikisessi pisteessiin, joten leikkauspisteitd on ddrettomén

monta. Yhtiloparilla on siis ddrettoméi monta ratkaisua.

A

/

v

Kuva 4.2.3. Jos yhtdiloitd vastaavat suorat ovat sama suora, on niilld ddrettomdn monta
leikkauspistettd. Yhtdloryhmdilld on silloin ddrettomdn monta ratkaisua.

Edellisissé tapauksissa yhtéloparilla oli joko tasmélleen yksi, nolla tai ddrettdoméan monta
ratkaisua. Tulemme ndkemdiin, minkd tahansa lineaarisen yhtdloryhmén kohdalla vain
ndma kolme vaihtoehtoa ovat mahdollisia. Kun yhtidloryhmén muuttujia on kolme, yhtalot
kuvaavat tasoja. Myos tilloin ratkaisuja voi havainnollistaa kuvan avulla tutkimalla tasojen
leikkauksia.

R Tiivistelma

* Lineaarinen yhtdlorynma koostuu ensimmadisen asteen yhtaloista

* Yhtiloryhmissa oleva informaatio voidaan kerdtd matriisiin, jossa ovat yhtalo-

ryhmin kertoimet ja vakiot.

* Kun tuntemattomia on kaksi, voi yhtdloryhmén yhtéloitd havainnollistaa suori-

na. Talloin yhtidloryhmén ratkaisut ovat pisteet, joissa kaikki suorat leikkaavat.

4.3 Yhtalonratkaisun idea

1. asteen yhtaléiden ratkaisu

Ennen kuin paneudutaan yhtdloryhmien ratkaisemiseen, tutkitaan yhtdlonratkaisun ideaa
yksikertasemmassa tapauksessa, jossa ratkaistavana on vain yksi yhtédlo. Koulussa opitaan

ratkaisemaan ensimmaisen asteen yhtdloitd. Sellainen on esimerkiksi 2x — 5 = 4. Yhti-
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lonratkaisulle opitaan algoritmi eli jarjestelméllinen sarja operaatioita, joilla yhtdlon voi

aina ratkaista:

2x—-5=4

2x=4+5
2x=9
w=2
2

Mutta mitd yhtdlonratkaisussa oikeastaan tapahtuu? Miksi oheinen algoritmi tuottaa yh-

tdlon ratkaisun?
Kirjoitetaan yhtdlon ratkaisu uudelleen télld kertaa selittden vélivaiheet ja tdsmentden
merkintoja:

2x —5 =4 || Lisdtddn yhtdlon molemmille puolelille 5

— 2x=4+5

1
— 2x=9 || Kerrrotaan yhtallon molemmat puolet luvulla 2

— X =

NS} e

Ekvivalenssinuoli <= tarkoittaa, ettd perdkkiiset yhtadlot ovat yhtdpitdvdt. Ensimmai-
sestd yhtdlosti seuraa toinen ja toisesta ensimmadinen. Yhtdlolle tehdyt operaatiot tuotavat
yhtépitavid yhtaloitd, silld operaatiot voi aina peruuttaa: Luvun 5 lisddmisen voi peruuttaa

vihentdmalld luvun 5. Luvulla % kertomisen voi peruuttaa kertomalla luvulla 2.

Yhtapitivilld yhtéloilld on tismilleen samat ratkaisut. Yhtidlonratkaisualgoritmin ideana
on, ettd yhtdlod muokataan aina vain yksinkertaisempaan muotoon tuottaen yhtipitivia
yhtiloitd. Uuden yhtdlon ratkaisut ovat aina samat kuin edellisen. Alimmalta rivilté rat-
kaisu on helppo nihda, silld se lukee siind suoraan: x = %. Tdhédn samaan ideaan perustuu

myos lineaaristen yhtdloryhmien ratkaiseminen.

Lineaaristen yhtaléryhmien ratkaisemisen idea

Seuraavaksi tutustutaan Gaussin—Jordanin menetelméin, jolla voidaan ratkaista miké ta-
hansa lineaarinen yhtdloryhmai. Periaate on sama kuin 1. asteen yhtidloiden ratkaisussa.
Ideana on muokata yhtidloryhmésti uusia yhtdloryhmid, joilla on samat ratkaisut kuin al-
kuperiiselld yhtdaloryhmalld. Viimeisend saatu yhtdloryhmi on sellaisessa muodossa, josta
sen ratkaisuja koskeviin kysymyksiin on helppo vastata. Koska viimeisen yhtdléryhmén
ratkaisut ovat samat kuin alkuperdisen yhtdloryhmin, myos alkuperdisen yhtdloryhmin

ratkaisut ja niiden luonne tunnetaan.
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Maaritelma 4.3.1

Yhtiloryhmii kutsutaan yhtdpitdviksi eli ekvivalenteiksi, jos niilld on tismélleen samat
ratkaisut.

Yhtiloryhma ratkaistaan muokkaamalla siitd uusia yhtdloryhmié, jotka ovat ekvivalentteja

alkuperdisen yhtdloryhmén kanssa.

Yhtédloryhmid muokataan niin kutsutuilla alkeisrivimuunnoksilla. Koska matriisien ki-
sitteleminen on helpompaa kuin yhtdloryhmien, tehddédn alkeisrivimuunnokset suoraan
matriiseille.

Maaritelma 4.3.2

Seuraavat kolme operaatiota ovat alkeisrivimuunnoksia:

1. Vaihdetaan kahden rivin paikka matriisissa.
2. Kerrotaan jokin rivi nollasta poikkeavalla reaaliluvulla.

3. Lisitdédn johonkin riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla kerrottuna.

Alkeisrivimuunnoksia kutsutaan myos alkeisrivioperaatioiksi tai alkeisrivitoimituksiksi.
Alkeisrivimuunnoksille kédytetddn tdssda materiaalissa seuraavia lyhennysmerkintoja.

* R; & R;: vaihdetaan rivien i ja j paikat (i # j).

e aR;: kerrotaan rivi i luvulla a # 0.

* R; + bR;: lisdtdédn riviin i rivi j luvulla b kerrottuna (i # j).

Seuraavassa on annettu esimerkit erilaisista alkeisrivimuunnoksista:

4 3 4] 12 -1 1 2 -1 12 -
I 2 -1|{por, |4 3 4| RrRys5r |4 3 4|-irs|-4 3 4
53 2 53 2 0 -7 7 01 -1
06 4 06 4 0 6 4 06 4

Lineaaristen yhtdaloryhmien ratkaisu perustuu seuraavaan tulokseen.

Alkeisrivimuunnoksien tekeminen ei muuta yhtdloryhmén ratkaisuja. Toisin sanoen
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alkeisrivimuunnoksen tekeminen tuotaa yhtdloryhmaén, joka on yhtépitava alkuperii-
sen yhtdloryhmin kanssa.

Todistus. Tasmadllinen todistus on melko tekninen, joten sitd ei esitetd tdssd. Tutkitaan
kuitenkin todistuksen ideaa. Se perustuu siihen, ettd alkeisrivimuunnokset ovat kédénty-
vid eli tehdyn alkeisrivimuunnoksen voi aina peruuttaa. alkeisrivimuunnoksen R; < R;
voi peruuttaa tekemalld sen uudelleen. alkeisrivimuunnoksen aR; voi peruuttaa alkeisrivi-
muunnoksella %R,- jaalkeisrivimuunnoksen R;+b R} voi peruuttaa alkeisrivimuunnoksella
R; — bR;.

Jos lineaarisesta yhtdloryhmaistd muodostetaan alkeisrivimuunnoksen avulla uusi yhtilo-
ryhma, patee uusi yhtdloryhma aina silloin, kun alkuperdinenkin yhtdloryhma pitee. Siten
kaikki alkuperdisen yhtdloryhmén ratkaisut ovat myos uuden yhtidloryhmén ratkaisuja.
Toisaalta uudesta yhtdloryhmistd voidaan aina peruuttaa alkuperdiseen yhtdloryhmiin
jollakin alkeisrivimuunnoksella. Siten kaikki uuden yhtdloryhmén ratkaisut ovat myos

alkuperidisen yhtdloryhmén ratkaisuja. Néin ollen molemmilla yhtdloryhmilld on samat

ratkaisut. 0
ail a12 . A1n b1 C11 C12 . Cln d1
a1 a2 N a2n, bg alkeisrivi- Co1 Co2 N Con d2
toimituksia
Am1 Am2 ... Qmn bm Cml Cm2 ... Cmn dm
apTy + -+ a1, = b €171 + -+ C1a Ty = dy
a2171 + -+ + @2p Ty = ba 2171+ + ConTy = d

¢ samat

_ ratkaisut _

Am1ZT1 + -+ AmpTn :bm Cm1T1 + -+ CpnTp :dm

Kuva 4.3.1. Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmdn perusta.

Maaritelma 4.3.5

Matriisi A on riviekvivalentti matriisin B kanssa, jos B saadaan matriisista A alkeis-

rivimuunnoksilla.

Esimerkissa 4.3.3 matriisista

4 3 4]
12 -1
53 2
06 4]
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muokattiin alkeisrivimuunnoksella R| <> R, matriisi

1 2 -1
43 4
53 2
0 6 4]

Namai kaksi matriisia ovat riviekvivalentteja. Kaikki muutkin esimerkissd esiintyvét
matriisit ovat rivievivalentteja keskenaan. alkeisrivimuunnoksia voidaan ajatella teh-

tavan myos nolla kappaletta. Siten jokainen matriisi on itsensd kanssa riviekvivalentti.

Nyt lause 4.3.4 voidaan muotoilla toisin sanoin: Jos yhtdloryhmié vastaavat matriisit ovat

riviekvivalentit, yhtaloryhmait ovat yhtapitavit.

Porrasmatriisit ja redusoidut porrasmatriisit

Yhtiloryhmaii ratkaistaessa on tavoitteena muuttaa yhtaloryhmén matriisi alkeisrivimuun-
noksilla niin kutsutuksi redusoiduksi porrasmatriisiksi, josta ratkaisut on helppo lukea.

Madritellddn ensin porrasmatriisi.

Maaritelma 4.3.7

Matriisi on porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. mahdolliset nollarivit ovat alimpina

2. kullakin rivilld ensimmadinen nollasta poikkeava alkio, ns. johtava alkio, on
ylemman rivin johtavan alkion oikealla puolella.

Seuraavat matriisit ovat porrasmatriiseja. Niiden johtavat alkiot on lihavoitu.

14 3 2 4

004 00 -3 -3 411 0 -3 6
008 O

000 -17 -11 0 000 § -11
000 -3

000 01 =3 0 000 O 0
000 O

Porrasmuoto auttaa jo yhtdloryhmén ratkaisemisessa, mutta se ei ole yksikésitteinen.
Kutakin matriisia kohden 16ytyy nimittdin useampi kuin yksi sen kanssa riviekvivalent-
ti porrasmatriisi. Porrasmatriisi voidaan kuitenkin muokata alkeisrivimuunnosten avulla

redusoituun muotoon, joka on kullekin matriisille yksikésitteinen.
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Maaritelma 4.3.8

Matriisi on redusoitu porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. matriisi on porrasmatriisi

2. jokaisen rivin johtava alkio on 1 (johtava ykkonen)

3. jokainen johtava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta poikkeava alkio.

Redusoituja porrasmatriiseja kutsutaan myos pidemmalld nimelld redusoitu riviporras-

matriisi.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat redusoituja porrasmatriiseja. Johtavat alkiot on jéilleen

lihavoitu.

1 00 4

001 -53 00 -3 1 30 0 -3 8
010 O

0 0O 010 -11 001 -3 5 -11
001 -3

0 0O 001 -3 000 0 O 0
000 O

Seuraavat matriisit puolestaan eivét ole redusoituja porrasmatriiseja:

120 11 2
1 0 -3 1210
1 21 ) 001 -20 -3
, 01 1f, 0010 Ja
001 000 O1 1
00 1 0 001
000 0O O

Niisséd on nollasta poikkeavia alkioita johtavien ykkosten sarakkeissa.

Matriisi
1 0 0 4
01 0]-=-2
00 1] 3

on redusoitu porrasmatriisi. Sitd vastaava yhtdloryhma on

X1 = 4
XQ=—2

x3 = 3
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‘ Huomataan, ettd matriisista ndkyy suoraan yhtdloryhmén ratkaisu.

# Tiivistelma

* Alkeisrivimuunnoksia tehdessd matriisi muuttuu, mutta matriisia vastaavan yh-

taloryhmaén ratkaisut eivit muutu.

* Yhtdloryhmaa ratkaistaessa sen matriisi muutetaan alkeisrivitoimituksilla ensin

porrasmatriisiksi ja sitten redusoiduksi porrasmatriisiksi.

* Redusoidusta porrasmatriisista ratkaisu on helppo lukea.

4.4 Gaussin—-Jordanin eliminointimenetelma

Tavoitteena on muuttaa yhtdloryhmén matriisi alkeisrivimuunnosten avulla redusoiduk-
si porrasmatriisiksi, josta ratkaisut nikyvét suoraan. Voidaan osoittaa, ettd mikd tahan-
sa matriisi voidaan muuttaa redusoiduksi porrasmatriisiksi ja ettd alkeisrivimuunnosten

kayttdmisjirjestys ei vaikuta tulokseen. Seuraava esimerkki niyttdd, kuinka tama tehdiin.

Muutetaan matriisi

2 -1 3 2
I 0 21
-1 -2 0 3

redusoiduksi porrasmatriisiksi. Aloitetaan ensimmaisestd sarakkeesta. Vaihtamalla

ensimmadisen ja toisen rivin paikat, saadaan ensimmaisen rivin johtavaksi alkioksi 1:

1 0 21

R1<—>R2
— 2 -1 3 2
-1 -2 0 3

Tdmaén jdlkeen johtavan alkion alla olevat alkiot on helppo muuttaa nolliksi. Vahen-

netdin ensin toisesta rivistd ensimmadinen rivi luvulla 2 kerrottuna:

1 0 21

R,—2R,
— 0 -1 -1 0

-1 -2 03




86

Lisataan sitten kolmanteen riviin ensimmainen rivi luvulla 1 kerrottuna:

1 0 21
R3+R;
— (0 -1 -1 O
0 -2 2 4

Nyt ensimmdiinen sarake on halutussa muodossa. Siirrytddan muokkaamaan toista
saraketta. Muutetaan ensin sen johtava alkio ykkoseksi, jotta voidaan toimia samoin

kuin edelld. Kerrotaan siis toinen rivi luvulla —1. Saadaan matriisi

1 0 2 1
(=DR,
— |10 1 1 0
0 -2 2 4

Toisen rivin johtavan alkion avulla voidaan muuttaa sen alla oleva alkio nollaksi.

Lisatdan kolmanteen riviin toinen rivi luvulla 2 kerrottuna. Saadaan matriisi

1 0 21
R3+2R»
00 4 4

joka on porrasmatriisi.

Jatketaan muokkaamista niin, ettd saadaan aikaan redusoitu porrasmatriisi. Muutetaan

ensin viimeinenkin johtava alkio ykkoseksi:

1021

iRs

— 0110
0011

Muutetaan alimman rivin johtavan alkion avulla kaikki kolmannen sarakkeen muut
alkiot nolliksi:

1 02 1 1 0 0 -1
Ry—R3 R{—2R;
— |01 0 -1| —m [0 1 0 -1
001 1 001 1

Nadin saatu matriisi on redusoitu porrasmatriisi.

Saatu redusoitu porrasmatriisi on eri matriisi kuin se, josta ldhdettiin liikkeelle. Mat-
riisit myos vastaavat erilaisia yhtaloryhmia. Nailld yhtidloryhmilld on kuitenkin samat

ratkaisut lauseen 4.3.4 nojalla.
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Redusoituun porrasmatriisiin voi péaastd monia eri reittejd. On kuitenkin olemassa al-
goritmi, jonka avulla redusoidun porrasmatriisin voi tuottaa. Varsinkin alussa kannataa
kayttdd sitd, silld sattumanvarainen alkeisrivimuunnosten pyorittiminen menee helposti

sotkuiseksi. Esimerkeissd on kéytetty titd algoritmia.

Eris tapa redusoidun porrasmatriisin muodostamiseen:

* Porrasmatriisia muodostetaan vasemmalta oikealle ja ylhailta alaspdin.

* Johtavat alkiot kannattaa useimmiten muuttaa ykkosiksi. Aloita hankkimalla 1.
rivin johtavaksi alkioksi ykkonen.

* Johtavan alkion avulla muutetaan sen alapuolella olevat alkiot nolliksi.

* Siirry sitten 2. riville. Hanki 2. rivin johtavaksi alkioksi ykkonen ja muuta sen
avulla alapuolella olevat alkiot nolliksi. Jatka sitten eteenpdin aina alimmalle

riville asti.

 Niin saadaan aikaan porrasmatriisi.

* Redusoitua porrasmatriisia muodostetaan oikealta vasemmalle ja alhaalta ylos-
pdin.

* Johtavien alkioiden avulla muutetaan niiden yldpuolella olevat alkiot nolliksi.
Aloita alimmasta nollasta poikkeavasta rivistd. Muuta johtavan alkion avulla

sen yldpuolella olevat alkiot nolliksi. Siirry sitten toiseksi alimmalle riville.

Jatka eteepdin aina ylimmiaille riville asti.

* Tee vain yksi alkeisrivimuunnos kerrallaan. Talloin viltit todenndkdisemmin

virheet.

Nyt olemme valmiita ratkaisemaan yhtdloryhmié. Seuraavissa esimerkeissa esiintyy eri-

laisia tapauksia, joihin yhtdloryhmén ratkaisussa voi péétya.

Ratkaistaan yhtdloryhma

2x1 — Xy + 3x3 = 2
X1 + 2x3 = 1

X1 — 2x = 3.
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Yhtdloryhmén matriisi on

2 -1 3|2
I 0 2|1
-1 -2 0|3

Tama& matriisi muutettiin redusoiduksi porrasmatriisiksi esimerkisséd 4.4.1:

1 0 0f-1
01 0f-1
00 1| 1

Redusoitua porrasmatriisia vastaava yhtdloryhma on

X1 = -1
X2 = -1
x3 = 1

Koska alkuperdisen yhtdloryhmén ratkaisut ovat lauseen 4.3.4 nojalla samat kuin
lopuksi saadun yhtdloryhmén, on yhtdloryhma ratkaistu. Sen ratkaisu on siis

X1 = -1
Xy = -1
X3 = 1
Ratkaistaan lineaarinen yhtaloryhma
xX+2y+z = 8
-3x-6y-3z = -21

Muutetaan yhtidloryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:

1 2 1| 8|grusr |1 2 18

—

3 -6 —-3|-21 00 0|3

Vastaava yhtdloryhmi on

x+2y+z=8
0=23.
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Alin yhtilo on aina epétosi, joten yhtdloryhmalla ei ole ratkaisuja.

Ratkaistaan lineaarinen yhtdloryhma

3x1+3x,—15x3 = 9

X1 —2x3 = 1

|
S

2)C1 — X2 —X3 =

Muutetaan yhtdloryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:

3 3 -15]9 1 1 -5|3 I 1 -5 3
%Rl RQ—R|
1 0 2|1f—(1 O 2|1 — |0 -1 3|2
2 -1 -1|0 2 -1 =10 2 -1 -1} 0
1 1 5] 3 1 1 -5] 3 1 1 =53
R3-2R; —1-Ry R343R,
— |0 -1 3|-2{—>|0 1 -3, 21 — |01 3|2
0 -3 9|-6 0 -3 9|-6 00 00
1 0 =211
Ri-R,
— |0 1 -3|2].
00 O0/0

Saatua matriisia vastaa yhtaloryhma

X1—2X3:1
XQ—3X3:2
0=0

Alin yhtdlo 0 = O on aina tosi. Se ei siis anna ratkaisujen kannalta mitdén infor-
maatiota ja voidaan unohtaa. Tuntemattomat x; ja x, riippuvat tuntemattomasta x3.
Tuntemattomalle x3 ei puolestaan aseteta mitdédn rajoitteita, joten se voi olla miki
tahansa reaaliluku. Sanotaan, ettd x3 on vapaa muuttuja. Merkitddn x3 = ¢, missa
reR.

Ratkaistaan vield muut tuntemattomat. Ensimmaiinen yhtdlo saa nyt muodon x| —2¢ =

I, joten x; = 1 + 2¢. Toinen yhtdlo puolestaan on x; — 3¢t = 2 eli x, = 2 + 3¢. Siten
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yhtéléryhmén ratkaisu on

x1=1+2¢
X2 =2+3t missia t € R.
X3 =1,

Ratkaisuja on siis ddrettomidn monta. Yksittdisid ratkaisuja saadaan antamalla pa-
rametrille ¢ eri arvoja. Esimerkiksi sijoittamalla # = 1 saadaan yhdeksi ratkaisuksi
x1 = 3,x2 = 5jaxz = 1. Sijoittamalla # = —1 saadaan toinen ratkaisu x; = —1,

xp = =1 jax3 = —1. Jokaisella reaaliluvulla ¢ yhtdloryhmaille saadaan eri ratkaisu.

Edellisessd esimerkissd yhtdloryhmaéssd oli vapaa muuttuja, jolloin yhtdloryhmaélld oli
adrettomin monta ratkaisua. Yhtiloryhmdssd saattaa olla useitakin vapaita muuttujia.
Nami 10ytyvit redusoidussa porrasmatriisissa niistd sarakkeista, joissa ei ole lainkaan
johtavaa alkiota.

Lineaarisen yhtidloryhmidn matriisi muutettiin alkeisrivimuunnoksilla redusoiduksi

porrasmatriisiksi
1 3040 0/|7

0012000
000O0OT1]3

Mika on yhtédloryhmaén ratkaisu?

Johtavat alkiot ovat sarakkeissa 1, 3 ja 6. Muita sarakkeita vastaavat tuntemattomat
X2, X4 ja x5 ovat vapaita muuttujia. Merkitddn x, = r, x4 = s ja x5 = ¢, missd r, s,
reR.

Nyt voidaan kirjoittaa
X1 +3r+4s=17
x3+2s=0
xg = 3.
Tama yhtdloryhma on yhtipitidvd yhtaloryhmin
x;1=7-3r—4s

X3 = —=2s

x6:3
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kanssa. Yhtidloryhmin ratkaisu on siis

x1=7-3r—4s

X2 =r

x3 = =28 L
missar,s,t € R.

X4 =S

X5 =1

X6 =3,

Luvut r, s ja t voidaan valita tdysin vapaasti, ja jokainen valinta tuottaa yhtdloryhmén

eraan ratkaisun.

Kootaan vield yhteen Gaussin—Jordanin menetelmén vaiheet.

Gaussin—Jordanin menetelma:
1. Kirjoita yhtdloryhmén matriisi.
2. Muuta matriisi alkeisrivimuunnoksilla redusoiduksi porrasmatriisiksi.
3. Lue ratkaisut redusoidusta porrasmatriisista.
(a) Jos matriisin alimmalla nollasta poikkeavalla rivilld on ristiriitainen yhta-
16, yhtdloryhmadlld ei ole ratkaisuja.

(b) Jos epitotta yhtdlod ei ole ja jokaisessa viivan vasemmalla puolella ole-
vassa sarakkeessa on johtava alkio, ratkaisuja on tdsmélleen yksi.

(c) Jos epatotta yhtdlod ei ole ja jostain sarakkeesta puuttuu johtava alkio,
ratkaisuja on ddrettdomin monta. Jokaista saraketta, josta johtava alkio
puuttuu, vastaa vapaa muuttuja. Vapaan muuttujan arvo voidaan valita

vapaasti.

Gauss ei itse kehittidnyt nimedan kantavaa menetelmii, vaan sen tunsi jo ainakin Newton
sata vuotta aikaisemmin 1600-luvun loppupuolella. Kiinalaiset puolestaan tunsivat me-
netelmin jo toisella vuosisadalla eKr. Nimitys “Gaussin eliminointimenetelma” tuli kiyt-
toon kuitenkin vasta 1950-luvulla. Télld nimitykselld tarkoitetaan yleensd nimenomaan
porrasmatriisiin tihtdavaa menetelmid, ja mikili halutaan jatkaa redusoituun porrasmat-
riisiin asti, menetelméai kutsutaan ’Gaussin—Jordanin eliminoinniksi”’. Jordan esitti timin

version eliminointimenetelméastia vuonna 1887.

Tarkastellaan sitten hiukan erilaista tapaa kirjoittaa yhtdloryhmén ratkaisu. Lineaarisen

yhtdloryhmaén ratkaisuja voi ajatella listana lukuja. Ne voi siis kirjoittaa vektorin muodossa.
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Esimerkissi 4.4.3 saatiin yhtdloryhmalle ratkaisu

X1 = -1
Xy = -1
X3 = 1.

Ratkaisun voi ilmaista myos muodossa

x1=7-3r—4s

X2 =r

x3 = =28 o

4 missar, s, t € R.
X4 =S

X5 =1

x6—3,

Ratkaisun voi ilmaista myos muodossa

[7 _ 37 — 45 3] [—4s)

7] o] [7] 0]
r 0 r ol lo|l o 1 ol o
_2s 0 ol |-2s| lo] o 0 22| o
X = = + + 4 = +r +5 +1 )
) 0 0 ) 0 0 0 1 0
¢ 0 0 ol || lo 0 0 1
3 3 0 ol lo| |3 0 ol o

missdr, s, t € R

Puetaan vield tdsmallisten lauseiden muotoon Gaussin—Jordanin muutamia menetelmiin
liittyvid tuloksia. Niiden todistuksia ei kuitenkaan esitetd tdssi teknisyytensd vuoksi. En-
sinndkin, jotta Gaussin—Jordanin menetelma toisimi, tdytyy tietdd, ettd redusoidun porras-

matriisin muodostaminen on aina mahdollista.



93

Oletetaan, ettd A € R™*". Talloin on olemassa yksikisitteinen matriisi B € R™*",
jolle patevit seuraavat ehdot:

1. A ja B ovat riviekvivalentteja,

2. B on redusoitu porrasmatriisi.

Edellisen lauseen matriisia B kutsutaan matrisiin A redusoiduksi porrasmuodoksi tai re-
dusoiduksi riviporrasmuodoksi. Sille kdytetdan merkintda rref (A). Merkinti tulee englan-

nin kielen ilmaisusta reduced row echelon form”.

Yhtidloryhmin ratkaisut luetaan redusoidusta porrasmatriisista. Kuten ohjeessa 4.4.7 tode-

taan, ratkaisujen lukumaéirin suhteen voidaan padtyd vain kolmeen erilaiseen tulokseen.

Lineaarisella yhtdloryhmélli on joko tdsmailleen yksi, ei yhtidin tai ddrettdoméin monta
ratkaisua.

Maaritelma 4.4.11

Matriisin aste on sen redusoidussa porrasmuodossa esiintyvien johtavien alkioiden
lukumaéra. Matriisin A astetta merkitdan rank(A).

Esimerkissa 4.4.1 nahtiin, ettd matriisin

redusoitu porrasmuoto on
1 00 -1
010 -1
001 1

Koska johtavia alkioita on kolme, on matriisin aste 3.

Porrasmatriisien tulkinta

Usein kiinnostavaa ei ole yhtaloryhmin tarkka ratkaiseminen, vaan se, kuinka monta rat-

kaisua yhtédloryhmalléd on. Talloin ei tarvitse muuttaa yhtdloryhmén matriisia redusoituun
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porrasmuotoon, vaan pelkka porrasmuoto riittdd. Kaikkia tdssd osiossa esitettyja viitteita

ei perustella tarkasti, silld pitkien ja teknisten todistusten kirjoittaminen ei olisi mielekasta.

Kerrataan vield, miten ratkaisujen lukumaéirdn voi lukea redusoidusta porrasmatriisista.

Olkoon M redusoitu porrasmatriisi.

1. Jos jokin matriisin M viimeisistd riveistd on muotoa [0 .o 0 ‘ 1] (eli rivin
johtava ykkonen on pystyviivan oikealla puolella), kyseistd rivid vastaa epitosi

yhtilo 0 = 1. Yhtidloryhmalla ei ole ratkaisua.

2. Oletetaan, ettd edellinen tapaus ei toteudu. Jos joltakin matriisin M sarakkeelta
puuttuu johtava alkio (pystyviivan vasemmalta puolelta), tuota saraketta vastaava
muuttuja on vapaa. Yhtidloryhmén ratkaisut voidaan esittdd vapaiden muuttujien
avulla. Kunkin vapaan muuttujan arvo voidaan valita vapaasti, joten yhtdloryhmalld

on ratkaisuja ddreton maara.

3. Oletetaan, ettd edelliset tapaukset eivit toteudu. Talloin matriisin M jokaisessa
sarakkeessa pystyviivan vasemmalla puolella on johtava alkio, ja yhtdléryhmélld on
tasmélleen yksi ratkaisu.

Oletetaan, ettd yhtdloryhméan matriisi on saatu alkeisrivimuunnoksilla muotoon

4 3 1] o]
0 -1 2| 2
0 0 0|-4
0 00| 0

Toiseksi viimeinen rivi vastaa yhtdlod 0 = —4, joka on aina epétosi. Nyt tiedetdin, etta
alkuperiiselld yhtdloryhmalld ei ole ratkaisuja, eikd redusoiduksi porrasmatriisiksi

muuttaminen ole tarpeellista.

Tutkitaan sitten yhtdloryhmaéé, jonka matriisi on saatu alkeisrivimuunnoksilla porras-
matriisiksi

4 30 1, 0

0 6 2 3| 2

0O 00 -1 -4

Tassékin tapauksessa ratkaisujen lukumééra ndhddén suoraan. Koska porrasmatriisis-
sa el ndy yhtaloa, joka olisi epétosi, ei sellaista tule redusoituun porrasmatriisiinkaan.
Siten voidaan sanoa suoraan porrasmatriisin perusteella, ettd yhtidloryhmalld on rat-
kaisuja. Huomataan vield, ettd porrasmatriisin kolmannessa sarakkeessa ei ole joh-

tavaa alkiota. Jos matriisi muutettaisiin redusoiduksi porrasmatriisiksi, ei siindkaan
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olisi johtavaa alkiota kolmannessa sarakkeessa. Siten yhtdloryhmalld on ddrettoméan

monta ratkaisua, ja sen nikee suoraan porrasmatriisista.

Tarkastellaan vield lopuksi yhtdloryhmaii, jonka matriisi on saatu alkeisrivimuunnok-

silla porrasmatriisiksi

4 -3 1] 0
0 6 2| 2f.
0 0 2|4

Epitosia yhtiloitd ei ole, joten yhtdloryhmalld on ratkaisuja. Koska jokaisessa sa-
rakkeessa viivan vasemmalla puolella on johtava alkio, voidaan paitelli, ettd vapaita

muuttujia ei ole. Siten yhtdaloryhmilld on tismaélleen yksi ratkaisu.

Tarkastellaan yhtidloryhmaa

x+ y+kz=1
x+ky+ z=1

kx+ y+ z=-2.

Tutkitaan, miten luvun k arvot vaikuttavat ratkaisujen lukumiirdin. Ryhdytdaan muut-

tamaan yhtidloryhmén matriisia redusoiduksi porrasmatriisiksi:

1 1 k| 1 1 1 k| 1
Rr—R;
1 Kk 1| 1| ™ |0 k=1 1-k| 0
kK1 1]|=2 k 1 1|=-2
1 1 k 1 1 1 k 1
R3—kR; R3+R;
— |0 k-1 1-k o]l — |0 k-1 11—k 0
0 1—-k 1-k*|-2-k 0 0 2—k—k*|-2-k

Kaikki alkeisrivimuunnokset voidaan tidhén asti tehda riippumatta siitd, mikd luku &
on. Jatkaminen ei kuitenkaan onnistu, silla toisen rivin alkio £ — 1 saattaa olla nolla,

samoin kolmannen rivin alkio 2 — k — k2. Tarkastellaan niiti tapauksia erikseen.

Oletetaan ensin, ettd kolmannen rivin alkio2 — k — k2 =0eli k = -2 tai k = 1.
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e Jos k = -2, viimeinen matriisi on

1 1 =211
0 -3 3]0
0 0 010

Tami matriisi on porrasmuodossa, joten siitd voidaan piaitelld yhtdloryhmén
ratkaisujen lukuméérad. Koska epitosia yhtélgita ei ole, ratkaisuja on olemassa.
Tuntematonta x3 vastaavassa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, joten x3 on

vapaa muuttuja. Ratkaisuja on siten ddrettomin monta.

e Jos k = 1, viimeinen matriisi on

11 1| 1
000 O
00 0|-3

Havaitaan, ettd alinta rivid vastaava yhtdlo 0 = —3 on aina epitosi. Siten yhté-
loryhmallé ei ole ratkaisuja.

Oletetaan sitten, ettd toisen rivin alkio k — 1 = 0 eli kK = 1. Tdma tapaus kisiteltiin
sattumalta jo edell&.

Tarkastellaan vield lopuksi tilannetta, jossa seké toisen rivin alkio k£ —1 ettd kolmannen
rivin alkio 2 — k — k2 ovat nollasta poikkeavia. Tilldin voidaan jatkaa alkeisrivimuun-
nosten tekemisti. Koska k — 1 # 0ja 2 — k — k2 # 0 saadaan

11 k 1 1 11 k| 1
LR —R3
“lo 1 -1 o |75 o1 —1] o
2 -2k
00 2—k—k2|—2—k 00 1|2k

Saatu matriisi on porrasmuodossa. Koska jokaisessa pystyviivan vasemmalla puolella

olevassa sarakkeessa on johtava alkio, yhtdloryhmalld on tdsmilleen yksi ratkaisu.

Paddyttiin siis seuraavaan tulokseen. Yhtidloryhmilld on ddrettomén monta ratkaisua,
jos ja vain jos k = —2. Yhtdloryhmilld ei ole ratkaisua, jos ja vain jos k = 1.

Yhtdloryhmilld on tasan yksi ratkaisu, jos ja vain jos k # 1 ja k # —2.

Redusoidut porrasmatriisit ovat teoreettisesti mielenkiintoisia, koska jokaista matriisia
vastaa tdsmailleen yksi redusoitu porrasmatriisi. Edelld kuitenkin néhtiin, ettd yhtéloryh-
min ratkaisujen lukumird on luettavissa jo porrasmatriisista. Itse asiassa yhtidloryhma

voidaan jopa ratkaista porrasmatriisivaiheen avulla.
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Esimerkin 4.4.5 yhtdloryhmia vastaava porrasmatriisi oli

1 1 -5|3
01 3|2
00 010

Koska kolmannessa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, sitd vastaava muuttuja on vapaa.
Tédhan havaintoon ei tarvita redusoitua porrasmuotoa. Jos merkitddn x3 = #, muut muuttujat

voidaan ratkaista 7:n avulla. Toisen rivin perusteella
Xp—3t=2 < xp=2+3t,
ja tamén jilkeen ensimmadisen rivin perusteella
X1+x—-5t=3 & x1+(3t+2)-5t=3 & x;=1+2t.

Porrasmatriisi siis riittdd yhtaloryhmén ratkaisemiseen.

Homogeeniset yhtaloryhmat

Maaritelma 4.4.14

Lineaarinen yhtdloryhmd, jonka kaikki vakiot ovat nollia, on nimeltdén homogeeninen

yhtdloryhmai.

Homogeeninen yhtidloryhmé on siis muotoa

anxyt+appxy+---+aipXx, = 0
a»ixy+axnxy+---+ayux, = 0
P
Am1X1 + amaxs + -+ aupnx, = 0,
missd ajy,...,an, € R. Homogeenisella yhtdloryhmilld on aina ainakin yksi ratkaisu:
x1=0, x=0, ... x,=0.

Tatd kutsutaan yhtdloryhmaén triviaaliksi ratkaisuksi.

Jos homogeenisessa yhtdloryhmissd tuntemattomien maird » on suurempi kuin yh-
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taloiden madrd m, yhtaloryhmalld on ddrettdmidn monta ratkaisua.

Todistus. Ensinnédkin yhtdloryhmailld on vilttdmaéttd ainakin triviaali ratkaisu. Siten rat-

kaisuja on joko yksi tai ddrettémin monta.

Oletuksen mukaan yhtdloryhmén matriisissa on pystyviivan vasemmalla puolella enem-
min sarakkeita kuin koko matriisissa on rivejd. Toisaalta johtavia alkioita on enintidin
yksi joka rivilld. Siten matriisissa on oltava pystyviivan vasemmalla puolella ainakin yksi
sarake, jossa ei ole johtavaa alkiota. Nain ollen 10ytyy vapaa muuttuja, misti seuraa, etti

yhtdloryhmaélld on ddrettomén monta ratkaisua. 0

)?‘ Tiivistelma

* Gaussin-Jordanin eliminointimentelmalla voi ratkaista lineaarisia yhtaloryhmia.

* Gaussin-Jordanin eliminointimentelmé antaa tavan, jolla matriisista voi aina
muodostaa redusoidun porrasmatriisin. Tdstd redusoidusta porrasmatriisista voi-

daan lukea yhtdloryhmén ratkaisut.

* Lineaarisella yhtiloryhmalld on joko yksi, ei yhtéén tai d4rettomédn monta rat-

kaisua.

* Yhtdloryhmén ratkaisujen lukumaéérin selville saamikseksi riittdd muuttaa sitd

vastaava matriisi porrasmuotoon.

4.5 Yhtaloryhmasta matriisiyhtaloksi

Aloita katsomalla video "Kéaanteismatriisit, aste, sarakeavaruus ja nolla-avaruus”.

Téssd luvussa esitellddn uusi tapa kirjoittaa lineaarinen yhtidloryhmé matriisien avulla
kdyttden hyvaksi matriisikertolaskua sekd vektoreita. Talloin yhtdloryhmien ratkaisussa

voidaan kiyttdd avuksi matriisien ominaisuuksia.

Tutkitaan yhtdloryhmaé

2x1 +3x2 +4x3 + Sx4 = 6
11x1 +12x2 + 13X3 +14x4 = 15
—7X1 - 8)62 - 9X3 - 10)C4 = -11

Yhtidlon vasemmalla puolella nékyy jotain samanlaista kuin saadaan tulokseksi matriisien


https://www.youtube.com/watch?v=k-8yJ7BMgVA

kertolaskusta. Kirjoitetaan yhtdloryhmén kertoimet yhdeksi matriisiksi

A=111 12 13 141,
-7 -8 -9 -10
tuntemattomat toiseksi matriisksi
X1
X2

X3

X4

ja vakiot kolmanneksi

Nyt
2)61 + 3)62 + 4X3 + SX4
AX = | 11x; + 12x0 + 13x3 + 14x4

—Tx1 — 8x2 — 9x3 — 10x4
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eli tulo Ax vastaa yhtdloryhmin vasenta puolta. Siten yhtdloryhmi voidaan kirjoittaa

muodossa Ax = b eli

xi

2 3 4 5 6
X2

11 12 13 14 =1 15]|.
x3

-7 -8 -9 -10 -11
X4

Yleisesti yhtidloryhmi

by
by

ainxytappxy+---+aipx,

an1x1+axnxy+ -+ ayux,

Am1X1 +amaxs + -+ aupxn, = bp
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voidaan kirjoittaa muodossa Ax = b, missi

ayl ap - daiy X1 by

ay axp» -+ ax X2 . by
A= , X = ja b=

Aml Am2 *°° Amn Xn bm

Matriisia A kutsutaan yhtdloryhmén kerroinmatriisiksi Jos nyt kerroinmatriisi on nelio-

matriisi, sen kiddntyvyys vaikuttaa merkittiavisti yhtdloryhmaén ratkaisuihin.

Jos matriisi A € R on kadantyvid ja b € R”, yhtdlolld Ax = b on tdsmilleen yksi

ratkaisu, ja se on x = A~'b.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisi A on kidntyva. Todistuksessa on kaksi osaa. On osoitet-
tava, etti A~'b on yhtilon ratkaisu ja etti muita ratkaisuja ei ole.

Osoitetaan ensin, etti A~'b on yhtilon ratkaisu sijoittamalla se yhtilon vasemmalle puo-
lelle vektorin x paikalle:

A(A™'b) = (AA™Hb =1b =b.

Koska tuloksena oli yhtdlon oikea puoli, esitetty ratkaisu toteuttaa yhtilon.

Osoitetaan sitten, ettei muita ratkaisuja ole. Oletetaan, ettd y on jokin (toinen) ratkaisu.
Tilloin Ay = b. Kerrotaan yhtilon molemmat puolet vasemmalta matriisilla A~!, jolloin
saadaan

A'Ay = A7'p.

Koska A~'A = I, edellinen yhtilo sievenee muotoon y = A~'b. Kysymyksessi on siis
sama ratkaisu kuin edelli. Siten ratkaisuja on vain yksi ja se on A™'b. [

Huomaa, ettii todistuksessa tarvittiin kiifinteismatriisin kumpaakin ominaisuutta: AA~! = I
jaATlA =1

R Tiivistelma

* Lineaariset yhtdloryhmait voidaan kirjoittaa matriisiyhtdlond muodossa Ax = b.

* Matriisiyhtdlolla Ax = b on tdsmailleen yksi ratkaisu, jos ja vain jos A on

kaantyva.
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4.6 Kaanteismatriisit ja yhtédlonratkaisu

Myos alkeisrivimuunnokset voi ilmaista matriisikertolaskun avulla. Osoittautuu, ettid jos
matriisia kerrotaan niin kutsutulla alkeismatriisilla, tullaan matriisille tehneeksi jokin al-
keisrivimuunnos. Téstd havainnosta tulee olemaan hyotyd kddntyvien matriisien kisitte-

lyssa.

Maaritelma 4.6.1

Matriisi on alkeismatriisi, jos se on saatu ykkosmatriisista yhdelld alkeisrivimuun-
noksella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat alkeismatriiseja:

10 00 1000 1000

01 00 0001 0100
El_ 9E2: 9E3:

00 -10 0010 3010

00 01 0100 0001

Nami alkeismatriisit on saatu ykkosmatriisista tekemall4 sille alkeisrivimuunnokset —%R3,
Ry, & Ry ja R; + 3R1.

Osoittautuu, ettd alkeismatriiseilla kertominen vastaa alkeisrivimuunnosten tekemista.

Tutkitaan tétd edellisen esimerkin alkeismatriisien ja matriisin

ail a2 a3
azy a4z azj

as) dszp dass

as1 a4y a4

avulla. Laskemalla nahdéin, ettd £ kertoo kolmannen rivin luvulla —%,

I 0 0 Of|fan a2 a3 a ain as
01 O Of||axa ax ax asi an a3
2y = 1 | 1 1 1 ’
0 0 =3 Of|as1 axn as —3a31 —3a3 —3033
100 0 Ij|ay aw ag3] | au as as3
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E» vaihtaa toisen ja neljdnnen rivin,

I 00 O||ann an apz aj; ap a3
0 0 0 1|[a2 ax az aq1 ag ag
E2A = = y
0 01 Of|az azxn a3 as| as ass
0 1 0 0]|an an asiz| |an axn ax;|

ja E3 lisad kolmanteen riviin luvulla 3 kerrotun ensimmaisen rivin,

1 0 0 Offann aix anz arn a as

0 1 0 O0)faxn ax ax ary an a3
E3A = =

3010 as) azy ass 36111 + asy 3a12 +asp 3(113 + ass

0 0 0 1||as as as asy as as3

Huomataan, ettd jokaisella alkeismatriisilla kerrottaessa matriisille A tullaan tehneeksi

sama alkeisrivimuunnos, jonka avulla alkeismatriisi muodostettiin.

Yksittdinen esimerkki ei takaa, ettd alkeismatriisilla kertominen vastaa aina alkeisrivi-
muunnoksen tekemistd. Esimerkin perusteella voi kuitenkin ymmértdd, miksi nédin on.
Yleisen tapauksen todistaminen ei ole vaikeaa, mutta se on kuitenkin melko tyolastd, joten

tyydytdan mainitsemaan tulos ilman todistusta.

Oletetaan, ettd A € R™". Olkoon E alkeismatriisi, joka saadaan tekemilla jokin al-
keisrivimuunnos ykkosmatriisille /,,. Jos matriisille A tehddén sama alkeisrivimuun-

nos, tuloksena on matriisi £A.

Lemma tarkoittaa apulausetta. Se on siis pieni tulos, jota voidaan kayttid hyviksi tarkeam-

pien lauseiden todistamisessa.

Alkeismatriisit ovat kidntyvid, ja alkeismatriisin kdanteismatriisi on my0s alkeismat-

riisi.

Todistus. Taménkiin tuloksen tarkkaa todistusta ei esitetd tissd. Kdydaédn kuitenkin 1api

todistuksen idea.

Jokainen alkeisrivimuunnos voidaan peruuttaa toisella alkeisrivimuunnoksella kuten koh-
ta ndhdain. Kutsutaan téitd alkeisrivimuunnosta alkuperdisen alkeisrivimuunnoksen kdicin-

teismuunnokseksi.
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Oletetaan, ettd a,b € R ja a # 0. Jos matriisille tehdédin alkeisrivimuunnos R; < R;,
padstéddn takaisin alkutilanteeseen tekemilld sama alkeisrivimuunnos uudelleen. Alkeisri-
vimuunnos R; <> R; on siis itsensd kddnteismuunnos. Alkeisrivimuunnoksen aR; kéin-
teismuunnos on puolestaan %R,-, ja alkeisrivimuunnoksen R; + bR; kiédnteismuunnos on
R; — bR;.

Alkeismatriisin kdédnteismatriisi saadaan aina kddnteismuunnosta vastaavasta alkeismat-
riisista. Alkeisrivimuunnosta R; <> R; vastaava alkeismatriisi on oma kadnteismatriisinsa,
alkeisrivimuunnosta a R; vastaavan alkeismatriisin kdanteismatriisi on alkeisrivimuunnos-
ta %R,- vastaava alkeismatriisi ja niin edelleen. Alkeisrivimuunnoksen tekeminen vastaa
nimittdin edellisen lemman nojalla alkeismatriisilla kertomista. Esimerkiksi alkeisrivi-
muunnokset aR; ja %Ri perdkkiin suoritettuina eivit tee matriisille mitdén. Siten niitd
vastaavien alkeismatriisien tulo on ykkosmatriisi, jolla kertominen ei tee matriisille mi-

taan.

O]

Etsitdan alkeismatriisin

1 000

0100
E =

3010

0 0 01

kéddnteismatriisi. Matriisi vastaa alkeisrivimuunnosta R3 + 3R;. Tamén alkeisrivi-
muunnoksen voi kumota tekemilld alkeisrivimuunnoksen R3 — 3R;. Sitd vastaava

alkeismatriisi on

Laskemalla voi vield varmistaa, ettd EF = [ ja FE = 1. Siis E 1= F,

Lauseessa 4.5.1 todettiin jo kdédntyvien matriisien merkitys yhtdloryhmén ratkaisun kan-
nalta. Nyt tuota tulosta voidaan tdydentdd tarkastelemalla lisdksi alkeisrivimuunnoksia ja

niitd vastaavia alkeismatriiseja.

Oletetaan, ettd A on n X n-neliomatriisi. Seuraavat ehdot ovat yhtéipitivia:
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1. Matriisi A on kddntyva.

Yhtilolla Ax = b on tdsmaélleen yksi ratkaisu kaikilla b € R”.
Yhtilolla Ax = 0 on vain triviaali ratkaisu x = 0.

Matriisin A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa.

Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

oy B0 o5 B

Matriisi A ei ole riviekvivalentti minkaan nollarivin sisaltavan matriisin kanssa.

Muista, ettd matriisit ovat riviekvivalentit, jos ne voidaan muuttaa alkeisrivimuunnoksilla

toisikseen.
Todistus. Osoitetaan viite todistamalla seuraavat paittelyketjut:
1=22=23=24=5=1 ja 4=6=4.

Tamaén jdlkeen tiedetéddn, ettd jokainen lauseen kohta on yhtipitivi toisten kohtien kanssa.
1 = 2: Viite on osoitettu lauseessa 4.5.1.

2 = 3: Oletetaan, ettd yhtdlolla Ax = b on tdsmalleen yksi ratkaisu kaikillab € R”. Tama
pitee myo0s, jos b = 0. Toisaalta yhtédlollda Ax = 0 on aina ratkaisu x = 0. Siten x = 0 on

ainoa ratkaisu.

3 = 4: Oletetaan, ettd yhtilolld Ax = 0 on vain ratkaisu x = 0. Merkitdidn A(i, j) = a;;

kaikillaz, j € {1,2,...,n}. Yhtdlod Ax = 0 vastaava lineaarinen yhtdloryhma on

anxy+apxy+---+aguxy, = 0

arixy+axnxy+---+daypux, = 0
<

amxi+apxo+---+apx, = 0

Yhtidloryhmissd on sama maidrd yhtdloitd ja tuntemattomia. Koska yhtdloryhmilla on

tasmaélleen yksi ratkaisu x = 0, se on ekvivalentti yhtdloryhmén

x1:0
XZZO
x, =0

kanssa. Tama tarkoittaa, ettd matriisi A saadaan alkeisrivimuunnoksilla muutettua ykkos-

matriisiksi. Toisin sanottuna A on riviekvivalentti ykkdsmatriisin kanssa.
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4 = 5: Oletetaan, ettd matriisi A on riviekvivalentti ykkOsmatriisin kanssa. Toisin sa-
noen A voidaan muuttaa alkeisrivimuunnoksilla ykkosmatriisiksi /. Télloin on olemassa

alkeismatriisit £, . . ., Ey, joilla kertomalla matriisista A saadaan ykkosmatriisi. Pitee siis
E.---E1A=1.

Kun yhtilén molemmat puolet kerrotaan vasemmalta matriisilla £, !, saadaan uusi yhtilo
Eir1---E1A=E ;1 . Kun tdmin yhtdlon vasemmat puolet kerrotaan puolestaan matriisilla

E—l

1, saadaan Ex_, - -- E1A = E;! E;'. Jatkamalla samaan tapaan pdidytdin yhtaloon

A=E"ENEC

Koska alkeismatriisin kddnteismatriisi on myos alkeismatriisi, on véite todistettu.

5 = 1: Oletetaan, ettd A = E| --- Ex, missd Eq, ..., E; ovat alkeismatriiseja. Merkitiin
B=E;'---E;'. Nyt
AB = (E; -- -Ek)(E,:I "'Efl)
:El"'(EkElzl)"'El_l
=FE;- "Ek—llE/;_ll . ..El—l

=E\E]' =1

Siispd AB = I. Samalla tavalla nihdéén, ettd BA = I. Siten B on matriisin A kdédnteismat-
riisi ja A on kédntyva.

4 = 6: Oletetaan, ettd A on riviekvivalentti ykkOsmatriisin kanssa. Tehdddn lisédksi
vastaoletus, ettd A on riviekvivalentti jonkin matriisin B kanssa, joka sisdltda nollarivin.
Talloin matriisiyhtdloitd Ax = 0, Ix = 0 ja Bx = 0 vastaavilla yhtdloryhmilld on kaikilla

samat ratkaisut.

Matriisi B sisiltda nollarivin, joten joltakin sen riviltd puuttuu johtava alkio. Koska B
sisdltdd yhtd monta rivid kuin saraketta, myos jostakin sen sarakkeesta puuttuu johtava
alkio. Tdten yhtdloryhmilld Bx = 0 on vapaa muuttuja ja ratkaisuja on ddreton maara.
Kuitenkin yhtélolla 7x = 0 on vain yksi ratkaisu: x = (0. TAma on ristiriita, joten vastaoletus

on vidrd ja A ei ole riviekvivalentti nollarivin sisdltdvin matriisin kanssa.

6 = 4: Oletetaan, ettd A ei ole riviekvivalentti minkdan nollarivin sisaltdvin matriisin
kanssa. Olkoon B redusoitu porrasmatriisi, joka on riviekvivalentti matriisin A kanssa.
Oletuksen mukaan B ei sisilld nollarivejd, joten sen jokaisella rivilld on johtava alkio.
Koska B on neliomatriisi, my0s sen jokaisessa sarakkeessa on johtava alkio. Talléin B on

itse asiassa ykkosmatriisi, joten A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa. 0
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Kaanteismatriisin maarittaminen

Seuraavaksi esitellddn menetelmd, jonka avulla matrisiin kdéntyvyyden ja mahdollisen
kddnteismatriisin voi selvittdd. Menetelmai esitelladn ensin. Sen jalkeen perustellaan, miksi

menetelma toimii.

Matriisin kddntyvyyden selvittiminen ja kdédnteismatriisin etsiminen voidaan tehdi yhti
aikaa. Oletetaan, ettd halutaan selvittdd, onko matriisi A kddntyvd. Yhdistetddn matriisi
A ja ykkosmatriisi / matriisiksi [A | I ]|. Tehdédn tille matriisille alkeisrivimuunnoksia,
joilla yritetdén muuttaa A redusoiduksi porrasmatriisiksi. Jos A saadaan muutettua al-
keisrivimuunnosten avulla ykkosmatriisiksi, on A kdantyvi. Lisdksi matriisin / paikalle

muodostuu matriisin A kdanteismatriisi.

Havainnollistetaan menetelméai esimerkein.

Tutkitaan, onko matriisilla

2 4 -2
A=10 0 1
1 0 4

kadnteismatriisi. Muokataan yhdistettyd matriisia

24 =211 00
00 1/]010
1 0 4/0 0 1

alkeisrivimuunnoksilla samaan tapaan kuin Gaussin—Jordanin menetelmissa. Tavoit-

teena on saada vasemmalle puolelle ykkosmatriisi. Muokkaus voi tapahtua esimerkiksi
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seuraavasti:
2 4 =211 0O 1 0 4/0 0 1
Ri&R;3 R3-2R;
00 1/01 0] —m |00 1/01 0 —
1 0 4/0 0 1 2 4 =211 0O
1 0 410 0 1 1 0 410 0 1
<R3 iR2
00 110 1 0Of —m |0 4 -10|1 0 2| —
04 -10/1 0 -2 00 10 1 O
1 0 4,0 0 1 1 04/0 0 1
Ry+3R3 R|—4R;3
501 1 1 5 1
01 =313 0 3 — (010335 3| 7
00 1101 O 00 1{01 O
1 00/0 -4 1
1 5 1
010z 3 -3
00 1{0 1 O
Koska matriisi A saatiin muutettua alkeisrivimuunnoksilla ykkdsmatriisiksi, on A
kadntyva. Lisdksi sen kddnteismatriisi on
0 -4 1
5 _1
) 2|
0O 1 O

Jos matriisi ei ole kddntyvd, tulee myos se ilmi matriisia redusoitaessa. Jos matriisia
voidaan muokata alkeisrivimuunnoksilla niin, ettd saadaan aikaiseksi nollarivi, ei matriisi
ole kadntyva. Toisin sanoen matriisi ei voi olla kiintyva, jos se on riviekvivalentti sellaisen

matriisin kanssa, jossa on nollarivi.

Tutkitaan, onko matriisilla

-1 0 2
B=| 41 -3
31 -1

kadnteismatriisi. Ryhdytddn muokkaamaan yhdistettyd matriisia alkeisrivimuunnok-
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silla:
-1 0 2|1 0O 1 0 -2/-1 00 1 0 -2/-1 00
(=DRy Ry—4R;
41 -3]101 0] 1|41 -3, 010f —1(01 5| 410
31 -1/0 01 31 -1 0 0 1 31 -1 0 0 1
1 0 -2|-1 0 O 1 0 -2/-1 00
R3-3R| R3—R>
— |01 5| 41 0f —101 5 4 1 0f-.
01 5| 301 00 O0|-1 -1 1
Koska matriisin B viimeisen rivin paikalle tuli nollarivi, matriisi B ei ole kddntyva.

Perustellaan sitten, miksi menetelmi toimii. Menetelméssd matriisia muokataan alkeis-
rivimuunnoksilla. Jos ndin saadaan aikaiseksi ykkOsmatriisi, on alkuperdinen matriisi
kddntyvd. Tdm& perustuu siihen, ettd jos matriisi A onnistutaan muuttamaan alkeisri-
vimuunnoksilla ykkosmatriisiksi, niin A on lauseen 4.6.6 nojalla kédédntyvi eli silld on

kédnteismatriisi A~!.

Jos matriisi on kadntyva, kdytetyistd alkeisrivimuunnoksista saadaan myos selville, mika
kdanteismatriisi on. Oletetaan, ettd matriisi A on muutettu ykkosmatriisiksi alkeisrivi-

muunnoksilla, joita vastaavat alkeismatriisit £, . . ., Ex. Nyt
Ey---E1A=1
Talloin kddnteismatriisille pétee
A =1AT = (B E\A)AT = Ep - E((AAT) = Ei - E L

Tama tarkoittaa, ettd tekemalld ykkosmatriisille / samat alkeisrivimuunnokset kuin tehtiin

alunperin matriisille A piidytiin kidinteismatriisiin A~!. Siis
(Al ~ [1]A7"].

Siksi kisnteismatriisi A~ ilmestyy ykkosmatriisin 7 paikalle.

Lause 4.6.6 antaa vilineet my0s sen osoittamiseen, ettd matriisi ei ole kddntyva. Lauseen
mukaan matriisi A ei ole kiddntyvi, jos se on riviekvivalentti sellaisen matriisin kanssa,
joka sisdltdd nollarivin. Tdméi voidaan ilmaista my0s toisin: matriisi A ei ole kdédntyvi, jos

sithen saadaan alkeisrivimuunnoksilla muodostettua nollarivi.
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# Tiivistelma

¢ Alkeismatriisilla kertominen vastaa alkeisrivimuunnoksen tekemista.

* Matriisi on kiéntyvd, jos ja vain jos se voidaan muuttaa alkeisrivimuunnoksilla

ykkosmatriisiksi.

4.7 Sarake- ja nolla-avaruus

Kun matriisilla A kerrotaan vektoreita, saadaan tulokseksi toisia vektoreita. Kaikki mah-

dolliset tulosvektorit muodostavat matriisin A sarakeavaruuden.

Maaritelma 4.7.1

Oletetaan, ettd A € R™*". Matriisin A sarakeavaruus on joukko

R(A) ={y € R" | y = Ax, jollakin x € R"}.

Sarake-avaruutta kutsutaan myos kuva-avaruudeksi. Jos matriisia ajattelee kuvauksena,
koostuu sarakeavaruus kaikista niistd maalijoukon vektoreista, joille kuvautuu jotain. Ky-
seessd on siis matriisia vastaavan kuvauksen kuvajoukko. Tamén alaluvun lopussa ndem-
me, ettd sarakeavaruuden vektorit ovat matrisiin sarakkeiden lineaarikombinaatioita. Tasta

juontaa nimi sarakeavaruus.

Tutkitaan sarakeavaruuden kisitettd matriisin

1 220
1 -2 11

avulla. Kertomalla mitd tahansa avaruuden R* vektoria matriisilla A, saadaan ai-
kaiseksi sarakeavaruuden alkio. Merkitdan x = (1, -1,3,2). Nyt Ax on matriisin A

sarakeavaruuden alkio. Lasketaan vield tulo Ax:

1 22 0||-1 5
1 -2 1 1] 3 8

Toisin sanoen vektori (5, 8) on matriisin A sarakeavaruudessa. Voidaan siis kirjoittaa
(5,8) e R(A).
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Kun vektorin x tilalle laittaa minké tahansa avaruuden R* alkio, saa aina tulokseksi
sarakeavaruuden alkion. Jos esimerkiksi valitaan x = (1, 1, 1, 1), saadaan

I 2 2 0|1 5
I -2 1 1|1 1

Toisin sanoen vektori (5, 1) on matriisin A sarake-avaruudessa eli (5,1) € R(A).

Laittamalla vektorin x tilalle eri vektoreita, voidaan tuottaa ddrettomén paljon erilaisia

sarakeavaruuden R(A) alkioita.

Jos matrisiit tulkitsee kuvauksiksi kuten aiemmassa luvussa, voi sarakeavaruuden
paitelld kuvan avulla. Esimerkin 3.3.4 projektiomatriisi P kuvaa tason vektorit vaaka-
akselille ja jokaiselle vaaka-akselin pisteelle projisoituu jotakin. Siten sarakeavaruus
on vaaka-akseli, eli R(P) = {(a,0) | a € R}.

Esimerkin 3.3.3 kiertomatriisin C sarakeavaruus on puolestaan koko avaruus R?, silld

jokaiselle tason vektorille kuvautuu kiertossa jokin toinen vektori. Siten R(C) = R?.

Matriisin A nolla-avaruus koostuu kaikista niistd vektoreista, joita kertomalla saadaan ai-

kaiseksi nollavektori. Toisin sanoen nolla-avaruus muodostuu yhtidlon Ax = 0 ratkaisuista.

Maaritelma 4.7.4

Oletetaan, ettd A € R"™*". Matriisin A nolla-avaruus on joukko

N(A) = {x e R" | Ax = 0}.

Nolla-avaruutta kutsutaan myos ytimeksi. Jos matriisia ajattelee kuvauksena, koostuu nolla-
avaruus kaikista niistd 1dhtojoukon vektoreista, jotka kuvautuvat nollavektorille.

Tutkitaan, onko vektori x = (—— —=, 1, 0) on matriisin
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nolla-avaruudessa laskemalla tulo Ax:

3]
2
1 22 o0f[-%] |o
AX = =
1 -2 1 1 1 0
0
Koska tulokseksi tulee nollavektori, on vektori (_%’_zlw 1,0) matriisin A nolla-

avaruudessa eli (—% —}P 1,0) e R(A).

Valitaan sitten x = (1,2,0, 1) ja tutkitaan, onko kyseinen vektori matriisin A nolla-
avaruudessa. Nahdian, etti

1 220
1 -2 11

Av =

S N
|

\®)

]

Koska tulokseksi ei tule nollavektoria, ei vektori (1,2,0, 1) ole matriisin A nolla-
avaruudessa eli (1,2,0,1) ¢ R(A).

Jos matriisit tulkitsee kuvauksiksi, voi nolla-avaruuden péaitelld kuvan avulla. Esimer-
kiksi esimerkin 4.3.3 projektiomatriisi P kuvaa nollavektoriksi kaikki pystyakselin
pisteet eli muotoa (0, a) olevat vektorit, missd a € R. Siten N (P) = {(0,a) | a € R}.

Kiertomatriisin C nolla-avaruudessa puolestaan ei ole mitdan muuta kuin nollavektori,
silld mikdidn nollavektorista poikkeava vektori ei kuvaudu kierrossa nollavektorille.
Siten N(C) = {(0,0)}.

Jos m X n-matriisi A esitetddn sarakkeidensa aj, ap, . . ., a, avulla ja x € R", niin
X1
X2
AX = a a --- ay ] =Xxja; +xza + - -+ x,a,.
Xn

Vektori x on matriisin A nolla-avaruudessa tdsmaélleen silloin, kun sen komponentit to-
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teuttavat vektoriyhtalon

xXia; +xa +---+x,a, = 0.

Vektori y on puolestaan matriisin A sarakeavaruudessa tasmélleen silloin, kun
yYy=x1a; +xa + -+ x,a,

jollakinx € R". Sen tdytyy siis olla matriisin A sarakkeiden lineaarikombinaatio. Matriisin
A sarakeavaruus koostuukin kaikista sarakkeiden aj, ay, . . ., a,, lineaarikombinaatioista.

4.8 Sarake- ja nolla-avaruus yhtélénratkaisussa

Seuraavaksi tarkastellaan niihin sarake- ja nolla-avaruutta informaatiota matriisiyhtdlon

Ax = b ratkaisun ndkokulmasta.

Jos sarakeavaruus R(A) on tiedossa, voidaan selvittdd, onko matriisiyhtdlolla Ax = b rat-
kaisuja. Sarakeavaruus R(A) nimittdin koostuu niistd vektoreista b, joita kohden yhtalolla

Ax = b on vihintdin yksi ratkaisu.

Olkoon A mXn-matriisi, sekid b avaruuden R™ vektori. Yhtélollda Ax = b on ratkaisuja,

jos ja vain jos b € R(A)

Todistus. Oletetaan ensin, ettd yhtdlolldi Ax = b on ratkaisuja. Olkoon v eris ratkaisu.
Talloin Av = b. Nyt sarakeavaruuden mééritelmén nojallab € R(A).

Oletetaan sitten, ettd b € R(A). Nyt sarakeavaruuden mééritelmén nojalla on olemassa
v € R", jolle pitee Av = b. Siten yhtilolld Ax = b on ratkaisu. [

Jos tunnetaan matriisin nolla-avaruus sekd jokin yhtilon ratkaisu, saadaan selville kaikki

ratkaisut.

Olkoon A mxn-matriisi, sekd b avaruuden R" vektori. Olkoon xq yhtdlon Ax = b jokin

ratkaisu. T4ll6in yhtdlon ratkaisut ovat tismélleen muotoa xg +y, missay € N(A).

Todistus. Osoitetaan, ettd v € R” on yhtidlon Ax = b ratkaisu, jos ja vain jos v = Xo +y
jollakiny € N(A).
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Oletetaan ensin, ettd , ettd v € R” on yhtdlon Ax = b ratkaisu. Nyt tdytyy l0ytda nolla-
avaruuden N (A) alkio y, jolle pétee v = xo +y. Valitaan y = v — X¢. Nyt

A(v—X9) =Av—-Axo=b-b=0.

Siteny € N(A). Lisidksi v =xg +y.

Oletetaan sitten, ettd v = Xy + y jollakin y € N (A). On osoitettava, ettd v on yhtidlon
Ax = b ratkaisu. Nahdain, etti

Av=A(xg+Yy) = Axo+ Ay=b+0=h.

Siten v on yhtidlon Ax = b ratkaisu. [

Olkoon

Esitetddn yhtdlon Ax = b ratkaisut muodossa Xg + y, missd Xy on yksittdisratkaisu ja
y homogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu.

Kirjoitetaan yhtdloryhmi Ax = b kokonaismatriisina

1 22 0] 1
1 -2 1 1|-1

Kun matriisia muokataan alkeisrivimuuunnoksilla, saadaan redusoitu porrasmatriisi

1 0
01

Bl— W
Bl— =
2I—

Tastd ndhdiin, ettd yhtdloryhmén ratkaisu on

x1 = —(3/2)t - (1/2)s

x2=1/2=(1/4)t + (1/4)s o
missi £, s € R.
X3 =1

X4 =S,
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Vektorimuodossa kirjoitettuna ratkaisu on
o y ¥
0 ~2 )
1 _1 1
x=|2|+s| *|+s| ¢
0 1 0
0 0 1
Merkitaan o ] .
3 1
0 ~2 ~3
1 _1 1
X = |2 ja y=t s 4.
0 1 0
0 0 1
Osoittautuu, ettd nama vektorit toteuttava vaaditut ehdot:
0
1 22 0||3 1
AX() = = =b
I -2 1 1]10 -1
0
ja
—%(SI +5)
P 1 22 0f|-i¢-9 _ —1(3t+s) - $(t—5) +2t _ |0 o
1 211 t —1Bt+s)+3(t—s)+1+s 0
s
joten haluttu esitys on loydetty.

Koska lineaariset yhtidloryhmaét voidaan kirjoittaa matriisiyhtdldind, voidaan tdssé osiossa
esitettyjd tuloksia soveltaa lineaarisiin yhtdloryhmiin.
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5. LINEAARIALGEBRAA

5.1 Yhtaloita vektoriavaruuksissa

Aiemmissa luvussa opittiin ratkaisemaan lineaarisia yhtdloryhmid sekid vastaamaan eri-
laisiin ratkaisuja koskeviin kysymyksiin. Hyodynnetiin néiti tietoja nyt vektoriavaruuden

R" vektoreiden tutkimiseen.

Osaamme muun muassa vastata esimerkissd 1.2.15 esitettyyn kysymykseen. Esimerkissd

haluttiin tietdd, onko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden
vi=(0,-1,2,1), v,=(2,0,1,-1) ja v3=(4,2,2,0)
lineaarikombinaatio. Toisin sanoen oli selvitettdvd, onko yhtalolla
X1V] + X2V +X3V3 = W.

ratkaisuja. Talloin paadyttiin yhtdloryhméin

2%y + 4dx3 = =2

—X1 + 2x3 = 3
2x1 + xp + 2x3 = 2
X1 — X2 = -1

I -1 0]-1
0O 1 2|4
0 0 8| 6
_O 0 0]-2

Porrasmatriisissa on epitosi yhtilo, jonka perusteella tiedetiddn, ettd ratkaisuja ei ole. Siten

w ei ole vektorien vy, v, ja v3 lineaarikombinaatio.
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5.2 Virittaminen

Marty McFly voi ohjata leijulautaansa vektoreilla (3, —1) ja (-2, —1). Tutkitaan, voiko
Marty piisti mihin tahansa tason R? pisteeseen. Voidaan olettaa, etti Marty lihtee

origosta (0, 0).
1. Halutaan selvittdd, voiko Marty piddstd pisteeseen (by,by) € R2. Millaista
yhtéloa pitaa tutkia?
2. Millainen yhtéaloryhma yhtéalosta saadaan?

3. Onko yhtiloryhmélld ratkaisuja? Vaikuttavatko lukujen b ja b, arvot siihen,
onko yhtéloryhmalli ratkaisuja?

4. Padseeko Marty pisteeseen (b1, by)?

5. Voiko Marty pisti mihin tahansa tason R? pisteeseen?

Olemme oppineet selvittdmiin, onko jokin vektori toisten vektoreiden lineaarikombinaa-
tio. Téssd luvussa tutkitaan, milloin jokainen vektoriavaruuden vektori voidaan kirjoittaa
joidenkin tiettyjen vektoreiden lineaarikombinaationa. Esimerkiksi avaruuden R? jokai-
nen vektori voidaan kirjoittaa vektorien (1, 0) ja (0, 1) lineaarikombinaationa. Avaruuden
vektorit ovat nimittdin muotoa (x, y), missd x, y € R. Jokainen titd muotoa oleva alkio

voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa

(x,y) = x(1,0) + y(0, 1).

Sanotaan, etti vektorit (1,0) ja (0, 1) virittivit avaruuden R?. Asian voi ilmaista epi-
muodollisesti sanomalla, etti vektoreilla (1,0) ja (0, 1) pddsee jokaiseen avaruuden R?

pisteeseen.

Maaritelma 5.2.2

Vektorit vy, . .., vy € R" virittdvdt vektoriavaruuden R”, jos jokainen vektoriavaruu-
denavaruuden R” alkio voidaan kirjoittaa vektoreiden vy, ..., vy lineaarikombinaa-

tiona.

Virittdimisen madritelmé voidaan ilmaista myos toisin sanoin: vektorit vy,..., vy € R”

virittavit vektoriavaruuden R”, jos

IR”:{a1V1+a2V2+---+akvk | ai,az,...,ayx € R}.

Vektoreita vy, ..., vy kutsutaan vektoriavaruuden R" virittdjiksi. Huomaa, ettd miiri-
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telméssd on oleellista, ettd avaruuden virittdjavektorit ovat avaruuden alkioita. Ei voida
esimerkiksi sanoa, ettd jotkin avaruuden R3 vektorit virittdisivit avaruuden R2, silld R3

ja R? ovat kaksi eri joukkoa, joilla ei ole yhteisii alkioita.

Samalla tavalla kuin luvun alussa osoitettiin, ettd vektorit (1, 0) ja (0, 1) virittdvit avaruu-
den R2, voidaan osoittaa, ettd vektorit (1,0,0), (0,1,0) ja (0,0, 1) virittdvat avaruuden
R3. Kyseiset kolme vektoria eivit kuitenkaan ole avaruuden R? ainoat virittijit kuten

seuraavasta esimerkisti nakyy.

Osoitetaan, ettd vektorit vi = (1,1,1), v, = (1,1,0) ja v3 = (1,0,0) virittavit

avaruuden R3.

On siis osoitettava, ettid jokainen avaruuden R? vektori voidaan esittis vektoreiden
Vi, V2 ja vz lineaarikombinaationa. Oletetaan tédtd varten, etti w € R3. Nyt w =
(w1, wa, w3) joillakin wyi, wp, w3 € R.

Jotta vektori w olisi vektoreiden vy, v; ja v3 lineaarikombinaatio, tdytyy 10ytyd luvut

X1, X2, X3 € R, joille pitee
X1V] +X2Vy +X3V3 = W.

Osoitetaan, ettd téllaisia lukuja on olemassa eli ettd yhtdlolld on ratkaisuja.

Yhtdlod vastaa yhtaloryhma

X1 + X2 + X3 = Wi
X1 + X2 = W
X1 = w3,
jonka matriisi on
I 1T 1w
1 10 wo
1 00 w3

Yhtdloryhmén matriisista saadaan alkeisrivimuunnoksilla porrasmatriisi

1 1 1 wi
0 -1 —-1]-wi+ws

0 0 -1 —Wwi+Wws

Tavoitteena on siis selvittdd, onko yhtdloryhmalld ratkaisuja. Tamé voidaan lukea
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suoraan porrasmatriisista. Koska porrasmatriisissa ei niy epitosia yhtdloitd, yhtilo-
ryhmalld on ratkaisuja. Siten etsityt reaaliluvut x, x; ja x3 ovat olemassa, ja w on
vektoreiden vy, v, ja v3 lineaarikombinaatio.

Olemme nyt osoittaneet, ettd jokainen vektoriavaruuden R3 vektori on vektoreiden
V1, V2 ja v3 lineaarikombinaatio. Niin ollen kyseiset kolme vektoria virittavit vekto-

riavaruuden R3.

Tutkitaan, virittavatko vektorit
vi=(3,2,-1), v;=(2,-2,6) ja v3=(3,4,-5)

vektoriavaruuden R3.

Oletetaan, etti w € R3. Nyt w = (wy, wp, w3) joillakin wy, wp, w3 € R3. Tutkitaan,
onko w vektoreiden vy, v, ja v3 lineaarikombinaatio. Téytyy siis selvittdd, onko
olemassa lukuja x1, x2, x3 € R, joille pitee

X1V1 + X2V +X3V3 = W.

Tatd yhtédlod vastaa yhtdloryhma

3X1 + 2x + 3X3 = Wi
21 — 2x2 + 4x3 = wy
-x]; + 6x2 — S5x3 = ws.

Yhtdloryhmin matriisista saadaan alkeisrivimuunnoksilla porrasmatriisi

1 -6 5 -w3
0 10 -6 wa +2w3

0 0 0 W1—2W2—W3

Porrasmatriisista ndhdiin, ettd yhtaloryhmalld on ratkaisuja, jos ja vain jos alinta rivid
vastaava yhtilo Ox; + Ox; + 0x3 = wi — 2wy — w3 on tosi eli wi — 2wy — w3 = 0. Siten
vektori w = (w1, wp, ws) on vektoren vy, v, ja v3 lineaarikombinaatio, jos ja vain jos

W1—2W2—W3:0.

Ndin ollen esimerkiksi vektori (1,0, 0) ei ole vektoreiden vy, v, ja v3 lineaarikombi-
naatio, silli se ei toteuta edelli saatua yhtiloa. On siis olemassa vektoriavaruuden R3

vektori, joka ei ole vektoreiden vy, v, ja v3 lineaarikombinaatio. Siten vektorit v, v
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ja v eivit viritd avaruutta R,

Tutkitaan, virittavatko vektorit
u =(1,1,0), w=(1,0,1), uz=(0,1,1) ja wg=(-2,1,1)

avaruuden R3. Oletetaan, etti w = (w1, wo, w3) € R3. On selvitettivi, onko olemassa
lukuja x1, x2, x3,x4 € R, joille pitee

X1up + XU +x3U3 + x4Ug4 = W.
Saadaan yhtdloryhma, jonka matriisi on

110 =2|w
101 1|w
01 1 1]|ws

Tastd saadaan alkeisrivimuunnoksilla porrasmatriisi

11 0 -2 Wi
01 -1 -3 w1 —wjp
00 1 2|3(ws+wr—wy)

Yhtidloryhmillad on ratkaisuja, silld porrasmatriisissa ei ndy epétosia yhtaloitd. Tamé

ei riipu mitenkdédn luvuista wy, wy ja ws. Siten w on vektoreiden uy, uy, uz ja ug

lineaarikombinaatio. Niin ollen kyseiset vektorit virittivit avaruuden R3.

Sekd esimerkissd 5.2.3 ettd esimerkissd 5.2.5 annetut vektorit virittavit avaruuden. Esi-
merkit poikkeavat toisistaan siind suhteessa, ettd ensin mainitussa jokainen vektori voi-
daan Kkirjoittaa virittdjavektoreiden lineaarikombinaationa tismailleen yhdelld tavalla ja
jalkimmadisessa kirjoitustapoja on ddrettoméan monta. Télla ei ole vilid, jos vain tutkitaan,
virittdvatko vektorit avaruuden. Usein kuitenkin halutaan sellaiset virittdjiavektorit, joiden
lineaarikombinaatioina avaruuden vektorit voidaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla. Tahidn

palataan luvussa 5.4.

Jokaisessa tamén luvun esimerkissd muodostettiin ensin vektoriyhtéld. Tuo yhtalo kirjoi-

tettiin sitten yhtidloryhmina ja edelleen matriisina. Huomataan, ettd ndin muodostuvan



120

matriisin sarakkeet ovat aina esimerkissa tutkitut virittdjavektorit. Vektoriyhtilo
CiVi+CovVp+ -+ CirVpk =W
voidaankin aina kirjoittaa matriisina
[Vl Vo -+ Vi ‘W]

Tami merkinti tarkoittaa, ettd sarakkeiden alkiot ovat vektoreissa vy, vs, ..., Vy olevat
luvut. Ei ole kuitenkaan tarpeen opetella ulkoa, ettd virittdjavektorit laitetaan matriisin
sarakkeiksi. Jos olet asiasta epidvarma, voit aina tarkistaa sen laskemalla kuten esimerkeissi
on tehty.

5.3 Aliavaruudet

1. Marty ohjailee leijulautaansa suuntavektoreilla (—1, 3) ja (3, —9). Miltd nayttaa

se avaruuden R? osa, johon Marty voi passti? Piirri siitd kuva.

2. Jasmin voi ohjata taikamattoaan suuntavektoreilla (1, 1,0) ja (0,0, 2). Milta
ndyttdd se avaruuden R3 osa, jonka Jasmin voi matollaan saavuttaa? Hahmot-
tamista voi auttaa se, ettd listaat pisteitd, joihin Jasmin pdisee.

Aliavaruuksia kasitellaian videossa “Lineaarikombinaatiot, aliavaruus, kantavektorit™.

Edellisessd luvussa tutkittiin, milloin jotkin tietyt vektorit virittdavit vektoriavaruuden R”.
Esimerkiksi vektori (3, —1) ei viritd avaruutta R?, silld kaikkia avaruuden R? vektoreita
ei voida kirjoittaa timin vektorin lineaarikombinaatioina. Toisaalta vaikkapa vektorit
(=3,1,1) ja (2,—1,2) eivit viritd avaruutta R3, silld kaikkia avaruuden R3 vektoreita ei

voida kirjoittaa ndiden kahden vektorin lineaarikombinaatioina.

Voidaan kuitenkin ajatella, ettd vektori (3, —1) virittdd avaruuden R2 sisilld pienemmaén
avaruuden, joka on vain osa koko avaruudesta R2. Samalla tavalla vektorit (-3,1,1) ja
(2, —1,2) virittdvit avaruuden, joka on vain osa vektoriavaruutta R3. Tillaisia avaruuksia
kutsutaan aliavaruuksiksi. Epdmuodollisesti ilmaistuna vektoreiden virittima aliavaruus

on se osa avaruutta, johon kyseisilld vektoreilla voi paasti.

Annetaan seuraavaksi tasméllinen maéritelmi vektorien virittdmille aliavaruudelle, ja
tutkitaan, miltd tdllaiset aliavaruudet niyttavit. Vektorien virittdima aliavaruus koostuu

kaikista kyseisten vektorien lineaarikombinaatioista.


https://www.youtube.com/watch?v=ZAHvr32txtc&t=326s
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Maaritelma 5.3.2

Vektoreiden vy, . .., v, € R" virittdima aliavaruus on joukko
{a1V1 +ayvy+---+aipvg | ai,az,...,ar € R}.

Tatéd joukkoa merkitddn span{vy, ..., vi}.

Jos W = span{vy, ..., v}, sanotaan, ettd vektorit vy, ..., v, € R” virittdvat aliavaruuden
W. Vektoreita vy, . . ., vi kutsutaan aliavaruuden W virittdjiksi.

Vektorien virittdimii aliavaruutta kutsutaan toisinaan lyhyesti aliavaruudeksi. Tulemme

nakemaadn, ettd aliavaruudet ovat vektoriavaruuksia toisten vektoriavaruuksien sisdssa.

Huomaa, ettd merkinnéssid span{vy, ..., vy} vektoreiden jarjestykselld ei ole vilid. Ta-
mi johtuu siitd, ettd vektoreiden yhteenlaskussa summattavien jarjestykselld ei ole vilia.
Merkinti span tulee englannin kielen verbistd ’span”, joka tarkoittaa virittdmisti tai ulot-

tamista.

Tarkastellaan vektorin (3, —1) virittdméaa aliavaruutta span{(—3, 1) }. Se koostuu maa-
ritelmidn mukaan kaikista vektorin (3, —1) lineaarikombinaatioista. Koska vektorei-
ta on vain yksi, ovat lineaarikombinaatiot itse asiassa skalaarimonikertoja. Vektorin

(=3, 1) virittdma aliavaruus on

span{(-3,1)} ={a(3,-1) | a € R}.

Tutkitaan, miltd aliavaruus span{(—3, 1)} ndyttdd. Sen alkioita ovat esimerkiksi vekto-
rit 2(3,-1) = (6,-2), (-1/6)(3,-1) = (-1/2,1/6) ja0(3,—1) = (0,0). Nami vek-
torit ovat yhdensuuntaisia vektorin (-3, 1) kanssa. Kun aliavaruuden span{(-3, 1)}
alkioita ajatellaan koordinaatiston pisteind, huomataan pisteiden sijaitsevat samalla
suoralla (kuva 5.3.1). Aliavaruus on span{(—3, 1)} siis suora. Koska (0, 0) on timén
suoran alkio, kulkee suora origon kautta.
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(37 _1>

Kuva 5.3.1. Aliavaruus span{ (3, —1)} on origon kautta kulkeva suora.

Tarkastellaan seuraavaksi, miltd ndyttdd vektorien (=3, 1,1) ja (2,—1,2) virittdima
aliavaruus span{(=3, 1, 1), (2, -1, 2)}. Se on vektoriavaruuden R osajoukko. Vekto-

reiden lineaarikombinaatiot muodostavat joukon
Span{(_3a 17 1)’ (2’ _1’ 2)} = {al(_3’ 1’ 1) + 02(2, _1’ 2) | ag,as € IR}

Sen alkioita ovat esimerkiksi —4(-3,1,1)-2(2,-1,2) = (-16,-2,-8)ja-5(-3,1, 1)+
0(2,-1,2) = (15,-5,-5).

Aliavaruudesta span{(-3,1, 1), (2,—-1,2)} on hieman vaikeampi hahmotella kuvaa
kuin aliavaruudesta span{(-3, 1)}. Kaikki vektorien (-3,1,1) ja (2,—1,2) lineaa-
rikombinaatiot ovat kuitenkin samassa tasossa kuin (=3,1,1) ja (2,-1,2). Jouk-
ko span{(=3, 1, 1), (2, -1, 2)} muodostaakin avaruuden R> tason. Se kulkee origon
kautta, silld (0, 0, 0) on vektorien (-3, 1, 1) ja (2, —1, 2) lineaarikombinaatio.

\ >

Kuva 5.3.2. Aliavaruus span{(-3, 1, 1), (2,—1,2)} on origon kautta kulkeva taso.

Edells nihtiin, ettd avaruudessa R3 vektorien virittima aliavaruus voi olla origon kautta
kulkeva suora tai taso. Vektorien virittdmissd aliavaruudessa voi myos olla vain yksi
vektori. Nollavektorin virittima aliavaruus on nimittdin span{0} = {a0 | a € R} = {0}.

Tissd aliavaruudessa on siis ainoastaan nollavektori. Myos koko avaruus R* on erdiden
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vektoreiden virittima aliavaruus:

span{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} = {a;(1,0,0) + a»(0,1,0),a3(0,0,1) | aj,az,a3 € R}

3
={(a1,a2,a3) | ai,az,a3 € R} =R".

Tutkitaan, miltd ndyttivit avaruuden R* aliavaruuden
span{(1,0,-2,5), (0,-1,4,0), (0,0,0,1)}

alkiot. Maaritelman mukaan

span{(1,0,-2,5),(0,-1,4,0),(0,0,0,1)}
={a1(1,0,-2,5) +a»(0,-1,4,0) + a3(0,0,0,1) | a1, az,a3 € R}
={(a1, 0, —2ay, 5a;) + (0, —ay, 4az, 0) + (0, 0, 0, a3) | a1,az,a3z € R}

={(ay, —ap, —2a; +4ay, Sa; +a3) | a1, az,as € R}.
Aliavaruuden span{(1,0,-2,2), (0,-1,4,5),(0,0,0, 1)} alkiot ovat siis muotoa

(al, —aj, —2611 +4a2, 5a1 +a3),

missa ai, ap,as € R.

Joukko W = {(4a; —2ay, 3a1 —ay, 5a;+as) | a1, ar € R} on erdiden avaruuden R?
vektorien virittima aliavaruus. Etsitdén tille aliavaruudelle virittdjavektorit. Toimitaan

muuten samoin kuin esimerkissd 5.3.5, mutta kddnnetddn paéttelyn suunta:

W = {(4a) — 2az, 3a; — az, 5a1 + az) | a1, a> € R}
={(4ay,3ay,5a) + (—2ay,—az,az) | aj,a; € R}
={a1(4,3,5) +ax(-2,-1,1) | aj,a; € R}
= span{(4,3,5),(-2,-1,1)}.

Kyseessi on siis vektorien (4, 3,5) ja (=2, —1, 1) virittima aliavaruus. Se on origon
kautta kulkeva taso.

Toisinaan kaikkia virittdjavektoreita ei tarvita aliavaruuden virittdmiseen. Virittdjavek-
torien joukossa voi siis olla turhia vektoreita. Tutkitaan vektoreiden (1,0,0), (0, 1,0)
ja (1,1,0) virittamad aliavaruutta span{(1,0,0), (0, 1,0), (1,1,0)}. Ensinnikin vektorit
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(1,0,0) ja (0, 1,0) virittavat xy-tason. Kun joukkon lisdtdian lineaarikombinaatiot, joissa
on mukana myos (1, 1, 0), ei aikaiseksi saada mitddn uutta, silli myos (1, 1,0) on samassa

Xy-tasossa.

Seuraava lause osoittaa, ettd jos jokin virittdjavektori on toisten virittdjavektoreiden line-

aarikombinaatio, se voidaan pudottaa pois virittdjivektoreiden joukosta.

Oletetaan, ettd vi,vp,...,v;y € R" ja lisdksi ettd w on vektoreiden vy, vo,..., Vg
lineaarikombinaatio. Talloin

span{vy, Vo, ..., Vi, W} = span{vy, va,..., Vi }.

Todistus. ”C”: Oletetaan, ettd v € span{vy,..., Vg, w}. Nyt on olemassa reaalilukuker-

toimet ay, ..., a,a, € R, joille pitee
v=a1vi+: --+apvy +a,w.

Toisaalta koska w on vektoreiden vy, ..., v, lineaarikombinaatio, on olemassa toiset re-

aalilukukertoimet cq, . .., cx € R, joille pitee
W=cC1Vy+: -+ CiVg.
Sijoitetaan tdima ensimmaiseen yhtdloon, jolloin saadaan

V=aiVvi +---+aka+aW(6‘1V1 +---+Cka)

=aivy+---+ayvg+aycivy +---+a,CrVg

(a1 + awcl)vl + -+ (ak + awck)vk.
Téstd nahdddn, ettd v € span{vy, ..., vt }, joten

span{vy,..., Vg, W} C span{vy,..., Vi }.

”2”: Todistuksen toinen osa jétetddn harjoitustehtiviksi. O
Tarkastellaan vektoreiden (-1, 0, -3), (=6, 1,—1) ja (0, 1, 2) virittimia aliavaruutta
span{(-1,0,-3), (-2,-2,-10), (0, 1,2)}.

Koska
(-2,-2,-10) =2(-1,0,-3) - 2(0, 1,2),
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voidaan vektori (-2, —2, —10) jattad pois virittdjien joukosta. Toisin sanoen

span{(-1,0,-3), (-2,-2,-10), (-5, 1,2)) = span{(-1,0,-3), (-5, 1,2)}.

Seuraavassa esimerkissi tutkitaan, kuinka aliavaruudet ovat pienempid vektoriavaruuksia

toisten vektoriavaruuksien sisdssa.

Tarkastellaan aliavaruutta
W =span{(-2,—-1)} = {t(-2,-1) | t € R}.

Kyseessi on origon kautta kulkeva suora.

Tutkitaan, mitd tapahtuu, kun kaksi aliavaruuden W alkiota lasketaan yhteen. Olete-
taan, ettd v, w € W. Till6in on olemassa sellaiset reaaliluvut a ja b, etti v = a(-2, —1)
jaw = b(-2,-1). Ndhdian, ettd

v+w=a(=2,-1)+b(=2,-1) = (a +b)(=2,-1),

missd a + b € R. Havaitaan, ettd summa v + w on vektorin (—2,—1) skalaarimo-
nikerta, joten se on aliavaruuden W alkio. Jos lasketaan yhteen mitké tahansa kaksi
aliavaruuden W = span{(-2, —1)} alkiota, on tuloksena siis edelleen aliavaruuden W
alkio.

Tarkastellaan sitten aliavaruuden alkioiden skalaarimonikertoja. Oletetaan, ettiu € W

ja k € R. Talloin on olemassa ¢ € R, jolle pitee u = ¢(-2, —1). Huomataan, ettd
ka =k(c(-2,-1)) = (kc)(-2,-1),

missd k¢ € R. Havaitaan, ettd vektori ku voidaan kirjoittaa vektorin (-2, —1) skalaa-
rimonikertana, joten ku € W. Kaikkien aliavaruuden W = span{(-2, —1)) alkioiden

skalaarimonikerrat ovat siis edelleen aliavaruuden W alkioita.

Tavallaan suora W = span{(—2, —1)} on oma pieni vektoriavaruutensa avaruuden R>
sisdssd: kun suoran W = span{(—2, —1)} alkioita lasketaan yhteen tai niitd kerrotaan
reaaliluvuilla, on tuloksena edelleen aliavaruuden W alkio (ks. kuva 5.3.3). Sama

patee origon kautta kulkeviin tasoihin.
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5 S =span((—2,-1))

b+

Y

Kuva 5.3.3. Suoran W = span{ (-2, —1)} alkioiden v ja w summa v + w on suoran W
alkio.

Edella tehdyt havainnot voidaan yleistdd minkd tahansa vektoreiden virittimalle aliava-
ruudelle. Jos aliavaruuden kaksi vektoria lasketaan yhteen, on summa edelleen aliavaruu-
dessa. Samoin aliavaruuden vektoreiden skalaarimonikerrat ovat aliavaruudessa. Lisaksi

nollavektori kuuluu aina aliavaruuteen.

Oletetaan, ettd vi,...,v; € R". Olkoon W = span{vy,...,v;}. Tilloin seuraavat

véitteet patevit:

1. Josu,we W, niinu+w e W.
2. Joswe WijaceR,niincw e W.

3. 0e W.

Todistus. Osoitetaan kohta 1 ja jatetddn loput kohdat harjoitustehtiviksi. Oletetaan, ettd
u,w € W. Nytu = ayvy +--- + ayvg joillakin ay,...,ary € Rjaw = byvi +--- +
byvy joillakin by, ..., b; € R. Osoitetaan, ettd summa u + w on aliavaruuden W alkio.

Huomataan, ettd

u+w=(avi+---+apvg) + (b1vi+---+bypvy)

= (a1 + bl)Vl + -+ (ak + bk)Vk.
Koska u + w on vektoreiden vy, v, . . ., Vi lineaarikombinaatio, piteeu +w € W. L]

Téssd materiaalissa kisiteltiin vain vektorien virittimid aliavaruuksia, jotka ovat lineaari-
kombinaatioista muodostuvia joukkoja. Ne ovat erikoistapaus yleisemmasti aliavaruuden
kisitteestd. Vektoriavaruuden osajoukko W on kyseisen vektoriavaruuden aliavaruus, jos

sille patevit seuraavat ehdot:

1.0eWw
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2. w+u € W kaikillaw,u e W

3. rwe Wkaikillar e Rjawe W.

Avaruuden R” tapauksessa kisitteilld ei ole eroa: jokainen aliavaruus on vektorien virit-
tdma aliavaruus. Kun vektoriavaruuden késitettd yleistetdan muihinkin kuin avaruuksiin

R”", 10ytyy aliavaruuksia, jotka eivdt mink&én dérellisen vektorijoukon virittdmid.

# Tiivistelma

* Vektorit virittidvit avaruuden, jos jokainen avaruuden vektori voidaan ilmaista
niiden lineaarikombinaationa. Epimuodollisesti sanottuna tdmai tarkoittaa sita,

ettd vektoreilla piésee jokaiseen avaruuden pisteeseen.
e Jos vektorit eivat viritd koko avaruutta, ne virittavat aliavaruuden.

« Avaruuden R? aliavaruuksia ovat origon kautta kulkevat suorat ja tasot, joukko
{0} seki koko avaruus R3.

5.4 Lineaarinen riippumattomuus

1. Martyn leijulautaa pystyy ohjaamaan suuntavektoreilla (4, —2) ja (2, —1). Min-
ne kaikkialle Marty pédasee kulkemaan laudallaan? Jos toinen suuntavektoreista
lakkaa toimimasta, miten se vaikuttaa sithen, minne kaikkialle Marty voi pais-
ta?

2. Jasminin taikamattoa pystyy ohjaamaan suuntavektoreilla (2,0, 0), (0,0, —1)
ja (2,0, —1). Onko jokin suuntavektoreista turha? Toisin sanoen, voiko Jasmin
jattdd jonkin suuntavektoreista pois ja padsta silti kaikkiin samoihin paikkoihin

kuin mihin hén paédsee kolmella vektorilla?

Lineaarista riippumattomuutta kisitelldadn videossa “Lineaarikombinaatiot, aliavaruus,

kantavektorit”.

Edelllisessé luvussa kasiteltiin vektoreiden virittdmié aliavaruuksia. Aliavaruudessa ovat
kaikki ne pisteet, joihin virittdjavektoreilla voi pééstd. Joskus osa virittdjavektoreista on
turhia. Lauseen 5.3.7 perusteella tiedetdin, ettd jos jokin virittdjavektori on toisten viritti-

javektorien lineaarikombinaatio, se ei tuota aliavaruuteen mitidin uutta. Esimerkiksi
span{(0,2, 1), (-1,-1,0), (2,0, 1)} = span{(0,2, 1), (-1,-1,0)},

silla
(-2,0,1)=(0,2,1) +2(-1,-1,0).


https://www.youtube.com/watch?v=ZAHvr32txtc&t=326s
https://www.youtube.com/watch?v=ZAHvr32txtc&t=326s
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Usein ollaan kiinnostuneita sellaisista virittdjdjoukoista, jotka ovat minimaalisia, eikd niis-
sd ole yhtdan ylimaaraisia vektoreita. Tallaisia virittdjid kutsutaan lineaarisesti riippumat-
tomiksi. Vektorijoukkoa tarkasteltaessa on kuitenkin tyolédstd tarkistaa, onko jokin vekto-
reista toisten lineaarikombinaatio. Tétd varten pitdisi kdyda ldpi yksitellen kaikki joukon
vektorit ja tarkistaa, ovatko ne toisten lineaarikombinaatioita. Siksi lineaariselle riippu-
mattomuudelle on valittu hiukan erilainen mutta yhtipitiva miaritelmai, jota on helpompi

kayttdd. Ryhdytddn tutustumaan tahdn mairitelméin.

Jasmin haastaa Aladdinin kisaan. Tehtdvina on ldhted kotipalatsilta ja palata samaan
paikkaan. Ehtona on, ettid kutakin suuntavektoria saa kayttii vain kerran maton ohjaa-
miseen. (Yhdelld vektorilla saa kuitenkin aina kulkea niin pitkin matkan kuin haluaa.)
Jasminin taikamatossa on suuntavektorit (2,0, 0), (0,0, -1) ja (0,-2,0). Aladdinin
taikamatossa on suuntavektorit (0,2, 1), (-1,-1,0), (=2,0, 1).

1. Kirjoita yhtélo, joka vastaa sitd, ettd Jasmin ldhtee kotipalatsilta, kdyttdd kutakin
suuntavektoria kerran maton ohjaamiseen ja palaa takaisin kotipalatsille.

2. Onnistuuko Jasminin matka?

3. Enté onnistuuko Aladdin tekeméédn saman?

4. Ovatko Jasminin suuntavektorit lineaarisesti riippumattomia? Entd Aladdinin?

Jos virittdjavektoreiden joukossa on turhia vektoreita, tarkoittaa se, ettd joihinkin ava-
ruuden pisteisiin pééstddn usealla eri tavalla. Esimerkiksi virittdjavektorien (0,2, 1),
(-1,-1,0) ja (=2,0, 1) joukossa on turha vektori. Nyt nollavektorin voi kirjoittaa usealla

eri tavalla niiden lineaarikombinaationa:
0=(0,2,1)+2(-1,-1,0) - (-2,0,1)

ja

0=0(0,2,1) +0(-1,-1,0) = 0(-2,0,1).
Jos taas virittdjavektorien joukossa ei ole turhia vektoreita, paéstiin jokaiseen avaruuden
pisteeseen vain yhdelld tavalla. Téalloin my0Os nollavektori saadaan aikaiseksi ainoastaan
niin, ettd jokaisen virittdjdvektorin kertoimena on nolla. Epimuodollisesti timén voi il-
maista niin, ettd jos vektoreilla yrittdd kulkea lenkin, joka palaa takaisin ldhtopisteeseen,
sen voi toteuttaa ainoastaan pysymaélla paikallaan.

Virittdgjavektorien joukossa ei ole turhia vektoreita ainoastaan siind tapauksessa, ettd nol-
lavektorin voi kirjoittaa niiden lineaarikombinaationa ainoastaan yhdelld tavalla. Otetaan

tama lineaarisen riippumattomuuden mééritelmaksi.
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Maaritelma 5.4.3

Avaruuden R” vektorit vy, v, . . ., V¢ ovat lineaarisesti riippumattomia toisistaan, jos
yhtélolla
X1V1 + X2V + - -+ Xp Vi = 0

on tdsmilleen yksi ratkaisu x; = 0,xp = 0,...,x; = 0. (Tassd tuntemattomat

X1, ...,X; ovat reaalilukuja.)

Jos vektorit eivit ole lineaarisesti riippumattomia, sanotaan, ettd ne ovat lineaarisesti

riippuvia toisistaan.

Lineaarisesta riippumattomuuden ohella kéytetddn toisinaan my0s ilmaisua vapaa. Jos
vektorit vy, ..., Vv, ovat lineaarisesti riippumattomia, sanotaan, ettd niiden muodostama
jono (vy,..., V) on vapaa. Jos vektorit eivit ole lineaarisesti riippumattomia, sanotaan,

ettd jono on sidottu.

Mairitelméssda mainitulla yhtalolld x;vy + xovp + -« - + xxvx = 0 on aina ratkaisu x; =
0,xp = 0,...,xx = 0, olivat vektorit lineaarisesti riippumattomia tai ei. Tama on yhta-
16n niin kutsuttu triviaaliratkaisu, joka on aina olemassa. Lineaarisesti riippumattomien
vektoreiden erityisominaisuus on siis se, ettd yhtilolld ei ole mitidin muita ratkaisuja kuin

triviaaliratkaisu.

Merkitdan vy = (1,2) ja vp = (=3, —1). Tutkitaan, ovatko vektorit v; ja v;) lineaari-

sesti riippumattomia.

Tarkastellaan yhtdlod xivy + xovo = 0, missd x1,x; € R. Toisin sanoen tutkittava
yhtélo on
xl(l, 2) +x2(_37 _1) = (O’ 0)

eli
X1 — 3)62 =0
2)61 - X2 = 0.
Ratkaistaan téstd x| ja xp:

1 =3(0| gy2r, [1 =30 try |1 =3|0| g3z, |1 00

— — —

2 -10 0 50 0 10 010

Ainoa ratkaisu on x; = 0 ja x, = 0. Vektorit v; ja v, ovat siis lineaarisesti riippumat-
tomia (ks. kuva 5.4.1).
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Kuva 5.4.1. Vektorit vy ja v, ovat lineaarisesti riippumattomia.

Merkitddn e; = (1,0) ja ey = (0, 1). Tutkitaan, ovatko avaruuden R2 vektorit e; jaer

lineaarisesti riippumattomia. Tarkastellaan siis yhtaloa
xX1€; + x2€er = 0,

missd x1,xy € R. Toisin sanoen ratkaistava yhtdlé on x;(1,0) + x»(0,1) = (0,0).
Yhtélon vasen puoli sievenee muotoon x; (1, 0)+x2(0, 1) = (x1,0)+(0,x2) = (x1,x2).
Tutkittavana onkin itse asiassa yhtdlo (x1, x2) = (0, 0). Tamén ainoa ratkaisu onx; = 0

ja xo = 0. Néin on osoitettu, ettd vektorit e; ja e, ovat lineaarisesti riippumattomia.

Kuva 5.4.2. Vektorit e| ja e, ovat lineaarisesti riippumattomia.

Kun vektoreita osoitetaan lineaarisesti riippuviksi, ei vélttimatta tarvitse ratkaista
yhtdléryhmaa. Toisinaan on nimittdin helppo nidhdi, minkélaisten kertoimien avulla

lineaarikombinaatiosta muodostuu nollavektori.

Merkitdaan wy = (2, 1) ja wp = (—4, —2). Huomataan, etta

2wy +wy = (4,2) + (-4,-2) = 0.
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Koska vektorien w; ja w, lineaarikombinaatio on nollavektori, vaikka kertoimet eivéit

ole nollia, vektorit w; ja w, ovat madritelmén nojalla lineaarisesti riippuvia.

Merkitddn v = (1,2), vo = (-3,-1) ja v3 = (-1, 1). Tutkitaan, ovatko vektorit vy,
v, ja v3 lineaarisesti riippumattomia vai riippuvia. Tarkastellaan yhtaloa

X1V] +X2Vy +X3V3 = 0,

missd x1, xp € R. Talloin
x1(1,2) +x2(=3,-1) + x3(—=1,1) = (0,0)

eli komponenteittain
{xl — 3XQ — X3 = 0

2)61 — X2 +X3 =0.

Ratkaistaan téstd x1, xp ja x3:
1 -3 —1|0]| gy—2r, |1l -3 -1][0] irR |1 -3 —-1|0
—> —>
2 -1 110 0O 5 310 0O 1 3/5|0
Ri+3R, |1 0 4/5]0
_) .
01 3/5|0

Huomataan, ettid yhtdaloryhmailld on darettomén monta ratkaisua:

x1 =—(4/5)t

x2 =—(3/5)t misséd ¢ € R.

X3 =1,
Niin ollen x; = 0, x» = 0, x3 = 0 e1 ole ainoa ratkaisu. Voidaan valita esimerkiksi

t =5, jolloin x; = —4 jax, = —3 jax3 = 5. Talloin —4v; — 3v, + 5v3 = 0. Vektorit vy,
V7 ja v3 ovat siis lineaarisesti riippuvia. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 5.4.3




132

Kuva 5.4.3. Vektorit vy, vo ja v3 ovat lineaarisesti riippuvia.

Mairitelmédn mukaan vektoritvy, vo, . . ., v; ovatlineaarisesti riippumattomia, jos yhtalolla
X1V] + XV + -+ XV = 0

on tismdlleen yksi ratkaisu x; = 0,x =0, ..., x; = 0. Ndéin ollen lineaarisen riippumat-

tomuuden ehdon voi kirjoittaa myds muodossa
X1V + X2V + -+ x; Vg =0, josjavainjos x; =0,x=0,...,x; =0.

Jos kuitenkin x; = 0,x2 =0, ..., x; =0, niin x;{ vy + x2V2 + - - - + x; vV, = 0. Ekvivalenssin
toinen suunta on siis aina totta. Siksi lineaarisen riippumattomuuden méaaritelméa voidaan

lyhentii seuraavanlaiseen muotoon:
Jjos x1vi+xovo+ -+ x;vp =0, niin x; =0,x=0,...,x; =0.

Téllaista muotoilua on kateva kéyttdd esimerkiksi todistuksissa, joissa ei kisitelld kon-
kreettisia vektoreita.

Kahden vektorin tapauksessa lineaarinen riippumattomuus on helppo tarkistaa. Rittdd

tutkia, ovatko vektorit yhdensuuntaisia.

Oletetaan, ettd v,w € R” ja kumpikaan vektoreista ei ole nollavektori. Tdlloin v ja w

ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos ne eivit ole yhdensuuntaisia.

Todistus. Todistus jdtetddn harjoitustehtiviksi. [

Luvun alussa kuvailtiin lineaarisen riippumattomuuden ideaa usealla eri tavalla. Osoite-
taan nyt tuloksia, jotka ilmaisevat samat asiat tismallisesti. Aiemmin todetiin, etta lineaa-

risesti riippumattomien vektorien joukossa ei ole turhia vektoreita. Tama huomio siséltyy
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seuraavaan lauseeseen, jonka mukaan vektorit ovat lineaarisesti riippuvia, jos ja vain jos

jokin vektoreista voidaan ilmaista toisten lineaarikombinaationa.

Oletetaan, ettd vi,va,...,vy € R" ja k > 2. Vektorit v, Vv, ..., Vv, ovat lineaari-
sesti riippuvia, jos ja vain jos jollakin j € {1,2,...,k} vektori v; on vektoreiden

Vi,...,Vj—1,Vj4l, . .., Vi lineaarikombinaatio.

Todistus. Muotoa ”jos ja vain jos” oleva viite todistetaan kahdessa osassa. Ensin oletetaan
vditteen ensimmaisen osan olevan totta ja osoitetaan, ettd tdlloin jalkimmaéinen osa pétee.
Tatd todistuksen vaihetta merkitiddn usein symbolilla ”=". Sitten oletetaan jilkimmaisen
osan olevan totta ja osoitetaan, etti ensimmadinen osa pitee. Tatd todistuksen vaihetta

merkitidin symbolilla ”«<". Ryhdytiin todistamaan viitetta.

=" Oletetaan, ettd vektorit vi, va, ..., vV, ovat lineaarisesti riippuvia. On siis olemassa

reaaliluvut cy, . . ., cg, joilla pitee
CiV1+CovVp+ -+ CrVi = 0,

jalisdksi ¢; # 0 jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt

CjVj=—C1VL === Cj-1Vj-1 = Cj+1Vj41l — =+ = Ck Vg
ja edelleen
1 ¢j-1 Cj+l Ck
V]- = ——.Vl —_ e — _'Vj—l — _.Vj+1 —_ e — _'Vk-
€j Cj €j Cj

Siis v; on vektoreiden Vi, ...,V;_1, V1, ..., Vk lineaarikombinaatio.

”&": Oletetaan sitten, ettd v; on vektoreiden vy, ..., V;_1, V41, ..., V; lineaarikombinaa-
tio jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt on olemassa sellaiset c1,...,cj_1,Cj41,...,ck € R,
etta

Vi=cC1Vi+:-+Cj1Vj_1 +Cjy1Vj41 + -+ CpVi.

Tasta seuraa, ettd
O=civi+---+ Cj-1Vj-1+ (—1)Vj +Cjp1Vj1 + 0+ Cp Vi

Koska kerroin —1 ei ole nolla, vektorit vi, vo, . . ., v; ovat lineaarisesti riippuvia. O]

Tarkastellaan vektoriavaruuden R3 vektoreita v; = (1,-1,0), v = (1,1,0), v3 =
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(0,0,2) javy = (3,—1,0). Niilla patee muun muassa
2vi+va +0vz —v4 =(2,-2,0)+ (1,1,0) + (0,0,0) — (3,-1,0) = (0,0,0),

joten vektorit vy, Vo, V3 ja v4 ovat lineaarisesti riippuvia. Edellisen lauseen perus-
teella jokin vektoreista voidaan kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa. Y1ld olevasta
yhtélostd ndhddédnkin, etti

Vo = —2V| + V4.

Kaikkia vektoreita ei kuitenkaan vilttamaittd voida kirjoittaa toisten lineaarikombi-

naationa. Esimerkiksi ei ole olemassa sellaisia lukuja a, b ja c, ettd pitisi

V3 =av) + sz + CV4.

(Tamin tasméllinen todistaminen jatetddn lukijalle.)

Luvun alussa todettiin, ettd lineaarinen riippumattomuus tarkoittaa sitd, ettid aliavaruuden
vektorit voidaan kirjoittaa virittdjavektoreiden lineaarikombinaatioina vain yhdelld tavalla.

Osoitetaan tima viite.

Jos vektorit vy, v, ..., Vv, ovat lineaarisesti riippumattomia, niiden virittdmin ali-
avaruuden span{vy, vo, ..., vy} alkiot voidaan kirjoittaa tdsmilleen yhdelléd tavalla

virittdjavektorien vy, vo, . . ., V¢ lineaarikombinaatioina.

Todistus. Oletetaan, ettd vektorit vy, v, ..., v ovat lineaarisesti riippumattomia. Merki-
taan W = span{vy, v, ..., Vi }. Osoitetaan, ettd jokainen aliavaruuden W alkio voidaan

kirjoittaa tdsmélleen yhdelli tavalla virittdjavektorien vy, . . ., v lineaarikombinaationa.

Ensinndkin aliavaruuen maééritelmén perusteella jokainen aliavaruuden W alkio voidaan
kirjoittaa virittdjavektorien vy, v, . . ., vx lineaarikombinaationa. Osoitetaan, ettd vektorit

voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa vain yhdelld tavalla.

Oletetaan, ettd alkio w € W voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa
W=aiVy+---+aiyvg (5.4.1)

ja lineaarikombinaationa
W=bVi+---+bpvy (5.4.2)

joillakin ay,...,ar,by,...,by € R.Nyta;vy+---+agvy = bvy +---+ byvg, joten

alvl+--~+Clka—(b1V1+~~-+kak):0.
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Vektorien yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun ominaisuuksien perusteella pitee
(a1 =bi)vi+--+(ax = bp)vk = 0.

Vektorit v, vo, ..., v ovat lineaarisesti riippumattomia oletuksen nojalla, joten ylli ole-
vasta yhtalosté seuraa, ettd kaikki kertoimet ovat nollia: a; —by =0, ..., ar — by = 0. Siten
ay = by,...,a; = by. Niin ollen tutkitut lineaarikombinaatiot (5.4.1) ja (5.4.2) ovatkin
itse asiassa samanlaiset (niissd on samat kertoimet). Siksi vektoria w ei voida kirjoittaa

usealla eri tavalla virittdjdvektoreiden lineaarikombinaationa. [

Oletetaan, ettd vy, vp,...,V, € R™ missdi n € {1,2,...}. Jos n > m, niin vektorit

Vi, V2,...,V, ovat lineaarisesti riippuvia.

Todistus. Merkitdaan vy = (vig, vak, ..., Vi) kaikilla k € {1, ...,n}. Nyt yhtdloa
X1V + X2V + -+ X,V, = 0

vastaavaksi yhtdloryhméksi saadaan

ViIX]+vipxo+-c+vipx, = 0
V21X1 + VX + -+ VX, = 0
VilX1 ¥ VX + -+ vonX, = 0.

Téssd homogeenisessa yhtdloryhméssid on enemmén tuntemattomia kuin yhtéloitd. Siten
yhtdloryhmaélld on lauseen 4.4.15 nojalla ddrettomén monta ratkaisua. Koska 16ytyy muita-

kin ratkaisuja kuin triviaaliratkaisu, vektorit v, vo, . . ., v, ovat lineaarisesti riippuvia. [

R Tiivistelma

* Vektorit v, vp, ..., Vv, € R" ova lineaarisesti riippumattomia, jos nollavektori
voidaan kirjoittaa niiden lineaarikombinaationa vain yhdelld tavalla.

* Jos aliavaruuden virittdjat ovat lineaarisesti riippumattomia, joukossa ei ole
turhia virittdjia.
» Vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos mikdin vektoreista ei

ole toisten lineaarikombinaatio.
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5.5 Kanta ja dimensio

Jos avaruuden virittdjavektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, niitd kutsutaan avaruuden
kannaksi. Kantan vektorit muodostavat ihanteellisen virittdjavektorien joukon, silld niiden
joukossa ei ole turhia virittdjid ja siksi jokainen avaruuden vektori voidaan kirjoittaa

kannan vektorien lineaarikombinaationa tdsmélleen yhdelld tavalla.

Maaritelma 5.5.1

Olkoot vy, vy, ...,v, € R". Vektorijoukko {vy, vz, ..., Vvi} on vektoriavaruuden R”"

kanta, jos seuraavat ehdot patevit:

1. vektorit vy, vy, . .., Vi virittavit avaruuden R”.

2. vektorit v, v, ..., vt ovat lineaarisesti riippumattomia.

Viritysti kasittelevian luvun alussa osoitettiin, ettd vektorit e; = (1,0) jae, = (0, 1)
virittivit avaruuden R?. Vektorit e; ja e, ovat lisiksi lineaarisesti riippumattomia
esimerkin 5.4.5 perusteella. Siten {e;, e} on avaruuden R? kanta.

Vastaavasti avaruudella R” on kanta

{e1,e2,...,€,}.

Tassd e; = (0,...,0,1,0,...,0), missd luku 1 on vektorin i:s komponentti. Kantaa
kutsutaan avaruuden R” luonnolliseksi kannaksi. Tassa materiaalissa vektoriavaruu-

den R" luonnollista kantaa merkitdan symbolilla &,,.

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorit muodostavat avaruuden kannan, jos ja vain jos ava-
ruuden vektorit voidaan kirjoittaa niiden lineaarikombinaatioina tdsmélleen yhdelli taval-
la. Kannan mééritelméssa on kaksi ehtoa, joista ensimmainen koskee virittimisté ja toinen
lineaarista riippumattomuutta. Virittdminen on yhtdpitdvad sen kanssa, ettd avaruuden
vektorit voidaan kirjoittaa annettujen vektoreiden lineaarikombinaatioina. Lineaarinen
riippumattomuus puolestaan on yhtdpitdvad sen kanssa, ettd avaruuden vektorit voidaan

kirjoittaa annettujen vektorien lineaarikombinaatioina tdsmdlleen yhdelld tavalla.

Joukko {vy, v, ..., v} on vektoriavaruuden R"” kanta, jos ja vain jos jokainen avaruu-
den R" vektori voidaan kirjoittaa tismélleen yhdelld tavalla vektoreiden vy, v, . .., Vi

lineaarikombinaationa.
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Todistus. ”="": Oletetaan, ettd {vy, va, ..., V¢ } on vektoriavaruuden R” kanta. Nyt
R" = span{vy,Vva,...,Vi}.

Lisidksi vektorit vy, vo, . .., Vi ovat lineaarisesti riippumattomia. Siten lauseen 5.4.11 pe-
rusteella jokainen avaruuden R vektori voidaan kirjoittaa tismdilleen yhdelld tavalla

vektoreiden vy, v, . . ., vV, lineaarikombinaationa.

”<": Oletetaan sitten, ettd jokainen avaruuden R” vektori voidaan kirjoittaa tismélleen
yhdelld tavalla vektorien vy, vy, ..., Vv, lineaarikombinaationa. Osoitetaan, ettd joukko

{V1, V2, ...,V } onavaruuden R” kanta.

Koska avaruuden R" vektorit voidaan kirjoittaa vektorien vy, v, ..., v, lineaarikombi-

naationa, virittivit vektorit vy, vo, . . ., v avaruuden R”.

On vield osoitettava, ettd vektorit vy, vo, ..., V; ovat lineaarisesti riippumattomia. Sitéd
varten tutkitaan yhtalod

X1V1 + X2V + -+ Xp Vi = 0,

missax; =0, ...,x; € R. Tiedetddn, ettd ainakin
OV] +0V2+'~~+0Vk =0.

Koska nollavektori 0 on vektoriavaruuden R” alkio, se voidaan oletuksen mukaan kir-
joittaa virittdjavektorien lineaarikombinaationa tasmélleen yhdelld tavalla. Siksi pitee
x1=0,...,x; = 0. Siis vektorit vi, v, ..., V; ovat lineaarisesti riippumattomia. O]

Kannan mairitelmii kaytettdessi tiytyy tarkistaa kaksi ehtoa, virittiminen ja lineaarinen
riippumattomuus. Niissd molemmissa muodostetaan yhtdaloryhmin, jonka kertoimet ovat
samat. Talloin tullaan tehneeksi yliméaardistd tyotd. Lausetta 5.5.3 kéytettdessd puolestaan
tarvitsee tarkistaa vain yksi ehto, joka yhdistdi virittimisen ja lineaarisen riippumatto-

muuden.

Merkitddan wi = (2,—1), wo = (1, 3). Osoitetaan lauseen 5.5.3 avulla, ettd {w, w}
on avaruuden R? kanta. Oletetaan, ettd v € R2. Ratkaistaan yhtdld x;w; + xowp = v
eli yhtdlo x1(2, —1) + x2(1,3) = (vq, v2). Sitd vastaa yhtdloryhméa

2xX1+x3 =V

—X1 + 3)62 = V).
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Kun yhtiloryhmin matriisia muokataan alkeisrivitoimituksilla, saadaan matriisi

1 -3 —V2

0 7|vi+2v

Koska tdssd porrasmatriisissa ei ole yhtédlod, joka on epitosi, ja jokaisessa sarakkees-
sa viivan vasemmalla puolella on johtava alkio, yhtdloryhmalld on tdsmilleen yksi
ratkaisu riippumatta vektorista v € R2.

Siten jokainen avaruuden R? vektori voidaan kirjoittaa vektorien w; ja w, lineaa-
rikombinaationa tismilleen yhdelld tavalla. Niin ollen {w;, w>} on avaruuden R?
kanta.

Aliavaruuden kanta

Samalla tavalla kuin vektoriavaruudelle méériteltiin kanta voidaan mééritelld kanta aliava-
ruudelle. Aiempi kannan kisite on uuden méiritelmén erikoistapaus, silld koko avaruus

R on aina itsensd aliavaruus.

Maaritelma 5.5.5

Oletetaan, ettd W on vektoriavaruuden R” aliavaruus ja ettd wi, wp, ..., wx € W.
Joukko {w, Wy, ..., W} on aliavaruuden W kanta, jos seuraavat ehdot patevit:

1. vektorit wy, Wo, . . ., Wy virittavit aliavaruuden W

2. vektorit wi, wo, . . ., Wi ovat lineaarisesti riippumattomia.

Tutkitaan avaruuden R> aliavaruutta W = span{(3,9, =3), (1,5, 1)} ja etsitiin sille
kanta. Vektorit (3,9,-3) ja (1,5,1) virittdvdt avaruuden W. Lisdksi ndméa kaksi
vektoria ovat lineaarisesti riippumattomia, silld ne eivit ole yhdensuuntaisia (ks. lause
5.4.8). Siten vektorit (3,9, -3) ja (1,5, 1) muodostavat aliavaruuden W kannan.

Etsitddn aliavaruudelle W = span{((3, -1, 5), (2, 1, 3), (0, -5, 1)} kanta. Aloitetaan
tutkimalla, sattuvatko annetut virittdjavektorit muodostamaan kannan. Titd varten

tiytyy tutkia, ovatko ne lineaarisesti riippumattomia. Tarkastellaan siis yhtaloa

X1 (3’ _175) +x2(2’ 1,3) +x3(0’ _5’ 1) = (O’ O, 0)7 (551)
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missd x1, x2, x3 € R. Yhtdlostd saadaan yhtdloryhmi, jota vastaa matriisi

32 0/0
-1 1 -5|0].
53 10

Tastd saadaan alkeisrivitoimituksilla matriisi

I -1 510
0 1 -3]0
0 0 010

Porrasmatriisista nihdaén, ettd yhtiloryhmalld on ddrettomén monta ratkaisua, joten
vektorit (3,—-1,5), (2,1,3) ja (0, -5, 1) eivit ole lineaarisesti riippumattomia. Siten

ne eiviat muodosta kantaa aliavaruudelle.

Matriisin avulla voidaan kuitenkin 10ytda erds aliavaruuden kanta. Muuttuja x3 on
vapaa, joten sen arvo voidaan valita vapaasti, ja valinta maardd muuttujien x; ja x;
arvot. Siispd yhtilossd (5.5.1) voi kerroin x3 saada minki tahansa arvon, esimerkiksi

arvon 1. Talloin saadaan yhtilo

a1(3,-1,5) +a»(2,1,3) + (0,-5,1) = (0,0,0),
missd a; ja ap ovat joitakin reaalilukuja. Téstd seuraa edelleen, ettd (0,—5,1) =
—aj (3, _1, 5) - Cl2(2, 1, 3)

Nyt tiedetddn, ettd (0, —5, 1) on toisten virittdjavektorien lineaarikombinaatio, joten

lauseen 5.3.7 perusteella
W =span{(3,-1,5),(2,1,3)}.

Koska vektorit (3,—1,5) ja (2, 1, 3) eivit ole yhdensuuntaisia, ne ovat lineaarisesti
riippumattomat lauseen 5.4.8 nojalla. Siten {(3,-1,5), (2, 1,3)} on aliavaruuden W

kanta.

Samaa menetelmaa kayttiden voidaan aina l0ytaa vektorien virittdmaélle aliavaruudelle

kanta.

Avaruudella voi olla monta erilaista kantaa. Esimerkiksi avaruudella R2 on luonnollinen
kanta {(1,0), (0, 1)}, mutta edellisessd esimerkissd nihtiin, ettd myos {(2,—1), (1,3)} on
avaruuden RZ kanta. Huomataan, etti kummassakin kannassa on sama mairi vektoreita.

Seuraava lause osoittaa, ettd jokaisessa avaruuden kannassa on aina sama maira vektoreita.
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Oletetaan, ettd W on vektoriavaruuden R” aliavaruus. Jokaisessa aliavaruuden W

kannassa on yhtd monta vektoria.

Todistus. Oletetaan, ettd 8 = {vy,...,v;} jaC = {wy,..., W} ovat molemmat aliava-
ruuden W kantoja. Pyritddn osoittamaan, ettd j = k. Tehddédn se osoittamalla, ettd muut
vaihtoehdot j < k ja k < j johtavat ristiriitaan.

Oletetaan, ettd j < k. Tarkastellaan yhtdloa
XI1W1+ -+ X Wi =0. (5.5.2)

Koska 8 on aliavaruuden W kanta, voidaan kaikki kannan C vektorit kirjoittaa kannan 8

vektorien lineaarikombinaatioina:

Wi =aj1vyt+apvy+--- +a1jvj

Wy =ajp vy +ax»vy +--- +Cl2jVj

Wi =ar1Vi+agpvy+--- +aijj

joillakin ayy,...,ar; € R. Sijoittamalla nima yhtdloon (5.5.2) muodostuu yhtapitiva
yhtélo
xl(allvl +apvy+---+ alej) +x2(a21V1 +ax»vy+---+ azjVj)

+-~+xk(ak1V1 +ak2V2+'~+aijj) :0,

josta saadaan edelleen ryhmittelemalld

(x1a11 +x2a01 + - -+ xpag1)vi + (x1ap + x2a20 + - - - + Xpap2)va

+~--+(x1a1j +x2612j+---+xkakj)vj =0.

Joukko B = (vi,...,V;) on kanta, joten sen vektorit ovat lineaarisesti riippumaton. Siten

edellinen yhtilo toteutuu, jos ja vain jos kaikki kertoimet ovat nollia:

xX1aip +xan1 + -+ xpag1 = 0

X1aip +xpax + -+ XxXpagy = 0
<

xXiayj+xpax; +---+xpag; = 0

Kyseessd on homogeeninen yhtidloryhma, jossa tuntemattomien méédrda k on suurempi

kuin yhtdloiden méara j. Lauseen 4.4.15 mukaan yhtdloryhmaélld on muitakin ratkaisuja
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kuin triviaaliratkaisu x; = 0,...,x; = 0. Siis joukon C = {wy,..., W} vektorit ovat

lineaarisesti riippuvia. TAma on ristiriita, silld C on aliavaruuden W kanta.

Tapaus j > k kisitellddn vastaavasti. Talloinkin paddytdén ristiriitaan. Taytyy siis pited
Jj=k. [

Dimensio

Lukijalla on todennikoisesti jonkinlainen kdsitys siitd, mitd ulottuvuudella eli dimensiolla
tarkoitetaan. Esimerkiksi avaruus R? on kaksiulotteinen. Samoin kaikki avaruuden R3
tasot ovat kaksiulotteisia. Avaruus R> puolestaan on kolmiulotteinen. Suorat taas ovat

yksiulotteisia.

Dimensio madritellddn tasmallisesti kannan avulla: avaruuden dimensio on sen kannassa

olevien vektorien lukumaara.

Maaritelma 5.5.9

Avaruuden dimensio on avaruuden kannan vektorien lukumaara.

Jos avaruuden dimensio on n, sanotaan, ettd avaruus on n-ulotteinen. Sovitaan, etti ava-

ruuden {0} dimensio on nolla.

Tutkitaan vektoriavaruuden R aliavaruutta S = span{(3, 9, —3)}. Tilli aliavaruudella
on kanta {(3,9, —3)}. Koska kannassa on yksi verktori, aliavaruuden S dimensio on
madritelmédn mukaan yksi. Aliavaruus S on suora, joten esimerkistd nidhdéén, ettd

suoran dimensio on yksi. Suora on siis yksiulotteinen aliavaruus.

Esimerkissi 5.5.6 tutkittiin vektoriavaruuden R3 aliavaruutta
W =span{(3,9,-3),(1,5,1).}

Esimerkissd nihtiin, ettd aliavaruudella W on kanta {(3,9, -3), (1,5, 1)}. Tassd kan-
nassa kaksi vektoria, joten aliavaruuden W dimensio on kaksi. Aliavaruus W on taso,
joten esimerkitd nihdéén, ettd tason dimensio on kaksi. Taso on siis kaksiulotteinen

aliavaruus.

Avaruudella R3 on luonnollinen kanta, jonka vektorit ovate; = (1,0,0), e, = (0, 1,0)
ja ez = (0,0, 1). Siten mddritelmian mukaan avaruuden R3 dimensio on kolme, eli

avaruus on kolmiulotteinen. Yleisesti esimerkin 5.5.2 perusteella vektoriavaruudella
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R on aina luonnollinen kanta

{er, ez, ...,e,}.

Tassd kannassa on n vektoria. Siten avaruuden R” dimensio on #n, eli R" on n-

ulotteinen.

Dimension méiiritteleminen ei ole aivan suoraviivaista, silld yhdelld avaruudella voi olla
monta erilaista kantaa. Periaatteessa eri kannoissa voisi olla eri maird vektoreita, eiki
silloin olisi selvdd, miké niistd miérdisi avaruuden dimension. Lauseen 5.5.8 perusteella
kuitenkin tiedetddn, ettd jokaisessa kannassa on aina yhtd monta vektoria. Siten dimension

madritelma on jarkeva.

Tutkitaan vield tapausta, jossa aliavaruuden kanta ei ole sama kuin virittdjavektorien

joukko.

Miiritetdin avaruuden R aliavaruuden
W =span{((1,3,-1),(-3,-9,3)}

dimensio. Vektorit (1,3,-1) ja (-3,-9,3) kyllékin virittdvdt avaruuden W, mut-
ta ne eiviat muodosta aliavaruuden kantaa. Huomataan nimittéin, ettd 3(1,3,—1) =
(=3, -9, 3), joten vektorit ovat yhdensuuntaisia ja siksi ne eivit lauseen 5.4.8 mukaan

ole lineaarisesti riippumattomia kuten kantavektorien pitéisi olla.

Koska toinen virittdjavektori on ensimmaiisen skalaarimonikerta, lauseen 5.3.7 nojalla
W= Span{(l, 3a _1)a (_3a _97 3)} = Span{(l’ 3’ _1)}

Yksi nollavektorista poikkeava vektori on lineaarisesti riippumaton. Niin ollen ali-

avaruuden W kannan muodostaa vektori (1,3, —1), joten dim(W) = 1.

Koordinaatit

Jasmin lentdd taikamatollaan. Hin ohjaa mattoaan suuntavektoreilla v; = (0,2, —1),
vy = (1,2,0) ja vy = (1,0,2). Jasmin pitdd kirjaa matkoistaan. Jotta kirjoittamista

olisi mahdollisimman védhén, Jasmin listaa vain kdytetyt vektorimaarit.

1. Matkapaivikirjassa on matka -5, 3, 1. Mihin pisteeseen Jasmin matkusti?
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2. Jasmin matkustaa pisteeseen (10, 10, 10). Mitd hén kirjoittaa matkapaivikir-
jaansa?

Kun avaruuden vektori kirjoitetaan kannan vektorien lineaarikombinaationa, kertoimia

kutsutaan vektorin koordinaateiksi.

Maaritelma 5.5.13

Oletetaan, ettd 8 = {vy,..., vy} on aliavaruuden W kanta. Oletetaan, etti u € W.
Vektorin u koordinaateiksi kannan B suhteen kutsutaan reaalilukuja by, . . ., by, joilla

u:b1V1+---+kak.

Vektorin koordinaatit jonkin tietyn kannan suhteen ovat yksikasitteiset, silld vektori voi-
daan lauseen 5.5.3 mukaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla kannan alkioiden lineaarikom-
binaationa. Vektorilla on siis kunkin tietyn kannan suhteen vain yhdet koordinaatit. Eri

kantojen suhteen saman vektorin koordinaatit voivat tietenkin olla erilaisia.

Luonnollisen kannan suhteen koordinaatit on helppo maarittaa. Esimerkiksi vektorin
a = (-1, —4) koordinaatit avaruuden R? luonnollisen kannan &, = {e;, e,} suhteen
ovat —1 ja —4,sillia = (-1,-4) = (-1)(1,0) + (—4)(0,1) = (-1)e; + (—4)e;.

Tutkitaan sitten eréisti toista avaruuden R? kantaa. Merkitddn v; = (1,-2), vp =
(=2,1). Nyt 8 = {v, v} on avaruuden R? kanta, mink osoittaminen jitetizn luki-
jalle. Médritetdan vektorin a = (—1, —4) koordinaatit kannan $ suhteen. On ratkais-

tava yhtdlo a = x1v| + xpv; eli yhtdlo
(_1, _4) = x1(19 _2) +x2(_2, 1)

Tastd yhtalostd saadaan tuttuun tapaan yhtdloryhma, jonka ratkaisuksi paljastuu x; =
3, xo = 2. Niin ollen a = 3v; + 2v; eli vektorin a koordinaatit kannan 8 suhteen ovat
3ja2 (ks. kuva 5.5.1).
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v

301

209

Kuva 5.5.1. Vektori a = (-1, —4) ilmaistuna kannan B = {vy, Vo } vektoreiden line-
aarikombinaationa. Vektorin koordinaatit kannan B suhteen ovat 3 ja 2.

Vektorin a = (-1, —4) koordinaatteja kannan 8 = {v{, v} suhteen on havainnollis-
tettu kuvassa 5.5.1. Jotta padstddn pisteeseen (—1, —4) on mentdva 3 ruutua vektorin
v suuntaan ja 2 ruutua vektorin v, suuntaan. Siten vektorin a = (—1, —4) koordinaatit

kannan B suhteen ovat 3 ja 2.

Kun kidytetdin jotakin muuta kuin luonnollista kantaa, viddntyy koordinaatisto vinoon.
Kuvassa 5.5.2 vasemmalla vektori a on piirretty luonnollista kantaa &, = {e,e;}
vastaavaan tavalliseen koordinaatistoon ja oikealla kantaa 8 = {v;, vo} vastaavaan

koordinaatistoon.

s

—4ey

Kuva 5.5.2. Vektori a luonnollisen kannan &, mddrddmdssd koordinaatistossa ja
kannan B mddrddmdssd koordinaatistossa. Kun kdytetddn jotakin muuta kuin luon-
nollista kantaa, vddntyy koordinaatisto vinoon.

Koordinaattien tapauksessa jérjestys on tirked. Koordinaatit luetellaan samassa jarjestyk-
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sessd kuin kannan vektorit. Palataan vield edelliseen esimerkkiin, jossa tutkittiin kantaa
B = {vy, vy} edellisessd esimerkissi vektori, jonka koordinaatit kannan $ suhteen ovat 2
ja—=3,0on

2vy —3vp, =2(1,-2) = 3(-2,1) = (8,-7).

Vektori, jonka koordinaatit kannan 8 suhteen ovat —3 ja 2, on puolestaan
=3vy +2vy = -3(1,-2) +2(-2,1) = (-5, 8).

Se, missi jarjestyksessd koordinaatit listataan, on siis oleellista.

Kanta on tissd materiaalissa méadritelty joukkona. Tarkalleen ottaen joukkojen tapauksessa
alkioiden jdrjestykselld ei ole vilid. Kannan tapauksessa kuitenkin ajatellaan, ettd kannan
alkioilla on tietty jdrjestys, jotta koordinaateista puhuminen on mahdollista.

Video ”Change of basis” kisittelee vektorien esittdmisti eri kantojen suhteen. Videon alku
kisittelee timén alaluvun asioita, ja loppupuolella kisitellddn kurssin ulkopuolelle jaavaa

aihetta, kannanvaihtomatriiseja.

# Tiivistelma

* Avaruuden kanta on vektorijoukko, jonka vektorit on lineaarisesti riippumatto-

mia ja virittdvit avaruuden.

* Jokainen avaruuden vektori voidaan kirjoittaa tismélleen yhdelld tavalla kanta-
vektoreiden lineaarikombinaationa. Téitd ominaisuutta voi kdyttdé, kun todistaa
vektorijoukon kannaksi.

¢ Avaruuden ulottuvuus eli dimensio on sen kantavektoreiden lukumaara.
* Suoran dimensio on yksi ja tason kaksi.

* Vektorin u koordinaatit jonkin kannan suhteen ovat ne skalaarikertoimet, joilla

kannan vektoreista voi muodostaa vektorin u.

5.6 Sarake- ja nolla-avaruuden kanta ja dimensio

Aiemmin mdidriteltiin matriisin sarake- ja nolla-avaruudet. Matriisin A sarakeavaruus on
joukko
R(A) ={y € R" | y = Ax jollakin x € R"}

ja nolla-avaruus joukko
N(A) = {x e R" | Ax = 0}.

Tdhdn mennessd sarake- ja nolla-avaruutta on sovellettu yhtilonratkaisussa. Aliavaruuk-

sien, kantojen ja dimensioiden teoria tarjoaa uutta tietoa sarake- ja nolla-avaruuksista ja


https://www.youtube.com/watch?v=P2LTAUO1TdA
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sitd kautta yhtdlonratkaisusta.

Aiemmin todettiin, ettd matriisin A sarakeavaruus koostuu kaikista sarakkeidenaj, as, . . ., a,
lineaarikombinaatioista. Tasti seuraa, ettd sarakeavaruus on sarakkeiden virittima aliava-

ruus eli
R(A) = span{aj,ay,...,a,}.

Lauseen 5.3.9 perusteella saadaan seuraava tulos.

Olkoon A m X n-matriisi. Talloin sarakeavaruudelle R(A) patevit seuraavat ehdot:
1. v+w e R(A) kaikillav,w € R(A)
2. ¢cv e R(A) kaikillac e Rjav € R(A)
3. 0 e R(A).

Toisin sanoen R(A) on avaruuden R™ aliavaruus. Sama tulos voidaan osoittaa nolla-

avaruudelle.

Olkoon A m X n-matriisi. Tall6in nolla-avaruudelle N (A) pitevit seuraavat ehdot:
I. v+we N(A) kaikillav,w € N(A)
2. cve N(A) kaikillac e Rjav € N(A)
3.0 N(A).

Todistus. Todistus jitetddn harjoitustehtavaksi. 0

Lineaaristen yhtdloryhmien tapauksessa todettiin, ettd niilld on joko tdsmélleen yksi, yh-
tddn tai ddrettomaisti ratkaisuja. Lineaarinen yhtdloryhmé voidaan muuttaa matrisiiyhté-

10ksi. Talloin vaite voidaan todistaa nolla-avaruuden kasitteen avulla.

Olkoon A m X n-matriisi, sekd b avaruuden R™ vektori. Télloin tdsmélleen yksi

seuraavista vditteistd on voimassa yhtélolle Ax = b.

1. Yhtilolld ei ole ratkaisuja.

2. Yhtdlolla on tasmaélleen yksi ratkaisu.

3. Yhtalolla on darettoman monta ratkaisua.
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Todistus. Riittdd osoittaa, ettd ratkaisujen l0ytyessa niitd on joko yksi tai ddreton maara.

Oletetaan, ettd xy on erds yhtidlon ratkaisu. Nyt on kaksi vaihtoehtoa: joko matriisin
N (A) = {0} tai nolla-avaruudessa on muitakin vektoreita kuin nollavektori. Ensimmai-
sessd tapauksessa homogeenisen yhtdlon Ax = 0 ainoa ratkaisu on 0, joten yhtdlon Ax = b
ratkaisuksi saadaan xg + 0 = x¢. Yhtdlolla on siis yksikasitteinen ratkaisu. Jalkimmaisessa
tapauksessa nolla-avaruudesta 16ydetédédn vektori y # 0. Koska N (A) on aliavaruus, pitee
ry € N(A) kaikillar € R. Taten jokainen vektori X +ry, missda r € R, on yhtdlén Ax = b

ratkaisu. Yhtalolla on siis adrettOméan monta ratkaisua. L]

Tdmén luvun lopussa osoitetaan, ettd sarake- ja nolla-avaruuksien dimensiot liittyvat

toisiinsa. Tdmén todistamiseen tarvitaan tietoa sarake- ja nolla-avaruuksien kannoista.

Seuraava lause osoittaa, ettd matrisiin redusoitu porrasmuoto kertoo, mitkad matriisin sa-
rakkeista muodostavat sarake-avaruuden kannnan. Todistus mukailee aiempaa esimerkkia

5.5.7, jossa itse asiassa tultiin etsineeksi kanta sarakeavaruudelle.

Erds matriisin A sarakeavaruuden R(A) kanta muodostuu niistd matriisin A sarak-

keista, joissa on johtavat alkiot redusoidussa porrasmuodossa.

Todistus. Olkoot vy, va, ..., V; matriisin A ne sarakevektorit, joiden kohdille johtavat yk-
koset sijoittuvat redusoidussa porrasmuodossa rref(A). Osoitetaan, ettd ne muodostavat
sarakeavaruuden kannan. On siis osoitettava, ettid vektorit ovat lineaarisesti riippumaatto-

mia ja virittdvat sarakeavaruuden.

Lineaarisen riippumattomuuden osoittamiseksi tutkitaan yhtdloryhmai
Vi Vo --- Vk‘()].

Koska redusoitussa porrasmuodossa vektoreiden vy, v, . . ., v kohdille sijoittuvat ykko-
set, on jokaisessa sarakkeessa johtava alkio. Siten yhtdloryhmilla on tismaélleen yksi

ratkaisu. Tastd seuraa, ettd vektorit vi, vo, ..., v, ovat lineaarisesti riippumattomat.

Osoitetaan sitten, ettd vektorit vy, vo, ..., v, virittdvit sarakeavaruuden. Oletetaan, ettd

up, up,...,u; ovat loput matriisin A sarakkeista. Osoitetaan, etti ne ovat vektoreiden

V1, V2, ..., Vi lineaarikombinaatioita. Yhtidloryhmalla
Vi Vo -+ Vg ‘llj]
on ratkaisu kaikilla j € {1,2,...,[} aivan kuten edelldkin. Ndin ollen lauseen 5.3.7 nojalla

span{vy, vy, ..., Vi, u;} = span{vy, v, ..., Vi }.
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Samaan tapaan jatkamalla saadaan
span{vy, vy, ..., Vi, U, Uy, ..., W} =span{vy, va,..., Vi }.

KoskaR(A) = span{vy, vy, ..., Vi, U, Uy, ..., U },onosoitettu, ettd vektorit vy, v, . .
virittavit sarakeavaruuden.

Ndin ollen vektorit vq, v, . . ., v muodostavat sarakeavaruuden kannan.

Seuraava esimerkki osoittaa, kuinka nolla-avaruuden kannan voi 10ytaa.

., Vi

Etsitdan kanta matriisin

1 220
A=
1 -2 11
nolla-avaruudelle. On siis ratkaistava yhtdloryhmi Ax = 0. Kirjoitetaan yhtdloryhméa
kokonaismatriisina
1 2200
1 -2 1 1|0

Kun matriisia muokataan alkeisrivimuuunnoksilla, saadaan matriisi

1o 1o
01 % -1/0
Tastd nahdidn, ettd yhtdloryhmaén ratkaisu on
x1=-3/2)t—-(1/2)s
xy = (1/4)t + (1/4)s -
X missd £, s € R.
X3 =1
X4 =S,
Vektorimuodossa kirjoitettuna ratkaisu on
23] [on]
2 2
-1 1
x=1| *|l+s| *],
1 0
0 1

missd t,s € R. Huomaa, ettd ratkaisussa ndkyvid vektoreita on yhtd monta kuin
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vapaita muuttujia.

Nyt tiedetddn, ettd
N(A) = span{(-3/2,-1/4,1,0), (-1/2,1/4,0,1)}.

Koska vektorit (-3/2,—-1/4,1,0) ja (—=1/2,1/4,0, 1) ovat lineaarisesti riippumatto-
mia, ne muodostavat nolla-avaruuden kannan. Huomaa, etti lineaarinen riippumat-

tomuus seuraa siité, ettd kussakin vektorissa on yksi, ja muissa vektoreissa samassa

kohtaa on nolla.

Esimerkissi esitetty strategia patee yleisesti mille tahansa matriisille. Tulosta ei kuitenkaan
todisteta tdsmallisesti tdssd materiaalissa teknisyytensd vuoksi.

Tiivistettynd matriisin A nolla- ja sarakeavaruuksien kannat voidaan 10ytda seuraavasti:

1. Etsi matriisin A redusoitu porrasmuoto rref(A).

2. Valitse matriisista A ne sarakkeet, joiden kohdalle matriisissa rref(A) sijoittuu
johtava alkio. Namai pystyvektorit muodostavat sarakeavaruuden R(A) kannan.

3. Etsiredusoidun porrasmuodon avulla homogeenisen yhtdlon Ax = 0 ratkaisu ja esita
se vektoreiden lineaarikombinaationa. Lineaarikombinaation vektorit muodostavat

nolla-avaruuden N (A) kannan.

1 2 4 2
Tutkitaan matriisia A = | 2 3 1 —1| ja etsitdén avaruuksille R(A) ja N(A)
-1 -1 3 3

kannat.

Matriisin A redusoitu porrasmuoto on

1 0 -10 -8
0 1 7 5
00 0 O

Koska johtavat alkiot ovat kahdessa ensimmaisessi sarakkeessa, erds sarakeavaruuden
R(A) kanta on
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Redusoidusta porrasmuodosta ndhddin myos, ettd homogeenisen yhtdloryhmin Ax =
0 ratkaisu on

x1 =10z + 8s
Xo =Tt —15s
X3 =1
X4 =5,

missd 7, s € R. Vektorimuodossa kirjoitettuna ratkaisu on

X1 10 8
X2 -7 -5
=t +s 5
X3 1 0
X4 0 1

joten erds nolla-avaruuden N (A) kanta on

10 8

=7 |=9
H (-

1 0

0 1

Matriisin aste kertoo, kuinka monta johtavaa alkiota on matriisin redusoidussa porras-

muodossa. Taman vuoksi matriisin aste on sama kuin sarakeavaruuden dimensio.

Olkoon A matriisi. Matriisin aste rank(A) on sarakeavaruuden dimesio. Toisin sanoen
rank(A) = dim(R(A)).

Todistus. Matriisin A sarakeavaruuden kanta saadaan valitsemalla matriisista A ne sa-
rakkeet, joita redusoidussa porrasmuodossa vastaa johtava alkio. Kannassa on siis yhta
monta vektoria kuin redusoidussa porrasmuodossa johtavia alkiota. Avaruuden dimensio
on kannan vektorien lukumiird ja matriisin aste puolestaan on johtavien alkioiden lu-
kumééra redusoidussa porrasmuodossa. Siten sarakeavaruuden dimensio ja matriisin aste

ovat samat. O]

Esimerkissd 5.6.6 sarakeavaruuden kannassa oli kaksi vektoria, joten dim R(A) = 2. Siis
rank(A) = 2. Toisaalta esimerkin perusteella dim N(A) = 2. Koska sarakeavaruuden
kantaan valitaan ne sarakkeet, joiden kohdalle tulee vapaa muuttuja, ja nolla-avaruuden
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kantaan puolestaan valikoituu yhtd monta vektoria kuin on vapaita muuttujia, on néi-
den kahden kannan vektorien yhteenlaskettu lukumiird sama kuin matriisin sarakkeiden

lukumaara.

Edellinen huomio on ilmaistu matriisien dimensiolauseessa, joka liittda yhteen sarakea-

varuuden dimension eli matriisin asteen ja nolla-avaruuden dimension.

Jos A on m X n-matriisi, niin dim(N'(A)) + rank(A) = n.

Nyt voidaan laajentaa kddntyvien matriisien lausetta 4.6.6 uusilla kohdilla.

Oletetaan, ettd A on n X n-neliomatriisi. Seuraavat ehdot ovat yhtéipitivia:

(S

. Matriisi A on kddntyva.

Yhtilolla Ax = b on tdsmaélleen yksi ratkaisu kaikilla b € R”.

Yhtdlollda Ax = 0 on vain triviaali ratkaisu x = 0.

Matriisi A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa.

Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

Matriisi A ei ole riviekvivalentti minkdin nollarivin sisidltdvan matriisin kanssa.
rank(A) = n.

Matriisin A nolla-avaruuden dimensio on nolla, eli N'(A) = {0}.

L~

Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.

Todistus. Ensimmadiset kuusi kohtaa on jo osoitettu yhtépitdviksi, joten riittdd osoittaa,
ettd loput kohdat ovat ndiden kanssa yhtipitivid. Tehdddn tamai todistamalla ekvivalenssi
7 < 8 ja implikaatioketju

4=7=9=4.

7 & 8: Dimensiolauseen 5.6.8 nojalla rank(A) + dim N'(A) = n, joten rank(A) = n jos ja
vain jos dim N'(A) = 0. Kohdat 7 ja 8 ovat siis yhtdpitaviit.

4 = 7: Oletetaan, ettd A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa. Talloin rref(A) = 1.
Koska matriisissa rref (A) on n johtavaa alkiota, on lauseen 5.6.4 perusteella matriisin A

sarakeavaruuden dimensio 7. Niin ollen lauseen 5.6.7 nojalla rank(A) = n.

7 = 9: Oletetaan, ettid rank(A) = n. Tilloin lauseen 5.6.7 nojalla matriisin A sarakeava-

ruuden dimensio on n, joten sarakeavaruuden kannassa on n vektoria. Kantaan kuuluvat
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siis kaikki matriisin A sarakkeet. Siten matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumat-

tomia.

9 = 4: Oletetaan, matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. Talloin ne muo-
dostavat sarakeavaruuden kannan. Lauseen 5.6.4 perusteella jokaisessa matriisin rref(A)
sarakkeessa on johtava alkio. Toisaalta rref(A) on neliomatriisi ja redusoitu porrasmat-
riisi. Ainoa vaihtoehto on, ettd rref(A) = I. Siten A on riviekvivalentti ykkosmatriisin

kanssa. L]
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6. DETERMINANTTI JA OMINAISARVOT

6.1 Pienten matriisien determinantit

Katso video "Determinantti”.

Neliomatriisille voidaan laskea luku, joka kertoo muun muassa, onko matriisi kdantyvi vai
ei. Tata lukua kutsutaan matriisin determinantiksi. Determinantilla on monia sovelluksia,

mutta tdssd yhteydessi tarkastelemme erityisesti sen yhteyttd matriisin kdantyvyyteen.

Determinantteihin tutustuttiin jo aiemmin 2 X 2-matriisin determinantin méaritelmén yh-
teydessd. Tdssd luvussa madritelmé laajennetaan koskemaan kaikkia neliomatriiseja. Tar-
kastellaan ensin pienten matriisien determinantteja ja esitetddn sitten yleinen determinantin

madritelma. Determinantti voidaan laskea vain neliomatriisille.

Palautetaan mieleen, ettd matriisin

determinantti on det(A) = ad — bc. Determinanttia voi merkitd myds pystyviivojen avulla:

a
det(A) =

C

Madritetdin sitten 3 X 3-matrisiin determinantti. TAiméa tapahtuu pienempien, niin kutsut-

tujen alidetermianttien avulla. Matriisin

a, ap aj
B = b] bz b3

¢l €2 (3


https://www.youtube.com/watch?v=NtTkEAnDQCs
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determinantti on

by b by b by b
det(B) = a; 2 : —aj : : + aj3 ! 2 .
Cc2 (3 c1 C3 c1 C2

Kukin alideterminantti saadaan poistamalla alkuperdisestd matriisista se rivi ja sarake,
jolla alideterminantin edessé oleva kerroin sijaitsee.

Matriisin
2 3 8
N=[(-4 5 9
0 -7 -8
determinantti on
2 3 8
5 9 -4 9 -4 5
det(N)=|—4 5 9|=2 -3 +8
-7 -8 0 -8 0 -7
0 -7 -8
=2-5-(-8)-9-(-7)-3-(-4-(-8)-9-0)+8-(-4-(-7)-5-0)
= 174.
f“ Tiivistelma

* Neliomatriisille voidaan laskea determinantti, joka on matriisin alkioiden pe-

rusteella médrityva reaaliluku.

6.2 Determinantin yleinen maaritelma ja kehityskaavat

Madritellddn seuraavaksi determinantti yleisesti kaikille neliomatriiseille. Determinantin
maééritelmén voi kirjoittaa monessa erilaisessa muodossa. Tdhdn lukuun on valittu erés
melko yksinkertainen médritelmi. Kaikki luvussa esitellyt tulokset voitaisiin johtaa vali-
tusta médritelmaistd, mutta useimmat todistukset olisivat niin tyolditd, ettd niistd tyydytiddn
antamaan vain perusidea. Kaytettdessd hieman kehittyneempid mééritelmid monet todis-

tukset helpottuisivat huomattavasti, mutta itse mairitelmén esittdminen olisi tyoladmpaa.

Yleinen méadritelma mukailee tapaa, jolla laskettiin 3 X 3-matriisin determinantti.
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Maaritelma 6.2.1

Olkoon A jokin n X n -matriisi. Merkitidin

al ap - din

azr 4z - Ay
A=

apl dp2 - Apn

Jos n =1, niin det(A) = a;;. Jos taas n > 1, niin

n

det(A) = Z(—I)Hjau det(Ay;),

J=1

missd Aj; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla ensimméinen rivi ja j:s
sarake.

Miiritelmissi olevat kertoimet a ; otetaan matriisin ensimmadiselté riviltd. Sanotaan, ettd
determinantti on talloin kehitetty ensimmdisen rivin suhteen. Yhtd hyvin voidaan kiyttaa

muita rivejd tai jopa muita sarakkeita.

Oletetaan, ettd A € R™", ja merkitddn A(i, j) = a;; kaikilla i, j € {1,...,n}.

1. Olkooni € {1,...,n}. Talloin
det(A) = Y (=1)"/a;; det(Ay),
j=1
missd A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessi on kehitys rivin i suhteen.
2. Olkoon j € {1,...,n}. Talloin

det(A) = Z(—l)i+jaij det(A;)),
i=1

missd A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessi on kehitys sarakkeen j suhteen.

Todistus. Hahmotellaan todistuksen ideaa. Lause voidaan todistaa tarkastelemalla, mil-

laiseen lausekkeeseen madritelmén 6.2.1 kehityskaava lopulta johtaa. Syntyvi lauseke on
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summa tuloista

a1k, A2k, * " Ank,,s

missd ki, ..., k, ovat sarakkeiden indeksit jossakin jdrjestyksessd. Esimerkiksi tyypin

3 X 3 matriisin determinantin laskeminen johtaa niilld merkinndilld lausekkeeseen

ai11az2a33 + ajpaz3az) +ajzaz az — ag3aasz; — apaz1a33 — aj1azzas).

Kunkin termin etumerkki mééraytyy siitd, onko sarakkeiden jirjestys ky, ..., k, alkupe-
rdisen jirjestyksen 1,...,n niin sanottu parillinen vai pariton permutaatio. Tamén ha-
vainnon jilkeen on suoraviivaista tarkistaa, ettd jokainen kehityskaava johtaa itse asiassa
tasméilleen samaan lausekkeeseen. [

Kehityskaavojen etumerkkien vaihtelu (eli kaavoissa muotoa (—1)"*/ oleva kerroin) saa-
daan shakkilautaa muistuttavasta kuviosta

Matriisin tilalle ajatellaan plus- ja miinusmerkeistad koostuva ruudukko, jonka vasemmas-
sa yldkulmassa on plusmerkki. Jos matriisin alkion kohdalla on plusmerkki, tulee kehi-
tyskaavassa alkion eteen plusmerkki. Vastaavasti jos alkion kohdalla on miinusmerkki,
tulee kehityskaavaankin miinusmerkki. Kunkin alkion omaa etumerkkié ei myoskiin sovi

unohtaa.

Toisinaan voi sddstdd vaivaa, jos valitsee viisaasti rivin tai sarakkeen, jonka suhteen

determinantin kehittdd. Lasketaan matriisin

(1 2 3 4]
56 7 0
D =
00 -1 0
8§ 9 -4 -2
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determinantti kehittamalla se aluksi kolmannen rivin suhteen:

1 2 3 4
2 3 4 1 3 4
56 7 0
=06 7 0|-0-|15 7 o0
00 -1 0
9 —4 -2 8 —4 -2
8 9 —4 -2
1 2 4 12 3
+(-)-|5 6 0/-0-|15 6 7
8 9 -2 8 9 —4
1 2 4
=-156 0
8§ 9 -2

Saatu 3 x 3-determinantti voidaan kehittdd kolmannen sarakkeen suhteen:

12 4
56 12 1
-5 6 0|=-(4: -0- +(=2)-
8 9 8 9 56
8 9 -2

= —(4-(45-48)—0-2-(6-10)) = —(=12 -0 +8) = —(-4) = 4.

Siis det(D) = 4.

6.3 Determinantin ominaisuuksia

Kuten lauseessa 3.6.9 todettiin, determinantin merkitys nikyy siini, ettd se kertoo matriisin

kidntyvyydesta.

Oletetaan, ettd A on n X n -matriisi. Matriisi A on kddntyvi, jos ja vain jos det(A) # 0.

Lauseen todistus on esitetty tdmin luvun loppupuolella.
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Esimerkissa 6.1.1 saatiin matriisin

2 3 8
N=|-4 5 9
0 -7 -8

determinantiksi 174. Koska determinantti ei ole nolla, matriisi N on kédédntyva.

Tutkitaan, onko joukko {(2,1,-1), (0,1, -3), (-2, 1,-5)} avaruuden R3 kanta. Ky-
seessd on kanta, mikili jokainen vektori w € R3 voidaan ilmaista yksikisitteisesti
annettujen vektorien lineaarikombinaationa. Tutkittava yhtidloryhma voidaan ilmaista

matriisimuodossa yhtdlond Ax = w, missi

2 0 -2
A= 1 1 1
-1 -3 -5

Yhtdloryhmalld on yksikésitteinen ratkaisu, jos ja vain jos kerroinmatriisi A on kéén-
tyvé (lause 4.6.6). Toisaalta lauseen 6.3.1 nojalla A on kédéntyvé, jos ja vain jos sen
determinantti on nollasta poikkeava. Lasketaan determinantti:

2 0 -2
det(A)=] 1 1 1|=2(1-(=5)-1-(=3))-0-2(1-(=3)=1-(-1))
-1 -3 -5

=2.(=2)-2-(=2) =0.

Koska determinantti on 0, matriisi A ei ole kddntyva. Tastd syysta tutkittavan yhtalo-
ryhmaén ratkaisua ei ole olemassa tai se ei ole yksikésitteinen. Annettu vektorijoukko

el siis muodosta kantaa.

Determinantin merkitystd voidaan tulkita visuaalisesti kuvausten avulla. Jos matriisia
ajatellaan kuvauksena, determinantti kertoo, kuinka paljon kuvaus muuttaa kuvioiden
pinta-aloja. Jos matriisilla kuvaa tason yksikkoneliotd, tuloksena on suunnikas. Seuraavan

lauseen mukaan determinantin itseisarvo on tuon suunnikkaan pinta-ala.
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Oletetaan, etti A € R>*?. Tilloin |det(A)| on vektoreiden Ae; ja Ae, midrittimin

suunnikkaan pinta-ala.

Todistus. Oletetaan, ettd

A =
c d

2

missi a, b, c,d € R. Palautetaan mieleen, ettd e; = (1,0) ja e; = (0, 1). Matriisikerto-
laskun mééritelmian mukaan Ae; = (a, ¢) ja Ae, = (b, d). Ajatellaan tasoa R? tason R3
osajoukkona siten, ettd tason R? vektori (a, c) vastaa vektoria (a, ¢, 0) ja (b, d) vektoria
(b, d,0). Nyt voidaan hyodyntéa ristituloa suunnikkaan pinta-alan laskemiseen. Suunnik-

kaan pinta-ala on ristituloa késittelevian luvun perusteella

|(a,c,0) x (b,d,0)||=]|(c-0-0-d,0-b—-a-0,ad — cb)||
= |1(0,0, ad — cb)||
= V02 +02 + (ad — cb)?
= |lad — cb| = |det(A)]| .

]

Edellisen lauseen avulla voi hahmottaa uudella tavalla, miksi determinantti liittyy matriisin
kaantyvyyteen. Jos determinantti on nolla, matriisi kuvaa tason yksikkonelion suunnik-
kaaksi, jonka pinta-ala on nolla. Tuloksena on siis vain viiva. Téllaisessa kuvauksessa
eri vektorit kuvautuvat samaksi vektoriksi, joten kuvausta ei ole mahdollista peruuttaa.

Kuvauksella ei siis ole kdanteiskuvausta eikd matriisilla kddnteismatrisiia.

Kolmiulotteisessa avaruudessa yksikkokuutio kuvautuu matriisilla kuvattaessa suuntais-

sarmioksi. Tuon suuntaissarmion tilavuus on determinantin itseisarvo.

Oletetaan, etti A € R, Tilloin |det(A)| on vektoreiden Ae;, Ae; ja Aes miirittimin

suuntaissarmion tilavuus.

Todistus. Todistus jdtetddn harjoitustehtiviksi. [

Tarkastellaan seuraavaksi, miten determinantti suhtautuu matriisien alkeisrivimuunnok-
siin sekd laskutoimituksiin. Seuraavan tuloksen voi todistaa pienille matriiseille suoraan

laskemalla, ja yleisen tapauksen voi johtaa determinanttien kehityskaavoista.
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Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Jos matriisi B saadaan matriisista A

1. vaihtamalla kaksi rivid keskenéén, niin det(B) = — det(A).
2. kertomalla jokin rivinollasta poikkeavalla reaaliluvulla z, niindet(B) =t det(A).

3. lisddmalld johonkin riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla k£ kerrottuna, niin
det(B) = det(A).

Koska determinantit voidaan kehittdd yhtd hyvin sarakkeiden kuin rivienkin suhteen,

transponointi ei vaikuta matriisin determinanttiin:

Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Talloin det(AT) = det(A).

Lauseesta 6.3.7 seuraa, ettd determinantin sarakkeet kiyttiytyvit tismélleen samalla ta-

valla kuin sen rivit. Lauseesta 6.3.6 saadaan siis seuraavat muistisaannot:

1. Jos matriisin kaksi rivia (tai saraketta) vaihtaa keskenain, determinantin etumerkki

muuttuu:
3 27 1 6 0

I 6 0|=—|3 2 7|
584 584

2. Jos matriisin rivilld (tai sarakkeessa) kaikilla alkioilla on yhteinen nollasta poikkeava

tekijd, tuon yhteisen tekijdn voi ottaa determinantin eteen kertoimeksi:

1 6 0 1 30
32 7(=2-|13 1 7]
5 8 4 54 4

3. Jos matriisin riviin (tai sarakkeeseen) lisitddn jokin toinen rivi (tai sarake) vakiolla

kerrottuna, matriisin determinantti €1 muutu:

130 |1 30
31 7/=[0 -8 7|
54 4] |5 4 4

Lauseesta 6.3.6 seuraa myos, ettd joidenkin matriisien determinantti on helppo maarittaa.
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Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Talloin

1. jos matriisissa A on nollarivi (nollasarake), niin det(A) = 0
2. jos matriisissa A on kaksi samaa rivid (samaa saraketta), niin det(A) = 0

3. jos A on kolmiomatriisi eli kaikki lavistdjdn alapuoliset tai yldpuoliset alkiot

ovat nollia, niin matriisin A determinantti on livistdjdalkioiden tulo.

Todistus. Todistetaan vain rivejd koskevat viitteet. Sarakkeita koskevat viitteet voidaan
kisitelld samalla tavalla.

1. Kerrotaan matriisin nollarivi luvulla —1, jolloin matriisi ei muutu. Lauseen 6.3.6
mukaan pétee siis det(A) = —1 - det(A), josta seuraa, ettid det(A) = 0.
2. Vaihdetaan matriisin samanlaiset rivit keskenaén, jolloin matriisi el muutu. Lauseen

6.3.6 mukaan det(A) = —det(A), joten det(A) = 0.

3. Tulos ndhdéén suoraan kehittdmailld matriisi rivi riviltd alkaen ylimmadsti tai alim-

masta rivistd, jolla on vain yksi nollasta poikkeava alkio.

]

Edeltavii lauseita voidaan kiyttdd hyvaksi determinantin laskemisessa. Kun matriisi muu-
tetaan porrasmatriisiksi alkeisrivimuunnosten avulla, determinantti muuttuu lauseessa

6.3.6 kuvatulla tavalla. Porrasmatriisin determinantti voidaan puolestaan mairittdd lauseen
6.3.8 avulla.

Lasketaan matriisin

1 -2 0 1
-2 4 1 0
2 0 -2 1
3 2 -1 —5_

determinantti muuntamalla se vaiheittain porrasmatriisiksi. Tarvittavat alkeisrivi-
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muunnokset ovat seuraavat:
1 -2 0 1 1 -2 0 1 1 -2 0 1
-2 4 1 O|pr2r, |0 0 1 2| Rr2r, [0 0 1 2] Rg-3r,
— — —
2 0 -2 1 2 0 -2 1 0 4 -2 -1
3 2 -1 -5 3 2 -1 -5 3 2 -1 -5
1 -2 0 1 1 -2 0 1 1 -2 0 1
0 0 1 2|gr-2&1]0 0 1 2|pg-3%]|0 0 1 2| RyoR;
— — —
0 4 -2 -1 0 4 -2 -1 0 4 -2 -1
0 8 -1 -8 0 0 3 -6 0O 0 0 -12
1 -2 0 1
0 4 -2 -1
0 0 1 2
0 0 0 -12
Tuloksena on ylakolmiomatriisi, jonka determinantti on ldvistdjdalkioiden tulo eli tassi
tapauksessa —48. Lauseen 6.3.6 perusteella ainoastaan viimeinen alkeisrivimuunnos
muutti matriisin determinanttia, ja sekin aiheutti vain etumerkin muutoksen. Siispd
alkuperdisen matriisin determinantti oli 48.

Edellisten tulosten avulla voidaan nyt todistaa myos kddntyvian matriisin determinanttiin
liittyva lause 6.3.1. Tehddin se tarkastelemalla alkeisrivimuunnoksia.

Todistus. Osoitetaan, ettd neliomatriisi A on kédntyvé, jos ja vain jos det(A) # 0. Tie-
detdidn, ettd matriisi A on kédidntyva tdsmadlleen silloin, kun se voidaan muuttaa alkeis-
rivimuunnoksilla ykkdsmatriisiksi, muuten porrasmatriisiin tulee nollarivi (lause 4.6.6).
Lauseen 6.3.8 nojalla ykkosmatriisin determinantti on 1 ja nollarivin omaavan matrii-
sin determinantti on 0. Toisaalta lauseesta 6.3.6 seuraa, ettd jokainen alkeisrivimuunnos
sailyttad determinantin nollana tai nollasta poikkeavana sen mukaan, miti se oli alun pe-
rin. Taten matriisi A on kédéntyva tdsmadlleen silloin, kun sen determinantti on nollasta

poikkeava. [

Tarkastellaan vield matriisien laskutoimituksien vaikutusta determinanttiin.

Oletetaan, ettd A ja B ovat neliomatriiseja. Téalloin det(AB) = det(A) det(B).
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Todistus. Hahmotellaan todistuksen ideaa. Jos jompikumpi tai molemmat matriiseista A
ja B eivit ole kaantyvid, myoskdidn niiden tulo ei ole kddntyva. Tailloin viite pitee lauseen
6.3.1 nojalla. Oletetaan sitten, ettd A ja B ovat kiddntyvid ja kirjoitetaan ne alkeismatriisien
tuloina:

A=E,---E, ja B=F,--F,.

Lauseesta 6.3.6 seuraa, ettd jos E on alkeismatriisi, jokaiselle neliomatriisille M pétee
det(EM) = det(E) det(M).
Kayttdmalla titd havaintoa toistuvasti ylld esitettyihin tuloihin, ndhdéén, ettd
det(A) =det(E)) ---det(E,) ja det(B) =det(Fy)---det(Fy).
Toisaalta AB = Ey - -- E,F - - - F§, ja samalla tavoin kuin edelld saadaan
det(AB) = det(E)) - - -det(E,) - det(Fy) - - - det(Fy).

Viite seuraa tasti. ]

Oletetaan, ettd neliomatriisi A on kédédntyva. Talloin

1
det(A)’

det(A™!) =

Todistus. Oletuksen mukaan matriisi A on kiintyvi, joten silld on kidnteismatriisi A~!.

Edellisen lauseen nojalla pitee
det(A) det(A™!) = det(AA™Y) = det(]) = 1.

Toisaalta lauseen 6.3.1 mukaan det(A) # O, silld A on kddntyvi. Jakamalla puolittain
saadaan det(A~!) = 1/det(A). O

)7‘ Tiivistelma

* Matriisi on kddntyvi tdsmilleen siind tapauksessa, ettd sen determinantti ei ole
nolla.

* Determinantille pétee erilaisia laskusddntojd, joiden avulla determinanttien las-

kemista voidaan helpottaa.
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» Esimerkiksi tulon determinantti on determinanttien tulo ja kaidnteismatriisin

determinantti on determinantin kdanteisluku.

6.4 Ominaisarvon maaritelma

Tassé luvussa ryhdytéién kisitteleméddn ominaisarvoja ja -vektoreita. Voit aloittaa tutustu-
misen néihin késitteisiin katsomalla videota “Ominaisvektorit ja ominaisarvot”. Videon
loppupuolella késitelldin ominaisarvojen madrittimisti determinantin avulla seké diago-

nalisointia. Niihin perehdytdédn tarkemmin vasta myohemmissé luvuissa.

Kun erilld 2 x 2-matriisilla B kerrotaan tason R? vektoreita, ne peilautuvat pysty-
akselin suhteen (kuva 6.4.1).

v
v

Kuva 6.4.1. Matriisi B peilaa vektorit pysty-akselin suhteen.
Pohdi kuvan avulla seuraavia kysymyksii:

1. Mitkd vektorit pysyvit paikoillaan (eli tulevat kerrotuiksi skalaarilla 1), kun

niitd kerrotaan matriisilla B?

2. Mitka vektorit kuvautuvat vastavektoreikseen (eli tulevat kerrotuiksi skalaarilla

—1), kun niitd kerrotaan matriisilla B?

Erids kukkakasvi lisdéntyy siementen avulla. Jokainen kukinto tuottaa noin 100 sie-
menti. Seuraavana vuonna 50 % siemenistd itdd kukintokasveiksi ja 25 % siilyy sie-
meind seuraavaan vuoteen. Nima itimittomat siemenet voivat itdd vield seuraavana

vuonna. Kukintoja ei sdily seuraavalle vuodelle.



https://www.youtube.com/watch?v=x0hezTUwyWY
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0%

Kuva 6.4.2. Kasvin vuosittaista elinkiertoa kuvaava kaavio.

Kasvipopulaation tilaa jonakin tiettynd vuonna voidaan kuvata vektorilla x = (s, k),
missd s on siementen lukumiddrd ja k on kukintojen lukumiddrd. Esimerkiksi tila
(3000, 40) tarkoittaa, ettd populaatiossa on 3000 siementd ja 40 kukintoa. Toisaalta

populaation vuosittaista muutosta voidaan kuvata matriisilla

0,25 100
05 0

Jos jonakin vuonna populaation tila on x = (s, k), seuraavana vuonna se on

0,25 100{ s 0,25s + 100k
AX = =
0,5 0 k 0,5s

Seuraavan vuoden tila saadaan siis kertomalla matriisilla A.

1. Halutaan 16ytdd niin sanottu tasapainotila, josta populaation tila ei muutu seu-
raavana vuonna. Toisin sanoen on loydettava sellainen tila (s, k) ettd myos
seuraavana vuonna populaation tila on (s, k). Millaista yhtdloa on ryhdyttava

ratkomaan? (Yhtilo4d ei tarvitse ratkaista.)

2. Halutaan 16ytia tila, josta lahdettiessd populaation koko kaksinkertaistuu. Toi-
sin sanoen on 16ydettiva sellainen tila (s, k) ettd myds seuraavana vuonna seké
siemenii ettd kukintoja on kaksinkertainen miird. Millaista yhtidlod on ryhdyt-
tavd ratkomaan? (Yhtdloa ei tarvitse ratkaista.)

Matriisin ja vektorin kertolasku on melko monimutkainen operaatio, mutta toisinaan se

sievenee hyvin helppoon muotoon. Tutkitaan vaikkapa matriisia
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ja vektoria (1, 2). Niiden tulo on

2 4112 10

Toisin sanoen Av = 5v. Matriisilla A kertominen vastaa vektorin (1,2) tapauksessa
skalaarilla viisi kertomista. Sanotaan, ettd matriisilla A on ominaisarvo 5, johon liittyy
ominaisvektori (1,2).

Kaikilla vektoreilla kertolasku ei kuitenkaan saa ndin yksinkertaista muotoa. Esimerkiksi

1 2 1 -1
2 4| |-1| [-2|
joten vektori (1, —1) ei tule kerrotuksi luvulla 5 eikd milldéan muullakaan reaaliluvulla.

Matriisin ominaisarvoista puhutaan siis silloin, kun matriisilla kertominen vaikuttaa johon-
kin vektoriin samalla tavalla kuin skalaarilla kertominen. Tuo vektori on silloin matriisin

ominaisvektori ja vastaava skalaari on matriisin ominaisarvo.

Maaritelma 6.4.3

Oletetaan, ettd A on n X n -neliomatriisi. Luku 4 € R on matriisin A ominaisarvo, jos
on olemassa sellainen vektori v € R”, ettd

v#0 ja Av=Av.

Vektoria v, joka toteuttaa ylld mainitut ehdot, kutsutaan ominaisarvoon A liittyviksi

ominaisvektoriksi.

Edellinen mééiritelmd on sekd ominaisarvon ettd ominaisvektorin mééritelmi. Ominai-
sarvoa ei voida madritelld ilman ominaisvektoreita eikd ominaisvektoreista voida puhua

mainitsematta, mihin ominaisarvoon ne liittyvit.

Nollavektorin ei haluta olevan ominaisvektori, silld jos niin olisi, kaikki reaaliluvut olisivat

kaikkien matriisien ominaisarvoja, koska A0 = 10 kaikilla 4 € R.

Matriisilla

A=
I3

on ominaisarvo 4, johon liittyy ominaisvektori vi = (1, 1). Tama ndhdaén laskemalla
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matriisin A ja vektorin v tulo:

3 1((1 4 1
Av) = = =4 =4v;.
1 3|1 4 1

Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 6.4.3.

Samaa ominaisarvoa voi vastata useampi eri ominaisvektori. Esimerkiksi 3v; = (3, 3)

on my0s matriisin A ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori, silld

A(3V1) = 3(AV1) = 3(4V1) =12v| = 4(3V1).

Matriisilla A on ominaisarvon 4 lisdksi toinenkin ominaisarvo. Jos nimittdin valitaan

v, = (1,-1), saadaan

31 1 2 1
AV2 = = =) = 2V2.
I 3] (-1 =2 -1

Siten my0s luku 2 on matriisin A ominaisarvo ja vo = (1, —1) on yksi siihen liittyvi
ominaisvektori. (Matriisin ominaisarvot opetellaan etsiméin seuraavassa luvussa).
A a A ,

4 A’l_)l

i A7y
N

N N

Kuva 6.4.3. Vektori vi = (1,1) on matriisin A ominaisvektori, silli Avy = 4v,
on vektorin vy virittdimdlld suoralla. Samoin vektori vo = (1,—1) on matriisin A
ominaisvektori, silld Av, = 2v, on vektorin v, virittamdlld suoralla.

Kun matriisilla kertoo ominaisvektoria v, tuloksena on vektorin v skalaarimonikerta.

Toisin sanoen tulos on vektorin v virittimalla suoralla (ks. kuva 6.4.3).

Tutkitaan vield lopuksi, onko vektori w = (2, 1) matriisin A ominaisvektori.

Nahdéin, ettd Aw ei ole vektorin w skalaarimonikerta, joten w ei ole matriisin A
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ominaisvektori. Tatda on havainnollistettu kuvassa 6.4.4.

A A

Kuva 6.4.4. Vektori w = (2,1) ei ole matriisin A ominaisvektori, silli Aw ei ole
vektorin w virittdmdlld suoralla.

Kuten edellinen esimerkki osoittaa, matriisilla voi olla useampi kuin yksi ominaisarvo.
Kuhunkin ominaisarvoon liittyy useita ominaisvektoreita. Kaikkien tietyd ominaisarvoa
vastaavien ominaisvektorien joukko muodostaa niin kutsutun ominaisavaruuden. Siihen

otetaan mukaan myos nollavektori, vaikka se ei olekaan ominaisvektori.

Maaritelma 6.4.5

Oletetaan, ettd matriisilla A € R™" on ominaisarvo A € R. Ominaisarvoa A vastaava
ominaisavaruus on joukko
{veR"| Av=Av.}

Seuraava esimerkki niyttdd, miten tiettyyn ominaisarvoon liittyvd ominaisavaruus eli

kaikki ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit 10ydetdén.

Jatketaan edellistd esimerkkid ja etsitddn kaikki matriisin A ominaisarvoa 4 vastaavat

ominaisvektorit. Maaritetdin siis ominaisarvoa 4 vastaava ominaisavaruus.

On ratkaistava yhtdlostd Av = 4v tuntematon v. Yhtalo saadaan muotoon

Av—4v=0.

Tastd yhtdlostd haluttaisiin nyt ottaa yhteiseksi tekijéksi v, mutta se ei onnistu, silld A
on matriisi ja 4 on reaaliluku, eiké niitd voi vihentda toisistaan. Huomataan kuitenkin,
ettd skalaarimatriisilla 4/ kertominen vaikuttaa vektoriin v samalla tavalla kuin luvulla

4 kertominen:

4 0f v 4vi+0 4vq
4]v = = = =4v.
0 4 1% 0 +4V2 4v2
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Nyt yhtélod saadaan muotoon Av — 41v = 0, josta seuraa

(A—-40)v=0.

Sijoitetaan yhtdl66n matriisi A:

Nyt yhtélo sievenee muotoon

Paadytadn siis ratkaisemaan yhtidloryhma
V1 +Vvy = 0
vi—v2=0
Muutetaan yhtidloryhmén matriisi porrasmuotoon:

1 1[0| rysr, |1 1]0| ciyr, |1 =110
—

—

1 10 0 00 o olo|

Merkitddn vy = ¢. Télloin v| = v, = ¢. Siten yhtdlon ratkaisu on

Vi =1 -
missi t € R.
Vo) =1,

Ominaisvektorit ovat siis muotoa (¢,7), missid ¢t € R. Siten ominaisarvoa 4 vastaava

ominaisavaruus on
{@.0)|reR.}

Ominaisavaruus on mahdollista kirjoittaa myds muodossa
{1(1,1) | € R} = span{(1, 1)}

Téstd ndhdéan, ettd kyseessd vektorin (1, 1) virittdma aliavaruus eli origon kautta
kulkeva suora.
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Ominaisarvon madaritelmastd seuraa, ettd kun ominaisavaruudessa olevia vektoreita

kertoo matriisilla A, ne skaalautuvat nelinkertaisiksi.

Jos matriisille A 16ytyy yksikin ominaisvektori, silld on vilttdmaittd ddrettdmédn monta
ominaisvektoria. Jokainen ominaisvektorin v skalaarimonikerta nollavektoria lukuunotta-
matta on nimittdin myds ominaisvektori, silld A(cv) = c(Av) = c(Av) = A(cv) kaikilla
c eR.

Ominaisarvoa vastaavien ominaisvektorien ei kuitenkaan tarvitse kaikkien olla toistensa

skalaarimonikertoja kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Tutkitaan matriisia

7 8 -2
A=|-3 =3 1
9 12 -2

Talld matriisilla on ominaisarvo 1, jota vastaa ominaisvektori (1,0, 3), silld

7 8 -2f]|1 1 1
-3 -3 1]||0of={|o|=1]0
9 12 -2(|3 3 3
Toisaalta
7 8 2||-4 -4 -4
-3 -3 1 31=| 3(=1]| 3
9 12 -2 0 0 0

joten myos (—4,3,0) on ominaisarvoa 1 vastaava ominaisvektori. Vektorit (1,0, 3)
ja (=4, 3,0) eivit kuitenkaan ole toistensa skalaarimonikertoja. Samaa ominaisarvoa

vastaavien ominaisvektorien ei siis tarvitse olla yhdensuuntaisia.

Tutkitaan vield tarkemmin, miltd ominaisarvoa 1 vastaava ominaisavaruus nayttaa.
Laskemalla samaan tapaan kuin esimerkissd 6.4.6 saadaan ominaisvektoria 1 vastaa-

vaksi ominaisavaruudeksi

{(s —4t, 3t, 35),| s,t € R}.
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Tdma joukko voidaan kirjoittaa muodossa

{(s —4t, 3¢, 35) | s,t € R} ={(s,0,3s) + (—4¢1,3£,0) | 5, € R}
={s(1,0,3) +1(-4,3,0) | s,t € R}
= span{(1,0,3),(-4,3,0)}.

Ominaisvektorit muodostavat siis tason, joka kulkee origon kautta.

Kun ominaisavaruudessa olevia vektoreita kertoo matriisilla A ne tulevat kerrotuiksi

skalaarilla 1. Vektoreille ei siis tapahdu mitéién.

)?‘ Tiivistelma

¢ Kun matriisilla kertoo ominaisvektoria, vektori tulee kerrotuksi skalaarilla. Tata

skalaaria kutsutaan ominaisarvoksi.

* Matriisin ominaisvektorit pysyvét virittdmélldén suoralla, kun niitd kerrotaan

matriisilla.

6.5 Ominaisarvojen I6ytaminen

Ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden 10ytaminen perustuu yhtalon
Av—2Aav=0 (6.5.1)

ratkaisemiseen. Ominaisvektoria v ei kuitenkaan voida ratkaista ennen kuin tunnetaan
ominaisarvo A. Sen I6ytdmiseksi muutetaan yhtdlé hieman toiseen muotoon samaan tapaan
kuin esimerkissi 6.4.6. Ensinnédkin huomataan, ettd Av = Alv, missi I on yksikkOmatriisi.
Niin ollen

Av—Av=Av—-Alv=(A—-Al)v.

Nyt yhtélo6 (6.5.1) tulee muotoon

(A= AV =0. (6.5.2)

Yhtilod (6.5.2) vastaa homogeeninen yhtidloryhmad, joten silld on aina triviaaliratkaisu
v = 0. Tama ei kuitenkaan kelpaa ominaisvektoriksi, joten tavoitteena on 10ytad jokin
epdtriviaali ratkaisu. Lauseen 4.6.6 nojalla yhtilollda on epitriviaaleja ratkaisuja tdsmal-
leen silloin, kun kerroinmatriisi A — A/ ei ole kééntyvi. Toisaalta lauseen 6.3.1 mukaan
neliomatriisi ei ole kdédntyva tasmalleen silloin, kun sen determinantti on 0. Néin saadaan

seuraava lause.
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Reaaliluku A on neliomatriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos

det(A — AI) = 0.

Lauseke det(A — A7) on erds muuttujan A polynomi. Sitd nimitetdan matriisin A karakte-
ristiseksi polynomiksi. Edellinen lause voidaan siis muotoilla my0s niin, ettd matriisin A

ominaisarvot ovat sen karakteristisen polynomin nollakohdat.

Maaritetadn matriisin

A=
32
ominaisarvot ja niitd vastaavat ominaisavaruudet. Lihdetddn liikkeelle laskemalla

lauseessa 6.5.1 mainittu determinantti:

-1 2
det(A — AI) = = (1=D(2-2) -6
3 2-24

=2-1-21+22-6=21*-31-4.

Matriisin A ominaisarvot ovat lauseen 6.5.1 nojalla yhtilon 2> — 31 — 4 = 0 ratkaisut.
Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavan mukaan tarkasteltava yhtilo toteutuu, jos ja vain
jos A =4 tai A = —1. Siten matriisin A ominaisarvot ovat 41 =4 ja A, = —1.

Mairitetddn vield ndihin ominaisarvoihin liitty vit ominaisavaruudet. Kumpaakin omi-
naisarvoa vastaavat omat ominaisvektorinsa. Tarkastellaan ensin ominaisarvoa A; = 4.
Télloin ratkaistavana on yhtélo (A — 47)v = 0. Ratkaistavaksi saadaan siis yhtaloryh-
mi, jota vastaa matriisi

-3 210

3 —2]0|
Ratkaistaan yhtdloryhmé Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmalli:

=3 2|0| iR |1 =2 |0| 3rier, |1 -

—> —>

3 =210 3 =210 0

S LI
o O
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Niin ndhdiin, ettd yhtdloryhmaén ratkaisu on

x1 = (2/3)¢t
1=(2/3) missi t € R.
Xy =1,

Ominaisarvoa 4 ominaisavaruus on siis

{((2/3)t,t) | t € R}.

Tarkastellaan sitten ominaisarvoa A, = —1. Nyt ratkaistavana oleva yhtédlo on (A +

I)v = 0. Sen ratkaisuksi saadaan samaan tapaan kuin edellé

X1 =—t -
missd t € R.
Xy =1,

Ominaisarvoa —1 vastaavaava ominaisavaruus on Siis

{(=t,1) | t € R}.

Edellisen nojalla matriisin A € R ominaisarvoa A vastaava ominaisavaruus voidaan

kirjoittaa muodossa
{veR"| (A-Al)v =0}

Tamai joukko on itse asiassa matriisin A — A/ nolla-avaruus eli N (A — Al).

Kahden ominaisvektorin summa on myos ominaisvektori. Lisdksi kaikki ominaisvektorien

skalaarimonikerrat ovat ominaisvektoreita.

Oletetaan, ettd A on n X n-matriisi, jolla on ominaisarvo A. Oletetaan lisdksi, ettd
vektorit v € R” ja w € R" ovat ominaisarvoa A vastaavia ominaisvektoreita jat € R.

Talloin

1. v+ w on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori.

2. tv on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori

Todistus. Lauseen voi todistaa ominaisarvon- ja vektorin mééritelmén avulla. Tama jéte-

tddn harjoitustehtavaksi.

Toinen tapa tuloksen todistamiseen on ominaisavaruuden késitteen kidyttaminen. Kuten

edelld todettiin ominaisavaruus on nolla-avaruus. Viite seuraa suoraan lauseesta 5.6.2,
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jonka mukaan nolla-avaruus sisiltdaa kaikkien vektoreidensa summat ja skalaarimonikerrat.

Toisin sanoen viite seuraa siitd, ettd nolla-avaruus on aliavaruus. O]

Matriisilla voi olla vain dérellisen monta ominaisarvoa.

Jos A on n X n-matriisi, silla on korkeintaan » ominaisarvoa.

Todistus. Koska A on n X n-matriisi, sen karakteristinen polynomi on korkeintaan astetta
n. Karakteristinen polynomi on siis muotoa cg + cjd + - - - + ¢, A", missd ¢, ...,c, € R.

Voidaan osoittaa, ettd yhtalolla
co+cid+---+c,A"=0
on enintiaan » eri ratkaisua. Niin ollen matriisilla A on enintdin » eri ominaisarvoa. [

Joidenkin matriisien ominaisarvojen 10ytdminen onnistuu helposti. Jos matriisi A on kol-
miomatriisi eli kaikki sen lavistdjdn alapuoliset tai yldpuoliset alkiot ovat nollia, niin myds
A — A1 on kolmiomatriisi. T4lloin sen determinantti det(A — A7) on ldvistdjdalkioiden tulo
lauseen 6.3.8 nojalla. Nidin ollen kolmiomatriisin A karakteristinen polynomin nollakohdat
saadaan yhtdlosti

(a1 —)(an—A)...(am—A) =0.

Lauseen 6.5.1 nojalla saadaan téstd seuraava tulos.

Oletetaan, ettd neliomatriisi A on kolmiomatriisi eli ettd kaikki sen lavistdjdn ala-
puoliset tai yldpuoliset alkiot ovat nollia. Téall6in matriisin A ominaisarvot ovat sen

lavistédjan alkiot.

Porrasmatriisi
1 -2 0 1
0O 4 -2 -1
A=
0O 0 1 2
0O 0 0 -12

on kolmiomatriisi, joten sen ominaisarvot ovat ldvistdjan alkiot. Siis matriisin A

ominaisarvot ovat 41 = 1, 1o =4 jad3 = —12.
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Matriisin A kaikkien ominaisarvojen muodostamaa joukkoa kutsutaan matrisiin spektrik-

si ja merkitddn o (A). Esimerkiksi edellisen esimerkin matriisin A spektri on o (A) =
{1,4,-12}.

Ominaisarvojen avulla voi paitelld, onko matriisi kdantyva.

Oletetaan, ettd A € R, Matriisi A on kédéntyvi, jos ja vain jos O ei ole sen ominai-

sarvo.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on kdantyva. Talloin det(A) # 0. Jos 0 olisi matriisin A
ominaisarvo, patisi det(A — 07) = 0. Tastd seuraisi det(A) = 0, miki on ristiriita. Siten 0

ei ole matriisin A ominaisarvo.

Oletetaan sitten, ettd O ei ole matriisin A ominaisarvo. Nyt det(A — 07) # 0, misti seuraa,
ettd det(A) # 0. Siten A on kddntyva. [

Tahan asti olemme kisiteelleet vain reaalisia ominaisarvoja, silld ominaisarvo on mééritel-
ménsd mukaan reaaliluku. Ominaisarvot 10ytii ratkaisemalla karakteristisen polynomin
nollakohdat. Namai nollakohdat voivat olla myos kompleksilukuja. Ominaisarvon késitetta
voikin laajentaa niin, ettd se kasittdd myos kompleksiset ominaisarvot. Niihin tutustutaan

seuraavassa esimerkissa.

Matriisi

A=
1 0
kiertdd tason vektoreita neljdnneskierroksen myotipaividn. Kyseisessa kierrossa mi-
kidn nollasta poikkeava vektori ei tule kerrotuksi skalaarilla. Tastd voidaan paatelld,
ettd matriisilla ei ole reaalisia ominaisarvoja. Matriisilla on kuitenkin kompleksisia

ominaisarvoja. Tutkitaan asiaa karakteristisen polynomin avulla.

Selvitetddn matriisin A ominaisarvot. Ne saadaan karakteristisen polynomin nolla-

kohdista. Karakteristinen polynomi on

det(A — Al) = =22 +1.
1 2

Talla polynomilla ei ole reaalisia juuria. Silld on kuitenkin kaksi kompleksista juurta,

i ja —i. Matriisilla ei siis ole reaalisia ominaisarvoja, mutta silld on kaksi kompleksista

ominaisarvoa, i ja —i.
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# Tiivistelma

* Matriisin ominaisarvot on mahdollista 10ytd4 determinantin avulla.

6.6 Diagonalisointi

Lavistdjamatriisit eli diagonaalimatriisit ovat hyvin yksinkertaisia matriiseja. Niitd on
helppo kertoa keskendin, niiden determinantti on livistdjdalkioiden tulo ja niiden ominai-
sarvot nakyvit suoraan matriisissa. Tdssd osiossa tutustutaan menetelméin, jonka avulla
tietynlaiset neliomatriisit saadaan muutettua lavistdjamatriiseksi. Ndin saadulla ldvistdja-
matriisilla on samat ominaisarvot kuin alkuperdisilld matriiseilla ja paljon muitakin yhtei-
sid ominaisuuksia aluperdisen matriisin kanssa. Matriiseja, joilla timd menetelma toimii,
kutsutaan diagonalisoituviksi ja menetelméé diagonalisoinniksi. Diagonalisoinnin avulla

saadaan siis muutettua matriisi yksinkertaisempaan ja helpommin kisiteltdviin muotoon.

Maaritelma 6.6.1

Neliomatriisi A € R™" on diagonalisoituva, jos on olemassa kddntyva matriisi P €

R™" ja lavistdjamatriisi D € R™", joille pitee

P'AP=D.
Esimerkin 6.4.4 matriisi
31
A=
1 3
on diagonalisoituva. Valitsemalla
1 1
P =
1 -1

o 1|1 1
201 -1
saadaan
O 1 13 1]|1 1 4 4|1 1 118 0O |4 O
P AP = = - _ —

| =
—_

|

—_—
—_
(O8]
—_

|
—_
(]
[\

|
[\
p—

|

p—
(e}
o
S
[\
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Niin siis matriisi
31
A=
1 3
diagonalisoitiin 1dvistdjamatriisiksi
4 0
D =
0 2

Esimerkissd 6.6.2 matriisi P vain tupsahti jostakin. Vertaamalla esimerkkiin 6.4.4 huoma-
taan kuitenkin, ettd matriisin D ldvistdjaalkiot ovat matriisin A ominaisarvot, ja matriisin
P sarakkeet ovat jotkin niitd vastaavat ominaisvektorit. Seuraava lause osoittaa, ettd nédin

on aina, jos matriisi on diagonalisoituva.

Neliomatriisi A € R™" on diagonalisoituva, jos ja vain jos silld on n lineaarisesti

riippumatonta ominaisvektoria. Talloin

A 0 - 0
priap=|" ;
0 - 0 2,

missd matriisin P € R™" sarakkeet ovat matriisin A lineaarisesti riippumattomia

ominaisvektoreita ja Ay, . . . 4,, ovat niitd vastaavat ominaisarvot samassa jarjestykses-

sa.

Todistus. ”=": Oletetaan, etti P"'AP = D, missi P € R™" on jokin kiifintyvi matriisi
ja D € R™" lavistdjamatriisi. Nyt AP = PD. Olkoot matriisin P sarakkeet py,...,p, ja

matriisin D ldvistdjaalkiot Ay, . .., A,. Nyt siis

0 0 0

0 A 0 0
p:[pl pn] ja D=

0 0 dut O

0 0 0 A

Matriisituloa laskettaessa tulon AP jokainen sarake saadaan kertomalla matriisilla A vas-
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taava sarake matriisista P:

Toisaalta lavistdjdmatriisia D kerrottaessa tullaan kertoneeksi matriisin P jokainen sarake
vastaavalla lavistdjdalkiolla:

PD:[hpl /lnpn]-

Koska AP = PD, nihddin nyt, ettd Ap; = A;p; kaikillai € {1, ..., n}. Siis jokainen A; on

ominaisarvo ja p; sitd vastaava ominaisvektori.

On vield osoitettava, ettd ominaisvektorit py,..., P, ovat lineaarisesti riippumattomia.
Koska P on kédntyvd, yhtilolld Px = 0 on lauseen 4.5.1 mukaan tismaélleen yksi ratkaisu
x = 0. Yhtdlo Px = 0 voidaan kirjoittaa myds muotoon

Xip1+x2p2+---+x,pp = 0.

Tamén yhtdlon ainoa ratkaisu on siis x; = 0, ..., x,, = 0. Niin ollen matriisin A ominais-

vektorit py, . . ., p, ovat lineaarisesti riippumattomia.

”<": Oletetaan, ettd py, . . ., p, ovat jotkin matriisin A lineaarisesti riippumattomat omi-
naisvektorit. Olkoot niitd vastaavat ominaisarvot Ai,...,4,. Nyt Ap; = A;p; kaikilla
i € {1,...,n}. Olkoon P matriisi, jonka sarakkeet ovat ominaisvektorit: P = [p; - - - Pn]-
Olkoon D puolestaan lavistdjamatriisi, jonka ldvistdjdalkiot ovat Ay, . .., 4,. Téalldin nih-
dddn samaan tapaan kuin edelld, ettd AP = PD.

Koska matriisin P sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, on yhtilolld Px = 0 tismal-
leen yksi ratkaisu x = 0. (Tdma ndhdddn samalla tavalla kuin todistuksen ensimmaisessa
osassa.) Lauseen 4.6.6 nojalla matriisi P on nyt kddntyvd. Yhtdlo AP = PD saadaan siis
muotoon

P'AP=D. O

Olkoon A matriisin A ominaisarvo. Ominaisarvon A algebralliseksi kertaluvuksi alg(A)
kutsutaan sen kertalukua karakteristisen polynomin juurena. Ominaisarvon A geometrisek-
si kertaluvuksi geom (A1) kutsutaan sitd vastaavan ominaisavaruuden £, dimensiota. Toisin
sanoen geom(Ad) = dim(E),). Nyt edellinen lause voidaan esittdd kertalukujen avulla:
matriisi on diagonalisoituva, jos sen jokaisen ominaisarvon algebrallinen ja geometrinen

kertaluku ovat samat.
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Tutkitaan, onko esimerkin 6.5.2 matriisi

diagonalisoituva. Esimerkissd 6.5.2 todettiin, ettd matriisin ominaisarvot ovat 4 ja
—1. Erdit nditd ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat (2, 3) ja (-1, 1). Nama
ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomat, joten lauseen 6.6.3 perusteella A

on diagonalisoituva. Muodostetaan ominaisvektoreista matriisi

2 -1
P =
3 1
ja ominaisarvoista matriisi
4 0
D =
0 -1

Nyt lauseen 6.6.3 nojalla pitee P~' AP = D. Timiin voi vieli tarkistaa laskemalla.

Tutkitaan vield toisellakin tavalla, onko matriisi A diagonalisoituva. Esimerkin 6.5.2
perusteella matriisin A ominaisarvot ovat 4 ja —1. Ominaisarvo 4 on karakteristisen
polynomin yksinkertainen juuri, joten sen algebrallinen kertaluku on yksi. Toisaalta
ominaisarvoa 4 vastaa yksiulotteinen ominaisavaruus, joten sen geometrinen kertaluku
on yksi. Siten ominaisarvon 4 algebralliset ja geometriset kertaluvut ovat samat.
Samalla tavalla voidaan perustella, ettd ominaisarvon —1 algebralliset ja geometriset
kertaluvut ovat molemmat yksi. Siten ominaisarvon —1 algebrallinen ja geometrinen
kertaluku on sama. Koska jokaisella ominaisarvolla geometrinen ja algebrallinen

kertaluku on sama, on matriisi A diagonalisoituva.

Diagonalisoidaan matriisi

2 1
B = ,
0 2
jos mahdollista. Selvitetdén aluksi matriisin ominaisarvot. Koska matriisi A on kol-
miomatriisi, sen ominaisarvot ovat sen livistdjan alkiot. Nain matriisin A ainoa omi-
naisarvo on 2. Ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit saadaan yhtidlostda Bx = 2x.
Kun yhtidlo ratkaistaan, ndhdddn sen ratkaisujen olevan muotoa x = (z,0), missd

t € R\ {0}. Matriisilla B ei siis ole kahta lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria,
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joten B ei ole diagonalisoituva.

Tutkitaan vield toisellakin tavalla, onko matriisi B diagonalisoituva. Voidaan laskea,
etti matriisin B karakteristinen polynomi on (1—2)2. Tamén polynomin ainoa juuri on
A = 2 ja se on kaksinkertainen juuri. Siten ainoa ominaisarvo on 2 ja sen algebrallinen

kertaluku on kaksi. Ominaisarvoa 2 vastaava ominaisavaruus on

{(#,0) | t € R} = span{(1,0)}.

Tdmén avaruuden dimensio on yksi, joten ominaisarvon 2 geometrinen kertaluku on
yksi. Koska algebrallinen ja geometrinen kertaluku eivit ole samat, ei matriisi ole

diagonalisoituva.

Oletetaan, ettdi A € R™" ja B € R™", Jos 1oytyy kddntyvd matriisi P, jolle pitee
P~'AP = B, sanotaan, etti A ja B ovat similaarisia. Diagonalisoituva matriisi A on
siis similaarinen diagonaalimatriisin D kanssa. Similaarisilla matriiseilla on paljon yhtei-
sid omainaisuuksia. Voidaan osoittaa, ettd niilla on esimerkiksi samat ominaisarvot, sama

determinantti ja sama aste.

Diagonalisoituva matriisi voidaan hajottaa tuloksi matriiseista, jotka koostuvat ominais-
vektoreista ja ominaisarvoista. Jos nimittiin diagonalisoituvalle matriisille A pitee P~' AP =
D, voidaan yhtiloi kertoa vasemmalta matriisilla P ja oikealta matriisilla P~!. Niin saa-
daan A = PDP!. Tuloa kutsutaan matriisin A ominaisarvohajotelmaksi. Ominaisarvo-
hajotelmaa hyodynnetiin seuraavassa esimerkissd, jossa esitelldin erds diagonalisoinnin

sovellus.

Lasketaan esimerkissd 6.6.2 esiintyneen matriisin

seitsemds potenssi. Suora matriisikertolasku olisi tyolds suorittaa, mutta koska matriisi
A on diagonalisoituva, voidaan kiyttda hyviksi sen ominaisarvoja. Talloin laskut ovat

helpompia.
Esimerkissi 6.6.2 todettiin, ettdi P"'AP = D, missi
1 1 4 0

P: ja D:
I -1 0 2
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Jos kerrotaan yhtilod P~'AP = D vasemmalta matriisilla P ja oikealta matriisilla
P!, saadaan A = PDP~!. Nyt voidaan laskea

A’ = (PDP

= (pDP~HY(PDPY...(PDP Y (PDP)

7 kpl
=PD(P'P)D...(P'P)DP!
=PD...DP!

p
7 kpl
=PD'P7!.

Matriisin A potenssin madritiminen on siis muuttunut matriisin D potenssin maarit-

tamiseksi. Se osoittautuu helposksi. Huomataan nimittéin, etta

7 47 0 16384 0
0 27 0 128

Lavistdjamatriisin potenssi saadaan itse asiassa aina selville laskemalla pelkat ldvis-

tdjaalkioiden potenssit.

Nyt

116384 O
I -1 0 128

I 1
-1

A" =(PDP Y = PD'P7! =

| =
—

1[16384 128 |1 1 1[16512 16256 8256 8128
2116384 -128||1 -1 2116256 16512 8128 8256

Matriisipotenssin laskeminen saatiin siis muutettua pariksi matriisikertolaskuksi se-
ki tavallisten kokonaislukujen potenssiksi. Samalla vaivalla voitaisiin laskea paljon

suurempiakin potensseja. Tdmé temppu onnistuu kuitenkin vain, jos alkuperdinen

matriisi on diagonalisoituva.

Palataan vield tutkimaan matriisin ominaisvektoreita. Seuraava lause osoittaa, ettd eri omi-
naisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia. Tastd tuloksesta on

toisinaan hyotyd, kun tutkitaan, onko matriisi diagonalisoituva.

Oletetaan, ettd A on n X n-matriisi. Oletetaan, ettd Ay, . . ., 4, ovat matriisin A eri omi-
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naisarvoja ja vy, ..., Vv, € R" jotkin niitd vastaavat ominaisvektorit. Talloin vektorit

Vi,...,Vy ovat lineaarisesti riippumatttomia.

Todistus. Oletetaan vastoin viitettd, ettd vektorit vy, ..., Vv, ovat lineaarisesti riippuvia.
Nyt lauseen 5.4.9 nojalla jokin vektoreista on muiden lineaarikombinaatio. Tastd seuraa,
ettd jokin vektoreista on sitd edeltdvien vektoreiden lineaarikombinaatio. Olkoon i
ensimmadinen vektori, joka on sitd edeltdvien vektoreiden lineaarikombinaatio. Téalloin on

olemassa reaaliluvut cy, . . ., ¢, joille pitee
cCiVi+-:++CikVk = Vi+1. (6.6.1)

Lisidksi vektorit vy, ..., v, ovat lineaarisesti riippumatttomia. Jos ne nimittdin olisivat
lineaarisesti riippuvia, vi4; ei olisikaan ensimmdiinen vektori, joka on sitd edeltdvien

vektoreiden lineaarikombinaatio.

Kertomalla yhtédlon (6.6.1) molemmat puolet vasemmalta matriisilla A saadaan yhtalo
A(C1V1 +---+ Cka) = AVpy.

Matriisien laskusdéintojen avulla yhtdlo saa muodon c;Avy + - - - + ¢ Avy = Avgs1. Kun
vield muistetaan, ettd vektorit vy, ..., vy ovat matriisin A ominaisvektoreita, saadaan
lopulta yhtélo

citivi+ -+ CcpAr Ve = kg1 Vierl - (6.6.2)

Toisaalta voidaan kertoa yhtédlon (6.6.1) molemmat puolet luvulla A pddtyen yhtdloon

C1Ak+1V1 + - + Cp A1 Vi = Agg1 Virl - (6.6.3)

Vihennetiddn yhtilosti (6.6.2) puolittain yhtélo (6.6.3), jolloin saadaan
(A = Apg)Vi + -+ -+ e (A — A1) Vi = 0.

Vektorit vq, ..., Vv, ovat lineaarisesti riippumattomia, joten kaikkien yhtédlossd olevien

kertoimien on oltava nollia:
c1(A1 = Ags1) =0, c2(A2 = Aks1) =0,..., cr(Ak = Ags1) = 0.

Koska 4y, ..., A, ovat kaikki eri ominaisarvoja, niin tiedetéan, ettd (1; —Az+1) # 0kaikilla

i € {1,...,k}. Tulon nollasdanndn nojalla

Cl=0, C2=O, ...,CkZO.
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Niin ollen

Vk+1=C1V1+---+Cka=0V1+---+0Vk=0.

Toisaalta oletuksen mukaan v;;; on matriisin A ominaisvektori, joten vi,; # 0. Koska
paddyttiin ristiriitaan, vastaoletus ei voi olla tosi. Siis alkuperiinen viite pétee, eli vektorit

Vi,...,Vy ovat lineaarisesti riippumatttomia. O]

Edellisestd lauseesta seuraa, etti toisinaan matriisin diagonalisoituvuus on helppo todeta.

Oletetaan, ettd n X n-matriisilla on n eri ominaisarvoa. Tadlloin A on diagonalisoituva.

Todistus. Olkoot vy, ..., Vv, jotkin eri ominaisarvoihin liittyvit ominaisvektorit. Ne ovat
lineaarisesti riippumattomia lauseen 6.6.7 nojalla. Koska matriisilla A on »n lineaarisesti

riippumatonta ominaisvektoria, on A diagonalisoituva lauseen 6.6.3 nojalla. [

Huomaa, etti diagonalisoituvan n X n-matriisin ominaisarvojen lukuméiirin ei tarvitse olla

n. Esimerkiksi lavistdjamatriisi

A=
0 -3

on diagonalisoituva, silli /-'AI = A. Livistijimatriisi on kolmiomatriisi, joten sen omi-
naisarvot voidaan lukea suoraan lavistdjaltd. Havaitaan, ettd matriisilla A on vain yksi

ominaisarvo, —3.

A Tiivistelma

* Jotkin matriisit on mahdollista muuttaa matriisikertolaskun avulla ldvistdji- eli

diagonaalimatriiseiksi.

* Tillaisia matriiseja kutsutaan diagonalisoituviksi ja prosessia kutsutaan diago-

nalisoinniksi.

» Koska ldvistdjamatriiseja on helppo késitelld, voidaan diagonalisoinnin avulla

helpottaa laskuja kuten potenssiin korotusta.
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7. SOVELLUS: PIENIMMAN NELIOSUMMAN
MENETELMA

7.1  Pienimman neliosumman menetelma

Taulukkolaskentaohjelmat tarjoavat usein mahdollisuuden sovittaa suora tai korkeampias-
teinen polynomi annettuun mittauspisteistoon. Sen tarkoituksena on antaa yksinkertainen,
ikddn kuin paras mahdollinen kuva pisteiden sijoittumisesta. Ajatellaan, ettd mittaustu-
loksina saatiin vaikkapa pisteet (—1,2), (1, 2), (3,4) ja (5,6). Kuvassa 7.1.1 on sovitettu

ndihin mittaustuloksiin ensimmaisen ja toisen asteen polynomit.

6 JLy

y = 0,12522 4 0,200z + 1,975

y=0,7x+ 2,1

! It It It It :I;\
-1 1 2 3 4 )

Kuva 7.1.1. Ensimmdiisen ja toisen asteen polynomisovitteet pisteistoon.

Kun suoraa yrittaa sijoittaa kulkemaan pisteiden kautta, saa ratkaistavakseen yhtdloryh-
man. Talld yhtdloryhmalld ei ole ratkaisua, silld ei ole olemassa suoraa, joka kulkisi
kaikkien neljan mittauspisteen kautta. Kuvan suora on kuitenkin sellainen, joka kulkee
mahdollisimman ldhelld mittauspisteitd. Sama pétee kuvassa olevaan toisen asteen poly-

nomiin.

Esimerkki on osoitus siitd, ettd, sovelluksissa voi tulla vastaan ongelma, joissa tutkittavalla
yhtdloryhmailld ei yksinkertaisesti ole ratkaisua. Télloin yhtdloryhmille Ax = b voidaan
tarkan ratkaisun sijaan etsid paras mahdollinen ratkaisu, jota kutsutaan pienimmdn nelio-
summan ratkaisuksi. Tassd osiossa johdetaan keino miérittdd pienimmaén neliGsumman

ratkaisu annetulle matriisiyhtdlolle. Kaikkien viitteiden todistuksia ei esitetd.
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Aloitetaan tutkimalla, mitd tarkoitetaan yhtdlon ratkaisulla. Jos X on yhtdlon Ax = b
ratkaisu, pitee AX = b eli AX —b = 0. Jos X ei ole ratkaisu, mutta hyvin ldhella ratkaisua,
on vektori AX—b hyvin ldhelld nollavektoria. Talloin normi || AX —b|| on pieni. Pienimmén
nelidsumman ratkaisu on sellainen vektori X, jolla ||AX — b|| on mahdollisimman pieni,

pienempi kuin kaikilla muilla vektoreilla.

Maaritelma 7.1.1

Olkoon A jokin m X n-matriisi ja b avaruuden R vektori. Talloin yhtdloryhmén
Ax = b pienimmdn neliosumman ratkaisu on avaruuden R” vektori X, joka toteuttaa
epdyhtdlon

b — AX[| < b - Ax]|

kaikilla x € R".

Englanniksi pienimmaén neliosumman ratkaisu on nimeltidin least squares solution.

Ryhdytédn sitten tutkimaan, miten pienimmén neliosumman ratkaisu 16ytyy. Oletetaan,
etti A € R™" ja b € R". Sarakeavaruus R(A) koostuu niistd vektoreista b, joita kohden
yhtélolla Ax = b on ratkaisuja. Jos yhtdloryhmille Ax = b ei 16ydy ratkaisua, ei b ole
sarakeavaruuden R(A) alkio. Pienimman nelidsumman ratkaisu X on sellainen, ettd AX on

mahdollisimman ldhelld vektoria b. Tatd on havainnollistettu kuvassa 7.1.2.

b e

o A%

Ad R(A)

Kuva 7.1.2. Kuvassa matriisin A sarakeavaruutta R(A) on havainnollistettu tasona. Vek-
tori b ei ole sarakeavaruudessa. Vektori AX on sarakeavaruuden vektori, joka on mahdol-
lisimman ldhelld vektoria b.

Pienimmin nelidsumman ratkaisussa etsitddn sarakeavaruuden vektori AX, joka on mah-
dollisimman ldhelld vektoria b. Téllainen sarakeavaruudenvektori on kohtisuora projektio
Projg a)(b). Tdytyy siis péted AX = projg 4)(b). (Ks. kuva 7.1.3.) Till6in erotusvektori
b — AX on mahdollisimman lyhyt.
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ol

(el
|

>

>

a7 R(A)
AR = projga)(b)

Kuva 7.1.3. Sarakeavaruuden alkio AX on projektio projg 4 (b). Tdlloin b — AX on koh-
tisuorassa aliavaruutta R(A) vastaan.

Tdhdn menessa vektoreita on projisoitu vain suorille. Samalla periaatteella on kuitenkin
mahdollista projisoida vektori mille tahansa aliavaruudelle. Projektiovektorille pitee, etta
erotus b — projg4)(b) on kohtisuorassa aliavaruutta R(A) vastaan. Erotuksen téytyy siis
olla kohtisuorassa jokaista aliavaruuden virittdjdvektoria vastaan eli matriisin A saraketta
vastaan. Toisin sanoen

aj-(b-AX)=0

kaikilla matriisin A sarakkeilla a;. Koska pistetulon voi ilmaista transpoosin avulla, saa-
daan edellinen yhtilo muotoon
ajT(b - AXx) = 0.

Keradmalld kaikki n téllaista yhtdlod yhteen saadaan yhtilo

[aT(b-4%)| 0]
a, (b - AX) 0

a, (b — AX) 0
Yhtilon vasen puoli voidaan sieventdd muotoon
a/ (b - AX) a

a, (b - A%) a . T A . A
. = (b—AX): a a --- a (b—AX)ZA (b—AX).

SR

a, (b — AR) a,

Niin saadaan yhtdlo AT (b — AX) = 0 jaedelleen AT Ax = ATb.

Pienimmin nelidsumman ratkaisu X siis toteuttaa aina yhtdlon ATAx = ATb. Voidaan
osoittaa, ettd tilld yhtilolld on aina ratkaisuja, ja jokainen ndistd on pienimméin neliosum-
man ratkaisu.
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Olkoon A m X n-matriisi ja b € R™. Tilloin yhtiloryhmidn Ax = b pienimmén

nelibsumman ratkaisut ovat tdsmélleen yhtidlon ATAx = ATb ratkaisu.

Yhtidlod AT Ax = ATb kutsutaan yhtdloryhméin Ax = b normaaliryhmdiksi.

Huomaa, ettd pienimmin neliosumman ratkaisuja voi olla yksi tai useita. Tama riippuu

siitd, onko yhtilolld AT Ax = ATb yksi vai ddrettoméin monta ratkaisua.

Yhtaloryhmalla
x+5y=3
2x =2y =2
-x+y=>5

ei ole ratkaisuja, silld sitd vastaavan matriisin redusoitu porrasmuoto on

1 0/0
0 1]0f.
0 01

Yhtidloryhmille voidaan etsid pienimmén neliosumman ratkaisu, joka on mahdolli-

simman ldhelld yhtdlon ratkaisua. Merkitdidn

I 5 3
A=(2 =2 ja b=2],
-1 1 5

jolloin yhtiloryhmai voidaan kirjoittaa muodossa Ax = b.

Pienimmén nelidsumman ratkaisu saadaan selville ratkaisemalla yhtdlo AT Ax = ATb.
Nahdaan, etta

ATA = ja  A'b= .
0 30 16

Matriisi AT A on kiintyvi, silld sen determinantti on 180. Tdten yhtilolld AT Ax =

A"Db on tismilleen yksi ratkaisu, joka on etsitty pienimmén nelidsumman ratkaisu.
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Se on
1 (30 of]2
£=(ATA) AT = — =
18010 6||16

[0 wor—

—
9}

Pienimmén nelidsumman ratkaisun virhevektoriksi Kutsutaan vektoria r = b — AX ja
virheeksinormia ||r|| = ||b—AX||. Virhe kertoo, kuinka hyvin arvion ratkaisusta pienimmén
neliosumman ratkaisu antaa. Jos alkuperiiselld yhtdloryhmilld on ratkaisuja, ovat ne

samoja kuin pienimmén nelidsumman menetelmén ratkaisut. Téalloin virhe on O.

Edellisessd esimerkissd pienimméin nelidsumman ratkaisun virhe on

2 2
- asi= -3 20 2] o (s 1) - 2

7.2 Polynomin sovittaminen pisteist66n

Palataan tarkastelemaan luvun alun esimerkkii, jossa sovitettiin mittaustuloksiin suora ja
paraabeli. Tutkitaan pienimmén neliGsumman menetelmén avulla, kuinka tdmi tehdiin.
Mittaustuloksina saatiin pisteet (—1,2), (1,2), (3,4) ja (5, 6). Sovitetaan tidhén pisteistoon

ensin suora ja sitten paraabeli.

Olkoon etsityn suoran yhtdld y = ax + b. Koska suoran pitéisi kulkea annettujen pisteiden

kautta, halutaan seuraavien yhtiloiden pitevin:

y(-1)=—a+b=2
y(l)=a+b=2
v(3)=3a+b=4
y(5) =5a+b =6,

Saadaan yhtdloryhmé
—a+b=2
a+b=2
3a+b=4
Sa+b=6.
Ratkaistavana on siis yhtilo
11 2]
1 1]]a B 2
3 1||e| |4
| 5 1 6
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Talla yhtdlolli ei ole ratkaisua, mutta sille voidaan etsid pienimmaén neliGsummnan ratkai-

su.
Merkitdin
-1 1 2
1 1 ) 2
V= ja y= .
31 4
5 1 6

Pienimmaén nelidsumman ratkaisu on yhtdlon V' Vx = V Ty ratkaisu. Nahdién, ettd

14T r - - 19T r A

-1 1| |-1 1 -1 1| |2

e I I O I ] AL B I
310 |3 1] |8 4 31| |4] |14
51 ] 51 5 1] |6

Ratkaistava yhtalo on siis
36 8| |a 42

8 4||p| |14]

Tamén yhtdloryhmén ratkaisuksi saadaan esimerkiksi Gaussin—Jordanin eliminointime-

netelmilld a = 0,7 ja b = 2,1. Tdmi on pienimméin nelidsumman ratkaisu.

Sijoitetaan pienimmén neliosumman ratkaisu suoran yhtdloon y = ax + b. Néin saadaan

suora y = 0,7x + 2,1. Se on esitetty kuvassa 7.1.1.

6 Ay

y = 0,12522 + 0,200z + 1,975

y=0,7r+ 2,1

x |

-1 12 3 4 5

Kuva 7.2.1. Pienimmdn neliosumman menetelmdlld voi sovittaa pisteistoon polynomeja.
Kuvan pisteistoon on sovitettu suora sekd toisen asteen polynomi.

Sovitetaan sitten mittauspisteistoon paraabeli y = ax?+bx+c. Tilld kertaa mittauspisteiden
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avulla saadaan yhtdloryhma

a-b+c=2
a+b+c=2
9a+3b+c=4
25a +5b +c =6,
eli ) )
1 -1 1 2
a
1 1 1 2
b =
9 31 4
c
25 5 1 6

Tallakaan yhtaloryhmadlla ei ole ratkaisuja, mutta sille saadaan pienimmaén neliGsumman
ratkaisu a = 0,125, b = 0,200 ja ¢ = 1,975. Tamédn antama sovite on y = 0,125x2 +
0,200x + 1,975.

Yleisesti jos sovitetaan pisteistoon (xy, y1), (x2, ¥2), - - -, (Xm, ¥im) polynomifunktiota
F(xX)=co+cix+ -+ cn X"+ epx”,
saadaan yhtidloryhma
1 €0 [ ]
1 x x? x’f yi
-1 n €1
1 xo x;’ x5 >
1 Cn-1
1 xp x?n_ xl”ll’l Ym
e, [ ]

Tamén yhtdloryhmén pienimméin neliosumman ratkaisu antaa polynomin kertoimet.
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8. LIITE: KOMPLEKSILUVUT

8.1 Reaaliluvut eivat riita!

Palautetaan mieleen luonnolliset luvut 1,2,3, ..., joihin viitataan my0s kirjaimella N.
Naitd lukuja voidaan laskea yhteen ja kertoa keskeniin, silld kahden luonnollisen luvun
summa ja tulo on aina my0s luonnollinen luku. Vihennyslasku puolestaan ei onnistu kai-
killa luonnollisilla luvuilla, silld esimerkiksi 2 — 7 ei ole esitettavissd luonnollisena lukuna.
Tamén puutteen korjaamiseksi otetaan kiyttoon kokonaisluvut . .., -2,-1,0,1,2, ..., joi-
ta edustaa kirjain Z. Jokainen luonnollinen luku on kokonaisluku, ja nyt myos erotus

2 — 7 = =5 on esitettdvissad negatiivisena kokonaislukuna.

Kokonaislukujen ongelmana on, ettd niitd ei voi aina jakaa keskenidin. Tiedetddn, ettd
4 : 2 =2, mutta esimerkiksi 1 : 3 ei ole kokonaisluku. Rationaaliluvut, Q, muodostuvat
kokonaislukujen osamédiristd, ja tdlloin merkitddn 1 : 3 = % Jokainen kokonaisluku on
my0s rationaaliluku, ja ndilld luvuilla voidaan suorittaa kaikkia neljdd peruslaskutoimi-

tusta.

Seuraavaksi halutaan ottaa kdyttoon myos luvun potenssiin korottaminen ja sen juuren
ottaminen. Ensimmiinen ei tuota ongelmia, silld esimerkiksi potenssi 53 miiritelldin
asettamalla 53 = 5-5 - 5. Rationaalilukujen kertolasku tuottaa aina rationaaliluvun, jolloin
(kokonaisluku)potenssiin korotus toimii samoin. Juuren ajatus on kidinteinen: esimerkiksi

luvun % nelidjuuren ottaminen tuottaa sen luvun, jonka toinen potenssi on %. Koska

2
4\ _ 16 e lo _ 4
(5) =3 merkitaidn 3 =3

Jo neliGjuuren avulla paddytiin kahteen hankaluuteen. On mahdollista osoittaa, ettd V2
ei ole rationaaliluku, ts. minkéén rationaaliluvun toinen potenssi ei ole 2. Tdma kierretiin
laajentamalla rationaaliluvut reaaliluvuiksi, R, joihin kuuluu my0s muita tuttuja irratio-
naalilukuja, kuten 7 ja e. Toinen ongelma koskee negatiivisten lukujen nelidjuuria. Niin
ikdin voidaan todistaa, etta V-1 ei ole edes reaaliluku. Timin ongelman kiertdmiseksi

madritellddn kompleksiluvut, C, joiden ominaisuuksia késitellddn tdssd osiossa.

# Ydinsisalto

* Kompleksiluvun geometrinen tulkinta ja kompleksitaso
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Liittoluku, sen ominaisuudet ja liittoluvulla laventaminen

Itseisarvo ja sen ominaisuudet

Yhtdlon ja epdyhtidlon ratkaiseminen

Napakoordinaattimuoto ja eksponenttiesitys

Moivren kaava

Kompleksiluvun kompleksiset juuret
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8.2 Peruslaskutoimitukset

Maaritelma 8.2.1

Kompleksiluvut, C, koostuvat luvuista z = a + bi, missi a ja b ovat reaalilukuja, seki

i on imaginaariyksikko. Kompleksilukujen summa mairitellddn kaavalla
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

ja tulo kaavalla
(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Havaitaan, ettd kompleksilukujen summa ja tulo ovat myos kompleksilukuja, silld edelli-
sessd madritelmissé luvut a+c, b+d, ac—bd ja ad+bc ovat reaalilukuja. Kompleksiluvusta
kiytetddn myos merkintoja

a+bi=a+ib=a+bj=a+jb.

Kompleksilukuja voidaan havainnollistaa esittdamillid ne pisteind tai vektoreina komplek-

sitasossa (complex plane), kuten alla olevassa kuvassa.

Im

ol 4 2i

—1+1ie
Re

oL

e—3—2i ®—2i

Kompleksiluku a + 0i samastetaan reaaliluvun a kanssa ja merkitddn a + 0i = a. Niinpa
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voidaan sanoa, ettd jokainen reaaliluku on myos kompleksiluku. Samoin voidaan merkita
0 + bi = bi. Erityisesti

1+0i=1 ja O+li=li=1.

Imaginaariyksikko i on siis myos kompleksiluku. Otetaan kidytt6on seuraava kompleksi-
lukua z = a + bi koskeva terminologia.

* a = Re z on luvun 7 reaaliosa ja b = Im z on luvun z imaginaariosa.

Jos b =0, luku z on reaalinen.

Jos b # 0, luku z on imaginaarinen.

Jos a =0jab # 0, luku z on puhtaasti imaginaarinen.

Kompleksiluvut z ja w ovat samoja, jos niiden reaali- ja imaginaariosat ovat samoja. Toisin

sanoen z = w jos ja vain jos Rez = Rew jalmz = Imw.

Maaritelma 8.2.2

Kompleksiluvun z = a + bi vastaluku (negative) on
—-z=-a-bi

(jolloin z + (—z) = 0). Kompleksilukujen z = a + bi jaw = ¢ + di erotus (difference)
Z —w madritellddn asettamalla

z—w=z+(-w)=(a-c)+(b-d)i.

Lasketaan reaaliluvun ¢ = ¢ + 0i ja kompleksiluvun a + bi tulo miiritelmian mukaan.
t(a+bi)=(t+0i)(a+bi)=(ta—0-b)+ (tb+0-a)i=ta+1bi,

eli samaan tulokseen paistdin vain kertomalla seki reaali- ettd imaginaariosa luvulla ¢.
Tiivistetysti voidaan todeta, ettd kompleksilukujen summa, vastaluku, erotus ja reaali-
luvulla kertominen toimivat tdsmélleen samoin kuin tasovektorien vastaavat operaatiot.

Niiden geometriset tulkinnat voidaan siis esittdd kuten alla.
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”Im
t zZ4+w

[\l
I\

\Re\

—9 zZ—w

1. Re(=2 - 3i) = -2 jaIm(-2 - 3i) = -3
2. (3-2i) — (-5+3i) =8 —5i

Kompleksilukujen kertolaskun mééritelméstid seuraa mielenkiintoinen ja hyddyllinen lu-

vun i ominaisuus.

Todistus. Kirjoitetaan 1 = 0 + 11 ja lasketaan tulo mééritelméin mukaan. Nyta = ¢ =0 ja
b=d =1, joten

2=i-i=(0+1)(0+1)=0-0-1-1)+(0-1+1-0)i=—1+0i=-1.
O

Kisitellddn seuraavaksi kompleksilukuja a + bi ja ¢ + di kuten reaalisia binomeja ja

lasketaan niiden tulo kiyttamalld tulosta i2 = —1.
(a + bi)(c +di) = ac + adi + bei + bdi® = ac + adi+ bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i

Tulos on sama kuin kertolaskun maééaritelméssé, joten kompleksilukujen tulo voidaan
laskea kuten binomien tulo osittelulakia kédyttden. Tulon geometriseen tulkintaan palataan

myOShemmin.

~3-2i)(5+i) = —15 = 3i — 10i — 2i% = —13 — 13i.
(
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Reaaliluvuille a = a + 0i ja b = b + 0i kompleksilukujen laskutoimitukset antavat sa-
mat tulokset kuin vastaavat reaaliset laskutoimitukset. Lisidksi seuraavan lauseen mukaan

kaikkia tuttuja laskusdantoji saa soveltaa myos kompleksilukuja kisiteltdessi

Jokaisella kompleksiluvulla z # O on olemassa yksikésitteinen kddnteisluku (reci-
procal) L joka toteuttaa ehdon zz71=1.

Todistus. Kaanteisluvun olemassaolo ja yksikisitteisyys on todistettava erikseen. Olkoon
Z =a + bi # 0 ja merkitddn
1 .
abarraa )
Suoralla laskulla ndhdéin, etti
a’ + b? B
at+ b2

1

a’ +

w = (a + bi)(a - bi) = (a® — abi + abi - b*i%) = 1,

a? + b? b2

1

eli luku w toteuttaa kdinteisluvun ehdon. Taten z7* = w on olemassa.

Yksikisitteisyyden osoittamiseksi véitetddn, ettd u ja v ovat luvun z # 0 kddnteislukuja,

eli esimerkiksi uz = 1 ja zv = 1. Talloin kuitenkin valttimatta
u=u-1=u(zv) =(uz)v=1-v=v,
eli luvut u ja v ovat samat. Taten kédédnteisluku on yksikésitteinen. [

Koska jokaiselle nollasta poikkeavalle kompleksiluvulle 16ytyy kéénteisluku, niille on
mahdollista médritelld jakolasku vastaavasti kuin reaaliluvuille.

Maaritelma 8.2.7

Kompleksilukujen z ja w osamdidird (quotient) —, missd w # 0, médritelldin asetta-
w

malla
< —
—=zw .
w

. . . 1 _1 _1
Erityisesti — =1-w™ =w
w

Reaaliluvuille a = a+0ija b = b+0i kompleksiset laskutoimitukset antavat samat tulokset
kuin vastaavat reaalilukujen laskutoimitukset. Lisdksi seuraavan luvun mukaan komplek-
siset laskutoimitukset toteuttavat samat peruslait kuin reaalilukujen laskutoimitukset. Siis

kompleksilukujen laskutoimitukset laajentavat reaalilukujen laskutoimitukset R?:een.
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Kun x, y ja z ovat kompleksilukuja, niin
1. x+y=y+xjaxy = yx (vaihdantalait),

2. x+(y+2) = (x+y)+zjax(yz) = (xy)z (liitdntilait),

3. x(y +z) = xy + xz (osittelulaki).

Todistus. Nami voidaan todistaa suorilla laskuilla, kun sopivissa vilivaiheissa sovelletaan
reaalilukujen laskusididntojd. Todistetaan esimerkkind tulon vaihdantalaki. Merkitdédn x =

X1 +x21jay =y + yoi Télloin

xy = (x1 +x20) (y1 + y2i) = X171 + X1 Y21 + X291 + x2y2i°

= y1X] + y1x2i + yoxgi +y2x2i2 = (y1 + y21)(xq + x21) = yx.

Muut kohdat vastaavasti. ]

Jos z # 0 jaw # 0 ovat kompleksilukuja, niin (zw)~! = z7'w™!, eli
11 1
z w w
Todistus. Méiritelméin nojalla zz™! = 1 ja ww™! = 1, joten tulon liitinniisyyden ja

vaihdannaisuuden nojalla

o () <o = s T 111

1

Niinp4 z~'w~! on luvun zw kiinteisluku. [

Tistd tuloksesta seuraa, ettd tavanomainen laventaminen ja supistaminen on luvallista

1

my0Os kompleksiluvuilla. Jos z # 0, niin zz~" = 1 ja siten

Yo (vw_l) (Zz_l) = (vz) (w_lz_]) = (vz) (wz)_1 = :}—ZZ

w

Laventaminen tarjoaa yksinkertaisimman tavan etsid kompleksiluvun kéénteisluku. Suo-
ralla laskulla voidaan tarkistaa, etti (a + bi)(a — bi) = a® + b?, missi a ja b ovat reaalisia.

Talloin myos luku a? + b? on reaalinen, eli

I a — bi _a-bi 1
a+bi  (a+bi)(a—-bi) a2+b2 a%+b>

(a - bi),
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joka on sama luku kuin aiemmassa lauseen 8.2.6 todistuksessa.

1. Etsi luvun 2 + 3i kdanteisluku muodossa a + bi.

i )
muodossa a + bi.

-2+i
3. Ratkaise z muodossa a + bi yhtdlosta (2 —i)z = 1 +1.

2. Ilmoita luku

Ratkaisu. Hyodynnetddn sopivalla luvulla laventamista.

1. Lavennetaan luvulla 2 — 3i.

(2430 = 1 2-3i _2-3 _2-3_2 3.
2431 (2+43D)(2-3i) 4-9i2 13 13 13

2. Lavennetaan luvulla =2 — 1.

3-4i  (3-4i)(-2-1) -10+5i

- _ - 04
2ri (2421 5 i

3. Ratkaisu on olemassa, silld luvulla 2 — 1 on kéénteisluku. Jaetaan yhtdlo puolittain
silld ja lavennetaan luvulla 2 + i.

S l+i (I+)Q2+0)  1+31 1
“2-i (2-)(2+i) 5 5

3.
+ -1 <o
5

8.3 Liittoluku ja itseisarvo

Maaritelma 8.3.1

Kompleksiluvun z = a + bi liittoluku eli kompleksikonjugaatti (conjugate) 7 miéritel-

laan asettamalla

Aiemmissa esimerkeissd lavennettiin siis aina nimittdjin liittoluvulla. Geometrisesti tul-
kittuna liittoluku on alkuperdisen kompleksiluvun peilikuva reaaliakselin suhteen. Jos
kompleksiluvun imaginaariosa on negatiivinen, eli » < 0, niin sen liittoluvun imaginaa-

riosa —b on positiivinen.
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Im
z=a+bi
Re
Z=a-—1bi

-2-31=-2+3i.

Jos z ja w ovat kompleksilukuja, niin

AT T R
| &
N —
1

z on reaalinen jos ja vain jos z = Z.

Todistus. Merkitddn z = a + bi jaw = ¢ +di ja todistetaan esimerkkind kohdat 2 ja 4. Nyt

zvw=(a+c)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)i=(a-bi)+(c—di)=Z+W

jajosw # 0, niin

— c d . c d . __
It 7 Rt s Lt S R R Ll
ct+d cc+d cc+d ct+d

Loput kohdasta 4 voidaan todistaa kohdan 3 avulla. Muut kohdat todistetaan samaan

tapaan, ja lisdksi 1 ja 5 ovat geometrisesti ilmeisid vaittdmia. O

Maaritelma 8.3.4

Kompleksiluvun z = a + bi itseisarvo eli moduli (absolute value, modulus) |z| mééri-

|z| = Va? + b2.

telladn asettamalla
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Kun muistetaan kompleksiluvun tulkinta tasovektorina, on selvii ettd itseisarvon geomet-

rinen vastine on luvun paikkavektorin pituus, eli luvun etéisyys origosta.

|-2 = 3i| = (_2)2 + (_3)2 — \/B

Jos z ja w ovat kompleksilukuja, niin

1. 2> =2z
2. |z] =0 jos ja vain jos z = 0
3. |z| = |Z]
4. |zw| = [z]|w]
5. ‘i‘:ﬂ (w # 0)
wl o wl
6. |z+w| < |zl +|w| (kolmioepidyhtalo)

Todistus. Merkitddn z = a + bi ja todistetaan esimerkkind kohdat 1 ja 4. Nyt
2Z = (a +bi)(a - bi) = a® - b*i* = a* + b* = |z]?
ja titd hyodyntdmalla nahdidin, etta
lzw|? = zwZw = ZwZw = 22ww = |z]2|w/?,

eli |zw| = |z||w|. Muut kohdista 1-5 todistetaan samaan tapaan. Kohta 6 on geometrisesti
selvi, silld lukua |z + w| edustaa summavektorin pituus, kun |z| ja |w| ovat summatta-
vien vektorien pituuksia. Nami puolestaan muodostavat kuvan mukaisen kolmion, jossa

intuitiivisesti kahden sivun pituuden summa on suurempi kuin kolmannen.

1 Im
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Tasmaillisempi todistus sivuutetaan. [

Huomautus 8.3.7

Jos z ja w ovat kompleksilukuja, niin |z — w| on niiden vilinen etdisyys. Piirrd kuva,

jonka avulla vakuutut asiasta.

Itseisarvoihin tai liittolukuihin liittyvidn yhtélon tai epiyhtilon ratkaisut voidaan monesti
selvittdd merkitsemilld z = x + yi, missd x ja y ovat reaalilukuja. Talloin siirrytdan

tarkastelemaan vastaavia ratkaisuja xy-koordinaatistossa.

Ratkaise seuraavat yhtdlot ja epayhtilot.

1. z—-z=1iz+4

z—21

2. =1

z—1
3. |z-(2+31)|=2

Ratkaisu. Merkitdéan kaikissa kohdissa z = x + yi, missd x ja y ovat reaalilukuja.

1. Sijoituksen jéilkeen yhtdlo tulee muotoon

x—yi—(x+yi) =i(x —yi)+4
& —2yi=xi+y+4

S —(y+4) - (x+2y)i=0.

Yhtélon vasen puoli on kompleksiluku, jonka reaali- ja imaginaariosan on oltava
nolla. Taten —(y +4) =0ja—(x+2y) =0, eli y = -4 jax = —2y = 8. Sijoittamalla

takaisin ndhddén, ettd yhtdlon ratkaisu on z = 8 — 4.

2. Jotta yhtdlon vasen puoli olisi médritelty, on oltava z # 1. Tallin my0os

z=2i| |z-2i| _

= =1,
|z =1

z—1
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eli |z — 2i|] = |z — 1]. Sijoituksen jilkeen yhtdlo palautuu seuraavaan muotoon.

|x + yi—2i] = |x + yi — 1]

& lx + (y = 2)i] = [(x = 1) + yi|
1= \/x2+(y—2)2:\/(x—1)2+y2
= X2+y’—dy+4=xr-2x+1+y°
- 1 +3
= —Xx+ —
Y=y
Im
31
1 3
2T T3
2i @
/li”
/‘\/\\\\\\ Re
: °
-2 -1 1 2 3

Ratkaisujoukko on kuvan mukainen suora kompleksitasossa. Geometrinen tulkinta
yhtilolle |z —2i| = |z— 1] on, ettd haetaan kaikki ne pisteet z, jotka ovat yhtd kaukana

luvuista 2i ja 1.
3. Sijoituksen jilkeen yhtilo tulee muotoon
x+yi— 2+3)|=](x=2)+(y-=23)i| =2

o JE-22+(-37=2
= (x-2)%+(y-3)?=4.
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2 -

Ratkaisujoukko on siis kompleksitason 2-siteinen ympyrd keskipisteendén 2 + 3i.
Tama voitaisiin padtelld myos suoraan aiemman huomautuksen avulla: itseisarvoyh-
talon |z — w| = r toteuttavat tasmilleen ne kompleksiluvut z, joiden etdisyys luvusta

wonr. o

8.4 Napakoordinaattimuoto

Kompleksiluku z = x + y1 voidaan ilmaista my0s napakoordinaattien (polar coordinates)
r ja 6 avulla, missd r = |z| on luvun z etdisyys origosta kompleksitasossa ja 6 on luvun
z paikkavektorin ja reaaliakselin vilinen kulma mitattuna reaaliakselista vastapéiviin.
Kosinin ja sinin méaritelmien mukaan kulmaa 6 vastaava kehépiste yksikkdympyrilld on
(cos 6, sin ), joten r-siteiselld ympyrélld kehdpiste on (x, y) = (rcos 6, r sin6). Niinpd

kompleksiluvun z napakoordinaattimuoto (polar form) on
z=r(cosf+isinf) =rcosf +irsinf.

Kulmaa 6 merkitddn myos 6 = arg z ja kutsutaan vaihekulmaksi eli argumentiksi (argu-

ment).
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Im

cosf +isinf

7 (cos@ +isinf)

Reaali- ja imaginaariosien x ja y ja napakoordinaattien r ja 6 vilinen riippuvuus on siis

X =rcosf

y=rsinf

Tapauksessa 0 < 6 < 7 riippuvuudet voidaan lukea myds seuraavan kuvan suorakulmai-
sesta kolmiosta.

Im

Kéidnteiseen suuntaan muunnoskaavat voidaan kirjoittaa muodossa

r=x%+y?

tanf = 2 (kun x # 0)
X

Y

Jalkimmaisestd yhtédlostd voidaan laskea argumentiksi suoraan # = arctan (;) silloin,

kun -7 < 6 < 7, eli kun Re(x + yi) = x > 0. Muissa tapauksissa kulman osuminen
oikeaan neljannekseen tulee erikseen pohtia esimerkiksi kuvan avulla. Argumentti 6 ei ole
yksikasitteinen, silld sithen voidaan lisété tai vihentdd mielivaltainen méarid kokonaisia

kierroksia ja padtyi jilleen samaan lukuun, eli

r(cos@ +isin@) = r(cos(6 + n2m) +isin(0 + n2n)) (n on kokonaisluku).
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Tilanteesta ja sovelluksesta riippuen kisiteltava argumentti on tapana valita valiltd [0, 277]

tai [-m, ].

Esitd kompleksiluvut z = V3 +1ijaw = —3 + i napakoordinaattimuodossa.

Ratkaisu. Napakoordinaattimuotoa varten lasketaan kummankin luvun itseisarvo ja jokin

vaihekulma. Itseisarvoiksi lasketaan

f=y(VB3)+12=2 = V3Pe = Vi

Merkitddn 6 = arg z ja ¢ = arg w, jolloin tan 6 = % jatang = —%. Piirretddn kuva.

Im

w=-34+1 z:\/§+i

Kulma 6 voidaan péitelld muistikolmiosta, jolloin saadaan 6 = 7. Kulman ¢ midrit-
tamiseksi lasketaan ensin esimerkiksi arctan (—%) ~ —0,3218. Koska luku w sijoittuu
kompleksitason toiseen neljannekseen, tihin tulokseen voidaan lisdtd m oikean vaihekul-
man loytamiseksi. Siis ¢ = arctan (—%) + 7 ~ 2,820, eli

m m

=2 (cos 3 +1isin E) ja w = \/ﬁ(cos(2,820) +1sin(2,820)) . o

Jos 71 = ri(cos 0 +isin ;) ja zp = ry(cos 8, +1isin 6;), niin

1. z1z2 = rira(cos(0; + 62) +1isin(6; + 62)),

g, A _ r—l(cos(Hl — 6y) +isin(6; — 62)), kun z5 # 0.
22 )
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Todistus. Lasketaan.

7122 = r1(cos @ +1isiny)rp(cos O, +isin 6;)
=r1rp ((cos 81 cos 8 — sin @ sin 6;) + i(sin 6 cos 6, + cos O sin H5))

= rira(cos(6; + 62) +isin(6; +62)),

missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa sinin ja kosinin summakaavoista. Osamaara ;—; laske-

taan vastaavasti, kun ensin on lavennettu nimittdjin liittoluvulla z5. O]

Tamai lause mahdollistaa kompleksilukujen tulon ja osamédrdn geometrisen tulkinnan.
Ensimmaiisen kaavan mukaan tulon z; z; itseisarvo on rir2, eli tekijoiden itseisarvojen tulo
ja vastaavasti tulon argumentti on 61 + 6, eli tekijoiden argumenttien summa. Osamaérin

71/ 72 tulkinnassa puolestaan sen itseisarvoksi tulee r| /r; ja argumentiksi 6; — 6;.

Tulon ja osaméirin tulkinnat ovat erityisen yksinkertaisia silloin, kun kertojan ja jakajan

itseisarvo on 1. Téllaiset luvut ovat muotoa cos 6 +1 sin 6 jollakin reaalisella vaihekulmalla

0, silla
|cos 6 +isin@] = Vcos2 6 +sin’ 0 = 1.

Talla luvulla kertominen tai jakaminen jittdd toisen luvun itseisarvon sikseen, jolloin
kyseessé on vain kierto kulman 6 tai —6 verran. Esimerkiksi luvulla i = cos 5 +isin 7
kertominen vastaa kiertoa kulman 5 verran vastapdivéin ja jakaminen samanlaista kiertoa
myotapaivain.

Kompleksilukujen potenssit 7" ja z7"*, missd n on luonnollinen luku, miéritellddn samoin

n

kuin reaaliluvuille. Luku z7" on luvun 7" kdanteisluku, eli z7" = 1/7" ja z% = 1 aina, kun

z# 0.

Laske (1 +1i)%ja (1 +1)7°.

Ratkaisu. Suoraan mairitelméan avulla voidaan laskea esimerkiksi
3
(1+0) = ((1 +i)3) = (=2+2i)% = 16 + 16i,

jolloin
1 1 1-i o1
14+1)7 = - - i
) =6 " Te+na-) 32 50 ¢

Reaalisten binomien tapaan myos kompleksilukujen korkeat potenssit kayvit tyoldiksi
laskea suoraan. Napakoordinaattiesitys tarjoaa tahidn kuitenkin erdéinlaisen oikotien.
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Jos z = r(cos 8 +isin 0) ja n on luonnollinen luku, niin

7" = r"(cos(nf) +isin(nd)).

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Jos n = 1, viite on selvisti tosi. Oletetaan sitten,
ettd se on tosi jollakin luonnollisella luvulla &, eli ettd

7% = r*(cos(k6) +isin(kH)).
Nyt potenssi zX*! on

el k19 r¥(cos(k6) +isin(k6))r(cos(6) +isin(6))
= r**1(cos(k@ + 0) +isin(k0 + 0))
= r** 1 (cos((k + 1)0) +isin((k + 1)8)),

eli viite on tosi. Titen kaava toteutuu kaikilla luonnollisilla luvuilla n induktioperiaatteen

nojalla. u

Laske (1 +1)° ja (1 +1)~ Moivren kaavan avulla.

Ratkaisu. Luvun 1 + i napakoordinaattiesitys on V2 (cos Z +isinZ) (tarkista). Tall6in

Moivren kaavan mukaan
9 9 9
(1+0) = (\/5) (cos Tﬂ +isin Tﬂ) — 16 + 16i,

ja taman kaanteisluku

o 1 9\ S 9m\\_ 1 1.
(1+1) (\/5)9(“)8(0 4)+1sm(0 4))—32 T 3

8.5 Eksponenttifunktio ja eksponenttiesitys

Palautetaan mieleen reaalisen eksponenttifunktion e* mééritelmé ja ominaisuudet. Pyri-
tadn laajentamaan eksponenttifunktion kisitettd kattamaan myos kompleksiset eksponen-
tit. Tama halutaan tehdi niin, ettd funktio kdyttaytyy reaalisilla muuttujan arvoilla kuten

aiemminkin. Kiy ilmi, ettd on olemassa vain yksi tapa méadritelld tdllainen laajennus.
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Maaritelma 8.5.1

Kompleksimuuttujan z = x + iy eksponenttifunktio saa arvokseen

et =™ =¢*(cosy +isiny).

Kun kompleksisen eksponenttifunktion arvoa verrataan napakoordinaattiesitykseen, ha-
vaitaan ettd luvun e? itseisarvo on |e?| = ¢* ja argumentti arg e* = y, missd x = Re z ja
y = Im z. Mikili z on puhtaasti reaalinen, e¢* = e*(cos0 +isin0) = ¢*, eli kompleksinen
eksponenttifunktio saa saman arvon kuin tuttu reaalinen versio. Myos tutut laskusdannot
ovat voimassa kompleksiselle eksponenttifunktiolle.

. . 1
Jos 21,22,z € C, niin e%e? = ¢9*2 ja et = —,
e<

Todistus. Merkitddn z; = x; +1y; ja zo = xo + iy>. Reaalisen eksponenttifunktion ja
kompleksilukujen kertolaskun ominaisuuksia hyodyntden voidaan kirjoittaa yhtalo

e“'e® = e"(cosyy +isinyj)e*?(cos y; +isinyy)

— eX1+X2(COS(y1 + yz) +iSiIl(y1 + y2))

= 1)+ +y2) — putz

Jalkimmaisen viitteen todistuksessa kiytetdédn hyviksi jo todistettua ensimmaéista viitetta.
Koska

]

Jos eksponenttifunktion muuttuja z = x + 1y saa puhtaasti imaginaarisen arvon, eli x = 0,

saadaan erityisen tarked Eulerin kaava
e’ =cosy+isiny.

Yhtdlo muistuttaa huomattavasti kompleksiluvun napakoordinaattiesitystd, ja sille saa-

daankin Eulerin kaavan avulla lyhyt merkinta

z=r(cosf +isin@) = re'.
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Muotoa z = rel’ kutsutaan napakoordinaattiesityksen eksponenttimuodoksi. Sen avul-
la esitettynd kerto- ja jakolasku, komplementointi ja Moivren kaava voidaan kirjoittaa

muodoissa

L. z122 = 1161726 = r1rpel 1492,

0,

2 ) - re - r_lei(91—6‘2)

. : ’
7 ref2

3. Z=rel =re9,

4. 7" = (r.eiG)n — rneine
Naistd 1 ja 2 seuraavat suoraan aiemmasta lauseesta ja 4 on vain Moivren kaavan na-

pakoordinaattiesitys kirjoitettuna eksponenttifunktion avulla. Kohta 3 seuraa siitd, ettd

cos(—0) = cos 6 ja sin(—6) = — sin 6 kaikilla argumentin 6 arvoilla.

rel = r(cos @ +1sin@)
=r(cosf —isinbh)
=r(cos(—0) +isin(-0))

=re

Korostetaan vield, etti |rel?| = r ja arg(re'?) = 6, eli luvulla re'? kertominen tarkoittaa

geometrisesti pituuden kertomista luvulla r ja kiertoa kulman 6 verran.

Olkoon z = V3 —ija w = 2 + 2i. Muunna z ja w napakoordinaattimuotoon re'? ja
laske zw ja z/w.

Ratkaisu. Jilleen on etsittdva lukujen z ja w itseisarvot ja argumentit.

f=y(VB) 1222 o wl=VPe2=2V2

Luku z sijoittuu neljidnteen neljinnekseen, joten arg z = arctan (—L) = —%, missd kul-

V3
man tarkka arvo voidaan lukea muistikolmiosta. Vastaavasti, koska w on ensimmaéisessi

neljanneksessd, argw = arctan (%) = 7. Titen z = 2¢71% jaw = 2V2e'%, seki

w =2 2\/§ei(—ﬂ'/6+ﬂ/4) — 4\/§€iﬂ/12

z  2e7'/S 1 QAT /6-7/4) _ Le—i57r/12

W 2V2einl4 2 V2
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Olkoon z = 2 — 2i jaw = —5. Esiti z ja w muodossa re'? ja laske zw, w/z, Z ja 2°.

Ratkaisu. Edellistid esimerkkid mukaillen ndahd&in, ettd z = 2V2e /4 Lisiksi erityista-

pauksena Eulerin kaavasta —1 = ¢, jolloin w = 5¢'. Titen

w = 2V2 - 5e(TT/AIL — 10/2e137/4

W5 i 5V2 Jis/4

—_ = —0
. 2\2 4
7 =2V2e/4

2= (2@)5 ¢TI = 1282/

Téssd viimeisessd kohdassa kulma —57/4 ei sisidlly kumpaankaan vileistd [—m, 7] tai

[0, 27], joten luvun z> argumentti on syyti palauttaa muotoon arg z> = —%” +21 = %Tﬂ' o

Huomautus 8.5.5

Tekniikassa napakoordinaattimuodolle kiytetdan myos merkintaa
z=re =r/0,

eli esimerkiksi

Eulerin kaavasta saadaan tekniikassa usein kdytetyt yhteydet trigonometristen funk-
tioiden ja eksponenttifunktion vilille. Laskemalla kaavat

e = cosf+isinf
e =cosf —isin@

puolittain yhteen ja vihentdmélld ne puolittain saadaan kosinin ja sinin muunnoskaavat

616 + e—10

cosf) = ——,
2

e 610 _ e—19
sinf = -
2i
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Moivren kaavan mukaan
(cos 0 +isin6)? = cos(26) +1isin(26).
Toisaalta suoraan laskemalla ndhdaén, etta
(cos @ +isin0)? = cos® 6 — sin” 6 + 2i sin O cos 6.

Vertaamalla yhtdloiden oikeiden puolten reaali- ja imaginaariosia saadaan trigono-
metriset kaksoiskulmakaavat

cos(26) = cos® § — sin® @ ja sin(26) = 2sin 6 cos 6.

My0s muita trigonometrisid identiteettejd voidaan todistaa vastaavasti.

8.6 Kompleksiluvun juuret

Maaritelma 8.6.1

Olkoon n luonnollinen luku. Kompleksiluvun z # 0 n:s juuri (root) on miki tahansa
kompleksiluku w, joka toteuttaa yhtdlon

Reaaliluvun y reaalijuuria tarkasteltaessa voidaan tunnistaa seuraavat, kuvan avulla hel-

posti muistettavat tapaukset.
* Jos n on pariton, on tdsmilleen yksi reaalinen juuri </y.
* Jos n on parillinen ja y < 0, ei ole reaalisia juuria.

* Jos n on parillinen ja y > 0, on tismilleen kaksi reaalista juurta —</y ja {/y.
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n pariton n parillinen

1. Luvun —1 erdit toiset juuret ovat i ja —i, silld
?=-1  ja (-)?=i*=-1

Loyditko muita kompleksilukuja, joiden nelié on —17?

2. Luvun —8 = 8¢ eris kolmas juuri on 2¢'7/3, silld

(zeiﬂ/3)3 — 23ei(ﬂ/3)'3 — 8ei7r - _8.

Mitkd muut luvut voisivat olla reaaliluvun —8 kolmansia juuria? Ovatko ne

kaikki kompleksisia?

Jos tarkastellaan vain reaalilukuja, mahdollinen juurten lukuméiré vaihtelee nollasta kah-
teen. Kompleksilukujen mukaan ottaminen ikddnkuin tdydentdi juurten etsimisen teorian,

silld tdlloin jokaisella luvulla on tdsmélleen n kappaletta n:sid juuria.

Kompleksiluvulla z = re'? # 0 on tismélleen 7 erisuurta n:ttd juurta, jotka sijaitsevat

fr-siteiselld origokeskiselld ympyrilli tasaisesti kulman 27” vilein.

Todistus. Oletetaan, ettid kompleksiluku se'¥ on luvun z n:s juuri, jolloin on siis oltava
s"el"? = 7 = rel?. Jotta kaksi kompleksilukua voisivat olla yhti suuria, niiden itseisarvojen
on oltava samat. Tastd paétellddn, ettd s” = r. Tassd r > 0 on reaaliluku, joten reaalinen n:s
juuri on olemassa. Lisdksi luvun s on oltava my0s positiivinen, silld se on kompleksiluvun

itseisarvo. Siis s = {/r.

My®os molempien lukujen eksponenttiosien on oltava yhti suuret, eli ¢"¥ = ¢!, Tdma ehto

toteutuu varmasti, jos ng = 6. Muistetaan kuitenkin, ettd kompleksiluvun argumentti ei ole
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yksikdisitteinen, vaan sitd voidaan aina kasvattaa tai vahentid luvun 27 verran aiheuttamatta
muutoksia. Taméan vuoksi siis yleisesti ng = 6+2mk, missd k on kokonaisluku. Argumentti

0

saadaan ratkaistua jakamalla luvulla 7, jolloin siis luvun z = re'? n:net juuret ovat muotoa

Wy = (7;€i(9+2”k)/n

missd k on kokonaisluku. Koska kaikkien juurten itseisarvo on {/r, ne kaikki sijaitsevat
fr-siteiselld origokeskiselld ympyrilld. Jokainen parametrin k valinta ei tuota erillistid

juurta, silla

Wian = Wei(6+2ﬂ(k+n))/n — Wei(6‘+27rk)/n+i27r — Wei(6+2ﬂk)/n = wy.
Yhteensi n eri juurta saadaan siis tuotettua valitsemalla luvuksi k& esimerkiksi kokonais-
luvut 0, 1,2, ...,n — 1. Perdkkiisten juurten vaihe-ero on

O+2n(k+1) 60+2nk 2n

)

n n n

kuten viitettiinkin. O

/n tai {/z. Ndiden merkint6jen

Kompleksiluvun z n:ttd juurta merkitddn joskus z
kanssa on kuitenkin oltava varovainen, silld juuria on n kappaletta. Erityisesti tdlld

merkintdtavalla V-1 =ija V-1 = —1i, mutta silti i # —i!

Kiytinnossi kompleksiluvun re'? juuret voi etsid suoraan edelld esitetyn kaavan avulla,
kun parametrin k arvoa vaihtelee sopivasti. Toinen helppo keino hakea yksi juuri kirjoit-

tamalla suoraan
wo = %—"e‘e/ n

ja muistaa, ettd loput juuret 10ytyvit kasvattamalla timén argumenttia 27” kerrallaan. Olen-
naisinta on kuitenkin, ettd kompleksiluvun juuret on ylivoimaisesti helpoin 16ytaa ekspo-

nenttimuodon avulla! Kuvan piirtdminen selventédd useissa tapauksissa ratkaisua.

Etsi

1. luvun 1 neljidnnet juuret, eli neljannet yksikonjuuret,

2. luvun 1 + i kolmannet juuret.
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Ratkaisu. 1. Kirjoitetaan 1 = 1", jolloin sen erilliset neljinnet juuret ovat

wy = V1! (0+27h)/4 — pisk kun k =0,1,2,3.

Juuret ovat siis wo = €0 = 1, w; =

s T
= e'2

oS

=i, wy=e" = -ljaws =e2 =i
Toinen tapa olisi havaita, ettd wy = V1e'™ = 1 on eris juuri, jonka jilkeen loput
juuret 10ytyvit kulman %T” = 7 vilein, eli w; =1, wp = =1 ja w3 = —i. Alla oleva
kuva havainnollistaa ratkaisua.

2i 5

Im

\
\
\
+ >0
‘ : e
—2 “1 1
,

—921

2. Kirjoitetaan 1 +i = V2¢'%, jolloin sen erilliset kolmannet juuret ovat

wi = V2l (F¥270)/3 — P i(F+ 50 kunk =0,1,2.

.. 6, s 6, i3z . 6, ks 6/~ il
Juuret ovat siis wo = V2e'T2, w; = V2e'7 jaw, = V2e!' 7 = V2e7'72. Alla oleva
kuva havainnollistaa ratkaisua.

2i #
Im
s L4
wy 771 TN e
4 N
’ AN
’ \
/ . Wo
/ ' Re
+ ) +
— — :
-2 1 1) 2
\\ ,
N ;
. ,
N ’
SO \i”<7(/’
w2
—9i
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