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KIRJAN KAYTTAMISESTA

Kirjan kirjoituksessa on nihty erityistd vaivaa siind, ettd mitdcdn ei oleteta osattavan

etukdteen. Esitietovaatimuksia ei ole melkeinpéa lainkaan:

* intuitio yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolaskusta seki kyky kéyttdd laskinta
ndiden laskemiseen; kellonajat

» geometriaa: kolmio, suorakulmio; pituus, pinta-ala, tilavuus

* lukusanoja: kymmenen, sata, tuhat, miljoona — kéytetdin kirjan alussa, ja
myShemmin selitetdidn perusteellisemmin

* desimaali — sanaa kéytetdén kirjan alussa, mutta myohemmin méiiritellaan

perusteellisemmin

Jos kirja ei anna tarpeeksi esimerkkeji jostakin asiasta, ota yhteytti, ja asia korja-
taan vilittomasti. Oletusarvoisesti ymmirtaméattomyyden syy ei ole sinun vaan
oppimateriaalin. Ota toki my0s yhteyttd, jos sinulla on mielenkiintoisia tehtévai-

deoita!

Kirjan tehtdvit on suurimmassa osaa luvuista jaettu kolmeen kategoriaan: Perusteet,
kokonaisuuden hallitseminen ja lisdtehtavit. Perustehtéavit tarkistavat luvun maéri-
telmien ja keskeisten tulosten ymmairtimisen sekd perustavanlaatuiset taidot — nama
taytyy osata kurssin ldpédisemiseen. Hallitse kokonaisuus -osiossa tehtivét ovat sovel-
tavampia, ja ne yhdistelevit monipuolisesti luvun eri menetelmii ja myos aiemmissa
luvuissa opittuja asioita. Jos kaipaat lisdharjoitusta, seké perustehtévii ettd sekalaisia
sovelluksia 10ytyy lisdd kolmannesta osiosta. Yhteiskunnallisia tilanteita soveltavien
tehtévien tiedot ovat faktuaalisia, ellei toisin mainita. Lisdd tehtavia -osion tidhdelld
* merkityt tehtivit ovat selvisti opetussuunnitelman ulkopuolisia tehtévii, erittdin
soveltavia, oppiainerajat ylittavia tehtévid, pitkié tai tekijoiden mielestd muuten koet-
tu mielenkiintoisiksi tai haastaviksi. Ndiden tehtdvien osaaminen ei missdén nimessi

ole vaatimus kympin kurssiarvosanaan.

Kirjan lopusta 10ytyy yliméiridinen teorialiite lukujérjestelmisti, kertaustehtévié, har-
joituskokeita, vanhoja yo- ja eri alojen valintakokeita, harjoitustehtdvien vastaukset

sekd asiasanahakemisto.
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LAhtotasotesti

Oheinen ldhtStasotesti auttaa selvittimadn, mihin asioihin kurssilla kannattaa erityi-
sesti perehtyi. Testin tehtdvien tekemiseen pitdisi kulua aikaa yhteensd alle varttitunti.
Kirjoita ratkaisut vilivaiheineen ja palauta testi opettajalle ensimmadiselld tunnil-
la arviointia varten. Itsearviointia varten niiden tehtiivien ratkaisut l0ytyvit kirjan
lopusta. Ei hitdi, jos et osaa joitain ndistd tehtivistd — jokaiseen tehtavityyppiin
paneudutaan kylld kurssin aikana, eiké varsinaisia ennakkovaatimuksia ole.

1. Sievenni.

a) =24 — (=2)°
2,2 3
b)4-5+35-3
2.3
53
d) —2(4x* —x) —x
ab?
e) E
2. Mitéd on 20 kuutiodesimetrid
a) litroina
b) kuutiometreini?

3. Ratkaise yhtilot.
a) 2x+5=—3

b) x> =9

¢) 3x} = -1

4. Funktioiden f ja g arvot on maédritelty seuraavasti: f(x) = x4 3x, g(x) =
2x — 8, missi x on reaaliluku.

a) Laske f(-3).
b) Midriti funktion g nollakohta.
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5. Matka s ja aika 7 (eli kuljetun matkan kesto) ovat suoraan verrannollisia toisiin-
sa. Aika t ja nopeus v ovat kddintden verrannollisia toisiinsa.

a) Jos matka kaksinkertaistuu, niin mité kiy ajalle?

b) Jos nopeus kaksinkertaistuu, niin mitd kiy ajalle?

6. Kaupassa on 15 prosentin alennusmyynti.

a) Kuinka paljon 25,95 euron paita maksaa alennuksessa? [lmoita vastaus pyoris-
tettynd viiden sentin tarkkuuteen.

b) Tuotteen alennettu hinta on 21,25 euroa. Laske alkuperdinen hinta.
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MAAT — Funktiot ja yht&let

Matematiikka on kaikkien luonnontieteiden perusta. Se tarjoaa tyokaluja asioiden
tasmaélliseen jisentimiseen, paittelyyn ja mallintamiseen, joita ilman yhteiskunnan
teknologinen ja tieteellinen kehittyminen ei olisi mahdollista. Alasta riippuen kisitte-
lemme matematiikassa erilaisia objekteja: Geometriassa tarkastelemme kaksiulottei-
sia tasokuvioita ja kolmiulotteisia avaruuskappaleita. Algebra tutkii lukualueita
ja niissd madriteltdvid laskutoimituksia. Todennékoisyyslaskenta tarkastelee sa-
tunnaisten tapahtumien esiintymisté ja suhdetta toisiinsa. Matemaattinen analyysi
tutkii funktioita ja niiden ominaisuuksia, esimerkiksi jatkuvuautta, derivoituvuut-
ta ja integroituvuutta. Matemaattista analyysia késittelevit pitkdssda matematiikassa
kurssit 7, 8, 10 ja 13 sekd osin kurssit 9 ja 12. Voidaankin sanoa, ettd analyysi on
keskeisin aihealue lukion pitkissi matematiikassa.! Matematiikka opettaa loogista
paittelytaitoa ja luovaa ongelmanratkaisukykyd, mistd on hy6tyd niin opinnoissa
kuin eldmassé yleensdkin. Sitd hyodynnetidn jollakin tavalla jokaisella tieteenalalla

ja myoOs taiteissa.

Pitkdn matematiikan ensimmdiinen kurssi MAA1 Funktiot ja yhtdlot kisittelee 14-
hinni lukuja ja niiden operaatioita eli laskutoimituksia. Kirjassa esittelemme luvun
kasitteen ja yleisimmin kéytetyt lukualueet laskutoimituksineen, ja jatkamme niisté
yhtiloihin ja funktioihin. Kurssilla luodaan tietopohja nimensid mukaisiin aihei-
siin ja opitaan vilttamattomimpid tyokaluja, joita tarvitaan kaikilla myShemmilla
kursseilla. Ensimmaéisen kurssin tiedot riittdvit myos jo monipuolisesti monien ar-
kielaman tilanteiden — esimerkiksi korkolaskujen — tarkasteluun, ja suureiden seki
yksikdiden syvillinen kisittely antaa hyvén laskennallisen pohjan fysiikan ja kemian

kursseille.

Téssd kirjassa kilymme ldpi opetussuunnitelman mukaiset keskeiset siséllot, joita

ovat

1. Tdmi Suomessa kiytetty lihestymistapa on kidytdssd monissa ldnsimaissa. Sen sijaan esimerkiksi
Balkanilla geometrialle ja matemaattiselle todistamiselle annetaan edelleen paljon suurempi painoarvo.
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* potenssifunktio
* potenssiyhtidlon ratkaiseminen
* juuret ja murtopotenssi

* eksponenttifunktio.
Opetussuunnitelman mukaiset kurssin keskeiset tavoitteet ovat, ettd opiskelija

* vahvistaa yhtdlon ratkaisemisen ja prosenttilaskennan taitojaan

 syventdid verrannollisuuden, nelidjuuren ja potenssin kisitteiden ymmaértamis-
tdan

* tottuu kiyttiméin nelidjuuren ja potenssin laskusdantoji

* syventid funktiokdsitteen ymmartdmistdin tutkimalla potenssi- ja eksponentti-

funktioita

* oppii ratkaisemaan potenssiyhtélgita.
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LUKU 1
Luvut ja laskutoimitukset

1.1 Luku ja relaatio

Opetus.tv: Lukujoukot ja lukujen ominaisuuksia (7.17, 5.08, 6.56 ja 7.47)

http://opetus.tv/maa/maal/lukujoukot-ja-lukujen-ominaisuuksia/

1.1.1  LUVUN KASITE

Luku on kisite, jolla voidaan ilmaista esimerkiksi suuruutta, lukumééraa tai jirjes-
tystd. Erityisesti on huomattava, ettd luku ja numero eivit ole synonyymejd; numero
on yksittdinen lukujirjestelmin merkki. Luvulla siis on aina suuruus mutta numerolla
ei.

ESIMERKKI 1.1

I a) Luku 715 531 koostuu numeroista 7, 1, 5, 5, 3 ja 1.

b) Luku 9 koostuu ainoastaan vastaavasta numeromerkisti 9.

Joskus numerosarjoja ei tulkita mink&én asian suuruudeksi tai lukuméériksi, vaan ne
ovat vain joitakin asioita koodaavia merkkijonoja. Esimerkiksi postinumero 00900
merkitsee postinkantajalle tiettyd aluetta, jolle postia jactaan. Tdma ei kuitenkaan
tarkoita, ettd esimerkiksi postinumero 46900 olisi jollakin tapaa suurempi kuin

postinumero 00900.

Englannin kielen sana number voi viitata sekd numeroon ettd lukuun. Sana digit
tarkoittaa pelkistddn yhtd numeromerkkid. Ruotsiksi luku on tal, lukumiird antal
ja numeroa tai lukumiirdé tarkoittamatonta numeroyhdistelméa kuvaa suomen kie-

len tapaan sana nummer. Huomattavaa on myos, ettd suomen kielen verbi laskea
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voi tarkoittaa sekd lukumiirén laskemista ettd abstraktimpien laskutoimitusten suo-
rittamista — sen sijaan englannissa néille on omat verbinsé: lukumaiirélle count ja

vastaavasti calculate laskutoimituksille.

Tuhaterottimena kiytetdin suomenkielisessa tekstissa vililyontid, ei pilkkua tai
pistettd. (Kieliopillisena poikkeuksena vuosiluvut kuten 2014 ja erilaiset koodit
kirjoitetaan ilman tuhaerotinta.) Tuhaterotin erottaa kaikki kolmen numeron ryhmét
luvussa mahdollista desimaaliosaa lukuun ottamatta. Jos lukuja kirjoitetaan sanoilla,
tulee sanavili samaan paikkaan kuin tuhaterotinkin. Desimaalierotin puolestaan
on suomenkielisessi tekstissé pilkku — ei piste kuten yhdysvaltalaisissa laskimissa.
Tekniikan alan teksteissé suositellaan kuitenkin nykyaan myos amerikanenglannissa

kaytettiviksi tuhaterottimena ohutta vélid pilkun tai pisteen sijaan.

ESIMERKKI 1.2
a) Luku 2 030,0005 lausutaan ja on kirjoitettuna ilman numeroita kaksituhatta

kolmekymmenti ja viisi tuhannesosaa”.

b) Luku kaksimiljoonaa kolmesataaseitsemankymmentikaksituhatta

neljdsataayhdeksankymmentikaksi kirjoitettuna numeroilla on 2 372 492.

¢) Jos ndet yhdysvaltalaisessa yhteydessé ilmaisun 1,000.50 dollaria, tima
tarkoittaa tuhatta dollaria ja 50 sentti. Suomenkielisessd tekstissd sama
kirjoitettaisiin 1 000,50 dollaria.

Matematiikan merkintétavat eivit usein ole mitdén niin sanottua luonnollista kieltd
kuten suomi tai tanska, vaan asiat pyritdin merkitsemdin tiivisti ja mahdollisimman
yleisin merkinndin niin, ettd samoja merkint6jd ymmaértéisi joku muukin kuin samaa
didinkieltd puhuva. Matematiikan kehitys on sitd myoten tuonut mukanaan suuren

miirin erilaisia symboleita ja historian varrella muodostuneita kdytantoja.

Matematiikassa lukuja merkitdén tai pikemminkin symboloidaan usein kirjaimilla.
Téstd on se etu, ettd kirjain voi tarkoittaa mitd lukua tahansa, joten kirjainten avulla
pystytddn ilmaisemaan kaikille luvuille patevid yleisid sddntojd tarvitsematta valittdd
siitd, mik& luku johonkin paikkaan kuuluu. Matematiikassa pyritdin yleistimiin

ilmaisut mahdollisimman kattaviksi, jotta poikkeuksia on mahdollisimman vihén.

ESIMERKKI 1.3
a) Voidaan tiivistdd x = x ilmaisemaan, ettid jokainen luku on yhti suuri itsensi

kanssa, eikd meidin tarvitse erikseen luetella mahdollisia (kaikkiaan didretonta

midrdd) lukuja: 0=0,1=1,2=2, ...

LUVUT JA LASKUTOIMITUKSET



b) Kaikille (ainakin lukiotasollla késiteltiville) luvuille x ja y pitee

x + y = y + x, eli yhteenlaskun jirjestyksell4 ei ole vilid. Tama on paljon
helpompaa kuin luetella (d4rettdmin monta tapausta), esimerkiksi
2+3=34+2,244=4+2,3+4=4+3,2+5=>5+2 janiin edelleen.

Yleensd samalla kirjaimella tarkoitetaan samassa asiayhteydessd aina samaa lukua.
Esimerkiksi edellisessd esimerkissd x tarkoittaa samaa lukua yhtdlon kummallakin
puolella. y tarkoittaa my0s jotain lukua, joka on sama yhtidlon kummallakin puolella.
y voi tarkoittaa eri lukua kuin x, mutta ei vilttiméattd. On myos mahdollista, etta
X ja y voivat tarkoittaa samaa lukua — siispé ylla mainittu sdinto kertoo myos, etta
esimerkiksi 2 +2 =2 + 2.

Symboleja, joiden lukuarvo voi vaihdella, on tapana kutsua muuttujiksi, ja sellaisia,

joiden lukuarvon ajatellaan pysyvdan muuttumattomana, on tapana kutsua vakioiksi.

ESIMERKKI 1.4
B Luku 4 on vakio, koska sen suuruus on aina sama asiayhteydesta riippumatta.

1.1.2  RELAATIOT JA LASKUTOIMITUKSET

Matematiikassa olemme kiinnostuneita tutkimuksen kohteen (yleensé lukujen) omi-
naisuuksista ja niiden suhteista toisiin asioihin. Riippuvuussuhteita kutsutaan ma-
tematiikassa relaatioiksi. Tulimme jo kayttineeksi kahta erilaista relaatiota, joilla
kummallakin on oma merkintdnsi: yhteenlasku ja yhtdsuuruus. Yhteenlasku + yh-
distdd kaksi lukua yhdeksi uudeksi luvuksi, ja yhtdsuuruus = vertailee kahta lukua

keskendin.

Harjoituksena muodollisemmasta (formaalimmasta) matematiikasta esitimme tér-
keitd yhtdsuuruusrelaation ominaisuuksia. Yhtisuuruus on kahden luvun vilinen

riippuvuus, jolla on seuraavat kolme tdrkedd ominaisuutta:

Yhtdsuuruusrelaation ominaisuudet

1. Refleksiivisyys: Jokainen luku on yhtd suuri itsensa kanssa, eli x = x kaikilla

luvuilla x.

2. Symmetrisyys: Yhtésuuruus toimii molempiin suuntiin, eli jos x = y, niin myds

y = x kaikilla x ja y.

3. Transitiivisuus: Jos x = y ja y = z, niin x = z kaikilla x, y ja z.
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ESIMERKKI 1.5
a) Ei ole viilid, kirjoitetaanko x = 3 vai 3 = x, koska nima tarkoittavat

yhtisuurudeen symmetrisyyden perusteella tiysin samaa asiaa.

b) Jos t = 3 ja toisaalta y = ¢, niin silloin vilttiméttikin transitiivisuuden

perusteella y = 1.

On hyvinkin mahdollista, etti ndma ominaisuudet voivat tuntua lukijasta triviaaleilta
eli niin yksinkertaisilta ja itsestidiin selviltd, ettei niitd tarvitse perustella tai edes
mainita. Matematiikka on kuitenkin kumulatiivinen eli edellisen péélle rakentuva
tieteenala, ja ominaisuudet kuten refleksiivisyys on tirkedd nimetd, jotta niihin
voidaan myohemmin viitata ja vedota. Matematiikassa pyritdidn myos tarkkuuteen,
ja kaikki asiat — my®0s triviaalit — médritellddn hyvin. Hyvin mééritelty tarkoittaa

yksinkertaista ja yksikasitteista.

Peruskoulussakin kiytettyji relaatioita ovat myos < (pienempi kuin), > (suurempi
kuin), < (pienempi tai yhtd suuri kuin) ja > (suurempi tai yhté suuri kuin), joilla

vertaillaan kahden luvun vilista suuruutta.

ESIMERKKI 1.6
a) Viite 4 < 5 pitad paikkansa, mutta 5 < 4 ei. Kyseinen relaatio ei siis ole

symmetrinen toisin kuin yhtdsuuruus, koska vasemman- ja oikeanpuoleista

lukua ei voida vaihtaa keskenian.

b) Edustakoot a ja b ihmisid, ja relaatiota “a rakastaa b:td” merkitddn a®b.
TéllGin relaatio Q ei ole symmetrinen (tunteet eivit aina ole molemminpuolisia),
refleksiivinen (kaikki eivit rakasta itseddn) eika transitiivinen (rakastaminen ei

vility kolmansille osapuolille).

Huomaa, ettd refleksiivisyyden, symmetrisyyden ja transitiivisuuden mééritelmissd
kdytetty maininta ”— — kaikilla x”” on hyvin olennainen. Relaation ominaisuuksien
tdytyy toimia aina ja kaikissa tilanteissa. Relaatio ja muuttujat tiytyy miéritelld

selvasti, jottei epavarmuuksille jid sijaa!

Yhteenlasku on esimerkki relaatiosta, joka yhdistié kaksi lukua johonkin kolmanteen
lukuun - tdllaisia relaatioita kutsutaan laskutoimituksiksi. (Yhteenlaskun tapauk-
sessa téitd kolmatta lukua kutsutaan yhteenlaskun summaksi.) Kyseessé on tirked
ero: kyseinen relaatio ei siis vain liitd kahta lukua toisiinsa kuten = tai >. Vield
yleisemmin puhutaan operaatioista, kun relaation kohteena eivat vilttimatté ole

luvut vaan jotkin abstraktimmat oliot.

LUVUT JA LASKUTOIMITUKSET



Tehtdvid

Opi perusteet

7. Kirjoita luvut oikeaoppisesti.

a) kolmekymmentéseitsemintuhatta kuusisataakuusitoista ja kolme tuhannesosaa

b) miinus kuusikymmentiseitseméanmiljoonaa kolmekymmentikuusituhatta kah-
deksan

8. Olkoon ihmisten joukossa relaatio ”a on b:n sisar”, jota merkitddn a X b. Pe-
rustele, onko relaatio X

a) refleksiivinen
b) symmetrinen
¢) transitiivinen.

9. Onko relaatio refleksiivinen, symmetrinen tai transitiivinen?

a) Kahden luvun vilinen relaatio <
b) Kahden luvun vélinen relaatio >
¢) “a on b:n lapsi”, missi a ja b edustavat ihmisié

d) ”a on b:n tydkaveri”, missd a ja b edustavat ihmisid, jotka toissd paikassa, missa
on tdissd muitakin

10. Olkoot [, ja I, tason suoria. Médritellddn niiden vélinen relaatio /, || /,, joka
luetaan “’suora /, on yhdensuuntainen suoran /, kanssa”. Onko relaatio refleksiivi-
nen, symmetrinen tai transitiivinen?

LUVUT JA LASKUTOIMITUKSET
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1.2 Johdatus lukualueisiin ja
aritmetiikkaan

1.2.1  LUONNOLLISET LUVUT

Luonnolliset luvut ovat lukuja, joita voidaan kayttdd lukuméérén ja jarjestyksen
ilmaisemiseen. Luonnollisten lukujen joukkoa merkitdén kirjaimella N ja niihin
katsotaan kuuluvan luvut 0, 1, 2, 3, jne. Matematiikan kielelld tdmé on usein tapana

ilmaista seuraavanlaisella merkinnalla:

N={0,1,23,...}

Luvun kuulumista johonkin joukkoon voidaan merkitd symbolilla €, esimerkiksi
2 € N. Jos luku ei kuulu johonkin joukkoon, merkitidin vastaavasti &, esimerkiksi
-2 ¢N.

Tissd kirjasarjassa katsotaan, etti nolla on my6s luonnollinen luku. Matematiikan
alasta riippuen kéytinnot saattavat vaihdella. Jos halutaan ehdottomasti painottaa
nollan kuuluvan kéytettyyn luonnollisten lukujen joukkoon, voidaan joukosta kayttdd

merkintdd N.

Luonnollisille luvuille m ja n on méiritelty yhteenlasku m + n, esimerkiksi 5+ 3 = 8.

Luonnollisten lukujen kertolasku médritellaan perdkkiisind yhteenlaskuina

5:3=54+5+4+5=3+34+3+3+3.

tai yleisesti kirjaimia kéyttden:
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Kertolasku

m-n=m+m+...+tm=n+n+...+n.
N U\ J

v v
n kpl m kpl

Kolmea pistettd kaytetidiin kaavoissa esittimiin puuttuvaa, systemaattisesti jatku-
vaa lausekkeen osaa. Kolmea pistettd ei tule kiyttdi ellei ole hyvin selvdi, miten

Iyhennetty kohta jatkuu!

Nollalla kertomisen ajatellaan olevan tyhja yhteenlasku” eli nolla:

Nollalla kertominen
0-m=0

Luonnollisten lukujen m ja n erotus miiritelldén yhteenlaskun avulla: m — n on
luku £, jolle k + n = m. Tama on kuitenkin koykdisti, ja vihennyslasku kisitelldin

elegantimmin kokonaislukujen joukossa.

1.2.2 KOKONAISLUVUT

Peruskoulun matematiikasta tutuista laskutoimituksista yhteenlasku ja kertolasku
ovat ainoat, joilla voidaan laskea niin, ettd pysytdadan luonnollisten lukujen sisalla.
Esimerkiksi vihennyslaskua 3 — 5 ei voida laskea luonnollisten lukujen joukossa.
Jotta vihennyslasku olisi kaikille luvuille mahdollinen, on keksitty niin sanottu

vastaluvun kisite. Vastaluku méiritelldan seuraavasti:

Vastaluku
Jokaisella luvulla # on vastaluku —n, jolle pitee n + (—n) = 0.

Esimerkiksi luvun 2 vastaluku on —2. Y1ld olevan méaritelman mukaan, kun luku
lasketaan yhteen vastalukunsa kanssa, saadaan tulokseksi 0. Esimerkiksi 2+(—2) = 0.
Vastaavasti luvun —2 vastaluku on sellainen luku, joka laskettuna yhteen luvun —2
kanssa antaa luvun 0. Tima on tietysti 2, koska —2 + 2 = 0. Néin voidaan huomata,

ettd —(—2) = 2. Yleisesti pitee peilaus:
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Peilaus

—(=a) = a.

Luonnolliset luvut ja niiden vastaluvut muodostavat yhdessi kokonaislukujen jou-
kon
zZ={...,-2,-1,0,1,2, ...},

jota voidaan havainnollistaa lukusuoran avulla:

-3 -2 -1 0 1 2 3
L ° ° ° ° L L

v

Kun kédytamme kokonaislukuja, voidaan kahden luvun erotus miéritelld yhteenlaskun

ja vastaluvun avulla yksinkertaisesti:

Vihennyslaskun mdcdritelmd

m—n=m+ (—n)

1.2.3 RATIONAALILUVUT

Peruskoulussa opituista laskutoimituksista yhteenlasku, vihennyslasku ja kertolasku
ovat sellaisia, joilla voidaan laskea niin, ettd pysytdin kokonaislukujen joukon

sisélld. Jakolaskun kanssa sen sijaan saattaa joskus tulla “ongelmia”. ESIMERKKI 1.7
I Laskusta 8 : 4 tulee tulokseksi kokonaisluku 2. Sen sijaan esimerkiksi

laskutoimituksella 8 : 3 ei ole tulosta kokonaislukujen joukossa.

Samalla tavalla kuin luonnolliset luvut laajennettiin vastaluvun avulla kokonaislu-
vuiksi, kokonaisluvut saadaan laajennettua rationaaliluvuiksi ottamalla kédyttoon
kidnteisluvun késite. (Tastd lisdd omassa luvussaan. ) Siten jakolasku onnistuu kai-
killa rationaaliluvuilla — my0s kokonaisluvuilla. Rationaaliluku miéritelldéin lukuna,

joka voidaan esittdd kahden kokonaisluvun osamairina.
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ESIMERKKI 1.8

3

ovat rationaalilukuja, silld ne voidaan esittdd osamédrini: esimerkiksi 5 = =

I Esimerkiksi 2 on rationaaliluku, samoin 0,25 = i. Myos kaikki kokonaisluvut
T

Rationaalilukujen joukkoa merkitidén symbolilla Q.

Q = rationaalilukujen joukko

Lisé4 rationaalilukujen ominaisuuksia késitelliin myohemmissé luvuissa.

1.2.4 REAALILUVUT

Kaikki kayttamdmme luvut eivit ole edes rationaalilukuja. Esimerkiksi peruskou-
lussa on kiytetty lukua 7, joka kuvaa ympyrén kehin pituuden suhdetta ympyrin
halkaisijaan. Lukua 7 ei voida esittad kahden kokonaisluvun osaméérind, joten se ei

ole rationaaliluku.

Toinen esimerkki luvusta, joka ei ole rationaaliluku on \/5 \/5 tarkoittaa sellaista
positiivista lukua, joka kerrottuna itselldin on 2. Se tulee vastaan esimerksi suora-
kulmaisessa kolmiossa, jonka kateetit (eli kaksi lyhyinti sivua) ovat pituudeltaan 1.

(Neliojuuren késitteestid puhutaan tarkemmin tdmén kirjan luvussa Juuret.)

V2

-

1

Lukuja kuten 7 ja \/5, joita ei voida esittdd kahden kokonaisluvun osaméérind, sano-
taan irrationaaliluvuiksi. Rationaaliluvut ja irrationaaliluvut muodostavat yhdessi
reaalilukujen joukon R. Reaalilukujen ominaisuuksista kerrotaan lisdd luvussa

Reaaliluvut.

Seuraavassa taulukossa on yhteenveto lukiokursseilla kdytettavistd lukualueista:
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Lukualueet

Joukko Symboli | Miti ne ovat

Luonnolliset luvut N Luvut0, 1,2, 3, ...

Kokonaisluvut YA Luvut...-2,-1,0,1,2 ...
Rationaaliluvut Q Luvut, jotka voidaan esittdd murtolukuna
Reaaliluvut R Kaikki lukusuoran luvut

Joukot N, Z, Q ja R ovat sisdkkaisid. Kaikki luonnolliset luvut ovat myos kokonais-
lukuja, kaikki kokonaisluvut ovat myds rationaalilukuja ja kaikki rationaaliluvut ovat

my0s reaalilukuja.

0,10110111011110....

Lukualueiden ominaisuudet tulevat tarkemmin esille timén kirjan myohemmisséi

luvuissa.

Lukualueita voidaan laajentaa lisdd viela reaaliluvuistakin — esimerkiksi kompleksi-
luvuiksi, jotka voidaan esittdd tason pisteind. Kompleksilukuja merkitién kirjaimel-
la C. Kompleksiluvut eivit kuulu lukion oppiméaérdian, mutta niitd tarvitaan muun
muassa insindorialoilla yliopistoissa ja ammattikorkeakouluissa. Esimerkiksi vaihto-

sahkdpiirien analyysissa, signaalinkisittelyssa ja sddtotekniikassa kaytetddn runsaasti
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kompleksilukuja. Kompleksiluvut ovat tirkeitd myos matematiikan tutkimuksessa

itsessddn. Tidssd kirjassa niihin ei kuitenkaan perehdyti tarkemmin.

1.2.5 ARITMETIIKKA

Peruslaskutoimitusten yhteen-, vihennys-, kerto- seki jakolaskun tutkimusta kutsu-
taan aritmetiikaksi. Huomaa, etti joitakin laskutoimituksia voidaan merkité useilla
eri tavoilla:

Laskutoimitus | Merkinta

Yhteenlasku +

Vihennyslasku | —
Kertolasku X * -
Jakolasku : / — (jakoviivana)

Laskimista tuttua symbolia + (obelus) ei tulisi kayttdi kisinkirjoitetussa
lausekkeissa. Jakoviivan yli- ja alapuolilla olevat pisteet kuvaavat

murtolukuesityksen osoittajaa ja nimittdjdd. ESIMERKKI 1.9
I Laskimeen néppdilty 74 + 2” vastaa jakoviivan avulla merkittyd

murtolukuesitysta g.

Aritmeettiset operaatiot

* yhteenlaskettava + yhteenlaskettava = summa

 vihennettivd — vihentdja = erotus

* tekija - tekija = tulo

* jaettava : jakaja = osamddrd
Y1l on lueteltu peruslaskutoimituksiin osallistuville luvuille annetut nimitykset.
Huomaa, ettd yhteen- ja kertolaskussa laskutoimitukseen osallistuvia lukuja nimi-

tetddn samalla tavalla. Tami kertoo yhteen- ja kertolaskun vaihdannaisuudesta.

Naissd laskutoimituksissa lukujen jirjestykselld ei siis ole vilid.

Kuten tullaan ndkemaén, kerto- ja jakolasku mééritellddn yhteenlaskun avulla.

Yhteen- ja vihennyslasku

Vihennyslasku méériteltiin kokonaislukujen yhteydessi vastaluvun lisddmiseksi:
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m—n=m++ (—n)

Téamaén perusteella voidaan my6s paitelld, mitd tapahtuu, kun vihennettava luku

onkin negatiivinen. Esimerkiksi:

8 — (-5 Muutetaan vihennyslasku vastaluvun lisaamiseksi
=8 + (—(-9)) —(-5) tarkoittaa —5:n vastalukua, joka on 5.
=8+5

Tdhén ideaan perustuvat seuraavat merkkisaannot yhteen- ja vihennyslaskulle:
Merkkisdicinnot 1

ca+(+b)=a+b

ca+(-b)=a->

ca—(+b)=a-»>

ca—(-b)=a+b

Tdmai asia ilmaistaan usein sanomalla, ettd kaksi perdkkdistd ’—’-merkkid kumoavat

toisensa.

Negatiivisten ja positiivisten lukujen yhteen- ja vihennyslaskut voidaan helposti

tulkita lukusuoran avulla:

5 + 8 viiteen lisatdan kahdeksan™

0 5

® ° >

0 8 13

® ® *—>»
5+8=13

5 + (+8) “viiteen lisétddn plus kahdeksan”
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+8 tarkoittaa samaa kuin 8. ’+’-merkkii kaytetidn luvun edessi silloin, kun halutaan

korostaa, ettd kyseessd on nimenomaan positiivinen luku.

0 5

@ L 2 |

0 8 13

L @ *——>
54(+8) =13

5 — (+8) "viidestd vihennetddn +8”

Tamad tarkoittaa samaa kuin 5 — 8. Lukusuoralla siis liikutaan 8 pykélaa taaksepdin.

-3 5
® . >
0 5
® ® >
5—-(+8)=-3

Mité tapahtuu, kun lisédtidén negatiivinen luku? Kun lukuun lisétéén 1, se kasvaa
yhdelld. Kun lukuun lisétain 0, se ei kasva lainkaan. Kun lukuun lisitddn negatiivinen
luku, esimerkiksi —1, on luonnollista ajatella, ettd se pienenee. Talld logiikalla
negatiivisen luvun lisddmisen pitdisi siis pienentdd alkuperiistd lukua. Juuri néin

vihennyslasku mééritellddn: 5 + (—8) on yhti suuri kuin 5 — 8.

-3 5
L < |
0 5
L @ |
5+ (—8) = -3

5 — (—8) viidesta vihennetdin miinus kahdeksan”

Negatiivisen luvun lisidminen on vastakohta positiivisen luvun lisdamiselle. Tall6in
on luonnollista, ettd negatiivisen luvun vihentdminen on vastakohta positiivisen

luvun vihentidmiselle. Koska positiivisen luvun viahentdminen pienentéd lukua, pitéisi
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negatiivisen luvun vihentdmisen kasvattaa lukua. Lasku 5 —(—8) tarkoittaa siis samaa

kuin 5 + 8.
0 5
® ° >
0 13
® *—»
5—-(-8)=13
Kertolasku

Samaan logiikkaan perustuen on sovittu my0ds merkkisddnnot positiivisten ja ne-

gatiivisten lukujen kertolaskuissa. Kun negatiivinen ja positiivinen luku kerrotaan

keskenddn, saadaan negatiivinen luku, mutta kun kaksi negatiivista lukua kerrotaan

keskendin, saadaan positiivinen luku.

3 - 4 ’kolme kappaletta nelosia”

0 8 12
@ @ *———>
3.4=12

3 . (—4) "kolme kappaletta miinus-nelosia”

~12 - —4 0
L ] o L |
3.(-4)=-12

—3 - 4 "miinus-kolme nelinkertaistetaan”

12 -9 -6 -3 0
L L @ @ L |
—3-4=-12

—3 - (—4) "miinus-kolme miinus-nelinkertaistetaan”
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3.(-h=12

Jokainen miinusmerkki voidaan tarvittaessa my0s tulkita kertolaskuna: —a = (—1)-a.

Jakolasku

Kun ensin kerrotaan jollain ja sitten jaetaan samalla luvulla, paddytiin takaisin siihen,
mistd ldhdettiin. Jakolaskujen merkkisa@dnnét on sovittu niin, etti timé ominaisuus

sdilyy. Ne ovat siis samat kuin kertolaskujen merkkisdannot.

Esimerkiksi haluamme, ettid (—12) : (=3) - (=3) = —12. Nyt voimme kysyd, mitd
laskun (—12) : (—3) tulokseksi pitiisi tulla, jotta jakolasku ja kertolasku sailyvét
toisilleen kadnteisini, eli mika luku kerrottuna luvulla —3 on —12. Kertolaskun
merkkisddnnoistd ndhddén helposti, ettd timén luvun tiytyy olla +4 eli 4. Niinpi on
sovittu, ettd (—12) : (-3) =12 : 3 =4.

Merkkiscdnnot 11
*a-(=b)=(-a)-b=—(ab)
e (—a)-(-b)=a-b=ab
c(-a):b=a:(-b=-;

°(—a):(—b)=a:b=§
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Tehtavid

11. Mitkéd seuraavista viitteisté pitivat paikkansa?

a)—1¢Z
b)-1eN
;g7
d)—%e@
e)—%eR

12. Kirjoita laskut nikyviin: Lukusuoralla on saavuttu pisteeseen —2. Mihin pis-
teeseen paadytdén, kun liikutaan

a) 3 askelta negatiiviseen suuntaan?

b) 6 askelta positiiviseen ja sitten 2 negatiiviisen suuntaan?

c¢) 2 askelta positiiviseen ja sitten 6 negatiiviseen suuntaan?

13. Kirjoita laskutoimitukseksi (laskuun ei tarvitse merkita yksikkoja eli celsiusas-
teita).

a) Lampotila on aluksi 17 °C, ja sitten se vahentyy viisi astetta.

b) Liampotila on aluksi 5 °C, ja sitten se kasvaa kuusi astetta.

c¢) Pakkasta on aluksi —10 °C, ja sitten se lisdintyy kahdella pakkasasteella.

d) Pakkasta on aluksi —20 °C, ja sitten se hellittdd kolme astetta.

14. Laske

a) —(=h)

b) —(=(=h))

¢) —h—(=h)

d) —=(=h—(=h)
15. Laske

a) 3+ (=8)

b) 5+ (+7)

c) -8 —(-5)

d) +(+8) — (+5)
e) —(=8) — (+8).
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16. Laske

a) 3-(-6)

b) =7 - (+7)

c) —8-(-5)

d) —(=8) - (=8)

e) =(=8) - (=(+5))
£) =(=8) - (=5) - (=1) - (-2).

17. Kirjoita ohjeen mukainen lauseke ja laske sen arvo, jos mahdollista

a) lukujen 5 ja —15 osamiiré
b) lukujen 2 ja 8 tulon vastaluku
¢) luvun —2 vastaluvun ja lukujen x ja y erotuksen osamaéara.

18. Koita oheisia pienid laskuongelmia ratkaistaessa kiinnittimédédn huomiota
omiin ajatuksiisi — miten paadyit tulokseen? Kirjoita ratkaisumalliasi vastaava las-
kutoimitus yl6s.

a) Kaverisi pédnttda historiankokeeseen ja suunnittelee opiskelevansa 15 sivua pai-
véssd. Hén on nyt sivun 47 alussa. Monennelle sivulle hiin paisee kolmessa péi-
vassi?

b) Paddyt toihin tietokantaohjelmoijaksi, ja tyonantajasi antaa sinulle nimellisen
tavoitteen kirjoittaa 2450 rivid ohjelmakoodia tyoviikossa (tdssé tapauksessa vii-
dessé arkipdivassd). Jos etenisit tasaiseen tahtiin, kuinka monta rivid koodia kir-
joittaisit paivissa?

¢) Luet kirjaa sivun 100 alusta sivun 120 loppuun. Montako sivua luet?

d) Aidinkielen kurssille luetaan Mika Waltarin Sinuhe Egyptiliinen. Lukemassasi

painoksessa on 738 sivua. Olet juuri lukenut sivun 680. Kuinka monta sivua sinulla
on vield lukematta?

e) Luet toista kirjaa sivun 27 alusta sivun 86 loppuun. Montako sivua luet?

f) Nettisivulla pyorii tietovisa maailman valtioista. Kysymyksid on yhteensi kak-
sikymmenti, ja jokaisesta oikeasta vastauksesta saa pisteen. Yhdennentoista kysy-
myksen kohdalla toteat pistemaérési olevan kahdeksan. Mikd on suurin kokonais-
pistemaéird, jonka pystyt vield saavuttamaan?

g) Lasagnea pidetdédn uunissa erddn ohjeen mukaan 25 minuuttia, ja lasagne pistet-
tiin uuniin kello 19.15. Toteat kellon myohemmin olevan 19.32. Kauanko lasagnen
tulee olla vield uunissa?
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19. a) Olet Ruotsin-laivalla Turusta Tallinnaan, on jo yomy6hd, ja sinua vasyttia.
Aamulla pitéisi nousta maihin (paikallista aikaa) kello 10, jotta ehdit ajoissa Tuk-
holmassa sijaitsevaan scifikirjakauppaan ennen muita pdivén toimia. Tarvitset puo-
li tuntia aamutoimiin ennen maihinnousua. Kiytit puhelintasi herdtyskellona, mut-
ta et ole heikon verkkosignaalin vuoksi varma, nédyttdiko laite Suomen vai Ruotsin
aikaa. Et jaksa mennd tarkistamaan oikeaa aikaa muualta. Ruotsi sijaitsee aikavyo-
hykkeelld, jonka aika on tunnin jédljessd Suomen aikaa. Haluat tietenkin toissijai-
sesti maksimoida nukkumisaikasi, joten moneksi asetat herétyksen, jotta ehdit sil-
ti varmasti hoitaa aamutoimet? Ei haittaa, vaikka olisit ajoissa valmis poistumaan
laivasta, mutta myShéstyminen olisi tuhoisaa.

b) Sama tilanne, mutta yojuna Helsingistd Moskovaan, missa aika on kaksi tuntia
Suomea edellé.

20. Nikod harjoittavassa nopeuspelissi saa pisteitd, kun napauttaa nédytolle ilmes-
tyvid kuviota mahdollisimman nopeasti. Mitd kauemmin kuvion 16ytimisessi kes-
tad, sitd vdhemman pisteitd saa; kaikkein nopeiten kohdetta napauttamalla saa ne-

nopean napsautuksen jilkeen 49, kuinka monta pistettd kohteiden napautuksesta
saa ilman nopeuskertoimia?

21. Matematiikan ylioppilaskokeessa vastataan korkeintaan 10 tehtdavain. Kuinka
monta minuuttia aikaa kokeessa on kidytettidvissa tehtdvidd kohden, jos koeaikaa on
a) kuusi tuntia

b) pidennetty kahdeksan tuntia (esimerkiksi lukihdirion vuoksi)?

22. Kirjoita erotukset summana.

a) 130 — (-5)

b) -4 -7

¢) 2a — b, kun a ja b ovat kokonaislukuja

23. Kirjoita summat erotuksena
a)3l+4
b) —15+(-92)

¢) —a + 2b, kun a ja b ovat rationaalilukuja.

Lisaa tehtavia

24. Koulussa on 240 oppilasta, ja opettajia on sen verran, ettd luokkaryhmia voi-
daan muodostaa korkeintaan neljdtoista. Ryhmistd halutaan mahdollisimman sa-
mankokoisia. Kuinka suuria ryhmisti tulee, ja kuinka monta oppilasta “’jda yli”?

”Ylijdaméoppilaat” sijoitetaan kaikki johonkin valmiiseen ryhméén. Kuinka suuri

ryhmista télloin tulee?
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25. Tarkista laskemalla, onko laskutoimituksilla sama lukuarvo.

a)(2-11)-3ja2-(11-3)

b) (24 : 12) : 2ja24 : (12 : 2)
c)(37-48)—11ja37—-(48—-11)
26. % Laske.

W) (82292 1 ((-2)-1) : 2

121:11
c){3-88:4:24+13:3-[21:(14:2)]} :9+1

27. * Lisdd sulkuja siten, ettd yhtdsuuruusmerkin molemmilla puolilla olevilla

b) -2+5- [3+(2_3).2_ 3—102]

lausekkeilla on sama arvo.

a)5-1-3+2=14+4-4-2-4-8

b)2--1:8+3-4=2+4+1-8-1.
¢)7-94+25-5-1:61-6-5=34+4-7-1-54+14-6+8

28. * Kiytossdsi on neljé paria sukkia, kahdeksan paitaa ja kolmet housut. Kuin-
ka monta erilaista asukokonaisuutta néistd voidaan muodostaa? (Ohje: Keksi no-

peampi tapa yhdistelmien laskemiseen kuin kaikkien yhdistelmien kirjoittaminen
ja lasku "’yksi, kaksi, kolme, ...”. Kaavion piirtiminen saattaa auttaa.)
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1.3 Jaollisuus ja tekijdininjako

1.3.1  JAOLLISUUS JA LUVUN TEKIJAT

Jaollisuus

* Mairitelméa 1. Kokonaisluku a on jaollinen kokonaisluvulla b # 0, jos on
olemassa kokonaisluku c¢ niin, ettd a = b - c. Tilloin sanotaan my®os, ettid b
on a:n tekijd. Voidaan merkitd b | a, joka luetaan b jakaa a:n” tai b on a:n
tekija”.

* Miairitelma 2. Luku a on jaollinen luvulla b # 0, mikéli % on kokonaisluku.

Madritelmit ovat yhtépitavia.

Jaollisuudesta puhutaan vain késiteltdessd kokonaislukuja (eli siis myos luonnollisia

lukuja) — kdsite ei yleisty mielekké&asti rationaali- tai reaaliluvuille.
ESIMERKKI 1.10
a) Luku —12 on jaollinen luvulla 3, silld —12 = 3 - (—4).
b) —12 ei ole jaollinen luvulla 5, silld ei ole kokonaislukua, joka kerrottuna
viidelld olisi 12.
ESIMERKKI 1.11
I a) Viite 4 | 12 on tosi.
b) Viite 4 } 5 on tosi.

Kaikki luvut ovat jaollisia itselldén ja luvulla 1.

ESIMERKKI 1.12
a)7=7-1=1-7,joten 7 on jaollinen luvuilla 1 ja 7, koska seké 1 ettd 7 ovat

kokonaislukuja.

b) -6 =—-6-1=1-(-6), joten —6 on jaollinen seki itselldén ettd yhdell.
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Kokonaislukuja, jotka ovat jaollisia kahdella, sanotaan parillisiksi luvuiksi. Luvut,

jotka eivit ole parillisia, ovat parittomia lukuja.

Jaollisuus on téirked kisite lukuteoriassa, ja joidenkin laskutoimitusten ymmaértami-
sessd, mutta jaollisuuden kisitettd kiytetdin myOs monissa virallisissa midritelmissa
nimellisesti matematiikan ulkopuolella. Esimerkiksi vuosi mééritelldan karkausvuo-
deksi, jos vuosiluku on jaollinen neljdlld mutta ei sadalla, mutta kuitenkin neljalldsa-
dalla jaolliset ovat myos karkausvuosia. Karkausvuonna helmikuu on vuorokauden

tavallista pidempi.

1.3.2 ALKULUVUT
Alkuluku

Alkuluku on lukua yksi suurempi luonnollinen luku, joka ei ole jaollinen muilla

positiivisilla kokonaisluvuilla kuin luvulla 1 ja itselldin.

ESIMERKKI 1.13
a) Luvut 2, 3,5, 7, 11, 13, 17 ja 19 ovat alkulukuja. Tdmi voidaan tarkistaa

jakamalla kukin luku sitd pienemmilla alkuluvuilla ja toteamalla, ettd mikdin
jakolasku ei mene tasan.
b) Luku 18 ei ole alkuluku, koska se on jaollinen esimerkiksi luvulla 9.

¢) Mikiin negatiivinen luku ei voi olla alkuluku, koska jokainen negatiivinen

luku —a voidaan kirjoittaa tulona —1 - a.

Jos luvun tekijd on alkuluku, sitd kutsutaan alkutekijaksi.

Aritmetiikan peruslause
Jokainen ykkostda suurempi kokonaisluku voidaan esittda (termien jérjestysta lukuu-
nottamatta) yksikésitteisesti alkulukujen tulona. Jokainen yhtd suurempi kokonaislu-

tavalla.

Aritmetiikan peruslause todistetaan kurssilla Logiikka ja lukuteoria.
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ESIMERKKI 1.14
Luku 84 voidaan kirjoittaa muodossa 2 - 2 - 3 - 7. Havaitaan, ettd 2, 3, ja 7 ovat

kaikki alkulukuja. Aritmetiikan peruslauseen nojalla tiedetédén, ettd taimi on
ainoa tapa kirjoittaa 84 alkulukujen tulona — mahdollista kerrottavien termien

jarjestyksen vaihtoa lukuunottamatta.

Luvun alkutekijit voi 16ytda etsimalld luvulle ensin jonkin esityksen kahden luvun
tulona. Ndiden kahden luvun ei tarvitse olla alkulukuja. Sen jidlkeen sama toistetaan
ndille kahdelle luvulle ja edelleen aina uusille luvuille, kunnes jiljelld on vain

alkulukuja.
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Tehtdvid

Opi perusteet

29. Mitka seuraavista luvuista ovat jaollisia luvulla 4? Jos luku a on jaollinen lu-
vulla 4, kerro, milld kokonaisluvulla b pitee a = 4 - b.

a) 1

b) 12

c) 13

d)2

e) —20
)0

30. Ovatko viitteet tosia vai epétosia?
a) 2|4

b) 4|2
c)4410
d) 10 4 100

a) 12
b) 15
c) 28
d) 30
e) 64
f) 90
g) 100.

32. Jaa luvut tekijoihin. Mitké luvuista ovat alkulukuja?

a) 111
b) 75
c) 97
d) 360

33. Mitka seuraavista vuosista ovat karkausvuosia: 100, 507, 800, 1000, 1960,
1996, 2000, 2014, 10000?
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34. Pikaruokaketju myy kananuggetteja 4, 6, 9, ja 20 nuggetin pakkauksissa. Luet-
tele ne alle 25 nuggettin tilaukset, joita et voi tilata yhdisteleméllad edelld mainittuja
annoskokoja. Enti jos et kehtaa ostaa 4 nuggettin lasten annoksia?

Hallitse kokonaisuus

35. Onko kokonaislukujen jaollisuusrelaatio | (esim. 8 | 64)

a) refleksiivinen

b) symmetrinen

¢) * transitiivinen?

36. Kokonaislukuja, jotka ovat itsestdiin poikkeavien tekjoidensd summia, sano-
taan tdydellisiksi luvuiksi. Esimerkiksi 6 on tdydellinen luku, silli 6 = 1 +2 + 3.
Till4 hetkelld ei tiedetd, onko tdydellisid lukuja ddrettomidn montaa — vaonna 2013
16ydettiin tietokoneella 48. tdydellinen luku, jossa on 1dhes 35 miljoonaa numeroa.
Myoskiin ei tiedetd, onko parittomia tiydellisid lukuja olemassa.

a) Médritd seuraava kuutta suurempi tdydellinen luku. (Se on alle 30.)

b) Perustele, voivatko negatiiviset kokonaisluvut olla taydellisid lukuja.
Lisai tehtivia

37. * Kirjoita haluamallasi ohjelmointikielelld ohjelmakoodi, joka tarkistaa, onko
annettu vuosi karkausvuosi.
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1.4 Laskujarjestys ja lausekkeiden
sieventdminen

Tiassd luvussa tutustumme lisdéd laskutoimitusten terminologiaan ja siihen, miten

tyoskentelyd voidaan usein helpottaa kirjoittamalla lasku eri tavoilla.

1.4.1 LAUSEKE

Mité tahansa kirjoitettua lukua tai laskutoimitusta kutsutaan yhteiselld nimellad
lausekkeeksi. Lausekkeen arvoksi kutsutaan siti lukua, joka saadaan, kun lausek-

keen laskutoimitukset lasketaan.

ESIMERKKI 1.15
a) Lausekkeen 2 arvo on 2.

b) Lausekkeen 5 — 3 arvo on 2.

c) Lausekkeen x : 3 — 9 arvo ei ole vakio, vaan sen arvo riippuu muuttujasta x.

Lausekkeiden sanotaan olevan yhtésuuria, kun niiden arvot ovat yhti suuria.

ESIMERKKI 1.16
Koska lausekkeen 2 + 4 arvo on 6 ja myds lausekkeen 12 : 2 arvo on 6, voidaan

merkitd 2 +4 = 12 : 2. (Tama vastaa aiemmin médriteltyd yhtdsuuruusrelaation
transitiivisuutta: Jos2+4 =6ja 12 : 2 =6,niin 2 +4 = 12 : 2 seuraa.)

On erittdin hyodyllistda huomata, etté tietyn luvun voi itse asiassa ilmaista erilaisten
lausekkeiden avulla ddrettoman monella eri tavalla. Koska eri lausekkeiden vilill4,
joilla on sama arvo, on vain kosmeettista eroa, voidaan tilanteesta riippumatta mika

tahansa samanarvoinen lauseke sijoittaa toisen paikalle.
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ESIMERKKI 1.17
Seuraavat merkinnit tarkoittavat kaikki samaa lukua:

42
~ (—42)
67

(50 -29)-2

Niinpd luvun 42 paikalle voi aina, poikkeuksetta ja kaikissa tilanteissa kirjoittaa
esimerkiksi merkinnén (50 — 29) - 2, silld se tarkoittaa samaa lukua kuin

merkinti 42.

Usein lausekkeessa esiintyy myos kirjaimia. Niilld merkitdin lukuja, joiden arvoa ei
tiedeti tai joiden arvo voi vaihdella tilanteesta riippuen ja niitd kutsutaan muuttu-
jiksi, tuntemattomiksi tai vakioiksi. Lausekkeella on myos télldin lukuarvo, mutta
titd lukuarvoa ei vilttamittd voi laskea, jos muuttujan, tuntemattoman tai vakion

lukuarvoa ei tiedeta.

Kun lausekkeissa esiintyy tuntemattomia lukuja, sanotaan kahta lauseketta yhti suu-
riksi silloin, kun ne ovat yhté suuria riippumatta siitd, mika lukuarvo tuntemattomilla

on.

ESIMERKKI 1.18
I Lausekkeet x + y + 2 ja y + 2 + x ovat yhté suuria, koska riippumatta siiti, miti

x:n ja y:n lukuarvot ovat, kummastakin lausekkeesta saadaan sama tulos.

Kun lauseke muodostuu yhteenlaskusta, kdytetdin nimitystd termi tarkoittamaan
kutakin yhtd yhteenlaskettavaa osaa lausekkeesta. Termissi voi olla yhdistelmi
vakioista ja muuttujista tulona tai se voi myds olla vain yksittdginen luku. Muista,
ettd kaikki viahennyslaskut voi kirjoittaa yhteenlaskuina, jolloin sanaa termi voidaan

kdyttdd myos vihennettédvistd ja vihentdjasta.
ESIMERKKI 1.19
a) Lausekkeen 1 + 2 termit ovat 1 ja 2.

b) Lausekkeen 7 — 3 termit ovat 7 ja —3. Tama nékyy selvisti, kun kirjoitetaan

vahennyslasku yhteenlaskuna: 7 — 3 = 7 4+ (=3).

c) Lausekkeen —4axy — ax + 1 termit ovat —4axy, —ax ja 1.
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1.4.2  SIEVENTAMINEN

Matemaattisia ongelmia ratkaistaessa kannattaa usein etsid vaihtoehtoisia tapoja
jonkin laskutoimituksen, lausekkeen tai luvun ilmaisemiseksi. Télldin usein korva-
taan esimerkiksi jokin laskutoimitus toisella laskutoimituksella, josta tulee sama
tulos. Niin lauseke saadaan sellaiseen muotoon, jonka avulla ratkaisussa péiéstdin
eteenpdin. Kun merkitsemme monimutkaisen lausekkeen lyhyemmin, sitd kutsutaan
sieventimiseksi. Sieventdminen on ikdén kuin sotkuisen kaavan siistimistéd selkedm-
méksi. Tdhéan lukuun on koottu sddnt6jéd, joiden avulla lauseketta voi muutaa niin,

ettd sen arvo ei muutu.

Téssd luvussa on esitelty tarkeimpid sddntojd, joita voidaan kiyttdd lausekkeiden
sieventdmisessd. Niitd sddntdjd tulee myohemmin paljon lisdd. Monet myohem-
min vastaan tulevista saannoisti voidaan myos perustella tésséd luvussa esitettyjen

sddntdjen avulla.

Vaihdantalaki ja liitdntalaki

Yhteenlaskujen jdrjestys
Yhteenlaskut voi laskea missé jarjestyksessa tahansa

a+b=b+a (vaihdantalaki)
a+(b+c)=(@+b)+c=a+b+c (liitantélaki)

Esimerkiksi laskemalla voidaan tarkistaa, etti S+7 =7+ Sjaetti 2+ 3)+ 5 =
2+ (B +5).

Namai sddnnot voidaan yhdistda yleiseksi sdannoksi, jonka mukaan yhteenlaskun

sisélld laskujdrjestystd voi vaihtaa miten tahansa.

Tamai sddnto voidaan yleistdd koskemaan my0s vihennyslaskua, kun muistetaan, etti
vahennyslasku tarkoittaa oikeastaan vastaluvun lisddimista. 5 — 8 tarkoittaa siis samaa
kuin 5 + (—8), joka voidaan nyt kirjoittaa yhteenlaskun vaihdantalain perusteella
muotoon (—8) + 5 eli —8 + 5 ilman, etti laskun lopputulos muuttuu. Téstd seuraa

seuraava saanto:
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Yhteen- ja vihennyslaskujen jdirjestys
Pelkéstidn yhteen- ja vihennyslaskua sisdltavissa lausekkeessa laskujérjestysti voi
vaihtaa vapaasti, kun ajattelee miinusmerkin kuuluvan sitd seuraavaan lukuun ja

liikkkuvan sen mukana.

ESIMERKKI 1.20

B 5-8+7-2=54+(-8)+7+(-2)=-2)+ (-8 +5+7=-2-8+5+7
Vastaavat sddannot pétevit kerto- ja jakolaskulle samoista syisti.

Kertolaskujen jdrjestys

Kertolaskut voi laskea missi jarjestyksessd tahansa

a-b=b-a (vaihdantalaki)
a-(b-c)=(a-b)-c=a-b-c (liitintdlaki)

ESIMERKKI 1.21

I a)5:-6=6-5
b)2-1+2)=2-14+2-2

Kerto- ja jakolaskujen jdirjestys

Pelkéstddn kerto- ja jakolaskua siséltivassé lausekkeessa laskujérjestystd voi vaihtaa

vapaasti, kun ajattelee jakolaskun kédnteisluvulla kertomisena.

ESIMERKKI 1.22
: co_s. log l_7. 1 1 s_7.5.9.
l 5:8:7:2=5-2-7-3=7-2-2-5=7:2:8.5

Osittelulaki

Yhteen- ja kertolaskua siséltiville lausekkeelle pétee seuraava sdinto:

Osittelulaki
alb+c)=ab+ac

Luettaessa annettua kaavaa vasemmalta oikealle puhutaan sulkujen avaamisesta.

Oikealta vasemmalle péin luettaessa puhutaan yhteisen tekijin ottamisesta.
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Osittelulakia voidaan kiyttdd muiden laskutoimituksiin liittyvien lakien rinnalla.
Kun vidhennyslasku ajatellaan vastaluvun lisdédmisena ja jakolasku ajatellaan kaddn-
teisluvulla kertomisena, voidaan osittelulaki laajentaa koskemaan myos jakolaskua.

Seuraavassa on esimerkkejd tillaisista osittelulain sovelluksista:

ESIMERKKI 1.23

(b+ca=ab+c)=ab+ac =ba+ca

(Sovellettu vaihdantalakia)
ab+c+d)=al(b+c)+d)=alb+c)+ad =ab+ ac + ad
(Sovellettu liitdntélakia)
alb—c)=alb+(-c))=ab+a-(—c)=ab—ac

(Sovellettu kertolaskun merkkisdantoa)

(b+c):a:(b+c)-l=b-l+c-l=b:a+c:a
a a a

(Sovellettu jakolaskun ilmaisemista kéddnteisluvun avulla.)

Térkedd on huomata osittelulain toimivan myds, vaikka sulkeissa olisi vidhennyslasku,
eli osittelulaki voidaan yleistdd muotoon a(b + ¢) = ab + ¢, missi lausekkeiden

molemmille puolille valitaan aina sama merkki — plus tai miinus.

Tama voidaan johtaa vastaluvun ominaisuuksia kayttamalla:

alb—c)=alb+ (-c)) viahennyslaskun mairitelma

=ab+a-(—c) osittelulaki

=ab+ (—c)a vaihdantalaki

=ab+ (—1)ca tulkitaan miinusmerkki —1:114 kertomiseksi
=ab+ (—ca)

=ab—ca vahennyslaskun méaritelma

Tilanteessa a(—b — ¢) toimitaan seuraavasti:
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a(—b—c)=a((-1)b+ (—1)c) tulkitaan miinusmerkkit —1:114 kertomiseksi
=a((—-1)(b+c)) osittelulaki
= (a(-1))(b+ ) kertolaskun liitdnnéisyys

=—alb+c)

Sievennyksen liséksi osittelulaki on kdtevi tyokalu luvuilla laskemisessa ja padssa-

laskussa, kuten seuraavat esimerkit osoittavat:

ESIMERKKI 1.24
a)
7777 -542 = 7777 - 541 = 7777 - (542 — 541)
=7777-1
=7777
b)

46-9=146-(10—1)

=46-10-46-1
= 460 — 46
=414

Osittelulakia kéytetdin usein tuntemattomia lukuja siséltidvien lausekkeiden muok-

kaamisessa.

ESIMERKKI 1.25
a)2(x+5)=2x+2-5=2x+10
b) —x(y+1)=—-xy—x
¢) 3(x+ y)a = 3x +3y)a = 3ax + 3ay

Joissakin tilanteissa osittelulakia tarvitaan useamman kerran, jotta sulkeet saadaan

poistettua.
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Kianteistoimitukset

Luvun ja sen vastaluvun summa on nolla. Yhteen- ja vihennyslasku ovat toisten-
sa kddnteistoimituksia, joten saman luvun lisdiminen ja vihentdminen peridkkédin

kumoavat toisensa:
Kddinteistoimitukset 1
ca—a=0
e —a+a=0
*a+b—-b=a
ca—b+b=a
Vastaavasti luvun ja sen kédédnteisluvun tulo on nolla. Kerto- ja jakolasku ovat tois-

tensa kédnteistoimituksia, joten peridkkiin kertominen ja jakaminen samalla luvulla

kumoavat toisensa:

Kddanteistoimitukset 11

oa.l:l
a
ol.a:l
a
ca-b:b=a
ca.:b-b=a

s Ndmai sddnndt ovat sieventamisen tyokaluja. Voimme poistaa niiden avulla ylimaa-

rdisid termeji ja tulontekijoitd lausekkeista.

ESIMERKKI 1.26
Sievennetiddn 2 + ¢ — ¢, missi ¢ on mika tahansa kokonaisluku.

Koska —c on c:n vastaluku, niin niiden summa ¢ + (—c) on 0. Till6in

lausekkeen arvo on 2 + 0. Huomaa, ettéd vastaus on 2 riippumatta c:n arvosta.
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1.4.3 LASKUJARJESTYS

Kun lauseke sisdltdd monta eri laskutoimitusta, on laskutoimitusten suoritusjirjes-
tykselld usein vaikutusta lausekkeen arvoon. Laskutoimitusten mééritelmaét tulee
osata hyvin. Jos tavalliseen laskujérjestykseen halutaan tehdd muutoksia, kiytetdian

sulkumerkkeji ilmaisemaan haluttua laskujérjestysta.

Jos lausekkeessa on useita eri laskutoimituksia, ne suoritetaan seuraavassa jirjestyk-
sessa:

Suoritusjdrjestys

1. Suluissa olevat lausekkeet sisemmistd suluista ulompiin sulkuihin

2. Potenssilaskut (potenssia kisitellddn tarkemmin myohemmin tissé kirjassa)

3. Kerto- ja jakolaskut vasemmalta oikealle

4. Yhteen- ja vihennyslaskut vasemmalta oikealle

Tissd kannattaa huomata liséksi, ettid vaikka laskujérjestyssdéintdjen mukaan kerto-
ja jako- sekd yhteen- ja vihennyslaskut lasketaan vasemmalta oikealle, on tiettyji
tilanteita, joissa jarjestys ei vaikuta laskun lopputulokseen ja laskut voidaan laskea

my0s vaikka oikealta vasemmalle.

ESIMERKKI 1.27
Lasketaan lausekkeen 2 + (3 4+ 1) - 5 arvo.

Koska lausekkeessa on useita eri laskutoimituksia, joudumme tarkastelemaan
laskujérjestysti vihin tarkemmin. Ensimméiiseksi laskemme lausekkeen (3 + 1)
arvon, koska se on sulkujen sisélld. Tulo 4 - 5 sen sijaan tarkoittaa
madritelméinsd mukaan yhteenlaskua4 +4+4+4+4+4 (tai5+5+5+5).
Tédmin voi helposti yhdistdd ensimmdiiseen termiin 2, koska yhteenlasku on

vaihdannainen ja liitinniinen.
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2+@3+1)-5 Lasketaan ensin (3 + 1)

=2+4-5 sen jilkeen tulo 4 - 5
=2+20 lopuksi vield summa
=22
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Tehtavid

38. Kirjoita seuraavat laskutoimitukset uudestaan kdyttden annettua laskulakia.
Tarkista laskemalla, ettd tulos sdilyy samana.

a) 3-(—6) (vaihdantalaki)

b) 5:(7+6) (yhteenlaskun vaihdantalaki)

¢)5-(7+6) (kertolaskun vaihdantalaki)

d)5-(7+6) (osittelulaki)

e) (=8-(=5))-2 (liitdntélaki)

39. Laske seuraavat laskut ilman laskinta soveltamalla vaihdantalakia, liitdntdlakia
ja osittelulakia. Selvitd jokaisessa vaiheessa, mita laskulakia kaytit.
a) 350 - 271 — 272 - 350

b) 370 - 1010

c) 594 + 368 + 3 — 368

40. Laske.

a)2+3-(-1)
b)(5-(12-3)) -2
¢)14+9:3:3-3-5):2.
41. Sievennid

a)2(a+b)—a

b) 32a+ b)+ 2a+b)

¢) =(=(=a) - b)

d) —(—a—(—a—->b)—b)-(1+2b).
42. Sievennd
a)(b—1(c—1

b) (b —a)(c —2)

c) (1 —=2x)(1-2y)
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43. Perustele laskutoimitusten médritelmien ja ominaisuuksien avulla, miksi

a)3-2=6
b)y6—-4=2

¢) 3x+x =4x
d) xy + yx = 2xy,

kun x ja y ovat kokonaislukuja?
Liséi tehtiivia

44. Osoita jaollisuuden méadritelmiin nojaten, ettd jos kokonaisluku on jaollinen
kuudella, niin se on jaollinen seki kahdella ettd kolmella.
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1.5 Murtoluvuilla laskeminen

Opetus.tv: Laskutoimituksia murtoluvuilla (5.15, 4.53, 6.56, 9.16)

http://opetus.tv/maa/maal/laskutoimituksia-murtoluvuilla/

Téassd luvussa kasitelldan murtolukujen laskutekniikkaa, ja seuraavassa luvussa

harjoitellaan, miten késitellyt laskutoimitukset liittyvit sovelluksiin.

1.5.1  MURTOLUKUESITYS

Rationaaliluvun esitystd kokonaislukujen osaméarani % kutsutaan murtoluvuksi.
Luku a on murtoluvun osoittaja ja luku b on nimittdja. Nimittdjd on aina erisuuri
kuin nolla (b # 0). Madritelman mukaan kaikki rationaaliluvut voidaan esittda

murtolukuina. Usein rationaaliluvut voidaan esittdd myos desimaaliesityksen avulla.

Rationaalilukuja esitetdén toisinaan myos sekamurtolukuina eli lyhyemminsekalu-
kuina. Sekalukuesityksessd luku esitetddn summana kokonaisosasta ja murto-osasta
(yleensa luku nollan ja yhden vililtd), mutta yhteenlaskumerkki jatetdan merkitsemét-
td. Esimerkiksi sekaluku 3% tarkoittaa lukua 3 + %, jonka voi esittdd murtolukuna %.
Jos luku on negatiivinen, miinusmerkki merkitéén koko sekaluvun eteen, siis —6%
tarkoittaa lukua —(6 + %). Merkinti saattaa aiheuttaa sekaannusta, silla 3% saattaisi
myo0s viitata tuloon 3 - %. Sekalukumerkintdé kéytetdan vain tunnetuilla lukuarvoilla,

.. b . . b
siis a- tarkoittaa aina tuloa a - -.
c c

ESIMERKKI 1.28

Rationaaliluvulla % on kolme erilaista esitystapaa: murtolukuesitys,

sekalukuesitys ja desimaaliesitys.

5 .1
2=1-=125
474

Murtolukujen laskutoimituksia varten sekaluvut kannattaa usein muuttaa murtolu-

kuesitykseksi.
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Jos kahdella murtoluvulla on sama nimittéjd, niitd sanotaan samannimisiksi.

ESIMERKKI 1.29

I Luvut é, % ja —25—5 ovat keskenddn samannimisid. Luvut % ja % eivit ole

samannimisia.
Samannimisten murtolukujen vertailu on helppoa. Kun kaksi murtolukua esittaa
samankokoisia osia eli nimittdjit ovat samat, ndhdain lukujen keskindinen suuruus

suoraan osoittajista. (Tarvittaessa huomioidaan my6s mahdollinen negatiivisuus.)

Jos kisiteltdvit murtoluvut eivit jo valmiiksi ole samannimisié, ne voidaan aina
vertailua tai muuta kisittelyd varten muuttaa samannimisiksi laventamalla tai su-

pistamalla

Laventaminen ja supistaminen
Murtoluvun arvo pysyy samana, kun seké osoittajassa ettd nimittdjassi oleva luku
kerrotaan (lavennetaan) samalla luvulla. Vastaavasti, osoittaja ja nimittdja voidaan

jakaa (supistaa) samalla luvulla, jos jako menee tasan.

laventaminen

supistaminen

missd b # 0jac # 0.

Laventamisen mahdollistaa se, ettd jokainen nollasta poikkeavalle luvulle ¢ pitee
f = 1. Kun mielivaltaista lukua kerrotaan luvulla 1, luvun arvo ei muutu. Huomaa,

ettd murtoluvun laventaminen ei tarkoita samaa kuin murtoluvun kertominen.

Koska murtolukuesitystd voidaan laventaa milld tahansa (nollasta eriévilld) kokonais-
luvulla, jokaisella murtoluvulla on monta esitystapaa; esimerkiksi % = %. Konkreetti-
semmin voidaan ajatella, ettd puolikas pizza ei vihene vaikka molemmat puolikkaat

jaetaan edelleen kolmeen osaan.
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Samannimiseksi laventaminen ja supistaminen
Mité tahansa kahta murtolukua voidaan vertailla laventamalla (tai supistamalla) ne
samannimisiksi siten, ettd yhteinen nimittijd on positiivinen, ja sitten vertaamalla

osoittajia.

1.5.2 MURTOLUKUJEN YHTEEN- JA VAHENNYSLAS-
KU

Murtolukujen yhteenlasku, samat nimittdjdt
Jos murtolukujen nimittdjit ovat samat, voidaan murtoluvut laskea yhteen laskemalla

osoittajat yhteen.
a b _ a+bd
e —— ,
c ¢ c

missd ¢ # 0

Jos yhteenlaskettavilla murtoluvuilla on eri nimittdjét, murtoluvut lavennetaan ensin
samannimisiksi ja sitten osoittajat lasketaan yhteen. Jos siis % ja 5 ovat murtolukuja
(missd b # 0 ja d # 0), lasketaan

Murtolukujen yhteenlasku, eri nimittdjdit

a ¢ _ad bc ad+bc
b d bd bd bd

Téassd % lavennetaan luvulla d ja % lavennetaan luvulla b. Nyt saadaan kaksi sa-

mannimistd murtolukua, joiden kummankin nimittéjiksi tulee yhteenlaskettavien

nimittdjien tulo bd.

Ylld esitetty menettely, missd murtoluvut on lavennettu toistensa nimittéjilld toimii

aina, mutta toisinaan pelkéastddn toisen murtoluvun laventaminen tai supistaminen

riittaa.
ESIMERKKI 1.30
Laske
1,12
2 6 6
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Ratkaisu. Lavennetaan nimittdjit samannimisiksi ja lasketaan osoittajat yhteen.

Mahdollista olisi ollut myds ensin yhdistdd jo valmiiksi samannimiset

murtoluvut ja vasta sitten muokata samannimisiksi.

ESIMERKKI 1.31

1,3 _ 1 ,3_ 1 ,33_1
I€+5_2.+2_ + =5t

[e Y =}

3 23 23

_lo_75_5
6 J3 73

Kaikki rationaaliluvut voidaan esittdd murtolukumuodossa, mutta myos kokonais-
luvut voidaan esittdd murtolukuina asettamalla murtoluvun nimittdjiksi yksi. TAtd

voidaan kéyttid, kun lasketaan yhteen kokonaislukuja ja murtolukuja.

ESIMERKKI 1.32
Laske

1
2+ -
3

Ratkaisu. Kirjoitetaan lausekkeen kokonaisluku 2 murtolukuna, minka jilkeen

murtoluvut voidaan laventaa samannimisiksi ja laskea yhteen:

1 2 1
2t3=1%3
3.2 1
“31'3
_6,1
33
_6+1
-3
_7
-1

Murtolukujen vihennyslasku toimii periaatteessa samalla tavalla kuin yhteenlaskukin
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(vidhennyslasku méiriteltiin vastaluvun lisddmiseni). Ensin lavennetaan samannimi-

siksi, sitten suoritetaan vihennyslasku osoittajassa.

ESIMERKKI 1.33
Laske

[\o]
Wl
|
QW

ja anna vastaus sekamurtolukuna.

Ratkaisu.

sekalukuesitys murtoluvuksi

Koska vastaus pyydettiin sekamurtolukuna, ei alkuperiisessd lausekkeessa
olevaan kokonaisosaan tarvittu koskea. Huomaa, ettd esimerkissi esitettiin
”jokainen” vilivaihe. Rutiinin ja ymmarryksen kehittyessd vaiheita voi jattdd
pois, ja kdytdnndssi lukujen yhdistimisen voi tehdi laskimella, kunhan osaa

nédppdilld sen oikein ja esittdd tuloksen oikeassa muodossa.

Vastaus.

21

1.5.3 MURTOLUKUJEN KERTOLASKU
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Murtolukujen kertolasku
Murtolukujen % ja 3 (b # 0jad # 0) tulo lasketaan kertomalla lukujen osoittajat ja

nimittdjit keskenadn:

e
d b-d bd

S

Laskusddnto voidaan perustella graafisesti:

\ | | | | \

5_ 15 5 1,5_ 5
3.== == .i— == = =
7...7 17_i7 Y "

4 4
1 [T 1
§.§= =3.5=E
1,5_ -5 _5 47 4.7 ~ 28
4 7 4.7 ~ 28
ESIMERKKI 1.34
Laske
3.6
4 5

Ratkaisu. Murtolukujen kertolaskussa tekijoiti ei tarvitse laventaa
samannimisiksi. Osoittajat kerrotaan keskendin ja nimittijat kerrotaan

keskendin:

6_3:6_18_7.9 9
5 4. B

4.5 20 72.-10 10

9
Vastaus. o

1.5.4 MURTOLUKUJEN JAKOLASKU

Kddnteisluku

Luvun a kdanteisluku on sellainen luku b, joka kerrottuna luvulla a on yksi, ab = 1.
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Rationaaliluvun a kiénteisluku on % (a # 0), silla

ESIMERKKI 1.35

Luvun 5 kaéinteisluku on %, koska

5-=—=1.

1
5

Vastaavasti luvun —% kéanteisluku on —3 koska

Kainteislukua tarvitaan muun muassa murtolukujen jakolaskuissa.

Murtolukujen jakolasku
Olkoon b # 0, ¢ # 0 ja d # 0. Murtolukujen osaméiri % : % lasketaan kertomalla

jaettava jakajan kédanteisluvulla:

Qo

a.
ne

ESIMERKKI 1.36
Jos jonkin luvun jakaminen pééssi viidelld tuntuu vaikealta, voi kédyttdd
esimerkiksi seuraavaa kikkaa: Koska 5 vastaa arvoltaa lauseketta 10 : 2,
voidaan viidelld jakamisen sijaan jakaa 1—20:11a. Tadmai voi helpottaa pidssilaskua,
koska yleensd kahdella ja kymmenelld suoritetut kerto- ja jakolaskut koetaan

yksinkertaisina. Jaetaan mielivaltainen x viidelld ndin:

10 2 2x
X:5=x!—=x-—==
2 10 10

Viidelld tulee siis jaettua, jos kertoo kahdella ja jakaa timén jilkeen tulon
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kymmenelld. Toki my0s laskujdrjestys % - 2 on mahdollinen, eli ettd ensin jakaa
kymmenell ja sitten vasta kertoo kahdella. Néin esimerkiksi lasku 1340 : 5

muuttuu muotoon 1314(;) 2 — 134.2 = 268.

1.5.5 MURTOLAUSEKKEIDEN SIEVENTAMINEN

Yhteiseksi tekijcksi ottaminen
Jos murtoluvun osoittajassa tai nimittdjdssd on summa, jonka osilla on yhteinen
tekijd, sen voi ottaa yhteiseksi tekijiksi sulkujen eteen. Jos osoittajassa ja nimittdjassa

on sen jalkeen sama kerroin, sen voi jakaa pois molemmista eli supistaa pois.

ac + be :¢(a+b):

- / a+b (1.1)

Joskus murtolauseke sieventyy, jos sen esittddkin kahden murtoluvun summana.

cathb_ca,b_,42 (1.2)
C c c C

ESIMERKKI 1.37
Kun jakaa kolme erikokoista nallekarkkipussia (a, b ja c) tasan kolmen ihmisen
kesken, on sama, laittaako kaikki ensin samaan kulhoon ja jakaa ne sitten

a+b+c
( 3

) vai jakaako jokaisen pussin erikseen (% + g + %).

Jos taas samat kolme henkilod jakavat keskenédén pussin tikkareita (6 kpl) ja

yhden pussin nallekarkkeja (n kpl), niin saadaan seuraavanlainen lasku:

6 tikkaria+n nallekarkkia __ 6 tikkaria + n nallekarkkia __ }/~2 tikkaria + n nallekarkkia __
= 3 = =

3 3 i 3
2 tikkaria + w Toisin sanoen, kukin saa kaksi tikkaria ja kuinka paljon

ikind onkaan kolmasosa kaikista nallekarkeista.
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Tehtavid

Opi perusteet
45. Supista.

3.5:6

a) 4-5-6
3a-a-(4b)-b

b) (4a)b
3a+ab

c) »

46. Supista niin pitkélle kuin mahdollista.
15
a) %

b)%

2
C) 5
65
D o

144
C) %

47. Lavenna samannimisiksi
2. 4

a) =ja-

) 5 Jas

b) 5a . 79[7

c) Ja =
48. Aseta luvut suuruusjirjestykseen.

—15 —19 1 3
i S VR S
) > 971274

50. Esitd sekamurtolukuna
15
3.) 7

b)%

2013
c) -
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51. Muunna (mahdollisimman sieviksi) murtoluvuksi
2
a) 33
1
b) 4§
6
52, Laske
2,5
a) 16 + 5
1 1
5 3
)2+ i 31
3 5
d) >+ 1- 5

53. Laske

g e
o 1w Wi
Blw

o
N
1w

- 10.

Qs NN fja s

10 9 8 7 6 5 4 3
54'LaSke98765432'

55. Laske

S
N
|~

—_

g e
|&
w
N—

o
N’
P WA WIN

o
~

1
3_3
7721

(oW
=

56. Laske luvun %

a) vastaluku

b) kddnteisluku

¢) vastaluvun vastaluku

d) vastaluvun kaanteisluku

e) kdanteisluvun vastaluku

f) kdanteisluvun kaanteisluku.

g) Mitka tehtdvin luvuista ovat samoja kuin alkuperdinen luku? Miksi?

h) Mitki tehtdvén luvuista ovat samoja keskendén? Miksi?
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57. Laske lukujen %ja é

a) vastalukujen summa
b) kéénteislukujen summa
¢) summan vastaluku

d) summan kéinteisluku

Huomioi, mitki luvuista ovat samoja.

58. Sievennd ja kiinnistd erityistd huomiota laskujérjestykseen, kun sijoitat lausek-
keet laskimeen.

a)
b)
c)
d)

wivlsio wis|oy N =19

1=
w

;-1

59. Laatikossa on palloja, joista kolmasosa on mustia, neljdsosa valkoisia ja vii-
desosa harmaita. Loput palloista ovat punaisia. Kuinka suuri osuus palloista on
punaisia?

60. Eradssi pitkdn matematiikan ensimmaiisen kurssin ryhmaéssd on 16 opiskelijaa.
Heistd 8 on tyttdjd ja tytoistd neljannekselld on siniset silmét. Kuinka suuri osa
luokan oppilaista on sinisilmiisii tyttoja?

61. Mira, Pontus, Jarkko-Kaaleppi ja Milla leipoivat lanttuvompattipiirakkaa. Pon-
tus kuitenkin s6i piirakasta kolmanneksen ennen muita, ja loput piirakasta jaettiin
muiden kesken tasan. Kuinka suuren osan muut saivat?

62. Huvipuiston sisdidnpddsylippu maksaa 20 euroa, ja lapset padsevit sisddn puo-
leen hintaan.

a) Kuinka paljon kolmen lapsen yksinhuoltajaperheelle maksaa paista sisdén?

b) Kuinka paljon sisddnpddsy maksaa perheelle avajaispdivdni, kun silloin sisdin
piidsee neljanneksen halvemmalla?

63. Eradssd kaupassa on kdynnissd loppuunmyynti, ja kaikki tuotteet myydiin
puoleen hintaan. Lisiksi kanta-asiakkaat saavat aina viidenneksen alennusta ostok-
sistaan. Paljonko kanta-asiakas maksaa nyt tuotteesta, joka normaalisti maksaisi 40
euroa?

64. Kokonaisesta kakusta syoddédn maanantaina iltapaivalld puolet, ja jiljelle jaa-
neestd palasta syoddin tiistaina iltapdivélla taas puolet. Jos kakun jakamista ja syo-
misté jatketaan samalla tavalla koko viikko, kuinka suuri osa alkuperéisesti kakus-
ta on jdljelld seuraavana maanantaiaamuna?
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65. Sievenna.

3 2

6y 2
Hallitse kokonaisuus

66. Laske murtolukujen % ja —%

a) summa
b) erotus
¢) tulo

d) osamaara.

67. Laske
5 .3, 2

a) - (5+3)
1,1 6

68. Supista mahdollisimman pitkélle.

12a+2ab
a —_—
) 4a
-a-(3b)
b a-a-(
) 3a

69. Laske.

o | —
o 1w

a) 4

+

1w
W | =

+

b) 3=

6 12

w1
INT®

70. Milléd luvun x arvolla lukujen
a) x ja % tulo on 0?
b) x ja g tulo on 1?
T2 ?
c) x, 57 42 3 tulo on 17
71. Laske lausekkeen ﬁ arvo, kun x on
a)0
b) 4
1
C) -3

d) 17—0
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72. Selvitd, millad luvuilla on se ominaisuus, ettd luvun vastaluvun kididnteisluku on
yhté suuri kuin luvun kdinteisluvun vastaluku.

73. Laske lausekkeen % — i arvo, kun tiedetdin, ettd n = % jam=n+1.

Lisia tehtivia
74. Laske ja sievennd vastaus.

a)§+§
b)2+2
©)2+3
d)3+3+32

75. @) 2432

5
0=}
©)2;+72
d) 42 -62
76. a)2~§

b)
c)

N Wi

.2.3

d)

Alaie Bl DN

77. a)%-g

b) 2 (=2)

0 2-3)

5 3
HE-DGE-)

3.5
78. a) %

=

b)

NI'JIlOCI

w_
Sl

9)

Brw|w!
SR +
+ i
=13

d)3

DIw)

o
N
19
|
Wik olvn Ol wiy
Wil
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80. Laske lausekkeen ;ﬂ arvo, kun
x—y

a)x:ljay=l
2 4

1. _ 3
b)x—Z]ay——g.

81. Kaisa, Jonas, Aada ja Tomi menevit elokuviin. Elokuvalippu 3D-niytokseen
maksaa 12 euroa. Viiden lipun sarjalippu maksaa 38 euroa.

a) Kannattaako heidin ostaa sarjalippu ja maksaa silld elokuva vai ostaa liput suo-
raan tiskiltd?

b) Jos sarjalipun hinta jaetaan tasan kaikille niin, ettd Kaisa pitdd ylijadvén lipun,
paljonko Kaisa joutuu maksamaan sarjalipusta?

5

24
82. Tarkastellaan lukuja 3%“ ja ‘Ta Kumpi luvuista on suurempi, kun a on koko-
naisluku ja suurempi tai yhtdsuuri kuin 1?

83. Madiritd nollasta poikkeavien rationaalilukujen r ja s kdédnteislukujen summan

kadnteisluku. Minkd arvon saat, jos r = % jas =37

84. * Olkoon n positiivinen kokonaisluku.

a) Laske lukujen # ja (n + 1) kéénteislukujen erotus.

1
(n—Dn"

1 1
b) Laske summa Sttt

85. % Madritd ne positiiviset reaaliluvut x, jotka ovat kdidnteislukuaan i suurem-
pia.

86. * Sievenni lausekkeet.

b
Aatb-y- 5

a _6a
208ab+52b+26b(= —2)-ab
—42ab+52b+42ba

87. % Fibonaccinluvut O, 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, ... méadritellddan seuraavasti: Kaksi
ensimmadistid Fibonaccin lukua ovat 0 ja 1, ja siitd seuraavat saadaan kahden edel-

lisen summana: 0+ 1=1,14+1=2,1+2 = 3,243 =5 janiin edelleen. Tutki,

. . . .. .. e 1 1 1 1
miten Fibonaccin luvut liittyvét lukuihin —, —, —, — ...
1+1 1+1+_1 1+ T 1+

1+ ——
I+

88. % Vanhalla matemaatikolla on kolme lasta. Erdéni pédivind hin antaa lapsil-
leen laatikollisen vuosien varrella ongelmanratkaisukilpailuista voitettuja palkinto-
ja. Hén kertoo antavansa vanhimmalle lapselleen puolet saamistaan arvoesineisti,
keskimmaiiselle neljdsosan ja nuorimmalle kuudesosan. Laatikossa on kuitenkin
vain 11 palkintoa. Miten palkinnot jaetaan ja kuinka monta arvoesinettd matemaa-
tikko pitéa itsellddn?
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1.6 Potenssi

Opetus.tv: Potenssi ja sen laskusddnnot (2.55,7.09, 3.41, 4.34,2.13,5.10 ja 5.14)

http://opetus.tv/maa/maal/potenssi-ja-sen-laskusaannot/

1.6.1 POTENSSIN MAARITELMA

Jos a on rationaaliluku ja »n on positiivinen kokonaisluku, potenssimerkintdid a"

kiytetddn lyhennysmerkintdni tulolle

Potenssi

n kpl

Lukua a kutsutaan potenssin kantaluvuksi ja lukua » eksponentiksi.

ESIMERKKI 1.38

Merkinnilld 2* tarkoitetaan tuloa

24=2.2.2.2=16.

Joskus potenssimerkintd on lausekkeen laskettua arvoa sievempi ilmaisutapa. Raja

on kuitenkin hiilyva.

ESIMERKKI 1.39

a) 10'° on selvisti sievempi ja helpommin kisiteltdvi ilmaisu kuin
10-10- ... - 10 = 1 000000 000 000 000, mutta jos tehtdvin lopullinen vastaus
on 28, lienee selvempii laskea tima auki: 2 -2 - ... - 2 = 256.
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b) Tuntemattomien ja muuttujien tapauksessa on lihes yksiselitteisesti parempi

vaihtoehto kirjoittaa ne aina potensseina, jos vain mahdollista:

YYYYY=y-y-y-y-y=y>.
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ESIMERKKI 1.40
Sievennd lausekkeet.

a) 34

b) xxx - x

o) x(x+1)
d)x¥*2x-1

Ratkaisu. a) 3¥*=3.3.3.3=9.9=28] (potenssin médritelmi)
b)xxx-x=x-x-x-x= x* (kertolaskun merkinté ja potenssin méaéritelma)
¢) x(x+1)=x-x+x-1=x%+ x (osittelulaki ja potenssin mééritelma)
d) x3(2x—1) =X 2x—x1=x-xx2x=x"=2-x-x-x-x—x° =2x"=x°
(osittelulaki ja potenssin médritelma)
Vastaus. a) 81
b) x*
c) X2+ x
d) 2x* — x*
ESIMERKKI 1.41
Alkulukukehitelmiit tiivistyvit kétevisti potenssimerkinnalla:
a)12=22.3
b) 120=2%-3-5

Luvun toista potenssia a® kutsutaan mys luvun a nelioksi ja kolmatta potenssia a’

sen kuutioksi. Nimitysten taustalla on, ettd luvun a > 0 neli6 on sellaisen nelion
pinta-ala, jonka sivun pituus on a. Vastaavasti, jos kuution sdrmén pituus on a, on

a® kyseisen kuution tilavuus. Luvun ensimméinen potenssi on luku itse eli a' = a.

Laskimissa ja tietokoneohjelmissa potenssiinkorottamisen symbolina kiytetdédn usein

sirkumfleksimerkkid .

Laskujdrjestys potensseja siséltavissi lausekkeissa seuraa potenssin méaritelmésti —
potenssi on toistuvaa kertolaskua. Potenssin arvo tulee laskea ennen yhdistdmisti
lausekkeen muihin kerto- ja jakolaskuihin, eik& pelkélld potenssin kantaluvulla voi

suorittaa laskutoimituksia muiden lausekkeen osien kanssa.

ESIMERKKI 1.42
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Viirin: 2 - 3° = (2 - 3)°. Oikein: 2- 3% =2-3-3-3-3 -3, jolloin tilanne on
palautettu kertolaskuun, joka on vaihdannaisuuden ja liitdnndisyyden vuoksi
helppo laskea: 2 - 3° = 2 - 243 = 486.

ESIMERKKI 1.43
Tarkkaile laskujirjestysti
a)l+2-52=142-(5-5=1+42-25=51
b)2-43=2-(4-4-4)=2-64=128
)1+3=1+3-3=10
d)(1+3)?=4>=16.
Mikili potensseja on monta sisdkkiin eli eksponenttina on uusi potenssilauseke,

laskeminen aloitetaan uloimmasta, ’ylimmasti” potenssista. Laskujérjestyksen poik-

keudet merkataan tuttuun tapaan sulkeilla.

ESIMERKKI 1.44
I a)2¥ =22 =512

b) (2°P? =8> =64
Monesti tulee tarpeeseen sieventdd yksittdisid lukuja monimutkaisempien
lausekkeiden potensseja. Tamai tapahtuu potenssin méaaritelmailld ja osittelulailla.
ESIMERKKI 1.45

Avataan sulut lausekkeesta (x + 2)2:

(x+ 22 =(x+ 2)(x+2) potenssin miiritelmé
=(x+2)x+(x+2)2 osittelulaki
=x(x+2)+2(x+2) vaihdantalaki
=xx+x2+2x+2-2 osittelulaki
=x>+2x+2x+4 potenssin maéritelma ja vaihdatalaki

=x*>+4x+4 osittelulaki ja summa

1.6.2 NEGATIIVINEN KANTALUKU

Jos kantaluku on negatiivinen, sen ympirille merkitidin aina sulkeet.

ESIMERKKI 1.46
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a) (-2)'=-2-(-2)-(-2)-(-2) =16
b) Merkinnissi —2* potenssin kantaluku on 2. Koska 2* = 16, —2% = —16.
Kerralla laskettuna: —2* = —(24) =—-2-2-2-2)=-16

Negatiivisella kantaluvulla laskettaessa ei ole mitédén erityistd. Kaytetidin vain po-
tenssin madritelméa toistuvana kertolaskuna ja ollaan huolellisia lopullisen merkin

kanssa.

ESIMERKKI 1.47
a) (=5)> = -5-(=5)=25
b) =52 =—(5-5)=-25
¢)10-52=10-25=-15
d) 10 4+ (=5)> = 10 4+ 25 = 35.

Huomaa seuraavat potenssien etumerkkeihin liittyvit ominaisuudet.
Potenssien etumerkit
e x*=0kunx=0jaa#0

» Kun eksponentti a on pariton kokonaisluku, niin tuloksen etumerkki on sama,

kuin kantaluvun etumerkkKi.

* Jos eksponentti on taas parillinen, on tulos aina positiivinen. Siis, kun a on

parillinen kokonaisluku, niin x* > 0.

e x*>0kunx >0

e x*<0kunx <0

Parillinen potenssi on negatiivisellakin kantaluvulla positiivinen, koska tulossa on
negatiivisia kertoimia parillinen maari. Talléin miinukset kumoavat toisensa, oli-
pa kantaluku miki tahansa. Kun negatiivinen kantaluku korotetaan parittomaan

potenssiin, tulee kertoimia pariton mééri, jolloin tulos on negatiivinen.

ESIMERKKI 1.48
I a) (-)*=(=D-(=D-(=)--DH=1-1=1
b) (=2)° =(=2)- (-2)- (-2)- (=2)- (-2) =4 -4 - (=2) = 16 - (=2) = =32

ESIMERKKI 1.49
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Aiemmin todettiin, ettid lausekkeet x — y ja y — x ovat toistensa vastaluvut.
Koska parilliseen potenssin korottamisessa saadaan sama lopputulos seki
luvulla ettd sen vastaluvulla, lausekkeiden (x — y)2 ja(y— x)2 tulisi olla yhti

suuret. Todetaan tdmi peruslaskutoimitusten ominaisuuksilla:

(x —y)? = (—y +x)? vastaluku & vaihdannaisuus
=((=1-(y=x))? yhteinen tekiji
=(-1)(y —x)(—1)(y—x) potenssin purku
=(-D)(-1D(y—x)(y —x) vaihdannaisuus

=(y-— x)2 kertolaskut ja potenssin médritelmi

Ei siis ole vilid, kummin pdin toiseen korottamisen sisilld oleva vihennyslasku

on.

1.6.3 POTENSSIEN LASKUSAANNOT

Potenssilausekkeita voi usein sieventdi paljonkin, vaikka kantaluku olisi tuntematon.

ESIMERKKI 1.50
a) Samankantaisten potenssien kertolasku:

@-d*=a-a-aa-a-a-a=a"=4d
L-a-c

3 kpl
P 4kpl

b) Samankantaisten potenssien jakolasku:

d _aaadddd_ g4_ s

o d-d-d-d ‘

c¢) Potenssin potenssi:

(02)3=az.a2.a2=(a.a).(a.a).(a.a)=az'3=a6
N—— ——

. J/

~
3 kpl 2-3=6 kpl
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d) Tulon potenssi:
@b’ =ab’ -ab’-ab’ =a-a-a-b - b b =a'?. b3 = b

e) Osamédrin potenssi:

& 3_a9 L L LD L P2
BT BT BT pT.pT.pT T T3 p21

Edelld esitetyt ideat voi yleistdd potenssien laskusaannoiksi:

Potenssien laskusddntojd

a"-a"=ad"™"  Samakantaisten potenssien tulo
m
a_n =a"™" Samakantaisten potenssien osamidri (a # 0)
a
(@' =a™" Potenssin potenssi
(a-b)"=a"-b" Tulon potenssi
a\" a" - )
<Z> = 7 Osamairin potenssi (b # 0)

ESIMERKKI 1.51
Lasketaan potenssien laskusdéntojen avulla

) d = =g

b) (a3)2 — a2~3 — a6
9L =7"=7"=49
d) (ab)’ = &@b°.

Potenssilausekkeiden sieventdmisen taito on vilttamétonti erityisesti, kun kisitelldan
hyvin suuria lukuja — on mahdollista, ettd laskimen muisti ei riitd laskemaan joita-
kin suuria potenssien arvoja, mutta kisin sieventdmailld lauseke saadaan sellaiseen
muotoon, ettd vilivaiheiden luvut pienenevit. Useimmat laskimet pystyvit tallenta-

0100

maan ja késitteleméaan vain lukuja, jotka ovat pienempii kuin 1 eli yksi googol.

Joissain laskimissa raja saattaa menni myos esimerkiksi luvun 10! %% kohdalla.

ESIMERKKI 1.52

10500 . o .
I Laskua &W ei yleensi voi laskea kannettavalla laskimella suoraan, koska

osoittaja ja nimittdjd erikseen ovat liian suuria tallennettavaksi laskimen
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I~ . . e 105000 - d
I muistiin. Sen sijaan sievennetdin o = 1050004920 — 1089 miki on jo

tavallisen funktiolaskimen kasiteltavissa.

1.6.4 NOLLA JA NEGATIIVINEN LUKU EKSPONENT-
TINA

Eksponenttimerkintda voidaan laajentaa myos tapauksiin, joissa eksponentti on ne-
gatiivinen tai nolla, kunhan méiéritelldén jarkevésti, mité silld tarkoitetaan. Oletetaan

seuraavissa pééttelyissd, ettd a # 0. Silloin voimme jakaa luvulla a.

0

Potenssin a” voi médritelld vain yhdelld tavalla, jos halutaan potenssien laskusaanto-

3
jen pétevan sillekin. Lasketaan % kahdella eri tavalla:

@ _ddod_

ad d-d-d
toisaalta

a—3=a3_3=a0

a3

Siis @ = 1, kunhan a # 0. Laskua 0° ei ole médritelty, koska nollalla ei voi jakaa.

Eksponenttina nolla
Kun a # 0,

ESIMERKKI 1.53
I )7’ =1
b) (=556)" = 1
3
Sievennetdin sitten osamaird % kahdella eri tavalla. Supistamalla yhteiset tekijét

saadaan lopputulos

@ ddd 1 _ 1

@ a-a-yi-yi-gi_a-a_af

Potenssien laskusddntoji kayttamailld saataisiin
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Samasta laskusta saatiin kaksi eri tulosta, joten on johdonmukaista méaritelld

Sama ajatus yleistyy: koska potenssien laskusdantdjen halutaan patevin yleisesti

(my0s negatiivisille eksponenteille), ne voidaan méiritelld vain yhdella tavalla:

Negatiivinen eksponentti
Kun a # 0,

Erityisesti a~! = é kaikilla a # 0, eli miinus yksi eksponenttina tarkoittaa kiénteis-

lukua.

ESIMERKKI 1.54

-1_1_1
a) 4 T4 T 4
-1_1_1
b)82 _8]1_8 1 2 33
-1_ 1 _1_4.2_1.3_3
c)(g) —()1—%—1.3—1 5 =3

Wt

)32 =+

-1
d) <%> = % (vrt. edellinen kohta)
1
9

-2 _ (52 _ 5 _ 25
f)(s) _(4) T 427 16
1

— 1
O =g =1

— 1
h) 27 =5 =

= 1
&

ESIMERKKI 1.55
Jos taulukoidaan esimerkiksi luvun 2 potensseja, huomataan etti yhtd pienempi

potenssi tarkoittaa aina sitd, ettd luku on puolet edellisestd. Vihenevi ja lopulta
negatiivinen eksponentti voidaan siis tulkita toistuvana jakamisena potenssin
alkuperdisen naiivin maéritelméan mukaan, joka intuitiivisesti tarkoitti toistuvaa

kertolaskua. Alla olevassa taulukossa on muutamien lukujen potensseja:
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Kantaluku | a a a a a a a
1 1 I

A R

4 7011 4 s e

I S N R

_32 11 1 _32 491 278
8 4 2

Alunperin intuitiivisen merkintitavan yleistiminen mahdollisimman laajakdyttoi-
seksi on matematiikassa hyvin yleisti ja vastaa pyrkimyksia esittda asiat mahdol-
lisimman yleisesti. Potenssimerkintdi laajennetaan vieldkin yleisemmaiksi luvussa

Murtopotenssi ja myos myohemmilld kursseilla ja jatko-opinnoissa.
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Tehtavid

Opi perusteet

89. Miki seuraavissa potenssimerkinnoissa on kantaluku, eksponentti ja potenssin
arvo?

a) 53

b) 2
09

d) 1

e) (—4)°
f) (-1
g) 67

90. Esitd potenssin avulla.

a)a-a-a
b)a-a-a-b-b-b-b
c)a-b-a-b-a-b-a
91. Sievenni lausekkeet.

a)a®-a’

b) ()’

a7

@
d) a°
e)a-d-a
f) ()
92. Laske
a)23.23
b) 4°
c) 2%
d) 224242,
93. Laske

a) 24
b) (-2)*
c) =2*
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94. Laske

a) =7°

b) (=7)
c) 772

d) (-7)72

95. Kirjoita murtolukuna

a) 37!
b) 572

oy
d) (%)_1.

96. Sievennd
a) b>(ab’)?
b) (ab’)°

¢) (aa*)’ad®.

97. Laske.
3
a) Z_Z
b4
b) e

C3

!
d) &
e)z—f1
D5

k3
8=

98. Esitd lausekkeet sievennettynd ilman sulkeita.

a) x>(x = 1)
b) K(k* — 3k)
) 1'% = = 1)
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99. Sievenni.
2x3
a —
) X
3342
b) XX
xy
) x%yz
xy?
d) 6xy°z*
2xz

Hallitse kokonaisuus

100. Sievennd

a) (a2
b) (ab™1)?
101. Sievenni

10n+] 1
) 10-10~ 0
125°
b) 5
24"
) 42
82
) 16

102. Sievennd.

2b2 =3
a
) < a%b

54>
b) —15a

o (~Gys )’

103. SievennA.

a) a*(—a*)

b) (ab*)’

¢) (3a)y’

d) (a5b3)3

104. Sievenn.
2) (-2}

b) (_a4b4)2

o (&*)
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105. Esitd lausekkeet sievennettynd ilman sulkeita.

a)(y-Dy+1
b) 257 = 1)(1 = s)
¢) (22 +2)(2* +2)
106. Sievenni.
a) 2X5;3X3
X2

b e

3x—2x%y°
C) E—
d) 2x%43xy*z—4xz

2xy%z

107. Sievennd ryhmittelemailla.

a) 2x* + 3x + 5x%

b) x? +3x3 + x% + x> + 2x2

¢) ax® + bx + cx

d) ax® + bx + ¢y’ +dx + ey’ + fx°

108. Milld kokonaisluvun n arvoilla

a) 2"

b) (=3)"

c) (="

d) (=1)"'(=2)"

on positiivinen?

109. Laske

1543
a) <%> 21 546

b) <%)214 <§)109 <§)105'
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110. Eukleides Aleksandrialainen oli kuuluisa, noin vuonna 300 eaa. eldnyt kreik-
kalainen matemaatikko. Hén esitti Alkeet-kirjassaan kaavan tdydellisten lukujen
systemaattiselle laskemiselle (ks. luvun Jaollisuus tehtévit). Nykykielelld ilmais-
tuna se menisi seuraavasti:

1
% on tdydellinen luku, kun

p on muotoa 2" — 1 oleva alkuluku.

Muotoa 2" — 1 olevia alkulukuja, missa todistettavasti valttamattakin myos » on al-
kuluku, kutsutaan Mersennen alkuluvuiksi. Vasta 1700-luvulla sveitsildinen Eu-
ler todisti, ettd kaikki parilliset tdydelliset luvut voidaan esittdi kyseisessd muodos-
sa.

a) Laske kaavan avulla kolmas yhté suurempi tdydellinen luku.

b) Osoita, ettd Eukleideen kaava on yhtépitidvi kaavan 212" — 1) kanssa, missi
2" — 1 on Mersennen alkuluku.

Lisaa tehtavia
111. Sievenni

a) (1-a)’

b) (a-2)°

¢) (—2abc)’

d) 3a)*.

112. SievennA.
a) —a’ - (—a°)
b) a-(=a)- (=b)
) a® - (—d?)
113. Sievennd.
a) (a3b2)2

b) a(a’p*)*

C) (b2a4)5

d) bQ2ab*)?
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114. Sievennd lausekkeet.

2b2
a) o

b)%

a3

115. Sievennd ja kirjoita potenssiksi, jonka eksponentti on positiivinen

a) a”?

b) %
a’-a
d) a%b—“

a3

e) =
116. Sievennd.

a) a°

b) a’a®

¢) aa'

d) aad®

e) a’a’

117. Esitd ilman sulkuja ja sievenna.
a) (3)°

b) (3)°

o) (4!

d) (57

e) (:—;)2

118. Laske tai sievennd.

a) a’a’

b) &

¢) (@)

d) 12°
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119. a) %
b)

)2

]
()

120. Sievenni

S |8,

o
W=

d)

a)a® - b*-a
b) (—ab’)?
o) (@d*)?

d) 107

121. Sievennd.

a) (—a) - (—a)

b) (-a) - (—a) - (—b)’
¢) (—a*) - (=a)’

122. a) a* - a°

b) a*d®

¢) d’a

d) ad’a

e) a’a'd’

123. Sievenna.

a) a'ad®

b) aaaa
) a’ba®
d) aba’ba'

124. Kerrotaan x:n toinen potenssi y:n neliolld, vahennetdin siitd x:n ja y:n toisen
potenssin erotus kerrottuna kahdeksalla. Koko lauseke jaetaan piilld. Mitd saamme
ndin tekemilld aikaiseksi?
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125. Tarinan mukaan muuan intialainen ruhtinas pyysi erédstd matemaatikkoa ke-
hittdmidn uuden strategisen lautapelin ja luvannut hénelle pelin keksimisestd suu-
ren palkkion. Tdlloin matemaatikko keksi shakin. Ruhtinas ihastui peliin ja kysyi
keksijéltd, mitd timéa halusi palkkioksi. Keksijd pyysi palkkioksi niin monta veh-
nin jyvai kuin saadaan koko shakkilaudalta, jos niitd asetetaan sen ensimmadiselle
ruudulle yksi, toiselle ruudulle kaksi, kolmannelle nelji, neljainnelle kahdeksan ja
edelleen jokaiselle ruudulle kaksi kertaa niin monta kuin edelliselle ruudulle.

a) Kuinka monta vehnén jyvéa tulee viidennelle ruudulle?
b) Kuinka monta vehnén jyvia viimeiselle ruudulle tulee?
¢) Kuinka monta vehnén jyvii tulee n:nnelle ruudulle?

d) % Kuinka montaa vehnén jyvii keksiji pyysi yhteensd?

126. % Sievenni (2ab + 4b> — 8b°c) : (a + 2b — 4b%¢c).

127. > Niin sanottu tetraatio on lyhennysmerkintéd “’potenssitornille”, jossa esiin-
tyy vain yhté lukua. Se méiritelldan kaavalla

Laske

a) 42

b) 35.

128. * Sievennd lauseke

@b2e)3 (- (@) -at)]?

((c7t-ad)1: 02)3(abzc—3)3
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129. % Kompleksilukujen niin sanottu imaginaériyksikko i médritelldén seuraa-
valla (tdysin kaikista reaaliluvuista poikkeavalla) ominaisuudella:

i=-1

Sievennd méadritelmén avulla seuraavat lausekkeet.

a) i’
b) i*

¢) i**! missi k on kokonaisluku

d) il 001
e) % (Ohje: voit laventaa.)
f) (I +i1—i)

g) (x +iy)(x — iy), missd x ja y ovat mielivaltaisia reaalilukuja
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1.7 Luvun desimaaliesitys

Murtolukujen liséksi desimaaliluvut ovat tuttu tapa merkitd lukuja, jotka eivit ole ko-
konaislukuja. 123,456 on esimerkki desimaaliluvusta. Pilkun jilkeen tulevat numerot

tarkoittavat kymmenesosia, sadasosia ja niin edelleen.

a) 123 on sen kokonaisosa.
b) Kokonaisluku erotetaan loppuosasta desimaalierottimella, joka on suomen kie-
lessa pilkku (,)

¢) Osaa 456 kutsutaan luvun desimaaliosaksi.

Desimaaliluku

Esimerkking annettu desimaaliluku tulkitaan seuraavasti:

123456 =1-10>+2-10" +3-10°+4-107'+5-102+6- 1073

Kymmenjirjestelmi saa nimensi siitd, ettd jokainen luvussa esiintyvid numeromerkki

kertoo sen paikkaa vastaavien kymmenen potenssien médrén.

1.7.1  MURTOLUVUN MUUTTAMINEN DESIMAALILU-
VUKSI

Murtoluku on tapa merkita jakolaskua. Jakolaskun tuloksen esittimiseksi desimaali-
lukuna kéaytetéidn peruskoulun alaluokilla opetettavaa jakokulmaa. Jakokulman ajatus
on yksinkertaisesti kokeilla, kuinka monta jakajaa, sen kymmenesosaa, sadasosaa ja
niin edelleen jaettavaan mahtuu. Jakokulmat voi laskea kisin, laskin tekee saman

nopeammin.

LUVUT JA LASKUTOIMITUKSET 83



ESIMERKKI 1.56

Muutetaan % desimaaliluvuksi laskemalla jakolasku 21 : 4 jakokulmassa.

_ 3% 25
412 1, 0
=20
1 0
- _ 8
2 0
=20
0
Siis 21/4 = 5,25.
Vastaavasti laskien saadaan 13—1 =0,272727 ... :
0. 272 ..
1113, 0 0 O
= 2 2
8 0
=117
30
=22
8 0

Koska jakojadnnokset 3 ja 8 toistuvat loputtomiin, timé desimaaliluku ei ole
paittyvi. Siind on jakso: numerosarja 27 toistuu. Jaksoa voidaan merkiti

yldviivan avulla seuraavasti:

0,27272727 ... = 0,27

Tavan mukaan jakolaskun mennessa tasan desimaaliluvun tulevia nollia ... 000 ... =

Oei merkité, kuten ei nollia luvun edessakéin.

ESIMERKKI 1.57
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I a) % =1,250000 ... = 1,250 merkitiin 1,25
b) 001,25 merkitdin 1,25

Huomaa, ettd matemaatikolle luvut 1,25 ja 1,250 tarkoittavat tdsmilleen samaa asiaa.
Sovelluksissa, joissa luvut eivit ole tarkkoja vain mittaustuloksia tai arvioita, esityk-
silld voi olla nyanssiero, joka kertoo mittauksen tarkkuudesta. Vastaustarkkuudesta

ja pyOristamisesté kerrotaan lisdd myohemmin.

Toistuva nollien jakso on vain yksi esimerkki rationaalilukujen desimaaliesityksen

vagjadmattomaistd jaksollisuudesta.

Rationaalilukujen desimaaliesitykset
Kaikkien rationaalilukujen desimaaliesitykset ovat jaksollisia.

Vihennyslaskuissa syntyvit jakojadnnokset ovat nimittdin aina jakajaa pienempid, ja
siksi ne alkavat vdistimatti toistaa itseddn, ellei jako jossakin vaiheessa mene tasan.
Koska eri vaihtoehtoja jakojadnnoksiksi on yksi jakajaa vihemmaén, jakson pituus on
suurimmillaan yhden verran jakajaa pienempi. Esimerkiksi luvulla % =0,142857

jakso on pisin mahdollinen, 7 — 1 = 6 numeron mittainen.

ESIMERKKI 1.58
Esimerkkejid murtolukujen desimaaliesityksisti

a) = =0,1
b) 1= = 0,01
@%:QS
@%:Q%
e) 2 =075

1.7.2 DESIMAALILUVUN MUUTTAMINEN MURTOLU-
VUKSI

Paittyvit desimaaliluvut voidaan muuttaa murtoluvuiksi muuttamalla kukin desi-

maali erikseen murtoluvuksi ja laskemalla syntyneet luvut yhteen.
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ESIMERKKI 1.59

_ 3 72100 , 30 , 7 _ 2100+30+7 _ 2137
I 21.37=21+ 10 + 100 ~ 100 100 © 100 100 ~ 100 ¢

Tdmai on turhan tyoléstd, ja paljon helpommalla péistdfinkin laventamalla luku "niin
monella kympilld, kuin desimaalipilkun jdlkeen on numeroita” — tisméllisemmin
sanottuna laventamalla luvulla 10", jossa n on pilkun jilkeen tulevien numeroiden
maard.

ESIMERKKI 1.60

I Luvussa 52,41 kaksi desimaalia (pienimpini sadasosat), joten lavennetaan siis

— 102 _ 100 _ 5241100 _ 5241
sadalla. (100 = 10°) 52,41 = 52,41 0 = 100 = 100

ESIMERKKI 1.61

- - _10° _ 00071000 _ 7
I 0,007 = 0,007 - 1= 0,007 - 7= = =0 = Tom

(Muista, ettd erilaisia murtolukuesityksid on kuitenkin olemassa samalle luvulle
ddreton madra. Saattaa olla, ettd menetelmilld saatu murtoluku on vield supistetta-

vissa.)

Minkd tahansa jaksollisen desimaaliluvun voi muuttaa murtoluvuksi seuraavalla

tempulla: Muutetaan esimerkiksi 0,575757 ... murtoluvuksi. Jos merkitién

x = 0,575757..., saadaan sadalla kertomalla
100x = 57,575757... , joiden erotuksena
100x —x = 57,57...-0,57..., el
P9x = 57, josta saadaan
x ST_ 19
99 T 33"
Siis 0,575757 ... = %. Menetelma toimii kaikille jaksollisille desimaaliluvuille:

kerrotaan vain sopivalla luvun 10 potenssilla, jotta jakso katoaa vihennyslaskussa.

Ndmd kannattaa muistaa

5 1
1=03333 ..
. § = 0.6666 ...
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Tehtavid

130. Laske ja totea murtolukujen desimaaliesitysten paikkansapitédvyys.

a) = =0,

b) 5= = 0,01

) ;=05

d) ;=025

e) 3 =075

131. Esitd murtolukuna

a) 0,5

b) 0,333 ...

c) 1,234

d) —-0,2.

132. Esitd desimaalilukuna
a) —%
b) 2

c) %

d) -1z,

133. Muuta murtolukumuotoon (murtolukua ei tarvitse sieventia)
a) 43,532

b) 5,031

¢) 0,23

d) 0,3002

e) 0,101.

134. Muuta murtolukumuotoon ja sievenné

a) 0,01

b) 0,0245

¢) 0,004

d) 0,001004.
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135. Muuta murtolukumuotoon

a) 0,77777 ...

b) 0,151515 ...

¢) 2,05631

d) 0,99999 ....

136. Muuta desimaaliluvuksi

151
a) ﬁ

251
b &

C) 386
1250

493
) S0

137. Muuta murtoluvuksi

a) 0,649

b) 0,2154.

138. Muuta desimaaliluvuksi
0

a) ﬁ
37

b) 3
38

C) @
14

d) L

139. Perustele, miksi 0,9999 ... = 1.
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1.8 Py&ristminen ja vastaustarkkuus

Pyoristdmisen ajatus on korvata luku siti 1ihelld olevalla luvulla, jonka esitysmuoto
on usein yksinkertaisempi. Pyoristiminen voidaan suorittaa eri tarkkuuksiin ja myos

tilanteesta riippuen erilaisin kéytdnnoin.

ESIMERKKI 1.62
Mikali urheiluliikkeessd lumilaudan pituudeksi ilmoitetaan tarkan mittauksen

jilkeen 167,9337 senttimetrid, on timéi asiakkaalle tarpeettoman tarkka tieto.
Epitarkempi arvo 168 senttimetrid antaa kaiken oleellisen informaation ja on

mukavampi lukea.

Jos sellainen on tiedossa, pyoristys tehdiéin aina lahimpéén oikeaa tarkkuutta olevaan
lukuun. Siis esimerkiksi kokonaisluvuksi pyoristettdessd 2,8 =~ 3, koska 3 on ldhin
kokonaisluku. Lisdksi on usein sovitaan, ettid puolikkaat (kuten 2,5) pyoristetddn
ylospdin. Se, pyoristetdanko ylos vai alaspdin (eli suurempaan vai pienempéén lu-
kuun), riippuu siis haluttua tarkkuutta seuraavasta numerosta: pienet 0, 1, 2, 3, 4

pyoristetdédn alaspdin, suuret 5, 6, 7, 8, 9 ylospéin.

Ellei muuta mainita, tehtavissd kdytetidin kaikkein yleisintid pyOristysmenetelmaa,
jossa viimeisen numeron perusteella pyoristetidn lahimpdin, ja numeroon 5 paittyvit

poispdin nollasta.

ESIMERKKI 1.63
Pyoristetddn luku 15,0768 sadasosien tarkkuuteen. Katkaistaan luku sadasosien

jélkeen ja katsotaan seuraavaa desimaalia:
15,0768 = 15,07|68 =~ 15,08.

Pyoristettiin ylospdin, koska seuraava desimaali oli 6.

1.8.1 MERKITSEVAT NUMEROT

Matematiikan tehtdvissa ovat ehdottoman tarkkoja, kun kisitellddn lukuja itsessin,
mutta kun puhutaan sovelluksista. mutta Luvun esitysmuodolla voidaan vilittdd

tietoa sitd, kuinka tarkka arvo on kyseessi.
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Miki on tarkin mittaus, 23 cm, 230 mm vai 0,00023 km? Kaikki kolme tarkoittavat
tasmilleen samaa, joten niiti tulisi pitdd yhtd tarkkoina. Luvun esityksessi esiintyvét

kokoluokkaa ilmaisevat nollat eivit ole merkitsevid numeroita, vain 2 ja 3 ovat.

Merkitsevdiit numerot
Merkitsevia numeroita ovat kaikki luvussa esiintyvit numerot, paitsi nollat koko-

naislukujen lopussa ja desimaalilukujen alussa.

Luku | Merkitsevid numeroita
123 | 3
12000 | 2 (tai enemmén)
12,34 | 4
0,00123 | 3
Kokonaislukujen kohdalla on toisinaan episelvyyttd merkitsevien numeroiden mia-
rassa.
ESIMERKKI 1.64

a) Kasvimaalla asuvaa 100 citykania on tuskin laskettu ihan tarkasti.

b) 100 m juoksuradan todellinen pituus ei varmasti ole todellisuudessa

esimerkiksi 113 m.

VASTAUSTEN PYORISTAMINEN SOVELLUKSISSA

Padsiinto on, ettd vastaukset pyoristetddn aina epatarkimman ldhtdarvon mukaan.
Yhteen- ja vihennyslaskuissa epétarkkuutta mitataan yleensd desimaalien lukumaa-

ralla.

ESIMERKKI 1.65
Jos 175 cm pituinen ihminen nousee seisomaan 2,15 cm korkuisen laudan

péille, olisi varsin optimistista ilmoittaa kokonaiskorkeudeksi 177,15 cm.
Kyseisen ihmisen pituus kun todellisuudessa on mité tahansa arvojen 174,5 cm
ja 175,5 cm vililtd. Lasketaan siis 175 cm+2,15 cm= 177,15 cm~ 177 cm.
Epitarkempi 1dhtoarvo oli mitattu senttien tarkkuudella, joten pyoristettiin

tasasentteihin.
Kerto- ja jakolaskussa tarkkuutta arvioidaan merkitsevien numeroiden mukaan.

Tarkkuus ei ole aina hyvisté lukujen esittdmisessa.
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ESIMERKKI 1.66
I = 3,141592653589793238462643383279 ..., mutta kdytdnnon laskuihin

riittdd usein 3,14 riittdvan vastaustarkkuuden saavuttamiseksi.

Muista, ettd kolmen pisteen kéytto desimaaliesityksen lopussa on suotavaa vain,
jos on yksikdsitteisen selvidd, miten desimaalit tulevat jatkumaan. Piin tapauksessa
niitd voi kdyttdd, koska luvun desimaalikehitelma on hyvin tunnettu ja mielivaltaisen

tarkasti laskettavissa.

1.8.2 TARKKA ARVO

Matematiikassa ei kuitenkaan ilman erityistd tarkoitusta kiytetd likiarvoja vaan niin
sanottuja tarkkoja arvoja. Kdytdnnossa tama tarkoittaa arvojen esittimistd mahdol-
lisimman yksinkertaisessa ja sievennetyssd muodossa niin, ettd irrationaalilukuja
kuten 7 ja \/5 ei esitetd pyOristettyind desimaaleina. Oletusarvoisesti tehtivien

vastaus annetaan aina tarkkana arvona.

Kayttamaillad tarkkoja arvoja ei menetetd tietoa. Jos pyoristyksid tehddéin, niin se
tehdédén vasta aivan lopussa. Vilivaiheissa ei saa pyoristia!
ESIMERKKI 1.67

2 2
Sievennetéddn lauseke %' Supistamalla kolmella saadaan zﬁi} ja supistamalla
sen jilkeen 7%:1la (timi vastaa osaméirin potenssisdintod) saadaan 1%_. Tami on

vastaus, ja likiméardisen desimaalimuodon ilmoittaminen on ylimaéraista.
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Tehtavid

Opi perusteet

140. Pyoristd kymmenen tarkkuudella

a) 8

b) 23

c) 65

d) 9001
e)l

f) -6

g) —12
h) 99994.

141. Montako merkitsevdd numeroa on seuraavissa luvuissa

a)5

b) 12,0

¢) 9000

d) 666

e) 9 000,000
) 0,0

g -1

h) —0,00024?

142. Pyoristd kahden merkitsevin numeron tarkkuudella

a) 1,0003

b) 3,69

c) 152.8

d) 7062,4

e) —2,05

f) 0,00546810
) —1337

h) 0,0000501.
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Lisaa tehtivia

143. > Kirjoita haluamallasi ohjelmointikielelld koodi, joka méadrittdd annetusta
luvusta, kuinka monta merkitsevdd numeroa siiné on.

LUVUT JA LASKUTOIMITUKSET 93



94

1.9 Suureet ja yksikot

Tamaé luku on kattava esitys yksikoiden kayttdmisestd sovelluksissa. Timi on suosi-

teltavaa aineistoa myos fysiikan ja kemian opiskelijoille!

1.9.1  SUUREET JA YKSIKOT

Monissa sovelluksissa (ja erityisesti fysiikassa) luvut eivét esitd vain matemaattista
lukuarvoa, vaan niitd kdytetdan yhdessi jonkin yksikon kanssa. Télloin luku ja
yksikko yhdessi esittéivit tietoa suureesta eli jostakin mitattavasta ominaisuudesta.
Saman suureen esittimiseen on usein mahdollista kédyttdd montaa eri yksikkod, mutta
kaytetty yksikko madrad yksiselitteisesti suureen. Samaan ominaisuuteen saatetaan

viitata joskus useilla eri nimilla.

ESIMERKKI 1.68
a) Aika on suure, jota voidaan mitata kayttdmalld yksikkoné esimerkiksi

sekunteja tai vuosia. Sovelluksissa suureeseen saatetaan viitata joskus myos
nimelld kesto tai jopa pituus ("Meneeké vield pitkddn?”) tai nopeus ("Tama
pallo putoasi nopeammin maahan kuin tuo toinen”).

b) Pituus on suure, ja sen arvo voidaan mitata ja esittdd kiyttden yksikkona
esimerkiksi metreji ja tuumia. Myos matkaa ja etdisyyttd mitataan samoissa
yksikoissd; ndilld on sovellusriippuvainen, erityisesti geometriassa ja fysiikassa
esille tuleva nyanssiero.

¢) Energia on suure, jota mitataan esimerkiksi yksikoissé joule tai kalori. Myos
tyotd mitataan fysiikassa jouleissa.

d) Massa on suure, jota mitataan esimerkiksi grammoissa tai paunoissa.

(Hiukkasfysiikassa massa ja energia kuitenkin usein rinnastetaan.)

Jotkin suureet ovat skalaarisuureita ja toiset vektorisuureita. Skalaarisuureet ovat
sellaisia mitattavia ominaisuuksia, joiden kuvaamiseen riittdd yksi luku. Vektori-
suureet ovat ominaisuuksia, joilla on sekd suuruus ettid suunta, eiké yksi luku riita
kertomaan kaikkea. (Vektorilaskentaan tutustutaan tarkemmin MAAS5-kurssilla seké

fysiikan mekaniikan kursseilla.)
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ESIMERKKI 1.69
a) Lampotilan esittimiseen riittdd yksi luku, eli lampotila on skalaarisuure.

Tilanteesta ja kdytetysti yksikostd riippuen kyseinen luku saattaa olla joko
negatiivinen, nolla tai positiivinen.

b) Nopeus on vektorisuure, koska nopeuteen liittyy sen suuruuden liséksi myos
suunta. Esimerkiksi puhuttaessa tuulen nopeudesta kerrotaan myos, misti
suunnasta tuuli puhaltaa. (Termid nopeus kiytetdin joskus myos muidenkin

ominaisuuksien muuttumisesta ajan suhteen kuin vain sijainnin.)

Tehtivisséd yksikoistd kdytetdan standardilyhenteitd, eikd yksikoiden (metri, kilo-
gramma, joule) nimii tarvitse kirjoittaa kokonaan. Kéytanto on jéttidd kertolaskun
sijasta luvun ja yksikon lyhenteen viliin Iyhyt vili. ! Tihéin on muutama poikkeus:
kulman suuruutta ilmaisevat asteet, minuutit ja sekunnit, joita merkitdéin symboleilla
°,"ja", seki jotkin pituusyksikot kuten jalka ja tuuma, joita merkitddn myos " ja ",
kirjoitetaan kiinni lukuun. Merkki * on niin sanottu yldpuolinen indeksointipilkku

(ei heittomerkki *), joka lausutaan kéaytdnnossa ~pilkku”.

Yksikot kirjoitetaan konekirjoitetussa tekstissd pystyyn — ei kursiivilla. Jos yksikko
on nimetty henkilon mukaan, niin yksikko kirjoitettuna lyhenteelldén alkaa isolla

kirjaimella mutta aukikirjoitettuna yksikko kirjoitetaan pienelli.

ESIMERKKI 1.70
a) Fyysikko Isaac Newtonin mukaan on nimetty voiman yksikko newton, jota

merkitddn suurella N-kirjaimella.

b) Heinrich Hertz antoi nimensi taajuuden yksikolle hertsi (engl. hertz), joka
Iyhennetddn Hz. (Huomaa “suomennettu” yksikko, ja ettd myos
englanninkielinen yksikon nimi kirjoitetaan pienaakkosin.)

¢) Lampotiloja voidaan mitata celsiuasteina Anders Celsiuksen mukaan.
Lyhenteessd C on suuraakkonen: °C. Kiytetddn myos ilmaisua “astetta

celsiusta”.

1. Tamaé on ISO-standardin (International Organisation for Standardization) ja Kotimaisten kielten
tutkimuskeskuksen (Kotus) suosituksen mukainen merkintétapa.
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ESIMERKKI 1.71
Seuraava taulukko selventid oikeinkirjoitusta:

Oikein Vidrin
3m 3m
100 <2 10052
2% 2%
3° 3°
3,16°5'13” | 3,16°5" 13"
6°C 6°C

Suure

Matemaattisesti suureita kisitellddn aivan kuin luku ja yksikko olisivat kerrotut
keskenddn:

luku - yksikko

Suureen méadritelmén luvun ja yksikon kertolaskutulkinnasta seuraa, ettd sovelluk-
sissa ja sievennystehtédvissd yksikoilld voidaan laskea kuin luvuilla — lopullisessa
sievennetyssd muodossa vain merkitddn luvun ja yksikon viliin lyhyt vili kertolas-
kun asemesta. Luvun ja yksikon vilistd kertomerkkii ei yleensid merkité ~oikeisiin”
laskuihin, mutta teemme sen joissakin esimerkeissé, jotta laskemistekniikka tulisi

selviaksi.

Suureita voi tarvittaessa vapaasti kertoa ja jakaa keskeniin, jolloin luvut ja yksikot
ryhmitelldén erilleen lopullista vastausta varten. Potenssia voi kéyttidd uuden muodos-
tuvan yksikon sieventdmiseen. Pituuden yksikoiden toisen ja kolmannen potenssin

tapauksessa kéytetddn etuliitteiti nelio- ja kuutio-.

ESIMERKKI 1.72
I a) 2 metrid kertaa 3 metrid =

2m-3m=2-m-3-m=2-3-m-m=6-m? = 6m? eli kuusi neliometri.

1.9.2  SI-JARJESTELMA

SlI-jarjestelma eli kansainvilinen yksikkojarjestelma (ransk. Systéme international
d’unités) on maailman kiytetyin mittayksikkojarjestelma. Siihen kuuluvat seuraavat

perussuureet ja vastaavat perusyksikot:

LUVUT JA LASKUTOIMITUKSET



SI-jdrjestelmdn perussuureet ja yksikot

Suure Suureen tunnus Yksikko Yksikon tunnus
pituus / metri m
massa m kilogramma kg
aika t sekunti S
sahkovirta 1 ampeeri A
(termodynaaminen) lampotila T kelvin K
ainemaird n mooli mol
valovoima 1 kandela cd

Toisin kuin yksikot, suureiden kirjainlyhenteet kirjoitetaan konekirjoituksessa kursii-
villa. Jokaisella perussuureen yksikolld on oma tarkka mééritelménsé, jotka kési-
tellddn tarkemmin fysiikassa ja kemiassa. Matematiikan kursseilla suureista tulee
kuitenkin tuntea ainakin pituus, massa ja aika. (Huomaa, ettd arkikielessi kéytetidin

usein sanaa paino, vaikka tarkoitetaan massaa.)

Suureen yksikkotarkastelussa kiytetddn joskus merkintdd, missi suureen ympérille

kirjoitetaan hakasulkeet ja tim&d merkataan yhtidsuureksi yksikon kanssa.

ESIMERKKI 1.73
B [m]=kg

Huomaa, etti joillakin suureilla ja yksikoilld voi olla sama kirjainlyhenne!

My®os useilla suureilla voi olla keskenéddn sama symboli. Yleensd kontekstista selviéa,

mité tdlloin tarkoitetaan.

ESIMERKKI 1.74
I Pienaakkonen ¢ voi tilanteesta riippuen tarkoittaa joko aikaa tai lampotilaa

esitettyni celciusasteina. Kontekstista selvidid, kummasta on kyse.

Perussuureiden lisiksi tehtévissi esiintyy usein joitakin néistid perussuureistayhdista-

mailla saatuja johdannaissuureita kuten nopeus, pinta-ala, tilavuus ja tiheys.

Térkeitd johdannaissuureita

* Nopeus (tunnus v, engl. velocity) on johdannaissuure, joka saadaan kuljetun
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...... matka

aika *

Vastaava nopeuden yksikko saadaan jakamalla matkan yksikko ajan yksikolld,
_ km

kéytettiin miti yksikditd hyvinsi — esimerkiksi [v] = ? tai [v] = o

* Pinta-ala (tunnus A, engl. area) saadaan kertomalla pituus toisella pituudella.
Vastaavasti pinta-alan yksikot saadaan pituuden yksikoistd. Jos esimerkiksi
pituutta on mitattu metreissd, niin vastaava pinta-alan yksikko on [A] = m-m =

m? eli neliometri.

* Tilavuus (tunnus V/, engl. volume) on edelleen johdettavissa kolmen pituuden
tulona. Jos pituutta on mitattu metreissa, niin vastaava tilavauden yksikko on

[Vl]=m-m-m= m° eli kuutiometri.

* Tiheys (tunnus p, kreikkalainen pieni kirjain r00) on johdannaissuure, joka
massa
tilavuus
tiheyden yksikot saadaan jakolaskulla massan ja tilavuuden yksikoistd: jos kap-

madritellddn massan ja tilavuuden osamaarana: tiheys = . Vastaavasti
paleen tilavuus on mitattu kuutiometreissa ja massa kilogrammoina, voidaan
kappaleen tiheys esittdd yksikoissd [p] = %. Tiheydestd kannattaa muistaa

nyrkkisddntond, ettd veden tiheys on noin yksi kilogramma per litra.

Suureiden tunnuksia kdytetddn yleensd muuttujan tai tuntemattoman symbolina

kaavoissa.

ESIMERKKI 1.75

l Tiheyden kaava on suureiden symbolein kirjoitettuna p = %

Joillekin johdannaisyksikdille on annettu oma nimensé ja lyhenteensd, eikd yksikossi
esiinny alkuperdisid perusyksikoita.
ESIMERKKI 1.76
a) Tuhatta kilogrammaa kutsutaan tonniksi, jonka lyhenne on t.
b) Yksi litra vastaa yhtd kuutiodesimetrid, eli 11 =1 dm’® (ks. etuliitteet edelld).
¢) Energian yksikko joule ilmaistuna vain SI-jarjestelmin perusyksikoita

m? kg
sz

kayttamalla: J =

Kun johdannaisyksikoissi esiintyy jakolaskua, yksikon voi kirjoittaa useassa eri

muodossa potenssisddntdjen avulla.

ESIMERKKI 1.77
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Nopeuden yksikko metrid sekunnissa voidaan kirjoittaa murtolausekkeena ?,
samalla rivilld m/s tai negatiivisen eksponentin avulla ms™".

Sovelluksissa voi tulla vastaan my0s sellaisia johdannaissuureita, joita ei ole lueteltu
edelld, tai yhdistelmisuureita, jotka eivit ole lainkaan johdettavissa perussuureis-
ta. Monet ndistd ovat tuttuja arkisia kahden suureen suhteita tai jonkin suureen

muutosnopeuden tarkasteluja.

ESIMERKKI 1.78
a) Kilogrammabhinta eli kilohinta on rahamé&érén ja ostettavan tai myytivin

hyodykkeen massan suhde. Yksikoksi saadaan tilloin esimerkiksi é.
b) Tilavuusvirta (tai pelkistddn virtaus) on johdannaissuure, joka tarkastelee
tilavuuden muutosta ajassa — esimerkiksi sitd, kuinka nopeasti vettd kuluu.

Yksikkona voisi talloin olla esimerkiksi mT3

SUURUUSLUOKAT

Suuruusluokkien ymmartdminen (kuvaajien ja tilastojen tulkitsemisen ohella) on
tiarked osa [ukutaitoa — ndiden ymmartdminen estdd sinua tulemasta huijatuksi ja

harhaanjohdetuksi.

Kymmenpotenssimuoto eli eksponenttimuoto on merkintétapa, jossa luku ilmoitetaan
kertoimen sekd jonkin kymmenen kokonaislukupotenssin tulona. Kymmenpotenssi-
muodosta on hyotyid, kun halutaan kirjoittaa suuria tai pienia lukuja lyhyesti.My6s
mittaustarkkuuden ilmoittamiseksi tarvitaan joskus kymmenpotenssimuotoa. On
yleinen tapa (standardi) valita esitysmuoto niin, ettd potenssin kerroin on vihintdan
yksi mutta alle kymmenen. Kymmenpotenssimuotoa a - 10", missd a on jotain ydehn
ja kymmenen vililtd, kutsutaan joskus myos tieteelliseksi merkintitavaksi, engl.
scientific notation. Sama luku voidaan kuitenkin esittdd kymmenpotensismuodossa

ddrettdmin monella tavalla, jos luovutaan kertoimen suuruusehdosta.

Yleiselld ilmaisulla “pilkun siirtdminen” tarkoitetaan kiytdnndssd luvun kymmen-
potenssiesityksen muokkaamista. Pilkku siirtyy oikealle yhtd monta pykéldé kuin
kymmenen potenssi pienenee ja pdinvastoin. Pilkuttoman luvun tapauksessa pilkku

2. Kirjallisuutta aiheesta tarjoaa muun muassa John Allen Paulosin teos Numerotaidottomuus. (Kirja
on nimetty hassusti, ottaen huomioon, ettd siind erityisesti puhutaan luvuista, ei numeroista — oletamme
tdmén huonoksi kddnnokseksi, koska englanninkielen sana number tarkoittaa lukua.
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“kuvitellaan luvun periin”. Koska 10° = 1, voidaan ilman kymmenpotenssia esite-
tyn luvun perdén tarvittaessa lisitd tdméa kerroin mielessa. 10 tarkoittaa luonnollisesti

samaa asiaa kuin 10!,

Joitakin esitysmuotoja samoille luvuille

1234000 - 1073 14-1073 130000 000000 - 1073 1-107°
123400 - 1072 1,4-1072 13000 000000 - 102 0,1-107*
12340- 107! 0,14 - 107! 1300000000 - 107! 0,001 - 1072
1234 0,014 130,000 000 0,00001
123,410 0,0014 - 10 130 - 10° 0,000001 - 10
12,34 - 10 0,00014 - 10? 1,3-10° 0,0000001 - 10?
1,234 -10° 0,000014 - 10° 0,13 - 10° 0,00000001 - 10°
ESIMERKKI 1.79

a) Maan massa on noin 5 974 000 000 000 000 000 000 000 kg. Luvussa on
ensimmaéisen numeron (5) jilkeen vield 24 numeroa, eli
kymmenpotenssimuodoksi saadaan 5,974 - 10%* kg.

b) Vetymolekyylissd H, ytimien vilinen etisyys on noin 0,000000000074 m
eli 7,4 - 10" m.

¢) Jos juoksuradan pituudeksi ilmoitetaan 1 000 m, ei lukija voi tietdd, milld
tarkkuudella mittaus on tehty. Mittaustarkkuus vilittyy kymmenpotenssin
avulla: jos etiisyys ilmoitetaan muodossa 1,00 - 10> m, on mitattu kymmenen
metrin tarkkuudella, ja jos muodossa 1,0 - 10° m, on mitattu sadan metrin

tarkkuudella jne.

Suurten lukujen nimet kannattaa opetella, ja myos huomata, ettd eri kielten vililla

on joitakin poikkeuksia.

ESIMERKKI 1.80
B Nykyiselld amerikanenglannilla miljardi on billion, ja biljoona on trillion.

1.9.3  KERRANNAISYKSIKOT JA ETULITTEET

Monesti suureita kuvataan kerrannaisyksikoiden avulla. T&ll6in yksikon suuruutta

muokataan etuliitteelld, joka toimii suuruusluokkaa muuttavana kertoimena.
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Tavallisimmat kerrannaisyksikoiden etuliitteet

Nimi | Kerroin | Tunnus Arvo suomeksi

deka 10! da kymmenen
hehto 10% h sata

kilo 10° k tuhat
mega 10° M miljoona
giga 10° G miljardi
tera 102 T biljoona
peta 10%3 P tuhat biljoonaa
Nimi | Kerroin | Tunnus | Arvo suomeksi
desi 107! d kymmenesosa
sentti 1072 c sadasosa
milli 1073 m tuhannesosa
mikro 10°6 p miljoonasosa
nano 107° n miljardisosa
piko 10712 p biljoonasosa
femto | 10713 f tuhatbiljoonasosa

Etuliitteitd kaytetdasdn siis muuttamaan yksikkod pienemmaksi tai suuremmaksi. Tar-
koituksena on yleensd valita sovelluskohtaisesti sopivan kokoinen yksikkd niin, ettd
kiytetyn luvun ei tarvitse olla valtavan suuri tai pieni. Mitd suuremman yksikon

valitsee, sitd pienemmaéksi sen kanssa kéytettdvi luku tulee — ja toisinpdin.

ESIMERKKI 1.81
a) Kilogramma tarkoittaa tuhatta grammaa. Kilogramma on ainut

Sl-jarjestelmén perusyksikkd, jolla on etuliite. Pelkdn gramman asemesta se on
valittu ilmeisesti kdytannollisyyssyisti, silld yksi gramma on moniin
sovelluksiin turhan pieni yksikko.

b) Eldinsolun ldpimitta voisi olla 0,000046 metrid. Luku on niin pieni, ettd on
niin lyhyempi, kdytinnollisempdd ja usein helppotajuisempaakiin kirjoittaa 46
mikrometrié eli 46 pm.

¢) Hyvin pienistd massoista puhuttaessa voidaan puhua esimerkiksi
nanogrammoista. Esimerkiksi 1ng = 1 - 10~ g = 0,000000009 g.
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Huomautuksia tietotekniikasta

Datan tai informaation méérai mitataan bitteini ja tavuina — yksi tavu on kahdek-
san bittid. Tietotekniikassa datan mééri on suureena diskreetti eli bittejd voi olla
vain jokin luonnollisen luvun osoittama méira. Bitteji ei siis voi jakaa mielivaltaisen
pieniin palasiin toisin kuin esimerkiksi sekunteja ja metrejd. Yhteen kahdeksan bitin
mittaiseen tavuun voidaan tallettaa kokonaisluku valiltd 0-255. Tavun sisdllon merki-
tys voidan tulkita usealla tavalla, esimerkiksi yhtend kirjaimena jossain merkistossa.
Suomen kielessi bitin lyhenne on b ja tavun t. Usein kéytettdvit englanninkieliset

lyhenteet bitille (engl. bit) ja tavulle (engl. byte) ovat vastaavasti b ja B.

ESIMERKKI 1.82
a) Pelkéstddin muotoilematonta tekstid kirjoittaessa yksi tavallinen

englanninkielen kirjoitusmerkki (eli ei esimerkiksi 7, i tai @) vie tietokoneella
tallennustilaa yhden tavun. Englanninkielensanoissa on keskimiirin 5,1
kirjainta. Taru sormusten herrasta -Kirjatrilogian alkuperéistekstissd on
yhteensd noin 473 tuhatta sanaa, joten merkkeji trilogiassa on yhteensd noin
473000 - 5,1 = 2412300. Puhtaana tekstini kirja veisi siis tietokoneella tilaa
vihintddn noin kaksi ja puoli miljoonaa tavua. Arviota tekee epéatarkemmaksi se,
ettd erikoismerkit ja kuvat tarvitsevat kukin enemmén kuin tavun verran

tallennustilaa.

b) Internetpalveluntarjoajat mainostavat yhteysnopeuksiaan yleensi muodossa
X/Y, missid X on luvattu teoreettinen maksiminopeus datan vastaanottamiselle
(lataamiselle, engl. download) ja Y teoreettinen maksiminopeus datan
lahettdmiselle (engl. upload). Yksikkoni mainosteksteissa on tavallisilla
kuluttajanopeuksilla usein englanninkielinen Mbps eli megabittid sekunnissa
(megabits per second, oikeaoppisesti kirjoitettuna Mb/s). Koska ilmaisu on
biteissd kdytdnnossd enemmaén kdytettyjen tavujen sijaan, nopeus ndyttad
suurelta. Oma yhteysnopeus kannattaa testata jossain siihen tarkoitetussa
verkkopalvelussa — palveluntarjoajalle eli operaattorille kannattaa valittaa, jos

yhteysnopeus jda paljon luvatusta.

Tietokoneiden rakenteen kaksikantaisuuden (ks. liite lukujirjestelmistéd) johdosta
tavujen kerrannaisyksikolld tarkoitetaan yleensd kymmenen potenssien sijaan usein
lahimpiéd kahden potensseja. SI-jarjestelma ei tue kaksikantaista kéiytéintod, vaan sen
mukaan kt on tasan 1000t ja niin edelleen. Tarvitsemme datan késittelyyn uudet

binadriset etuliitteet:
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Etuliite | Nimi | Arvo | Lahin kymmenenpotenssi
ki kibi | 2! 103
Mi | mebi | 2% 108
Gi gibi | 2% 10°
Ti tebi | 2% 102
Pi pebi | 2% 101

Kyseisten etuliitteiden kaytto on kuitenkin (edelleen) harvinaista. Kun vuosikymme-
nid sitten datan tallennuskapasiteetti oli pieni, ei kilotavun ja kibitavun (suhteellinen)
ero ollut suuri, mutta nykyéén ero on suurempien dataméarien kisittelyssi hyvin

merkityksellinen.

ESIMERKKI 1.83
Lasketaan Sl-etuliiteiden ja binééristen eli kaksikantaisten etuliitteiden

erotuksia tavujen tilanteessa.

a) 1kit—1kt= 1024 t—1000t= 24t
b) 1 Mit—1 Mt= 2% — 10° = 48 576t
¢) 1 Git—1Gt= 230 — 10° = 73 741 824+t

Huomataan, ettd suuruusluokkien kasvaessa esitystapojen vélinen virhe kasvaa

merkittavasti.

Arkikielessi ja markkinoinnissa nykydin kéytetién kuitenkin l&hinna SI-jérjestelmén
etuliitteitd, ja on ymmarrettdvd kontekstista, ettd “’kilotavulla” tarkoittaakin 1 024:44

tavua (2'9), “megatavulla” tarkoitetaankin 1 024:ta “’kilotavua”, ja niin edelleen.

Valitettavasti monessa yhteydessd ei ole selvid, tarkoitetaanko kymmenen vai kahden
potensseja. Jotkin kdyttojarjestelmit ja tietokoneohjelmat sanovat toista ja tarkoit-
tavat toista. Kuluttajan himmennykseksi usein esimerkiksi keskusmuistien koosta
puhuttaessa kdytetddn binddrikerrannaisyksikkojd mutta kiintolevyjen koosta puhut-
taessa kymmenen potensseja. Siirtonopeudet sen sijaan ovat yleensi aivan oikein

ilmoitettu SI-etuliitteilla.

ESIMERKKI 1.84
Ostat kahden “teran” kiintolevyn poytikoneeseesi. Tuotteessa itsessdédn lukee

talloin yleensé englanniksi 2 TB ja suomeksi puhumme teratavuista (merkitdin
2 Tt). Ilmaisu tuo kuitenkin mukanaan ylldtyksen, silld kun levyn asentaa
koneeseen, voi kidyttojarjestelmad ilmoittaa vapaan tilan olevan huomattavasti

kahta teratavua pienempi. Ero johtuu siiti, etti levylld on tilaa 2 Tt = 2 - 10
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tavua, mutta ohjelmat, kiyttojirjestelmi (ja myos koneen kéayttidjd) voi olettaa
koon olevan ilmoitettu kaksikantaisena niin, ettd kokonaistila olisikin

2 Tit = 2 - 2*0 tavua. Jos kidyttojirjestelmi timin lisiksi ilmoittaa levytilan
Sl-etuliitteiden avulla (vaikka tarkoittaiskin kaksikantaisia), voi levyn ostajalle
tulla huijattu olo. Eroa niilld kahdella ilmaisulla on

2.2%¢-2.10"t= 99511627776t ~ 100gigatavua ~ 93 gigitavua eli
kéytettivissd olevaa tilaa onkin noin viisi prosenttia vihemmin kuin miti on
mielestdd ostanut! (Monta kiintolevyvalmistajaa on haastettu oikeuteen ndista

epamadriisyyksistd.)

1.9.4  YKSIKKOMUUNNOKSET

Kerrannaisyksikoiden tapauksessa tulee vain huomata, ettd etuliitteet ovat matemaat-
tisesti vain kertoimia. Kaikki ilmaisut voidaan aina halutessa esittdad luvun ja yksikon

tulona ilman etuliitteita.

ESIMERKKI 1.85
l 270mm =270 - mm =270 - 103 m = %m =027m
ESIMERKKI 1.86

Erdin solun tilavuus on 9,0 - 10~'21. Ilmoita tilavuus

a) pikolitroina

b) nanolitroina

Ratkaisu. a) 9,0- 10721 =9,0pl.
b) Kymmenen eksponentiksi halutaan —9. Koska 10~'? on pienempi kuin 1072,
sitd tulee kasvattaa — samalla kerroin pienenee. Kymmenenpotenssi kerrotaan

tuhannella, ja kerroin jaetaan samaten tuhannella, jotta itse lukuarvo ei muutu:
9,0-1072=9,0-107 - 107 = 0,009 nl.

ESIMERKKI 1.87
Kun dinté (esimerkiksi musiikkia) pakataan MP3-muotoon, keskiverron

ddneenlaadun saavuttamiseksi bittivirta (engl. bitrate) voi olla 128 kb/s. Tami
tarkoittaa oikeasti tasan 128 000 bitin siirtoa sekuntia kohden. Koska tavu on

kahdeksan bittid, vastaa timéi tavuissa tiedonsiirtonopeutta % kb/s= 16 kt/s.
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Erittdin tdrkedd kerrannaisyksikoiden potensseista!

Aiemmin esitetty taulukko etuliitteistd pdtee vain ensimmadisen asteen yksikoihin!
Desimetri on kymmenesosa metristd, mutta neliodesimetri ei ole kymmenesosa
neliometristd. (Vrt. neliodesimetri ja desineliometri) Avain timéin ymméirtimiseen

on tietdd seuraava kirjoitustavan sopimus:

dm? tarkoittaa oikeasti (dm)2!

ESIMERKKI 1.88
Potenssisddntojd kiyttdmilld huomataan:

(dm)?> = &’m? = (1071’ m? = 10’ m? = ﬁ m?. Eli yksi neliédesimetri

onkin sadaosa neliometrista!

ESIMERKKI 1.89
Kuinka mones osa kuutiodesimetri on kuutiometrista?

Ratkaisu. Puretaan auki kéyttien mainittua kirjoituskonventiota,

potenssisdantoji ja desi-etuliitteen mééritelmaa:

1dm’ = 1 (dm)’
=1d°m’
=1(107"’ m’
=10""m’
= (1071} m?
=107 m’

L

1000

Nihdédn, ettd yksi kuutiodesimetri on tuhannesosa kuutiometristé.

Joskus suureen johdannaisyksikossd on suhde, ja tima halutaan ilmaista kdéanteisend

suhteena. Talloin voidaan ottaa kaanteisluku.

Matkan (pituuden), pinta-alan ja tilavuuden yksikkomuunnoksia kisitelladn lisdd

geometrian MAA3-kurssilla.
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Ajan yksikot

Ajan yksikoissé on jadnteitd 60-jarjestelméstd. Tavallisimpia yksikkojd ei jaetakaan

kymmeneen pienempéin osaan vaan kuuteenkymmeneen:

Tunti, minuutti ja sekunti

* Yksi tunti (lyhenne yleiskielessa t, SI-jarjestelmissd h, engl. hour) on 60

minuuttia (lyhenne min): 1 h = 60 min

* Yksi minuutti on 60 sekuntia (lyhenne s): 1 min = 60's

ESIMERKKI 1.90
a) Kuinka monta sekuntia on yhdessa tunnissa?

b) Kuinka monta minuuttia on 1,25 h?

c) Leffamaratonissa katsotaan Taru sormusten herrasta -elokuvatrilogian
”Special extended Blu-ray edition” -versio, jonka kokonaiskesto on 726

minuuttia. Kuinka monta tuntia tdhén tiytyy varata aikaa?

Ratkaisu. a) Yksikoiden maaritelmien mukaan

1h =60min =60 60s=3600s.

b) 1,25h = 1,25 - 60 min = 75 min. 1,25 tuntia on siis 75 minuuttia. Huomaa,
ettd voit laskuissasi esittda desimaaliluvun 1,25 sekamurtolukuna 1% eli li,

miké saattaa helpottaa laskemista.

¢) Minuutin ja tunnin suhdeluku on 60. Koska haluamme siirtyd pienemmasti
yksikosti (minuutit) suurempaan yksikkoon (tunnit), suureen lukuarvon taytyy
pienentyéd — suoritamme siis jakolaskun: % = % h=12,1h.

Elokuvamaratonissa esitetddn siis elokuvia reilut 12 tuntia putkeen. (Ylitse jaa

60 min

tunnin kymmenesosa eli =

= 6 minuuttia.)

On huomattavaa, ettéd laskutehtivissd kéytetddn joistakin ajan yksikoisté idealisoituja

maaritelmia.
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Vuorokausi, viikko, kuukausi ja vuosi

* Todellinen astronominen vuorokausi eli aika, joka Maalta kestdd pyorahtidd
kerran oman akselinsa ympiri, on noin 23 tuntia, 56 minuuttia ja 4,1 sekun-
tia. Laskutehtivissad kéytetdaan kuitenkin tavallisesti kalentereista tuttua yk-
sinkertaistettua madritelmaa, jonka mukaan vuorokausi olisi tasan 24 tuntia.

Vuorokausiyksikon lyhenne yleiskielessa vrk ja SI-jarjestelmissa d, engl. day.

Vuoden pituus madritellddn aikana, jona Maa kiertdé kerran Auringon ympiri,
ja tdmé on noin 365,24 vuorokautta. Vuosi on siis oikeasti noin neljdnnes-
vuorokauden pidempi kuin tasan 365, jota arkisissa laskutehtévissd kaytetdan
nimelliseni vuoden pituutena. Vuoden lyhenne on yleiskielessd v ja kansain-

vilisesti a — latinan sanasta annus.

Kuukausi (suomen kielen lyhenne kk) maaritellaan ajaksi, jona Kuu kiertaa
Maan yhden kerran, ja timé on noin 29,53 vuorokautta. Jotta kalenterivuoteen
saataisiin tasméalleen 12 kuukautta ja 365 vuorokautta, kuukausien pituudet
on médritelty erilaisiksi. 31-pdivdisid kuukausia ovat tammi-, maalis-, touko-,
heini-, elo-, loka- seké joulukuu, 30-pidiviisia ovat huhti-, kesé-, syys- sekéd

marraskuu, ja helmikuussa on tavallisesti 28 vuorokautta.

» Koska vuorokausi on oikeasti lyhyempi kuin nimellinen 24 tuntia, on otettu
kayttoon karkausvuosi, jolla kompensoidaan vuorokausien “vairda” kestoa
gregoriaanisessa kalenterissa. Karkausvuosina helmikuussa on yliméérdinen
pdivd, eli helmikuu kestdékin 29 vuorokautta ja koko vuosi 366 vuorokautta.
Jos pdivien tarkka maard on hyvin olennaista — esimerkiksi korkolaskuissa
— karkausvuodet ja kuukausien vaihtelevat pituudet otetaan huomioon myos

lukiomatematiikan tehtdvissa.

Viikon pituus on vaihdellut niin ajan kuin paikankin mukaan. Tdméin hetkinen
yleisin viikon pituus (seitsemén pdivéad) on sekin mielivaltainen yhteiskunnalli-
nen paatos, eikd se perustu taivaankappaleiden liikkeisiin kuten vuorokauden,
kuukauden ja vuoden tapaukset. Yhteen kalenterikuukauteen mahtuu hieman
yli nelja kokonaista viikkoa ja vuoteen hieman yli 52 kokonaista viikkoa. Suo-

men kielessé viikko voidaan lyhentéda vk.

ESIMERKKI 1.91
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a) Kuinka monta tuntia maaliskuu kestda (nimellisten kestojen mukaan)?

b) Naisten keski-ikd Suomessa vuoden 2008 tilastoista laskettuna oli 83,01
vuotta. Kuinka monta kokonaista viikkoa “’keskivertonainen” eldi timin

perusteella?

¢) Kuinka monta vuorokautta pitkd on puolen kalenterivuoden ajanjakso
5.3.-5.9.7 Oletamme, ettd vuosi ei ole karkausvuosi.

d) Kuinka monta pidivii kestdd kymmenen vuoden ajanjakso, joka alkaa vuoden
2000 alusta?

Ratkaisu. a) Lasketaan suoraan auki yksikoiden méadritelmien avulla:
1kk =31d =31-24h =744 h. (Huomaa, ettd maaliskuussa on 31 pdivii.)

b) Koska kyseessd on keskiméaridinen arvo, emme voi tarkastella erikseen
karkausvuosia tai kuukausien vaihtelevia pituuksia. Oletetaan vuoden
pituudeksi 365 paivad, jolloin pdivid on yhteensd

83,01 a = 83,01 -365d = 30298,65 d. Koska miiritelméllisesti nykyviikossa
on seitsemén péivid, viikkojen médriksi saadaan mziﬂ ~ 4328,38 vk.
Koska kysyttiin vain kokonaisia viikkoja, vastaus on 4 328 viikkoa.

c¢) Jaksolla on kaksi epétiyttd kuukautta ja viisi kokonaista kuukautta.
Kokonaiset kuukaudet ovat huhtikuu (30 pdivéd), toukokuu (31 péivid),
kesdkuu (30 pdivdd), heindkuu (31 pdivdd) ja elokuu (31 pédivdd) — yhteensd 153
paivad. Fi-kokonaiset kuukaudet ovat maaliskuu (31 péivid) ja syyskuu (30
pdivid), joista maaliskuun osaan kuuluu 31 — 5 4+ 1 = 27 paivad. (Plus yksi sen
vuoksi, ettd my0s aloituspdiva lasketaan.) Huomaa, ettd voi olla epéselvid,
lasketaanko padivamaérahaarukan viimeinen pdivimaiira laskuihin. Jos
puolivuosijakso padttyy 5.9., mutta viimeinen kokonainen piivd on 4.9., niin
syyskuun puolelle mahtuu nelja vuorokautta. Téalloin vuorokausien
kokonaisméérd on 153 + 27 + 4 = 184.

d) Kyseiseen kymmenen vuoden ajanjaksoon lasketaan kokonaisuudessaan
vuodet 2000-2009. Karkausvuosia ajanjaksolle mahtuu kolme: 2000, 2004 ja
2008, ja loput seitsemin vuotta ovat 365 pdivén pituisia. Pdivid on siis yhteensi
7-365+3-366 =3653.

Sekunteja ei enédé jaeta pienempiin osiin 60-jirjestelmédn mukaan vaan kiytetdin

tavallisia kymmenjarjestelmin jakoja ja kerrannaisyksikoiden etuliitteiti.

ESIMERKKI 1.92
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a) Ajanottoon tarkoitettu sekuntikello saattaa niyttda tuloksen muodossa

34.56.78. Tama tarkoittaa 34 minuuttia, 56 sekuntia ja 78 sadasosasekuntia.

b) Kun eldinten hermosolut aktivoituvat tai syddmessi tapahtuu sahkoisti

toimintaa, yksittdisten tapahtumien kestoa mitataan yleensd millisekunneissa.

Aikaa siséltavistd johdannaissuureiden yksikoistd kannattaa hallita ainakin nopeuden

yksikot metrid sekunnissa ja kilometrié tunnissa.

ESIMERKKI 1.93
Pikajuoksija Usain Boltin huippunopeudeksi 100 metrin juoksukilpailussa

mitattiin 12,2 m/s. Janin polkupyorén huippunopeus alaméessi oli 42,5 km/h.

Kumman huippunopeus oli suurempi?

Ratkaisu. Muunnetaan yksikot vastaamaan toisiaan, jolloin luvuista tulee
keskendin vertailukelpoisia. Janin polkupyoridn huippunopeus oli 42,5 km/h =
42,5 - (1000 m)/h = 42500 m/h = 42500 m/(3600s) = % m/s ~ 11,8 m/s.
Bolt oli siis pyoriilevdd Jania nopeampi. Samaan tulokseen olisi paadytty, jos
olisi muutettu Boltin juoksunopeus yksikkdon km/h ja verrattu sitd Janin

pyordilynopeuteen.

SI:n ulkopuolisia yksikoiti

SI-jarjestelmi ei ole ainoa kiytetty mittayksikkojirjestelmd. Esimerkiksi niin kut-
sutussa brittildisessd mittayksikkojarjestelméassi (imperial) pituutta voidaan mitata
esimerkiksi tuumissa. Yksi tuuma (merkitdian 1”) vastaa 2,54 senttimetrié, ja yh-
teen jalkaan (1") menee tismélleen 12 tuumaa. Massan perusyksikkona brittildisessé

mittayksikkojirjestelmissd kéytetdlin paunaa.

Suure Yksikko Yksikon tunnus | Sl-jarjestelmassi
pituus jalka " (tai ft) 30,48 cm
pituus tuuma "’ (tai in) 2,54 cm
massa pauna Ib 453,59237 ¢
tilavuus | gallona (neste, USA) gal 3,7854417841

Tuumien tai paunojen avulla ilmaistut suureet voidaan muuntaa Sl-jarjestelméaén ylla

olevassa taulukossa nékyvien suhdelukujen avulla.

ESIMERKKI 1.94
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Kuinka monta senttimetrid on 3,5 tuumaa? Entid kuinka monta tuumaa on 7,2

senttimetria?

Ratkaisu. Yksi tuuma vastaa 2,54 senttimetrid, joten kaksi tuumaa vastaa 5,08

senttimetri jne.

0=0cm 1”"=254cm 2" =508cm 3"’ =7,62cm
-@ { 2 { 2 L o *—>

Tuumat saadaan siis senttimetreiksi kertomalla luvulla 2,54. Niin ollen

3,5 =3,5-2,54cm =~ 8,9 cm. Senttimetrien muuntaminen tuumiksi onnistuu
vastaavasti jakamalla luvulla 2,54. Niin ollen 7,2 cm = 2,8"', koska

7,2 : 2,54 ~28.

1.9.5 YKSIKOIDEN YHDISTAMINEN LASKUISSA

Jos lausekkeessa on useita termeji, joissa on samoja yksikoitd, ndamé voidaan yhdistaa

yksikon muuttumatta. Samat suureet voi seké laskea yhteen ettd vihentdi toisistaan

osittelulain nojalla. Eri suureiden yhteen- ja vihennyslasku ei ole médritelty — mitd

tarkoittaisikaan ’kolme metrié plus kaksi grammaa”?

ESIMERKKI 1.95

Taysin perusteltuna ja aukikirjoitettuna kahden mielivaltaisen massan, 1,2

grammaa ja 2,6 grammaa, summa olisi:

1,2g+2,6¢

=12-g2+26-¢g merkattu yksikot selvasti tuloina
=(1,2+26)-¢g vaihdantalaki ja osittelulaki

=(1,2+26)g merkitty yksikko taas vain lyhyen vilin avulla

=38¢g laskettiin summa

Niiden useiden vaiheiden tarkoitus oli vain perustella, miten laskut suureilla
toimivat. Yleensa néitéd tarkkoja merkitsemiskayténtoja esille tuovia vilivaiheita
ei kirjoiteta, vaan kdytdnndssi lyhyt lasku riittdad: 1,2g+2,6 g = 3,8 g.

Koska yksikoitid voidaan kohdella laskuteknisesti kuin lukuja, niin niitd voi myos

kertoa ja jakaa keskendin. Tutut potenssisdannét seki rationaalilukujen murtolu-
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kuesityksen laskusdéinnot patevit. Kerrannaisyksikoiden etuliitteet voi aina muuttaa

tarvittaessa kymmenpotenssimuotoon tai murtoluvuiksi.

ESIMERKKI 1.96
Laske.

a) 1,21 2.2,00ml = 1,21-2,00- 2 . ml =242 20 = 242 mg

b) Suorakulmion muotoisen pdydin pituus (karkeasti mltattuna) on 5,9 m, ja
poydin leveydeksi saadaan tarkalla mittauksella 1,7861 m. Poydén pinta-ala
saadaan tdlloin kertolaskulla 5,9 m-1,7861 m = 10,53799 m?2. Ei ole perusteltua
olettaa pOydén pinta-alan olevan karkean mittauksen vuoksi todellakin noin
tarkasti tiedossa; pyoristys tehddidn epitarkimman ldhtdarvon mukaisesti

kahteen merkitsevidian numeroon: 5 9m-1,7861 m = 10,53799 m?2~11m?=

kg kgm’ kg m® _
) 234 0,10m> =234-0,10 - . =234 am? =234 T0imp =
kgm kg m? kg _ 3 _ _
234(10 m 234103 234103 23.4-10°kg =23400 kg ~
23000 kg
ESIMERKKI 1.97

Koska kaikilla eligilld ei ole samanlaista aineenvaihduntaa, jotkin ravintoaineet,
jotka toiselle ovat vilttaimattomid, voivat olla toiselle hyvin myrkyllisii.
Myrkyllisyys ei ole koskaan vain aineen tai yhdisteen ominaisuus, vaan
myrkyllisyys on aina riippuvaista annoksesta. Siind, missd ihminen sietdd
suklaata hyvin, on se verrattain pienindkin annoksina haitallista esimerkiksi
kissoille ja koirille. Suklaan olennaisin koirille haitallinen yhdiste on kofeiinille
sukua oleva teobromiini (kaakaopavun sisdltdvin kasvisuvun Theobroma,
kreikk. ”jumalten ruoka”, mukaan), jota saattaa yhdessi kilogrammassa
tummaa suklaata olla enemmaén kuin 14 grammaa. Teobromiinipitoisuutta
voidaan siis merkitid 14 é, missd yksikon osoittaja viittaa teobromiinin massaan
ja nimittdjan yksikko tumman suklaan massaan. (Tarvittaessa tima tietenkin
sievenee dimensiottomaan muotoon

g _ g_14g_14.___
14kg_141000g_1000g_1000 1_1000 0,014.)

Eri aineiden myrkyllisyyttd eldimille kuvataan yleensé niin sanottulla

L Dyy-arvolla (engl. lethal dose) eli annoksella, jolla puolet (50 prosenttia) sille
altistuneista kuolee. L D5y-arvot annetaan yleensé aineen massan ja eldimen
massan suhteena; suurempi eldin kestdd suuremman annoksen, koska myrkky
jakautuu laajemmalle alueelle ja laimenee. Vertailuarvon yhteydessé kerrotaan

myds, mistd eldinlajista oli kyse ja milld tavalla — nieltynd, hengitettynd, ...—
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altistus tapahtui. Koirien ja sydodyn teobromiinin tapauksessa L D5, = 300 f—gg.
Toinen tarked myrkyllisyyden indikaattori on TDy , (engl. lowest toxic dose) eli
pienin koskaan dokumentoitu annos, joka on johtanut myrkytysoireisiin.
Koirille TD; , = 16 ‘lf—gg

Sinulla on kotona cavalierkingcharlesinspanielinarttu (6 kg), ja unohdat
kauppaan ldhtiessdsi singylle suklaapatukan (45 grammaa tummaa suklaata).
Kotiin palatessasi huomaat koirasi syoneen koko patukan. Onko koirasi
akuutissa myrkytysvaarassa? Enti jos koirasi olisi suurikokoinen
bernhardinkoira (jopa 120 kg)?

Ratkaisu. Lasketaan ensin, kuinka paljon syodyssi suklaassa oli teobromiinia.
Suhteutetaan se sitten koiran massaan ja verrataan myrkyllisyyden

vertailuarvoihin.

Tummassa suklaassa on teobromiinia 14 é ja suklaata sy6tiin 45 g. Huomaa,
ettd edeltidvin suureen yksikon nimittdjd kuvaa suklaan massaa. Kertolaskulla
suklaan massa supistuu pois ja jiljelle jii teobromiinin massa:

4 k% -45g=14-45 10g3 8= 630 - 1073 g = 630 mg. Koirasi s6i teobromiinia
siis yhteensd 630 milligrammaa. Suhteutetaan tdmé nyt koiran massaan; yksikot

tasmadvat jo valmiiksi myrkyllisyyden vertailuarvoihin:
630mg _ 630 mg _

6kg 6 kg
ylittdd T'D; -arvon. (Kdytdnnossd kannattaa olla vilittomisti yhteydessa

105 f—gg. Saatu 105 r]?—gg ei ylld vield L Dsy:n tasolle, mutta

eldinladkdriin ja yrittdd saada koira oksentamaan.)

Suuremman koiran tapauksessa teobromiinin ja koiran massan suhteeksi
630mg _ 630 mg _
120kg 120 kg
vertailuarvojen. (Kuitenkin kannattaa olla yhteydessi eldinldadkériin.)

saadaan 5,25 T—gg, joka on selvisti alle molempien

ESIMERKKI 1.98
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Keskinopeus v, voidaan laskea kaavasta vy, = %, missd s on kuljettu matka ja ¢
matkaan kéaytetty aika. Téstd voidaan johtaa (ks. luku Yhtilot) kaava, jolla

voidaan laskea matkan kulkemiseen kulunut tai kuluva aika: t = s/v;, missd s
on matkan pituus ja v, on nopeus. Lasketaan, kuinka kauan kestdd 300 metrin

matka nopeudella 7 m/s.

Sijoitetaan kaavaan yksikkdineen s = 300 m ja v, = 7m/s ja kiytetdédn
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rationaalilukujen laskusiintdjd, jolloin saadaan:

100m 100 m 100 m s 100 prs 100
t= — —_— . . = —— .~ = _—g~ 145
7m/s 7 7 1 m 7 m 7
S

Joskus kahdesta suureesta pitdd saada kolmas, vaikka kdytossa ei ole tunnettua tai
erikseen opetettua kaavaa, joka selittdisi ndiden yhteyden. T4ll6in oljenkortena on,
ettd suoritetaan suureille kertolasku tai jakolasku sen mukaan, milld saadaan vas-
taukseen haluttu yksikko. (Monimutkaisissa tilanteissa — joita arkisovellukset eivét
yleisesti ottaen ole — tdmi ei takaa lukuarvoltaan oikeaa vastausta, vaan ilmion
taustalla oleva fysiikka voi antaa hyvin kaavan, joka sisiltdd muutakin kuin yksin-
kertaista kerto- ja jakolaskua.® Niin voi kuitenkin usein vilttdd kaavanpydrittelyn

yksinkertaisissa tapauksissa kuten keskinopeuden laskemisessa.)

ESIMERKKI 1.99
a) Pihkinoiden kilohinta voidaan esittdd yksikossd €/kg. Jos halutaan selvittii,

paljonko jokin madra (kilogrammoissa) pahkinditd maksaa, vastaukseen
halutaan yksikoksi vain eurot. Milld laskutoimituksella padstaan
kilogrammoista nimittéjdssd eroon? Jos pdhkindiden méairé kilogrammoina

jaettaisiin kilohinnalla yksikoksi tulisi (rationaalilukujen laskusdéntojen

k K kg2 . . . . b
perusteella) ¢ = kg - -2 = =&, miki ei ole oikein. Jos jakolasku tehtiisiin
ke
£
toisinpdin eli E—Z, tulisi yksikoksi " €1 = kigz’ joka sekéén ei ole oikein.
ol

kg
Kertolaskulla sen sijaan onnistuu: kg - é = €. Kilohinta tulee siis kertoa

kilogrammojen méairilld, jotta vastaukseksi saataisiin eurot.

b) Lasketaan pahkindiden kilohinnan (€/kg) ja kdytettivissad olevan rahaméérin
(€) avulla, kuinka paljon (kg) pahkinoitd saadaan ostettua. Huomataan, etti vain
rahamééra

. SEIERTE N € k
jakolaskulla lonina saadaan haluttu yksikko eli kilogrammat: < = €- ?g = kg.

kg
Saatava piahkindiden massa selvida siis jakamalla kéytettévissd olevan

rahamadrin kilohinnalla.

Joskus tehtidvissi saatetaan vaatia yksikoiden pyorittelyd, vaikka tilanteen fysiikalinen

tausta olisi uusi ja suureet ennestdin tuntemattomia.

3. http://xkcd.com/687/

LUVUT JA LASKUTOIMITUKSET 113



Tehtdvid

Opi perusteet

144. Onko annettu suure skalaarisuure? Jos kylld, mainitse esimerkkina jokin yk-
sikkod (koko nimi ja lyhenne), jota kyseisen ominaisuuden mittaamiseen kiyte-
tdan.

a) energia

b) lampotila

c) kiihtyvyys

d) massa

e) tiheys

145. Esitd ilman etuliitettd tai kymmenpotenssimuotoa.

a) 0,5dl1

b) 233 mm

¢) 33 senttimetria
d) 16kg

e) 2MlJ

f) 4 kibitavua

g) 0,125 Mit

146. a) Elektroniikkayhtio on ilmoittanut, etti laitteen tdyteen ladattu akku kestda
kiyttod 450 minuuttia. Laitetta on kiytetty lataamisen jdlkeen 3 h 30 min. Kuinka
monta tuntia akun voi olettaa vield kestdvin?

b) Elokuva kestdé 142 minuuttia ja ndytos alkaa klo 17.30. Jos elokuvan alussa on
lisdksi (tasan) 15 minuuttia mainoksia, moneltako elokuva loppuu?

147. Muuta seuraavat pituudet SI-muotoon (1 tuuma= 2,54 cm, 1 jaardi= 0,914 m,
1 jalka= 0,305 m, 1 maili= 1,609 km).

a) 5 tuumaa senttimetreiksi

b) 0,3 tuumaa millimetreiksi

¢) 79 jaardia metreiksi

d) 80 mailia kilometreiksi

e) 5 jalkaa ja 7 tuumaa senttimetreiksi

) 330 jalkaa kilometreiksi
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148. a) Laske pdyddn pinta-ala nelidsenttimetreind mittaustarkkuus huomioiden,
kun suorakaiteen muotoisen poytilevyn sivujen pituuksiksi on mitattu 72,5 cm ja
81,5cm.

b) Kuinka monta litraa maitoa mahtuu 1 m X 1 m X 1 m -laatikkoon?

149. Laske ja sievennd.

a)3,0cm-2,5cm-6,0cm

b) 0,4km : 8 m/s

¢)2g : 50 mg/ml

d) 3,0ml - 25 mg/ml

e) 150m : 3m/s

) 3,0g : 2,0dm?

150. Laske 4,0 “}f—gl -2,0-£.30mm’,

151. Ruokakaupassa perunoiden kilohinta on 0,81 k—€g ja banaanien kilohinta

1,04 kﬁ Pikku-Kallella on kaupparahaa 5 euroa, ja hin ostaa kolme kiloa perunoi-
ta. Keskimiirdisen banaanin massa on 120 grammaa. Rahamaéérit esitetdin sentin
tarkkuudella ja massat kymmenen gramman tarkkuudella.

a) Kuinka paljon rahaa perunoihin kuluu?

b) Kuinka paljon rahaa jii perunoiden oston jilkeen jéljelle?

¢) Kuinka monta kilogrammaa banaaneja hin voisi vield ostaa perunoiden lisdksi?
d) Kuinka monta (kokonaista) banaania hén saisi korkeintaan ostettua?

e) Kuinka paljon banaanit maksaisivat?

f) Kuinka paljon rahaa jiisi jéljelle banaanienkin oston jilkeen?

152. Liuoksen pitoisuus (massakonsentraatio) voidaan laskea kaavalla ¢ = m/V,
missé ¢ on pitoisuus, m on liuenneen aineen massa ja V on liuoksen tilavuus.

a) Jos kaavassa massan yksikkond on milligrammat ja tilavuuden yksikkoné milli-
litrat, niin saadaan pitoisuuden yksikoksi?

b) Laske suolaliuoksen pitoisuus, kun 4,5 grammaa suolaa on liuotettu 500 milli-
litraan livosta.

153. Auto ajaa maantielld nopeudella 90 km/h.

a) Esitd nopeus metreini sekuntia kohden.

b) Thmisen reaktioaika (aika tilanteen huomaamisesta jarrutuksen alkuun) on ta-
vallisesti noin yksi sekunti — visyneené ja humalassa paljon pidempi. Jos kuljetta-
jan reaktioaika on etanolin vaikutuksen alaisena 2,2 sekuntia ja tielle hyppéaa hirvi,
niin kuinka monta metrid auto on jo ehtinyt edetid ennen kuin jarrutus alkaa?
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154. Maailman nopein kamera vuonna 2014 otti 4,4 biljoonaa kuvaa sekunnissa.

a) Esitd kymmenpotenssimuodossa sievennettyni tarkkana arvona, kuinka monta
sekuntia yhden kuvan ottaminen (keskimiirin) kestéa.

b) Kuinka monta kokonaista nanosekuntia kestid ottaa kyseiselld kameralla mil-
joonaa kuvaa?

155. USB (engl. Universal Serial Bus) on yleinen teknologia erilaisten lisédlaittei-
den yhdistdmiseksi tietokoneisiin. Vuonna 2008 esitelty USB:n versio 3.0 on yli
kymmenen kertaa nopeampi kuin USB 2.0, ja USB 3.0:n suurin tiedonsiirtonopeus
on jopa 5 Gb/s.

a) Kuinka nopea USB 3.0 on (nopeimmillaan) megatavuina sekunnissa?

b) Kuinka kauan kyseiselld nopeudella kestéa siirtdd 13 Git:n kokoinen Blu-ray-
elokuva ulkoiselle kiintolevylle? Oletetaan, ettd mikdin muu siirtovaihe ei toimi
pullonkaulana.

156. (YO KO00/3) Suorakulmaisen sirmion muotoinen hautakivi on 80cm kor-
kea, 2,10 m pitkd ja 32 cm leved. Voidaanko kivi nostaa nosturilla, joka pystyy
nostamaan enintddn kahden tonnin painoisen kuorman? Hautakiven tiheys on
2,7-10% kg/m>. [Suorakulmaisen sirmion tilavuus on sen kolmen pituusdimension
eli korkeuden, leveyden ja syvyyden tulo.]

Hallitse kokonaisuus

157. Pudotat pallon kidestdsi lattialle. Pallo pomppaa ensin metrin korkeudelle
ja sen jilkeen jokaisen pompun korkeus on aina puolet edellisestd korkeudesta.
Kuinka korkea on pallon 5. pomppu? Enté 13. pomppu?

158. Ympyrin mallisen poytiliinan halkaisija on 1,2 m. Miki on pdytiliinan pinta-

2

ala? Ympyrin pinta-ala A voidaan laskea kaavalla A = zr°, missé r on poytéliinan

sdde eli puolet halkaisijasta.

159. Jemina on menossa bussilla lukioon. Kahden bussipysikin, joiden vililld oi-
kea rakennuksen sisdénkéynti sijaitsee, vélinen etdisyys on 600 metrid. Sisddankéyn-
ti sijaitsee tulosuunnasta mitattuna 200 metrid ennen jalkimmaistéd pysikkid. Bus-
sin keskinopeus pysikkien vililld on 28 km/h ja Jemina itse viipottaa pysakiltd koh-
teeseensa nopeudella 8 km/h. Kummalla pysékilld kannattaa jaada pois, jotta hin
pédsee mahdollisimman nopeasti (=aikaisin) perille?

160. Astmalddke Bricanylia annetaan injektiona 30kg painavalle lapselle.
Bricanyl-injektionesteen vahvuus on 0,35 mg/ml ja annos 11 pg/kg. Kuinka monta
mikrolitraa injektionestettd lapsi saa? Anna vastaus 1 ul:n tarkkuudella.

161. Erddn antibioottimikstuuran vahvuus on 0,23 mg/ml. Lapselle annostus on
1. pdivind 42 mg (aloitusannos), ja 2.—7. pdivind 12 mg (ylldpitoannokset). Miks-
tuuran pakkauskoko on 90,0 ml. Kuinka monta pakkausta tarvitaan, ja montako
millilitraa jai kdyttdmittd? Ilmoita tulos 0,1 ml:n tarkkuudella.
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Lisaa tehtavia
162. Muuta sekunneiksi

a) 1 h 42 min
b) 3h 32 min
c) 1,25h
d) 4,5h.

163. Muuta minuuteiksi

a) 1h 17 min
b) 2h 45 min
¢) 1,5h

d) 1,75h

164. Muuta seuraavat ajat tunneiksi kolmen desimaalin tarkkuudella.

a) 73 minuuttia
b) 649 sekuntia
¢) 15 minuuttia ja 50 sekuntia
d) 42 minuuttia ja 54 sekuntia

165. Muuta tunneiksi ja minuuteiksi

a) 125 min
b) 667 min
¢) 120 min
d) 194 min.

166. Laske ja ilmoita tulos sopivissa yksikoissé niin, ettd luvun kokonaisosa on
mahdollisimman pieni ja siind on vihintdin yksi numero.

a) 0,3 km+200 m
b) 0,04 m+10 mm

¢) 0,4 km+7 000 m+1 000 000 mm
d) 0,2 cm+4 cm.

167. Nimeltd mainitsematon henkil6 kéveli kilometrin kahdessatoista minuutissa.

Esitd tama nopeus

a) kilometreina tunnissa
b) metreina sekunnissa.

¢) Kuinka monta sekuntia kyseiselld kidvelynopeudella kestda kulkea kymmenen
metrin matka?
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168. Jasper-Korianteri ja Kotivalo vertailivat keppejdén. Jasper-Korianteri mittasi
oman keppinsi 5,9 tuumaa pitkéksi ja Kotivalo omansa 14,8 senttimetrii pitkéksi.
Kummalla on pidempi keppi?

169. Liisa ohjelmoi tietokoneensa sammumaan 12 400 sekunnin kuluttua, kun kel-
lo on 1.45. Moneltako Liisan tietokone sammuu — minuutin tarkkuudella?

170. Laske oma pituutesi ja painosi tuumissa ja paunoissa.

171. (Muunnelma fyysikko Enrico Fermin esittimistd ongelmasta.) Chicagos-
sa asuu osapuilleen 5000000 asukasta. Kussakin kotitaloudessa asuu keskimii-
rin kaksi asukasta. Karkeasti joka kahdennessakymmenennessi kotitaloudessa on
saannollisesti viritettdvd piano. Sddnndllisesti viritettdvit pianot viritetdidn keski-
miirin kerran vuodessa. Pianonvirittdjilla kestdd noin kaksi tuntia virittdd piano,
kun matkustusajat huomioidaan. Kukin pianonvirittiji tydskentelee kahdeksan tun-
tia pdividssd, viisi pdivdd viikossa ja 50 viikkoa vuodessa. Mikd arvio Chicagon
pianonvirittdjien lukumaéirille saadaan néilld luvuarvoilla?

172. Newtonin painovoimalain mukaan kaksi kappaletta, joiden vilinen etdisyys

(metreind) on R ja joiden massat (kilogrammoina) ovat m; ja m,, vetdvit toisiaan
mm;
R2
kio ja voima F ilmoitetaan newtoneina. Pddttele painovoimavakion yksikko, new-

puoleensa voimalla F =y , misséd y on niin sanottu universaali painovoimava-

toneita sisdltdmattomassd muodossa, kun lisidksi tiedetddn, ettdi F = ma, missd
massa m on kilogrammoina ja kiihtyvyys a on yksikossa Z—Izl
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1.10 Juuret

OO0 Opetus.tv: Neliojuuri (2.48, 6.30 ja 7.53)
i L

E = http://opetus.tv/maa/maal/neliojuuri/

1.10.1  NELIOJUURI

Ajatellaan, ettd nelion pinta-ala on a. Halutaan tietdd, miké on kyseisen nelion si-
vun pituus. Vastausta tdhian kysymykseen kutsutaan luvun a > 0 neliojuureksi ja

merkitddn \/Z. Luvun a nelidjuuri on mys yhtilon x?

= a ratkaisu. Téll6in tiytyy
kuitenkin huomata, ettd myos luku x = —4/a toteuttaa kyseisen yhtilon. Neliojuu-
rella tarkoitetaan kyseisen yhtilon epédnegatiivista ratkaisua. TAimé on luonnollista,

koska nelion sivun pituus ei voi olla negatiivinen luku.

Neliojuuri
Luvun a nelidjuuri on epédnegatiivinen luku, jonka nelié on a. TAimé voidaan ilmaista

myos (\/5)2 =a.

Rajoitumme lukiokursseilla késitteleméén reaalilukuja, emmek voi ottaa nelidjuurta
negatiivisesta luvusta, koska jokaisen reaaliluvun nelié on positiivinen tai nolla.
(Toisin sanoen ei ole esimerkiksi mitdan sellaista reaalilukua a, etti a = -2)
Huomionarvoista on télloin, ettd parillisen juuren tuloksena ei voi mydskiin olla

negatiivinen luku.

ESIMERKKI 1.100
Laske

a) V4
b) V144
c) V4471.
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Ratkaisu. a) Laskimella tai paissi laskemalla saadaan, ettd \/Z = 2, koska
2>0ja2%=4.

b) \/m = 12. Témi voidaan vield tarkistaa laskemalla 122 = 12 - 12 = 144.
c) \/W ~ 66,9. Vertailun vuoksi laskimella saadaan myos 67 - 67 = 4 489.

Vastaus. a) 2
b) 12
c) 66,9

1.10.2  KUUTIOJUURI

Kuution tilavuus on a. Halutaan tietdd, mikd on kyseisen kuution sivun pituus.
Vastausta tdhidn kysymykseen kutsutaan luvun a > 0 kuutiojuureksi ja merkitdin

3

\3/5. Luvun a kuutiojuuri on my6s yhtdlon x” = a vastaus.

Kuutiojuuri
Luvun a kuutiojuuri on luku, jonka kuutio on a. Timi voidaan ilmaista myos (\3/5)3 =

a.

Jos a < 0, niin kysymys kuutiosta jonka tilavuus on a, ei ole mielekés. Tastd huolimat-

ta kuutiojuuri méiritellddn myos negatiivisille luvuille. Syy tidhén on, ettd yhtilolld

x? = a on tissikin tapauksessa yksikisitteinen ratkaisu. Positiivisen luvun kuutio-

juuri on aina positiivinen ja negatiivisen luvun kuutiojuuri on aina negatiivinen luku.

Kuutiojuuren voi siis ottaa mistd tahansa reaaliluvusta.

ESIMERKKI 1.101
Laske

a) {/ﬁ

b) V1397

) W .

Ratkaisu. a) Laskimella tai paissi laskemalla saadaan, ettd \ 27 = 3, koska
3*=3.3.3=27.

b) V1397 ~ 11,18

©) V2197 =13

Tdmai voidaan vieli tarkistaa laskemalla 13> = 13- 13- 13 =2197.
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Vastaus. a) 3
b) 11,18
c) 13
[=]; [=] Opetus.tv: Yleinen juuri (5.17, 3.23, 6.27, 3.39 ja 3.24)

r [
Egl:_ http://opetus.tv/maa/maal/yleinen-juuri/

1.10.3 YLEINEN JUURI

Yhtélon x" = a ratkaisujen avulla voidaan mééritelld n:s juuri mille tahansa po-
sitiiviselle kokonaisluvulle n. Nelio- ja kuutiojuurten tapauksessa voidaan kuiten-
kin huomata, ettd kuutiojuuri on méiiritelty kaikille luvuille, mutta neliGjuuri vain
epdnegatiivisille luvuille. TAdma toistuu my0s korkeammissa juurissa: parilliset ja

parittomat juuret on médritelty eri joukoissa.

Juurimerkinnalla \"/E (luetaan #n:s juuri luvusta a) tarkoitetaan lukua, joka toteuttaa
ehdon ( \"/E)” = a. Jotta juuri olisi yksikisitteisesti médritelty, asetetaan liséksi,
ettd parillisessa tapauksessa n:s juuri tarkoittaa kyseisen yhtilon epanegatiivista

ratkaisua.

Farillinen juuri
Kun 7 on parillinen luku, luvun a > 0 7n:s juuri on luku b > 0, jonka n:s potenssi on
a, eli b" = a. Lukua b merkitin 1/a, eli ({/Z )n = a. Edelleen, kun # on parillinen

luku, n:ttd juurta ei ole méadritelty negatiivisille luvuille.

Luvun toista juurta, eli nelidjuurta {/Z merkitddn yleensd yksinkertaisemmin \/E.

Pariton juuri

Kun 7 on pariton luku, luvun a € R #:s juuri on yksikasitteinen luku b € R, jonka
n:s potenssi on a, eli " = a. Lukua b merkitdén \"/E, eli ({/E)n = a. Erityisesti n:s
juuri on médritelty parittomilla » my6s negatiivisille luvuille toisin kuin n:s juuri

parillisilla .

Korkeampien juurten laskeminen tapahtuu tavallisesti laskimella kuin my6s juuren-

otto suhteellisen monimutkaisista luvuista ja lausekkeista.

ESIMERKKI 1.102
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Laske

a) V256

b) v/—243

c) \4/——8

Ratkaisu. a) Laskimella saadaan m = 4, koska 4* = 256.

b) Laskimella v/—243 = —3, koska (=3)° = —243.

¢) Luvun —8 neljés juuri \4/—_8 ei ole madritelty, koska minkéan luvun neljas

potenssi ei ole negatiivinen.

Vastaus. a) 4
b) =3

c) ei midritelty

1.10.4 JUURTEN LASKUSAANNOT

Juurille on olemassa laskusdintji, jotka voivat auttaa sieventdmisessé ja ratkaisujen

1oytdmisessa.

Laskusddannot

1. Ehdolla, ettd x > 0, y > 0 ja m seké n ovat positiivisia kokonaislukuja.

L1 y/x- {/y= {/xy

Lisiksi parillisilla m:n arvoilla 4/x™ = |x|, missid merkinti |x| tarkoittaa luvun x
itseisarvoa. Itseisarvo ilmaisee lukusuoralla luvun etdisyyttd nollasta, joten se on

aina epanegatiivinen.

ESIMERKKI 1.103
a) V46 = 4] =4
b) V(=52 =|-5|=5
) V012 =10/ =0
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Itseisarvo maaritelldan tarkemmin luvussa 3.1.

Laskusdinnét perustuvat juuren méadritelméén ja potenssin laskusiddntoihin. Esi-
merkiksi maaritelméan mukaan y/xy on sellainen luku, ettid ( \'”/xy)m = xy. Luku

Vx - y/v tiyttdd edellisen vaatimuksen, sill ( V/x- W)m = ( W)m (V)" =
xy.

ESIMERKKI 1.104
Laske

a) V3 V/48

e
b) 7
c) \ \/4—x,missiixeN

d) v/5158,

Ratkaisu. a) \/3- /48 = /348 = /144 = 12
%_i/ﬁ_“ _
b) = = Z=V16=2

o VAT = Vo= \/iE = V=2
d) V/5158 = |515| = 515

Vastaus. a) 12

b) 2

c)2

d) 515

Sievennystapana on, ettd juuren sisille jitetddn mahdollisimman yksinkertainen

(itseisarvoltaan pieni, vihdn numeroita siséltdvd) luku. Tilloin pyritdén jakamaan

juuren kertalukua. Vaikeissa tapauksissa sopivan tulomuodon etsimiseen voi kiyttdd
esimerkiksi laskinta. Huomaa, etté oikeita lopullisia vastauksia on vain yksi oikea,

eikd optimaalisinta tulomuotoa tarvitse keksid heti ensimmaéisené.

ESIMERKKI 1.105
Sievennd juurilausekkeet.

a)\/Z—O
b)\/%
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¢) V120
d) V10

Ratkaisu. a) Koska 20 voidaan kirjoittaa tulona 4 - 5, on 1/20 = v/4 - 5.
Juurten tulosdinnon nojalla timé voidaan kirjoittaa kahden nelidjuuren tulona
\/é_l \/g , joka sievenee muotoon 2\/5, koska luku nelja on nelidluku.
by /L= ¥R _3

16 Ve V& 4
¢) Kirjoitetaan luku 120 tulona, jossa esiintyisi jokin kuutioluku, eli jonkin
kokonaisluvun kolmas potenssi. Esimerkiksi 120 = 8 - 15 kelpaa, silld 8 = 2°.
Tillsin v/120 = v/8 - 15 = v/23 - 15 = v/23v/15 = 24/15. (Luvun 15

kuutiojuurta ei enéd saa sievennettyi.)

d) Luvun 10 alkulukukehitelmi on 10 = 2 - 5, ja siini ei ole yhtdkién toista
potenssia, josta voisi paastd nelidjuurella eroon. 4/10 on siis jo mahdollisimman

sievdassda muodossa.

Vastaus. a) 2\/5
3

b) 3

) 215

d) 4/10 (valmiiksi sievin muoto)
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Tehtavid

Opi perusteet

Laske

173. a) V64
b) V/—64

c) Vo4

d) vV—-64

e) V100

174. a) v/81
b) v/—81

0) V32

d) V=32

e) m

175. a) \/ﬁ
b) V27

<) m
d) V256

176. Laske.

a) V2v/8
b) V3V/5
) V3v27
d) V/34/25

177. Laske.

a)

% S

o
&

)

T

c) 72
V23
d)s—\/ﬁ- 4

178. Laske /8 100 piadssi ajattelemalla juurrettava luku sopivana tulona.
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179. Pienen kuution sivu on puolet ison kuution sivusta. Kuinka pitké pienen kuu-
tion sivu on, jos ison kuution tilavuus on 64 yksikk64d? Kuution sdrmén pituus on
a, jos ja vain jos kuution tilavuus on a>.

Hallitse kokonaisuus

180. Laske laskimella nelidjuurten arvot sadasosien tarkkuudella.

a) /320
b) V15
SRV
Laske.

181. a) ﬁ 2

Va5
b) 7

o 2 32
Ja
182. Laske.
2) 3v/5+5/3-V15
V15
-2
b) -

183. Selvitd ilman laskinta, kumpi luvuista 3\/3 ja 2\/3 on suurempi.

184. Kumpi juurista on suurempi? Arvaa ja laske.

a) {/gvai \/E

b) \/gvaiZ\/E

c) {/avai {/ﬁ
d) {/ﬁvai \5/%

185. Mité tapahtuu nelidjuuren arvolle, kun juurrettavaa kerrotaan luvulla 100?
Miten tulos yleistyy?

186. Oletetaan, ettd suorakaiteen leveyden suhde korkeuteen on 2 ja suorakaiteen
pinta-ala on 10 (mielivaltaista pinta-alayksikkod). Mikd on suorakaiteen leveys ja
korkeus?

187. Etsi luku a > 0, jolle a* = 83 521.

188. Laske ilman laskinta.

a) v/1000 000
b) /10000000000
¢) v/10000 000 000
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189. Onko annettu juuri madritelty kaikilla luvuilla a? Millaisia arvoja juuri voi
saada luvusta a riippuen?

a) Va?

b) V—a?
¢) V(-a)y?
O -Va

190. Onko annettu juuri mééritelty kaikilla luvuilla a? Millaisia arvoja lauseke voi
saada luvusta a riippuen?

2) Va2

b) Va®

¢) V-a

O -Va

191. Etsi positiivinen rationaaliluku a, jolla

a) \/Z \/E =4

b) a-V3=9.

192. Anna esimerkki sellaisista luvuista a ja b, ettd \/; # \/Eb.

193. Etsi jotkin erisuuret ykkostd suuremmat luonnolliset luvut a ja b, jolla

a) 7 on jokin luonnollinen luku
b) va=2.

194. Yksinkertaisen heilurin jaksonaika 7" voidaan laskea kaavalla T = 2”\/5

missd / on heilurin (langan tai varren) pituus metreind, ja g on putoamiskiihtyvyys
9,81 ms~2. Niyti sieventimiilld yksikot ja nelidjuuri, etti jaksonajan yksikoksi saa-
daan sekunnit.

Lisaa tehtivia

195, Sievennd (3 + \/gx)4 : (\/§+ x)>.

196. Laske laskimella likiarvot viiden merkitsevédn luvun tarkkuudella. Miké yh-
teys luvuilla on?

a) V12 + 12
by Y22

3

1/924+92
C) 9249

9
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Vi

197. Etsi jotkin erisuuret luonnolliset luvut a ja b, jolla Ve

198. Osoita vastaesimerkin avulla, ettd seuraavat opiskelijat ovat erehtyneet:

a) Mikael: “Jos n:s juuri korotetaan johonkin muuhun potenssiin kuin n, myos tu-
2 5 /=6 ;

loksessa esiintyy vélttdmatta juuri. Esimerkiksi {/_ = \3/ 25 ja {/5 =3v/3”

b) Raisa: "Nelidjuuria sisdltdvin summalausekkeen voi aina korottaa toiseen, jol-

loin neliGjuurista padsee eroon. Esimerkiksi ja (\/5 + \/g)2 =18
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1.11 Murtopotenssi

Opetus.tv: Murtopotenssi (4.04, 3.56, 3.42 ja 3.52)

http://opetus.tv/maa/maal/murtopotenssi/

Seuraavaksi tutkitaan potenssin késitteen laajentamista tilanteeseen, jossa ekspo-
nenttina on rationaaliluku — erityisesti murtoluku. Esimerkiksi voidaan pohtia, mitd

1
tarkoittaa merkintéd 23 . Potenssin laskusééntojen perusteella
™" =2"" kun mn € Z.
1
Siten on luonnollista ajatella, etti murtopotenssille 23 pitee
I Y|
(23" =23 =2 =2.

1
Koska luvun 2 kuutiojuuri toteuttaa yhtdlon (\3/5)3 = 2, tiytyy siis asettaa 23 = \3/5
1
Yleisemmin asetetaan a» = {/Z, kun » on positiivinen kokonaisluku ja a > 0.

Kaavan on edelleen luontevaa ajatella yleistyvin niin, ettd esimerkiksi
1 2
(23)? =23
Yleisemmin otetaan murtopotenssin a» maéaritelmaksi

= (@) = ({/a)",

kun m ja n ovat kokonaislukuja ja n > 0.

Murtopotenssimerkinndit

1
an =\"/Z,kuna20.
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1
Erityisesti a2 = \/E.
ar = (\"/;)”’, kun a > 0.

Kun murtolukueksponentit médritelldan néin, kaikki aikaisemmat potenssien las-

kusddnnot ovat sellaisenaan voimassa myos niille. Esimerkiksi kaavat
al - ql = al""‘l’ (al’)‘l — apq7 (ab)q = ap4
pétevit kaikille rationaaliluvuille p ja q.

Huomautus mddrittelyjoukosta

Murtopotenssimerkintaa kdytettdessd vaaditaan, ettd a > 0 myo0s silloin, kun # (eli
juuren kertaluku) on pariton. Syy tdhédn on seuraava: Esimerkiksi \3/—_1 = —1, koska
(=1)* = —1, mutta lauseketta (—1)% ei ole talloin madritelty. Murtopotenssimerkin-

nin midrittelystd voi tilloin seurata ylléttidvid ongelmia:
1 2 1 1
A=vV-l=(1)p =(=)s =((=1)»)s =15 = V1 = 1.

1 2 . .
Luvun e lavennus muotoon zon ongelman ydin, mutta murtolukujen lavennusséan-
noistd luopuminen olisi myos hankalaa. Siksi sovitaan, ettei murtopotenssimerkintd

kaytetd, jos kantaluku on negatiivinen.

Nolla kantalukuna taas aiheuttaa ongelmia, jos eksponentti on negatiivinen. Esimer-
kiksi

S

0| =

Il
S| =

jota ei ole méaéritelty.

ESIMERKKI 1.106
Muuta lausekkeet murtopotenssimuotoon.

a) V3

b) v/a',a> 0
Ratkaisu. a) \S/_ =3
b) (Va) = (@) =a

BN Gie

ESIMERKKI 1.107
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Sievennd lausekkeet.
2
a) 83
1
1\ 2
b (5)
2
Ratkaisu. a) 83 = (\3/5)2 =22=4
-1
b) (i) 2 _45-9
Sieventdmiskaytdnto (joka pitdd samalla huolta méirittelyjoukosta) on, ettd jos alku-
perdinen lauseke on annettu juurimuodossa, niin my0s lopetetaan juurimuotoon, ja

toisinpdin: jos alkuperdinen lauseke on murtopotenssi, niin lopputulosta ei kirjoiteta

juurena.
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Tehtavid

Opi perusteet

Muuta lausekkeet murtopotenssimuotoon.

199. a) v/a
b) v/a

c) \"/Z

200. a) (v/2)°
b) (V1)
¢) (Vby?
d) (Vo)
Sievenna.
201. a) x§
b) xg

<) x§

d) x%

202. a) 9
b) 8

<) 4%

d) 81+

Hallitse kokonaisuus

203. (YO S00/1) Sievenni seuraavat lausekkeet.

a) (x(n—l))(n—l) . (xn)Z—n
b) Va(va2 - Vad)

204. Sievenni
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205. Laske
a) 43
b) 21
c) 16§
d) 55.
206. Muuta murtopotenssimuotoon.
a) \/ \/%
3
b) \/ Vk
c) \/my/m
d) \/m/m
207. Laske xg, kun tiedetéén, ettd

a) x =27
b) xi =27
) x5 =27
d)y x5 =27

208. Sievennd lausekkeet.

X 2x2
R Ve

Liséi tehtivia

209. Sievenna.

a) \3/ \3/52
b) \/4*\/4

3
¢) < P4\/F>
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210. Sievenni

a)\z/ﬁ

by Vv2©

c) 5
7 0 S
d) \/\/E<?) e,

a) Tutki, mité tapahtuu tapauksissa x = 1,3, x = 1,7 ja x = 0,05.

b) Milld luvun x positiivisilla arvoilla potenssitornien arvot vakiintuvat tiettyyn
lukuun?

213. % Potenssitornissa x* on ddrettdméin monta paillekkaistd eksponenttia. Yh-

tilolld x° = 2 on yksi ratkaisu. Etsi se.
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1.12 Readaliluvut lukusuoralla

Juurten ja murtopotenssien kohdalla on huomattava, ettd ainoastaan joidenkin juurten
ja murtopotenssien arvot ovat rationaalilukuja. Itse asiassa juurilla on seuraava

mielenkiintoinen ominaisuus, jota ei télla kurssilla todisteta:

Ehto juurien irrationaalisuudelle
Josm,n € Z ja %gz,niin %%Q.

Toisin sanottuna, jos kokonaisluvusta otettu kokonaislukujuuri ei ole kokonaisluku,

niin se on aina irrationaaliluku.

Tama tarkoittaa esimerkiksi sitd, ettd koska mikédan kokonaisluku toiseen potenssiin
korotettuna ei ole 2, niin 4/2 on véistamadtti irrationaaliluku. Irrationaalilukuja tulee

siis matematiikassa vastaan varsin usein.

Irrationaalilukujen hahmottamista helpottaa se, ettd ne voidaan sijoittaa lukusuoralle

rationaalilukujen tapaan.

V2 V5 7

1314151617 1819 202122232425 26 272829 3,03,13233

Reaalilukujen joukko muodostuu rationaalilukujen ja irrationaalilukujen joukoista.
Havainnollisesti voidaan sanoa, ettd reaalilukujen joukko sisdltidd kaikki lukusuoran

luvut.

Rationaaliluvut eivit tiytd koko koko reaalilukusuoraa, mutta niitid on niin tiheédssa,
ettd jokaisen kahden eri reaaliluvun vilissd on rationaalilukuja. Jokaiselle irrationaa-
liluvulle voidaan 16ytid4 mielivaltaisen 1dhellé olevia rationaalilukuarvioita. Tétéd kut-
sutaan irrationaalilukujen approksimoinniksi rationaaliluvuilla. Esimerkiksi lukua =

voidaan halutusta tarkkuudesta riippuen approksimoida rationaaliluvuilla

3; 3,1; 3,14; 3,142; 3,1416; 3,14159; 3,141593;
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tai lukua /2 rationaaliluvuilla

. 3.5 123 45
2 4 % 160 3
V2
' ) A e
4 8 32 16 2

Reaalilukuja koskevat laskusddnnot

Kaikki rationaalilukuja koskevat laskusdannot patevit myos reaaliluvuille.

Viite on uskottava, silld reaalilukuja voi aina approksimoida mielivaltaisen tarkasti
rationaaliluvuilla. Viitteen tarkempi perusteleminen ei timén kurssin tyokaluilla

vield onnistu.

Siind missd rationaalilukujen desimaaliesitykset ovat padttyvia tai jaksollisia, ovat
irrationaalilukujen desimaaliesitykset padttymittomii ja jaksottomia. Monissa ta-
pauksissa on hyvin vaikeaa osoittaa luku irrationaaliseksi. Tll6in vaaditaan keinoja,

jotka eivit kuulu tamén kurssin laajuuteen.

Luvun
\/E ~ 1,414213562373095048801688724209 ...

desimaaliesityksessd on kylld toistuvia kohtia, esimerkiksi numeropari 88 esiintyy
kahdesti. Siind ei kuitenkaan ole jaksoa, jonka luvut toistuisivat yhd uudestaansamas-
sa jarjestyksessd, kuten luvussa 3,80612312312312 ... (Muista, ettd kolmen pisteen
merkintdd kéytettdessa tulee olla yleisesti selvilld, miten desimaalikehitelmé jatkuu.)
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Tehtdvid

214. Sijoita lukusuoralle luvut

-3, 1,4,V2, V3, zja/x.

215. Piirrd samankokoiset kuvat lukusuoran vileistd, joiden paétepisteet ovat

a)0jal

b) 0ja0,1

¢) 0ja0,01.

Miten b-kohdan viili sijoittuu a-kohdan vilille? Entd c-kohdan vili b-kohdan vi-

lille? Miki olisi samaa logiikkaa kidyttden seuraava vili ja miten se sijoittuisi c-
kohdan vilille? Havainnollista piirtdmalla.

216. Mihin joukoista N, Z, Q, R seuraavat luvut kuuluvat?

a) =5
8
b) >
orn
d) 0,888...
e) 2,995

f) V2

217. Ovatko seuraavat luvut rationaalilukuja vai irrationaalilukuja? Kunkin desi-
maalit noudattavat yksinkertaista sdiantoa.

a) 0,123456789101112131415 ...
b) 2,415115115115115115115 ...
¢) 1,010010001000010000010 ...

218. a) Luku 144 on luonnollinen luku ja siten reaaliluku. Onko sen vastaluku
Iuonnollinen luku?

b) Luku 144 on kokonaisluku ja siten reaaliluku. Onko sen kédédnteisluku kokonais-
luku?

c) Luku 144 on rationaaliluku ja siten reaaliluku. Onko sen kiéinteisluku rationaa-
liluku?

219. Miki on pienin lukua —3 suurempi luku

a) kokonaislukujen

b) luonnollisten lukujen

¢) reaalilukujen joukossa?
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220. Kuinka monta

a) luonnollista lukua
b) kokonaislukua

¢) reaalilukua

on reaalilukujen —x ja 7 valilld?

221. * Osoita, ettd

a) jokaisen kahden rationaaliluvun vilissd on rationaaliluku

b) jokaisen kahden rationaaliluvun vililld on irrationaaliluku

c¢) jokaisen kahden irrationaaliluvun vilissd on rationaaliluku
d) jokaisen kahden irrationaaliluvun vilissé on irrationaaliluku.

e) Perustele edellisten kohtien avulla, ettd minka tahansa kahden Iuvun valissd on
ddrettdmin monta rationaali- ja irrationaalilukua.
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LUKU 2

Yhtalot

2.1 Yhtalo

2.1.1 PERUSKASITTEITA

Yhtilo on viite kahden lausekkeen yhtidsuuruudesta.

ESIMERKKI 2.108

a)x+3= % + 2 on yhtilo, joka viittdd lausekkeiden x + 3 ja % + 2 olevan
lukuarvoltaan yhta suuret.

b) 2= % on yhtalo, joka viittdd, ettd luku 2 voidaan esittdd myds muodossa %.

Yhtdlon pdteminen
Jos yhtdlon kummankin puolen lausekkeen arvo on sama, sanotaan, ettd yhtilo

pétee tai ettd yhtalo on tosi.

ESIMERKKI 2.109
a) Yhtdlo 5 = 3 ei pade.
b) Yhtilo ¢t = ¢ on tosi kaikilla muuttujan # lukuarvoilla, silld jokainen luku on
varmasti yhté suuri itsensi kanssa.

¢) Yhtdlo x = x + 1 on epitosi kaikilla x:n arvoilla, koska mikéén luku ei voi

olla yhtd suuri kuin sitd yhtd suurempi luku.

d) Yhtédlo x + 2 = 0 pitee vain siind tapauksessa, ettd x = —2.

Yhtdloiden luokittelu
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Aina tosi yhtilo Esimerkiksi yhtdlot 8 = 8 ja x = x. Tilanteesta kytetddn myos
termié identtisesti tosi.

Joskus tosi yhtilo Esimerkiksi yhtdlo x + 4 = 7 on tosi, kun x = 3, ja epitosi
muulloin.

Ei koskaan tosi yhtilo Esimerkiksi yhtdlo 0 = 1

Matematiikan sovelluksissa néistd tirkeimpid ovat joskus (eli ehdollisesti) todet
yhtalot.

Yhtdloihin liittyvid kdsitteitd

Tuntematon Luku, jonka arvoa ei tiedetd. Tuntemattomia merkitdan vaihtelevilla
symboleilla. Jos tuntemattomia on vain yksi, sitd merkitiéin yleensi kirjaimella
x (alunperin kreikkalainen y, khi).

Yhtilon ratkaisu(t) Muuttujan arvo(t), jolla yhtilo pitee. Kutsutaan myds yhtilon
juuriksi. (Nimityksell& ei ole mitidin tekemistd juurenottolaskutoimituksen
kanssa.)

Yhtialon ratkaiseminen Kaikkien yhtidlon ratkaisujen selvittdminen.

Huomioi, ettd yhtidlossé voi olla useitakin eri tuntemattomia. Kaikki kirjaimet eivét
my0skidn ole vélttamattd tuntemattomia, vaan niilld voidaan tarkoittaa my0s vakioita
eli muuttumattomia lukuarvoja. Esimerkiksi fysiikassa kdytetddn usein eri kirjaimia

merkitseméin eri luonnonvakioita.

ESIMERKKI 2.110
Tarkastellaan legendaarista fysiikan yhtilod E = mc?. Tdssi yhtilossd on vakio
c eli valonnopeus, joka on luonnonvakio eika siis (nykytiedon mukaan) muutu.
Liséksi yhtédlossd on muuttujat E eli energia ja m eli massa. Riippuu
késiteltivasti tilanteesta, ovatko energia ja massa vakioita vai muuttujia, ja

ratkaistavana tuntemattomana voi eri tilanteessa toimia mika tahansa: E, m tai c.
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2.1.2  YHTALON MUOKKAAMINEN

Yhtdlon muokkaaminen

Koska yhtélon puolet ovat yhté suuret, eli tarkoittavat tdsméilleen samaa asiaa, niin
jonkin yhtalon molemmille puolille tehdyn laskutoimituksen jdlkeen ne ovat edelleen

yhté suuret.

ESIMERKKI 2.111

* Yhtilo 3x — 12 = ﬁ on yhtépitdvd yhtdlon O = O kanssa, silld se
saadaan tdhin muotoon tekemalld yhtédpitivyyden molemmille puolille
aina samat laskutoimitukset. Yhtdlon yksinkertaisemmasta esityksestd
0 = 0 ndhd&én, ettd muuttujan x arvo ei vaikuta yhtilon ratkaisuihin.
Toisin sanoen puolet ovat aina samat, olipa muuttuja x miké tahansa luku.
Yhtilo on siis aina tosi.

* Yhtilo 3x — 11 = % on yhtépitivi yhtdlon O = 1 kanssa.
Jialkimméiisestd muodosta ndhdién, ettei yhtilo voi olla tosi millddn
muuttujan x arvolla, silld yhtdlon muodossa 0 = 1 ei esiinny muuttujaa x.
Téten x ei vaikuta yhtdlon ratkaisuihin. Yhtalo on siis aina epétosi.

* Yhtdls 3x — 11 = 6(x — 2) on yhtipitivii yhtilon x = 5 kanssa. Yhtdls on
siis joskus tosi: tismilleen silloin kun x = % Tdmai voidaan tarkistaa
sijoittamalla yhtdloon x:n paikalle arvo %, jolloin yhtélon vasen ja oikea

puoli ovat yhtd suuret.
Yhtéloitd kdyttimalld voidaan mallintaa monia kédytdnnon tilanteita.

ESIMERKKI 2.112
Yksinkertainen esimerkki yhtilon kéyttdmisestd on matkaan kuluvan ajan

ratkaiseminen matkan pituuden ja nopeuden avulla, miti teimme jo
yksikkoluvussa perustuen siihen, ettd saamme tulokseksi sopivan yksikon.
Kuljettu matka on nopeus kerrottuna kuljetulla ajalla. Jos matka on 15
kilometrid ja nopeus 5 km/h, voimme merkitd 5 - # = 15, jossa t on matkaan

kuluvaa aikaa kuvaava muuttuja.

Toisaalta yhtdlojd voidaan kédyttdd myos abstraktimpien pulmien ratkaisuun.
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ESIMERKKI 2.113
a) Halutaan tietdd, onko olemassa lukua, jonka kolmas potenssi jaettuna

kolmella on yhti suuri kuin sen toinen potenssi jaettuna kahdella. Talloin
merkitiddn %3 = %2 x:n valitseminen tuntemattoman luvun symboliksi oli
mielivaltaista.

b) Minki kahden perikkiisen kokonaisluvun tulo on 70? Ongelmaa lihdetiéin
ratkaisemaan kirjoittamalla tilanteen ehto yhtdloni. Merkitdédn kahdesta
kokonaisluvusta pienempai n:114. Télloin seuraava kokonaisluku on n + 1.
Yhtiloksi saadaan n(n + 1) = 70.

ESIMERKKI 2.114
Tarkastellaan yhtilod x® — 2x?> — x + 2 = 0. Yhtildssi on yksi muuttuja x ja
nelji termiaé: x3, —2x2, —x ja +2. Yhtélon erds ratkaisu on x = 1, silld
13 —2.12 - 142 =0. Myés x = 2 on kyseisen yhtilon ratkaisu, silld
23 —2.2% —2 42 = 0. Tuntemattomalle x voidaan siis joissain tapauksissa

loytad useita arvoja, jotka toteuttavat yhtalon.

2.1.3 YHTALON RATKAISEMINEN

Tyypillinen tapa ratkaista yhtdloita on kirjoittaa ne ilmaistuna toisella tavalla. Kaytian-
nossd tdmé tarkoittaa niiden muokkaamista siten, ettei alkuperdisen yhtilon paikkan-
sapitdvyys muutu. Téll4 tavalla saadaan eri yhtélo, jolla on kuitenkin samat ratkaisut.
Yleensd tavoitteena on saada yhtdlo muotoon, jossa yhtisuuruusrelaation toisella

puolella on vain haluttu tuntematon ja toisella puolella kaikki muu.

ESIMERKKI 2.115
Ratkaistaan aiemman esimerkin matkan kesto. Yhtilo on siis 5¢ = 15, jossa f on

aika, nopeus on 5 km/h ja matkan pituus 15 km. Jakamalla laskusdint6jen
mukaan yhtdlon molemmat puolet viidelld, saadaan yht&lé muotoon ¢ = 3, joka

on samalla kyseisen yhtilon ratkaisu.

Yhtilon ratkaisemista voidaan ajatella havainnollisemmin kuvittelemalla orsivaaka,
joka on tasapainossa. Vasemmalla ja oikealla puolella on eripainoisia esineitd, mutta
ne painavat yhteensa yhtd paljon. Jos molemmille puolille lisdtdsin nyt saman verran
painoa, vaaka on yhi tasapainossa. Samalla tavalla yhtdlon molemmille puolille on

sallittua lisatd sama luku.

ESIMERKKI 2.116
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Kuvassa oleva vaaka on tasapainossa. Toisessa vaakakupissa on kahden kilon
siika ja toisessa puolen kilon ahven seki tuntematon maira lakritsia. Kuinka

paljon vaakakupissa on lakritsia?

Ratkaisu. Merkitidin lakritsin midirad tuntemattomalla x. Tilannetta kuvaa
yhtdlo 2 = 0,5 + x, joka muodostetaan vaa’an toiminnan ymmaéryksen avulla:
tasapainossa molemmissa vaakakupeissa tulee olla massaltaan yhté paljon

ainetta, eli massat (méérit) voidaan merkitéd yhta suuriksi.

Ratkaistaan yhtilo.

2=05+x 1-0.5
2-05=054+x-0)5 || sievennetdin
1,5=x || yhtédlon voi halutessaan kdéntaa
x=1,5

Vastaus. Lakritsia on 1,5 kg.

Huomioi aina, asettaako yhtédlon alkuperdinen muotoilu joitakin rajoituksia tunte-

mattoman mahdollisille arvoille.

ESIMERKKI 2.117

I Ratkaistaan tuntematon a yhtilosta é = a% Huomioidaan, ettd yhtdlossi

jaetaan a:lla — a ei voi olla nolla. Koska yhtilossd jactaan myos a — 1:114, a ei
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voi saada mydskddn arvoa yksi.

1 = 2 [| kerrotaan a:lla
a a-1
1 2 .
—-a= -a || sievennetiin
a a—1
1= 2a || kerrotaan a — 1:114
a—1
2a .
l-(a—1)= T (a-1) || sievennetiddn
a —
a—1=2a [| —2a
a—1-2a=2a-2a || sievennetidian
—a—-1= Il +1
—a—-14+1=0+1 [| +1
—a=1 || sievennetidin
—a=1 I1-(=1)
—a-(-1)=1-(-1) || sievennetdin
a=-1 || sievennetiin
Yhtdlolld on siis ratkaisu a = —1. Tdma ei ole ristiriidassa alkuperidisten

rajoitusten kanssa, joten se hyviksytiin sellaisenaan.

Yhtélonratkaisun sievennysvaiheita voi hypiti yli sitd mukaa, kun varmuus kehittyy.

Mitéddn varsinaista ei virhettd yhtdlonratkaisussa ei ole tehty niin kauan kuin sama
operaatio tehdién aina yhtdlon molemmille puolille, mutta vaatii rutiinia, jotta oppii,
mitd laskutoimituksia kannattaa tehdd ja missé jarjestyksessd. Seuraavassa joitakin
yleisid toimenpiteitd yhtédloiden ratkaisuun, joita voi soveltaa paistikseen eteenpdin.

Kyseessi ei ole mikéén aina toimiva ratkaisuohje, vaan yleisid vinkkeji.

Yleisid yhtdlonratkaisuperiaatteita

1) Kerro tuntematonta sisdltiavit lausekkeet pois nimittajist.
2) Yhdistd useat murtolausekkeet yhdeksi laventamalla ne samannimisiksi.

3) Siirrd tuntemattomia sisaltdvit yhtdlon osat samalle puolelle ja ota tuntematon
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yhteiseksi tekijaksi.

4) Kumoa juuret ja murtopotenssit korottamalla yhtdlo puolittain sopivaan potens-
siin.

5) Sulkuja ei vélttdmattd aina kannata kertoa auki.

6) Yhtilo on ratkaistu vasta, kun jiljelld on endd vain yksi kappale tuntematonta

suuretta, ja se sijaitsee yksin omalla puolellaan yhtdloa.

Usein on my0s perusteltua yksinkertaisesti kokeilla tai arvata jokin yhtélon ratkaisu.
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Tehtdvid

222. Ovatko seuraavat yhtélot tosia, epitosia vai ehdollisesti tosia?

a)l=1
b) = = 3,14
c){/ﬁ=3
dyr=t
e)tr=t—1

=Z
fx=73

223. Ovatko seuraavat yhtilot tosia, epétosia vai ehdollisesti tosia?

a) x =—x
=6

b)3=7

2 _
C) % = \/5
d) 19 001 =1
e) (-H*=-1
H2y+1=5
224. Mainitse jokin
a) aina tosi yhtélo
b) joskus tosi yhtild (ja milloin se on tosi)
¢) aina epitosi yhtdlo.
225. Onko —2 yhtdlon 3x — 4 = 7 — 2x ratkaisu?

226. Tarkista, voivatko seuraavat tuntemattoman y arvot olla yhtidlon — V+y=0

juuria.
a)y=0
b)yy=2
c)y=-1
dy=1

&) y=12
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227. Onko x = % seuraavien yhtéloiden (erds) ratkaisu?

a)%—x=0

o
~
I
NS} [Ne}

3__1
€) —x* = 27
f) 125 =5

228. Piteeko yhtdlo, kun a = 77

a)a® —13a> =a—-3+16166

b) Va =32

¢)y/ax=0

229. a) Onko x = 4 yhtilon x> = 64 ratkaisu?

b) Onko x = 2 yhtilon x° = 30 ratkaisu?

¢) Onko x = —1 yhtilon x* — 3x + 2 = 0 ratkaisu?

230. Kirjoita tilanne yhtilona.

a) Kun lukuun kolme lisétdéan luku yksi, summaksi tulee luku nelja.

b) Massa m kaksinkertaistuu, minka jilkeen uusi massa on 42 kilogrammaa.
¢) Tuntemattoman x arvo on rationaalilukujen % ja % summa.

d) Ympyrén kehén pituus p on z:n ja ympyrén halkaisijan d tulo.

e) Luvun « ja sen kéénteisluvun tulo on 1.

f) Kun lukuun k lisidtddn sen vastaluku, summaksi saadaan nolla.

g) Kun lukuun £ lisdtddn sen vastaluku, summaksi saadaan yksi.

231. % Ratkaise yhtélo *2 = 16. (Katso tihtitehtdvit murtopotenssiluvusta.)
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2.2 Ensimmdisen asteen yhtald

Opetus.tv: Ensimmdisen asteen polynomiyhtdilot (8.18, 6.54, 3.21, 4.07 ja 5.15)

http://opetus.tv/maa/maal/ensimmaisen-asteen-polynomiyhtalot/

Siirrymme nyt tarkastelemaan tirkedi yhtiloiden erikoistapausta, ensimmadisen as-

teen yhtiloita.

Ensimmdiisen asteen yhtdlo
Ensimmadisen asteen yhtdloksi kutsutaan yhtélod, joka on esitettivissd muodossa
ax + b =0, missid a # 0.

Yhtélotyypin nimi tulee siitd, ettd korkein potenssi, johon tuntematon x yhtéalossi

korotetaan, on 1. (x1 =Xx)

ESIMERKKI 2.118
Seuraavat yhtilot ovat kaikki ensimméisen asteen yhtaloiti:

a)2x =4
b)5x+3=0
A)x+2=3x—-4

Kaikki muotoa ax + b = cx + d olevat yhtilot, joissa a # ¢, ovat ensimmaéisen asteen

yhtiloitd. Tamé voidaan todistaa seuraavasti:

ax+b=cx+d | Vihennetidn molemmilta puolilta cx + d.
ax+b—(cx+d)=0 | Avataan sulut ja jdrjestelldéin termeji uudelleen.
ax—cx+b—-d=0 | Otetaan yhteinen tekija.
(a—c)x+b—-d)=
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Tédmi on miidritelmin mukainen ensimmaéisen asteen yhtilo, koska a # c,elia—c #
0.

Ensimmadisen asteen yhtilot ratkaistaan kuten edellisessd kappaleessa esitettiin, eli
tekemillda yhtdlon molemmille puolille samoja toimenpiteitd, kunnes x saadaan

selvitettya.

ESIMERKKI 2.119
Yhtidlon 7x + 4 = 4x + 7 ratkaisu saadaan seuraavasti:

Ix+4=4x+7 | Vihennetdén molemmilta puolilta 4x.
3x+4=7 | Vdhennetdén molemmilta puolilta 4.
3x=3 | Jaetaan molemmat puolet luvulla 3.
x=1

Vastaus. x =1

Ratkaisujen lukumdicird

Ensimmadisen asteen yhtélolld on aina tasmalleen yksi ratkaisu.

ESIMERKKI 2.120
Yleinen ldhestymistapa muotoa ax + b = c¢x + d olevien yhtéloiden ratkaisuun:

a) Vihennetddn molemmilta puolilta cx ja otetaan x yhteiseksi tekijdksi.
Saadaan yhtdlo (a —c)x + b =d.
b) Vidhennetddan molemmilta puolilta . Saadaan yhtilo (@ — ¢)x = d — b.

¢) Jaetaan molemmat puolet lausekkeella (a — ¢). Saadaan yhtilo ratkaistuun
d—b

muotoon x =

Vaikka yhtdlossa olisi nimittdjid, saattaa kyseessd silti olla ensimmaéisen asteen yhtilo.
Kerro aina yhtilon molemmat puolet nimittijilld, jolloin niistd pdastid eroon, ja

yhtél6 sievenee lopulta usein yksinkertaisemmaksi.

ESIMERKKI 2.121
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a) Yhtilossd 2/x = 4 ainoana nimittdjdna on x. Kun silld kerrotaan yhtilon
molemmat puolet, x supistuu pois vasemmalta ja saadaan muoto 2 = 4x, josta
on helppo todeta,ettd kyseessi on ensimmdisen asteen yhtilo.

b) Yhtélossi )?Tgl = 3 ainoana nimittdja on lauseke x + 1. Kun silld kerrotaan
yhtdlon molemmat puolet, x + 1 supistuu vasemmalta pois ja saadaan muoto
0,9 =3(x+ 1) eli 0,9 = 3x + 3, joka selvisti on ensimmaéisen asteen yhtilo.
¢) Yhtilossd (2x + l)l(x2 + 3) = 0 ainoana nimittdjand lauseke x% + 3. Kun
yhtil6 kerrotaan puolittain silld, x> + 3 supistuu pois vasemmalta puolelta, ja
oikealle puolelle jdd edelleen nolla (koska miki tahansa luku kertaa nolla on
nolla). Saadaan yhtdlo muotoon 2x + 1 = 0, mikéa on selviésti ensimmadisen

asteen yhtilo.

ESIMERKKI 2.122
Myos kaikki seuraavat ovat ensimmadisen asteen yhtéloitd. (Huomaa kuitenkin,

ettd nimittdji ei voi olla nolla.)

2 _
a) z = 5
b)v= f

. __ massa
C) tlheys " tilavuus

Ensimmaisen asteen yhtdlolld voidaan mallintaa monia yksinkertaisia kdytinnon
tilanteita, ja kyseiset yhtalot tulevat vastaan ihan vain matemaattisiain tyokaluina,

joiden hallitseminen on vilttaméiton taito.

ESIMERKKI 2.123
Huvipuiston aluemaksu on nelji euroa, ja laitelippu maksaa my0s viisi euroa.

Ranneke, jolla paésee rajatta laitteisiin ja joka sisdltdd aluemaksun, maksaa 34
euroa. Kuinka monessa laitteessa olisi kdytévé, jotta ranneke olisi edullisempi
ostos kuin yksittdiset laiteliput ja aluemaksu erikseen? Oletetaan,ettd jokaiseen

laitteeseen tarvitaan vain yksi laitelippu.

Ratkaisu. Kyseessé on kaksi toisistaan poikkeavaa maksusuunnitelmaa.
Selvitimme yhtélon avulla, milld laitekdyntien lukumaéralld (merkitdén téta
esimerkiksi kirjaimella n) molemmat tavat ovat yhté kalliita. Mallinnamme
sopivalla lausekkeella molempia: Jos kéytetdén vain yksittdisid laitelippuja,
jolloin tdytyy maksaa myos aluemaksu, kokonaishinnaksi tulee 4 4+ 5n, missi n
on ostettujen laitelippujen médri. Jos ostaa rannekkeen, kivijin maksama

rahamiiri ei riipu laitekdyntien méérastd, vaan se on aina mainittu 34 euroa.
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Merkitddn niméd maksusuunnitelmat yhtisuuriksi, jolloin saadaan ensimmaéisen
asteen yhtilo 4 + 5n = 34.

Ratkaistaan tdstd n:

4+5n=34 | — 4
4+5n—4=34—-4
S5n =30 | : 5
51 _ 30
5 5
n==~6

Jos siis kilydaddn kuudessa laitteessa (eli ostetaan kuusi laitelippua), on
samantekevii, ostetaanko ranneke vai yksittdisid lippuja (ja maksetaan
aluemaksu). Jos kéytiisiin laitteissa enemmaén kuin kuusi kertaa, rannekkeen
hinta ei kasva, mutta lippujen yhteishinta kasvaa. Kévijén tulisi siis kidyda

laitteissa véhintdén seitseéin kertaa, jotta ranneke olisi edullisempi.
Vastaus. Vihintédin seitsemin kertaa

ESIMERKKI 2.124
Juna Helsingistd Jyvaskylddn kulkee 342 kilometrin matkan kolmessa tunnissa
ja 23 minuutissa tasaista vauhtia. 10 minuuttia junan 1dhdon jilkeen auto ldhtee
Helsingistd Jyviskyldédn kulkien tasaista 100 kilometrin tuntivauhtia.
Jyviskyldin on Helsingistd maanteitse 272 kilometrid. Kuinka kauan auton

lahdostéd on kulunut, kun juna ja auto ovat kulkeneet yhtd suuren osan omista
matkoistaan?

Ratkaisu. Lasketaan aluksi junan nopeus

3h23min =12180s

342000 m
12180s

Muunnetaan liséksi auton nopeus yksikk6on ? (muuntokerroin 3,6).

~ 28,0788 2
S
km m
100 ~ 2777782
h S
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10 minuuttia on 600 sekuntia.

Voidaan nyt muotoilla yhtilo kdyttden yksikoitd metri ja sekunti.

Tuntemattomaksi valitaan 7, joka kuvaa aikaa sekunteina auton lahdosta.

28,0788(t + 600) 27,7778t
342 000 ~ 272000

Ratkaistaan yhtilo

27,7778t _ 28,0788(t + 600)
272000 342 000
342000 - 27,7778t = 272000 - 28,0788(¢ + 600)

9500007,6¢t = 7637 433,6(¢ + 600)
9500007,6t = 7637433,6t +4582460160 |—7637433,6¢
1862574t = 4582460160 | : 1862574
1= 2460,28 ~ 2460

| -272 000 | -342 000

Muutetaan yksikoksi minuutit:

2460s = 41 min.

Vastaus. 41 minuuttia

ESIMERKKI 2.125
Matti ja Teppo ovat veljeksid. Teppo on 525 pdivdd vanhempi kuin Matti.

Muodostetaan ensimmdisen asteen yhtéld, josta voidaan ratkaista Matin ika
sijoittamalla x:n paikalle Tepon ikd. Lasketaan saadulla yhtilolld Matin ik& sind
pdivani, kun Teppo tayttdd 50 vuotta. Oletetaan nyt, ettd vuodessa on 365
paivaa.

Merkitdaan Tepon ikdd pdivissd x:114 ja Matin ikad paivissad y:114. Tiedetédn, ettd
koska Teppo on 525 pdivad vanhempi kuin Matti, niin x = y 4+ 525. Koska
tehtdvissa pyydettiin yhtdlod, josta voidaan ratkaista Matin ikd, muokataan

saatua ensimméisen asteen yhtidlo4 hieman:
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x=y+525 | Vahennetdin puolittain 525.
x—525=y | Tiedetdin, ettd jos a = b, niin b = a.

y=x-—1525

Nyt on saatu ensimmaéisen asteen yhtilo, josta saadaan ratkaistua Matin ik,
kunhan vain tiedetdén Tepon ikd. Koska x ja y ovat veljesten idt pdivini,
muunnetaan hieman yksikoitd. 50 vuotta péivissd on 50 - 365 = 18 250. Nyt
saadaan

y=x—-525 | Sijoitetaan x:n paikalle Tepon ikd 18 250 pdivda.

y = 18250 — 525

y=17725 | Muokataan vastausta informatiivisempaan muotoon.
y = 175204205

y =48 -365+ 205

Siis kysytty Matin iki on 48 vuotta ja 205 paivaa.
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Tehtavid

Opi perusteet
232. Mitd yhtilolle ax + b = 0 tapahtuu, jos kerroin a saa arvon nolla? Onko
yhtilolld ratkaisuja?

233. Ratkaise yhtiloistd tuntematon x.

a)x+4=5

b)l-x=-3

c) 7x =35

d —2x=4

e) 10 -2x =x

HDIx+4=6—-x

9 X=4

hy3+1=2-x

234. Ratkaise yhtilot ja tarkista sijoittamalla.

a) —2x+5=2(5+x)

b) 4(x — 1) = 3x = 15 — 4x
)6—(2x+3)=3-2x
d) x — 100000 = —0,25x
e) 106 —3-10°=0

f) 5(1 — x) = =5x + 3

235. Mairitd luvulle a sellainen arvo, etta

a) yhtélon 5x — 8 — 3ax = 4 — x ratkaisu on —1

b) yhtdlén 5x + a = %x + % ratkaisu on 2.

236. Huvipuistossa yksittdinen laitelippu maksaa 7 euroa, ja silld pidsee yhteen
laitteeseen. Rannekkeella piddsee kdymaiin pdivin aikana niin monessa laitteessa
kuin haluaa, ja se maksaa 37 euroa. Ratkaise yhtilon avulla, kuinka monessa lait-
teessa on kdytéva, jotta rannekkeen ostaminen kannattaisi.

237. Kylpyhuoneessa on kolme hanaa. Hana A téyttda kylpyammeen 60 minuutis-
sa, hana B 30 minuutissa ja hana C 15 minuutissa. Kuinka kauan kylpyammeen
tayttymisessd kestéd, jos kaikki hanat ovat yhtdaikaa auki?
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Hallitse kokonaisuus

238. Kénnykkiliittymén kuukausittainen perusmaksu on 2,90 euroa. Lisiksi jokai-
nen puheminuutti ja tekstiviesti maksaa 6,9 senttid. Liaran kdnnykkélasku kuukau-
den ajalta oli 27,05 euroa.

a) Kuinka monta puheminuuttia tai tekstiviestid Liara kdytti kuukauden aikana yh-
teensd?

b) Liara ldhetti kaksi tekstiviestid jokaista viittd puheminuuttia kohden. Kuinka
monta tekstiviestid hén ldhetti?
239. Midritd ne neljd perdkkdistd paritonta kokonaislukua, joiden summa on 72.

240. Kahden raitiovaunupysékin vélimatka on 340 metri4, ja raitiovaunu kulkee
ndiden vilid keskinopeudella 18 km/h. Frejan tyopaikka sijaitsee pysdkkien vilil-
14, ja hdnen kévelynopeutensa kiireessid on 9 km/h. Kuinka monen metrin piissa
tyopaikan ovi voi korkeintaan sijaita jalkimmaisestd pysdkisti, jotta on nopeampaa
jaada pois jalkimmaiselld pysékilld ja kévelld tulosuuntaan tyopaikalle kuin jadda
pois aiemmalla pysikilla?

Lisia tehtivia
241. Ratkaise yhtilot ja tarkista sijoittamalla.

a)%:lz

b)3-2=x

c)—%x:x+2

=1-x!
hx+7=1-=

2x—1 4x
Sy
) 3 9
x+5

f)T=X+3—

2x+1

242. Ratkaise x.

a)4x+3=-3x+4

b) 100x = 101x — 2

c) §x+§=x—1
dH2-x+4)—x=x+4
©)5-(x—8)+ 3 (x—7)=3x
243. Ratkaise

3x+6 _ _
) 9—4x S

9x2—6 _
) 16-3x 3x.
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244. Fysiikassa ja geometriassa kaavoissa esiintyy muitakin muuttujia kuin x. Esi-
merkiksi kuljettu matka on nopeus kertaa aika eli s = vt. (s = spatium latinaksi ja
englanniksi v = velocity ja t = time) Ratkaise kysytty tuntematon yhtilosta.

a) F = ma, m = ? (Voima on massa kerrottuna kiihtyvyydella.)

b)p= %, F = 7 (Paine on voima jaettuna pinta-alalla.)

2

¢) A = zr°, r = 7 (Ympyrin pinta-ala on pii kerrottuna séiteen neli6lla.)

V= %nrzh, h = ? (Kartion tilavuus on piin kolmasosa kerrottuna siteen neliol-
14 ja kartion korkeudella.)

245. Taksimatkan perusmaksu on arkisin 5,90 euroa. Taksimatkan hinta oli 28,00
euroa. Miki oli taksimatkan pituus, kun

a) Petteri matkusti yksin, jolloin taksa oli 1,52 euroa kilometriltid?

b) Arttu otti taksin kuuden ystivinsa kanssa, jolloin taksa oli 2,13 euroa kilomet-
riltd?

246. Sadevesikerdin néyttdd vesipatsaan korkeuden millimetreind. Erdidnd aamu-
na kerdimessa oli 5 mm vettd. Seuraavana aamuna samaan aikaan kerdimessi oli
23 mm vettd. Muodosta yhtilo ja selvitd, kuinka paljon vettd oli keskiméérin sata-
nut kuluneen vuorokauden aikana tunnissa.

247. London and Manchester are 200 miles apart. Jem travels from London to
Manchester at an average speed of 70 mph. Robbie travels in the opposite direction,
from Manchester to London, at an average speed of 30 mph. Knowing that they
leave at the same time, in how much time will their paths cross each other?
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2.3 Prosenttilaskenta

Opetus.tv: Prosentit (5.38 ja 4.06)

[

http://opetus.tv/mab/mab1/prosentit/

Sana prosentti tulee latinan kielen ilmaisusta pro centum, joka tarkoittaa kirjaimel-
lisesti sataa kohden” tai ”sadasta”. Prosentit ovat siis sadasosia, ja kyseessd on ratio-
naalilukujen sovellus — prosentteja kéytetddn ilmaisemaan suhteellista osuutta. Pro-
sentit voidaan mieltdd yksikoind, jolloin kdytetdédn prosentin symbolina %-merkkié.
Prosentin sukulaiskisite on promille, joka tulee vastaavasta latinan ilmaisusta pro

mille. Promillen symboli on %.

Prosentti ja promille
lprosentti = 1 % = ﬁ = 0,01
Ipromille = 1 %o = m = 0,001

Erityisesti kannattaa huomata, ettd 100 % = 1. Jos prosenttiluku on annettu muodossa

p %, se voidaan aina kirjoittaa murtolukuna ﬁ.
ESIMERKKI 2.126

2) 0,03 = 2= =3% = 30 %

b) 0,00478 = 5258 = 0,478 % = 4,78 %

) 0,76 = % =76 % = 760 %o

d) 1,23 = 322 =123 % = 1230 %

€) 2,10 = 23 =210% = 2100 %o

Prosenttilaskennan kaytannon kysymyksenasettelut ja tehtdvit voidaan jakaa karkeas-
ti neljdéin ryhmaén. Tehtivdnantojen peruskysymykset liittyvét toisiinsa seuraavalla
sivulla olevan kaavion mukaisesti, missé a, b ja p sekd x, y ja g ovat (mielivaltaisia)

lukuja. Vaadimme liséksi reaalilukujen ominaisuuksiin vedoten, ettd b ja x eli luvut,
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joihin verrataan ovat nollasta poikkeavia. Kaavion toisessa osassa on esitetty samat

kysymykset formalisoituina yhtiloiksi.
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Prosenttilaskennan tehtdvdtyypit

”Kuinka monta prosenttia (p) = ”Kuinka paljon (@) on
luku a on b:sta?” p % luvusta b?”
2 )
”Kuinka monta prosenttia (p) 2 ”Miti (a) saadaan, kun b
luku a on suurempi/pienempi kuin 5?” kasvaa/vihenee p prosenttia?”’
a
7= p % 2 p%-b=a
1 !
Ix_yl:q% = 1+qg%)y=x
y

Ongelmat, joiden vililld on nuoli molempiin suuntiin, ovat matemaattisesti yhtéldisia
eli ekvivalentteja; ne voidaan esittdd ja kisitelld molemmin tavoin, vaikka ratkotaan-
kin edelleen samaa ongelmaa. Huomaa, ettd yhtilot ovat samat mutta esitetty eri

muodossa.

Taulukon yldrivin kaksi tapausta ovat yksinkertaisimmat tehtdvinannot, ja ne késitel-
laédn ensin. Alarivin kysymyksenasetteluiden formalisointi (lausekkeiksi ja yhtdloksi
kirjoittaminen) vaatii yldrivin kysymysten tekniikkaa. (Kaavion jidsentely tukee myos
kuitenkin sit4, ettd ensin voitaisiin opetella vasemmalla puolella olevat ja sen jédlkeen

erillisesti oikealla puolella olevat tehtévétyypit — tai toisinpdin.)

Tehtédvien ratkaisu saattaa vaatia edelld mainittujen tilanteiden yhdistelemisté ja tun-
temattoman ratkaisemista yhtdlosté. Erilaisten suhteiden prosentuaalisille ilmaisuille

on vakiintunut omat nimensé, jotka kannattaa opetella.
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2.3.1 VERTAILUPROSENTTI JA PERUSARVO

Vertailuprosentti ja perusarvo
Vertailuprosentilla tarkoitetaan sitéd, kuinka paljon jokin on jostakin, mihin verra-

taan. Lukua, johon verrataan tai jota muutetaan, kutsutaan perusarvoksi.

Vertailuprosentilla vastataan siis kysymykseen “kuinka monta prosenttia luku a on
luvusta b?”, ja vertailuprosentti saadaan laskutoimituksesta %, joka tulkitaan lopullis-
ta vastausta varten prosentteina eli sadaosina. Koska jakolasku ei ole vaihdannainen,
on tirkedd varmistaa, ettd tehtidvissd suhde muodostetaan oikein pédin. Suhdetta

muodostettaessa se, mihin verrataan, toimii jakajana.

ESIMERKKI 2.127
Kuinka monta prosenttia

a) luku 20 on luvusta 80?
b) luku 80 on luvusta 20?

Ratkaisu. a) Perusarvo on téssi tapauksessa 80 — siihen verrataan. Lasketaan
osamaara % ja esitetddn vastaus prosentteina:

20 2 1

—===-=0,25=25%

80 8 4
b) Nyt perusarvo on 20, ja siihen verrataan. Lasketaan osamé&éri 2—8 ja esitetdan
vastaus prosentteina:

80 8

P _0_y4=4
20 2 00%

ESIMERKKI 2.128
Tarmo leikkaa pizzan neljdén osaan ja syo ndistd kolme.

a) Kuinka monta prosenttia pizzasta Tarmo sy6?

b) Kuinka monta prosenttia pizzasta jaa jiljelle?

Ratkaisu. a) Tarmo sy6 3 palaa neljésti eli % = 0,75. Tami voidaan muuttaa
prosenttiluvuksi ilmaisemalla luku sadasosina. 0,75 - 100 = 75. Siis
0,75 =75 %, ja Tarmo s6i 75 % pizzasta.

160 YHTALOT



b) Koko pizzasta otetaan pois Tarmon syomai osa jolloin jiljelle jaa
100 % — 75 % = 25 %. Samaan vastaukseen olisi paddytty, jos olisi muunnettu
jéljelld olevien pitsapalojen méirdn suhdetta koko pitsaan esittdvi rationaaliluku

i prosenteiksi.

Vastaus. a) 75 %
b) 25 %

ESIMERKKI 2.129
Alex ansaitsee kuukaudessa 3 200 euroa ja Antero 2 300 euroa.
a) Kuinka monta prosenttia Anteron tulot ovat Alexin tuloista?

b) Kuinka monta prosenttia Alexin tulot ovat Anteron tuloista?

Ratkaisu. a) Lasketaan vertailuprosentti. Perusarvo on tehtdvinannon

mukaisesti Alexin palkka eli 3 200 euroa.

2300
— =0,71 ~0,72="172
3200 0,71875 0,72 =72 %

b) Lasketaan vertailuprosentti, mutta nyt perusarvona toimiikin Anteron palkka:

3200

—— ~1,39=139%

2300 ’
Vastaus. a) Anteron tulot ovat 72 % Alexin tuloista.

b) Alexin tulot ovat 139 % Anteron tuloista.

2.3.2 PROSENTTIOSUUDEN LASKEMINEN PERUSAR-
VOSTA

Tapaus “’kuinka paljon on p % luvusta @” lasketaan kertolaskuna aivan niin kuin

aiemmin on tehty kaikilla luvuilla muutenkin.

ESIMERKKI 2.130
a) Jos luku a halutaan kaksinkertaistaa, kerrotaan se kahdella: 2a.
b) Jos kisitelldin luvusta x vain kolmasosaa, kerrotaan se %:lla: %x.

c¢) Jos halutaan tietdd, mitd on kymmenen prosenttia luvusta 120, kerrotaan se
10 %:1a: 10 % - 120 = 0,10 - 120 = 12.

d) 2 %o luvusta & on 2 %ok = 0,0024.
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Kerrointa késiteltdvin perusarvon edessi sanotaan (prosenttilaskennassa) prosentti-
kertoimeksi. Laskutoimitusta voidaan ajatella niin, ettd perusarvoa muokataan tai

ettd siitd kasitelldadn vain haluttua osaa.

ESIMERKKI 2.131
Arvioidaan, ettd yhdekséin sadasta suomalaisia kérsii kaamosmasennuksesta

(riippumatta asuinpaikasta). Vuoden 2014 huhtikuussa laskettu Oulun
asukasluku oli 194 289. Kuinka moni oululainen néiden tietojen perusteella

sairastaa kaamosmasennusta?

Ratkaisu. Sairastavien osuus véestostd on 9 Y%, ja oululaisia on 194 289
ihmisté. 9 % lukumaéaarista 194 289 lasketaan 9 % - 194 289 eli 0,09 - 194 289,
missd 0,09 on prosenttikerroin ja 194 289 perusarvo. Laskutoimituksen
tuloksena saadaan 0,09 - 194 289 = 17 486,01, mika tdytyy pyOristetdin
kokonaisluvuksi, koska asukkaita ei voi jakaa osiin. Kun otetaanmyos
huomioon, etté sairastavien osuus on annettu yhden merkitsevin numeron

tarkkuudella, tulee pyoristyksen jalkeen tulokseksi noin 20 000.
Vastaus. Noin 20000 oululaista sairastaa kaamosmasennusta.
Joskus useita kertolaskuja taytyy ketjuttaa.
Usein perusarvoa ei tunneta, vaan se joudutaan ratkaisemaan yhtilosta.

ESIMERKKI 2.132
Lennonjohtajakoulutukseen Suomessa syksylld 2014 piisi vain kahdeksan

henkil6é. Lehtiotsikoiden mukaan sisdénpadsyprosentti oli 0,67 %. Kuinka

monta hakijaa koulutukseen pyrki kaiken kaikkiaan? Huomio vastaustarkkuus.

Ratkaisu. Sisddnpaisyprosentti tarkoittaa koulutukseen paisseiden méairan

suhdetta kaikkien hakijoiden maardén. Merkataan kaikkien hakijoiden madraa
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y:114. Saadaan yhtilo % = 0,67 %.

8 —067% |-yja(y#0)
y
8=067%-y
8 = 0,0067y | : 0,0067
8 —
00067~
I
Y= 0.0067

y~ 1194 ~ 1200

Koska ldhtotiedoilla ei tarkaksi vastaukseksi saatu luonnollista lukua (joka voisi
olla hakijoiden lukuméiérd), on mainostettu sisdidnpédéisyprosentti luultavasti
pyoristetty. Koska se annetaan kahden merkitsevin numeron tarkkuudella,

annetaan myos vastaus kahden merkitsevin numeron tarkkuudella.

ESIMERKKI 2.133
Arvonlisédvero on on valtiolle perittiva vero, jota maksetaan tuotteista ja

palveluista. Arvonlisdverokanta méardytyy tuotteen tyypin mukaan, ja itse veron
suuruus (euroina) lasketaan osuutena tuotteen verottomasta hinnasta. Vuonna

2012 yleinen arvonlisdvero oli 23 % tuotteen verottomasta hinnasta.

a) Kuinka suuri arvonlisidvero (euroina) maksetaan tuotteesta, jonka veroton
hinta on 8,45 euroa?
b) Kuinka suuri on tilloin verollinen eli lopullinen kuluttajahinta?

¢) Kuinka monta prosenttia arvonlisd on tuotteen verollisesta hinnasta?

Ratkaisu. a) Merkitdan arvonlisaveron maarad (euroina) x:114. Talloin

tehtdvinannon ja arvonlisdveron miiritelmén perusteella pétee yhtilo
X

8.45€

helpottamiseksi) ja kertomalla yhtdlon molemmat puolet nimittdjdlld saadaan

ratkaisuksi x = 0,23 - 8,45€ =1,9435€ ~ 1,90 €.
b) Koska veroton hinta on 8,45 euroa, ja timin lisiksi maksetaan arvonlisidveroa
1,90 euroa, saadaan lopulliseksi myyntihinnaksi 8,45 € + 1,90 € = 10,35 €.

= 23 %. Muuttamalla prosenttiluku desimaalimuotoon (laskimen kéyton

¢) Verrataan arvonlisdveroa lopulliseen hintaan: 110’9305€€ ~ 0,184 = 18,4 %.
(Huomaa, ettd kyseinen 23 %:n arvonlisévero ei siis tarkoita, ettd 23 % tuotteen

myyntihinnasta on veroa!)
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Vastaus. a) 1,90 €
b) 10,35 €
c) 18,4€

ESIMERKKI 2.134
Psykoosilédédke olantsapiinin yleinen haittavaikutus on painonnousu: yhdelld

kolmasosalla kéyttdjistd paino (massa) nousee kuuden ensimmaéisen viikon
aikana noin seitsemin prosenttia, yhteensé keskiméérin 5,5 kilogrammaa. Mika
on tillaisen kolmannekseen kuuluvan “keskiméérdisen henkilon” massa

painonnousun jilkeen?

Ratkaisu. Voimme merkata alkuperdistd painoa (massaa) kilogrammoissa
x:11a. Tehtdvanannon perusteella 5,5 kilogramman absoluuttinen kasvu vastaa
7 %:n suhteellista kasvua. Tdstd saadaan yhtilo 5,5 kg= 0,07x, jonka ratkaisuna

5,5kg

saadaan jakolaskulla x = oo~ 78,57 kg. Lopullinen vastaus saadaan, kun

tahdn alkuperdiseen massaan lisdtdaan tuo mainittu 5,5 kilogrammaa:
5,5kg

o T 5,5kg~ 84,1. (Huomaa, etti tehtdvdnannon tietoa “yhdelld

kolmasosalla” ei tarvittu ratkaisuun.)
Vastaus. “Keskiméairdisen henkilon” massa painonnousun jilkeen on 84,1

kilogrammaa.

2.3.3 MUUTOSPROSENTTI

Muutosprosentti

Prosentteja kéytetddn usein ilmaisemaan suureiden muutoksia, esimerkiksi luku a
kasvaa luvuksi b. Muutosprosenttia laskettaessa muutoksen suuruutta verrataan
alkuperdiseen lukuun. Perusarvona on siis alkuperdinen arvo, johon nihden muutos

on tapahtunut. Muutosta merkitaédn yleensd symbolilla A (kreikan kielen suuri delta).

Absoluuttinen muutos luvusta a lukuun b on b — g, eli lopputilanteesta vihennetidin
alkutilanne. Suhteellinen muutos saadaan suhteuttamalla absoluuttinen muutos

alkuperidiseen lukuun a eli laskemalla

A

A __ “absoluuttinen __ b—a

suhteellinen — i
a a
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Muutosprosentti saadaan suhteellisesta muutoksesta muuttamalla se prosenttiluvuksi

b—a

hteellinen —
sunteellinen a

A =A

prosentti
tulkittuna prosenteissa.

ESIMERKKI 2.135
Vesan paino on tammikuussa 68 kg ja kesdkuussa 64 kg.

a) Miké on Vesan painon absoluuttinen muutos?

b) Miki on Vesan painon muutosprosentti (eli suhteellinen muutos)?

Ratkaisu. a) Halutaan tietdd Vesan painon absoluuttinen muutos eli muutos

kiloina tammikuusta kesdkuuhun.

A =b—a=064kg—68kg =—-4kg

absoluuttinen
Vesan paino on muuttunut —4 kiloa, eli Vesa on laihtunut 4 kiloa.

b) Halutaan tietdd Vesan painon muutos prosentteina tammikuusta kesdkuuhun.

A

bsoluuttinen —4
A ‘=a—=—%—0,06=—6%
prosentti a 68

Vesan paino on muuttunut kuudella prosentilla negatiiviseen suuntaan, eli Vesa

on laihtunut kuusi prosenttia.

Vastaus. a) Vesa on laihtunut 4 kiloa.

b) Vesa on laihtunut 6 %.

Erotusprosentti

Muutosprosentille laheinen kisite on erotusprosentti. Erotusprosentti ilmaisee kuin-
ka monta prosenttia jokin on suurempi tai pienempi kuin joku toinen. Suhteellinen
erotus saadaan laskemalla lukujen absoluuttinen erotus |b — a| ja vertaamalla sité pe-
rusarvoon, joka on vertailussa aina kuin-sanan jilkeinen arvo. (Tehtavinasettelussa
saattaa kuitenkin esiintyé erilaisia tapoja esittdd asia, joten on oleellista ymmartaa,

mihin verrataan, eikd vain metsistda kuin-sanaa.)
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Jos luku a on p % pienempi tai suurempi luku b, pitee

|b—al
T

ESIMERKKI 2.136
Miniluumutomaatit maksavat normaalisti 4,80 euroa kilolta. Nyt ne ovat

kuitenkin alennuksessa ja maksavat 2,50 euroa kilolta.

a) Kuinka monta prosenttia enemmaén miniluumutomaatit maksavat normaalisti
verrattuna alennushintaan?
b) Kuinka monta prosenttia vihemmain miniluumutomaatit maksavat

alennuksessa kuin normaalisti?

Ratkaisu. a) Verrataan absoluuttista erotusta alennettuihin

miniluumutomaatteihin:

lb—al 2,50 —4,80] | —2,30]
b 2,50 250
2,30
=" =092 =92,0%.
2.50 ’

b) Verrataan absoluuttista erotusta normaalihintaisiin miniluumutomaatteihin:
|[b—al 12,50-4.80] |-2,30]
a 480 480

2,30
=—"— = 0,479 =479 %.
4,80 A7 9%

Vastaus. a) Miniluumutomaatit maksavat normaalisti 92,0 % enemmén kuin

alennuksessa.

b) Miniluumutomaatit maksavat alennuksessa 47,9 % vidhemmin kuin
normaalisti. Tdméin voi my0s ilmaista sanomalla, ettd miniluumutomaatit ovat

47,9 prosentin alennuksessa.

Huomataan, ettéd se, mihin verrataan, on merkittivéi ja vaikuttaa tulokseen.
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ESIMERKKI 2.137
Siind missd arkisia ldmpo6tiloja ollaan totuttu mittamaan celsiusasteissa,

fysiikassa yleisemmaéssd kiytossi ovat absoluuttista lampoétilaa mittaavat
kelvinit. Yksi aste celsiusta ja yksi kelvin ovat yhti suuret, mutta asteikolla on
vain eri nollapiste: 0 K on niin sanottu absoluuttinen nollapiste, jossa hiukkasten
lampoliike lakkaa. Kelvinit ja celsiusasteet voidaan muuttaa toisikseen kaavalla
T =14 273,15 (°C tai K), missd T on lampotila kelvineina ja t limpdétila

asteina celsiusta.

a) Kuinka monta celsiusastetta on 500 K?

b) Koska kelvinit ja celsiusasteet ovat yhti suuria ja eri yksikoilld ilmoitetut
lampdétila-arvot eroavat toisistaan vain vakiolla 273,15 (kelvinii tai astetta
celsiusta), ei erittdin suurten lukujen tapauksessa mennd hirveidsti metsiin,
vaikka kiytettdisiin vadrad yksikkod. Auringon pintaldamp6tila on noin 5 800 K.
Jos arvo oletettaisiin tarkaksi ja esitettdisiin sama asteina celsiusta, kuinka

monen prosentin virhe syntyisi?

¢) Kuinka suuri lampétilan tulee (kelvineind) olla, ettéd celsiusasteilmaisu

tuottaa pienemmén kuin yhden promillen virheen?

Ratkaisu. a) Kaavan perusteella celsiuasteet saadaan, kun kelvineissi
ilmoitetusta lampotilasta vihennetddn 273,15 astetta

(t =T — 273,15 sopivilla yksikoilld). Siis

500 K= (500 — 273,15) °C = 226,85 °C.

b) Virheprosentti tulee suhteellisesta erotuksesta, jossa verrataan lampotilaa
celsiusasteina ja kelvineiné oikeaan kelvinlampotilaan. Lasketaan ensin, mitd
5800 kelvinié on celsiusasteina:

t=T-273,15K =5800K — 273,15 K = 5526,85 K. Suhteellisessa virheessd

vertaamme ldmpdotilojen erotusta oikeaan arvoon:

5800 — 5526,85

~ 4,7
5800 %

¢) Erotusprosentin kaavan avulla saamme yht4lon % = 1 %o, joka sievenee
lampétila-asteikkojen muunnoskaavan avulla muotoon % = 0,001. Kun
otetaan huomioon, ettd nyt 7" ei voi olla nolla, niin kyseessd on ensimméisen
asteen yhtdlo. Kertomalla 7114 ja jakamalla 0,001:114 saadaan

_ 27315K _
T = 0001 = 273 150K.
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ESIMERKKI 2.138
Todista, ettd jos kahdelle luvulle x ja y pétee sekd ehto ”’y on p prosenttia x:44

pienempi” ettd ”x on p prosenttia y:td suurempi’”, lukujen tdytyy olla samat.

Ratkaisu. Alustavasti voidaan olettaa luvuista, ettd x > y. (Varmasti joko

X = ytai x > y pitdd paikkansa.)

Tehtiivissi esitetyt viitteet esitettyni yhtiloind ovat % = l% (’x:#4 pienempi”
= ”—- pienempi kuin x”) ja x—;y = ﬁ (’y:td suurempi” = “—- suurempi kuin
¥”). Koska ehdoissa seki x ettd y toimivat jakajana, ndhdéén jo pelkédn

tehtidnasettelun asettavan vaatimuksen, ettd x ja y poikkeavat nollasta.

Koska molempien ehtojen erotusprosentin arvo ovat sama (1%)’ niiden tiytyy

olla keskenddn samat:

Molemmilla puolilla on tekijané sama lauseke x — y. Télld voidaan jakaa, jos ja

vain jos x ja y ovat erisuuret (muuten jaettaisiin nollalla):

Ty _x7) ||(selkeyden vuoksi tekijd erilleen osoittajasta)
x y
1 1 .
x=y-=G&=-y- [:&x=y
x y
1 1 . e
-=- ||’kerrotaan ristiin
x Yy
y=x

Erisuuruusolettamasta siis kuitenkin siis seuraa vadjaidmatta, ettd x = y. Tami
on ristiriita! Ehdot eivit siis voi pitdd samaan aikaan paikkaansa kuin vain

yhtésuurilla (nollasta poikkeavilla) luvuilla.

2.3.4 PROSENTTIYKSIKKO

Prosenttiyksikko
Prosenttiyksikkoa kaytetdan mittaamaan prosenttilukujen absoluuttista muutosta.

Esimerkiksi 3 % on yhden prosenttiyksikon suurempi kuin 2 %, mutta 50 % suurempi
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kuin 2 %. Jos prosenttiluku muuttuu, muutos voidaan ilmaista joko prosentteina

(suhteellinen muutos) tai prosenttiyksikkoini (absoluuttinen muutos).

Prosentin ja prosenttiyksikon merkitysero on keskeinen esimerkiksi talousuutisten

tulkinnassa.

ESIMERKKI 2.139
Tuotteen markkinaosuus on vuoden tammikuussa 10 % ja kesdkuussa 15 %.

a) Kuinka monta prosenttia tuotteen markkinaosuus on noussut tammikuusta

kesdkuuhun?

b) Kuinka monta prosenttiyksikkoa tuotteen markkinaosuus on noussut

tammikuusta kesdkuuhun?
Ratkaisu. a) Tuotteen markkinaosuuden muutos prosentteina:

B-10_5 _ys5-50%
0 10

b) Tuotteen markkinaosuuden muutos prosenttiyksikoind 15% — 10% =5 %

Vastaus. a) 50 prosenttia

b) 5 prosenttiyksikkoa

2.3.5 LUVUN SUHTEELLINEN KASVATTAMINEN TAI PIE-
NENTAMINEN

Kun jokin perusarvo a kasvaa p %, tiytyy laskea ensin, kuinka paljon on p % kyseises-
td perusarvosta a ja sitten lisdtd saatu luku alkuperdiseen a:han. Kyseisen prosessin

lauseke sievenee erittiin kiyttokelpoiseen tulomuotoon:

p p
* M - 1
a+p% a—a+1 a=( +—1 )a

Jonkin suureen tai luvun vihentyessi tietylld prosenttiosuudella toimitaan samoin,

mutta suoritetaan vihennyslasku:

p
1= £
a( 100)(1

On térked taito osata lukea prosenttikertoimesta heti, miti perusarvolle on tehty!
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ESIMERKKI 2.140
Jos sata euroa maksavan tuotteen hintaa on alennettu 25 prosenttia, niin

alennettu hinta on 75 euroa. Jos sen sijaan alkuperdinen hinta nousee 15
prosenttia, niin tuotteen uusi hinta on 115 euroa. Perusarvo on molemmissa

tapauksissa sata euroa.

ESIMERKKI 2.141
Erds kauppa myy tuotteitansa viiden prosentin alennuksella. Kuinka suuri on

alennettu hinta, kun tuotteen tavallinen hinta on

a) 100 euroa

b) 14,50 euroa

Ratkaisu. a) Tama tarkoittaa, ettd jokaisesta hinnasta vihennetddn % kertaa
tuotteen hinta. 5 %:n alennuksen osuus 100 eurosta saadaan kertomalla 100

euroa 5 %:1la eli viidella sadasosalla:

% - 100 euroa = 5 euroa

Alennettu hinta saadaan vihentdmailld alkuperdisestd hinnasta alennus eli

100 euroa — 5 euroa = 95 euroa.

b) Jos tuotteen alkuperdinen hinta on 14,50 euroa, on alennuksen maéra

S . 14,50 euroa = 0,725 euroa.

100
Alennettu hinta on tilléin (14,50 — 0,725) euroa =~ 13,78 euroa.

Samaan tulokseen péisee vield kidtevimmin, kun ajattelee alennuksen méérin
sijaan sitd, kuinka suuri osa hinnasta jii jéljelle. Jos alennus on 5 %, jad
hinnasta jéljelle 100 % — 5 % = 95 %. Jos alkuperiinen hinta on 14,50 euroa, on
alennettu hinta

2 - 14,50 euroa ~ 13,78 euroa.

100
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ESIMERKKI 2.142
Tuotteen hintaa korotettiin 15 %, jolloin hinnaksi muodostui 175 euroa. Kuinka

suuri oli alkuperdinen korottamaton hinta?

Ratkaisu. Olkoon alkuperdinen hinta x euroa. Koska hintaa on korotettu 15 %o,

on uusi hinta 115 % alkuperdisestd eli alkuperdinen hinta x on kerrottu 1,15:114:

1,15x =175 | Jactaan 1,15:114.

175
1,15

~ 152,17

Vastaus. Tuotteen alkuperdinen hinta oli 152,17 euroa.

ESIMERKKI 2.143
Elintarvikkeiden arvonlisivero alennettiin aikoinaan 17 %:sta 12 %:iin eli

arvonlisdverokanta pieneni viidelld prosenttiyksikolld. Muutoksen jalkeen
muutamat nimeltd mainitsemattomat elintarvikeketjut mainostivat, ettid
myyntihintoja oli laskettu keskimaérin 4,3 %. Oliko arvonlisdveron alennus

siirtynyt kokonaan hintoihin vai nostivatko kaupat katteitaan?

Ratkaisu. Merkitdén mielivaltaista tuotteen verotonta hintaa a:1la. Koska
arvonlisavero lisdtddn aina verottomaan hintaan, oli tuotteen verollinen hinta
ennen 1,17a ja muutoksen jélkeen 1,12a. Lasketaan, kuinka monta prosenttia
verolliset hinnat laskivat, miki tarkoittaa samaa kuin “kuinka prosenttia uusi

hinta on vanhaa pienempi’:

1,17a—1,12a _ 0,05a _ 0,05
1,17a T 1L,17a 1,17

~4,3%

Myyntihintojen 4,3 prosentin lasku selittyy siis kdytdnnossd kokonaisuudessan
arvonlisdveron laskulla. Téassé tapauksessa kukaan ei vetdnyt vilistd, vaan hinnat
laskivat juuri kuin olisi odotettukin, jos vain veron osuus vihenee eika

verottomiin hintoihin kosketa.

Niin kuin prosenttiosuuksien laskemisessakin, useita prosentuaalisia muutoksia
voidan ketjuttaa. On my6s tiarkedd huomata, ettd jos luvulle tehdidén useita suhteellisia
muutoksia, niiden jirjestykselld ei kertolaskun vaihdannaisuuden nojalla ole mitdédn

vilia.
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ESIMERKKI 2.144
Elokuvateatteri nosti lippujensa hintoja 20 %. Taloustutkimuksiin tutustumisen

jélkeen teatteri totesi halvemman hinnan tuovan enemmén asiakkaita, jolloin

tulot kokonaisuudessaan kasvaisivat, joten lippujen hintoja laskettiin 25 %.

a) Kuinka monta prosenttia lippujen hinnat lopulta muuttuivat alkuperdiseen
nihden?

b) Enti jos olisi ensin laskettu hintoja 25 % ja sitten korotettu samat 20 %?

¢) Jos lippujen hinta muutoksien jalkeen oli 7,00 euroa, niin miké oli niiden

alkuperdinen hinta?
Ratkaisu. Merkataan tuntematonta lippujen hintaa esimerkiksi x:114.

a) Hinnankorotuksen jilkeen lippujen hinta oli 1,20x. Lippujen hinnan
alentamisen jélkeen hinta on 0,75 - 1,20x, eli 0,90x. Hinnat olivat siis laskeneet
yhteensd kymmenen prosenttia.

b) Koska perikkdiset suhteelliset muutokset lopulta formalisoituvat
kertolaskuna (0,75 - 1,20), ja kertolasku on vaihdannainen, myos 1,20 - 0,75 olisi
tuottanut saman lopputuloksen. Hinnan muutosten jirjestykselld ei siis ole valia.

c) Edellisten kohtien perusteella saadaan yhtélo 0,90x = 7,00 €, joka ratkeaa

jakolaskulla, ja uudeksi hinnaksi saadaan x = % ~ 7,718 €.

ESIMERKKI 2.145
Ohut pilvipeite estdd 10 % auringon UV-siteilystd. Tiedetddn myos, ettd

varjossa oleskelu puolittaa saadun UV-annoksen. Kuinka monta prosenttia
varjossa oleskelu pilviselld sadlld vihentdd UV-annosta (verrattuna pilvettdméadn

auringonottoon)?

Ratkaisu. UV-siteilyn tiydelle voimakkuudelle/méaarille/annokselle (séteilyn
tyyppid tai suuretta ylipédatadn ei ole tismennetty) ei tiedetd mitdin lukuarvoa,
joten merkitddn sitd esimerkiksi a:lla. Koska pilvipeite estdd 10 % siteilystd, se
padstdd lavitseen 90 %. Pilvipeitteen ldpaistydén séteilystd on siis jiljelld

90 % - a = 0,90a. (Tdmén voi laskea myds “suoraan”

a—0,10a = (1 — 0,10)a = 0,90a ilman sanallista péttelyd ldpipddsemisen ja
estdmisen yhteydesti.) TAdma liséksi puolittuu (eli 50 % pois) varjossa, eli
lopulliseksi sdteilymiériksi saadaan 0,50 - 0,90a. Prosenttikertoimet voidaan
yhdistéda laskemalla kertolasku 0,50 - 0,90 = 0,45a. Siteilystd on enii jiljelld

siis vain 45 %, joten pilvisyys ja varjoisuus on vihentinyt siteilyd 55 %. (Tdmén
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voisi ndyttdd laskuna ottamalla jéljelld oleva osuus 0,45a pois alkuperdisesti
a:sta: a — 0,45a = (1 — 0,45)a = 0,55a.)

Vastaus. 55 prosenttia

ESIMERKKI 2.146

Osoitetaan, ettd jos mielivaltainen nollasta poikkeava luku y kasvaa ensin p
prosenttia (p > 0) ja sen jilkeen pienee samat p prosenttia, emme paidy takaisin
alkuperiiseen lukuun y. p prosentin kasvu antaa prosenttikertoimen (1 + 1 OO) ja

p:1l14 pienentdminen antaa prosenttikertoimen (1 — ﬁ) Kun edelld mainitut

yhdistetdan, saadaan muutosten jélkeiseksi luvuksi (1 — ﬁ)(l + 1 OO)y. Koska
tekijd y on alkuperdinen perusarvo, riittdi osoittaa, ettd prosenttikerroin ei voi
saada arvoa 1. Jos se voisi saada arvon 1, niin olisi mahdollista paitya takaisin

perusarvoon. Sievennetdin prosenttikertoimen lauseketta:

a

70 0)(1 + 1o 0) || sovelletaan osittelulakia (puretaan oikeanpuoleiset sulkeet)

=a-Ly04a-2L. | yhdelld kertominen

100 100 1 ()
1P - ‘ . . N
=1 100 +(1 10 0) 1 O 0 || sovelletaan osittelulakia (avataan oikeanpuoleiset sulkeet)
PP P ; nen ia o .
=1 100 +1 100 " 100 100 || yhdelld kertominen ja oikeanpuoleinen kertolasku

2

p )4 14 . . .
=1- 100 + 100 ~ 10000 || erimerkkiset termit kumoutuvat

10000

Murtolauseke saa arvon nolla, jos ja vain jos sen osoittaja p* saa arvon

10 000
nolla. Koska Idhtooletus oli, ettd prosentuaalinen muutos on nollasta poikkeava,

ei p® voi olla nolla. Niin myoskiin erotuksesta 1 — ei voi tulla tasan yhté,

0 000
eiki prosenttikerron niin voi saada tasan arvoa 1. Siis p prosentilla
kasvattaminen ja sen jéilkeen pienentdminen ei voi tuottaa uudelleen alkuperdisti

arvoa (kunhan alkuperdinen arvo tai prosentuaalinen muutos eivit ole nollia).

Jos jokin kisiteltdvd kaava koostuu muuttujien tulosta, voidaan siihen suoraan sijoittaa

yksittdisten muuttujien suhteelliset muutokset prosenttikertoimien avulla. Erilliset

prosenttikertoimet voidaan kaikki siirtdd alkuperdisen lausekkeen eteen, yhdistdi ja

tulkita siitd kokonaisvaikutus.

ESIMERKKI 2.147
I Jos kuution sdrmén pituus on a, niin kuution tilavuus on a>. Jos jokaista sirmii

pidennetdin viisi prosenttia, niin miten kuution tilavaus muuttuu?
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Ratkaisu. V = @ on alkuperiinen tilavuus. Korvataan nyt (jokainen) a
kasvaneella versiolla 1,054, jolloin saadaan lauseke (1,05a)3. Tastd saadaan
tulon potenssina 1,05°a> ~ 1,1584>. Vertaamalla alkuperiiseen tilavuuteen a

todetaan, ettd tilavuus on kasvanut noin 15,8 prosenttia.

Jos tehtdvissad kasitellddn useita suureita, ole tarkkana, ettd muutos kohdistetaan
oikeaan suureeseen. Esimerkiksi tyOnteosta tai matkustamisesta puhuttaessa saate-
taan arkisesti sanoa “nopeammin”, vaikka tarkoitetaan oikeasti lyhyempdidi kestoa.
Nopeampi suoritus toki johtaa lyhyempaén kestoon, mutta suhteelliset muutokset

eivit ole lukuarvoltaan samat.

ESIMERKKI 2.148
Junakantaa uusitaan, ja uudet junat ovat 15 prosenttia nopeampia kuin vanhat.
Kuinka monta prosenttia matkojen kestot lyhenevit? Pyoritellen kaavaa v = f,
missd v on (keski)nopeus, s on matkan pituus ja ¢ on matkaan kuluva aika,
saadaan matkan kestoksi ratkaistua t = i Korvataan nyt entinen nopeus v
uudella nopeudella 1,150, jolloin uudeksi matkan kestoksi saadaan
s — L s _ 14 prosenttikertoimen —— likiarvo on 0,87, eli uusi matkan

LI5v 1,150 115 1,15
kesto on noin 0,87¢. Kertoimesta nihdéin, ettd matkan kesto lyheni 13

prosentilla, eikd siis 15 prosentilla niin kuin nopeus!
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Tehtavid

Opi perusteet

248. Taydennd taulukot.

desimaaliluku | murtoluku | % oo
0,1 10
_4
5
a) 99,9
0,42
125
=75
perusarvo | =+p % lauseke
a +10 % 1,10a
b —24 %
b) 5000€ —1%
0,42x
3m 26-3m
0,003 - (=7.5)

249. Kuinka monta prosenttia

a) 15 on luvusta 75

b) 120 on luvusta 80

¢) 400 on luvusta 3,5

d) luku 50 on lukua 170 pienempi
e) luku 170 on lukua 50 suurempi
f) 400 on lukua 3,5 suurempi?
250. Laske

a) 4,5 % luvusta 1500
b) 4,5 % luvusta b

¢) 15,3 % luvusta b

d) 152 % luvusta b

e) 3550 % luvusta b.
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251. Oppikirjamaraton-tiimi kévi lounastamassa. Osoita oheisen kuitin tiedoilla
vadrdksi yleinen virhekasitys, ettd 13 % suuruisen arvonlisdveron osuus olisi 13 %

lopullisesta myyntihinnasta.

252. Erailld luentokurssilla on 44 tunnin mittaista luentoa. Kurssin hyviksytta-
véén suoritukseen opiskelijan tulee olla ldsné vihintddn 80 prosentilla luennoista.
Kuinka monelle luennolla opiskelija voi jittdd menemittd niin, ettd kurssin saa
vield suoritettua?

253. a) Laukun normaalihinta on 225 euroa, ja se on 25 prosentin alennuksessa.
Miké on alennettu hinta?

b) Meijun kuukausipalkka on 1 623,52 euroa. Hin saa 1,3 % palkankorotuksen. Mi-
ké on kuukausipalkka korotuksen jélkeen?
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254, Vuosien 2008 ja 2012 kunnallisvaaleissa ehdokkaita asettaneiden eduskun-
nan ulkopuolisten puolueiden saamat dénet koko maassa on esitetty seuraavassa
taulukossa. Mukana ovat vain ne puolueet, jotka olivat mukana molemmissa

vaaleissa.
Puolue / Adinet 2008 | 2012
Itsendisyyspuolue 1482 1303
Kommunistinen 1065 704
Tyovdenpuolue
Koyhien Asialla 1059 572
Suomen Kommunistinen
13986 | 11174
Puolue
Suomen Tydvidenpuolue 703 538

a) Minké puolueen kannatus laski eniten dénissi laskettuna ja kuinka paljon?

b) Minkd puolueen “dinisaalis” laski eniten prosentuaalisesti (suhteellisesti) ja
kuinka paljon?

255. Piraattipuolueen kannatus oli vuoden 2011 eduskuntavaaleissa 0,5 % ja vuo-
den 2014 europarlamenttivaaleissa 0,7 %.

a) Kuinka monta prosenttiyksikkéd kannatus kasvoi? (Tiedotusvélineissd kanna-
tusmuutokset ilmoitetaan yleensé prosenttiyksikoissa.)

b) Kuinka monta prosenttia kannatus kasvoi?

256. Samulin pituus on 165 cm ja Annikan 173 cm.

a) Kuinka monta prosenttia Samulin pituus on Annikan pituudesta?
b) Kuinka monta prosenttia Annikan pituus on Samulin pituudesta?
¢) Kuinka monta prosenttia Samuli on lyhyempi kuin Annika?

d) Kuinka monta prosenttia Annika on pidempi kuin Samuli?

257. Vuosina 1983-1985 Pohjois-Amerikassa koettiin valtava videopelialan lama.
Nintendo of American mukaan alan vuosittaiset tulot vuonna 1983 olivat vield
3,2 miljardia dollaria, mutta vuonna 1985 ne olivat pudonneet sataan miljoonaan
dollariin. Kuinka monen prosentin laskusta on kyse?
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258. Suomalaisista masennuspotilaista arviolta jopa 30 %:1la on samanaikainen al-
koholiongelma, ja alkoholista riippuvaisista arviolta jopa 60 %:lla on kliinisesti
merkittdva depressio.

a) Kuinka suuri osa masentuneista suomalaisista ei ole alkoholiongelmaisia (=al-
koholiriippuvaisia)?
b) Kuinka suuri osa alkoholiongelmaisista (=alkoholiriippuvaisista) suomalaisista
ei ole masentuneita?

¢) Kumpia on suomalaisista enemmin: masentuneita vai alkoholiongelmaisia?

259. Tuotteen hinta koostuu sen verottomasta hinnasta ja tuotteesta maksettavasta
arvonlisdverosta. Vuoden 2013 alusta Suomessa ruoan arvonlisidverokanta on ollut
14 %. Miki ruokakauppiaan tulee asettaa elintarvikkeensa verottomaksi hinnaksi,
jos hin haluaa myyntihinnaksi houkuttelevalta néyttéivan 9,99 euroa?

260. Kirjan myyntihinta, joka sisdltdé arvonlisdveron, on 9 % suurempi kuin kirjan
veroton hinta. Laske kirjan veroton hinta, kun myyntihinta on 27 euroa.

261. Vuonna 2012 yleinen arvonlisdveroprosentti Suomessa oli 23 % tuotteen ve-
rottomasta hinnasta. Kuinka monta prosenttia arvonlisdvero oli tuotteen myynti-
hinnasta?

262. a) Tuote A on 25 prosentin alennuksessa ja maksaa télldin yhtd paljon kuin
tuote B, joka on parhaillaan 15 prosentin alennuksessa. Kuinka monta prosenttia
tuote A on B:ti kalliimpi?

b) Tuote C on 25 prosentin alennuksessa ja maksaa tilloin yhté paljon kuin tuote
D, joka on parhaillaan 15 prosentin alennuksessa ja maksaa tavallisesti 555 euroa.
Laske tuotteen C hinta.

263. Talletat pankkitilille 10000 euroa, ja tililld talletukselle kertyy korkoa 1,5
prosenttia vuodessa. Alkutalletuksen jalkeen muita tilitapahtumia ei koronmaksun
lisdksi ole. Tililld oleva rahamééré pyOristetddn aina sentin tarkkuuteen.

a) Kuinka suuri ensimmadisen vuoden korko on?

b) Kuinka paljon rahaa tililld on vuoden kuluttua?

¢) Kuinka paljon rahaa tililld on kymmenen vuoden kuluttua?

d) Kuinka paljon rahaa tililld on » vuoden kuluttua?

e) Kuinka monta prosenttia enemmin tililld on rahaa n vuoden kuluttua verrattuna
alkuun?

264. Erdan pankin myontdmé opintolaina kasvaa korkoa 2 % vuodessa. Kuinka

monta prosenttia laina on kasvanut korkoa alkuperiiseen verrattuna kymmenen
vuoden kuluttua?

265. Sokerijuurikkaassa on 18 % sokeria. Kuinka paljon sokerijuurikkaita (ton-
neissa) tarvitaan valmistettaessa 8 tonnia sokeriliuosta, jonka sokeripitoisuus on
4.5 %?
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266. Hedelmissa on vettd aluksi 60 % niiden painosta. Kuinka monta prosenttia
vedestd on haihdutettava, jotta hedelmissa tdméin jéalkeen olisi vain 20 % vettd?

267. (YO 2000K/4) Tuoreissa omenissa on vettd 80 % ja sokeria 4 %. Kuinka mon-
ta prosenttia sokeria on samoissa omenissa, kun ne on kuivattu siten, ettd kosteus-
prosentti on 20?

268. lidan ja Matin duo saa julkisuutta, ja he alkavat myyda CD-levyédin keikko-
jen yhteydessd 10 euron kappalehinnalla. Jonkin ajan pdistd he paittivit nostaa
CD-levyn hintaa 20 prosenttia. Matti alkaa kuitenkin katua pditosti, ja ehdottaa
tdmin korotetun hinnan alentamista 20 prosentilla, jotta useampi levy saataisiin

myytya.
a) Mika olisi timin toimenpiteen jdlkeen CD:n uusi hinta?

b) Montako prosenttia olisi alennuksen oltava, jotta oikeasti pidstiisiin takaisin
alkuperiiseen 10 euron hintaan?

269. Kun matkalipun hintaa korotettiin 10,0 %, matkustajien mééra viheni 10,0 %.
Kuinka monella prosentilla télldin kasvoivat tai viahenivit liikennditsijan lipputu-
lot?

270. Askartelukaupassa on alennusviikot ja kaikki tavarat myydiédn 60 %:n alen-
nuksella. Viimeisend pdivina kaikista hinnoista annetaan vield lisdalennus, joka
lasketaan aiemmin alennetusta hinnasta. Minkd suuruinen lisdalennus tulee antaa,
jos lopullisen kokonaisalennuksen halutaan olevan 80 %?

271. Oletetaan inflaation eli yksinkertaistettuna rahan arvon alenemisen olevan
Suomessa eurojen tapauksessa vuosittain keskiméérin yksi prosentti. Talletusten
ja sijoitusten arvo voi muuttua nimellisesti euroina, mutta kun myds inflaation vai-
kutus otetaan huomioon, puhutaan reaaliarvosta.

a) Kuinka korkeaa nettovuosikorkokantaa (eli lopullista korkoa, kun verot on otettu
huomioon) pankin tulee vihintién tarjota, jotta asiakkaan talletuksen arvo oikeasti
kasvaisi, kun inflaatio otetaan huomioon?

b) Milla nettovuosikorkokannalla talletuksen reaaliarvo kasvaa yhdelld prosentilla
vuodessa?
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Hallitse kokonaisuus

272. Perfektionisti-Petra pelaa aivoja harjoittavaa pelid. Peli ilmoittaa mielivaltai-
sen pituisen session jilkeen erilaisia tilastoja kuten pelaajan prosentuaalisen vas-
taustarkkuuden (”onnistumisprosentin”) ja sen, kuinka montaa muuta pelaajaa pa-
remmin tdmé suoriutui tehtédvista.

a) Petra haluaa sadan prosentin tuloksen. Kaikki menee ensin tdydellisesti, mutta
valitettavasti pelin kierroksella 13 hén teki ensimmaiisen huolimattomuusvirheen.
Kuinka monta lisdkierrosta Petran tiytyy pelata oikein, jotta onnistumisprosentti
pyoristyisi taas sataan? (Peli pyoristdd sen yhden prosentin tarkkuuteen.)

b) Toisessa pelissd kavi niin, ettid peli kertoo Petran olevan parempi tai yhta hyva
kuin 83 prosenttia pelin pelaajista eli parempi kuin 2 356 504 muuta. Kuinka monta
pelaajaa pelilld on kaiken kaikkiaan?

273. Sekamehu valmistetaan sekoittamalla mehutiivistetté ja vettd suhteessa 1 : 5.
Jos mehutiiviste jo itsessddn sisdltdd 50 % vettd, kuinka monta prosenttia valmiista
sekamehusta on vetti?

274. Paranoidi perheenditi ei ole opiskellut suuruusluokkia, ja hinelld menee millit
ja mikrot sekaisin. Kuinka monta prosenttia liian suuren annoksen hén saa, kun
hén sy0 ravintolisdnd erddnd pdividnd D-vitamiinia 50 mikrogramman sijasta 50
milligrammaa? (Vihje: &ld yriti titd kotona.)

275. Vuonna 1998 tanskalaisjohtoinen tutkimusryhmi onnistui sopivilla materi-
aalivalinnoilla hidastaamaan valoa sen tyhjionopeudesta (tdsmdilleen 299 792 458
m/s, koska metri itsessddn maéritelldin nykyddn valonnopeuden avulla) 17 metriin
sekunnissa.

a) Kuinka monta prosenttia nopeus laski?

b) Kuinka monta prosenttia kauemmin hidastetulla valolla kestdd ohittaa 100 na-
nometrin kokoinen molekyyli?

¢) Kuinka monta prosenttia kauemmin hidastetulla valolla kestdd edetd matka x
(metrid)?

276. Erdalld kuvitteellisella saarella on vain kaksi valtiota: X ja Y. Valtioissa oli
saman verran asukkaita, kunnes niiden vilille syttyi sota. Tuhoisan ja hyvin yksi-
puolisen sodan seurauksena valtion Y asukasmiirid putosi sadasosaan entisesti, ja
valtion X asukasmiira putosi viisi prosenttia.

a) Esitd kokonaislukujen suhteena valtioiden sodan jilkeiset asukasmairit.

b) Kuinka monta prosenttia valtion Y sodanjilkeinen asukasmééri on koko saaren
sodanjilkeisestd asukasmdérastd? Anna vastaus prosentin sadasosien tarkkuudella.

¢) Kuinka monta prosenttia saaren asukasmaééri viheni sodan seurauksena?
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277. Avoin kierros laserhippaa (laser tag) maksaa yhdeltd pelaajalta 9 euroa. Pe-
lialueen voi kuitenkin varata seurueelle hintaan 260 euroa. Mette on menossa pe-
laamaan viiden kaverinsa kanssa.

a) Kuinka monta prosenttia kalliimpaa on varata joukolle yksityispeli kuin liput
avoimeen peliin?

b) Kuinka suuri seurueen on vihintdén oltava, jotta yksityispeli tulisi halvemmak-
si?

278. Jos geenitekniikan laboratoriossa kisitellddn tai tutkitaan RNA:ta, tiytyy
kyseistdi DNA:n sukulaismolekyylid tuhoavat entsyymit deaktivoida. Dietyylipy-
rokarbonaatti (DEPC) on voimakas proteiineja denaturoiva ja sakkaava yhdiste,
ja se sopii tdhédn tarkoitukseen hyvin. Tavallinen ohje tarvittavan puhdistusliuok-
sen valmistamiseen on, ettd valmista 100 prosentin DEPC-liuosta laimennetaan
94-prosenttisella etanolilla 10-prosenttiseksi. Etanoli on laimennettu puhtaalla ve-
delld. Kuinka paljon vettd on 500 millilitrassa valmista kiyttoliuosta? Jokainen
ilmoitettu prosentuaalinen arvo on tilavuusprosentti eli kunkin komponentin tila-
vuuden suhde koko liuoksen tilavuuteen.

279. (YO 1991K/5a) Luvun V/r% — a2 likiarvona voidaan kiyttds lukua r — %az/r.

Laske tdmin nojalla \/5 likiarvo sopivia kokonaislukuja r ja a kiyttien. Kuinka
monta prosenttia tima likiarvo poikkeaa tarkasta arvosta?

Liséi tehtivia

280. Jalkapalloilija Georgios Samaras teki ensimmdiselld kaudellaan Skotlannin
valioliigassa (2007-2008) 5 maalia Celtic F. C.:n paidassa. Seuraavalla kaudella
Samaras teki Celticille liigassa 15 maalia. Kuinka monta prosenttia Samaraksen
maaliméird nousi?

281. (YO 1877/4) Kaupungissa tuli jokaisen talonomistajan suorittaa kaupungin
kassaan 5 % saadusta hyyrymaiéristd [vuokrasta, ruotsin sanasta Ayra]. Sittemmin
mairittiin, ettd mainittu prosentti oli oleva 10. Monellako prosentilla talonomista-
jien tdytyi korottaa hyyryji saadakseen saman puhtaan sdéston kuin ennen?

282. Tutki, pitdako seuraava padttely paikkansa: jos tuotteen myyntihinta on p pro-
senttia suurempi kuin tuotteen veroton hinta, arvonlisdverokanta on p prosenttia.
283. Miksi ei kannata menné ostoksille kauppaan, joka mainostaa liikkeessa ole-
van ”—40 Y%:n alennus”?

284.  Postapokalyptisessa Turussa ihmiset asuvat luolissa. Erddssa luolassa asuu
99 ihmistd. Aikuisia on 50 % viahemmén kuin lapsia. Montako aikuista luolassa
asuu?
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2.4 Potenssiyntalot

Opetus.tv: Potenssiyhtdlot (6.04, 3.43,2.25 ja 3.48)

http://opetus.tv/maa/maal/potenssiyhtalot/

Eris tirked yhtiloiden tyyppi on potenssiyhtélot.

Potenssiyhtdilo
Potenssiyhtélo on muotoa x" = a oleva yhtélo, jossa n on jokin rationaaliluku. (n
voi ilman ongelmia olla mika tahansa reaalilukukin, mutta rationaalitarkastelu riittad

talle kurssille.)

Huomaa miinus- ja murtopotenssiyhtéloissi tarkistaa, milld kantaluvuilla x potenssit
on médritelty. Murtopotenssia méadriteltdessi vaadittiin, ettd kantaluku x > 0 ja
negatiivisen potenssin tapauksessa on huomioitava, ettd kantaluku x # 0, silla

x4 = é, eikd nimittdjissa sallita olevan lukua 0.

Eksponentin » ollessa kokonaisluku sen arvoa kutsutaan potenssiyhtidlon asteeksi.
ESIMERKKI 2.149
a) Potenssiyhtilon x> = 0 aste on 2.
b) Potenssiyhtilon x° = —34,5 aste on 9.
¢) Yhtild 27x> = 7 on potenssiyhtild, silld jakamalla se puolittain luvulla 27
saadaan x> = % TaAmén potenssiyhtidlon aste on 3.
d) Yhtils 2x* — 7 = 3 on potenssiyhtlo, silld se voidaan muokata muotoon
x" = a, ja sen aste on 4.

e) Yhtilo % = 3 on potenssiyhtilo, silld se voidaan kirjoittaa muodossa x" = a,

ja sen aste on —1.

Potenssiyhtilgitd tarvitaan esimerkiksi tilanteissa, joissa lasketaan korolle korkoa.

Myos pinta-ala- ja tilavuuslaskuissa esiintyy potenssiyhtaloita.
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Potenssiyhtdilon ratkaiseminen

* Jos potenssiyhtdlon aste n on parillinen ja a > 0, yhtilolld on kaksi ratkaisua:

* Jos aste on parillinen, silld on yksi ratkaisu vain kun a = 0, silld x = i\"/6 =
+0=0

* Jos aste on parillinen ja a < 0, potenssiyhtélolld ei ole yhtddn ratkaisua.

» Siis parillisen asteen potenssifunktiolla voi olla yksi, kaksi tai ei yhtdin ratkai-

sua.

* Jos aste on pariton, ja a # 0 yhtél6lld on aina tdsmailleen yksi ratkaisu, x = \"/E.

ESIMERKKI 2.150

Ratkaise yhtilét.
a) x2=0
b)x>-9=0

) x*+9=0

Ratkaisu. a)

b)
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Vastaus. a) Yhtilolld on yksi ratkaisu: x = 0.
b) Yhtilolld on kaksi ratkaisua: x = 3 ja x = —3.
¢) Yhtilollid ei ole reaalista ratkaisua (koska minkiin reaaliluvun nelié ei ole

negatiivinen).

Paritonasteisen potenssiyhtdlon ratkaisut
Mikaili potenssiyhtdlon asteluku # on pariton, yhtilolld on aina tasan yksi reaaliluku-
ratkaisu (kun a # 0).

ESIMERKKI 2.151
Ratkaise yhtilot.

a)2x° +16=0
b)2x*-7=3

Ratkaisu. a)

2x3+16=0
2x3 =-16
x=-8

x=i/——=—2

b)
2xt—7=3
2xt=3+7
4_ 10
2
x'=5
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ESIMERKKI 2.152
a) Potenssiyhtilon x* = 100 ratkaisu on x = \3/ 100.
b) Potenssiyhtalolla x% = —1 ei ole ratkaisua, silld x® = (x3)2 > 0 kaikilla
x € R.

¢) Potenssiyhtilollid x* = 50 on kaksi ratkaisua x = \4/ 50 =2,6591... ja
x=—/50 = =2,6591 ...

106 | / (Y100, 100)

T60 (V50,50
(= V/50.50 +40

\ £

ESIMERKKI 2.153

3 2
Etsitiin luku x, joka toteuttaa yhtilon x? = % Tehdiiin timé kahdella tapaa

vaiheittain
X3 x2
5 = ) | Kerrotaan molemmat puolet kolmella.
3 3x2
x° = N | Kerrotaan molemmat puolet kahdella.

2x3 =3x> | Vihennetiin puolittain oikean puolen termill.

2x3-3x2=0 | Jactaan x?. Huomataan ja merkitddn, ettd x # 0.
2x—-3=0 | Lisatddan molemmille puolille 3 ja jactaan kahdella.
3
xX==
2
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Tutkitaan vield erikseen tilanne x = 0, joka ei ole miéritelty ylld olevassa

3 2 3 2
osamiirissi. Sijoitetaan x = 0 yhtiloon % = % ja saadaan % = %, joka piitee
sillda 0 = 0. Néin ollen siis myds x = 0 on ratkaisu.

Toinen tapa

3 2
x? = x? | Jaectaan molemmat puolet oikean puolen termillé.
X3 x2
3 5= 1 | Kerrotaan jakajan kéédnteisluvulla.
x3.2
T =1 | Sievennetdin. Huomataan ja merkitdin, ettd nyt x # 0.
- X
xT-2 =1 | Jaetaan puolet kahdella ja kerrotaan kolmella.
3
X ==
2

Tutkitaan vield erikseen tilanne x = 0, joka ei ole méadritelty ylld olevassa

3 2 3 2
osamddrissd. Sijoitetaan x = 0 yhtdloon % = % ja saadaan % = %, joka pitee,

silld 0 = 0. Néin ollen siis myds x = 0 on ratkaisu.
Eli molemmin tavoin saatiin sama tulos, vaikka yhtdl6d muokattiin eri keinoin.

Joskus potenssiyhtildsséd potenssiin on korotettu jokin laajempi lauseke kuin pelkis-
tadn ratkaistava tuntematon. Talloin sulkeita ei valttimittd kannata avata kertomalla

potenssi auki, vaan potenssiin korotus kumotaan suoraan sopivalla juurenotolla.

ESIMERKKI 2.154
Ratkaistaan yhtilo (2x + 1)3 =27:

Q2x+ 1)} =27 lv/
V(2x + 1) = V27
2x+1=3

Nyt alkuperdinen yhtdlo on palautunut (eli ns. redusoitu) aivan tavalliseksi

ensimmadisen asteen yhtiloksi, joka on helppo ratkaista.

ESIMERKKI 2.155
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Ratkaistaan yhtdlo 1 + x = -1 missi nollalla jakamisen vélttamiseksi x # —1:

I+x’
l+x=—1 |1+ %)
14+ x
(1+x)-(1+x)=1+%-(1+x)
+x?=1 ly/
Vi =i
+(1+x)=1
1+ x=+l1 | —1
x==+1-1

Elix=-2taix =0.

KORKOLASKUJA

ESIMERKKI 2.156
Juudas tallettaa 30 hopearahaa pankkiin. Rahaméari kasvaa vuodessa 1

prosentin korkoa. Kuinka paljon rahaa on tililld 2 000 vuoden kuluttua?

Ratkaisu. Tutkitaan, miten Juudaksen talletuksen suuruus lihtee kasvamaan.

Padoma Korko / Péddoma /
vuoden alussa / vuoden lopussa /
hopearahaa hopearahaa hopearahaa
30 0,01-30=0,3 30+ 0,3 =303
30,3 0,01 - 30,3 = 0,303 30,3 + 0,303 = 30,603
30,603 0,01 - 30,603 = 0,30603 30,603 + 0,30603 = 30,90903
30,90903 0,01 - 30,90903 = 0,3090903 | 30,90903 + 0,3090903 = 31,2181203

Huomataan, ettid padoma kertautuu aina vakiolla. Nimittdin, jos pdioma on
alussa F,, se kasvaa ﬁPO, misséd p on korkoprosentti. Nyt vuoden lopussa
talletettuna on Py = P + &Py = (1 + 155) Py, eli uusi pidoma saadaan

kertomalla vanha luvulla 1 + I%. Liséksi toisen vuoden jélkeen tililld on siis

p p p P \?2
P=(1 —P=<1 —(1 —)P=(1 —)P,
2 +100) ! +100> * 100/ 10 * 100/ o
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ja siis yleisesti #n:n vuoden jidlkeen

p n
p=(1+2) R
" 100/ °
Tdma on ns. korkoa korolle -kaava. Nyt voidaan laskea, ettd Juudaksen

lopullinen pdéoma on 2 000 vuoden jilkeen hopearahoissa

2000
Py oo = (1 + Wlo> .30 ~ 13178586 151.5 & 13000 000 000.

Tilille kertyi siis kutakuinkin 13 miljardia hopearahaa.

Korkoa korolle -periaate
Kun korkoprosentti on p, pddoma P, kasvaa n:n vuoden aikana arvoon

p n
p=(1 —) P,
g 00/ o

ESIMERKKI 2.157
Suursijoittaja Nalle Mursulla on 5 000 euroa yliméérdistd rahaa, jonka hin aikoo
sijoittaa 30 vuodeksi. Nalle Mursu haluaa sijoittamansa pddoman kasvavan
100 000 euroksi 30 vuodessa. Kuinka suuren vuotuisen korkokannan Nalle

Mursu tarvitsee sijoitukselleen?

Ratkaisu. Olkoon vuotuinen korkokanta r. Korkoa korolle -periaatteen nojalla
5000 euron sijoitus kasvaa 30 vuodessa summaksi 5000 - (1 + ).
Merkitsemilld x = 1 + r saamme yhtilon 5000 - x** = 100 000. Jakamalla

yhtél6 puolittain luvulla 5 000 pdddymme potenssiyhtdloon
x* =20,

1
jonka ratkaisuksi saadaan x = 2030 ~ 1,105. Niin ollen suursijoittaja Nalle
Mursun vaatima korkokanta sijoitukselleen on noin
r=1-x=1-1,105=0,105 = 10,5 %.
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Tehtdvid

Opi perusteet
Ratkaise yhtilot.
285. a) x> =4
b) x> =27
c) x> =—1
d)x*-3=0
e)x’+125=0
f) x* =81
2 x> =10
h) x* =1
286. a) 5x> =25
b) (2x)* =8
c) x* = i
d) 3x)* =36
e) @x)*+16=0
287. a)x*—8=0
b)2x* +7=0
X3

4 2
d) 1,51x* - 12=175
288. a)2,3x'=79
b) 7x 3 +4=-23
©)5x*t=-16
289. Ratkaise 7 yhtilostd 7(f — 3) + 1 = > = 1 — (> = 1).
290. Viivi sijoitti 3 100 euroa padaomatilille. Yhdeksin vuoden kuluttua tililld oli
5000 euroa. Mika oli tilin vuotuinen korkokanta prosentin sadaosien tarkkuudella,
kun se oli pysynyt samana vuodesta toiseen?
291. Viivi haluaa sijoittamansa pddoman kaksinkertaistuvan seuraavassa kymme-
nessd vuodessa. Kuinka suurta korkoprosenttia hiin esittdd pankinjohtajalle?
292. Torimyyji tarvitsee kappoja eli kuution muotoisia mitta-astioita. Pienen ka-
pan vetoisuus on 2 litraa ja ison kapan vetoisuus 5 litraa. Médritd astioiden mi-
tat senttimetrin kymmenesosan tarkkuudella. Kuution tilavuus lasketaan kaavalla
V = a’, missi a on kuution sirmin pituus.
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293. Suomi sitoutui vihentdmaén kasvihuonepdistojadan vaoden 2005 alusta 20 %
vuoteen 2020 mennessid. Kuinka paljon pdist6jid oli tarkoitus vihentda vuosittain?
Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.

Hallitse kokonaisuus

294. Syksylla 2012 maapallon vikiluvun arveltiin olevan noin 7 miljardia. Vékilu-
ku oli kaksinkertaistunut arviolta 38 vuodessa. Tutki laskimella, milloin seuraava
miljardi saavutettaisiin viestonkasvun jatkuessa samalla tavalla..

295. Thmisen punasolun keskimédrédinen tilavuus on noin 90 femtolitraa. Jos pu-

nasolu oletetaan pallon muotoiseksi (oikeasti punasolu on kaksoiskupera), sen ti-

3

lavuudella pitee kaava V' = %ﬁr , missé r on pallon sédde (eli puolet ldpimitasta).

Laske ja esitd mikrometreind punasolun ldpimitta.

296. Kun pelaajahahmo kuolee Diablo 3 -pelissd, hidnen varusteidensa kuntoluo-
kitus pienenee 10 %.

a) Kuinka monta kertaa pelaajahahmo voi kuolla perdjilkeen ennen kuin hinen
varusteidensa kunto on pudonnut alle puoleen?

b) Pelaajan taikamiekan kuntoluokitus on 90 pistettd, ja kunto voi saada vain ko-
konaislukuarvoja. Jokaisen kuoleman jilkeen kuntolukitus pydristetddn lahimpain
kokonaislukuun. Vaikuttaako pyoristiminen tehtidvin a-kohdan tulokseen?

297. Muinainen hallitsija Tauno Alpakka rakennuttaa itselleen kuution muotoista
palatsia. Palatsin tilavuuden tulee olla 5000 m*. Kuution tilavuus lasketaan kaaval-
laV = a3, missd a on kuution sdrmén pituus.

a) Kuinka korkea palatsista tulee?

b) Palatsin ulkopuoli péillystetdin 10 cm:n paksuisella kultakerroksella. Kuinka
monta kiloa kultaa tarvitaan? (Kullan tiheys on 19,23 - 10 kg/m>.)

¢) Kuinka monta kiloa kultaa tarvitaan, jos my0s palatsin sisdpuoli paéllystetdin?

208. (YO S1978/2) Laske k3, kun k3 = 2.

Lisaa tehtivia

299. Tilan eldimille rakennetaan uutta aitausta. Kédytettdvissd on 100 metrid sih-
koaitaan tarvittavaa metallijohtoa. Kuinka suuri pinta-ala kotieldimilld on kiytetta-
vissién, jos aitaus on muodoltaan

a) nelio?

b) ympyra?

Nelion pinta-ala on sen sivun pituuden toinen potenssi, ja ympyréin pinta-ala on
zr?, missi r on ympyrin side. Saman ympyrin kehin pituus on 2zr.
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300. Tietokonepelissda Tyrmid ja Traakkeja pelaajalla on kiytettdvissd useita eri
hahmoja, kuten Santeri-soturi tai Valtteri-velho. Peli alkaa tasolta 1 ja tason nous-
tessa hahmoista tulee vahvempia. Pelin suunnittelija maérittdd kaikille vihollisille
voimaluvun ja arvioi, ettd tasolla ¢ Santeri-soturille keskimiérédisen haastavan vi-
hollisen on oltava voimaluvultaan 5¢3 ja Valtteri-velholle 2. Milli tasolla viholli-
nen on keskimidrdisen haastava kullekin hahmolle, jos sen voimaluku on

a) 30

b) 56

¢) 100?

301. % Kuvaruudun pituuksien suhde on 16 : 9. Miiritd ruudun mitat sentin tark-

kuudella, kun sen pinta ala on 0,40 m?. Suorakulmion pinta-ala on sen erisuuntais-
ten sivujen pituuksien tulo.

302. % 50 tuuman Full HD -nidytossd on 1920 x 1080 kuva-alkiota eli pikselia.
Kuinka monta pikselid nidytolld on neliosenttimetrid kohden? 1 tuuma on 2,54 sent-
timetrid. (Tarvitset Pythagoraan lausetta.)
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2.5 Suoraan ja kbantden
verrannollisuus

Opetus.tv: Suoraan verrannollisuus (6.21, 4.58 ja 3.46)

http://opetus.tv/maa/maal/suoraan-verrannollisuus/

Kaksi muuttujaa voivat riippua toisistaan monin eri tavoin. Monissa kdytdnnon tilan-
teissa ja erityisesti luonnontieteissi tavallisia riippuvuuden tyyppejd ovat suoraan ja
kddntden verrannollisuus. Suoraan verrannollisuudessa muuttujat muuttuvat samassa

suhteessa, ja kddntien verrannollisuudessa kédédnteisessi suhteessa.

Kaksi muuttujaa x ja y ovat suoraan verrannolliset, jos niiden suhde on aina vakio,
eli pitee % = k, missa vakiota kkutsutaan verrannollisuuskertoimeksi. Yhteys
kirjoitetaan yleensd muodossa y = kx. Jos suureet x ja y ovat suoraan verrannolliset,

niin tatd merkitddn x o y.

Suoraan verrannollisuus voidaan tunnistaa esimerkiksi laskemalla muuttujien suhde

ja toteamalla, ettd se on muuttujista riippumaton vakio.

ESIMERKKI 2.158
Banaanien kilohinta on 2,00 euroa. Seuraavassa taulukossa on niiden banaanien

paino, jotka saa ostettua tietylld rahaméaarall:

Paino (kg) | Hinta (euroa) | Hinta/paino (euroa/kg)
0,50 1,00 2,00
1,00 2,00 2,00
1,50 3,00 2,00
2,00 4,00 2,00

Hinnan ja painon suhde on vakio, 2,00 €/kg, joten ostettujen banaanien paino ja

niihin kéytetty rahaméird ovat suoraan verrannolliset.

Suoraan verrannollisuutta voidaan kuvata my0s niin, ettd jos toinen muuttujista
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kaksinkertaistuu, niin toinenkin kaksinkertaistuu. Samoin jos toisen muuttujan arvo

puolittuu, toisenkin arvo puolittuu.

Jos suoraan verrannollisista muuttujista piirretddn kuvaaja, pisteet asettuvat suoralle:
Ahmta (euroa)
15

05 1.0 15 20 25 3.0 >Pfﬂlino (kg)

Suoraan verrannollisia muuttujia ovat myds esimerkiksi

a) aika ja kuljettu matka, kun liikutaan vakionopeudella, tai

b) kappaleen massa ja painovoiman kappaleeseen aiheuttama voima.

Jos suoraan verrannolliset muuttujat x ja y saavat toisiaan vastaavat arvot x; ja yy,

X, ja y,, niin voidaan muodostaa verrantoyhtilo:

X X
k=2-1_-22
»1 N )

Suoraan verrannollisuutta monimutkaisempi riippuvuus on kdéntien verrannollisuus.

Muuttujat x ja y ovat kddntden verrannolliset, jos toinen saadaan toisella jakamalla
jokin vakio silld, eli y = <.
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Opetus.tv: Kddntden verrannollisuus (3.53 ja 1.44)

http://opetus.tv/maa/maal/kaantaen-verrannollisuus/

Kaantden verrannollisuus

Kiéntden verrannollisuus voidaan tunnistaa esimerkiksi kertomalla muuttujien arvoja
keskenddn ja huomaamalla, ettd tulo on muuttujista riippumaton vakio. Jos kdédntiden
verrannolliset muuttujat x ja y saavat toisiaan vastaavat arvot x; ja y;, x, ja y,, niin

voidaan muodostaa verranto

k=x1y; =%,

ESIMERKKI 2.159
Nopeus ja matkaan tarvittava aika ovat kédédntéen verrannolliset. Jos kuljettavana

matkana on 10 km, voidaan nopeudet ja matka-ajat kirjoittaa taulukoksi:

Nopeus (km/h) | Matka-aika (h) | Nopeus-matka-aika (km)
5 2 10
10 1 10
12 0,8333 10

Tulo on aina 10 km, joten nopeus ja matka-aika ovat kdéntden verrannolliset.

Kédntden verrannollisuutta voidaan kuvata myOs niin, ettd jos toinen muuttujista
kaksinkertaistuu, toinen puolittuu. Jos kddntden verrannollisista muuttujista piirretdan

kuvaaja, pisteet muodostavat laskevan kéyran:
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Ahopeus (km/h)
15

+4

2 4 6 8 10 12 matka-aika (h)
>

ESIMERKKI 2.160
Kéintien verrannollisia muuttujia ovat myos esimerkiksi
a) kaivamistyon suorittamiseen kuluva aika ja tyontekijoiden lukumaara
b) ddnenpaine ja dénildhteen etdisyys
¢) kappaleiden vilinen vetovoima ja niiden etdisyys

d) irtomakeisten kilohinta ja viiden euron irtokarkkipussin massa.
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Tehtdvid

Opi perusteet

303. Ratkaise

a) ;=1
8 _
b)i=2
0l=4
@%:5

304. Kun x = 5, y = 8. Miki on y:n arvo silloin kun x = 4, ja muuttujat x ja y
ovat

a) suoraan verrannollisia?

b) kidédntiden verrannollisia?

305. Ovatko muuttujat x ja y suoraan tai kdéntden verrannolliset vai eivit kumpaa-
kaan, jos niiden

a) osaméiri on aina 2

b) summa on aina 5

¢) tulo on aina 4

d) osamaiiri on aina 1?

306. Tarkastele seuraavia muuttujapareja:

a) kuljettu matka ja kulunut aika, kun nopeus on vakio

b) sivujen pituudet suorakulmiossa, jonka pinta-ala on lukittu 5 yksikk6on

c) dieselin hinta ja 50 eurolla saatavan dieselin mééra

d) irtomyynnisté ostetun suolakurkkuerin paino ja hinta

e) nelion sivun pituus ja nelion pinta-ala

Tutki, miten toinen muuttuja muuttuu ensimmaéisen kaksinkertaistuessa tai puo-

littuessa. Ovatko muuttujat suoraan tai kdidntien verrannolliset vai eivit kumpaa-
kaan?
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307. Muodosta seuraavia tilanteita kuvaavat yhtdlot (jossakin muodossa). Voit
kayttad vakion merkkind esimerkiksi kirjainta k.

a) Kultakimpaleen arvo x on suoraan verrannollinen sen massaan m, eli mité pai-
navampi kimpale, sitd arvokkaampi se on.

b) Aidan maalaamiseen osallistuvien ihmisten miara x on kddntiden verrannollinen
maalaamiseen kuluvaan aikaan 7. Toisin sanoen: mitd enemmin maalaajia, siti no-
peammin tyo on valmis.

c) Planeettojen toisiinsa aiheuttama vetovoima F on suoraan verrannollinen pla-
neettojen massojen tuloon m;m, ja kidntden verrannollinen niiden vilisen etdisyy-
den r nelioon.

308. Hiusten pituuskasvu on suoraan verrannollinen kuluneeseen aikaan. Iinan

sia vuoden ajan. Kuinka paljon linan hiukset tini aikana kasvavat?

309. Rento pyordilyvauhti kaupunkiolosuhteissa on noin 20 km/h. Lukiolta urhei-
luhallille on matkaa 7 km. Kuinka monta minuuttia kestda arviolta pyoriilla lukiol-
ta urheiluhallille?

310. Isd ja lapset ovat ajamassa mokille Sotkamoon. On ajettu jo nelji viidesosaa
matkasta, ja aikaa on kulunut kaksi tuntia. “Joko ollaan perilld?” lapset kysyviit
takapenkiltid. Kuinka pitkdin vield arviolta kuluu, ennen kuin ollaan mokilla?

311. Yhteen sokerikakkuun tarvitaan nelji kananmunaa, 1,5 desilitraa sokeria ja
kaksi desilitraa vehnédjauhoja. Timolla on keittiossddn 20 kananmunaa, litra sokeria
ja 1,5 litraa jauhoja. Kuinka monta sokerikakkua Timo voi leipoa?

312. Pullareseptin® mukaan taikinaan tarvitaan 5dl maitoa, 2dl sokeria ja 1,51
vehndjauhoja. Télloin saadaan 40 pikkupullaa.

a) Taija haluaa leipoa 16 pullaa. Kuinka paljon hén tarvitsee maitoa, sokeria ja
vehnéjauhoja?

b) Jos Taijalla on kiytossd vain 3 dl maitoa, kuinka monta pikkupullaa hin voi
enintédén leipoa?

a. http://kotiliesi.fi/ruoka/reseptit/pullataikina

313. Kymmenen miestd kaivaa viisitoista kuoppaa kymmenessi tunnissa. Kuinka
kauan viidelld miehelld kestdd kaivaa 30 kuoppaa?

Hallitse kokonaisuus

314. Sotkamossa isd lammittdd savusaunaa, jonka kiyttdaika on suoraan verran-
nollinen ldmmitysaikaan. Jos saunaa ldmmittdd kolme tuntia, pysyy se kuumana
kaksi tuntia. Perhe haluaa saunoa kolme tuntia kello kahdeksasta eteenpéin. Mil-
loin saunaa pitdd alkaa lammitta4?
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315. Aidinkielen kurssilla annettiin tehtiviksi lukea 300-sivuinen romaani. Eris
opiskelija otti aikaa ja selvitti lukevansa vartissa seitsemén sivua. Kuinka monta
tuntia haneltd kuluu koko romaanin lukemiseen, jos taukoja ei lasketa?

316. Alkuperidiskansojen perinteita tutkiva etnologi kerdd saamelaisten kansantari-
noita. Kierrettyédin viikkojen ajan saamelaisperheiden vieraana palaa etnologi yli-
opistolle mukanaan dénitiedostoiksi tallennettuja haastatteluja. Jotta etnologi voi
ryhtyi kirjoittamaan tutkimusraporttia, pitda haastattelutiedostot ensin purkaa teks-
tiksi eli litteroida. Téhin etnologi pyytdd apua laitoksen opiskelijoilta. Nelji opis-
kelijaa litteroi tiedostot 25 tunnissa. Kuinka kauan aikaa kuluu, jos tyohon saadaan
vield kolme opiskelijaa lisda? Kuinka monta opiskelijaa tarvitaan, jotta tyo saatai-
siin tehdyksi 9 tunnissa? Oletetaan, ettd kaikkien opiskelijoiden ty6teho on sama.

317. Kappaleen liike-energia on suoraan verrannollinen nopeuden nelioon. Kun
kappale liikkui nopeudella 9,0 m/s, silld oli 150 joulea (J) liike-energiaa.

a) Laske kappaleen liike-energia, kun sen nopeus on 5,0 m/s.

b) Miki saadaan verrannollisuuskertoimen yksikoksi, kun J = kg m? s™2?

318. Venematka Nauvoon kestid tyynelld sdéllda 75 minuuttia. Kuinka monta pro-
senttia aika lyhenee, jos ostetaan uusi vene, jonka nopeus on

a) 30 % suurempi kuin vanhan veneen nopeus 35 km/h?

b) 45 % suurempi kuin vanhan veneen nopeus v?

319. Puun rungon tilavuutta voidaan arvioida suoran ympyrékartion tilavuuden
kaavalla, V = 1/3 - - r* - h, missi h kuvaa puun korkeutta ja r puun sidetti.

a) Vuosien 2012-2013 aikana puun korkeus kasvoi 20 % ja side 10 %. Kuinka mon-
ta prosenttia puun tilavuus kasvoi?

b) Samalla aikavililli puun kuutiohinta (€/m®) laski 35 %. Kuinka paljon puun ar-
vo muuttui (prosentteina)?

320. Pallon muotoisessa lankakerdssd langan pituus on verrannollinen pallon hal-
kaisijan kuutioon. Kun lankakeriissd on 500 metrid hyvin ohutta lankaa, on sen
halkaisija 4 cm. Jéttimiisen lankakerdn halkaisijan pituus on yksi metri. Kuinka
monta kertaa siind oleva lanka riittdisi levitettdviksi maapallon ympari? Maapal-
lon ympérysmitta on noin 40 000 km.

Lisaa tehtivia

321. Kun muuttujan x arvo on 6, muuttuja y saa arvon 12. Mink& arvon muuttuja
y saa silloin, kun x = 18 ja

a) muuttujat x ja y ovat suoraan verrannollisia?

b) muuttujat x ja y ovat kidédntiden verrannollisia?
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322. Metsédpalon pinta-ala on suoraan verrannollinen palamisajan nelioon. Kah-
dessa pdivissd metsda on palanut neliokilometrin verran.

a) Kuinka monta nelidkilometrid metsdd on palanut, kun metsidpalo on kestinyt
kuusi pdivaa?

b) Kuinka monen péivén péésti metsdé on palanut yli 30 neliokilometrid?

Kun sy6jid on 20, kulho sydddin tyhjiksi kahdessa tunnissa. Juhliin kutsuttiin sata
ihmistd, mutta kulhon tyhjiksi syomiseen kului puoli tuntia. Kuinka moni vieraista
ei syonyt karkkeja?

324. Kenkitehtaalla sata tyontekijad valmistaa yhdeksissé tunnissa 500 paria ken-
kid. Tehtaan omistaja paattad siirtdd tuotannon halvemman tydvoiman maahan, jos-
sa hinelld on varaa palkata 300 tyontekijda.

a) Jos uudet tyontekijat ovat yhté tehokkaita kuin vanhat, kuinka kauan heilld kes-
tdad tehda 500 paria kenkid?

b) Uudet tyontekijét suostuvat tekeméén 15 tunnin tyopéiviad. Kuinka monta paria
kenkid yhden tyopiivin aikana valmistuu olettaen, ettéd tyoteho ei hiivu?

325. Kuution tilavuus on suoraan verrannollinen sen pinta-alan neliGjuuren kol-
manteen potenssiin. Kun kuution tilavuus on 64 m?, ja sen pinta-ala on 96 m?. Jos
kuution pinta-ala on 100 m?, miki on sen tilavuus?

326. % Kappaleen putoamisen kesto maahan korkeudelta x on kdintden verran-
nollinen putoamiskiihtyvyyden g neliojuureen. Vakio g on kullekin taivaankap-
paleelle ominainen ja eri puolilla taivaankappaletta likimain sama. Empire State
Buildingin katolta (korkeus 381 metrid) pudotetulla kuulalla kestda noin 6,2 sekun-
tia osua maahan. Marsin putoamiskiihtyvyys on 37,6 % Maan putoamiskiihtyvyy-
destd. Jos Empire State Building sijaitsisi Marsissa, kuinka kauan kuluisi kuulan
maahan osumiseen?
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LUKU 3

Funkftiot

3.1 Funkfio ja sen esitystavat

Opetus.tv: Funktion kéisite ja kuvaaja (4.08, 3.49, 5.36 ja 1.34)

http://opetus.tv/maa/maal/funktion-kasite-ja-kuvaaja/

Usein ollaan kiinnostuneita siitd, millainen yhteys on kahden asian vililld. Funktio

on matemaattinen tyokalu niiden yhteyksien tarkastelemiseen.

Funktio
Funktio eli kuvaus f joukosta A joukkoon B liittdd jokaiseen joukon A alkioon

tasmélleen yhden joukon B alkion. Funktion f alkioon x liittdm&& arvoa merkitdian

J(x).

Joukkoa A sanotaan tissi f:n méirittelyjoukoksi ja joukkoa B puolestaan f:n maa-
lijoukoksi. TAlloin voidaan merkiti lyhyesti f : A — B. Funktion f arvojoukon

muodostavat f:n kaikki maalijoukkoon B kuuluvat arvot f(x).

ESIMERKKI 3.161
Hyddykkeen ja siitd maksettavan arvonlisdveron vilistd yhteyttd voidaan kuvata

funktiolla. Valitaan funktion miérittelyjoukoksi tiettyjen hyddykkeiden joukko

A = {ahvenfilee, AIV-rehu, auto, runokirja, ravintola-ateria, sarkylédéke, televisio},

ja arvojoukoksi reaaliluvut. Merkitddn tatd funktiota kirjaimella f, jolloin
f A — R. Funktio voi liittdd kuhunkin hyodykkeeseen esimerkiksi siitd

maksettavan arvonlisdveroprosentin: f(sirkylddke) = 10 ja f(televisio) = 24.
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ahvenfilee

ESIMERKKI 3.162
Seuraavaan taulukkoon on koottu kuukausittaiset keskilampdatilat Sodankyléssa

vuonna 2012.

AlV-rehu

runokirja
televisio

auto

A

ravintola-ateria

sarkylaake

tam

hel

maa

huh

tou

kes

hei

elo

SYyys

loka

mar

jou

-12

—-16

-6

-3

6

11

13

12

7

0

—4

-15

Taulukon perusteella voidaan méiritelld funktio f, joka kuvaa kuukaudet

keskildmpotiloiksi. Méirittelyjoukko ovat vuoden kaikki kuukaudet,

maalijoukkoon kuuluvat kaikki mahdolliset lampdtilat, ja arvojoukko koostuu

funktion kaikista arvoista, siis eri kuukausien keskilampotiloista. Nyt

esimerkiksi f(tam) = —12 ja f(tou) = 6.

ESIMERKKI 3.163

I Seuraava kuva esittdd erdén suotuisissa oloissa kehittyvin bakteerikannan

massaa ajan ¢ funktiona m.
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y = m(t)

2 4 6 8
} >

Alkutilanteessa eli ajanhetkelld t = 0 bakteerikannan massa m(f) on m(0) = 1
gramma. Kahden tunnin kuluttua bakteerikannan massa on m(2) =~ 2,0

grammaa ja kuuden tunnin kuluttua vastaavasti m(6) =~ 7,5 grammaa.

Funktioiden merkitsemiseen liittyy joitakin vakiintuneita tapoja:

1) Merkintid f(x) = y luetaan esimerkiksi: funktio f saa arvon y pisteessa x” tai
lyhyemmin: ” f arvolla x on y.”

2) Funktion miirittely- ja maalijoukot jétetddn usein merkitsemitti, jos ne voidaan
paitelld asiayhteydestd. Talla kurssilla funktiot ovat yleensd reaaliluvuilta
reaaliluvuille.

3) Usein kirjoitetaan esimerkiksi funktio f(x) = x? + 3x”, vaikka tarkkaan ottaen
funktio on f ja f(x) on sen saama arvo pisteessi x.

4) Toisinaan funktiolle ja funktion kuvaajalle ei tehdd selkedd eroa: y = f(x)
samaistetaan koordinaatistoon piirretyn funktion kuvaajan kanssa. Oikeastaan
funktio ja sen kuvaaja ovat kuitenkin eri asioita.

5) Niitd x:n arvoja, joilla funktio saa arvon 0, sanotaan funktion nollakohdiksi.

Huomaa seuraavien kisitteiden erot:
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Kdisitteitd

Madritellaan funktio f seuraavasti: f(x) = 3x—2 § f on funktion nimi § merkinta
f(x) tarkoittaa funktion f arvoa kohdassa x § 3x — 2 on lauseke, jolla f(x) on
madritelty § Yhtalo f(x) = 3x — 2 kertoo, ettd funktion f arvo kohdassa x on

yhtésuuri lausekkeen 3x — 2 kanssa § x on funktion muuttuja

REAALIFUNKTIOT

Funktioita, jotka médritelldéin reaaliluvuilla, ja jotka saavat arvokseen reaalilukuja,
kutsutaan reaalifunktioiksi. Funktiolla, erityisesti reaalifunktioilla, on usein jokin

selked sddnto, joka voidaan kirjoittaa matemaattisena lausekkeena.

ESIMERKKI 3.164
Jos nelion sivun pituutta merkitddn muuttujalla x, voidaan pinta-alaa kuvata
funktiolla A : A(x) = x*.

Reaalifunktioita voidaan havainnollistaa koordinaatistossa kuvaajien avulla. Funk-
tion f kuvaajassa koordinaatistoon piirretdén ne pisteet (x, y), joiden y-koordinaatti
on f:n arvo x-koordinaatissa. Reaalifunktioilla ei kuitenkaan voida laskea y = f(x)
kaikilla f:n midrittelyjoukon luvuilla x, joten esimerkiksi graafiset laskimet laskevat
¥y = f(x) “riittdviin monella” luvulla ja sovittavat kuvaajan niiden perusteella. Funk-
tioiden kuvaajia voi piirtdé helposti paitsi graafisilla laskimilla, my0s tietokoneohjel-

milla sekd esimerkiksi verkossa Wolfram Alphalla (http://www.wolframalpha.com/).

ESIMERKKI 3.165
Funktion f: f(x) = % — 1 kuvaaja sisiltaa kaikki pisteet (x, ), joilla pétee
y= % — 1. Funktion kuvaaja leikkaa x akselin kun x = 2, tdma pistettd sanotaan
funktion nollakohdaksi. (Huomaa, etti funktioilla voi olla myos useampia

nollakohtia, tai ei yhtdén nollakohtaa.)

y
x| y=f(x A
-3 | -=-25

—2 |2 T r=/r®
-1 -15 -4 -2 2 4 e

0] -1 ' ' / '
1| -05 -1

210 1

3105
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ESIMERKKI 3.166

Funktion f(x) = x2 kuvaaja sisdltda kaikki pisteet (x, y), joilla pitee y = x2.

Kuvaajan nollakohta on tissa tapauksessa, kun x saa arvon 0, koska y = 0% =0.

x| y=f(x)
-2 14
-1 |1
-0,5 | 0.25
0]0
0,5 | 0.25
1|1
214
-1

ESIMERKKI 3.167
Funktion f(x) = x}—5x+2 kuvaaja sisiltad kaikki pisteet (x, ), joilla pétee

y = x> — 5x + 2. Funktiolla on tissi tapauksessa kolme nollakohtaa:

+-4

MAARITTELYJOUKKO JA ARVOJOUKKO

Funktion méairittelyjoukko on niiden arvojen joukko, joille funktion arvo on ole-

massa. Jos méérittelyjoukkoa ei ole mainittu erikseen, méérittelyjoukon tarkoitetaan
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tavallisesti olevan mahdollisimman laaja reaalilukujen osajoukko johon kuuluville

arvoille funktion arvon voi laskea.

ESIMERKKI 3.168
Mairitelldén funktio g lausekkeella

g(x) = V/x.

Miki on funktion g méérittelyjoukko?

Ratkaisu. Neliojuuri \/; on madritelty, kun x > 0. Funktion g médrittelyehto
on siis x > 0 ja médrittelyjoukko koostuu nollasta ja sitd suuremmista

reaaliluvuista.
Vastaus. x > 0.

Kéaytinnossid madrittelyjoukon rajoituksia tarvitaan yll& esitetyn parillisen juuren
lisdksi esimerkiksi silloin kun funktiossa esiintyy muuttuja nimittédjassé. Talldin on
huomioitava, ettei nimittdjassd saa olla nollaa milld&in muuttujan x arvolla. Sovel-
tavissa tehtdvissd saatetaan myOs rajoittaa méadrittelyjoukkoa vaikkapa siksi, ettd

pituus ei voi olla negatiivinen.

ESIMERKKI 3.169
Mairitelldéan funktio f lausekkeella

foo = —1

x—1
Miki on funktion méérittelyjoukko?

Ratkaisu. Funktio f on médritelty, kun nimittdjd x — 1 on erisuuri kuin O.
Tama toteutuu kaikilla x:n arvoilla lukuun ottamatta arvoa x = 1. Funktion

madrittelyjoukkoon kuuluvat siis kaikki reaaliluvut paitsi luku 1.

Vastaus. Funktion f madrittelyjoukko on reaalilukujen joukko poislukien luku
1.

Funktion arvojoukko sisiltda tasmélleen ne maalijoukon alkiot, jotka funktio saa

arvokseen ainakin yhdessi pisteessi.
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ESIMERKKI 3.170

Miké on edelld midritellyn funktion f arvojoukko?

Ratkaisu. Arvojoukon selvittamiseksi tutkitaan, mill& luvun a arvoilla

yhtilolla f(x) = a on ratkaisu. Oletetaan, ettd x # 1 (ks. edellinen esimerkki).

a= L | -(x—=1), silld x # 1
x—1

ax—-1)=1

Havaitaan, ettd jos a = 0, yhtdlolld ei voi olla ratkaisua, koska
0-(x —1) =0 # 1. Oletetaan jatkossa, ettd a # 0.

ax—-1)=1 | :a, sillia#0
x—1=l
a
x=1+l
a

Havaitaan, ettd yhtélolla on ratkaisu kaikilla a # 0.

Vastaus. Funktion f arvojoukko on reaalilukujen joukko poislukien Iuku 0.

ESIMERKKI 3.171

206

Tarkastellaan reaalifunktiota f(x) = x2. Funktion f mdirittelyjoukko on

selkeisti koko reaalilukujen joukko, silld toinen potenssi x>

on miiritelty, olipa
muuttuja x miké reaaliluku tahansa. Funktio f on reaalifunktio, joten sen arvot
ovat reaalilukuja. Sen maalijoukko on siis koko reaalilukujen joukko. Kuitenkin,
koska parillisena potenssina x> > 0, olipa x miki luku hyvinsi, funktion f

arvojoukko on kaikki positiiviset reaaliluvut.
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PALOITTAIN MAARITELTY FUNKTIO

Kisiteltdessd aiemmin neliojuurta sivuttiin itseisarvon médritelmaa. Itseisarvofunktio

[ f(x) = |x| voidaan médritelld seuraavasti:
ST R->R,,

X, josx >0
|x| =
—-x, josx<0

Funktio siis jéttdd ei-negatiiviset luvut ennalleen, mutta vaihtaa negatiivisen luvun
vastaluvukseen, ja arvojoukko koostuu pelkéstdédn ei-negatiivisista luvuista. Funktio
on méidritelty kahdessa eri osassa: 1dht6joukon alkion arvosta riippuen valitaan sille

sovellettava lauseke.
ESIMERKKI 3.172
Miairitelldaéan funktio g : R — R lausekkeilla

g(x) _ Jos x

—_ x =

josx =0

Miki on funktion arvojoukko? Miksi méaérittelemme kohdan x = 0 erikseen?
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Ratkaisu. Kun x # 0, osaméaarasti f saadaan aina 1. Kohdassa x = O funktion
arvoksi on puolestaan médritelty 1. Néin ollen funktion g arvojoukko koostuu
yhdestd ainoasta luvusta, ykkosestid. Koska lauseke g ei ole médritelty,
madrittelemme kohdan x = 0 erikseen. Funktio on siis vakioarvoinen ja

voisimme kirjoittaa sen yksinkertaisesti g : g(x) = 1.
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Tehtavid

Opi perusteet
327. Maéiritd kuvaajasta katsomalla funktion f nollakohdat. Saako funktio f ne-
A
42 f
+1
-2 2
} t >
1-1
gatiivisia ja positiivisia arvoja? T2

328. Madrita kuvaajasta katsomalla funktion f nollakohdat. Saako funktio f sekd

negatiivisia ja positiivisia arvoja?
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329. Méiritd  kuvaajasta  funktion f arvot muuttujan arvoilla 0
ja 1. Milldi muuttujan arvoilla f saa arvon 3? Entd arvon 07

A
+4 f
+3
+2
+1
-3 2 -1 2 3
t t \ / t —>»
+-2

330. Hahmottele funktion kuvaaja koordinaatistoon. Voit my0s kayttda tietokonet-

ta.

a) f(x)=2

b) f(x) =3x+2

¢) f(x)=x

d) f(x)=2

331. Laske taulukkoon funktion arvo pisteissd x = =2, x = =1, x =0,x =1 ja

x = 2. Hahmottele néiden tietojen avulla funktion kuvaaja.

a) fx)=x*+x+1
b) f(x) = 3x
¢) fxX)=x>+2x+2

332. Miki on funktion f(x) = ;x—tr]s laajin reaalinen miérittelyjoukko?

333. Olkoon f(x) = 2x—1ja g(x) = 2—x. Milld muuttujan x arvolla f(x) = g(x)?
Piirréd funktioiden kuvaajat ja tarkista vastauksesi kuvasta.

334. Missi pisteessd funktio P(t) = —2¢ + 4 saa arvon
a)4

b) -2

c) 8?

d) Miki on funktion P nollakohta?
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335. Tuuli ostaa joka viikko pussin vadelmaveneitid. Yksi pussi maksaa 2,5 euroa.
Tuulin rahatilannetta euroina havainnollistaa funktio f(x) = —2,5x + 20, jossa
muuttuja x kuvaa aikaa viikkoina.

a) Kuinka paljon rahaa Tuulilla on aluksi?

b) Kuinka paljon rahaa Tuulilla on viiden viikon jdlkeen?

¢) Milloin Tuulilla on jéljelld endd 5 euroa?

d) Milloin rahat loppuvat?

e) Piirréd funktion f kuvaaja ja tarkista vastauksesi siiti.

Hallitse kokonaisuus
336. Olkoon f(x) = ’3—‘ —4jag(x) = 3x—"7.Milld x:n arvolla pitee f(x) = g(x)?

337. Miki on funktion méérittelyehto?

a) f(x)=4x+6

b) f() = ==

0 () =4/x—3

338. Madrita funktion g arvojoukko, kun
2) g(x) = x - V2

b) g(x) = =

¢) g(x) = v/x

d) g(x) = v/x.

339. Léaidketieteen valintakoneessa on monivalintatehtdvé, jossa kustakin oikeasta
vastauksesta saa 0,25 pistettd ja kustakin véardstd vastauksesta pistemadrdstd vi-
hennetdin 0,5 pistettd. Monivalintakohtia on 28. Esitd kokonaispistemaéra p vaa-
rien vastauksien mééridn v funktiona olettaen kokelaan vastaavan jokaiseen tehta-
vddn. Kuinka moneen kohtaan kokelas on korkeintaan vastannut véérin, jos hin
saa positiivisen kokonaispisteméaérin?

340. Suorakaiteen muotoisen aitauksen toinen sivu on 2m pidempi kuin toinen.
Muodosta aitauksen pinta-alan funktio A(x). Mikéd on aitauksen pinta-ala, kun ly-
hyemmain sivun pituus on

a) Om

b) 5m

¢) 20m?

d) Miki on funktion A(x) midrittelyehto?
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341. Olkoon f(x) = % +2s—1ljag(x)=-2x+ % Maidrité vakio s, kun

a) f(0) = g(0)

o r(2)-5(2)

Madritd vield f(6) ja g(f(6)), kun s = 1.
342. Olkoon f(x) = —2x. Miti on

a) f(x+3)
b) f(x)+3
) f(3%)

d) 3f(x)?

2,1

343, Olkoon z(x) = = ffx — X + 5. Mriti

o:(2)
b) z(=1)
¢) z2(2013).

Osoita, ettei funktion z arvo riipu muuttujan arvosta.

2x+1+a
X

344, Milla vakion a arvolla funktio g(x) = saa arvon 5 kohdassa x = 3?

Lisai tehtivia
345. Olkoon £(x) = 2 Laske, mikili mahdollista:

a) f(2)
b) f(1)
) f(0)
d) f(=1
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346, Madritellddn funktio f lausekkeella
1 »
fx) = Ex +2x—1.

Funktion f kuvaaja 10ytyy alta. Oletetaan liséksi, ettd a > 1. Paittele lukujen
suuruusjarjestys.

a) f(a)ja fla+2)
b) f(=a)ja f(a)
A
/820NN

/ - \ fx)=—3x" +2x -1

347. Keksi jokin sellainen funktio, joka toteuttaa annetun ehdon. Jonkinlaisen ku-
van hahmottelusta on apua.

a) f(3)=2ja f(24) =16

b) Jos f(a) = b, niin f(a+1)=b+1

¢) Jos f(a) = b,niin f(a+1)=b—-1

d) Jos f(0) =0jaz > 0, niin f(£z) = z. (Vinkki: | + a| = a)

348. a) Voiko funktio olla relaationa seké transitiivinen etté refleksiivinen? Jos voi,
anna esimerkki. Jos ei, perustele.

b) Anna perusteltu esimerkki sellaisesta reaalifunktion f lausekkeesta, jolle pitee
f(f(x)) = x kaikilla x € R.

349. % Milla muuttujan x arvoilla yhtdlo f(f(x)) = x pétee, kun

a) f(x)=1
b) f(x) =x
) f(x)=x+1

d) f(x)=2x+17
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350. * Olkoon f(x) = 1/x ja

0, xeQ,
g(x)={
1, x¢&Q.

Laske

a) g(f(2))
b) g(f(0)).
351. % Olkoon f(x) = gja g(x) = 2x — 3. Laske

a) f(f(4)
b) f(g(4)
¢) g(f(4))
d) g(f(x))
e) f(g(x)).
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3.2 Potenssifunktio

Opetus.tv: Potenssifunktiot (4.24, 3.16, 3.37 ja 5.51)

http://opetus.tv/maa/maal/potenssifunktiot/

Kahden muuttujan vélinen riippuvuus ei monesti ole suoraan tai kdzantden verran-
nollista. Potenssifunktion kdyttiminen on erds keino kuvata tillaisia yleisempié

riippuvuuksia.

Potenssifunktio
Potenssifunktiot ovat muotoa f(x) = ax” olevat funktiot, jossa a # 0.

Eksponenttia n kutsutaan potenssifunktion asteluvuksi tai asteeksi. Potenssifunktion
eksponentti voi olla mika tahansa reaaliluku, mutta rajoitumme ensin késittelemiin

tapauksia, jossan =1,2,3....

ESIMERKKI 3.173
Jos nelion sivun pituus on x, nelion pinta-ala voidaan laskea funktiolla

A(x) = x2. Esimerkiksi jos x = 3 cm, saadaan nelidn pinta-alaksi A(x) =9 cm?.
Vastaavasti kuutiolle: jos x kuvaa kuution sérmin pituutta, funktiolla ¥ (x) = x*
voidaan laskea kuution tilavuus. Sekd A(x) ettd V' (x) ovat esimerkkeja

potenssifunktioista.
Potenssifunktion aste vaikuttaa funktion kuvaajan muotoon:

Kuvaajan muoto

* Jos aste on parillinen, kuvaaja on U-kirjaimen muotoinen ja funktio saa a:n

merkista riippuen joko pelkastdén positiivisia tai pelkistidn negatiivisia arvoja.

* Jos aste on pariton, kuvaaja muodostaa “’kaksoismutkan” ja potenssifunktio

saa seki positiivisia ettd negatiivisia arvoja.
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A\

Potenssifunktion tarkeitd erikoistapauksia ovat asteluvutn = 1jan = —1. Kunn = 1,
saadaan edellisessd luvussa esitelty suoraan verrannollinen riippuvuus x:n ja f(x):n

vililld, ja kun n = —1, muuttuja x ja funktion arvo f(x) ovat kdédntéen verrannolliset.

Potenssifunktiota voidaan laajentaa sallimalla eksponentille n» myds negatiiviset
arvot. Téll6in funktion muoto muuttuu merkittdvasti. Funktio ei mydskéén ole enéda
maédritelty kohdassa x = 0, vaan funktion arvot “’rdjahtévit ddrettomyyteen”, kun

y-akselia ldhestytddn:

+-4

Aiemmin maéériteltiin murtopotenssi x», missa kantaluku x > 0. Murtopotenssi-
funktiota médritellessd pitdd myos muistaa kantaluvun positiivisuus, joten murtopo-

tenssifunktion f(x) = x» midirittelyjoukko on positiivisten reaalilukujen joukko,
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elix > 0.

Huomaa, ettd koska murtopotensseilla pitee x% = \"/;m, funktio f(x) = x% on itse
asiassa sama kuin funktio g(x) = \/; Kuitenkin, koska murtopotensseja ei madri-
telld negatiivisilla kantaluvuilla, funktio h(x) = x% on mééritelty ainoastaan kun
x > 0, mutta funktion w(x) = \3/; madrittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko.

Alla jotain murtopotenssifunktioita ja juurifunktioita esitettynad koordinaatistossa.

A7
>
T3 y=Xx3
-.2 l
y= X2
T
-3 -2 -1 1 2 3 X
t t t t + + >
+-1
)
+3

Juurifunktioiden kuvaajissa huomataan maérittelyjoukko ja yhteys murtopotenssi-
funktioihin. Parillisen juurifunktion kuvaajaa ei voida piirtdd negatiivisille muuttujan

arvoille:

+-3

Kuvaajista voidaan néhda yhteys potenssin ja kuvaajan tyypin vililla. Tarkastellaan

FUNKTIOT 217



potenssifunktiota f(x) = x9.

Kuvaajan tyyppi

* Jos potenssi a > 1, kuvaajan kasvu kiihtyy, kun x kasvaa.

* Jos potenssi a < 1, kuvaaja kasvaa aluksi nopeasti, mutta funktioiden arvojen

kasvu hidastuu todella vdhaiseksi x:n kasvaessa.

« Jos potenssi a = 1, funktio f saa muodon f(x) = x! = x, ja funktion kuvaaja

on suora y = X.

* Jos potenssi a < 0, funktiota f(x) = x™¢ = é ei ole maaritelty, kun x = 0, ja

funktio kdyttdytyy origon ymparistossa erikoisesti.

Tassd kurssissa on tarkoitus vain sivuta erilaisia funktioita ja niiden kuvaajia, ja
tutustua niiden kdyttdytymiseen alustavasti. Asiaan palataan useaan otteeseen myo-
hemmilld kursseilla. Esimerkiksi funktioita kokonaislukupotenssilla tarkastellaan

lahemmin kurssilla MAA?2 ja juuri- ja murtopotenssifunktioita kurssilla MAAS.

3.2.1 YLEINEN VERRANNOLLISUUS

Suoraan ja kdédntiden verrannollisuus ovat tirkeitéd erikoistapauksia yleisesti verran-

nollisuudesta, jossa muuttuja y on verrannollinen muuttujan x johonkin potenssiin:

Yleinen verrannollisuus

y o x siten, ettd y = kx", missi ja k ja r ovat reaalilukuja.

ESIMERKKI 3.174
a) Kokeellisesti on havaittu, ettd auton jarrutusmatka x on likimain

verrannollinen vauhdin v nelioon: x « v?.

b) Newtonin painovoimalain mukaan kahden massan vilisen vuorovaikutuksen

(vetovoiman) suuruus on verrannollinen kiénteisesti niiden etdisyyden nelioon:

mpym . . . . . . . . . el
F = y—2, missd y on universaali painovoimavakio ja r on massojen vilinen
r

etdisyys. Vetovoima on my0s suoraan verrannollinen kummankin kappaleen

massaan. Siis F « m, F « m,ja F o r 2.

ESIMERKKI 3.175

218 FUNKTIOT



Hehkulamput ovat herkkia jannitteen (V') muutoksille. Lampun tuottama
valomiira I (~ kirkkaus) on verrannollinen jannitteen 3,4:nteen potenssiin
(I « V%), ja hehkulampun kiyttsiki ¢ on kidntien verrannollinen jénnitteen
16:nteen potenssiin (f o ¥ ~10). Kiyttojannitetti alennetaan 5 %. Miti kiy

lampun

a) kirkkaudelle
b) kayttoidlle?

Ratkaisu. a) Hehkulampun kirkkaudelle patee verrannollisuuden perusteella
yhtilo I(V) = kV>*, missi k on verrannollisuuskerroin. Jos jannitetti
alennetaan 5 Y%, se tarkoittaa, ettd alkuperdinen jdnnite V' korvataan jannitteelld
0,95V Sijoittamalla uusi jinnite kirkkauden antavaan lausekkeeseen k¥
saadaan k(0,95 V)3’4, josta sieventdmalli k - 0,9534V3* = 0,953*kV3*. Koska
kv34 =1 , saadaan uudeksi kirkkaudeksi 0,953’41 ~ 0,841. Viiden prosentin
jénnitteen pudotus saa siis kirkkauden vihenemiin 1 — 0,84 = 0,16 = 16 %.
b) Hehkulampun elinidlle pétee verrannollisuuden perusteella yhtalo

W)= Vl —-
jannite V' korvataan jannitteelld 0,95V Sijoittamalla uusi jannite eliniéin

Jos jinnitettd alennetaan 5 Y%, se tarkoittaa, ettd alkuperdinen

k k . . R
antavaan lausekkeeseen — 16 saadaan W’ josta saadaan sieventimailla
k 1

3051677 = 0038 V16 Muoto on kerrointa —— 9516 vaille sama kuin alkuperdinen

elinikd, eli uusi elinikd on 0951 6t = 2,27t. Jannitteen pudotus viidelld prosentilla
siis yli kaksinkertaistaa lampun elinién! (Vanhin vield toiminnassa oleva
hehkulamppu on toiminut yli sata vuotta — juurikin sen vuoksi, etti se loistaa

aliteholla.)
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Tehtavid

Opi perusteet

352. Miki on seuraavien potenssifunktioiden aste?

a) f(x)=x

b) f(x) =5x

¢) f(x) =5

d) f(x)=x7?

353. Olkoon g(x) = —2x2. Laske
a) g(4)

b) &(3)

c) g(-3)

d) g(=4.

354. Olkoon f(x) = x73. Laske
a) f(1)

b) f(2)

©) f(=3)-

355. Saako potenssifunktio f negatiivisia arvoja, jos
a) f(x) = x>

b) f(x) = —2x

¢) f(x)=3x"3

d) f(x) = —6x7*

e) f(x)=x7%?

356. Saavatko funktiot, jotka médiritelldén lausekkeilla f(x) = x =1 jag(x) =
x> + 1, misséin kohdassa samaa arvoa?

220 FUNKTIOT



357. Yhdistd funktioiden kuvaajat oikeaan funktion lausekkeeseen.

a) g(x) =x

b) c(x) = x'°
¢) a(x) = v/x
d) b(x) = x¥
&) f(x) = x3
) d(x)=x""
g) h(x) = x%

3 2 1 21— 4
>
\\
=

Hallitse kokonaisuus

358. Olkoon f(x) = x*. Milld x:n arvoilla

a) f(x)=4

b) f(x) =25

¢) f(x)=121?

359. Minki kahden perikkiisen kokonaisluvun vilissi yhtilon x> = 12 positiivi-
nen ratkaisu on?

360. Vapaassa pudotuksessa olevan kappaleen etdisyydelle metreind pudotuskor-

keudesta antaa hyvin arvion funktio s(f) = 4,9¢%, missi # on putoamisaika sekun-
teina. Kuinka monen sekunnin péista pudotettu kappale on pudonnut 100 metrid?

361. Suorakulmaisen kolmion molempien kateettien pituus on x.

a) Muodosta kolmion pinta-alan lauseke.
b) Miké on kolmion pinta-ala, jos x = 10?

¢) Kolmion pinta-ala on 72. Miki on kateettien pituus?
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Lisaa tehtivia

362. Tasasivuisen kolmion pinta-ala sivun pituuden funktiona on A(s) = ?sz.

Jos tasasivuisen kolmion sivun pituus on 10, miké on sen pinta-ala?

6
363. Asta kehitti funktion #(p) = % ps5, joka ennustaa palapelin kokoamiseen kulu-
vaa aikaa minuutteina palojen midrdn p funktiona. Kuinka kauan mallin mukaan
kuluu aikaa

a) 100 palan palapelin kokoamiseen

b) 1000 palan palapelin kokoamiseen

c¢) kahden palan palapelin kokoamiseen?

364. Stefanin—Boltzmannin lain mukaan kappaleen siteilyteho tiettyd pinta-alaa
kohden on suoraan verrannollinen sen absoluuttisen ldampdétilan neljénteen potens-

siin. Lakia kuvaa funktio P(T) = AecT 4 missd A, € ja o ovat vakioita. Jos abso-
luuttinen lampdtila kaksinkertaistuu, kuinka moninkertaiseksi séteilyteho kasvaa?

365. Siteilyn intensiteetti siteilyldhteen etdisyyden r funktiona on I(r) = %, mis-
sid I, on vakio, joka kuvaa siteilyn intensiteettid etdisyydelld 0. Arvioi funktion
avulla kuinka monta prosenttia Auringon siteilyn intensiteetti Maan pinnalla véa-
henee, jos Maan ja Auringon vilinen etdisyys kasvaa 20 prosenttia?
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3.3 Eksponenttifunktio

: E Opetus.tv: Eksponenttifunktio (2.09, 5.42, 4.00, 5.14 ja 2.04)

E http://opetus.tv/maa/maal/eksponenttifunktio/

|§|§l§ [  Opetus.tv: Eksponenttiyhidlé (541, 4.59,5.53 ja 3.48)
i

.:!.'!;',\- i
E http://opetus.tv/maa/maal/eksponenttiyhtalo/

Potenssifunktiossa f(x) = x" muuttuja x on kantalukuna. Jos muuttuja x on sen

sijaan eksponenttina, saadaan joukko funktioita, joita kutsutaan eksponenttifunk-
tioiksi.
Eksponenttifunktio

Eksponenttifunktiot ovat muotoa f(x) = a*, a > 0, a # 1 olevia funktioita.

Funktio f(x) = 1¥ = 1 on vakiofunktio, joten sité ei yleensi ole jarkevdi tarkastella
eksponenttifunktiona. Eksponenttifunktioita on kahta tyyppia: kasvavia ja vahenevia.

Kasvavilla eksponenttifunktioilla a > 1, esimerkiksi

Kun a on pieni mutta positiivinen — 0 < a < 1, eksponenttifunktio on vihenevi:
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Huomaa, ettd eksponenttifunktion kuvaaja kulkee aina pisteen (0,1) kautta. TAma

johtuu potenssin laskusannostd, jonka mukaan a° = 1, kun a # 0

Negatiiviselle kantaluvulle ei ole mééritelty yleisti reaalilukupotenssia, joten ekspo-

nenttifunktiota ei ole mééritelty, kun a < 0.

Kun a = 0 tai a = 1, eksponenttifunktio pelkistyy vakiofunktioksi. Lisiksi 0°:a ei
ole midritelty, joten vaaditaan, ettd eksponenttifunktion kantaluvulle a pétee a > 0
jaa# 1.

Eksponenttiyhtilo muodostuu, kun kysytidin, milld x:n arvoilla

ESIMERKKI 3.176
Milld muuttujan x arvoilla eksponenttifunktio f(x) = 2* saa arvonf(x) = 64?

Ratkaisu. Kirjoitetaan tehtdva yhtdloksi: 2* = 64. Kokeilemalla luvun 2

potensseja huomataan, ettd x = 6 ratkaisee yhtdlon.

Varmistutaan vield siitd, ettd yhtilolld ei ole muita ratkaisuja.
Eksponenttifunktion kantalukuna on 2, joten eksponenttifunktio on kasvava.
Funktio f(x) = 2* €i siis voi saada uudelleen arvoa 64, kun x > 6. Samasta

syystd f(x) ei voi olla 64, kun x < 6.

Ainoa ratkaisu yhtéldlle on siis x = 6.

ESIMERKKI 3.177

I Milld muuttujan x arvoilla eksponenttifunktio f(x) = (% )X saa arvon
f(x)=1/5?
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Ratkaisu. Edellisen esimerkin tavoin kokeillaan x:n eri arvoja. Havaitaan, ettad
kun x = 2, funktio saa arvon f(x) = zlt’ jakunx =3, 0n f(x) = é. Ratkaisu on

siis valilld 2 < x < 3.

Ratkaisun etsimistd voidaan jatkaa kokeilemalla esimerkiksi arvoa x = 2,5.
Niin padstddn lahemmaiksi ratkaisua, mutta yhtilon ratkaisu on irrationaalinen,
joten sen desimaalikehitelméd on dérettomin pitkd ja jaksoton. Tarkkaa ratkaisua

ei siis saada tilla menetelmalla.

Yleisen eksponenttiyhtélon tarkkaan ratkaisemiseen niin sanotun logaritmin avulla
palataan kurssilla MAAS.

3.3.1 EKSPONENTIAALINEN MALLI

Kun eksponenttifunktiota kiytetdfin kuvaamaan jotakin reaalimaailman ilmicta, siitd

kédytetddn nimed eksponentiaalinen malli.

Eksponentiaalinen malli on eris yleisimmin kéytetyistd matemaattisista malleista.
Silld kuvataan sellaista kasvua tai vihenemistd, jossa kullakin ajanhetkelld funktion
hetkellinen muutos on suoraan verrannollinen funktion sen hetkiseen arvoon. Tamé

muotoillaan tdsmallisesti myohemmilld matematiikan kursseilla.

ESIMERKKI 3.178
Soluviljelmissa olevien Escherichia coli -bakteerien madrdé voidaan kuvata

eksponentiaalisella mallilla: ajanhetkelld # = 0 bakteerien lukumaééri on 1, ja
kullakin aika-askeleella bakteerien lukuméiéra tuplaantuu. Malli voidaan
kirjoittaa

f=21>0,

jossa f(t) on bakteerien lukumaéri ajanhetkelld z. (Tdssé ei oteta kantaa

kéaytettyyn ajan yksikkoon — miké tahansa kay.)

Huomaa, ettd funktion f(¢) arvot voivat olla myds rationaalisia tai
irrationaalisia, vaikka bakteerien méird on kokonaisluku. Yleensd titi ei pideta
ongelmallisena, vaan funktiota voidaan kisitelld, ikdan kuin bakteerien maara
olisi jatkuvasti kasvava suure. Mallit ovat harvoin tdydellisii, eikd virhe ei ole

kdytannossa merkittavd, koska mallin antamat luvut voidaan helposti pyoristda.
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ESIMERKKI 3.179
Radioaktiivisessa hajoamisessa atomiydinten lukuméaéridi kuvataan

eksponentiaalisella mallilla. Jos ydinten mééri ajanhetkelld r = O on f(¢) = k,

malli voidaan kirjoittaa

ro=k-(3) 120,

jossa f(¢) on atomiydinten lukumééré ajanhetkelld ¢. Atomiydinten lukumaard

siis puolittuu kullakin aika-askeleella.

ESIMERKKI 3.180
Vuonna 2114 Mars-planeetan ilmasto ja olosuhteet on onnistuttu muuttamaan

elamii ylldpitidviksi. Planeetan pintaa peittavit ruohomaat, ja planeetan
asuttaminen on kovassa vauhdissa. Eris riistan mausta nauttiva uudisasukas tuo
maatilalleen aitaukseen 24 kaniinia. Hén ei kuitenkaan ole ottanut huomioon
planeetalla vallitsevaa pienempdi painovoimaa, jossa kaniinit loikkivat helposti
aidan yli ja karkaavat. Koska Marssissa ei ole kaniinien luontaisia vihollisia ja
ravintoa on riittdmiin, kanien lisdéntymisti ei rajoita oikeastaan mikiin ja
kanipopulaatio alkaa kasvaa eksponentiaalisesti. Kaniineista puolet on naaraita.
Kukin naaraskaniini voi saada 11 poikasta vuodessa, joista noin puolet on

naaraita.
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Kuinka paljon kaniineja Marssissa on

a) 1 tai 2 vuoden kuluttua?
b) n vuoden kuluttua?
¢) Monenko vuoden kuluttua Marssin kaniinipopulaatio on ylittdnyt miljoonan

yksilon rajan?

Ratkaisu. a) Lasketaan kanipopulaation kokoa peridkkiisind vuosina.
Merkitdédn a = alkuperdinen kaniinien méérd = 24 ja
f(t) = kaniinipopulaation vuoden ¢ lopussa.

Ensimmadisen vuoden kuluttua % = % = 12 naaraskaniinia on kukin saanut 11
poikasta vuodessa. Poikasten lukumééréd vuoden kuluttua on siis 11 - 12 = 132
ja kaniinien kokonaismaard muodostuu aikuisten kaniinien ja poikasten
lukuméiirin summana. Siis vuoden kuluttua kaniinipopulaation koko on

24 + 132 = 156 yksil®.

Puolet tdstd on naaraita, jotka lisdintyvit jdlleen seuraavan vuoden aikana.
Kaniinipopulaatioon syntyvien poikasten mééri 2. vuonna saadaan kertomalla
edellisen vuoden kaniinien miiré kertoimella % Siis syntyy 156 - % = 858
poikasta. Kanipopulaation koko 2. vuonna on yhteensi 858 + 156 = 1014
poikasta.

b) Taulukoidaan kaniinipopulaation arvoja. Huomaamalla, ettd f(¢):n
lausekkeesta voidaan ottaa yhteiseksi tekijdksi a, saadaan lauseketta
yksinkertaistettua. Taulukkoa laatiessa huomataan, ettd pystytdaan paittelemiin

sdanto, jolla voidaan laskea kanipopulaation koko #:n vuoden kuluttua.

vuosi t f(®):n lauseke kaniinipopulaation koko
1[4 +a=a0+)=La| si)=24-L =156
2 2
2 (ga)g:%a f@=24-2 =1014
132 13 _ 13" _ g, (13"
n <7a>-7—2na f(n) =24 (2)

¢) Halutaan tietdd, milld #:n arvolla kaniinipopulaation kokoa kuvaava funktio
saa arvokseen vihintddn miljoonan, eli f(r) > 1 000 000. Timin epéayhtilon
tasmallinen, tarkka ratkaiseminen ei onnistu timén kurssin tiedoilla, mutta
tehtdvid voidaan ratkaista sijoittamalla erilaisia ¢:n arvoja f(#):n lausekkeeseen.
Kunt =5, f(r) = 24 - (g)s ~ 278 470.

6
Kunt =6, f(t) = 24 - (g) ~ 1810053.
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Nayttéd siltd, ettd miljoonan ruohonsydjan populaatiokoko on ylitetty kuusi

vuotta epaonnistuneen kaniinitarhausyrityksen jalkeen.

Vastaus. a) Vuoden kuluttua noin 160 yksilod, kahden vuoden kuluttua noin
1010 yksilod
b) 24 - (2" yksiloa

¢) Kuuden vuoden kuluttua
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Tehtavid

Opi perusteet
366. Olkoon f(x) = 4*. Laske

a) f(0)
b) f(3)
) f3)-
367. Olkoon g(x) = (i)X. Laske

a) f(0)
b) f(4)
) f(3).
368. Olkoon f(x) = 10*. Milld x:n arvoilla

a) f(x) =1000
b) /() = 155

100
¢) f(x)=-1?

369. Eksponenttifunktio e(x) = 2* kuvaa ihmisen esivanhempien madrad, kun x
on vilissi olevien sukupolvien méérd. Kuinka monta esivanhempaa ihmiselld on

a) kolmen sukupolven paissi

b) kymmenen sukupolven piissi

¢) kahdenkymmenen sukupolven padssa?

370. Leipuri haluaa tehdi tuulihattuja varten lehtitaikinaa, jossa on yli tuhat ker-
rosta. Alussa kerroksia on yksi ja yhdelli taikinan taitoksella ja kaulinnalla kerros-
ten midrad aina kolminkertaistuu. Kuinka monen taitoksen jilkeen lehtitaikinassa
on yli tuhat kerrosta?

371. Biologi vei autiosaarelle sata jénista tutkiakseen, miten hyvin funktio p(¥) =
100 - 1,05, missi ¢ on aika viikkoina, kuvaa populaation kasvua. Jos malli toimii
hyvin, miten paljon jiniksia tulisi saarella olla vuoden kuluttua kokeilun aloittami-
sesta?

372. Olkoon f(f) = 20 - 2' bakteerien lukumiiri soluviljelmissi ajanhetkelld .
Mill4 ajanhetkelld bakteerien lukumaééri on tasan 1607

373. Miten muokkaisit edellisen tehtédvin funktiota, jos bakteerien lukuméaériksi
halutaan alussa 5?
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Hallitse kokonaisuus

374. Eriille eksponenttifunktiolle, joka on muotoa f(x) = k-a*, missi a ja k ovat
vakioita, pitee f(0) = 12 ja f(2) = 192 Mairita vakiot a ja k.

375. Minké kahden perékkiisen kokonaisluvun vilissd yhtdlon 10° = 500 ratkaisu
on?

376. Erddnd vuonna omenapuuhun tuli 90 omenaa, seuraavana vuonna 108 ja sitd
seuraavana vuonna 43 omenaa. Voiko eksponenttifunktiolla kuvata timén omena-
puun omenoiden méérad ajan funktiona? Miksi/Miksei?

377. Funktio k(¢) = 10-5', missii 7 on aika tunteina kuvaa hauskan kissavideon kat-
selukertojen midraa ajan funktiona. Kuinka monen tunnin kuluttua katselukertoja
on kertynyt yli miljoona?

378. Villen levykokoelma kasvaa eksponentiaalisesti. Alussa levyji oli 200, vuo-
den péistd 300 ja kahden vuoden péistd 450. Muodosta funktio, joka kuvaa le-
vykokoelman kasvamista ajan funktiona ja laske arvio sille, miten monta levyi
kokoelmassa on 10 vuoden kuluttua kokoelman kerdédmisen aloittamisesta.

379. Jos atomiydinten, joiden médrd pienenee radioaktiivisen hajoamisen seurauk-
sena, midrd ajanhetkelld r = 0 on f(¢) = k, atomiydinten miirda hetkelld 7 kuvaa-
va malli voidaan kirjoittaa

ft)=k- (1)t,z >0,
2

jossa f(¢) on atomiydinten lukumaéri ajanhetkelld 7. Millad ajanhetkelld atomiydin-
ten maird on alle 1/200 alkuperdisestd?

380. Kaino-Vieno saa perinnoksi maatilan. Hian paittdd jattda tyonsd kirjanpita-
jini, muuttaa maalle ja alkaa viljeleméédn luomuperunaa. Ensimméisend keviina
Kaino-Vieno kylvidid maahan 10 siemenperunaa. Kesin aikana kukin siemenperuna
tyontdd esiin perunanverson ja muodostaa keskimiirin 6 uutta perunan mukulaa,
samalla kun alun perin istutettu siemenperuna métinee. Perunan noston jilkeen
Kaino-Vieno pdittda saastid 40 % perunoista seuraavan kevididn siemenperunoiksi.
Kuinka pitkéddn Kaino-Vienon tiytyy jatkaa luomuviljelyd, jotta perunasato ylittda
1 000 perunan rajan?

381. Funktion A(x) = (—2)* maalijoukko ei ole reaalilukujen joukko. Anna esi-
merkki muuttujan arvosta, jolla funktion arvo ei ole reaalinen.

Lisaa tehtivia

382. Villiintynyt 3D-printteri alkaa tulostamaan uusia 3D-printtereitd, jotka taas
toimivat vastaavasti. Funktio d(x) = 4*, missé x on aika piiving, kuvaa printterien
méidrdd ajan funktiona. Kuinka monen péivén kuluttua 3D-printtereitd on maapal-
lolla enemmaén kuin ihmisié, kun ihmisid on noin 7 miljardia?
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383. Todennikdisyys nopalla perdkkiin heitetyille kutosille noudattaa funktiota
gx) = (é)x, missd x on perdkkiisten kutosten lukumiird. Miki on todennékoisyys
heittdd nopalla kymmenen kutosta peridkkdin?

384. Sukujuhliin on ostettu viiden kilon kidretorttu. Vieraita on 30, joista ensim-
mdinen leikkaa itselleen kahdeskymmenesosan tortusta ja seuraava aina kahdes-
kymmenesosan silld hetkelld jéljelld olevasta tortusta. Muodosta funktio, joka ku-
vaa jiljelld olevan tortun madrad sitd leikanneiden vieraiden miérdn funktiona.
Kuinka paljon torttua on jéljelld, kun kaikki vieraat ovat leikanneet yhden palan?

385. Maéiritd yksi kohta, jossa funktiot g(x) = 5* ja h(x) = 4* saavat saman arvon.

386. Funktio k(x) = 29* kuvaa kaikkien mahdollisten kirjainyhdistelmien maa-
rdd, kun yhdistelmén pituus on x ja kdytossd ovat suomen kielen aakkoset. Jos
Suomen kymmenen merkin mittaiset henkilotunnukset korvataan kirjainyhdistel-
milld, kuinka lyhyet yhdistelmait riittéisivat, jotta kaikki 5,4 miljoonaa kansalaista
saavat muista poikkeavan yhdistelméin?
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LUKU 4
Kertausosio

Testaa tietosil

OSAATKO SELITTAA?

Luvut ja laskutoimitukset
387. Miti eroa on luvulla ja numerolla?

388. Miten vihennyslasku ja jakolasku miiritellaan?

389. Minkdlainen ristiriita seuraisi, jos nollalla jakaminen olisi mééritelty reaali-
luvuille?

390. Miti eroa on kertomisella ja laventamisella?

391. Miti tarkoitetaan alkuluvulla?
392. Mité tarkoitetaan luvun alkulukukehitelmaélld (tai alkutekijékehitelmallad)?
393. Miksei reaalilukuja kiytettdessd negatiivisesta luvusta voi ottaa nelidjuurta?

394. Mité tarkoitetaan, kun sanotaan luvun olevan epinegatiivinen?
395. Miksi mielivaltaisen, nollasta poikkeavan luvun nollas potenssi on arvoltaan
yksi?

396. Mité tarkoitetaan johdannaissuureella?

397. Miki nyanssiero on saman luvun esitysmuodoilla 9,1 ja 9,10?

398. Tutkit luvun desimaalikehitelmii ja huomaat siind dédrettomasti toistuvan jak-
son 2104. Minkilainen luku on kyseess&?

399. Miki yhteys murtopotensseilla ja juurilla on?
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Yhtilot

400. Miti tarkoitetaan yhtdlon ratkaisulla?

401. Jos lukua kasvatetaan p:l14 prosentilla ja sen jilkeen pienennetdin p:lla pro-
sentilla, miksi ei pdddyti takaisin alkuperdiseen lukuun? (Oletetaan, ettd p # 0.)

Funktiot
402. Miti eroa on funktion médrittelyjoukolla ja médrittelyehdolla?

403. Miti eroa on funktion maali- ja arvojoukolla?

KERTAUSOSIO 233



MONIVALINTA

Valitse kussakin monivalintatehtédvéssi yksi paras vastaus.

Luvut ja laskutoimitukset

404. Mikai laskuista antaa suurimman tuloksen?

a)21-20-18+19
b) 18- 19 -21+20
c)20-18-19+21
d)21-18-20+19
e)20-19-21+18
405. Luvun 180 alkulukukehitelmé on

a)2-3-5

b) 22.3%. 5

)4-3.5

d)4-9-5

e) 22.3%.5.

406. Kun lausekkeeseen x(x — 2) sovelletaan osittelulakia, saadaan sille jokin alla
olevista esityksistd. Mikd?

a) x* —2
b) 2x -2
¢) 2x —2x
d) x> = 2x

e) Osittelulakia ei voi soveltaa tidssd tapauksessa.

407. Karinilla on neljd koiraa. Jos jokaiselle pitdd ostaa kaulapanta (p) ja kuusi
pakkausta ruokaa (r), niin miki seuraavista lausekkeista vastaa ostosten kokonais-
madrdi?

a) 4pr

b) p+4r

c)4p+4r

d) 4p + 61

e) 4(p + 6r)

Dad+p+r
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408. Kun lausekkeeseen bc — 2ac + 3b — 6a sovelletaan osittelulakia, saadaan sille
siistimpi esitys, joka on jokin allaolevista. Mikd?

a) (b—3a)(c+3)

b) (b —2a)(c + 3)

c) 2(b—a)c+3)

d) (b—a)2c +3)

e) Osittelulakia ei voi soveltaa tidsséd tapauksessa.

409. Kuinka monta kolmasosaa mahtuu yhdeksédian?

a)3
b) 9
c) 18
d) 27
e) 30

410. Miki seuraavista luvuista on pienin?

a) 0,7
b) 0,77
¢) 0,707
d) 7,7
e) 7,07
f) 77,0

411. Sekaluku 7% ilmaistuna murtolukuna?

a) 34—1
DE
) Z
d) 2
e) %
412. Kahdelle reaaliluvulle s ja ¢ pétee ehto 4s = ¢. Timén perusteella voidaan

sanoa, etti

a) s on suurempi kuin ¢
b) s on pienempi kuin 7.

c¢) Ei ehdottomasti kumpikaan edellisistd — riippuu tilanteesta.
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413. Milld lausekkeista on suurin arvo?

a)2%.2%
b) 22%2
02 :2%
d)2% ;2
e) 2%
p 22"

{2\ 72 . . . I
414. Potenssi (5) sievennettynd on jokin seuraavista. Mika?

a) 36

b) 5

) g

d) -3

e) ?T

03

415. Kuinka monta nollaa on biljoonassa?
a)6

b) 9

c) 12

d) 15

e) ei mikdidn annetuista vaihtoehdoista
416. Mitd on 0,34 nm esitettynd metreind kymmenpotenssimuodossa (”oikeaoppi-
sesti”, scientific notation)?

a) 0,34-10 m

b)3,4-107"m

€)34-107°m

d)3,4-107m

€)34-107""m

236 KERTAUSOSIO



417. Kuinka monta merkitsevdd numeroa on luvussa 1,0240?

a) ei yhtddn

b) yksi

¢) kolme

d) nelja

e) viisi

418. Kuinka monta merkitsevdid numeroa on luvussa —0,0100?
a) ei yhtdédn

b) yksi

¢) kolme

d) nelja

e) viisi

419. Luku —78,2449 pydristettynd sadasosien tarkkuuteen?
a) —78,245

b) —78,25

c) 78,24

d) -78,2

420. Pyoristd luku neljakymmentiseitseméntuhatta yhdeksiansataakahdeksankym-
mentidkolme 1dhimpiin tuhanteen.

a) 47000

b) 50000

c¢) 10000

d) 48 000

e) 49000

) 48900

421, Kaksi litraa kuutiosenttimetreini on
a) 2cm’

b) 20 cm’®

¢) 200 cm?®

d) 2000 cm’.

e) Ei mikdan annetuista vaihtoehdoista.
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422. Jauhosidkin massa voisi olla

a)2g

b) 2000 mg

¢) 2 litraa

d) 2kg

e)2-10%g.

f) 2dm’.

423. Nopeus 60 km/h ilmaistuna yksikodissd m/s on suunnilleen

a) 10
b) 17
¢) 30
d) 36
e) 216.

424. Nelidjuuri luvusta 8 mahdollisimman pitkélle sievennettyni on

a) V8
b) 24/2
c)4

d) 16
e) 64.

Yhtilot

425, Yhtidlon x = x — 1 totuusarvo?

a) Aina tosi
b) Joskus tosi
¢) Ei koskaan tosi

426, Yhtidlon x = 4 totuusarvo?

a) Aina tosi
b) Joskus tosi
¢) Ei koskaan tosi

427. Yhtdlon x = x totuusarvo?

a) Aina tosi
b) Joskus tosi

¢) Ei koskaan tosi
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428. Milloin yhtdlon molemmat puolet voi kertoa samalla luvulla niin, ettd tosi
yhtélo sdilyy totena?

a) Aina muttei milld tahansa luvulla

b) Aina ja milld tahansa luvulla

¢) Vain joskus tietyissi tilanteissa

d) Ei koskaan

429. Milloin yhtdlon molemmat puolet voi kertoa samalla luvulla niin, ettd yhtdlo
sdilyy yhtapitdvinia?

a) Aina muttei nollalla

b) Aina ja milld tahansa luvulla

¢) Vain joskus tietyissi tilanteissa

d) Ei koskaan

430. Jos muuttujat x ja y ovat suoraan verrannolliset, ja muuttuja x kasvaa, mité
tapahtuu muuttujalle y?

a) Muuttuja y kasvaa myos mutta suhteessa vihemmin.

b) Muuttuja y kasvaa myos mutta suhteessa enemmaén.

¢) Muuttuja y kasvaa myos — ja samassa suhteessa.

d) Muuttuja y pienee — ja samassa suhteessa.

e) Muuttujan y arvo pysyy vakiona.

431. Jos muuttujat x ja y ovat suoraan verrannolliset, ja muuttujat y ja z ovat kidn-
tden verrannolliset, millainen on muuttujien x ja z vélinen suhde?
a) x ja z ovat suoraan verrannolliset.

b) x ja z ovat kddntden verrannolliset.

¢) x on verrannollinen z:n nelioon.

d) z on verrannollinen x:n nelioon.

e) Mikéin annetuista vaihtoehdoista ei ole oikein.
432. Yhtilon a* + a~2 = 0 (eris) juuri on

a) —1

b) 0

o)1

d V2

e) ei mikddn mainituista vaihtoehdoista.
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433. Kuinka monta eri reaaliratkaisua yhtilolld x'° = —2 on?

a) ei yhtdan

b) yksi

¢) kaksi

d) kymmenen

e) ei mikddn mainituista vaihtoehdoista

434, Yhtilonratkaisun vaiheessa

2x+x=4
3x=4

kiytettiin avuksi:

a) reaalilukujen vaihdantalakia
b) reaalilukujen liitdntédlakia
¢) reaalilukujen osittelulakia
d) kaikkia edelld mainittuja

e) ei mitddn edelld mainituista.

435, 0,46 %o esitettyni desimaalilukuna on

a) 0,046

b) 0,0046

¢) 0,00046

d) 0,000046

e) Ei mikédan annetuista vaihtoehdoista.

436. Jos lukua a pienennetiin 3 %, laskutoimitusta vastaava lauseke on

a) 0,03a
b) 0,97a
¢)a—0,03
d) a—0,97
C) O,R

f)L

1,03°
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437. Erédn tuotteen hinta on noussut, ja vertaamme uutta ja vanhaa hintaa toisiinsa.
Mikai seuraavista ei tarkoita samaa kysymyksenasettelun ”Kuinka monta prosenttia
hinta on noussut” kanssa?

a) ”Kuinka monta prosenttia uusi hinta on suurempi kuin vanha hinta?”
b) ”Kuinka monta prosenttia uusi hinta on vanhaa hintaa suurempi?”
¢) ”Kuinka monta prosenttia vanha hinta on uutta hintaa pienempi?”

d) "Miki on uuden ja vanhan hinnan suhteellinen erotus, kun verrataan vanhaan
hintaan?”

e) "Kuinka paljon vanhan ja uuden hinnan suhde poikkeaa yhdesta?”

438, Ratauudistusten jidlkeen junien matka-ajat ovat lyhentyneet. Merkataan van-
haa matkan kestoa #, ja uudistusten jalkeistd kestoa t,. Kysymykseen “Kuinka mon-
ta prosenttia matkan kesto on lyhentynyt?” (sopivalla vastauksen tulkinnalla) vas-
taa lauseke

t
b) =

5

t
c)—2

I
=t
aTh

I
t,—t
o LD

5]
I
1
th

t
g)t—2+1

439. Jos padoma K kasvaa korkoa n kertaa korkokannalla p, niin talletuksen suu-
ruus on lopulta

a) nK

b) npK
P

C) nmk

d) n(1 + LK

P _\n
e)(1+m)K

£+ LK
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Funktiot

440. Funktio f maédritellaan yhtdlolld f(x) = x—il Funktion méidrittelyjoukko on
talloin

a) R

b) R,

c) R_

d) R\ {0}

e) R\ {1}

f) R\ {-1}.

441. Funktio g madritellddn yhtélolla g(y) = \/§ Funktion mairittelyehto on tél-
16in

a)y<0

b)y<0

c)yeR

d)y=0

e)y>0.

442, Pallon tilavuus lasketaan pallon séteen funktiona kaavalla V' (r) = gmﬁ’. Funk-
tiolle V' sopivin arvojoukko on télldin

a) N

b) Q

R

d) R_

e)R,.

443. Arvosanojen 6, 7 ja 10 aritmeettinen keskiarvo on
a)7

b) 7,25

)7 §

d) 8,25.

e) Ei mikdan annetuista vaihtoehdoista.
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444. Tarkastellaan reaalifunktiota f, jonka arvot maédritellddn kaavalla f(x) =
x* — 2. Miki viitteistid on epitosi?

a) Funktio saa negatiivisia arvoja.

b) Funktio saa mielivaltaisen suuria arvoja.

¢) Funktion miirittelyjoukoksi sopii kaikkein reaalilukujen joukko.

d) Funktion méirittelujoukoksi sopii luonnollisten lukujen joukko.

e) Funktio ei saa irrationaaliarvoja.

445, Tarkastellaan reaalifunktiota g, jonka arvot médritelldén kaavalla g(x) = 7.
Mikaé viitteistd on epéitosi?

a) Funktion arvojoukko koostuu yhdesti luvusta.

b) Funktion pienin arvo on x.

¢) Funktion suurin arvo on 7.

d) Funktio ei saa irrationaaliarvoja.

e) Funktiolla ei ole nollakohtia.
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TOSI VAI EPATOSI?

Pitavitko viitteet paikkansa?

Luvut ja laskutoimitukset

446, a) Kahden eri alkuluvun osamaiiri ei voi olla kokonaisluku.

b) Triljoona kirjoitetaan kymmenpotenssimuodossa 10,

¢) Lukujen osamaiira on laskutoimituksena liitdnndinen.

d) Erotus on laskutoimituksena vaihdannainen.

447. a) Kaikki kokonaisluvut ovat rationaalilukuja.

b) Liampotila on skalaarisuure.

c) Jos tiheys kerrotaan tilavuudella, saadaan massa.

d) Suurin osa luonnollisista luvuista on suurempia kuin 10!,

448. a) On olemassa yksiselitteinen pienin positiivinen rationaaliluku.
b) Nolla on epidnegatiivinen luku.

¢) Mistédédn aidosta murtoluvusta (ei-kokonaisluku) ei voi kokonaislukupotenssiin
korottamalla saada kokonaislukua.

d) Jokaisen rationaaliluvun vilistd 16ytyy uusia rationaalilukuja.

449. a) Irrationaaliluvun voi joissain tilanteissa esittdd kahden kokonaisluvun suh-
teena.

b) Kahden positiivisen luvun suuri absoluuttinen ero johtaa aina myds suureen suh-
teelliseen eroon.

¢) Kahden positiivisen luvun suuri suhteellinen ero johtaa aina myos suureen ab-
soluuttiseen eroon.

Yhtilot

450. a) Jos keskinopeus nousee 5 %, matka-aika lyhenee 5 %.
b) Jos a on p prosenttia suurempi kuin b, niin b on p prosenttia pienempi kuin a.
¢) Yhtils 2(3x> — x — 1) = 3(2x> — x — 1) on ensimmiisen asteen yhtalo.

d) Verrannollisuuskertoimen lukuarvoa ei tarvitse tuntea, jos halutaan selvittda
vain suhteellisia (esimerkiksi prosentuaalisia) muutoksia.
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451. a) Yhtdlolld voi olla ddrettdmin monta juurta.
b) Yhtilolld y = y — 1 ei ole ratkaisuja.

¢) Jos muuttuja x on kiintden verrannollinen muuttujaan y, niin y on myos kiin-
tden verrannollinen x:dén.

d) Jos Pythagoraan lauseena tunnetusta yhtilosti a> + b* = ¢ ratkaistaan b, ky-
seessd on potenssiyhtalo.

452. a) Erikoistapauksessa on mahdollista, ettd jos lukua kasvatetaan ensin p pro-
senttia ja sitten pienennetddn p prosenttia, paadytddn takaisin alkuperdiseen lu-
kuun.

b) Jos punaisia palloja on 50 prosenttia enemmin kuin keltaisia palloja, niin kel-
taisia palloja on 50 prosenttia vihemmén kuin punaisia palloja.

¢) Jos junalippujen hinnat nousevat 10 prosenttia ja matkustajien miérad vihenee
10 prosenttia, junayhtion voitot pieneviit.

Funktiot

453. a) Jos funktio on relaationa symmetrinen, sen madrittely- ja arvojoukko ovat
samat.

b) Funktiot f ja g ovat tdsmélleen samat, jos ne maéritellddn kaavoilla f(z) = 1
jag(z) ==

c¢) Jos eksponenttifunktion kantalukuna on positiivinen reaaliluku, ja funktion
madrittelyjoukko on R, tdlldin funktion arvojoukko on myods R.
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Kertaustehtdvid

LUVUT JA LASKUTOIMITUKSET

454, Laske

a) —8-2-(=3)

Sb) (—(—4)/2)/4
OQR+3:6+1:2)-2
d)—(=2)-7-4-3-2+1

455. Laske ja jaa alkutekijoihin (32 +22 : 2) — 3(5 = 2) - <2 - 11f—2:44> +1

456. Laske lausekkeen i - 2—1n + ﬁ arvo, kun tiedetdin, ettd n = 10.

457. Laske.

2 .17
6 4 442
AT

3 2

a : a - b_ez
458, Esitid desimaalilukuna.
23
a) %
7
b) T
459. Esitd murtolukumuodossa.
a) 73,02
b) 17,1234
¢) 0,85333 ...
d) —7,1232323
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460. Muuta sekaluvut murtoluvuiksi.

3
a) 22
4
b) 5
2
C) _7ﬁ
d) 4

461, Sievenna.

) a#0
b) ab(a + 2a)
¢) (a’b*c)?

d) 22 (h—¢)

a
710 002

710 000

462. a) Muuta 1,25 h minuuteiksi.

b) Laske ja ilmoita vastaus senttimetreind: 1,23 m + 320 mm.

¢) Laske 300 2" : 30 &&m |

463, Pyoristd 3 merkitsevdn numeron tarkkuudella ja ilmoita kymmenpotenssi-

muodossa a - 10", missd 1 < a < 10.

a) 2,0007
b) 0,00003125
¢) 79981633851,2

464. Sievenni.

a) /108

b) v/—64
o) Yeb

) abc
Vavoye
465. Laske.

a) V9+ 16
b) V9 + V16

oV VO + 16)°
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466. Sievenna.

) V2+1/8

b) V27 - V12

c) M
/30

d) a — (ab)* + a*p?

&) (/a)’ - a.

467. Muuta murtopotenssimuotoon.
71

a) 0—5

b) V2

YHTALOT

468. Ratkaise yhtilo.

a) 11x =77
b) 8x + 174 = 50x
¢)3x—6=18
3x 2x _
dF+3=13
e) fP+1=-7
x> +2Gx+ 1) =x>+32x+1)
)5x+20_3

1 0
N —4x 2x+x

h)54—x—1:§x

469. 1,17 metrid pitkd lauta katkaistaan niin, ettd toinen pala on 32 senttimetrid
pitempi kuin toinen. Minki pituinen on lyhyempi pala?

470, Ympyrin pinta-ala A méiritelldin A = zr%, missd r on ympyrin side. Tiede-
tddn, ettd ympyrin pinta-ala on z°. Ratkaise ympyrin side.

471. Kuinka monta prosenttia

a) suurempi 30 euroa on verrattuna 10 euroon
b) lyhyempi 6 metrid on verrattuna 30 metriin
¢) 1800c¢ on 2400c:std?

472. Béndi nostaa musiikkiraitansa hintaa 20 %. Pian heitd alkaa kuitenkin kadut-
taa. Monellako prosentilla muutettua hintaa olisi laskettava, jotta hinta olisi ennal-
laan?
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473. Arvonlisdverokanta eriélle tuotteelle on 13 %, ja ALV lasketaan verottomasta
hinnasta. Tuotteen verollinen myyntihinta koostuu verottomasta hinnasta ja arvonli-
sdverosta. Jos tuote maksaa verollisena 50,00 euroa, kuinka monta euroa tuotteesta
maksettiin veroa? Anna vastaus sentin tarkkuudella.

474. Mirjami heittda pallon 10 metrin korkeuteen. Pallo pomppaa aina 80 % edelli-
sen pompun korkeudesta. Kuinka korkealle pallo nousee toisen pompuun jilkeen?
Monennenko pompun jilkeen pallo ei endd nouse yli 5 metrin?

475. Olkoon f(f) = 35 - 2" bakteerien lukumiird soluviljelmissi ajanhetkelli ¢
(tuntia). Monenko kokonaisen tunnin kuluttua bakteereita on yli 1 000?

476. Polysuodatin pidittda 65 % polyhiukkasista.

a) Kuinka monta hiukkasta miljoonasta pdédsee viiden perdkkiisen suodattimen la-
pi?
b) Kuinka monta hiukkasta jdd neljdnteen suodattimeen?

477. Kuution tilavuus sdrmin pituuden funktiona on f(x) = x>. Jos kuution tila-
vuus on 64, mikd on sdrmén pituus?

478. Méiritid yhtdlon x*? = 42 kaikki reaaliset ratkaisut. Anna vastaus sadasosien
tarkkuudella.

479. Pihtiputaan 84-henkinen sinfoniaorkesteri harjoittelee salissa. Puolet orkes-
terimuusikoista on jousisoittajia, lydmaésoittajia orkesterissa on yhdeksén. Loput
orkesterista on puhallinsoittajia. Kaksi kolmasosaa puhallinsoittajista soittaa vas-
kipuhallinta. Montako puupuhallinsoittajaa orkesterissa on? Kaikki puhallinsoitti-
met ovat joko puu- tai vaskipuhaltimia.

480. Riippuvainen matemaatikko joutuu vieroitukseen. Talld hetkelld hén ratkoo
1000 tehtédvaa paivissi, mika on sairaalloista. Vieroituksen aikana hén ratkoo aina
;1 edellisend péivini ratkotusta tehtdvimiiristd. Tavoitteena on, ettd hén ratkoisi
vieroituksen jilkeen vain 10 tehtdvid péivissid. Kuinka monta kokonaista pdivad
vieroitus kestd4?

481. Ratkaise yhtilo.

x+2 X—
V=T
3x+1
b) 4x+2 3

482, Siiri haastaa Oskarin Pokémon-otteluun. Oskarin Charmanderin hinnén lie-
kin lampotila on kéddntiden verrannollinen Siirin Hoppipin maksimipomppukorkeu-
teen. Kun liekin lampdétila on 45 Fahrenheit-astetta, Hoppip hyppéad 37 m korkeu-
teen. Kuinka korkealle Hoppip voi hypitd, kun Charmanderin liekin lampdtila kas-
vaa 431 Fahrenheit-astetta?
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FUNKTIOT

483. Olkoon f(x) = 4+ Laske, mikili mahdollista:

a) f(2)
b) £(3)
¢) /(0)
d) f(=1)

484. Mika on funktion f madérittelyjoukko, kun funktion arvot miiritelldin kaa-
1
— Lo
valla f(x) 7

- . _ 2 v
485. Miki on funktion f(x) = \/; + T maédrittelyehto?

486. Olkoon f(x) = 2x+9ja g(x) = 12x—1. Milld x:n arvolla pitee f(x) = g(x)?

X243
487. Olkoon f(x) = . Laske

a) f(2)

b) f(a)

o) f(a)

d) 21 ()

e) f(Vx+ 12

488. Olkoon f(x) = —4x~ ja g(x) = 3(—x)*. Mriti,

a) f(2)
b) f(0)
c)g(=4)

7(:)-5(3)

e) f(g(2)
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489. Arvioi kuvaajasta funktion g nollakohdat. Mikd on funktion g pie-

nin arvo? Milli muuttujan x arvolla g(x) = —2?7 Maédritd g(—%).
A
13 g
12
+1
4 - 1 2

+-4

490. Hyvé haltijatar taikoo karkkeja jattikulhoon syntymépiivilahjaksi Tuhkimol-
le. Karkkien mééra kasvaa 3,1-kertaiseksi joka tunti. Kun kello 12.15, karkkeja
on 3 000. Muodosta funktio, joka ilmaisee karkkien lukuméérén ¢ tunnin kuluttua.
Kulhoon mahtuu 1000 000 karkkia. Laske karkkien maara

a) 3,5 tunnin kuluttua.
b) 5 tuntia sitten.
¢) Tuhkimon syntymapaivét alkavat kello 18.00. Saako hyvi haltijatar lahjan ajois-

sa valmiiksi (eli kulhon tdyteen)?

Ilmoita vastaukset 10 karkin tarkkuudella.
491. Hiiri syo Erikin juustosta 10 % joka pdivd. Nyt juustoa on 509 g. Paljonko

juustoa

a) on 3 piivan kuluttua?

b) oli 5 péivia sitten?

492, Funktio e() = 15000-0,80", missi ¢ on aika tunteina kuvaa autiomaalle eksy-
neen janoisen ihmisen etdisyyttd ldhimmisti keitaasta metreini. Kuinka kaukana
keidas on

a) kolmen tunnin vaelluksen jilkeen?

b) vuorokauden vaelluksen jdlkeen?
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493. (YO 1877 4) Vuosikymmenen 1860-70 kuluessa lisdédntyi Helsingin vikiluku
puolella vuoden 1860 vikiluvulla. Jos vikiluvun lisdys tapahtuisi seuraavinakin

vuosikymmeninéd samassa suhteessa, paljonko viked Helsingissd olisi 1890, kun
sielld 1860 oli 21 700 asukasta?

494. Missd kohdassa funktiot g(x) = 5% ja h(x) = (3—‘)* saavat saman arvon?

495, Kaikki funktiot ovat relaatioita, mutta kaikki relaatiot eivét ole funktioita.

a) Anna esimerkki relaatiosta, joka ei ole funktio, ja selitd, miksei se ole funktio.
(Muista, ettd relaation ei tarvitse kisitella lukuarvoja.)

b) Valitse funktiolle f,f(x) = |x — 1| sopiva maédrittelyjoukko niin, ettd f on
relaationa symmetrinen.
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Harjoituskokeita

Seuraavissa harjoituskokeissa on kussakin yhdeksén tehtdvad, jotka on suunniteltu

niin, ettd jokaisesta (alakohtineen) saa korkeintaan kuusi pistetta.

HARJOITUSKOE 1

496. a) Perustele, onko 341 alkuluku. (2 p.)

b) Mainitse jokin aina epétosi yhtilo. (0,5 p.)

¢) Mainitse jokin reaaliluku, joka ei ole rationaaliluku. (0,5 p.)

d) Esitéd jokin laskutoimitus, jota ei ole médritelty reaaliluvuilla, ja perustele, miksi
on niin. (2p.)

e) Kuinka monta eri reaalijuurta on yhtilolld x* = 9? (1p.)

497. Sievennd lausekkeet.

a) V3433

2x—4
b
) 2—-x
a
C) 87a+§ _ 221a+a

498. a) Ratkaise vilivaiheet esittien yhtilo x> — By l—;. 3p.)

277 6 1
b) Esitéd luku 0,3888 ... murtolukuna. (3 p.)

499. a) Erias bakteerikanta kasvaa pdivissa 75 prosentilla. Montako prosenttia bak-
teerikannan alkuperdinen koko on bakteerikannan miéréstd kolmen pdivin kulut-
tua? 3p.)

b) Mursupuvun hinnasta puolet tulee valmistuskuluista. Valmistuskuluista 75 %
on materiaalikuluja. Montako prosenttia materiaalikulujen pitda laskea, jotta mur-
supuvun hinta tippuu 10 %? (3 p.)

500. a) Lounaspalvelu myy lounasta hintaan 8,00 euroa. Asiakas voi my0s ostaa
kerralla tarjouspaketin hintaan 170 euroa, johon siséltyy lounas kuukaudeksi (30
pdivid). Kuinka monena péiviana kuukaudessa vihintiddn on kiytidvi lounaalla, jot-
ta tarjouspaketti tulisi halvemmaksi?

b) Kaupassa myydién kolajuomatdlkkejd (a 33 cl) kuuden pakkauksissa litrahin-
nalla 2,96 €/1. Kanta-asiakkaat voivat ostaa pakkauksen hintaan 4,90 €. Kuinka mo-
nen prosentin alennuksen kanta-asiakkaat saavat? Anna vastaus prosentin tarkkuu-
della.
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501. Pullaohjeen mukaan 4 dl maitoa ja 2 dl sokeria riittdd 20 pullaan. Jon leipoo
niin monta pullaa kuin litralla maitoa on mahdollista. Riittddko leipomiseen tidlloin
taysi kilogramman paketti sokeria? Jos riittd4, niin kuinka monta grammaa sokeri-
pakkauksesta jaa tilloin jiljelle? Tavallisen poytdsokerin eli sakkaroosin tiheys on
1,59¢ cm™3,

502. a) Laske f(2), kun f(x) = 5x> — 12x72 = 2.

b) Tutki kuvaajasta, mitké ovat funktion f nollakohdat.

¢) Milld muuttujan arvoilla funktio saa arvon 3?

d) Arvioi funktion pienin arvo.

A
T4 f(x)=2x>=3x-2
T2
-2 -1 1 3
} } } } |
2
T-4

503. Jaana-Petterilld on suorakulmainen pala kartonkia, jonka pinta-ala on 36 cm?,
lyhyen sivu pituus on 4 cm ja pitemmaén sivun pituus on x cm. Hén haluaa taivut-
taa kartongista putken niin, ettd lyhyet sivut ovat yhdessd. Laske putken tilavuus,
kun putkelle soveltuva tilavuuden kaava on V' = zr’h, jossa V on tilavuus, 2 on
kartonkipalan lyhyen sivun pituus, ja x = 2zr.

504. Internetoperaattori myy sinulle liittymén, jolle luvataan teoreettinen maksi-
milatausnopeus 50 Mb/s. Jos oletetaan latausnopeuden olevan kéytinndssi keski-
mairin puolet luvatusta, kuinka monta minuuttia kestii ladata peli, jonka tosiasial-
linen koko on 2,0 gibitavua?
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HARJOITUSKOE 2

505. a) Mainitse jokin ehdollisesti tosi yhtilo ja milloin se on tosi. (1 p.)
b) Mainitse jokin kokonaisluku, joka ei ole luonnollinen luku. (0,5 p.)

¢) Mainitse jokin reaaliluku, joka ei ole irrationaaliluku. (0,5 p.)

d) Perustele, onko 61 alkuluku. (2 p.)

e) Nayta esimerkilld, ettd vahennyslasku ei ole vaihdannainen. (2 p.)

506. Sievennd.

a)3(a®+1)-2a*-1)
b) X241 —x

) % (i -1
V02
d) ﬁ(Za)

507. Ellulla meni filosofian toinen kurssi ensimmadistd huonommin, ja nyt filoso-

fian keskiarvo (ei-pyoristettyni) kahden suoritetun kurssin jilkeen on 7,5.

a) Minka paittoarvosanan Ellu saa filosofiasta (keskiarvo pyoristettynd), kun hin
saa viimeisesti eli kolmannesta kurssista ansaitsemansa kympin? (Oletetaan, ettei
Ellu korota piittdarvosanaa mahdollisessa erilliskokeessa.)

b) Taulukoi kaikki mahdolliset kurssiarvosanat, jotka Ellu on voinut saada kahdes-
ta ensimmadisesté kurssista.

¢) Ellu opiskelee myds kolme kurssia terveystietoa. Hdan on on saanut ensimmai-
sestd kurssista arvosanaksi 7 ja toisesta 8, ja hinen pyoristetty kurssikeskiarvonsa
on 8. Minké arvosanan Ellu sai kolmannesta kurssista?

508. a) Muuta desimaaliluku —5,% sekamurtoluvuksi.

b) Ratkaise z yht&losti —\/Zz - \/Z = —az. Missi a:n arvoilla yhtdl6lld on ole-
massa reaaliratkaisu?

509. Tuoreessa ananaksessa veden osuus on 80 % ananaksen massasta ja A-, B-
ja C-vitamiinien yhteenlaskettu osuus 0,05 % massasta. Ananas kuivatetaan niin,
ettd veden osuus laskee 8 prosenttiin ananaksen massasta. Kuinka suuri on A-, B- ja
C-vitamiinien osuus kuivatun ananaksen massasta? (Luvut eivit ole faktuaalisia.)

510. Isabellan ajaessa nopeudella 60 km/h juuri ennen jarrutusta, jarrutusmatka
oli 100 metrid. Kuinka monta metrid pitkd pysdhtymismatka on samoissa ajo-
olosuhteissa nopeudella 100 km/h, kun otetaan lisiksi huomioon Isabellan yhden
sekunnin reaktioaika? Auton jarrutusmatka on suoraan verrannollinen nopeuden
nelioon, ja pysdhtymisaika on reaktioajan ja jarrutusajan summa.
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511. Eréén valtion asukasméird vaoden 2000 alussa oli 1,52 miljoonaa ja vuoden
2014 alussa 2,23 miljoonaa.

a) Kuinka monella asukkaalla valtion asukasmidrid on kasvanut mainitulla valilla
keskimiérin vuodessa? (1p.)

b) Kuinka monta prosenttia asukasmiira on kasvanut keskiméérin vuodessa? An-
na vastaus prosentin sadaosien tarkkuudella. (3 p.)

¢) Muodosta lauseke, jolla voidaan arvioida kyseisen valtion asukasméérdd vuonna
n, kun véestonkasvun oletetaan olevan eksponentiaalista. (Mallin ei tarvitse kattaa
aikaa ennen ajanlaskun alkua.) (2 p.)

512. Aape Ronkalla on kuution muotoisia kananmunia, joiden tiheys on
4,0 gecm™. Jos 20 munan yhteismassa on 1,0 kilogrammaa, kuinka monta sentti-
metrid pitkd on kunkin munan sdrmi? Kaikki munat ovat saman kokoisia. Kuution

tilavuus lasketaan kaavalla V' = a*, missi a on kuution sirmin pituus.

513. Madritelldan funktio f lausekkeella f(¢) = 2t — 3. Ratkaise

Q) =D+ fO+ fa+1)=3
b) f(f(1%) = 0.
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HARJOITUSKOE 3

514. a) Bsitd yhdistetyn luvun 124 alkulukukehitelma. (1 p.)
b) Osoita esimerkilld, ettd jakolasku ei ole liitdnnéinen. (2 p.)

c¢) Viidesosa molleistd on pillejd, ja kuudesosa pilleistd on tirboja. Jos pélleisté
puolet on jukebokseja, joita on kolme, niin kuinka monta mollid on enemmaén kuin
tirboja? (3 p.)

515. Avaa mahdolliset sulut ja sievenna.

a) =(=x+y) = (=)
b) (x + 1)

1 1 1 13
c)as-a*-as-aw
516. a) Kymmenen maalaria maalaa keskiméérin kaksikymmenti aitaa kolmessa
tunnissa. Kuinka monta aitaa kolmekymmenti maalaria ehtii maalata tunnissa?

b) Pertsa ajaa kotoansa mummolaan tunnissa, jos ajovauhti on lupsakka 60 km/h.
Nyt Pertsalla on kuitenkin kiire, ja hin yrittd4 keretd mummolaan kahdessa kol-
masosatunnissa. Kuinka nopeasti Pertsan pitd4 ajaa?

517. Ostat vuoden voimassa olevan parturikortin, jolla voi kidydid parturissa niin
usein kuin haluaa. Kortti maksaa 230 € ja kertakdynti 25 €.

a) Kuinka monta kertaa sinun pitdisi kdyda parturissa vuoden aikana, jotta ostos
olisi kannattava?

b) Esité sievennetty lauseke, jonka arvona on vuosikortin prosentuaalisen alennus
(verrattuna yksittdiskdynteihin), kun vuodessa kidyddin parturissa » kertaa.

9001 _ a9 001

518. a) Ratkaise a ja x yhtdlostd x — a + x.

b) Ratkaise ¢ yhtdlostd j = 2;_;11

519. a) Mansikasta noin 99 % on vettd. Ostat 3,00 kiloa mansikoita ja laitat ne
kuivumaan, kunnes kaksi kolmasosaa mansikoiden vedestd on haihtunut. Kuinka
monta kilogrammaa mansikoita sinulla on kuivatuksen jilkeen?

b) Laitat suuren lottovoiton tilille, jolla talletus kasvaa 1,5 % vuodessa. Nostat ra-
hat 20 vuoden pédstd. Kuinka monta prosenttia arvokkaampi talletus tdlldin on,
kun inflaatio on pienentinyt joka vuosi rahan arvoa yhdelld prosentilla?

520. Kuutiosenttimetrissd ilmaa on keskimdirin 100 bakteeria. Bakteerisolujen
oletetaan olevan pallon muotoisia (sdde yksi mikrometri) ja vastaavan tiheydel-
tddn vettd. Puhtaan ilman tiheys (ilman bakteereita) on 1,275 kg m™. Kuinka mon-
ta miljardisosaa (yksikossd ppb, parts per billion) ilman massasta on bakteereja?
Pallon tilavuus lasketaan kaavalla V' = %7[7‘3, missd r on pallon sdde eli puolet
halkaisijasta/ldpimitasta.
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521. Todista jaollisuuden médritelmén avulla oikeaksi tai vddriksi viite: jos a | b
jaa| c,niin a | b+ ¢, kuna, b ja ¢ ovat kokonaislukuja.

522. Funktion T arvot médritelladn yhtalolld T(x) = 4x33_2. Mairita funktiolle

mahdollisimman laaja reaalinen maérittelyjoukko ja sitid vastaava arvojoukko.
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HARJOITUSKOE 4

523. a) Mainitse jokin aina tosi yhtilo. (0,5 p.)
b) Madriti luvun —7 kéénteisluvun vastaluku. (0,5 p.)

c) Miksei reaalilukuja kéytettidessd voida ottaa parillista juurta negatiivisesta lu-
vusta? (2p.)

d) Jiarjestd joukot R, N, Q ja Z jirjestykseen pienimmaéstéd suurimpaan ts. siten, etti
edellinen sisiltyy seuraavaan. (1 p.)

e) Esitd luku 1 705,02 kymmenen potenssien summana. Kirjoita kaikki kertoimet
ja eksponentit selvisti nakyviin. (1 p.)

f) Esitd luvun 81 alkutekijakehitelma. (1 p.)
524. a) Esitd 0,285714 murtolukuna. (3 p.)

b) Ratkaise ¢ yhtélosta %’ = t + 1. Esitd my0s mahdolliset muuttujien rajoitukset.
Gp)
525. Sievennd.

2x—1
a) _lx_x
2

5.7.10! 00243.10! 001
p) 22 0
60

c) x?-4% . x71.0,25%

526. Itimeren keskisyvyys on 55 metrii ja pinta-ala 415000 km?. Jos veden kes-
kisuolaisuus olisi 1 % (painoprosentteina eli massaa suolaa per massa suolavettd),
kuinka monta tonnia suolaa itimeressa olisi yhteensid? Veden tiheydeksi oletetaan
1kgdm™.

527. a) Sukkien hintaa alennettiin 50 %. Kuinka monta prosenttia hintaa tiytyy
nostaa, jotta saavutetaan alkuperdinen hinta?

b) Erédédn valtion véestd on kasvanut 10 vuodessa 10 %. Kuinka monta prosenttia
véestd on kasvanut keskimiirin vuodessa? Anna vastaus prosentin sadasosien tark-
kuudella.

528. Kuntosaliyritys myy palveluitaan kahdella maksusuunnitelmalla: asiakas os-
taa joko yksittdisid kdynteji tai kuukausikortin. Yksittdinen kdynti maksaa 7 euroa.
Kuinka paljon kuukausikortin hinnaksi tulee, kun yritys suunnittelee sen olevan 15
pdiviand kuukaudessa (30 pdivdd) kuntoilevalle asiakkaalle 20 prosenttia halvempi
kuin vastaavien kédyntien ostaminen erikseen? Kuinka monta kertaa kuukaudessa
salilla tulee tdlloin kdydi, jotta kuukausikortti olisi edullisempaa kuin yksittéiset
maksut? (Oletetaan asiakkaan kéyvin kuntosalilla korkeintaan yhden kerran vuo-
rokaudessa.)
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529. Timanttien arvo on karkeasti suoraan verrannollinen niiden massan nelioon.
Kuuluisa timantti The Great Mogul painaa noin 800 karaattia. The Sancy -timantti
painaa noin 50 karaattia. Kuinka monta kertaa

a) suurempi The Great Mogul on verrattuna The Sancyyn?
b) arvokkaampi The Great Mogul on verrattuna The Sancyyn?

530. Laboratoriossa viljeltdvin bakteeriviljelméan massa kolminkertaistuu paivis-
sd. Kun bakteereja on kasvatettu 5 pdivin ajan, niitd on 243 grammaa.

a) Kuinka paljon bakteereja oli kasvatuksen alussa?

b) Kuinka monen péivin kuluttua kasvatuksen alusta bakteerimassaa on yli kaksi
kilogrammaa?

531. Tuotteen hintaa laskettiin ensin p %, minka jilkeen tuotteen hintaa korotettiin
samat p %. Kokonaisuudessaan tuotteen hinta laski 15 %. Maéritd p:n lukuarvo
kahden desimaalin tarkkuudella.
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Ylioppilaskoetenhtavid

Ylioppilaskokeissa on aina tehtévid tai tehtévien alakohtia, joiden ratkaiseminen on

mahdollista ensimmaisen kurssin tiedoin.

LYHYT OPPIMAARA

532. (K2014/1b,c)

a) Laske lausekkeen % arvo,kuna=1jab = %
b) Ratkaise yhtilo g = XT_I.

533. (K2014/2b) Ratkaise yhtild 4x> = 48. Anna tarkka arvo ja kolmidesimaali-
nen likiarvo.

534. (K2014/5) Boolimaljassa on 4,0 litraa sekoitusta, jonka tilavuudesta 70 % on
kuohuviinid ja 30 % mansikkamehua. Kuinka paljon siihen taytyy lisdtd kuohuvii-
nid, jotta mehun osuus on 20 %?

PITKA OPPIMAARA

535. (K2013/1a) Ratkaise yhtilo (x — 4)> = (x — 4)(x + 4).

536. (K2013/3b) Sievenni lauseke (xé + y% )(x§ - x%y% + y-%).

537. (S2012/1a) Ratkaise yhtilo 2(1 — 3x + 3x%) = 3(1 4 2x + 2x?).
538. (S2012/1c) Ratkaise yhtilo 1 — x = .

539. (K2012/1b) Ratkaise yhtld * — =-l=o

2
540. (K2012/2a) Laske lausekkeen % — (g) arvo.

541. (S2011/1b) Ratkaise yhtils 2=+ = <1 4 3%,

542. (S2011/2a) Sievenni vilivaiheet esittden lauseke S
Vs

543. (K2011/1a) Ratkaise yhtils 2 = —.
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544, (K2011/2a) Osakkeen arvo oli 35,50 euroa. Se nousi ensin 12 %, mutta las-
ki seuraavana péivana 10 %. Kuinka monta prosenttia arvo nousi yhteensé nédiden
muutosten jilkeen?

545. (S2010/1a) Sievenni lauseke (a + b)> — (a — b)>.

546. (K2010/1b) Sievenni lauseke (\/E +1)P2—a-1.

547. (S2009/1c) Osoita, ettd /27 — 10y/2 = 5 — /2.

548. (S2009/2b) Ratkaise yhtdlo v/x + 2 = 3.

2
549. (K2009/1a) Sievenni & — (‘?) .

550. (S2008/1b) Sievenni lauseke i - é 4+ 2=

x2

551, (S2009/2b) Ratkaise yhtilo ¥ — 32 = 2.

552. (K2008/4) Vuonna 2007 alennettiin parturimaksujen arvonlisdveroa 22 pro-
sentista 8 prosenttiin. Jos alennus olisi siirtynyt tdysimairdisend parturimaksuihin,
kuinka monta prosenttia ne olisivat alentuneet? Arvonlisidvero ilmoitetaan prosent-
teina verottomasta hinnasta ja se on osa tuotteen tai palvelun hintaa.

553. (S2007/4) Tuotteen hintaa korotettiin p prosenttia, jolloin menekki véheni.

Tamaén johdosta hinta péétettiin alentaa takaisin alkuperdiseksi. Kuinka monta pro-
senttia korotetusta hinnasta alennus oli?

554, (K2007/1c) Sievenni lauseke \/av/a (a > 0).

555. (K2007/3a) Merivettd, jossa on 4,0 painoprosenttia suolaa, haihdutetaan al-
taassa, kunnes sen massa on vihentynyt 28 %. Miké on suolapitoisuus haihdutta-
misen jalkeen? Anna vastaus prosentin kymmenesosan tarkkuudella.

556. (K2007/3b) Miké on vuotuinen korkoprosentti, jos tilille talletettu rahaméard
kasvaa korkoa korolle 1,5-kertaiseksi 10 vuodessa? Lihdeveroa ei oteta huomioon.
Anna vastaus prosentin sadasosan tarkkuudella.

557. (K2006/1a) Ratkaise x yhtdlostd 4x +2 =3 — 2(x + 4).

558. (K2006/1c) Sievenni lauseke :11 (a - 1)

559. (K2006/4) Kesimokin rakentaminen tuli 25 % arvioitua kalliimmaksi. Raken-
nustarvikkeet olivat 19 % ja muut kustannukset 28 % arvioitua kalliimpia. Mika oli
rakennustarvikkeiden arvioitu osuus ja mika lopullinen osuus kokonaiskustannuk-
sista?

560. (S2005/1a) Ratkaise reaalilukualueella yhtalo 2(x — 1) + 3(x + 1) = —x

561. (S2005/1c) Ratkaise reaalilukualueella yhtils x'® = 256.

562. (K2005/1a) Sievenni lauseke ﬁ + ﬁ
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563. (K2005/3) Asuinrakennuksesta saadut vuokrat ovat 12 % pienemmaét kuin yl-
lapitokustannukset. Kuinka monta prosenttia vuokria oli korotettava, jotta ne tuli-
sivat 10 % suuremmiksi kuin yllapitokustannukset, jotka samanaikaisesti kohoavat
4 %?

564. (K2004/3) Perheen vuokramenot olivat 25 % tuloista. Vuokramenot nousivat
15 %. Montako prosenttia vihemmain rahaa riitti muuhun kéytt66n korotuksen jil-
keen?

565. (K2003/1) Sievenni lausekkeet

/237 [12

X4 Y xX_ 2
b) <y+x 2>/(y X)'
566. (S2002/2) Vuoden 1960 jidlkeen on nopeimman junayhteyden matka-aika Hel-
singin ja Lappeenrannan vililld lyhentynyt 37 prosenttia. Laske, kuinka monta pro-
senttia keskinopeus on télldin noussut. Oletetaan, ettd radan pituus ei ole muuttu-
nut.

b2

a+

567. (52002/4a) Olkoon a # 0 ja b # 0. Sievenni lauseke

P
X

b
568. (K2002/3) Vuonna 2001 erién liikeyrityksen ulkomaille suuntautuvan myyn-
nin arvo kasvoi 10 % vuoteen 2000 verrattuna. Samaan aikaan myynnin arvo koti-
maassa viheni 5 %. Tilloin koko myynnin arvo kasvoi 6 %. Laske, kuinka monta
prosenttia myynnistd meni vuonna 2000 ulkomaille.
569. (S2001/3) Juna ldhtee Tampereelta klo 8.06 ja saapuu Helsinkiin klo 9.58.
Vastakkaiseen suuntaan kulkeva juna lihtee Helsingisti klo 8.58 ja saapuu Tam-
pereelle klo 11.02. Matkan pituus on 187 kilometrid. Oletetaan, ettd junat kulke-
vat tasaisella nopeudella, eiké pysidhdyksiin kuluvia aikoja oteta huomioon. Laske
kummankin junan keskinopeus. Milld etdisyydelld Helsingistd junat kohtaavat, ja
paljonko kello till6in on?
570. (K2001/4) Sailio sisdltdd 2,3 kg ilmaa, ja pumppu poistaa jokaisella vedolla
5 % siiliossd olevasta ilmasta. Kuinka monen vedon jilkeen séiliossd on vihem-
min kuin 0,2 kg ilmaa?

571. (S2000/1) Sievenni seuraavat lausekkeet:

a) (xn—l)n—l . (xn)Z—n

b) va (Va2 - Vad)

572. (S2000/3) Matkaa kuljetaan tasaisella nopeudella. Kun matkasta on jiljelld
40 %, nopeutta lisdtddn 20 %. Kuinka monta prosenttia koko matkaan kuluva aika
talldin lyhenee?

S
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PAdAsy- ja valintakoetehtdvid

ARKKITEHTIVALINTA

(2012/1) Taloyhtiossd on 210 asukasta. Taloyhtio perii vesimaksua 15 €/henki-
16/kk. Kaupunki perii taloyhtioltd vesimaksua kokonaiskulutuksen mukaan
3,17 €/m>. Taloyhtion toteutunut kokonaisvedenkulutus on asukasta kohden
155 litraa vuorokaudessa, mihin sisiltyy hukkaan valuvia vuotoja yhtioti
kohden 1500 m® vuodessa. Oletamme, etti vuodessa on 365 vuorokautta.

a) Kuinka monta litraa vetti taloyhtiossd valuu hukkaan minuutissa?
b) Vuodot tukitaan. Montako prosenttia vesimaksua voitaisiin laskea tai tulee

korottaa, jotta vesimaksu talloin kattaisi taloyhtion vuotuiset vesikulut?

Anna vastaukset kolmen numeron tarkkuudella.

(2010/3) Arkkitehdit M. Uoto, F. Orm ja S. Hapé ovat suunnitelleet Aalto-yliopiston
aulaan kullatusta terdskuutiosta muodostuvan taideteoksen. Kultaus on ohut.
Toteutuksen aikana teoksen sijoituspaikka muuttuu, jolloin terdskuution tila-
vuutta kasvatetaan 19 % alkuperiisestd. Loppulaskutuksessa materiaalikus-
tannusten todetaan kasvaneen samaiset 19 % alkuperédisestd budjetista.

a) Paljonko kultaukseen kéytetyn kullan mééri kasvoi toteutuksen aikana?
b) Terdksen yksikkohinta ei toteutuksen aikana muuttunut. Miten kullan yk-

sikkohinta siis muuttui?

Anna vastaukset prosentteina 0,1 prosenttiyksikon tarkkuuteen pyoristettyna.

DIPLOMI-INSINOORIVALINTA

(2012/3) Asumistukea maksetaan 80 % vuokran midrasti, siltd osin kuin vuokra ei
ylitd 252 euroa. Vuokran méaraa vihennettyna asumistuella kutsutaan oma-
vastuuksi.

a) Minki suuruinen vuokra on, kun omavastuu on puolet vuokrasta?

(2009/1) Kokonaistuotanto jaetaan materian ja palveluiden tuotantoon. Verrataan
tuotantoa tammikuussa 2008 tammikuuhun 2009. Tiné vuoden pituisen tar-
kastelujakson aikana materiatuotanto kasvoi 2,0 % ja palvelutuotanto laski
7,0 %.
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Kuinka suuri oli materiatuotannon osuus kokonaistuotannosta tammikuussa
2009,

a) kun tammikuussa 2008 materia- ja palvelutuotanto olivat yhtdsuuret?
b) kun vertailuaikana kokonaistuotanto laski 2,0 %?

Anna kummatkin vastaukset 0,1 %o-yksikon tarkkuuteen pyoristettyna.
(2008/2) Yritys hankkii 5 000 kg raaka-ainetta, josta on vettd 5,40 % (painoprosent-

tia) ja viripigmenttid 2,60 %. Ennen kayttoad raaka-aine on laimennettava siten,

ettd lisdyksen jidlkeen sekoituksesta 6,60 % on vetta.

a) Miten paljon hankittuun raaka-aineeseen tulee lisitd vettd, jotta haluttu

vesipitoisuus saavutetaan?
b) Miten paljon vettd ja varipigmenttii tulee lisédtd hankittuun raaka-aineeseen,

jotta haluttu vesipitoisuus saavutetaan, ja lisiksi varipigmentin suhteellinen
osuus massasta sdilyy alkuperdiseni 2,60 %:na?
Anna vastaukset sadan gramman tarkkuudella.

(2007/1) Vaaleissa kaikkiaan 39 300 dénestdjdstd 45 % ddnestdd varmasti puoluetta
A ja 47 % puoluetta B. Loput ovat ns. liikkuvia dédnestijid, jotka eivit ole vield
paittineet kantaansa.

a) Oletetaan, ettd kaikki ddnioikeutetut ddnestivit. Kuinka monta liikkuvien
ddnestdjien d4nti puolueen A taytyy télldin kerdtd saadakseen enemmiston,

vahintdin puolet annetuista danista?
b) Oletetaan, ettd tismilleen kolmasosa liikkuvista ddnestdjisté jattdd ddnes-

timattid. Kuinka monta prosenttia liikkuvien dénestdjien annetuista d4nista
puolueen A tdytyy télldin kerdtd saadakseen enemmiston kaikista annetuista

aanista?

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN VALINTA

(2012/1a) Ratkaise yhtild 3x — % = 2x — 1.

(2011/1) Oletetaan, etti polttoaineessa EO5 on etanolia 5 % ja bensiinid 95 % ja polt-
toaineessa E10 etanolia 10 % ja bensiinid 90 %. Oletetaan myds, ettd etanolin
energiasisiltd on % puhtaan bensiinin energiasiséllosté. Jos tietylld autolla
100 km kulutus on 10 litraa polttoainetta EOS, paljonko kulutus on polttoai-
netta E10? Anna vastaus sievennettynd murto- tai sekalukuna. Jos polttoai-
neen E10 hinta on 1,60 €/1 ja polttoaineen E05 hinta on 1,65 €/1, kumpaa on
edullisempaa kayttaa?

(2008/1) Matkailuauton nopeus on 80 km/h, mutta kolmasosalla matkasta Jyvisky-

lastd Heinolaan se laskee tietdiden takia 40 kilometriin tunnissa. Kuinka paljon
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tietyot alentavat matkailuauton keskinopeutta vililld Jyviskyldi—Heinola?

TEKNIIKAN JA LIIKENTEEN ALAN AMK-VALINTA

(K2012/3) Eriin tuotteen valmistuskustannuksista raaka-aineiden osuus on 65 % ja
palkkojen osuus on 35 %.
a) Jos tyontekijat saavat 5 % palkankorotuksen, niin kuinka monta prosenttia

tuotteen valmistuskustannukset kasvavat?
b) Jos toisaalta valmistuskustannukset halutaan pitdé ennallaan palkankorotuk-

sen jéilkeen, niin montako prosenttia raaka-ainekustannusten pitdd pienentya?

(K2012/4) Esiti luku — — yhtend murtolukuna (siis muodossa % [missd m ja n

1
T+1

ovat kokonaislukuja, toim. lis.]).
(S2011/2) Olkoon a = 132 ja b = 112. Kuinka monta prosenttia

a) luku a@ on suurempi kuin luku b
b) luku b on pienempi kuin luku a
¢) luku b on luvusta a?

(K2011/1) Laske lukujen 5 ja —2

a) summan vastaluku
b) summan kiinteisluku
¢) kiinteislukujen summa.

1+
1+

(K2011/2) Yksi kilogramma etanolia tuottaa palaessaan energiaa 26,8 MJ ja vastaa-
vasti yksi kilogramma puhdasta bensiinié tuottaa palaessaan energiaa 42,6 MJ.
Kuinka monta prosenttia enemmén energiaa puhdas bensiini tuottaa palaes-
saan kuin 95 E10 -bensiini, joka siséltdd 10 % etanolia? Ilmoita vastaus yhden

desimaalin tarkkuudella.

KAUPPATIETEIDEN VALINTAKOE

Kauppatieteiden valintakokeen tehtivit ovat monivalintoja. Kussakin tehtdvassa
on tismilleen yksi oikea vastausvaihtoehto. Kokeessa saa kéyttdd ainoastaan ns.
nelilaskinta, jolla voi laskea vain yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskuja seka
nelidjuuren. Seuraavia tehtavid ratkoessasi sinun kannattaa miettid, miten toimisit,

jos kéytossasi olisi vain nelilaskin.

(2002/38) Miki on lukujen a = 22, b = 3'3 ja ¢ = 5' suuruusjirjestys?

a)a>b>c
b)a>c>b
o)b>a>c
d)c>a>b
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(2008/43) TietoEnatorin liikevaihto vuonna 2007 oli 1772,4 MEUR (miljoona eu-
roa). Mik4 alla olevista vaihtoehdoista on 1dhimpéna vuoden 1999 liikevaih-
toa, kun liikevaihdon keskimé@drdinen vuotuinen muutosprosentti kahdella
desimaalilla on ollut 3,96 %? Keskimaérdinen muutosprosentti on luku, joka
ilmaisee kuinka paljon liikevaihto olisi vuosittain prosentuaalisesti kasvanut,
jos prosentuaalinen kasvu olisi ollut vakio.

a) 1299,1 MEUR
b) 1346,0 MEUR
¢) 1704,9 MEUR
d) 1249,6 MEUR

(2004/40) Piensijoittajan rahavarat r vuoden alussa ovat 1000 €, ja ne kasvavat
korkoa vuotuisen korkotekijan R = 1,04 mukaisesti. Vuoden lopussa korko
lisdtdan pddomaan, ja seuraavana vuotena vuotuinen korkotekijda on R = 1,10.

Korkotuotto kahdelta vuodelta on (lihimpééin kokonaislukuun pydristettyni)

a) 145€
b) 140€
) 100€
d) 144 €.

(2003/33) Yhtd tuotetta valmistavan monopoliyrityksen kuukauden tarjontaméérin
ollessa ¢ (yks/kuukausi) on tuotteen hinta p (euroa/yks) annettu hintafunktiol-
la p = 100 — q. Kun kyseessd on monopoli, yritys mairad markkinahinnan p
valitsemalla tuotantomiirén ¢, jolloin hinta miérdytyy hintafunktion mukai-
sesti. Yrityksen tuotantokustannukset c(g) (euroa/kuukausi) tuotantomééran
q funktiona ovat
c(q) = 100 + 80q, kun g < 15, ja
¢(gq) =700 + 40g, kun g > 15.

Yrityksen voitto pg — c(q) saavuttaa maksimiarvonsa, kun

a)g=10
b) g =15
¢)g=230
d) g = 60.

(2000/33) Eridn tuotteen kysyntimaédrd d (yksikkod) riippuu yksikkShinnasta p
(mk/yksikko) funktion d = 5000p~ " mukaisesti. Tuotteen yksikkokustan-
nukset ovat vakio 15 mk/yksikko. Suurin nettotuotto saadaan tdlloin hinnalla

a) 40 mk
b) 45 mk
¢) 50 mk
d) 55 mk.
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Vastaukset ja hakemisto

Vastaukset

1.

a)—16—(-8) =-16+8=-8

S

C)Z.E_i
5 3 15
d) —8x? + x
6)a—b2

2.

a) 20, silld 11 = 1 dm?

3.2020-(dm)P’=20-d% - m*=20-(LY¥m?=20- L md=_20 ;3=
ngOdm =20-(dm)y’ =20-d° - m’=20- ()’ m’ =20 - m’ = =m’ =
osm’ =0,02m’

3.

a) x =——

b)x=-3taix=3

0)x=—5-
V3

4.

a) (=32 +3-(=3)=0

b) x=4
S.

a) Aika kaksinkertaistuu.

b) Aika puolittuu.

268 VASTAUKSET



6.

a) Alennettu hinta on
25,95€-2595-0,15=2595€-(1-0,15) =25,95€-0,75 = 22,06 € = 22,05 euroa
b) Merkataan tuotteen alkuperdistd hintaa (esimerkiksi) x:114, jolloin saadaan yhtalo

x - 0,75 = 21,25 €. Téastd saadaan ratkaistua jakolaskulla alkuperiiseksi hinnaksi

_2125€ _
X =5 =25,00€

7.

a) 37616,003
b) —67 360008

8.

a) Kukaan ei ole itsensi sisar, joten relaatio ei ole refleksiivinen.

b) Sisaruus on aina molemminpuolista (jos a on b:n sisar, niin myds b on a:n sisar),

joten relaatio on symmetrinen.

c¢) Jokainen mielivaltaisen henkilon sisar on myds muiden kyseisen henkilon sisarten

sisar (sisaruus “’vilittyy eteenpdin”), joten relaatio on transitiivinen.
9.

a) refleksiivinen ja transitiivinen

b) transitiivinen

¢) ei mikdan vaihtoehdoista

d) symmetrinen (ei transitiivinen, koska oma tyokaveri voi olla t6issé lisiksi jossain

muualla)
10. Relaatio on symmetrinen, symmetrinen ja transitiivinen.

11.

a) epitosi
b) epétosi
¢) tosi
d) tosi
e) tosi

12. Pisteeseen

a) =2+ (=3) = =5
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b) —2 46+ (-2) =2
) —2+2+(=6) = -6

13.
a)17-5=12
b)5S+6=11

c) 10+ (-2)=-12
d) 20 - (-3) =-17

14.

a) h
b) —h
00
d)0

15.

a) =5
b) 12
c) -3
d)3
e) 0

16.

a) —36
b) —49
¢) 40

d) —64
e) —40
f) —80

17.

a)5: (-15)=—3

b) —(2-8) = —16
C)ﬁ_

2
x—y x—y
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18.

a) Sivulle 92. Luku saadaan laskutoimituksesta 47 + 3 - 15.

b) 490 rivia. Luku saadaan laskutoimituksesta 2450 : 5. (Kirjoitettujen rivien

laskeminen on muuten oikeasti eriftdin huono tapa seurata tyon tehokkuutta.)
¢) 21 sivua
d) 58 sivua
e) 60 sivua

f) 17 pistettd. Luku saadaan laskutoimituksesta 8 + (20 — 11). (Sulkeet selkeyden
vuoksi.)

g) 8 minuuttia. Vastaukseen paddytidin laskemalla ensin kulunut aika minuuteissa
32 — 15 ja vdhentdmalld timéd 25 minuutista: 25 — (32 — 15). (Tai 25 — 7, kun 32 — 15

on jo laskettu.)
19.

a) Aseta heritysajaksi 9.30. Jos puhelimesi niyttdd Ruotsin aikaa, ongelmaa ei ole. Jos
puhelimesi on Suomen ajassa, puhelimesi heréttdé sinut tuntia aiemmin, mutta talléin
et ainakaan myOhdésty. Sitd aikaisemmaksi on turha herétysté asettaa — se vie vain

unelta tunteja.

b) Heridtysajaksi kannattaa asettaa 7.30. Jos puhelimesi nédyttdd Suomen aikaa,
Moskovassa on kello tilldin juuri sopivasti 9.30. Jos puhelimesi nayttdid Moskovan
aikaa (tai vilissd olevaa tunnin Suomesta edelld olevaa aikaa), herétys on aikaisintaan

kello 7.30, jolloin olet kuitenkin ajoissa.
20. (49 -33) : 4 =16 : 4 =4 eli 4 pistettd
21.

a) 36 minuuttia

b) 48 minuuttia

22,

a) 130+5

b) -4+ (-7)

¢) 2a + (—b) (a:n ja b:n tarkempi méidrittely teki laskutoimituksesta ylipddtiddn hyvin

maédritellyn, mutta tehtdvén suorituksen kannalta ei ole olennaista, minkélaisia lukuja a

ja bovat.)
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23.

a) 31 —(—4)
b) —15-92
¢) —a — (—2b) (a:n ja b:n tarkempi médrittely teki laskutoimituksesta ylipdétdan hyvin
maééritellyn, mutta tehtdvin suorituksen kannalta ei ole olennaista, minkilaisia lukuja a

ja b ovat.)

24. 240 : 14 on hiukan yli seitseméintoista, eli jokaiseen ryhméén tulee (alustavasti)
seitsemédntoista oppilasta. 14 - 17 = 238, eli 240 — 238 = 2 oppilasta ”jdi yli”. Kun
nidmai kaksi sijoitetaan johonkin olemassaolevista ryhmistd, ryhmaén tulee 19

oppilasta.
25.

a) Molempien lausekkeiden lukuarvo on 66.
b) Ei — ensimmiaisesti tulee 1 ja jalkimmadisesti 4.

c¢) Ei — ensimmadisesta tulee —22 ja jalkimmadisesti 0.
26.

a)9

b) 48

c)6

27.

a)(5-1)-3+2=(14+4)-4-2)—-(4-28)
b)2-(-1:8+4+3)-4=02+1)-8-1
)7-94+25-56-1:(61-6-5=3+4)-7-(1-5+14-(6+18)
28. 96 erilaista

29.

a) Ei ole jaollinen luvulla 4

b) On jaollinen luvulla 4, silli 12 =4 -3

c) Ei ole jaollinen luvulla 4

d) Ei ole jaollinen luvulla 4

e) On jaollinen luvulla 4, silld =20 = 4 - (-5)
f) On jaollinen luvulla 4, silla0 =4 -0
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30.

a) tosi

b) epitosi

¢) tosi

d) epitosi

31.
a)l12=2.2-3
b)15=3-.5
c)28=2-2-7
d)30=2-3-5

e)64=2.2.2.2.2.2

$/90=2-3-3-5

2 100=2-2-5-5

32,

a) Luku 111 voidaan kirjoittaa tulona 3 - 37, joten 111 ei ole alkuluku.
b) Luku 74 voidaan kirjoittaa tulona 3 - 5 - 5, joten 74 ei ole alkuluku.

¢) 97 on alkuluku.

d) Luku 360 voidaan kirjoittaa tulona (esimerkiksi) 2 - 5 - 6 - 6, joten 360 ei ole
alkuluku.

33. Vuodet 800, 1960, 1996, 2000 ja 10000

34. Saavuttamattomissa olevat annoskoot ovat 1, 2, 3, 5, 7 ja 11. Jos neljidn
pakkaukset eivit innosta, mahdottomia annoskokoja on paljon enemmain: 1, 2, 3, 4, 5,
7,8,10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 22 ja 23.

35.

a) kylla
b) ei
c) kylla

36.

)28=1+2+4+7+14
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b) Eivit voi olla. Jos negatiivisella kokonaisluvulla on tekiji a, niin myos sen
vastaluku —a on tekijd. Jos nima tekijéparit lasketaan yhteen, summaksi tulee nolla.
Koska negatiivisen luvun tekija on on myos sen positiivinen vastaluku, kaikkien
(alkuperdisestd luvusta poikkeavien) tekijoiden summaksi tulee viélttdmadttid tuo
alkuperdisen luvun vastaluku. Koska negatiivisen luvun vastaluku ei voi olla luku itse,

negatiiviset luvut eivit voivat olla taydellisid lukuja.

38.
a) (—6) - 3
b)5-(6+7)
c)(7+6)-5
d)5-7+5-6)
e) —8-((=5)-2)
39.
a)
350 - 271 — 272 - 350
=350-271 — 350 - 272 (vaihdantalaki)
=350 - (271 — 272) (osittelulaki)
=350 (-1)
=—350
b)
370-1010
=370 - (1000 + 10)
=370 - 1000+ 370 - 10 (osittelulaki)
=370000 + 3700
=373700
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c)

594 4+ 368 + 3 — 368

=594 + 368 + (3 — 368) (liitdntalaki)
=594 + 368 + (—368 + 1) (vaihdantalaki)
=594 + (368 + (—368)) + 1 (liitantalaki)
=594 +0+1
=595

40.

a) —1

b) 12

03

41.

a)a+2b

b) 8a + 4b

c)—a+b

d)0

42,

a)bc—b—c+1
b) bc —2b —ac + 2a
¢)1—2y—2x+4xy

43.

a)3-2=6,koska2+2+4+2=24+4=6

b)6—4=2koska2+4=56

O)3x+x=3-x+1-x=0B+1)-x=4x
dxy+yx=xy+xy=1-(xy)+1-(xy)=0+1)-(xy) =2xy) =2xy

44. Olkoon a mainittu mielivaltainen kokonaisluku. Viite 6 | a on yhtépitivi sen
kanssa, ettd on olemassa kokonaisluku b siten, ettd a = 6b. Koska 6 = 2 - 3, ehto

voidaan kirjoittaa a = 2 - 3 - b. Koska kahden kokonaisluvun tulo on aina kokonaisluku,

niin sekd 2b ettd 3b ovat myds kokonaislukuja. Siis voidaan kirjoittaa
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a=2-3b) =2k, missd k on kokonaisluku: a on jaollinen kahdella. Toisaalta
voidaan kirjoittaa a = 3 - (2b) = 3 - I, missé / on kokonaisluku: a on jaollinen kolmella.

a on siis jaollinen seké kahdella etti kolmella.

45.

a)%
b) 3ab
c)3+5b

46.

a)z

47.

12
15
15a . 14b
b) 18 Jja 18
4 . 15ab

©) a9 o

10 .
a) 55 2

48.

-19 —-15 3 11
R TR LT

203021049
49.
a) 1—81
b) g
c) %
d) %
50.

1
a) 75 1
b) llﬁ
3
c) 134E
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51.

a) 2

137
b
C) 6296

3145

a)%
15 _ 3
b)%—4
c)%
d) 12

54. 5 (Vihje: on varsin tydlastd laskea osoittajien ja nimittdjien tulot ennen

sieventdmistd supistamalla. Huomaa sen sijaan heti aluksi yhteiset (eli supistettavat)

tekijét jo ennen kuin murtoluvut yhdistetién.)

58.
1
a) li
16
b) -3

7
C)§

d) ei médritelty (nollalla jakaminen)

56.
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g) kohdat c ja f; Luvun vastaluvun vastaluku on sama kuin luku itse — samoin

kidnteisluvun kéinteisluku.
h) kohdat d ja e: kdénteisluvun vastaluku on sama kuin vastaluvun kiénteisluku.
57.
-11
a) T
S -9l
b) 8;11 =9;
1
C) —§8
d) -
58.
3
a) Z
b) 3
9
C) Z
9
d) -3

20 1512 60 47 _ 13
60 60 60 60 60 60

60. Yksi kahdeksasosa
61. Muut saivat piirakasta kuudesosan.
62.

a) 50 euroa
b) 37,50 euroa

2 -40- 2 = 16 euroa.

1
63. 40- 2 - < 0

64. Toisena pdividnid aamulla kakkua on jéljelld puolet, kolmantena pdivdnd aamulla
1,1\ _ 1 R 4 S B O W I h e
1- (5 + Z) = 7 heljéntend pdivind 1 (2 +7+ 8) = g jne. Siis seitsemén péivin

NS, 1,1,1, 1 1 1 1) _ 1
jélkeen kakkua on jdljelld 1 — (5 titsttntat —) =—.

128 128
65.
a) —%
b) Sx =
c) %
66.
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a)ﬁ

b)%

c) -1

d) —% eli —6%

6+b
a) T
b) ab
69.
2
a) 1—12
b) 55
70.
a) Kun x = 0 (ja vain silloin; tulosta tulee nolla vain nollalla)

b) % (kddnteisluvun maaritelma)

26

C) g
71.
a)0

2

b -3

C) —7

d) -7

72. Kaikilla paitsi nollalla, silld jos a # 0, —% =—

81
3. 5
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b) -2
<) %
d) 5
78.

a) g
b) 2
c) —%
d 2
79.

a) ?
b) 3
c) %
80.
a) 1
b) -3
81.

a) Sarjalippu on kannattavampi. (Liput maksaisivat erikseen ostettuina 48 euroa.)
b) 7,60 euroa
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82. Luku 3%, silld 3 > % Vakio a on molemmissa sama luku, joten se vaikuttaa
samalla tavalla molempien lukujen suuruuteen.

A 2 . .
83. Summa on % Jos r = % ja s = 3, niin lausekkeen arvo on %.

84.
a) !

n(n+1)

b)l—%

85. Kunx > 1
86.

a)a+1
b) 4a

87. Luvut ovat sievennettyna peridkkiisten Fibonaccin lukujen osaméérii:

W
| W
oo |

N =

88. Vanhin sai 6 esinettd, keskimmaiinen 3 esinettd ja nuorin 2 esinettd. Vanha
matemaatikko pitdd yhden palkinnon itselldan, silld % + }L + é = % (Tdmaé vastaus on

oikein. Jos ihmetyttdd, kannattaa lukea tarkkaan, miti tehtivissd oikein sanotaan.)
89.

a) kantaluku 5, eksponentti 3, potenssin arvo 125
b) kantaluku 2, eksponentti 5, potenssin arvo 32

¢) kantaluku 9, eksponentti 1, potenssin arvo 9

d) kantaluku 1, eksponentti 1, potenssin arvo 1

e) kantaluku —4, eksponentti 3, potenssin arvo —64
f) kantaluku —1, eksponentti 10, potenssin arvo 1

g) kantaluku 6, eksponentti —1, potenssin arvo %

90.

a) a

b) a*b*

c) a*b’

VASTAUKSET 281



91.

a) @
b) a®
c) a’
d) 1, ei médritelty kuna =0
e) a'°

f) a20
92.

a) 64
b) 64
c) 64
d) 64

93.

a) 16
b) 16
c) —16

9.

a) —49

b) 49

1 _ 1
©) ﬁl_ o
) [T

9s.

96.
a) a’b’
b) 1

o) a'?
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97.

a)a
b) b?
c) c?
d) d°
e) e
f) s
2 k°
98.

a) X = x?

b) k&° — 3k*
) 2 _ 102 _ 4100

99.

a) 2x°
b) 3x%y
C) 7

d) 3y°z
100.

1
a) F
3
b) &
101.

1
a) E
b) 5° =3125
C) 22n—3

d) 26i+l2

102.

10000
)
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105.
a) y2 -1
b) 23 +2s%+s5—1
c)zt+4z22 +4
106.
a) 2x3 + 3x
b) 3+ 4x—y2

3 A2
c) 5 2xy

X 3 2

d) E + 3 + ?
107.
a) 7x% + 3x
b) 4(x? + x°) tai 4x? + 4x°
c) ax* + (b + c)x tai ax® + bx + cx
d) (a+ )x* + b+ d)x + (c +e)y’
108.

a) kaikilla kokonaisluvuilla
b) parillisilla kokonaisluvuilla
¢) parittomilla kokonaisluvuilla

d) ei millddn kokonaisluvulla
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109.
a) 8

23\% _ 129
b) (7) = 2201
110.

a) Kolmas alkuluku on 5, sijoittamalla alkulukukaavaan n = 5, saadaan

p =25 —1 =31, josta edelleen tiydelliseksi luvuksi

p(p+ 1/2=31(31+ 1)/2 =31 -32/2 = 496.

b) Sijoitetaan p = 2" — 1 kaavaan p(p + 1)/2, niin saadaan sieventdmalld p(p + 1)/2 =
R'-DR"-1+D2=2"-1)2"2=2"2"-D2 = 2—2”(2” —-DH=2"12"-1.
111.

a) a

b) 44>

c) =8a°h’¢3
d) 914*
112.

a) @

b) a®b

c) —a*

113.
a) a®b*

b) a9b12
¢) a®0p'°

d) 8a4b’
114.

a) ab
b) b
o1
d) 1

e) —=
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1
9

e) a®
116.

a) 1 (a # 0, koska 0% ei ole mairitelty)
b) 1 (a # 0, koska 0° ei ole miritelty)
c) a’

d) a (a # 0, koska 0 ei ole médritelty)
e) a (a # 0, koska 0% ei ole madritelty)

117.

1
a)z

1
b)ﬁ

4
C)Z—4

a4
d) &

02
e) ﬁ
118.

a) al

b) &®
c) a®

d)1
119.
1
a) Z
b) a?
1
C) 5

1 s —124-16
d) 22516 tai a b
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120.
a) a®b?
b) a’b°
C) a15b12

d) 10® = 100000000
121.

a) a’
b) —a’b’

c) —a*

122.
a) @
b) @
c) a
d) a*
e) a®
123.
a) a*
b) a*
c)a’b

d) a*b?

124. Onnettoman elimin. Jotain kaksi.'

125.
a)2*=16
b) 263

C) 2n—1

d) 264 -1

= 18446744 073709 551 615 (Huomataan, ettd kullakin ruudulla on yksi jyva
vahemmaén kuin kaikilla edellisilld ruuduilla yhteensd.)

1. Ketosen ja Myllyrinteen mukaan: https://www.youtube.com/watch?v=NwNzYJuXzZY

22 2 2
Joidenkin mielesti sievin muoto onkin W = ’l[(nyZ —8x+8)y) = y;(xz —8x+38)
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~ 1,34 .10
128. a*¢?
129.

a) —i

b) 1

c)i

a) —1,5

b) 0,75

¢) 0,6

d) —1,1666 ...

133.

) 43532
1000
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e) 101
1000

134.

1
DR

49
b) 200

1
©) 75
251
)

250 000
135.

7
3)5

15 _ 5
b) 99 ~ 33
) 205426 _ 102713

99900 ~ 49950
9
2 =1

d) 5

136.

a) 0,604
b) 0,4016
¢) 0,3088
d) 0,986

137.

649
) 595
718
b) 3333°

138.
a) 3,81
b) 2,846153
c) O,@
d) 0,93

139. Koska tunnetusti % = 0,3333 ..., niin kertomalla molemmat lausekkeet kolmella
saadaan toisaalta 0,9999 ... ja toisaalta 3 - % = % = 1. Siis 0,9999 ... = 1.
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140.

a) 10

b) 20

c) 70

d) 9000
e) 0

f) =10
g -10
h) 99990

141.

a) 1
b) 2
o1
d)3
e)7
f)2
g1
h) 2
142.

a) 1,0
b) 3,7

¢) 150

d) 7000

e) -2,0

f) 0,0055

2) —1300
h) 0,000050

144.

a) On: joule, J tai kalori, cal

b) On: celsiusaste, °C tai kelvin, K
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¢) Ei ole.
d) On: gramma, g

e) On: kilogrammaa per kuutiometri, kg/m’
145.

a) 0,051

b) 0,233 m

¢) 0,33 metrid
d) 16000 g

e) 20000007J
f) 4096 tavua
g) 131072t

146.

a) 4 tuntia
b) kello 21.07

147.

a) 12,7cm
b) 7,62 mm
¢) 72,206 m
d) 128,72 km
e) 170,28 cm
f) 100,65 m

148.

a) 5910 cm?
b) 1000 litraa

149.

a) 45 cm’
b) 50s

¢) 40 ml

d) 75 mg

e) 50s

f) 1,5 g/dm?
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150. 24,0J
151.

a) Perunoihin kuluu rahaa 0,81 é 3kg =2,43€
b) 5€—243€=2,57€

: €y 257 € _ 25T, o
©)2.57€: (1,04 5) = 2 <= kg ~ 2,47 kg

d) Kiytetiin edellisen kohdan farkkaa tulosta: 227 kg : (120g) = 22 .1000g :

1,04 1,04
(120g) = % g:(120g) = 21?()7;) g- 12i)g = 1%:_71%0 ~ 20,6, eli kokonaisia banaaneja

saa ostettua 20.
e)20-120g- 1,04% =20-0,120kg - 1,04k—€g =20-0,120-1,04 € =2,496 € ~ 2,50€
f) 2,57€—-2,496€~ 0,07€

152.

a) [c] = mg/ml (tai sievennettyni g/1)
b) 9 mg/ml (tai 9 mg/ml)

153.

a) 25 m/s (tasan)
b) 55 metrid (tasan)

154.

5 -12
a) > 107“s
b) 227 ns
155.

a) 625 Mt/s

b) USB 3.0:n tiedonsiirtonopeus gigatavuina sekunnissa on % Gb/s= 0,625 Gt/s.
Elokuvan koko gigatavuina on 13 Git= 13 - 2% t~ 13,959 Gt. Jakamalla timi koko
siirtonopeudella saadaan vastaukseksi sekunteina 13,959 Gt : 0,625 Gt/s ~ 22,3

sekuntia.

156. Kylld voidaan: hautakiven tilavuus on noin 0,54 m?, joten se painaa noin 1,5

tonnia.

157. Viidennen pompun korkeus on (1/2)* m = 1/16 m ~ 0,06 metrii. Pallon 13.

pompun korkeus on (1/2)'? m & 0,0002 metrii eli 0,2 millimetrii.
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158. Pinta-alaon r - 0,62 ~ 1,1 cm?.

159. Jilkimmadiselld. (Aikaisemmalta pysikiltd kidvely kestdd 180 sekuntia. Ajaminen

jalkimmaiselle pysékille ja kévely sieltd kestdd vain noin 170 sekuntia.)

160. 943 ul. (Lapselle annettava Bricanyl-annos on 330 ul.)

161. Tarvitaan 6 pakkausta. Mikstuuraa jdd kdyttdmaittd 44,3 ml.

162.

a) 6120s
b) 12720s
c) 4500s
d) 16200s

163.

a) 77 min
b) 165 min
¢) 90 min
d) 105 min

164.

a) 1,217 ... tuntia
b) 0,180 ... tuntia
¢) 0,264 ... tuntia
d) 0,715 tuntia

165.

a) 2h 5Smin
b) 11 h 7 min
¢)2h

d) 3h 14 min

166.

a) 500 m
b) Scm

¢) 8,4km
d) 4,2cm
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167.

a) 5,0km/h
b) 1,4 m/s
c)lls

168. Jasper-Korianterilla, silld 5,9 tuumaa = 14,986 cm
169. Kello 5.12
171. 125 pianonvirittdjad

3
172. [ = 25

173.

a) 8

b) Ei médritelty
c) 4

d) —4

e) 10

174.

a)3

b) Ei médritelty
c)?2

d) -2

e) 10

175.

a)9

b) 3

¢) Ei mééritelty
d) 2

176.

a)4
b) v/ 15 (Ei sievene enempid.)
©)9
d) 5
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177.

a) 2
b) 3
03
d)%ﬁ
178. /8100 = /81 - 100 = 1/811/100 = 9 - 10 = 90.

179. Pienen kuution sivu on \3/ 64/2 = 2.

180.

a) 17,89
b) 3,87
c) 8,43
181.

a) 9/7

b) V5

c)4
182.

a)V3+15-1
b) V2

183. Korotetaan luvut toiseen potenssiin, jolloin paéstidin eroon juurista:

2 2
(3v2)?2=32.1/2"=9.2=18ja(2V/3)*=2%-/3 =4-3=12. Koska 312 ja
24/3 ovat molemmat lukua 1 suurempia, voidaan niiden keskindinen suuruusjérjestys

lukea nelididen suuruusjirjestyksesti. Edellisten laskujen perusteella
(3v2)? > (24/3), joten 3v/2 > 2/3.

184.

a)V8=2<+V16=4

b) V8 =V4v2=2v2=2V2
o) Ved=4>1/32=2

d) V121 =11 > /243 =3
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185. Nelidjuuri kasvaa 10-kertaiseksi. Reaalilukujen a ja 100a nelidjuuret ovat

nimitdin \/E jay/100a = +/ 100\/— = 10\/5. Yleisesti jos juurrettavaa kerrotaan

reaaliluvulla k, nelijuuri kasvaa \/E—kertaiseksi.

186. Suorakaide muodostuu kahdesta vierekkiisestd nelidstd, joiden pinta-ala on 5.
Tamin nelion sivun pituus on \/g . Siis suorakaiteen korkeus on \/g jaleveys 2\/5.

187. a = /83521

188.

a) /1000000 = v/106 = 10

b) V10000000000 = /1010

=10

¢) V10000000000 = v/1010 = /1025 = 1/(102)5 = 10 = 100

189.

a) Juuri on méiritelty kaikilla luvuilla a, koska kaikkien lukujen neliot ovat vahintdin
nolla. Vastaus on aina epinegatiivinen.

2

b) Juuri on mééritelty vain luvulla @ = 0. Muilla a:n arvoilla —a” on negatiivinen,

jolloin parillinen juuri ei ole mééritelty. Ainoa vastaus, joka voidaan saada, on siis
V0 =0.

¢) Juuri on médritelty kaikilla luvuilla a, koska (—a)? on aina vihintéin nolla. Vastaus
on aina epanegatiivinen.

d) Juuri on médritelty kaikilla luvuilla a, koska kaikkien lukujen neliot ovat vihintidn

4
nolla. Vastaus on aina ei-positiivinen, koska /a2 on aina epénegatiivinen.
190.

a) Juuri on méidritelty kaikilla luvuilla a. Vastaus on aina epédnegatiivinen (> 0).
b) Juuri on maédritelty kaikilla luvuilla a. Vastaus voi olla miki tahansa luku.
¢) Juuri on maédritelty kaikilla luvuilla a. Vastaus on aina epipositiivinen (< 0).

d) Juuri on mééritelty kaikilla luvuilla a. Vastaus on aina epdpositiivinen (< 0).

191.
a)a=28
b) a =27
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192. Esimerkiksi a = —1 ja b = 2. Téll6in annetun ehdon vasemman lausekkeen
arvoksi tulee 1, mutta oikea ei ole reaaliluvuilla méairitelty, jolloin se ei voi olla yhtd

suuri vasemman puolen kanssa.
193.

a) Esimerkiksi a = 27 ja b = 3.
b) Esimerkiksi a = 16 ja b = 4.

194. Lukuvakiot 2 ja  eiviit vaikuta yksikkoon. [T] = _ [ = \/m- % = \/5—2 =s
2

195. 93 + 1/3x)
196.

a) 1,41421
b) 1,41421
c) 1,41421

Kyseessé on tietysti \/5 ja annetut laskut mukailevat nelion halkaisijan suhdetta sivuun.

(Tastd lisaa geometrian kurssilla.)

197. Esimerkiksi a =3 ja b =27

198.

a) Esimerkiksi v/3° = 16

b) Esimerkiksi (\/5 + \/5)2 =5+ 2\/8
199.

oo

N

8
- Wi—

200.

P
c) bs
d) 6
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201.

a) \5/;
b) v/x'
C) x
d) v/x
202.

a)3
b) 2
c) 8
d) 27

203.

1L
b) o=
c)\/F
d) v/x8

205.

a) 21/2

b) 32
¢) (V16)?
d) 5(v/5)?
206.

a) ki

b) kiz

c) mz

8
d) m3s
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207.

a) 81

b) 350,48
c) 0,037
d) 0,0029

208.

a) 2*
b) 2x2_y2

a) V3

b) V2

c) 6\0/‘Ell
211.

a) \3/5—1
b) 3a
o1

d) ay/a

212.

a) Kun x = 1,3, tornien arvot vakiintuvat lukuun 1,4709 ...; kun x = 1,7, tornien arvot
kasvavat mielivaltaisen suuriksi; kun x = 0,05, tornien arvot vuorottelevat lukujen
0,136... ja 0,664 ... vililla.

b) Arvot vakiintuvat, kun 0,00659 ... < x < 1,444667 .... Timin voi esittda
muodossa ﬁ <x< {/E, missd e on irrationaalivakio nimeltddan Neperin luku.
Desimaalikehitelmédnd e = 2,718281828459 ... (Kyseisti ratkaisua ei timén kurssin

tiedoilla voida saavuttaa.)i
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213. x=12
214. Jirjestys on —3,1,\/5,\/5,\/;,7@4

O o—>
215.
OO |
216.
a)Z,QjaR
bN,Z QjaR

c)vainRQjaR
i)QjaR

d) vain R

217.

a) irrationaaliluku
b) rationaaliluku (jakso on 151)

¢) irrationaaliluku
218.

a) Ei ole
b) Ei ole
¢) On

219.

a) —2

b) 0

c) Sellaista ei ole. Jos nimittdin a > —3, niin keskiarvo % on vield ldhempéné lukua
=3.

220.
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a) 4
b) 7

¢) adrettoman monta
221. Vihjeita:

a) keskiarvo

b) \/5 on irrationaaliluku. Kiytd painotettua keskiarvoa. (Joudut luultavasti etsimiin
lisdtietoja.)

¢) pyOristaminen

d) hyddynné c-kohtaa

e) keskiarvot

Ohjeita:

a+b

)T
b) \/§a+b
241

c¢) Pyoristd pienempi luku ylospiin sen desimaalin tarkkuudella, jossa lukujen

kymmenjérjestelméesitykset eroavat ensimmadisen kerran.
d) Jos rationaaliluku r on irrationaalilukujen a ja b vilissd, niin QTH kelpaa.

e) Jos kahden rationaaliluvun vilissé olisi vain #ddrellinen mééri rationaalilukuja,
loytyisi kahden vierekkdisen vélistd a-kohdan perusteella vield yksi. Koska kahden
rationaaliluvun vélissd on direton miiri rationaalilukuja, b-kohdasta seuraa, ettd
niiden vilissi on dédrettdmén monta irrationaalilukua. Irrationaalilukujen vélissa

olevien rationaali- ja irrationaalilukujen déarettomyys seuraa vastaavasti.
222,

a) tosi

b) epétosi

¢) tosi

d) tosi

e) epdtosi

f) ehdollisesti tosi (tosi, kun x = 0)
223.

a) ehdollisesti tosi (tosi, kun x = 0)
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b) tosi
) tosi
d) tosi
e) epatosi

f) ehdollisesti tosi (tosi, kun y = 2)
224,

a) esim. x = x

b) esim. x = 1, tosi vain kun x = 1
c)esim. 1 =2

225. Eiole.3(-2)—4=-10#11 =7 - 2(-2)
226.

a) kylla

b) ei

c) kylla

d) kylla

e) ei

227.

a) kylla
b) kylld
¢) ei
d)ei
e) kylla
f) kylla

228.

a) Pitee.
b) Ei péde.
¢) Ehdollisesti. (Vain, kun x = y/a.)

229.

a) On,sillid® =4-4-4 = 64.
b) Ei,silli2’ =2.2-2.2.2=32.
¢) On,silld (-1)* =3(-1)+2=1-3+2=0.
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230.

a)3+1=4

b) 2m = 42 kg
c)x=%+%

d) p=nd
e)a'%zl(taia-a‘1=1)
DHk+(-k)=0

g) k + (—k) = 1 (Huomaa, etti timé yhtilo on aina epétosi!)

231. Kokeilemalla selvidi, ettd x = 3. Systemaattinen tdllaisten yhtiloiden

ratkaisutapa ei kuulu lukion oppiméiraan.

232. Jos b = 0, yhtilo toteutuu kaikilla x:n arvoilla. Jos b # 0, yhtilo ei toteudu

milldéin x:n arvolla. Periaatteessa kyseessé ei kuitenkaan enéé ole ensimmadisen asteen

yhtdlo, mikili a = 0.

233.

a)x=1
b)x=4

c) x =35/7
d)x=-2

e) x = 10/3

fy x =1/5

2 x=10

h) x =-1/8
234.

a) x = —%

b) x =2

¢) Yhtilo toteutuu kaikilla reaaliluvuilla.
d) x = 80000
e) x =3000

f) Yhtilo ei toteudu milldédn reaaliluvulla.

235.
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aA)a=06
b)a=-3

236. 6 laitteessa, yhtdlostd 7x = 37 pyoristden vastaus ylospéin kokonaislukuun
237. 8min 34 s
238.

a) 350 puheminuuttia tai tekstiviestia

b) 100 tekstiviestia
239. 15,17,19,21

240. Tilanne: jos kohde on tarpeeksi lahelld jalkimmaistd pysdkkid, on nopeampaa
mennd jalkimmadiselle ja kavella takaisin tulosuuntaan. Etdisyyden kasvaessa on
jarkevampad jaada pois edelliselld pysékilla. Merkataan etdisyyttd metreind
jalkimmaisestd pysékistd x:114. Kdvelynopeus 9 km/h on 2,5 m/s, joten kévelymatka
jalkimmaiseltd pysakiltd kestda % s. Kavelymatka edelliseltd pysikiltd on 340 — x,

joten kesto on 3420_x

s. Jalkimmaiseltd pysikiltd jiddessd matkan kestoon lisdtiin vield

raitiovaunun siirtyminen pysikkien vililld: 18 km/h = 5 m/s, joten pysikinvéli on % .

340
5
ratkaisuna saadaan x = 85 metrii. Jos

Tyomatkan kestot pysikeiltd ovat yhti pitkit, jos yhtélo
340 | x _ 340-x
S T T o

siis tyopaikan ovi on ldhempéni kuin 85 metrid ennen jalkimmaistéd pysikkid, on

X —
S+2,SS_

Sekunneilla jaetun yhtdlon

nopeampaa jadda pois jalkimmaéiselld pysékilla.

241.

41
a)x—452
b)x=2§1
C)X=—112—5
d)x=—3§
e)x=06

—_¢6l
f) x = 62
242,
a)x:%
b)x=2
c)x:%

304 VASTAUKSET



d) Ei ratkaisua

_ 1ol
e)x—7
243,
a)x=3
b) x = ¢
244,

= F
a)m—a
b) F = pA

—./A
or= .

=3
d)h—m2
245,

a) 14,5 kilometria
b) 10,4 kilometria

246. 0,75 mm/h

247. 2 hours

248.
desimaaliluku | murtoluku %o Y00
1
0,1 = 10 100
0,8 —‘3‘ —-80 | —800
999
a) 0,999 g0 99,9 999
0,00042 o 0,042 | 042
1,25 % 125 1250
-75 -2 ~750 | —7500
perusarvo +p % lauseke
a +10% 1,10a
b —24.9% 0,76b
b) | 5000€ -1% 0,99 - 5000 €
x —-58% 0,42x
3m +2500% 26-3m
-75 -99,7% | 0,003 -(=7,5)

Huom.: 0,42x voidaan tulkita my6s niin, ettd perusarvo on 0,42 ja x on
prosenttikerroin (muotoa 1 + 1%). Sama tulkinnanvaraisuus koskee viimeisen rivin
lauseketta 0,003 - (—=7,5)

249.
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a) 20 %
b) 150 %

c) 11428.,6 %
d) 70,6 %

e) 240 %

f) 11328,6 %

250.

a) 67,5
b) 0,0455
c) 0,153b
d) 1,52b
e) 35,5b

251. 13 % sadasta eurosta on 13 euroa — ei 11,50 euroa, niin kuin kuitissa todetaan.

Arvonlisdvero lasketaan suhteessa verottomaan hintaan, ei lopulliseen myyntihintaan.
252. 8 luentoa voi jittdd viliin (9 on jo enemmaéin kuin 80 prosenttia 44:sti)
253.

a) 168,75 euroa
b) 1644,63 euroa

254.

a) Suomen Kommunistisen Puolueen, 2 812 dinti

b) Koyhien Asialla -puolueen, 46 %
258S.

a) Kannatus kasvoi 0,2 prosenttiyksikkoa.

b) Kannatus kasvoi 40 prosenttia.
256.

a) 95,4 %
b) 104,8 %
c) 4,62 %
d) 4,85%
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257. Noin 97 prosenttia
258.

a) 70 %o
b) 40 %

¢) Masentuneita on enemman.

259. Merkitdén verotonta hintaa x:114, jolloin saadaan yhtélo x + 0,14x = 9,99 €, eli

1,14x = 9,99 €, josta ratkeaa jakolaskulla x = 225 ~ 8,76 €.

260. Kirjan veroton hinta on 24,77 euroa.
261. 18,7%
262.

a) Merkataan a:lla tuotteen A hintaa ja b:114 tuotteen B hintaa. Annetuista tiedoista

saadaan yhtdlo 0,75a = 0,855. 0,75:114 jakamalla saadaan yhtilolle muoto

085, _
a= o,75b -

prosenttia suurempi kuin b:n. (Tarkka suhdeluku on %, mutta prosentit esitetdin

yleensid desimaalilukuina, ja tdssd tapauksessa desimaalikehitelméssi toistuu numero 3

%b ~ 1,133b, josta voidaan lukea, etté tuotteen A hinta on noin 13,3

ddrettOman pitkédan, joten pyoristiminen on mielekéstd. Alennusprosentit 25 ja 15 ovat
kuitenkin tarkkoja, miirittyjad arvoja eivitkd arvioita, joten on turha puhua

merkitsevistd numeroista tdssd tapauksessa.)

b) Saadaan yhtilo 0,75¢ = 0,85 - 555 €, josta jakolaskulla vastaukseksi tulee
_ 0,85:555¢€

05 = 629 euroa.

263.

a) Korko on 1,5 % talletuksesta, eli 0,015 - 10 000 € = 150 euroa.
b) 10000 € + 150€ = 10150 € (tai 1,015 - 10000 € = 150€)
¢) 1,01519. 10000 € ~ 11 605,41 €

d) 1,015" - 10000
10151000010 000
10 000
alkuperiisen talletuksen suuruudesta).

, joka sievenee muotoon 1,015" — 1 (vastaus ei siis riipu

264. 22 %
265. 2 tonnia

266. ~ 83,3 %
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267. 16 %
268.

a) 9,60 €
b) 17 %

269. Lipputulot vihenivét 1 prosentilla.
270. 50 %
271.

a) Olkoon alkuperiisen talletuksen suuruus a ja pankin tarjoama korkokanta p %. Jos
seka korko ettd inflaatio otetaan huomioon, talletuksen arvo on vuoden kuluttua
0,991 + ﬁ)a. Jos prosenttikertoimet yhdessd sieventyvét suuremmaksi kuin 1,
talletuksen arvo kasvaa. Yhtdlon 0,99(1 + ﬁ) = 1 ratkaisuna saadaan p = % ~ 1,01.
Jos siis korkokannaksi tarjotaan suurempaa kuin p = % %, niin tdlloin talletuksen

reaaliarvo tulee kasvamaan.

b) Saadaan yhtil6 0,99(1 + ﬁ) = 1,01, jonka ratkaisuna p = % ~ 2,02, eli tarjotun
nettovuosikorkokannan tulee olla (sadasosien tarkkuudella niin kuin ne yleensa

ilmoitetaan) 2,02 %.

272.

a) Alhaisin onnistumisprosentti (eli onnistumisten suhde tehtdvien kokonaismaéraan),
joka pyoristyy ykkosten tarkkuudella sataan prosenttiin on 99,5 %. Jos vdirid
vastauksia on vain mainittu yksi ja kierrosten kokonaismédrdd merkataan n:114,
saadaan yhtalo % = 0,995, josta n = 200. Onnistuneita kierroksia tiytyy siis vield
pelata 200 — 13 = 187.

b) Olkoon x kaikkien pelaajien maari. Ratkaistaan yhtalo 0,83x = 2356 504, josta
saadaan pyoristettynd kahden merkitsevdn numeron tarkkuuteen x ~ 2 800 000.

Tarkempaa lukumaéiréa ei 83 prosentilla voida tietéa.

273. Kun sekoitetaan suhteessa 1 : 5, mehussa on yhteensd kuusi ”osaa”. Niistd

kuudesta osasta viisi on liséttyd vettd ja puolikas tiivisteen vettd. Vettd on siis viisi ja
543
puoli osaa kuudesta. Veden osuus sekamehusta on siis Tz =5,5/6 2 91,7 %.

274. Hin saa 999 prosenttia liian suuren annoksen. (Huomaa, ettd “kuinka

moninkertainen annos” on eri kysymys kuin “kuinka monta kertaa enemmaén/liikaa”.)

275.
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a) Suhteellisen hyvilldkin tarkkuudella vastaus pyoristyy 100 %:iin, mutta tima ei
tietenkidin pidd kokeellisesti paikkaansa, koska valo ei pysidhtynyt tdysin. 17 m/s on
luultavasti hyvin tarkka arvo, ja vastaukseksi sopii esimerkiksi 99,999994 %. (Prosentit
voivat olla hyvin koykéisia kayttdd, kun muutokset ovat monen suuruusluokan kokoisia.
Kitevimpéa voisi olla ilmoittaa vastaus esimerkiksi miljoonasosina sadasosien sijaan.)
b) Noin 1,76 - 10° %

¢) Noin 1,76 - 10° %, eli sama kuin b-kohdassa. Matkan pituudella ei ole merkitysta,
vaan x supistuu muutosprosentin lausekkeesta pois:

=272 1 %1,76- 10" = 1,76 - 10° %.

X
17299 792 458
X

395793 45 17
276.
a)9s5 :1
b) 1,04 %

c¢) Olkoon a valtion X tai Y alkuperdinen populaatio (sama molemmissa), jolloin
saaren alkuperdinen populaatio on 2a. Uusi asukasméérd on 0,01 - a + 0,95 - a.
Laskemalla vanhan ja uuden saaripopulaation erotus verrattuna alkuperdiseen saadaan:
20-(001-a+095-0) _ 2a=001a=0.95a _ 1.04a _ L0 _ 355 — 509 (Voi toki mybs laskea

2a 2a 2a 2
vain uuden ja vanhan suhteen ja péételld siiti tuloksen.)

2717.

a) 381 %
b) 29

278. Valmiista liuoksesta 10 % on DEPC:td ja 90 % laimennettua etanolia, josta 94 %
on etanolia ja 6 % vettd. Vettd on siis 0,06 - 0,90 - 500 ml= 27 ml.

279. Kun r = 2 ja a = 1, saadaan kaavasta likiarvoksi tasan 1,75. Koska
\/5 = 1,732 ..., likiarvo poikkeaa noin 1,04 %.

280. 200 %
281. 5,6 %

282. Pitdi paikkansa Tapa 1, ALV:n méiritelmén ja prosenttikertoimen tulkinnan

perusteella: Merkitidin verotonta hintaa x:114, jolloin myyntihinta saadaan

arvonlisdveron miéritelmén perusteella summasta x + ﬁx. Tama sievenee tuttuun
P

)x, josta ndhdiin, ettd verollinen myyntihinta on p prosenttia

suurempi kuin veroton hinta x. Koska myyntihinnan lauseke ja prosenttikertoimellinen

muotoon (1 +
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lauseke ovat tdsmélleen samat (vain eri muodossa), pitdd vidite paikkansa. Huomaa,
ettd viite pitdisi paikkansa myos toisin pidin: jos ALV-kanta on p prosenttia, tuotteen

myyntihinta on p prosenttia suurempi kuin veroton hinta.

Tapa 2, erotusprosentin avulla: Merkitdin tuntematonta verotonta hintaa x:114,
tuntematonta verollista hintaa y:l14, ja kirjoitetaan erotusprosentin lauseke, jossa
verrataan myyntihinnan ja verottoman hinnan erotusta verottomaan hintaan: % Tastd

pitiisi tulla viitteen mukaan p %, eli saadaan yhtilo % = ﬁ.Ratkaistaan verollinen

myyntihinta y: kertomalla yhtilo puolittain x:114 saadaan y — x = I%X, ja lisdamalla
puolittain x saadaan y = x + %x eliy=_(1+ l%)x. Prosenttikertoimesta ndhdéén,

ettd x on kasvanut p prosentilla, eli verollinen myyntihinta on todellakin p prosenttia

suurempi kuin veroton hinta x.

283. Pelkka 740 prosentin alennus” tarkoittaa, ettd hinnat on kerrottu

prosenttikertoimella 1 — % = 0,6. Jos kyseessi on negatiivinen alennus,
prosenttikerroin on 1 — %8 =1+ % = 1,4, eli hintoja on kasvatettu.

284. Luolassa asuu 33 aikuista.

285.
a)x=4+2
b) x =3
c)x=-1
d) x = +1/3
e) x=-5

h) x = +1
286.
a)x=i\/§
b)x=1

— 4+ L
C)x_i\/E
d) x =2

e) ei ratkaisua

287.
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a)x=+/8

b)x=—\3/§
c)x=i\/ﬁ

4 /870
X =+ 2=
d) 151

288.

a)x=%

b) x = —%
¢) Fi ratkaisua

289. 1 =2

290. 5,46 %

291. 7.1%

292. Pienen kapan sivun pituus 12,6 cm, ison kapan 17,1 cm
293. 1.5%

294. Noin vuonna 2020

295. 5,56 ym

296.

a) Kuusi kertaa

b) Jokaisen kuntoluokan pudotuksen jilkeen pyoristiméilld kuolemia voikin olla

kuuden sijaan seitsemin ennen kuin kunto on pudonnut alle 50 prosentin.

297.

a) 10v/5 ~ 17m
b) 961 5004/25 ~ 2 800000 kg
¢) 2 1153004/25 ~ 6200000 kg

208. k3 = 1/32
299,

a) 625 m>
b) 796 m?
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300.

a) Santeri-soturille tasolla 3, Valtteri-velholle tasolla 4
b) Santeri-soturille tasolla 5, Valtteri-velholle tasolla 5

¢) Santeri-soturille tasolla 7, Valtteri-velholle tasolla 6
301. 84cm ja47cm

302. Niyttd on suorakulmion muotoinen, 1 920 pikselid leved ja 1 080 pikselid korkea.
Kuvasuhteeksi saadaan 16 : 9 supistamalla pituuksien osaméérd. Nayton ldvistdjan
pituus on 50 tuumaa eli 127 senttimetrid. Lavistdjd toimii hypotenuusana
suorakulmaiselle kolmiolle, jonka kateettien suhde on mainittu 16 : 9. Pythagoraan
lauseella saadaan yhtdlo 127 = (16a)* + (9a)?, missi a on ndyton leveyden ja
korkeuden pienin yhteinen tekija (senttimetreissd). Yhtéilo saadaan potenssit laskemalla
muotoon 16 129 = 2564> + 814, misti edelleen 337a> = 16 129. Potenssiyhtilon

16 129

positiivisena ratkaisuna (koska pituudet ovat positiivisia) saadaan a = 4/ 3 Cm

Niyton kokonaispinta-ala on télldin
16a - 9a = 144a% = 144 - (1/ 122 cm)? = 144 - 12 cm? ~ 6891,92cm?. Naytolli
on pikseleitd kokonaisuudessaan 1920 - 1 080 = 2073 600 (eli reilut kaksi

megapikselid). Neliosenttimetrid kohden pikseleitd on naytolld

2073 600/6 891,92 =~ 301. (Pikseli on perustavanlaatuinen kuva-alkio, ja niiti ei voi

hajottaa osiin. Vain luonnollinen luku kelpaa vastaukseksi.)
303.

a)x=3

b)y=4(y#0)

@z:%@#@
dyt=2

304.
32
a) 5
b) 10
30s.

a) Suoraan verrannollisia
b) Eivit ole kumpaakaan, silld niiden tulo tai osamaéra ei ole vakio.

¢) Kiéntden verrannollisia
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d) Kiintden verrannollisia
306.

a) Suoraan verrannolliset
b) Kéintden verrannolliset
¢) Kéintden verrannolliset
d) Suoraan verrannolliset

e) Eivit ole kumpaakaan.
307.

a)%=ctaix=km

b)xt=ktaix:§

2

¢) £ =k tai F = k22
m1m2 r

308. Hiukset kasvavat vuodessa noin 18 senttimetria.

309. Viiden minuutin tarkkuudella 20 minuuttia

310. 30 min

311. Munia riittdisi viiteen, sokeria kuuteen ja jauhoja seitsemién kokonaiseen

kakkuun. Kaikki aineksia tarvitaan, joten Timo voi leipoa vain viisi kakkua.
312.

a) 2 dl maitoa, 0,8 dl sokeria, 6 dl vehnijauhoja
b) 24 pullaa

313. 40 tuntia
314. Puoli neljiltid
315. Noin 643 minuuttia eli 10 h 43 min

316. Seitsemiilld opiskelijalla tyo valmistuu noin 14 tunnissa. Opiskelijoita tarvitaan

12, jolloin tyd valmistuu 8 tunnissa ja 20 minuutissa.
317.

a) Noin 46 joulea

b) kilogramma
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318.

a) vihenee 23 % (nopeammalla veneelld aika on noin 58 min)

b) vihenee 31 % (aikaa kuluu noin 52 min)
319.

a) Kasvoi 45 %.
b) Laski noin 6 %.

320. Lankakerd sisdltdd 125 000 km lankaa, joten kokonaisia kierroksia maapallon

ympiéri (isoympyréé pitkin) saadaan kolme.
321.

a) 36
b) 4

322.

a) Yhdeksén neliokilometrid

b) Viiden péivin paisti
323. Sadasta vieraasta 20 ei syonyt karkkeja.

324.

a) Kolme tuntia

b) 2500 paria kenkid
3

325. % ~ 68

326. Noin 10 sekuntia

327. Funktion f nollakohdat ovat x-koordinaatiston kohdissa —1, O ja 1. Funktio saa

sekd positiivisia ettd negatiivisia arvoja.

328. Funktion f nollakohdat ovat suunnilleen x:n pisteissd: —1,5, —0,5, 0,5 ja 1,5.

Funktio saa sekd positiivisia etti negatiivisia arvoja.

329. f(0O)=-1,f(1)=0, f(x)=3kunx =—-2tai x =2,ja f(x) =0, kun x = —1

taix =1
331.

a) f(=2) =3, f=D=1Lf0)=1f1D)=3jaf2)=7
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b) f(=2) =12, f(=1) =3, f(0) =0, f(Dja f(2) = 12
O f(=2)=6,f-D=1Lf0)=2f(1)=5jaf2) =14

332. R\{ %} eli reaaliluvut pois lukien rationaaliluku %
333. x=1
334.

a) pisteessd (0,4)

b) pisteessd (3, — 2)

c) pisteessd (—2,8)

d) Funktiolla on nollakohta #:n arvolla 2, eli pisteessi (2,0).

33s.

a) 20 euroa (f(0) = 20)

b) 7,5 euroa

¢) Kuuden viikon jilkeen. (Kun f(x) =5, x = 6)

d) Kahdeksan viikon jilkeen. (Kun f(x) = 0, x = 8)

_9
336. x = 3
337.

a)x>—6

b)x>-1x>

N =

338.
i R
b) R\ {0}

¢) R, (tai Ry tai [0, co[)
d R

339. p(v)=7 - %. Kokelas voi antaa korkeintaan 9 véddrdd vastausta menematti

nollille.
340. A(x) = x(x +2) = x>+ 2x

a)Om
b) 35m
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¢) 440m

d)x>0
341.
a)s=—13—9
-1
b)s_ss

Jos s = 1, niin f(6) = 3ja g(3) = _%
342.

a) —2x—06
b) -2x+3
c) —6x
d) —6x
343.
a) %

11
b) =
c) 1—21

2ply

Vihje: Voit supistaa. z(x) = Z x2 -x+5

_ x(x+%)

—x+5
1 e 1
344. a =68
345.
11
a)?

b) ei madritelty

c¢) ei médritelty

d) =

346.

a) f(a)> fla+2)
b) f(=a) < f(a)
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347.

a) f(x) = 3x
b) f(x) = x
©) f(x) = —x
d) f(x) = |x]
348.

a) Esimerkiksi funktio f, f(x) = x (ns. identiteettifunktio) toteuttaa molemmat, koska

jokainen luku on yhté suuri itsensé kanssa.

b) Sopivia funktion lausekkeita (muuttajana x) ovat esimerkiksi % tai 1 — x.
349,

a)x=1
b) kaikilla x € R
¢) ei ratkaisuja
d)x=-1
350.
a) 1
b) 0
351.

4
a) g
b) 1

7

C) —g
d)2x/5-3
e) 2x/5 —3/5
352.
a) 1
b)5
c) —1
d) -2
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c) =27
355.

a) Ei saa.
b) Saa.
¢) Saa.

d) Saa.
e) Ei saa.
356. Eivit saa.
357.

a)3

b) 2

c)7

d)5

el

f) 4

g) 6
358.

a) 2

b) 5

c) 11

359. Ratkaisu on kokonaislukujen 3 ja 4 vilissa.
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360. Noin 4,5 sekunnin paasti
361.
1.2
a) EX
b) 50
c) 12

362. Kolmion pinta-ala on 254/3 ~ 43,3.
363.

a) Noin 25 minuuttia
b) Noin 6 tuntia ja 40 minuuttia

¢) Noin 14 sekuntia

364. 16-kertaiseksi

365. Siteilyn intensiteetti Maan pinnalla vihenee noin 31 prosenttia.
366.

a) l
b) 64
c)?2

367.

a)3
b) -2
¢) Ei ratkaisua.

369.

a) 8
b) 1024
c) 1048576
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370. Seitsemain taitoksen jdlkeen, jolloin kerroksia on 2 187

371. Noin 1300

372. Ajanhetkelld r =3

373. muutetaan kerroin: f() =5 -2’

374. f(x)=12-4%

375. Ratkaisu on lukujen 2 ja 3 vilissi.

376. Ei voi, silld eksponenttifunktiot ovat joko kasvavia tai vahenevii.
377. Kahdeksan tunnin kuluttua

378. Funktio on f(¢) = 200 - 1,5, ja kymmenen vuoden kuluttua kokoelmassa on
yhteensé noin 11 000 levya.

379. Ajanhetkelld f = 8

380. Vihintddn 4 kesadd. (Voidaan muodostaa perunasadon méérad kuvaava lauseke
S(n) =0,4-6"- 10, missid n kuvaa viljelyvuosien miérad. Halutaan selvittdd, milld n:n
arvolla S(n) > 1000. Koska 6 > 1, perunasatoa kuvaava funktio on kasvava — riittai
siis ratkaista n yhtidlostd S(n) = 1000. Saadaan 6" = 250 ja kokeilemalla ndhdéin,
etti 6° = 216 ja 6* = 1296. Kun n > 4, S(n) > 1000.)

381. Esimerkiksi kohdassa x = %

382. 17 piivin kuluttua

383. —; ~ 0,000000017

384. Kaiiretorttua on jiljelld noin yksi kilogramma.
385. Kohdassa x =0

386. Viisi merkkia riittdd. Talloin erilaisia yhdistelmida on 20511 149.

387. Luvulla on suuruus, ja niitd esitetdin numeroiden eli numeromerkkien avulla.
Kymmenjirjestelméssa kédytetyt numeromerkit ovat 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, ja 9.

(Huomaa myos vakiintuneet nimitykset kuten postinumero, puhelinnumero, ...)

388. Kahden luvun a ja b vihennyslasku (erotus) a — b miiritellddn summana
a + (—b), eli a:han on lisitty b:n vastaluku. Jakolasku (osamiird) % madritelldan

tulona a - % eli a on kerrottu b:n kéanteisluvulla.
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389. Kaikilla luvuilla x pitee 0 - x = 0, eli mik& tahansa luku kerrottuna nollalla on
aina nolla. Kuitenkin, jos nollalla voisi jakaa (eli sille olisi madritelty kdédnteisluku
0! = é), olisi voimassa O - é = 1, miki ei kuitenkaan samanaikaisesti voi pitda
paikkansa sen kanssa, ettd, kun miké tahansa luku kerrotaan nollalla, saadaan tuloksi

nolla.

390. Laventaminen muuttaa lausekkeen (tavallisesti rationaaliluvun) eri muotoon,
mutta pitdd sen suuruuden ennallaan. Kertominen on laskutoimitus, joka voi muuttaa
luvun suuruutta. Esimerkiksi % lavennettuna viidelld on % mutta sama luku kerrottuna

viidellda on %.

391. Alkuluku on luonnollinen luku, jota ei voi esittdd kahden pienemmin

luonnollisen tulona. Pienin alkuluku on 2.

392. Alkutekijidkehitelmé on luvun esitys alkulukujen tulona, esimerkiksi

45 = 3.3 -5 tai potenssien avulla kirjoitettuna 45 = 3% - 5.

393. Koska x? > 0 kaikilla reaaliluvuilla x, eli ei ole olemassa reaalilukua, joka

kerrottuna itselldéin tuottaisi negatiivisen luvun.

394. Kyseessi ei ole vaikea tapa ilmaista sana positiivinen. Reaaliluvut voivat olla
joko negatiivisia, positiivisia tai nolla (joka ei ole kumpaakaan), joten
epanegatiivinen-ilmaisu sulkee pois ainoastaan negatiivisen — luku voi olla nolla tai
positiivinen. Ilmaisuun torméad usein miirittelyehtojen yhteydessa. Esimerkiksi
parillisia juuria voi ottaa reaalilukuja kéytettdesséd vain epanegatiivisista luvuista.

1
395. Koska kiyttamillid potenssisizntojd saadaan: x° = x!~! = % = % = 1, mikd
patee kaikille luvuille paitsi x = 0. Tdma on ainut tapa méiéritelld nollas potenssi niin,
ettd se ei olisi ristiriidassa muiden potenssin ominaisuuksien (potenssisddntdjen)

kanssa. (Toinen variantti: x = x = x0 = x0. x! = x0. x, misti tulos seuraa.)

396. Johdannaissuure on suure, joka voidaan ilmaista (SI-jarjestelméin)

perussuureiden avulla niiden tuloina tai osaméarini.

397. Jalkimmadisessi esityksessd on kolme merkitsevdd numeroa — ensimmaisessa

vain kaksi. Jos kyseessd on mittaustulos, jalkimmaistd lukua voidaan pitidd tarkempana.

398. Kyseessi on rationaaliluku, silld kaikkien rationaalilukujen (ja ainoastaan

rationaalilukujen) desimaaliesitys sisdltdd ddrettomasti toistuvaan jaksoon.

399. Positiivisilla reaaliluvuilla x pitee 1/x™ = x. Timi mahdollistaa

potenssisaantdjen kayttdmisen juurilausekkeille.
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400. Muuttujan arvoa (tai muuttujien arvoja), jolla yhtalo on tosi

401. Kyse on absoluuttisista, ei suhteellisista muutoksista. Jos lisatdaéan jokin luku ja
sitten vahennetdéin sama luku, laskutoimitukset kumoavat aina toisensa. Sen sijaan jos
mielivaltaista lukua kasvatetaan suhtellisella osuudella, kasvun suuruus riippuu
alkuperiisestd luvusta. Kun kasvatetusta luvusta otetaan sama suhteellinen osa pois,

kyseinen osa onkin nyt suurempi, joten paddytiddn alkuperdistd pienempdin lukuun.

402. Madrittelyjoukko on, kuten nimikin sanoo, joukko. Se siis esittd4d kaikki
mahdolliset luvut (tai muunlaiset syotteet), jotka funktion muuttuja voi saada
arvokseen, niin ettd funktion arvon laskeminen on mielekéstd. Miirittelyehto kertoo
méidrittelyjoukon epésuorasti antamalla jonkinlaisen ehdon muuttujalle, yleensi
epdyhtilon muodossa. Esimerkiksi, jos méirittelyjoukko olisi R (positiiviset
reaaliluvut), niin sitd vastaava méadrittelyehto olisi x > 0, missd x on kyseisen funktion

muuttuja.

403. Maalijoukko voi olla laajempi kuin arvojoukko, mutta sisiltdd aina arvojoukon
kokonaisuudessaan. Arvojoukko on niiden alkioiden (yleensi lukujen) joukko, jotka
funktio voi arvokseen saada. Maalijoukko koostuu alkioista, jotka funktio saattaa
saada arvokseen. Maalijoukkoa ei voi pditelld funktion mahdollisesta lausekkeesta,
mutta arvojoukon voi. (Maalijoukon térkeys ei tule kunnolla esille lukion
matematiikassa — ei huolta, vaikkei sen merkitys kunnolla aukeaisikaan. Arvojoukko

sen sijaan tulee ymmartaa, ja sitd késitelldéin lisdd tulevilla kursseilla.)
404. a)21-20-18+19

405. €) 22 -3%-5

406. d) x> — 2x

407. e) 4(p + 6r)

408. b) (b —2a)(c + 3)

409. b) 9

410. a) 0,7

411. d) %

412. c) Ei ehdottomasti kumpikaan edellisistd — riippuu tilanteesta. (Huomaa, ettd

luvut voivat olla myds negatiivisia.)
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413
414

415

Y
9
. e)z

.o 12

416. b) 3,4 - 107! m (standardimuodossa kymmenen potenssin kertoimena on luku

itseisarvoltaan nollan ja kymmenen vililtd)

417

418

. €) viisi

. ¢) kolme

419. c) —78,24 (tuhannesosia pienempid desimaaleja ei huomioida lainkaan; py0ristys

nollaan péin)

420

421.

422,

423.

424.

425.

426.

427.

428.

429.

. d) 48000

d) 2000 cm?

d) 2kg

b) 17

b) 2¢/2

¢) Ei koskaan tosi

b) Joskus tosi

a) Aina tosi

b) Aina ja millé tahansa luvulla

a) Aina muttei nollalla (nollalla kertominen kadottaa informaatiota, eika

alkuperdisti yhtdlod endé saa ratkaistua)

430.

431

432.

433.

434.

43s.

e) Muuttuja y kasvaa myos — ja samassa suhteessa.
. b) x ja z ovat kédéntien verrannolliset.

e) ei mikddn mainituista vaihtoehdoista

a) ei yhtdéin

c) reaalilukujen osittelulakia

c) 0,00046
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436. b) 0,.97a

437. c¢) ”Kuinka monta prosenttia vanha hinta on uutta hintaa pienempi?”’
438. d) %

439. e) (1 + ﬁ)"K

440. e) R\ {1}

41. )y >0

442. e) R (tilavuus ei voi olla negatiivinen)
443. )73

444. e) Funktio ei saa irrationaaliarvoja.
445. d) Funktio ei saa irrationaaliarvoja.
446.

a) Tosi

b) Tosi

c) Epitosi
d) Epitosi
447.

a) Tosi

b) Tosi

¢) Tosi

d) Tosi
448.

a) Epitosi
b) Tosi

c) Epitosi
d) Tosi
449.

a) Tosi

b) Epitosi
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c) Epétosi
d) Epitosi

450.

a) Epitosi
b) Epétosi
¢) Tosi

d) Tosi
451.

a) Tosi
b) Tosi
¢) Tosi
d) Tosi

452.

a) Tosi
b) Epitosi

¢) Tosi
453.

a) Tosi
b) Epétosi
c¢) Epitosi

454.

a) 48
b) 3
c)6
d) -9

455. 30=2-3-5
1
456. -
457.
47
a) %

VASTAUKSET 325



b) -5

c) ;—g

d)£—b

458.

a) 0,46

b) 0,636363 ...

461.

a) ab®

b) 3a’b
c) adbtc?
d) b* — ¢?

e) 49
462.

a) 75 min
b) 155cm
¢) 10m

463.

a) 2,00 - 10"
b) 3,13-107°
¢) 8,00-10'
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404.

a) 6\/5
b) —4
o) Vb
d) v/abe

465.

a)5s
b) 7
)5

466.

a) 3\/5
b) V3
o)1
d)a

e) a

467.

_5
a)a 7

b) 2i
468.

a) 7
29
b) =
c)x=28
d)x=6
e)f=-2
f) Ei ratkaisua
g) Kaikki muuttujan x arvot
20
h) >
469. Yhtilostd x + (x + 32) = 117 vastauksena 42,5 senttimetrid

470. r=\/z
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471.

a) 200 % suurempi
b) 80 % pienempi
c) 75 %

472. 17 %

473. Jos verotonta hintaa merkataan x:114, saadaan tuoteen verolliselle hinnalle yht&lo
x + 0,13x = 50,00. Tastd saadaan x = 44,2478 €, joten vero on 0,13x = 5,75 €

474. 6,4 metrid; 4. pompun jilkeen
475. 6 tunnin kuluttua
476.

a) 5300
b) 28 000

477. Siarmin pituus on 4.
478. 1,09 ja —1,09

479. 11

480. 21

481.

a)x=-6

b) x=—3(x# —3)

482. 3,5m

483.

a)4

b) 3v2 + 12

¢) Ei mééritelty, koska nollalla jakaminen ei ole miéritelty
d) 2

484. R, eli positiivisten reaalilukujen joukko. (Nolla ei kuulu kyseiseen

madrittelyjoukkoon nyt siksi, etti silld tulisi jaettua.)
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485. Kun rajoituksia on useita, maarittelyehdoksi muodostuu kaikkein rajoittavin

0<x<2.
486. x:n arvolla 1
487.

a) 5
3

b) a+ 2
c)2a+ %a
2 6

d) 2x° + 2
x*+8

6) x+1

488.
1
a) —E
b) Ei madritelty, koska nollalla ei voi jakaa
c)8
d) —4
1
e) —5
489. g(x) =0, kun x = —2§ tai x = %; —3; g(x) = =2, kun x = —2 tai x = 0;
(1)
490.
a) 157360
b) 10

¢) Saa!
491.

a)37lg
b) 862 ¢

492.

a) Noin kahdeksan kilometrin paéssa

b) Noin seitseménkymmenen metrin pidssa

493. 73200 (pyoristimattd 73 237,5)
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494. Kohdassa x =0
495.

a) Mairitelldén relaatio esimerkiksi ”x on y:n diti” siten, ettd x ja y ovat mielivaltaisia
ihmisid.Kyseessi ei ole tdlloin funktio monestakin syysté (yksi riittdd): 1) muuttuja x
voidaan yhdistii useaan arvoon (eli yhdell4 didilld voi olla monta lasta) — funktion
arvojen sen sijaan pitiisi olla yksikdésitteisid 2) jokainen funktion méiérittelyjoukon
alkio pitdd voida liittda funktion arvoon — sen sijaan kaikki ihmiset eivit ole diteja.
b) Miirittelyjoukoksi sopii 0,1. Tilloin f(0) = 1 ja toisaalta f(1) = 0, eli nolla ja yksi

kuvautuvat toisikseen.
496.

a) Luvun 341 pystyy kirjoittamaan kahden pienemmaén luonnollisen luvun tulona,
341 =11 - 31, joten kyseessd ei ole alkuluku. (Kyseinen alkulukukehitelmi selvida
kokeilemalla rohkeasti jakaa 341 eri luvuilla.)

b) Esim. 1 =2taix =x+1

c¢) Vastaukseksi kdly miké tahansa irrationaaliluku kdy vastaukseksi, esim. 7 tai \/E .

d) Vastaukseksi kily jokin seuraavista:

i) Nollalla jakaminen (esim. 3/0 tai 0/0) — nollalla ei ole olemassa kiinteislukua.
Kisnteisluvun méritelmin perusteella olisi 0 - 0~! = 1, mutta timi on ristiriidassa

sen kanssa, ettd miké tahansa luku kerrottuna nollalla pitdisi olla nolla.

ii) Nollan korottaminen nollanteen potenssiin (esim. 0°) — palautuu nollalla jakamisen
ongelmaan, koska potensissidntojen mukaan pitiisi olla 0° = 0'~! = 8—1 = %.

iii) Parillisen juuren ottaminen negatiivisesta luvusta — ei ole olemassa reaalilukua,
joka kerrottuna itselldédn parillista maardd kertoja (ts. korotettuna parilliseen
potenssiin) tuottaisi tulona negatiivisen luvun. Nollan kokonaislukupotenssit ovat
nollia, ja sekd negatiivinen ettéd positiivinen luku kerrottuna itselldédn tuottavat
positiivisen luvun, ei milloinkaan negatiivista.

iv) Nollan korottaminen negatiiviseen murtopotenssiin — aiheuttaa ongelmia, koska
negatiivisesta eksponentista seuraa nollan potenssin siirtyminen nimittdjain, joka taas

on ongelmallista nollalla jakamisen vuoksi.
e) Kaksi ratkaisua

497.
2) 9 V3

330 VASTAUKSET



b) -2
00

498.

=3
a)x—3

b)17—8

499.

a) 19%
b) 20 %

500.

a) Tarjouspaketti on kannattavampi kuin yksittdisten lounaiden osto, kun lounaita on

kuukaudessa vihintdian 22.
b) 16 %

501. Maidosta riittdd 2,5-kertaiseen annokseen (50 pullaa), eli myos sokeria tarvitaan
2,5-kertainen mairi: 2 - 2,5 dl= 5dl. Tiheys 1,59 g cm™ ilmaistuna desilitrojen avulla
on 159 g/dl. Tarvittava sokerin méird on siis 5 dl-159 g/dl= 795 g. Kilogramman
pakkauksesta jaa siis jdljelle 1 000 g—795 g= 205 g.

502.

a) x =35

b) Nollakohdat ovat x = —0,5 ja x = 2.

¢) Funktio saa arvon 3, kun x = —1 tai x = 2,5.

d) Funktion pienin arvo on kuvaajan perusteella noin —3,125.
503. 81z

504. Noin 11 ja puoli minuuttia

505.

a) Esim. x = 1, joka on tosi vain, kun x = 1

b) Vastaukseksi kdy miké tahansa negatiivinen kokonaisluku, esimerkiksi —42, ja

nolla. (Opettaja kertokoon, kiyttdako hén nollaa luonnollisena lukuna vai ei.)

c¢) Vastaukseksi kdyvit kaikki reaaliset ei-irrationaaliluvut, esimerkiksi —3, O tai %.

(Ei siis 7, V/2 jne.)
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d) 61 on alkuluku, silld se ei ole jaollinen milléin sitd pienemmaélli luonnollisella
luvulla. (Tai: sitd ei voi kirjoittaa kahden luonnollisen luvun tulona, joista kumpikaan
eiole 1 tai61.)

e) Koska (esimerkiksi) 2 — 3 = —1 # 1 = 3 — 2, vihennyslasku ei ole vaihdannainen.
506.
a)a’*+5
b) x
c) —1
1
d) 3
507.
a) 2'7’53+10 ~8 (7’5'2HO on vidrin!)
FI1 | FI2
8 7
b)
9 6
10 5
¢) 8,9tai 10
508.
2
a) -5 5

b)z=1+ \/Z, jaehdon a > 0 tdytyy pited, koska reaalilukuja kdytettdess

negatiivisesta luvusta ei voi ottaa nelidjuurta.
509. Noin 18 %

510. 306 metrid

511.

a) noin 50 700 asukasta vuodessa
b) 2,78 prosenttia
c) 1,52 - 10% - 1,0278"2000

512. 2,3 senttimetrid

513.
a)yr=2
b)r==+2

2
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514.

a) 124 = 2% .31
b) Esimerkiksi (8/4)/2 = 2/2 = 1, mutta toisaalta 8/(4/2) = 8/2 = 4, joten jakolasku ei
ole liitdnndinen. (Vastauksesta tdytyy selvisti kdyda ilmi, ettd opiskelija ymmartaa,

mitd laskutoimituksen liitannaisyys tarkoittaa.)

¢) Mollejd on 29 enemmin kuin tirboja.
51S.

a) x
b) x* +2x + 1

c)a
516.

a) Kaksikymmentd aitaa
b) 90 km/h

517.

a) 10 kertaa

b) Alennusprosentti voidaan laskea kaavalla 1 — :—j, missé n on parturikdyntien maari

vuodessa.
518.

a) a = 0; x:n suhteen ratkaistuna yhtilolld on ddrettoméan monta ratkaisua.

b) Ei ratkaisua, koska nollalla jakamisen vélttdmiseksi ¢ ei voi saada arvoa 1.
519.

a) 1,02kg

b) 10,2 %

520. 330ppb

521. a | b tarkoittaa, ettd on olemassa kokonaisluku k siten, ettd b = a - k. a | c taasen
tarkoittaa, ettd on olemassa kokonaisluku / siten, ettd ¢ = a - [. Laskemalla yht&lot
puolittain yhteen saadaan b+c =a - k + a - [, josta osittelulailla b+ c = a - (k + ).
Koska k + I on my0s kokonaisluku, jaollisuuden mééritelmin mukaan a jakaa summan
b+c,elia|b+c.
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522. Funktio on méiritelty, kun lausekkeen nimittéjd on erisuuri kuin nolla. Tutkitaan,

milld muuttujan arvoilla nimittijdin tulee nolla: 4x* —2 =0 & x = % Funktion

V2

maérittelyjoukko on siis R \ {%} eli reaalilukujen joukko, josta on poistettu %

: 2

Arvojoukon selvittdminen aloitetaan ratkaisemalla x yhtélosti ML—Z = a, missid a
3 /3

+2
=ae x= ”4.Lauseke

esittdd mahdollisia arvoja, joita funktio voi saada: o)

on hyvin mééritelty, kun nollalla ei jaeta — a ei siis voi olla nolla. (Kuutiojuuren sisilld
voi olla miké tahansa reaaliluku, joten se ei rajoita mitdédn.) Funktion arvojoukko

koostuu siis kaikista nollasta poikkeavista reaaliluvuista: R \ {0}.
523.

a) Esimerkiksi x = x, 1 =1, \/ﬁ =4, ...

b) 3

c¢) Kaikki reaaliluvut ovat joko negatiivisia, positiivisia tai nolla. Nollan potenssit ovat
nollia, ja miké tahansa positiivinen tai negatiivinen luku korotettuna parilliseen
potenssiin tuottaa positiivisen luvun. Koska mistdén reaaliluvusta ei saada parilliseen
potenssiin korottomalla negatiivista, ei myodskdin parillinen juuri ole méiritelty
negatiivisille luvuille.

dN,Z, QR

e)1-10°+7-10*+0-10'+5-10°+0- 107" +2- 107>

f) 81 =3%(tai3-3-3-3)

524.

7
b)z:a—fz,t;eo,a;éz

525.

a) —2
c) 4x

526. 228 miljardia tonnia (2,28 - 10" kg)
527.

a) 100 %

b) 0,96 %
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528. Kuukausikortin hinnaksi tulee 84,00 euroa. Kuukausikortti on edullisempi, jos

kdy vihintdédn 13 kertaa viikossa (12 kdynnilld hinta on sama.)
529.

a) noin 16 kertaa suurempi

b) noin 256 kertaa arvokkaampi
530.

a) 1,00 g

b) Seitsemén pdivén kuluttua

531. Merkitéin tuotteen alkuperdistd hintaa (esim.) a:lla. (Hinta on lisdksi erisuuri
kuin nolla.) Ratkaistava yhtilo on prosentteina (1 — ﬁ)(l + 7 0O)a (1- W)a tai
joidenkin mielestd helpommassa desimaalimuodossa (sijoituksella p/100 = x)
1-x)1+x)a=(1- i)a Tistd a katoaa jakolaskulla ja oikean puolen
vihennyslasku voidaan sieventdd: (1 — x)(1 +x) = — Yhtalon vasemman puolen
tulon voi kirjoittaa uudelleen avaamalla sulut os1tte1ula1n avulla, jolloin paddytdin
2 _ 15 _ L VI5

T SO . J _
potenssiyhtdloon 1 — x” = . Tastd edelleen x~ = 100, josta x = +4/ 105 = £

Aiemmin tehdyn sijoituksen mukaan ﬁ = x, joten p voidaan ratkaista yhtilosta

00 00 + \/_ kertomalla se puolittain nimittidjdlld 100. Saadun yhtdlon p = +104/15
kahdesta ratkalsus‘[a hyvéksytdin vain positiivinen vastaus, koska prosentuaalisen
muutoksen “suunta” on jo otettu huomioon tehtidvinannossa yhteen- ja

vihennyslaskujen avulla. Lopullinen vastaus on siis p = 104/15 = 38,73.

532.

3
a)z

b) x =-3

533.

x =112~ 2,289

534. Kuohuviinid on lisittava 2,0 litraa.
535. x=4

536. x+y

1
537. - o
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538. x=0taix=2
539. B

540. —
541. x=2

542. 2 — /2
543. x = -4
544. 0.8 %

545. 4ab

546. 21/2

547. (5—1/2)* =27-10V2
548. x =7

549, 2~
550. 2

=3
551 x =7
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Hakemisto

A

absoluuttinen muutos, 164
alkuluku, 35

alkutekiji, 35
aritmetiikka, 25

arvo, 39

arvojoukko, 200, 205

aste, 215

aste (potenssiyhtélo), 182
asteluku, 215

B
bitti, 102

D

desimaalierotin, 16, 83
desimaaliosa, 83
diskreetti, 102

E

eksponentiaalinen malli, 225
eksponentti, 64
eksponenttifunktio, 223
eksponenttiyhtélo, 224

erotusprosentti, 165

F
funktio, 200

G
googol, 70

I
identtisesti tosi, 140
imagindariyksikko, 82

irrationaaliluku, 23

J

jakso, 84

jaksollinen desimaaliluku, 86
jaollisuus, 34

johdannaissuure, 97

K

kiaanteisluku, 55
kantaluku, 64
kerrannaisyksikko, 100
kokonaisluvut, 22
kokonaisosa, 83
kompleksiluvut, 24
korkoa korolle, 188
kuutio, 66
kuutiojuuri, 120
kuvaus, 200

L

laskutoimitus, 18
lauseke, 39
laventaminen, 51
luku, 15
lukusuora, 22

luonnolliset luvut, 20
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M R

maalijoukko, 200 rationaaliluku, 22
méidrittelyjoukko, 200, 204 reaaliluku, 23
merkitsevit numerot, 90 refleksiivisyys, 17
Mersennen alkuluku, 78 relaatio, 17

murtoluku, 50 S

murtopotenssi, 129
samannimisyys, 51

muutosprosentti, 164

muuttuja, 17, 141 scientific notation, 99

sekamurtoluku, 50

N sieventaminen, 41
n:s juuri, 121 sijoitus, 39
nelio, 66 skalaarisuure, 94
nelidjuuri, 119 suhteellinen muutos, 164
nimittdjd, 50 sulkeiden avaaminen, 42
nollakohta, 202 supistaminen, 51
numero, 15 suure, 94
o symmetrisyys, 17
operaatio, 18 T
osoittaja, 50 taydellinen luku, 38
tavu, 102
P
tekijd, 34
paittyva desimaaliluku, 85 termi, 40

illi luku, 35
parillinen luku, tetraatio, 81

iton luk
pariton luku, 35 tilavuusprosentti, 181

eilaus, 21 e
p transitiivisuus, 17

1
perusarvo, 160 triviaali, 18

erussuure, 96 .
p tuhaterotin, 16

pilkun siirtdminen, 99

potenssiyhtdlo, 182 A\

pro centum, 157 vaihdannaisuus, 25

pro mille, 157 vakio, 17

promille, 157 vastaluku, 21

prosentti, 157 vektorisuure, 94
prosenttikerroin, 162 verrannollisuuskerroin, 192
prosenttiyksikko, 168 verranto, 193
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vertailuprosentti, 160

Y

yhtilo, 139

yhtélon pateminen, 139
yhteinen tekiji, 42
yksikko, 94
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