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LUKU 1

Logiikka ja padfttely

Logiikka on tieteenala, joka tutkii pééttelyi ja ajattelua. Erityisesti logiikassa tut-
kitaan deduktiivista paittelyd. Deduktiivista paittelyd tutki ensimmaiisena kreik-
kalainen filosofi Aristoteles (384 eaa. — 322 eaa.), jonka mukaan deduktio etenee

yleisestd erityiseen. Esimerkki Aristoteleella esiintyvisté pdédtelmastd on seuraava:

(1) Ihmiset ovat kuolevaisia.

(2) Sokrates on ihminen.

(3) Sokrates on kuolevainen.

Esimerkissé rivit (1) ja (2) ovat pédédtelmin oletuksia ja rivilld (3) on péételmin
Jjohtopaitos. Tillaisessa pédttelyn merkintdtavassa johtopditds erotetaan yleensa
viivalla. Deduktiivinen pééttely on loogisesti pétevia eli tosista oletuksista teh-
tyjen padttelyiden johtopddtokset ovat tosia kaikissa (todellisissa ja kuvitelluissa)

tilanteissa.

Toista usein esiintyvii paittelymenetelméaa kutsutaan filosofiassa induktiopéatte-
lyksi. Aristoteleen mukaan induktio etenee erityisestd yleiseen. Induktiopaittelya
kiytetddn usein arkiajattelussa, vaikka se ei ole loogisesti piteviid. Esimerkki induk-

tiopdételmastd on seuraava:

(1) Kaikki tunnetut joutsenet ovat valkoisia.

(2) Kaikki joutsenet ovat valkoisia.

Tama paittely ei sdilytd viitteiden totuutta, koska on olemassa my0s mustia joutsenia.
Niiti ei kuitenkaan tunnettu Euroopassa ennen Australian 10ytdamisté, joten siihen

asti paittelyn oletusta (1) oli saatettu pitda totena. Silti johtopditos (2) ei ole tosi.

LOGIIKKA JA PAATTELY 7
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Kuva 1.1: Mustajoutsen (Cygnus atratus). Wikimedia Commons: Raul654 / GFDL
1.2

Aristoteleen tekemé jako deduktiivisiin ja induktiivisiin paittelyihin ei ole enaa
nykypdivina tiysin toimiva. Toisaalta tima johtuu induktiop&attelyyn liittyvistd on-
gelmista — toisaalta siitd, ettd kaikkia paattelymenetelmié ei ole helppoa luokitella
talld tavoin. Filosofiassa tutkitaan deduktion ja induktion liséksi my6s niin kutsuttuja
abduktiivisia paittelyjd. Lisamateriaalina olevassa kappaleessa 5.4 esitellddan mate-
maattinen eli tiydellinen induktio, jota ei pidi sekoittaa filosofiassa esiintyviin

(epdpateviin) induktiopaittelyyn.

Deduktiivista péattelyd on mahdollista soveltaa monenlaisissa tilanteissa. Merkittava
deduktiivisen paéttelyn sovellus on matemaattinen todistaminen, jota tutkivaa logii-
kan osa-aluetta sanotaan joskus matemaattiseksi logiikaksi erotuksena yleisemmin
paittelyjd ja ajattelua tutkivasta filosofisesta logiikasta. Nykyidin tirked logiikan
sovelluskohde on tietotekniikka, joten logiikkaa tutkitaan myos teoreettisen tieto-
jenkdsittelytieteen osana. Tassd kurssissa keskitytdédn ensisijaisesti matemaattiseen

logiikkaan.

ESIMERKKI 1.1
Ovatko seuraavat paittelyt loogisesti patevid? Perustele.

(1) Kaikki orjyt ovat nouvareita.

a) (2) Mikidn surjimus ei ole nouvari.

(3) Mikién surjimus ei ole 0Orjy.

LOGIIKKA JA PAATTELY



(1) Kuusi on puu.
b) (2) Nire on puu.

(3) Nire on kuusi.

(1) Kaikki kohtaamani joulupukit ovat olleet tavallisia ihmisid,

c) jotka ovat vain pukeutuneet joulupukiksi.

(2) Oikeaa joulupukkia ei ole olemassa.

Ratkaisu:

a) On. Jos jokin surjimus olisi 0rjy, niin silloin se oletuksen (1) nojalla olisi
my0s nouvari. Mutta oletuksen (2) mukaan mikéién surjimus ei ole nouvari. Siis
ei ole mahdollista, ettd jokin surjimus olisi Orjy.

b) Ei. Nére tarkoittaa nuorta kuusta, mutta timé on kielellinen sopimus.
Logiikka ei suoraan ota kantaa sanojen merkityksiin (eli niin sanottuun
semantiikkaan). Vaikka vdite on sinélldin tosi, se ei kuitenkaan seuraa
oletuksista ja siksi paittely ei ole loogisesti pateva.

¢) Ei. Kyseessi on induktiivinen péittely, joka ei ole loogisesti pateva.
Vastaus: a) on, b) ei, ¢) ei

ESIMERKKI 1.2
Ovatko seuraavat paittelyt loogisesti pitevida? Perustele.

a) Kaikki ajavat joskus ylinopeutta, joten pienesti lipsahduksesta ei tarvitse
antaa rangaistusta.

b) Pariisin tiedeakatemian professorit julistivat, ettd meteoriitteja ei ole
olemassa, koska taivaalla ei ole kivid. Siis meteoriitteja ei ole olemassa.

c¢) Lingvistiikan professori Miettisen mukaan Suomen voimassaolevat
ravintoainesuositukset eivit perustu uusimpiin tutkimustuloksiin. Ongelmia on
erityisesti rasvojen kayttod koskevissa suosituksissa. Siis Suomen nykyiset
ravintoainesuositukset ovat vanhentuneet.

d) Tunnettu pikkurikollinen Lipa Luihu nihtiin lauantai-iltana rautatieasemalla.
Samana iltana varastettiin Urho Kestdvan maastopyord aseman pyoritelineest.
Siis Luihu oli varastanut Kestévéan pyoran.

e) Kolme prosenttia ihmisistd on ndhnyt lentdvén lautasen. Siis lentivid lautasia

on olemassa.

Ratkaisut:

LOGIIKKA JA PAATTELY 9



10

a) Kysymyksessd oleva paittely on virheellinen, koska se vetoaa sddntdjen
rikkojien madrdén eika kyseisen rikkomuksen olosuhteisiin. Se, ettd useimmat
ihmiset toimivat tai ajattelevat jollakin tavalla, ei logiikan mielessi todista
mitddn, koska enemmistd voi olla vaardssa. Tatd padttelyvirhettd kutsutaan
filosofiassa nimelld argumentum ad populum eli vetoaminen lukuméérién.
Yleisimmin se esiintyy yleiseen mielipiteeseen tai toimintatapaan vetoavissa
johtopiitoksissd. Joskus vedotaan myos pienemmén mutta ylivertaisten joukon
nikemykseen, esimerkiksi: "Kaikki ne, jotka oikeasti osaavat ajaa autoa, ajavat

joskus ylinopeutta.” Myos tami paittely on virheellinen.

b) Vaikkakin Pariisin tiedeakatemia edusti 1700-luvun parasta asiantuntemusta,
my0s asiantuntijat voivat olla vadréssi. Liséksi luonnontieteelliset tulokset eivit
ole koskaan logiikan mielessé todistettuja, ja mahdollisuus virheeseen on aina
olemassa — ja suuri erityisesti uusien ja mullistavien 16ydosten kohdalla.
Tieteellisessd menetelméssi kuitenkin pyritdédn siihen, etté esitetyt véitteet ovat
falsifioituvia. Ne voidaan kokeella tai havainnolla osoittaa viériksi, kuten tassa
tapauksessa tapahtuikin. Siksi tieteellinen tieto on itsensi korjaavaa ja lukuisissa
koetilanteissa testattuja teorioita voidaan pitdd kdytdnnossd hyvin luotettavina,
joten vetoaminen asiantuntijan ndkemykseen on hyviksyttivii argumentaatiota.
Télloin tulisi kuitenkin ensisijaisesti vedota asiantuntijoiden esittimiin
perusteluihin eikd heiddn asemaansa tai lukumiiraansa. Pelkéstdan useimpien
asiantuntijoiden mielipiteeseen vetoava argumentti on tiukasti tulkittuna

virhepéitelma (katso a-kohta).

¢) Professori Miettinen ei ole ravitsemustieteen asiantuntija, joten hénen
mielipidettdén ei voida pitdd asiantuntijan nikemyksend. Kysymyksessé on
virheellinen argumentti, josta kdytetdédn filosofiassa my0s nimitysta
argumentum ad verecundiam eli vetoaminen viidrdin auktoriteettiin. Liséksi
vetoaminen edes oikean asiantuntijan nikemykseen ei koskaan ole logiikan
mielessd pitevi paittely. Huomaa siis, ettéd lingvistiikan professoriudesta
“huolimatta” Miettisen viitteessd saattaa olla perda. Tarkedd on myds ymmairtia,
ettd siitd huolimatta, ettd vaikka hénti nimitetdin tdssi lingvistiikan
professoriksi, se ei sulje pois mahdollisuutta, etteikd hén olisi myos
ravitsemuksen asiantuntija!

d) Paittely ei ole logiikan mielessi pateva eikd myoskddn hyviksyttavai
argumentaatiota, koska péittely perustuu ensisijaisesti Lipa Luihun

henkilokohtaisiin ominaisuuksiin eiki itse rikokseen liittyviin havaintoihin.

LOGIIKKA JA PAATTELY



Tillaisesta padtelméstd kiytetddn filosofiassa nimitystd argumentum ad
hominem eli argumentoiminen henkil64 vastaan. Juridiikassa esimerkiksi tietoa
henkilon aikaisemmasta rikoshistoriasta pidetidin kuitenkin hyviksyttivina
aihetodisteena eli todisteena, jonka perusteella syyllisyyttd voidaan pitda
todennékoisend, vaikka se ei suoraan osoitakaan syyllisyytta.

e) Tamai paittely on logiikan mielessi pitevi, vaikka harvat asiantuntijat pitavit
johtopaitostéd oikeana. Vika ei kuitenkaan ole paittelyssd vaan oletuksessa,
jonka mukaan kolme prosenttia ihmisistd on nihnyt lentéivin lautasen. Téllaisia
havaintoja ei voida pitéa kovin luotettavina, koska ihmiset saattavat tehdd

virheellisid havaintoja tai tarkoituksellisesti vairistelld totuutta.

Vastaukset: a) ei, b) ei, ¢) ei, d), ei, e) on (varauksin)

LOGIIKKA JA PAATTELY 11
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Tehtavid

1. Onko péittely loogisesti piteva? Perustele.

a) Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia. Lasse-kissa on kuolevainen. Siis Lasse-kissa
on ihminen.

b) Kaikki koirat osaavat haukkua. Halli on koira. Siis Halli osaa haukkua.
2. Ovatko seuraavat paittelyt loogisesti péitevid? Perustele.
(1) Kaikki tetraedrit ovat pyramideja.

a) (2) Jotkut kartiot ovat tetraedreja.
(3) Jotkut kartiot ovat pyramideja.

(1) Kaikki sylinterit ovat lierioita.
b) (2) Mikiin lierio ei ole kartio.
(3) Jotkut sylinterit ovat kartioita.

(1) Luku 345 péaittyy numeroon 5.
¢) (2) Nollaan paittyva luku on viidella jaollinen.
(3) Luku 345 on viidell4 jaollinen.

3. Onko seuraava paittely loogisesti patevia? Perustele.

a) Jos ulkona on pakkanen, menen hiihtdmaién. Ulkona ei ole pakkanen. Siis en
mene hiihtdmain.

b) Jos ulkona on pakkanen, menen hiihtiméidn. En mene hiihtiméin. Siis ulkona
ei ole pakkanen.

¢) Jos tieddn nukkuvani, niin nukun. Jos tieddn nukkuvani, niin en nuku. Siis en
tiedd nukkuvani.

4. Tutkitaan polynomia

P(x) = x> — 10x* + 35x% — 50x% + 25x.

a) Laske P(0), P(1), P(2), P(3) ja P(4).
b) Miti voit sanoa luvuista P(n), kun n on luonnollinen luku?

c) Testaa padtelmaiisi kokeilemalla my6s muilla luonnollisilla luvuilla esimerkiksi
laskinta kayttden.

LOGIIKKA JA PAATTELY



5. Arkiajattelussa kéytetddn usein ajattelumalleja, jotka eivit ole loogisesti perus-
teltavissa. Mik& virhe on seuraavissa paédtelmissi?

a) Ilta-Sanomien kyselyssd 66 % vastaajista uskoo maan ulkopuoliseen eldmaién.
Maan ulkopuolista eliméa on olemassa.

b) The Sunday Times -lehden haastattelussa kuuluisa tiedemies Stephen Hawking
totesi pitdvinsd ldhes varmana, ettd avaruudessa on maan ulkopuolista édlykistd
eldméd. Maan ulkopuolista eldméd on olemassa.

c¢) Tiedemiehistd 90 % viittdd, ettd nykyinen ilmastonmuutos on ihmisen aiheutta-
maa eikd johdu maapallon lampotilan luontaisesta jaksollisuudesta. Siis nykyinen
ilmastonmuutos on ihmisen aiheuttamaa.

d) Televisiouutisissa kerrottiin, ettid toisen maailmansodan aikainen holokausti oli
vain liittoutuneiden propagandaa. Siis holokaustia ei tapahtunut toisen maailman-
sodan aikana.

6. Ovatko seuraavat paittelyt loogisesti pétevid? Perustele.

(1) Kaikilla x toteutuu y.
a) (2) Joillakin z toteutuu x.
(3) Joillakin z toteutuu y.

(1) Kaikilla A toteutuu B.
b) (2) C toteuttaa B:n.
(3) C toteuttaa A:n.

(1) Kaikilla A toteutuu B.
¢) (2) Milldin C ei toteudu B.
(3) Millddn C ei toteudu A.

LOGIIKKA JA PAATTELY
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Kotitehtavid

7. Ovatko seuraavat piittelyt pitevid? Perustele.

(1) Kaikki kissat osaavat kehriti.
a) (2) Tiama eldin osaa kehréita.
(3) Tama eldin on kissa.

(1) Kukaan laiska opiskelija ei selvid kokeesta.
b) (2) On opiskelijoita, jotka selvidvit kokeesta.

(3) On opiskelijoita, jotka eivit ole laiskoja.

8. Ovatko seuraavat paittelyt pitevida? Perustele.

(1) Neljakkiin lavistdjat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
a) (2) Neljdkas on suunnikas.

(3) Suunnikkaan ldvistdjdt ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

(1) Kaikki suorakulmiot ovat suunnikkaita.
b) (2) Jotkut nelikulmiot ovat suorakulmioita.
(3) Jotkut nelikulmiot ovat suunnikkaita.

(1) Kolmio ABC on tasakylkinen.
c¢) (2) Tasasivuiset kolmiot ovat tasakylkisii.
(3) Kolmio ABC on tasasivuinen.

9. Ovatko seuraavat paittelyt patevid? Perustele.

(1) Kaikki lammasfarmin lampaat ovat joko mustia tai valkoisia.

a
) (2) Kaikki lampaat ovat mustia tai valkoisia.
(1) Tavallisessa korttipakassa kortti on aina joko pata,
risti, hertta tai ruutu.
b) (2) Pata- jaristi-kortit ovat mustia.

(3) Hertta- ja ruutu-kortit ovat punaisia.
(4) Kaikki tavallisten korttipakkojen kortit ovat
joko mustia tai punaisia.

10. Jddmaa on kokonaan Merimaan itdpuolella. Kummallakin on eteldrajaa Au-
rinkomaan kanssa. Merimaalla ja Aurinkomaalla on ldnsiraja Lumimaan kanssa.
Kukkamaa on kokonaan Jdimaan ja Aurinkomaan itdpuolella.

a) Onko Merimaalla ja Kukkamaalla yhteisti rajaa?

b) Voiko Lumimaalla ja Kukkamaalla olla yhteisté rajaa?

14 LOGIIKKA JA PAATTELY



11. Ovatko seuraavat piittelyt pitevid? Perustele.

&)
a) (2

Milldén x ei toteudu y.

Kaikilla z toteutuu x.

3)

(M
b) (2)

Milldén z ei toteudu y.

Kaikilla A toteutuu B.

Joillakin C toteutuu B.

3)

Joillakin A toteutuu C.

LOGIIKKA JA PAATTELY
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LUKU 2
Loogiset lauseet

Logiikkaa ja erilaisia paittelyitd kdytetddn jatkuvasti arkipdivin tilanteissa. Logiikan
tutkimuksessa tarvitaan kuitenkin tasmallisid mééritelmié ja systemaattisia paittely-

sdantojd, joihin tutustutaan tdssi luvussa.

2.1 Atomilauseet, konnektiivit ja
fotuusarvot

TUTKIMUSTEHTAVA

Nelja opiskelijaa hakee kesitoihin huvipuistoon. Tutustu heidan hakutietoihinsa.

Vastaa kysymyksiin hakijoiden soveltuvuudesta eri tehtiviin.

Hanna (17 v.) on opiskellut kaksi vuotta ammattilukiossa. Opintoihinsa liittyen hin

on suorittanut hygieniapassin. Hanna harrastaa tennisté ja kalliokiipeilya.

Heikki (18 v.) on opiskellut kaksi vuotta lukiossa. Hinelld on ajokortti ja hygienia-

passi. Heikki pelkéé korkeita paikkoja.

Jussi (18 v.) on opiskellut yhden vuoden lukiossa ja on juuri palannut Uudesta-

Seelannista, missd hin oli vaihto-opiskelijana yhdeksén kuukautta.

Saara (19 v.) on suorittanut ylioppilastutkinnon. Hén kirjoitti mm. pitkén englannin
ja lyhyen ranskan. Saara on ollut vuoden vaihto-opiskelijana Englannissa, ja hanelld

on ajokortti.

1. Jarrumieheksi vuoristoradalle voidaan valita henkilo, joka ei pelkdad korkeita

paikkoja. Sopiiko a) Hanna b) Heikki tehtdvidn?

LOOGISET LAUSEET



2. Oppaalta vaaditaan lukion pitkdn englannin oppimééri tai yli puolen vuoden
oleskelu englanninkielisessd maassa. Sopiiko a) Jussi b) Saara ¢) Hanna tehtdvidin?
3. Jadtelokdrryn kuljettajalta vaaditaan téysi-ikdisyyttd ja hygieniapassia. Sopiiko a)
Saara b) Hanna c) Heikki tehtavidan?

Kuva 2.1: Vuoristorata. Wikimedia Commons: Boris23 / CC-BY-SA 2.0

Logiikassa viitteitd, jotka ilmaisevat asioiden tilaa, kutsutaan propositioiksi. Pro-
positioille on aina méiiritettidvissi oleva totuusarvo — toisin kuin esimerkiksi huu-
dahduksilla (*’Varo!”) tai kysymyksilld (“Paljonko kello on?”). Propositioista yksin-
kertaisimmat ovat atomilauseita. Esimerkiksi seuraavat lauseet ovat propositioita ja

atomilauseita: [A :]

1. On yo.
2. Aurinko paistaa.
3. Pariisi on Italiassa.

4. Oulu on Suomessa.

Atomilauseita ajatellaan erdédnlaisina totuusmuuttujina, jotka voivat saada kaksi
arvoa: tosi tai epatosi. Y1ld olevista lauseista C on epitosi, D on tosi ja kaksi ensim-
madistd voivat olla tosia tai epdtosia ajankohdasta riippuen. Tadssi kurssissa atomi-
lauseita merkitdan isoilla kirjaimilla A, B, C jne. Todelle ja epitodelle kiytetddn

tietotekniikasta tuttuja merkintdja 1 ja 0.
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Loogisia lauseita voidaan my6s muodostaa yhdistelemilld atomilauseita konnek-
tiivien avulla. Konnektiiveja ovat esimerkiksi ei, ja, tai seké jos ... niin. Naill4
sanoilla on myos arkikielessd merkityksii, jotka joskus eivit tiysin vastaa niiden
merkitystd logiikassa. Lausetta, jossa on vihintddn yksi konnektiivi, kutsutaan yhdis-
tetyksi lauseeksi eli molekyylilauseeksi. Yhdistetyn lauseen totuusarvoa tutkitaan

totuustaulujen avulla.

NEGAATIO

Yksinkertaisin esimerkki konnektiivista on looginen ei, jota kutsutaan negaatioksi.
Lauseen A negaatiota merkitdin —A. Negaation totuusarvo on vastakkainen sille
lauseelle, johon negaatio liittyy. Jos A on tosi, niin = A on epétosi. Jos A on epitosi,

niin —A on tosi.
Esimerkiksi lauseen A: “uimahalli on auki” negaatio on = A: uimahalli on suljettu”.

Negaation totuustaulu on seuraava:

A A:n negaatio

tosi epatosi

epatosi tosi

Aikaisemmin mainittuja merkint6ji kdyttden totuustaulu voidaan kirjoittaa lyhyem-

min:

—_
o

KONJUNKTIO

Loogista ja-konnektiivia sanotaan konjunktioksi. Kahden lauseen A ja B konjunktio
A A B on tosi vain silloin, kun molemmat kyseisistd lauseista ovat tosia. Muussa

tapauksessa se on epatosi.

Esimerkiksi lauseiden A: “olen vaaleatukkainen” ja B: olen ruskeasilméinen” kon-

junktio on A A B: ”olen vaaleatukkainen ja ruskeasilméainen”.

Konjunktion totuustaulu:
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A| B| AAB
1|1 1
110 0
011 0
00 0

DISJUNKTIO

Loogista tai-konnektiivia sanotaan disjunktioksi. Lauseiden A ja B disjunktio AV B

on tosi silloin, kun ainakin toinen lauseista A ja B on tosi.

Esimerkiksi lauseiden A: henkil6lld on B-ajokortti” ja B: henkil6lld on moottori-
pyorékortti” disjunktio on A Vv B: "henkilolld on B-ajokortti tai hénelld on moottori-

pyorakortti”.

Disjunktion totuustaulu:

A|B|AVB
1|1 1
110 1
0] 1 1
00 0

Kannattaa huomata, ettd arkikielessd sanalla tai on usein eri merkitys kuin logiikassa,
koska tai-lauseen ei aina ajatella olevan tosi tapauksessa, jossa sekd A ettd B ovat

tosia.

Esimerkiksi hampurilaisateriaan voi valita ranskalaiset perunat tai minisalaatin mut-
ta ei molempia. Toisaalta henkilo on vapaa oppivelvollisuudesta, jos hédnelld on
peruskoulun paistdtodistus tai jos koulun aloittamisesta on kulunut kymmenen vuot-
ta. Kumpi tahansa ehto yksinédén riittdd. Suurimmalla osalla oppivelvollisuudesta

vapaista ihmisistd on kummatkin ominaisuudet.

ESIMERKKI 2.3
Olkoot lauseet A: ’on kesd”, B: “’kdyn toissd” ja C: “pelaan jalkapalloliigassa”.
Suomenna lauseet
a) A,
b) BVC,
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¢c) "A A B,
d) BV(AAC).

Ratkaisu:

a) Ei ole kesi.
b) Kéyn toissé tai pelaan jalkapalloliigassa.
c) Ei ole kesi ja kdyn toissi.

d) Kiyn toissi, tai sitten on kesi ja pelaan jalkapalloliigassa.

FORMALISOINTI

Formalisoinnilla tarkoitetaan luonnollisen kielen, esimerkiksi suomen kielen, lausei-
den kéddntdmisti logiikan kielelle. T4lloin on esimerkiksi valittava, mitkd ovat atomi-
lauseita. Samalla ilmaisulla voi olla useita mielekk&itd formalisointeja. Formalisoin-
nin tarkoituksena on 16ytda vastaavuuksia logiikan ja arkieldmaén tilanteiden vélille.
Niin voidaan esimerkiksi tutkia erilaisia véitelauseita ja paitelmii. Formalisointi on

tirked viline erdiden filosofian ja tietojenkésittelyn ongelmien tutkimuksessa.

Arkikielen lauseiden kadntdminen logiikan kielelle ei ole aina helppoa ja tulkin-
nanvaraisuuttakin voi esiintyé. Erityisen ongelmallisia ovat paljon konnektiiveja
sisdltavit lauseet, koska luonnollisessa kielessi konnektiivien suoritusjirjestysti ei

madritelld eikd tavallisesti kdytetd sulkeita.

ESIMERKKI 2.4
Formalisoi lauseet

a) Liisalla ei ole alibia.
b) Liisalla on alibi tai hianella ei ole motiivia.
¢) Liisalla on motiivi, mutta hiinelld on myos alibi.

d) Jos Liisalla ei ole alibia, hinelld ei ole motiivia.

Ratkaisu: Kaytetdadn atomilauseita A: “Liisalla on alibi” ja M: “Liisalla on

motiivi”’. Formalisoidut lauseet ovat:

a) A.

b) AvV-M.

c) M A A.

d) Av (mA A M) (Lause lyhenee kéyttiden seuraavassa kappaleessa esiteltdvia

implikaatiota.)

LOOGISET LAUSEET



[l Vastaus:a) "A,b)AV-M,c) M ANA,d) AV (—AA-M).

ESIMERKKI 2.5
Lomamatkallaan Liina ja Pasi halusivat osallistua rullaluistelutapahtumaan. He

nékivit tarjouksen: “Vuokraa 5 eurolla rullaluistimet tai suojat ja kypara!”

Miten tarjous pitdisi ymmartii?

Ratkaisu: Tarjous ei ole yksiselitteinen. Kéytetddn atomilauseita R: ”vuokraan
kuuluu rullaluistimet”, .S': ”vuokraan kuuluu suojat” ja K: ”vuokraan kuuluu
kypirda”. Tarjous olisi formalisoituna R vV S A K. Lauseen merkitys riippuu
kuitenkin siitd, kumpaa konnektiivia sovelletaan ensin. Lause R V (S A K)
tarkoittaa, ettd viidelld eurolla voi vuokrata joko pelkastddn rullaluistimet tai
sitten sekd suojat ettd kyparin. Lause (R V .S) A K tarkoittaa, ettd viidelld

eurolla voi vuokrata joko rullaluistimet tai suojat ja niiden lisdksi kypérén.

Vastaus: Tarjouksen voi ymmairtia kahdella tavalla: viidelld eurolla voi
vuokrata joko pelkistdén rullaluistimet tai sitten sekd suojat ettd kypérin;
viidelld eurolla voi vuokrata joko rullaluistimet tai suojat ja niiden lisdksi

kyparén.

Formalisoinnin jilkeen lauseen totuusarvoa voidaan tutkia esimerkiksi totuustaulujen

avulla.

ESIMERKKI 2.6
Laadi totuustaulu lauseelle a) -(A A =B), b) (A A B) v -C.

Ratkaisu:

a) Lauseessa (A A = B) on kaksi atomilausetta. Totuustauluun merkitdan
kaikki lauseiden A ja B eri totuusarvojen yhdistelmit. Sen jélkeen kirjoitetaan
sarakkeet lauseiden =B, A A =B sekid =(A A —B) totuusarvoille.

A|B|-B| AA-B | =(AA-B)
1l1]o0 0 1
1101 1 0
0[1] 0 0 1
00| 1 0 1

b) Lauseessa (A A B) vV =C on kolme atomilausetta. Kaikkia lauseiden A, B ja

C totuusarvojen yhdistelmia varten tarvitaan kahdeksan rivia.
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Tehtavid

12. Onko lause atomilause?

a) Tampere on Pirkanmaalla.

b) Kajaani on Suomen piikaupunki.
¢) Hattu pois paisti!

d) On olemassa suurin alkuluku.

e) Onko avaruudessa elamai?
f)5+12=18.

13. Kirjoita lauseen negaatio.

a) Tandin on maanantai.

b)2+3=>5.

¢) Luku on negatiivinen.

d) Ainakin yhdelld ryhmédmme opiskelijalla on ruskeat silmit.
e) Kymmenessé sivussa tekstid on vihintdidn seitsemin virhettd.
f) Kesid Vilimerelld on kuuma ja aurinkoinen.

14. Olkoot lause A: ”veikkasin lottorivin” ja lause B: voitin miljoona euroa”. Kir-
joita suomen kielelld lauseet

a) 1A,

b) AV B,

¢c) AAB,

d) AA-B,

e) "AV (AAB),

f) "A A -B.

15. Olkoot lause A: ”on kaunis kesédpdivd”, lause B: ”lokit kirkuvat” ja lause C:
“kévelen rannalla”. Kirjoita suomen kielelld lauseet
a) "AV B,

b) AANBAC,

¢) (AAC),

d)(AAC)V(BAC).
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16. Olkoot A: on pilvistd” ja B: “sataa lunta”. Formalisoi seuraavat lauseet eli
kirjoita ne lauseiden A ja B sekéd konnektiivien =, A ja Vv avulla.

a) On pilvistd ja sataa lunta.

b) On pilvisti, mutta ei sada lunta.

c) Ei ole pilvisti eikd sada lunta.

d) On pilvisti tai sataa lunta.

e) On pilvisti ja sataa lunta tai ei ole pilvistd eiké sada lunta.

17. Formalisoi lauseet:

a) Mustikat polun varrella ovat kypsié tai alueella ei ole nidhty karhuja.
b) Ei ole totta, ettd mustikat polun varrella ovat kypsié tai alueella on nihty karhuja.

¢) Mustikat polun varrella ovat kypsid, mutta alueella ei ole nihty karhuja, tai sitten
mustikat eivit ole kypsii ja alueella on néhty karhuja.

d) Karhuja ei ole néhty alueella ja polulla vaeltaminen on turvallista, mutta musti-
kat ovat kypsia.

18. a) Laadi totuustaulu lauseelle = A v = B. Millad atomilauseiden A ja B totuusar-
voilla lause on tosi?

b) Laadi totuustaulu lauseelle =(A A B). Milld atomilauseiden A ja B totuusarvoilla
lause on tosi? Vertaa a-kohdan tulokseen.

c¢) Keksi atomilauseet A ja B ja ilmaise a- ja b-kohtien lauseet suomen kielelld.
19. Laadi totuustaulu lauseelle (A A B) V (B V C).

20. Olkoot atomilauseet A: ”x < =17, B: ”x > 17 ja C: ”x = 1”. Formalisoi
lauseet

a)x £ 1,

b)x>1,

c) x> -1,

dx<l1,

e)—-1<x<1,

f)x <—1taix>1.

21. Saarella asuu haltijoita ja menninkdisii. Turisti tapasi kaksi saarelaista, Hip-
sun ja Vipsun. Hipsu sanoi: “Hillat ovat kypsié ja kalaonni on suotuisa, tai sitten
hillat eivit ole kypsié tai kalaonni ei ole suotuisa.” Vipsu viitti: “Hillat ovat kypsia
ja kalaonni on suotuisa, mutta hillat eivit ole kypsid tai kalaonni ei ole suotuisa.”
Tutki totuustaulun avulla Hipsun ja Vipsun vditteiden totuusarvoja. Mitd voidaan
paételld totuustaulun avulla, kun tiedetédn, ettd saaren asukkaista haltijat valehtele-

vat aina ja menninkiiset puhuvat aina totta? Saiko vierailija kiyttokelpoista tietoa
marjasadosta tai kalaonnesta?
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Loogisilla piireilld suoritetaan digitaalisissa laitteissa erilaisia loogisia operaatioita.

Loogisen piirin toimintaa voidaan kuvata esimerkiksi seuraavalla kaaviolla.

sisddnmenot ulostulo

looginen

piiri

Loogisella piirilld on yksi tai useampi sisdéinmeno ja yksi tai useampi ulostulo.
Tédmén kirjan esimerkeissi ja tehtédvissa késitellddn vain yhden ulostulon piirejé.
Sisdiinmenojen ja ulostulon signaalin arvo voi olla 1 tai 0. Edellisessd tapauksessa

johtimessa on jdnnite, jalkimmaéisessé tapauksessa ei ole.

Loogiset piirit kootaan loogisista porteista. Seuraavassa taulukossa on lueteltu

loogiset portit, niiden toiminta ja toimintaa vastaava looginen konnektiivi.

Looginen Looginen
g . Toiminta Piirrosmerkki 5 o
portti konnektiivi
Tai-portti antaa jdnnitteen,
Tai kun ainakin toisessa Ag AV B
sisddnmenossa on jannite. B
Ja-portti antaa jinnitteen
vain silloin, kun A
Ja . AAB
molemmissa B
sisddnmenoissa on jannite.
Ei-portti antaa jannitteen
silloin, kun sisddnmenossa
Ei o A —A
ei ole jannitettd, ja
kéantéen.

Esimerkiksi looginen piiri

A

1an
=y >

koostuu kolmesta loogisesta portista ja vastaa lausetta A A (B Vv C).

1 -
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22. Muodosta seuraavia piirejd vastaavat lauseet.

a)
B

b)

A:

B
c)

Ny
A-
%

d)

QQ}DO\

B
C
23. Piirrd lausetta
a)"AAB
b) AVv-a(BAC)
¢) (A A B)V (mA A C) vastaava looginen piiri.
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Kotitehtavid

24. Kirjoita lauseen negaatio.

a) 100 > 101.

b) Lompakossani on rahaa korkeintaan 10 euroa.

¢) Kaikki ryhmidmme opiskelijat ovat Facebookissa.

d) Koulussamme on tdsmailleen kaksi vasenkatistd opettajaa.
e) En opiskele latinaa enki kreikkaa.

f) Maarit pitdd lumilautailusta tai kisitdistd muttei molemmista.

25. Olkoot lauseet A: ’puutarhan portti on auki”’, B: “ruusut kukkivat” ja C: ”me-

nen puutarhaan”. Kirjoita suomen kielelld lauseet

a) 1A,

b) BAC,

¢c) AV B,

d) "B A-C,

e) (A A B),

f) Av-Bja
DAAC)V(EBAQC).

26. Formalisoi lause.

a) Kaino ei ole vanha ja Kaino on mies.

b) Kaino on vanha tai Kaino ei ole mies.
¢) Kaino ei ole vanha mies.

d) Kaino ei ole vanha eika hin ole mies.

27. Formalisoi lause.

a) Amadeus kuuntelee klassista tai Klaus kuuntelee jazzia.
b) Amadeus ei kuuntele klassista, mutta Klaus kuuntelee jazzia.

¢) Amadeus kuuntelee klassista, mutta Klaus ei kuuntele jazzia, tai sitten Hassinen
kuuntelee progea.

d) Ei ole niin, ettd Amadeus kuuntelisi klassista, Klaus jazzia ja Hassinen progea.
28. a) Laadi totuustaulu lauseille A A 7A ja A V 2A.

b) Keksi atomilause A ja ilmaise kohdan a) lauseet suomen kielelli.
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29. Laadi totuustaulu lauseille

a) (A V B),

b) "A A B,

c) (mAV B)A(AV -B).

Milld atomilauseiden A ja B totuusarvojen yhdistelmilld lauseet ovat tosia?
30. a) Laadi totuustaulu lauseelle A vV (B A C).

b) Laadi totuustaulu lauseelle (A vV B) A C.

¢) Vertaa kohtien a) ja b) lauseiden totuusarvoja. Miti voit paitelld?

31. Olkoot lauseet A: ”x € [-3,1]” ja B: ”x € [—1,5]”. Formalisoi lause.

a) X € [_3 s 5],

b) X € [_1’ 1]7

c)xe[-3,-1[

d) x €] — 00, =3[ tai x €]1, o[ ja

e) x €] — oo, =3[ tai x €]5, ool.

32. Kolme koiranpentua, Alli, Buh ja Caesar ovat epiiltyini isdnnin tohvelin re-
pimisestd. Luotettava henkild, joka puhuu aina totta, antaa seuraavan todistuksen:
Ei ole totta, ettd Alli on syyllinen tai Buh ei ole syyllinen. Mutta kuitenkin Alli on
syyllinen tai Caesar on syyllinen.” Kéytd atomilauseita A: ”Alli on syyllinen”, B:
”Buh on syyllinen” ja C: ”Caesar on syyllinen” ja formalisoi luotettavan henkilon
lausunto. Muodosta sille totuustaulu ja piittele, miki tai mitkd koiranpennuista
ovat syyllisia.

33. Tutkitaan lausetta ’Suomen kuningas ei ole viiksekés”. Lause voidaan tulkita
ainakin kahdella eri tavalla:

a) Suomella on kuningas, joka ei ole viiksekds.

b) Ei ole niin, ettd olisi olemassa Suomen viiksekistd kuningasta.

Oletetaan, ettd Suomessa ei ole kuningasta. Onko lause tosi vai epétosi?

34. Kissoilla lyhyen karvan aiheuttaa dominoiva geeni ja pitkin karvan resessiivi-
nen geeni. Merkitddn lyhyen karvan geenié S ja pitkdn karvan geenid s. Kaikilla
nisédkkdilli tiettyyn ominaisuuteen vaikuttaa geenipari, joista toinen geeni on saatu
isdltd ja toinen emolta. Jos kissan geeneistéd ainakin toinen on S, niin se on lyhyt-
karvainen. Kissa on pitkdkarvainen vain siind tapauksessa, ettd se on saanut geenin
s molemmilta vanhemmiltaan. Pentujen emokissa on pitkidkarvainen (ss) ja isékis-
sa lyhytkarvainen (SS tai Ss). Millaisia pentuja kissat voivat saada, kun isdkissan
geenipari on

a) SS
b) Ss?
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2.2 Implikaatio ja ekvivalenssi

Tédssd kappaleessa esitelldin kaksi usein kdytettyd konnektiivia: implikaatio eli

looginen seuraus seké ekvivalenssi eli looginen yhtapitavyys.

TUTKIMUSTEHTAVA

Tarkastellaan oheisen kuvan mukaisia kortteja. Korttien toisella puolella on jokin

kirjain ja toisella puolella jokin luku.

1) Ongelmana on selvittdd, toteuttavatko kortit seuraavan sddnnon: Jos kortin toisella
puolella on vokaali, niin sen toisella puolella on parillinen luku. Mitké kortit taytyy

vahintdian kdantaa?

2) Ongelmana on selvittdd, toteuttavatko kortit seuraavan sddnnon: Kortin toisella
puolella on parillinen luku, jos ja vain jos sen toisella puolella on vokaali. Mitkd

kortit taytyy vihintdin kdintaa?

Psykologi Jean Piaget (1896—1980) kiytti ensimmaistd kysymystd tutkiessaan nuor-

ten ja aikuisten abstraktia ajattelua.

IMPLIKAATIO

Loogista jos A niin B -rakennetta sanotaan implikaatioksi. Implikaatiota merkitdin
A — B. Implikaatiota kutsutaan toisinaan loogiseksi seuraukseksi, mutta tima
ilmaisu on hieman tulkinnanvarainen. Sanalla seuraus on nimittdin puhekielessa
kaksi sanan loogisesta merkityksestd poikkeavaa mutta tavallisempaa merkitysta.
Seuraus voi tarkoittaa esimerkiksi ajallista seurausta, eli asia tapahtuu toisen jélkeen.
Sanalla voidaan my0s tarkoittaa kausaalista seurausta, eli asia on toisen aiheuttava
syy. Logiikassa ei yleensa kiinnitetd huomiota téllaisiin ndkokohtiin. Joskus asiat

voivat olla toistensa loogisia seurauksia, vaikka niilld ei olisi kausaalisesti mitdén
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tekemistd toistensa kanssa. Esimerkiksi lause “jos Caesar eléd, niin Helsinki sijaitsee

Afrikassa” on logiikan mielessi tosi.

Looginen implikaatio A — B mééritelldédn niin, ettd se on epdtosi ainoastaan tapauk-
sessa, jossa A on tosi mutta B ei ole. Kaikissa muissa tapauksissa se on tosi. Siksi

logiikassa usein sanotaan, ettd epdtodesta oletuksesta voi pditelld mitd tahansa.

Esimerkiksi lauseista A: “Anne on suomalainen” ja B: ”Anne on eurooppalainen”
saadaan implikaation avulla lauseet A — B: ”’jos Anne on suomalainen, niin hin
on eurooppalainen” sekd myos B — A: ”’jos Anne on eurooppalainen, niin hin on

suomalainen”.

Implikaation totuustaulu:

A|B|A—-B
1|1 1
110 0
011 1
010 1

Kappaleessa 2.3 osoitetaan, ettd implikaatiota voidaan ajatella lyhennysmerkintina

lauseelle = A Vv B, koska implikaatiolla on sama totuustaulu kuin kyseiselld lauseella.

EKVIVALENSS

Jos seki A — Bettdi B — A ovat tosia lauseita, sanotaan, ettd lauseet A ja B
ovat ekvivalentit, A < B. Ekvivalenssia voi ajatella lyhennysmerkintéina lauseelle
(A - B)A(B — A). Intuitiivisesti se tarkoittaa lauseiden A ja B yhtdpitivyytté (vrt.

yhtisuuruus), eli molemmat lauseet saavat samat totuusarvot.

Esimerkiksi lauseiden A: "Pekka menee hammasléddkériin™ ja B: ”Pekan hammasta
sirkee” ekvivalenssi on A <> B: "Pekka menee hammaslidikiriin, jos ja vain jos

hinen hammastaan sirkee”.

Ekvivalenssin totuustaulu:

A|B|AeB
1|1 1
110 0
011 0
010 1
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Ekvivalenssi A < B voidaan lukea " A, jos ja vain jos B”. Tdm4 ilmaisu esiintyy
usein matemaattisessa tekstissd. Voidaan kayttdd myoOs esimerkiksi ilmaisuja ” A

silloin ja vain silloin, kun B” ja ” A ja B ovat yhtipitivit”.

ESIMERKKI 2.7
Formalisoi lause. Missi tilanteissa lause on tosi? a) On kes4, ja jos on kesd,

jarvivesi on lammintd. b) Uin silloin ja vain silloin, kun on kesd ja jirvivesi on

lamminta.

Ratkaisu: Kaytetiin atomilauseita A: ”on kesd”, B: "jarvivesi on lammintd” ja

C: uin”.

a) Lause on A A (A — B). Muodostetaan lauseen totuustaulu.

A|B|A—>B| AA(A—> B)
1)1 1 1
10 0 0
01 1 0
0|0 1 0

Lause on tosi tdsmélleen silloin, kun A ja B ovat molemmat tosia eli kun on
kesi ja jirvivesi on lamminta.

b) Lause on C « (A A B). Muodostetaan lauseen totuustaulu.

A| B|C|AAB | Ce(AAB)
11171 1 1
17110 1 0
110]1 0 0
171010 0 1
0]1]1 0 0
0110 0 1
0]0]1 0 0
0[010 0 1

Lause on tosi, kun atomilauseet A, B ja C ovat kaikki tosia, kun A on tosi seka
B ja C ovat epitosia, kun B on tosi sekd A ja C ovat epitosia tai kun kaikki
atomilauseet ovat epitosia. TAma vastaa seuraavia tilanteita: on kesd, jiarvivesi
on lammint4 ja uin; on kesd, jarvivesi ei ole lamminta enk4 ui; ei ole kesd,

jarvivesi on lammintd, mutta en ui; ei ole kesd, jarvivesi ei ole limmintid enké ui.
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Vastaus: a) Lause on tosi, kun on kesi ja jarvivesi on lamminta.

b) Lause on tosi seuraavissa tilanteissa: on kesd, jarvivesi on lamminté ja uin;
on kesi, jarvivesi ei ole limmintd enkd ui; ei ole kesé, jarvivesi on lamminti,

mutta en ui; ei ole kesi, jirvivesi ei ole limminti enk ui.

ESIMERKKI 2.8
Matti, Seppo ja Teppo ovat epdiltyind rikoksesta. Heitd kuulusteleva konstaapeli

Reinikainen tietdi, ettd syyton puhuu aina totta ja syyllinen valehtelee aina.
Matti sanoi: “Jos Seppo on syyton, niin minikin olen.”

Seppo viitti: "Mind olen syyton, jos ja vain jos Teppo on syyton.”

Teppo sanoi: ’Seppo yksin on syyllinen.”

Ratkaise totuustaulun avulla, kuka tai ketki ovat syyllisia.

Ratkaisu: Tarkastellaan lauseita M : ”Matti on syytdn”, S: ”Seppo on syyton”
jaT: Teppo on syyton”.

Matin, Sepon ja Tepon viitteet formalisoituina ovat S - M, .S < T ja
M A S AT. Tutkitaan, kuinka viitteet riippuvat lauseiden M, S jaT

totuusarvoista. Muodostetaan totuustaulu:

M| S| T|S>M|SoT | S| MAS | MASAT
1111 1 1 0 0 0
1110 1 0 0 0
1 101 1 0 1 1 1
1100 1 1 1 1 0
0111 0 1 0 0 0
0110 0 0 0 0 0
0101 1 0 1 0 0
0100 1 1 1 0 0

Koska syyton puhuu totta ja syyllinen valehtelee, on I0ydettiva totuustaulusta
rivi, jolla viitteilld S - M, S <& T ja M A ~S AT on samat totuusarvot kuin
lauseilla M, S ja T. Téllainen rivi on totuustaulun kolmas rivi. Siten Seppo on

yksin syyllinen.

Vastaus: Seppo on yksin syyllinen.
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KONNEKTIIVIEN SUORITUSJARJESTYS

Loogisten lauseiden lukeminen helpottuu ja tarve sulkeiden kiyttdmiseen vihenee,
jos sovitaan konnektiivien suoritusjdrjestyksestd. Nykyédédn yleisimmin kaytetdin
seuraavaa suoritusjirjestysti, jota noudatetaan myos tdssi kirjassa: =, A, V, =, <,

ja vasemmalta oikealle.

Suoritusjirjestystd voidaan muuttaa kdyttamailla sulkeita. Sulkeita kannattaa myos

kiyttdd aina silloin, kun se helpottaa loogisen lauseen lukemista.

ESIMERKKI 2.9
Miki on lauseiden a) B <> “AV BA A — B,jab) (B< 7A)V BA(A — B)

totuusarvo, kun A on tosi ja B epitosi?
Ratkaisu:

a) Muodostetaan totuustaulu:

A|B|-A| BANA | "AVBAA | "AVBAA—-B | B&-AVBAA—- B
110 0 0 0 1 0

Ensin suoritetaan negaatio. Sen jilkeen tulevat konjunktio ja disjunktio.
Implikaatio suoritetaan ennen ekvivalenssia. Kun A on tosi ja B epétosi, lause

on epatosi.

b) Muodostetaan totuustaulu:

A|B|-A|Bo-A|A>B| BA(A>B) | (Bo-A)VBA(A— B)
1ol o 1 0 0 1

Ensin suoritetaan negaatio. Sen jilkeen tulevat sulkeissa olevat ekvivalenssi ja
implikaatio. Konjunktio suoritetaan ennen disjunktiota. Kun A on tosi ja B

epitosi, lause on tosi.

Vastaus: a) epitosi, b) tosi

HARVINAISEMPIA KONNEKTIIVEJA

Logiikassa ja tietotekniikassa esiintyy my6s muita, harvinaisempia loogisia kon-
nektiiveja. Esimerkki tillaisesta on poissulkeva tai (engl. exclusive or), josta usein
kidytetddn tietotekniikasta tulevaa lyhennetti xor. Poissulkevan tain totuustaulu on

s€uraava:
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Axor B

—_

S O = =
S~ O =~
—

=)

Kuten kappaleessa 2.1 todettiin, arkikielessd sana tai saattaa tarkoittaa asiayhteydesta

riippuen joskus poissulkevaa tai-operaatiota ja toisinaan loogista disjunktiota.

Liséi loogisia konnektiiveja esitellddn harjoitustehtévissa.
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Tehtdvid

35. Olkoot A: ”Matti on insindori” ja B: ”Matilla on hyvi tyopaikka”. Suomenna

lause.

a) AA B,

b) AV B,

c) A— B,

d) "B - A,
e) (B — A) ja
f) B A.

36. Olkoot A: "Liisa on lomalla” ja B: ’Liisa on iloinen”. Formalisoi lauseet:

a) Jos Liisa on lomalla, hin on iloinen.

b) Liisa on lomalla, mutta hin ei ole iloinen.

c¢) Liisa on iloinen silloin ja vain silloin, kun hin on lomalla.
d) Jos Liisa ei ole iloinen, hiin ei ole lomalla.

37. Onko lause tosi?

a) Jos Tallinna on Norjan padkaupunki, niin Tukholma on Ruotsin padkaupunki.
b) Jos Tallinna on Norjan pddkaupunki, niin Budapest on Ruotsin piddkaupunki.
¢) Jos Leonardo da Vinci on kuollut, niin Aleksis Kivi on saksalainen ralliautoilija.
d) Jos Leonardo da Vinci on kuollut, niin Leo Tolstoi on venéldinen kirjailija.

38. Laadi lauseen totuustaulu.
a)"A—> B

b) A < -B

¢c)(AAB)—> A

39. Laadi lauseen totuustaulu.
a)"AVB->CAA

b) (A - B) & (C = B)
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40. Formalisoi lause. Missi tilanteissa lause on tosi?

a) Jos mustikat polun varrella eivit ole kypsid, niin polulla vaeltaminen on turval-
lista.

b) Jos mustikat polun varrella ovat kypsii, niin silloin polulla vaeltaminen on tur-
vallista, jos ja vain jos karhuja ei ole nihty alueella.

c¢) Polulla vaeltaminen on turvallista silloin ja vain silloin, kun mustikat eivét ole
kypsié tai alueella ei ole ndhty karhuja.

41. Formalisoi lause ja laadi lauseen totuustaulu. Mitd huomaat? Kertooko lause
mitdin siitd, onko logiikan opiskelu oikeasti hauskaa juuri tilla hetkelld?

a) Jos sataa ja ei sada, niin logiikan opiskelu on hauskaa.
b) Jos sataa ja ei sada, niin logiikan opiskelu ei ole hauskaa.

42. Perheen lapsia Annaa ja Markusta epiilladn kaappiin piilotetun suklaalevyn
katoamisesta. Luotettava todistaja kertoo tiedot: Anna on syyllinen tai Markus on
syyllinen. Anna on syyton tai Markus on syyton. Jos Anna on syyllinen, niin Mar-
kus on syyllinen.

Kumpi lapsista on kdynyt suklaavarkaissa?

43. Edwards, Petterson ja Smith ovat syytettyind omenavarkaudesta. Neiti Marble
kuulustelee heitd. Edwards sanoo: ”Jos Petterson on syyton, niin miné olen syylli-
nen.” Petterson toteaa: "Mini olen syyllinen, jos ja vain jos Edwards on syyllinen.”
Smith viittdd: “Olemme kaikki syyttomid.” Neiti Marble tietdd, ettd syylliset va-
lehtelevat aina ja syyttomat puhuvat aina totta. Ratkaise totuustaulun avulla, kuka
tai ketkd syytetyistd ovat kiyneet omenavarkaissa.

44. Erédassd maassa kaikki kuuluvat joko hattujen tai myssyjen puolueeseen. Hatut
valehtelevat aina ja myssyt puhuvat aina totta. Kolme kansalaista keskusteli keske-
nidn. Heidén joukossaan saattoi olla vieraan puolueen vakoilija. Arthur sanoi, ettéd
Claus on myssy. Berit totesi, ettd Arthur on myssy ja my0s hén itse on myssy. Claus
vditti, ettd jos Arthur on hattu, niin my6s hin itse on hattu. Tutki totuustaulun avul-
la, kuka oli mahdollinen vakoilija.

45. Olkoot lauseet A: "heréddn ajoissa”, B: “menen kouluun” ja C: “opiskelen lo-
giikkaa”. Esitd sanoin lause A — BV C. Onko lauseen tulkinta A — (B Vv C) vai
(A — B) v C? Miten tulkinnat eroavat toisistaan?

46. Vertaa lauseiden totuusarvoja atomilauseiden A, B ja C eri totuusarvoilla. On-
ko sulkeiden muuttamisella vaikutusta lauseen totuusarvoon?

a)(A->B)—»CjaA—-> (B - ().
b)) (AAB)ACjaAA(BACQC).
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47. * Tietokoneet kisittelevit tietoa kayttden bittejd. Bitillda on kaksi mahdollis-
ta arvoa, 0 ja 1. Bittijono on jono, jossa on yksi tai useampia bitteja. Esimerkiksi
1001 0010 on bittijono, jonka pituus on 8 bittid. Samanpituisille bittijonoille mia-
ritelldén bittikohtaiset tai (or), ja (and) seki poissulkeva tai (xor). Esimerkiksi bit-
tijonojen 1100 ja 1010 bittikohtainen tai on jono 1110, bittikohtainen ja on jono
1000 seki bittikohtainen poissulkeva tai on jono 0110. Muodosta a) bittikohtai-
nen tai b) bittikohtainen ja c) bittikohtainen poissulkeva tai jonoille 11110000 ja
1010 1010.

a) bittikohtainen tai
b) bittikohtainen ja
c) bittikohtainen poissulkeva tai jonoille 11110000 ja 1010 1010.

48. * Muodosta bittijono

a) (01111 A 10101) v 01000
b) (01010 xo0r 1 1011) xor 0 1001.
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Kotitehtavid

49. Olkoot A: "Timo opiskelee matematiikkaa”, B: ”Timo osallistuu logiikan kurs-
sille” ja C: ”Timo opiskelee filosofiaa”. Suomenna lause.

a) "A — —B.

b) A < B.

¢c)AvC — B.

d) C & (B — —A).

50. Onko lause tosi?

a) Jos (—=2)* = —8, niin (-2)* = -8.

b) Jos (—=2)* = —8, niin (-2)’ = 8.

¢) Jos luku 8 on pariton, niin luku 8 on pariton.
d) Jos luku 8 on pariton, niin luku 8 on parillinen.

51. Formalisoi lause.

a) Jos opettaja on pirted, niin televisiosta ei ole tullut illalla jalkapalloa.

b) Suomi voittaa jalkapallon maailmanmestaruuden silloin ja vain silloin, kun leh-
mit lentdvit ja vaaleanpunaiset norsut kivelevit kadulla.

¢) En seuraa jalkapalloa eikd Suomen maajoukkue menesty.

d) Jos ottelu ei piity tasapeliin, niin joko kotijoukkue tai vierasjoukkue voittaa
pelin.

52. Laadi lauseen totuustaulu.

a)AANB - -B
b)) (Ao B)AB—->CVA
¢)("A—> B)o (C—-> BAA)

53. Olkoot A: ”Timo opiskelee matematiikkaa”, B: ”Timo osallistuu logiikan kurs-
sille” ja C: ”Timo opiskelee filosofiaa”. Formalisoi lause. Missé tilanteissa lause
on tosi?

a) Timo opiskelee matematiikkaa ja filosofiaa.
b) Jos Timo opiskelee matematiikkaa, hén osallistuu logiikan kurssille.

¢) Timo osallistuu logiikan kurssille silloin ja vain silloin, kun hén opiskelee filo-
sofiaa tai matematiikkaa.

d) Jos Timo osallistuu logiikan kurssille, opiskelee hén joko matematiikka tai filo-
sofiaa, muttei molempia.
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54. Poliisit Mauno ja Martti saavat kiinni rikoksesta epdileménsi Jaskan. Tiede-
tddn, ettd Jaska ei koskaan valehtele. Mauno toteaa Martille: ”Jos Jaska on syyl-
linen, on hénelld ollut rikostoveri.” Jaska vastaa: Tuo ei ole totta!” Tdahédn Martti
tokaisee: ’Sehin tunnusti helpolla!” Tutki Maunon lausetta ja osoita Martin johto-
paitos oikeaksi.

55. Mattia, Seppoa ja Teppoa epdilldéin polkupyoridvarkaudesta. Konstaapeli Rei-
nikainen tietéd, ettd syyton puhuu aina totta ja syyllinen valehtelee aina. Reinikai-
nen kuulustelee kolmea epdiltyd. Matti sanoo: “Teppo on syyllinen.” Seppo viit-
tdad: ”Matti on syyllinen tai Teppo valehtelee.” Teppo toteaa: ’Seppo on syyllinen.”
Ratkaise totuustaulun avulla, kuka on syyllinen.

56. Heling, Helji ja Helena asuvat samassa talossa. Epdillédén, ettd loton pidvoitto
on osunut taloon. Luotettavalta taholta on tullut tietoja:

Jos Heljd on voittaja, niin Helindkin on. Heljd on voittaja, jos ja vain jos Helena
on voittaja. Ainakin yksi naisista on voittaja, mutta kaikki eivit ole.

Kuka tai ketkd ovat voittaneet lotossa?
57. Mitd eroa on seuraavissa ehdoissa?

a) Henkilo saa tydpaikan matkamuistomyymaildssd, jos hinelld on kokemusta kas-
sakoneen kéytosta.

b) Matkamuistomyymaélissi tydskentelevilti edellytetién kokemusta kassakoneen
kaytosta.

c) Henkilo saa tyopaikan matkamuistomyymaléssa silloin ja vain silloin, kun ha-
nelld on kokemusta kassakoneen kaytosta.

58. Vertaa lauseiden totuusarvoja atomilauseiden A, B ja C eri totuusarvoilla. On-
ko sulkeiden muuttamisella vaikutusta lauseen totuusarvoon?

a)(AvB)vCjaAv(BvC().
b) (A< By« CjaA < (B« ().
c)" A« (BAC)ja-(A < B)AC.

59. Olkoon v sellainen funktio, ettd v(A) = 1, jos lause A on tosi, ja v(A) = 0, jos
lause A on epitosi. Osoita, ettd yhtilo patee kaikilla lauseiden A ja B totuusarvojen
yhdistelmilla.

a) V(A A B) = v(A)v(B),

b) v(A VvV B) = v(A) + v(B) — v(A)v(B),

c) V(A — B)=1-uv(A)1 — v(B)).

60. Peircen nuoli on konnektiivi, joka luonnollisessa kielessd tarkoittaa samaa
kuin “ei A eikd B”. Shefferin viiva on konnektiivi, joka luonnollisessa kielessd

tarkoittaa samaa kuin “ei molemmat A ja B”. Laadi ndiden konnektiivien totuus-
taulut.
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2.3 Monimutkaisempia loogisia
rakenteita

Seuraavaksi tarkastellaan erditd usein esiintyvid loogisia rakenteita. Tallaisia raken-
teita ovat tautologiat, loogisesti ekvivalentit ja ristiriitaiset lauseet. On tarkedd

oppia tunnistamaan nima rakenteet, koska niitd kdytetéidn usein logiikan yhteydessi.

TUTKIMUSTEHTAVA

Turisti tapasi kaksi saarelaista, Hipsun ja Vipsun. Hén kyseli heiltd, kuinka hyvin

kala sy0, ja sai seuraavat vastaukset.

1. On pilvist, tai sitten jos kala ei syo, niin ei ole pilvista.

2. On pilvistd tai kala syd, mutta ei ole pilvistd eikd kala syo.

Formalisoi lauseet kéyttden atomilauseita P: ”on pilvistd” ja K: “kala syod”. Tutki

totuustaulun avulla, milloin viitteet ovat tosia. Mitd huomaat?

TAUTOLOGIA

Tautologialla tarkoitetaan lausetta, joka on tosi riippumatta asioiden tilasta. Téllainen
lause on esimerkiksi: "Huominen on aina tulevaisuutta.” Sanaa tautologia kéytetdin

filosofiassa myos argumenteista, joita ei voi kumota tekemétti ristiriitaisia oletuksia.

ESIMERKKI 2.10
Osoita, ettd lause (A A B) V (—A V = B) on tautologia.

Ratkaisu: Muodostetaan lauseen (A A B) V (—A V = B) totuustaulu:

A|B|AAB|-A | =B |-AV-B | (AAB)V(=AV-B)
1)1 1 0] 0 0 1
1lo| o 0| 1 1 1
01 0 1] o0 1 1
ojlo| o 1|1 1 1

Koska lause on aina tosi, se on tautologia.
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LOOGINEN EKVIVALENSSI

Loogisesti ekvivalentit lauseet saavat samat totuusarvot kaikissa tilanteissa. Kaksi
lausetta L ja L, ovat siis loogisesti ekvivalentteja, jos niilld on samat totuustaulut.

Toisin sanoen lause L, < L, on tautologia.

ESIMERKKI 2.11
Osoita, ettd lauseet A — B ja A V B ovat loogisesti ekvivalentit.

Ratkaisu: Verrataan lauseiden A — B ja 7 A Vv B totuustauluja:

A|B|A—-B|-A|-AVB
1] 1 1 0 1
110 0 0 0
011 1 1 1
00 1 1 1

Koska lauseiden A — B ja ~A Vv B totuusarvot ovat aina samat, lauseet ovat

loogisesti ekvivalentit.

Kolmannen poissulkevan laki sanoo, etti kaikki lauseet ovat joko tosia tai epatosia.
Formaalilla kielelld kolmannen poissulkevan laki tarkoittaa, ettd lause A V - A on

tautologia. TAméa voidaan néhdé seuraavasta totuustaulusta:

A| A | AVv-A
1] 0 1
0] 1 1

MONIARVOISET LOGIIKAT

Lauseen A V —A tautologisuus liittyy klassisen logiikan kaksiarvoisuuteen. Voidaan
ajatella myos sellaisia paittelymalleja, joissa lause A V A ei ole tautologia. Esi-
merkki tillaisesta on kolmiarvoinen logiikka, jossa mahdollisia totuusarvoja ovat
tosi, epétosi ja epdvarma. Toinen esimerkki on niin kutsuttu sumea logiikka, jossa
on ddrettdbmédn monta totuusarvoa. Erilaiset padittelyjdrjestelmit eivit kuitenkaan ku-
moa toisiaan, vaan logiikkaa sovellettaessa kéytetidiin kuhunkin tilanteeseen sopivaa
paittelyjéirjestelméd. Esimerkiksi kolmiarvoinen logiikka soveltuu tilanteisiin, joissa

kiytossid oleva informaatio ajatellaan epitiydelliseksi.
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RISTIRITAINEN LAUSE

Lausetta, joka ei toteudu missddn tilanteessa, kutsutaan loogisesti ristiriitaiseksi.
Lauseen ristiriitaisuutta voidaan jilleen tutkia totuustaulun avulla. Loogisesti ristirii-

taisen lauseen negaatio on tautologia.

Yksinkertaisin esimerkKi ristiriitaisesta lauseesta on lause A A = A. Sen totuustaulu

on seuraava:

A| A | AAN-A

—_
o
o

PAATTELYSAANTOJA

Logiikassa esiintyy monia hyodyllisiksi havaittuja péattelysaantdjd, joille on annettu
nimi. Ndmaé padttelysddannot ovat esimerkkeji tautologioista, ja niiden tautologisuus

voidaan osoittaa esimerkiksi totuustaulua kiyttamalla.
Tarkeitd paattelysdintoja ovat esimerkiksi De Morganin lait
~(AAB)- -AV-B
ja
-(AV B) & A A B,
jotka liittdvit toisiinsa loogiset ja- seké tai-konnektiivit.
Kaksoisnegaation laki sanoo, ettd lauseen A kaksinkertainen negaatio == A on
loogisesti ekvivalentti lauseen A kanssa:

—A o A

Kontraposition laki puolestaan sanoo, ettd lauseet A — B ja "B — —A ovat
loogisesti ekvivalentit. Tamén voi osoittaa paitsi totuustauluja kdyttamalld myos
soveltamalla De Morganin lakeja. Matematiikassa tarked todistusmenetelma, niin
sanottu kiinteinen todistus, perustuu kontraposition lakiin. Kéénteistd todistusta

kasitellddn luvussa 4.
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Seuraavaan taulukkoon on koottu edellisten lisdksi muutamia muita tunnetuimpia

paittelysaantoja:
De Morganin 1. laki -(AAB) < AV -B
De Morganin 2. laki -(AV B) & “AA-B

Kaksoisnegaation laki

—|ﬂA(—)A

Kontraposition laki

(A—> B) o (nB - -A)

Modus ponens

(AN(A—- B) > B

Modus tollens

((A-> B)A—B) > -A

Reductio ad absurdum

(mA—=> (BA-B) - A

ESIMERKKI 2.12

Esitd sanallinen muotoilu a) De Morganin 1. laille

~(AA B) < AV B,

b) modus tollens -paittelysddannolle

Ratkaisu:

((A—= B) A—B) - -A.

a) Jos A ja B ei ole tosi, niin A ei ole tosi tai B ei ole tosi. Jos A ei ole tosi tai B

ei ole tosi, niin A ja B ei ole tosi.

b) Jos B on A:n looginen seuraus ja B ei ole tosi, niin A ei ole tosi.

ESIMERKKI 2.13

Osoita kontraposition laki oikeaksi totuustaulun avulla.

Ratkaisu: Muodostetaan totuustaulu lauseille A — B ja =B — —A.

A|B|A—-B|-A|-B|-B—->-A
1|1 1 0 0 1
110 0 0 1 0
011 1 1 0 1
010 1 1 1 1

Koska lauseiden A — B ja =B — —A totuusarvot ovat samat kaikilla
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[ atomilauseiden A ja B totuusarvoilla, lauseet ovat loogisesti ekvivalentit.

ESIMERKKI 2.14
Osoita ilman totuustauluja, ettd lauseet a) (A A "B) ja—AV B, b)

-C - AV Bja-A A-B — C ovat loogisesti ekvivalentit.

Ratkaisu: Logiikan pidittelysdaantdjen avulla voidaan muodostaa uusia,

alkuperdisen lauseen kanssa loogisesti ekvivalentteja lauseita.

a)

—(A A—B) De Morganin laki
AV -(—B) kaksoisnegaation laki
-AVB

Lauseet =(A A = B) ja—A V B ovat loogisesti ekvivalentit.

b)
-C—>AVB kontraposition laki
—(AV B) - 7(—~C) kaksoisnegaation laki
-(AvB)—C De Morganin laki
“AA-B->C

Lauseet -C — AV B ja—-A A B — C ovat loogisesti ekvivalentit.

44 LOOGISET LAUSEET



Tehtavia

61. Tutki, onko lause tautologia.

a) AV A,
b) A AA,
c)A—> BVA,
d)A—-> BAA,

62. Osoita lause tautologiaksi.

a) A > BA-B & A,
b)(A—> B)A(B—>C) > (A—- C).

63. Olkoot A: “kello soi” ja B: “tunti loppuu”. Kirjoita luonnollisella kielelld
lauseet A — B ja =(A A = B). Tarkoittavatko ne samaa?

64. Osoita lauseet loogisesti ekvivalenteiksi totuustaulujen avulla.

a) AA Bja-(mAvV-B).
b) A< Bja(A — B)A(B — A).
c) A< Bja(AAB)V(=AA-B).
65. Osoita vaihdantalait

a)
AANB o BAA,

b)
AVB< BV A
oikeaksi totuustaulujen avulla.

66. Muodosta atomilauseista A ja B lause, joka on loogisesti ekvivalentti lauseen
X kanssa.

SO~ =
SO~ O =~

X
0
1
1
1

67. Tutki, onko lause loogisesti ristiriitainen.

a) "(AV B) A (A A B),
b) (CFAAB)A(A < B),
¢)(-(A—-> B)AC)AB.
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68. Tulkitse sanallisesti

a) De Morganin 2. laki
-“(AVB) < -AA-B

b) modus ponens -paittelysdanto

(AN(A—- B)—> B

¢) reductio ad absurdum -péittelysdinto

(A —> (BA-B)—> A
69. Osoita

a) kaksoisnegaation laki,
b) De Morganin 1. laki,

¢) modus ponens -péaittelysdanto

oikeaksi totuustaulujen avulla.

70. Osoita kontraposition laki oikeaksi ilman totuustauluja. Vihje: Voit korvata
implikaation A — B loogisesti ekvivalentilla lauseella A v B.

71. Esité lauseelle ”jos Jaakko saa logiikan kurssista arvosanan 10, hin tarjoaa
ystivilleen kahvit” kolme loogisesti ekvivalenttia lausetta.

72. Osoita lauseet loogisesti ekvivalenteiksi paittelysiddntdjen avulla ilman totuus-
tauluja.

a) AA Bja—(-AV-B),

b)C - (mAAB)ja(AV-B)— -C.

¢) AN(A - ~B) > "BjaB — 1AV (B — —A).
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73. * Kolmiarvologiikassa on kolme totuusarvoa: 1 tosi, O epitosi ja u epdvarma.
Kleenen totuustaulut perustuvat ajatukseen, ettd epdvarma voi myohemmin osoit-
tautua todeksi tai epitodeksi. Alla on esitetty negaation ja konjunktion totuustau-
lut. Taydennd oheinen disjunktion totuustaulu. Laadi implikaation ja ekvivalenssin

totuustaulut.
A|B| AAB A| B | AVB
1|1 1 1|1
110 0 110
A | A 011 0 01
1 0 0|0 0 00
0 1 1| u u 1| u
u u u |1 u u |1
0| u 0 0| u
ul 0 0 u |0
u | u u u | u
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Kotitehtavid

74. Osoita lause tautologiaksi.

a) A — A,
b) AANB — A.
¢) (A< B)—> (B - A).

75. Tutki, onko lause tautologia.

a)(AAB - C) < (A— (B - 0)).

b)) (mA < (BAC)) < (A< BAC).

76. Olkoot A: “tunti jatkuu” ja B: “kello soi”. Kirjoita luonnollisella kielelld
lauseet A — =B ja B — —A. Osoita totuustaulujen avulla, ettd lauseet ovat loogi-
sesti ekvivalentit.

77. Osoita, ettd lauseet ovat loogisesti ekvivalentit.

a) “’Tero soittaa kitaraa, mutta Suvi ei laskettele” ja “’ei ole niin, etté jos Tero soittaa
kitaraa, niin Suvi laskettelee”.

b) ”Jos Tero soittaa kitaraa tai Suvi laskettelee, niin Anni kirjoittaa runoja” ja ”’jos
Tero soittaa kitaraa, niin Anni kirjoittaa runoja, ja jos Suvi laskettelee, niin Anni
kirjoittaa runoja”.

78. Sievennd lause eli muodosta mahdollisimman yksinkertainen lause, joka on
loogisesti ekvivalentti alkuperdisen lauseen kanssa.

a) (AA B)V A.
b) (AV B) A A.
¢) (AV B)A(AV -B)

79. Osoita osittelulait

a)
AANBVC)« (AANB)V(AAC),

b)
AV(BAC)- (AVB)A(AVO)

oikeaksi totuustaulujen avulla.
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80. Muodosta atomilauseista A ja B lause, joka on loogisesti ekvivalentti lauseen
Y kanssa.

OO’—"—‘>
S = O =W

Y
1
1
1
1

81. Tarkastele seuraavaa ennustetta: maapallon Oljyvarat ehtyvit, jos ja vain jos
lansimaiset demokratiat romahtavat, mutta ei pidi paikkaansa, ettd jos maapallon
Oljyvarat ehtyvit, niin ldnsimaiset demokratiat romahtavat. Miten ennusteeseen pi-
tdisi suhtautua?

82. Mainitse esimerkki tilanteesta, jossa olet kayttinyt

a) modus ponens -padttelysdiantod
b) modus tollens -pééttelysadantod.

83. Osoita

a) De Morganin 2. laki,
b) modus tollens -péittelysidinto,

c¢) reductio ad absurdum -pdéttelysdantod

oikeaksi totuustaulujen avulla.

84. Osoita lauseet loogisesti ekvivalenteiksi péittelysddntdjen avulla ilman totuus-
tauluja.

a) "mmA ja A,

b) A - (B — C)ja—-(-C — =B) - —A.

c) (AABA-C)janAVv-BVC.

85. Shefferin viivaan ja Peircen nuoleen on tutustuttu edellisen kappaleen 60. Esi-
td negaatio, konjunktio ja disjunktio a) Shefferin viivan avulla b) Peircen nuolen
avulla.
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86. * Sumea logiikka on kaksiarvoisen logiikan laajennus, jossa lauseella on dis-
kreetin totuusarvon (tosi tai epitosi) sijasta reaalinen totuusarvo, joka kuuluu va-
lille [0, 1]. Konnektiivit voidaan maaritelld esimerkiksi seuraavasti:

—A = 1-A,
A A B == min(A’ B)’
AV B = max(A, B),

A— B = min(l,1- A+ B),

missd min tarkoittaa luvuista pienempéé ja max suurempaa.

a) Olkoot lauseen A totuusarvo 0,3 ja lauseen B totuusarvo 0,5. Laske lauseiden
A, AANB, AV Bja A — B totuusarvot.

b) Osoita, ettd jos lauseet A ja B saavat vain arvoja 0 ja 1, niin edelld mainitut
mairitelmét johtavat klassisen kaksiarvoisen logiikan totuustauluihin.

c¢) Osoita, ettd sumeassa logiikassa =(AA B) ja—AV-B ovat loogisesti ekvivalentit.
d) Etsi Internetistd sumean logiikan kdyttokohteita.

87. * Tutustu Wolfram Alphan logiikkatoimintoihin
http://www.wolframalpha.com/examples/BooleanAlgebra.html
ja yritd laskea sen avulla joitakin kirjan tehtavii.
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LUKU 3
Logiikka ja matematiikka

Matematiikka on logiikan keskeinen sovellusalue. Matematiikan rakenteita tutkivaa
logiikan aluetta kutsutaan matemaattiseksi logiikaksi. Matemaattisessa logiikassa
tutkitaan lauseita, joissa loogisten symbolien lisiksi voi esiintyd matemaattisia mer-
kint6jd, kuten yhtasuuruus, lukuja, muuttujia tai laskutoimituksia. Matemaattisen

logiikan tutkimuskohteita ovat matemaattiset teoriat ja todistukset.

3.1 Joukko-oppia

Seuraavaksi tutkitaan logiikan soveltamista matemaattisiin rakenteisiin, joita kutsu-

taan joukoiksi.

TUTKIMUSTEHTAVA

Luokalla on 34 opiskelijaa. Heistd 21 laulaa kuorossa ja 16 soittaa jotain soitinta.

Nelja opiskelijaa ei laula kuorossa eiké soita mitiin soitinta.

a) Kuinka moni luokan opiskelijoista ei laula kuorossa?
b) Kuinka moni opiskelija laulaa kuorossa tai soittaa jotain soitinta?
¢) Kuinka moni opiskelija laulaa kuorossa ja soittaa jotain soitinta?

d) Kuinka moni kuorossa laulavista opiskelijoista ei soita mitdén soitinta?

Joukko on kokoelma alkioita. Jos x on joukon A alkio, merkitiin x € A. Airellinen

joukko voidaan mairitelld luettelemalla sen alkiot aaltosulkeiden sisilla:
A={x;,x3,....x,}.
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Joukot A ja B ovat samat, jos niilld on samat alkiot. Alkioiden jérjestykselli ei ole

merkitystd. Sama alkio voi esiintyd joukossa vain kerran.

Tarkastelun kohteena olevien asioiden joukkoa kutsutaan joukko-opissa perusjou-
koksi. Perusjoukkoa merkitddn X . Kaikkien alkioiden ajatellaan kuuluvan perusjouk-
koon X, eli lause x € X on aina tosi. Perusjoukko on usein lukujoukko, esimerkiksi

Iuonnollisten lukujen joukko N tai reaalilukujen joukko R.

Alkion x kuulumista joukkoon havainnollistetaan usein niin kutsutun Venn-diagrammin
avulla. Venn-diagrammissa perusjoukkoa X merkitdin yleensi suorakulmiolla, jon-
ka sisddn piirretddn ympyroitd kuvaamaan tutkittavia joukkoja A, B, jne. Jos x ei
kuulu joukkoon A, niin merkitidn x € A. Kuvassa alkio x kuuluu joukkoon B mutta

ei joukkoon A.

X

Jos kaikki joukon A alkiot ovat my0s joukon B alkioita, niin joukkoa A kutsutaan

joukon B osajoukoksi. Osajoukkoa merkitdin A C B.

X

B

Jos A C Bja B C A, niin A ja B ovat sama joukko. Télloin merkitdin A = B.
Samuus tarkoittaa sitd, ettd kyseisilld joukoilla on samat alkiot.

ESIMERKKI 3.15
I Akaan kaupunki muodostuu Toijalan, Viialan ja Kylmékosken kylistd. Akaa taas

on osa Pirkanmaan maakuntaa. Olkoot A = {akaalaiset}, T = {toijalalaiset},
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V = {viialalaiset}, K = {kylmikoskelaiset} ja P = {pirkanmaalaiset}. Onko

lause tosi?

a)V CA
b)ACT
c)ACP
dKcP

Ratkaisu. a) Kaikki viialalaiset ovat akaalaisia, joten lause on tosi.
b) Lauseen mukaan kaikki akaalaiset ovat toijalalaisia. Lause on epitosi.
¢) Kaikki akaalaiset ovat pirkanmaalaisia, joten lause on tosi.

d) Lauseen mukaan kaikki kylmékoskelaiset ovat pirkanmaalaisia. Koska

kylmékoskelaiset ovat akaalaisia ja akaalaiset pirkanmaalaisia, niin lause on tosi.

Vastaus: a) On. b) Ei ole. ¢) On. d) On.

KOMPLEMENTTI

Ne perusjoukon X alkiot, jotka eivit kuulu joukkoon A, muodostavat joukon A

komplementin. Joukon A komplementtia merkitidén CA.

X

Perusjoukon X komplementti on tyhjé joukko, jota merkitdin @. Tyhjdssa joukossa

ei ole alkioita. Erityisesti tyhjad joukko on minké tahansa joukon osajoukko.

Joukkojen A ja B leikkaus A N B on niiden perusjoukon alkioiden joukko, jotka
kuuluvat seké joukkoon A ettd joukkoon B. Leikkausta voidaan havainnollistaa

Venn-diagrammilla:
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Joukkojen A ja B yhdiste A U B muodostuu niistd perusjoukon alkioista, jotka
kuuluvat jompaankumpaan joukoista A ja B. Joukkojen yhdistettd voidaan jilleen

havainnollistaa Venn-diagrammin avulla:

Joukkojen A ja B erotuksella tarkoitetaan joukkoa, joka jdi jdljelle, kun joukosta A
poistetaan kaikki joukon B alkiot. Tétd joukkoa merkitddn A \ B.

X

A\

A

ESIMERKKI 3.16
Olkoot A = {0,1,2,3,4,5,6} ja B = {2,4,6,8, 10}. Miiriti joukot a) A U B
b)AnBc)A\ Bd) B\ A.

Ratkaisu: a) Joukkojen A ja B yhdisteeseen A U B kuuluvat ne alkiot, jotka
kuuluvat jompaankumpaan joukoista A ja B. Siten
AU B=1{0,1,2,3,4,5,6,8,10}.
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b) Joukkojen A ja B leikkaukseen A N B kuuluvat ne alkiot, jotka kuuluvat sekd
joukkoon A ettd joukkoon B. Siten AN B = {2,4,6}.

¢) Joukkojen A ja B erotukseen A \ B kuuluvat ne alkiot, jotka kuuluvat
joukkoon A, mutta eivit joukkoon B. Siten A\ B = {0, 1,3,5}.

d) Vastaavasti erotukseen B \ A kuuluvat ne alkiot, jotka kuuluvat joukkoon B,
mutta eivit joukkoon A. Siten B \ A = {8, 10}.

Vastaus: a) AUB =1{0,1,2,3,4,5,6,8,10},b) An B =1{2,4,6},¢)
A\ B=1{0,1,3,5},d) B\ A= {8,10}.

ESIMERKKI 3.17
Koulussa on 700 opiskelijaa. Erddn kyselyn tuloksena saatiin selville, ettd 550

heistd seuraa uutisia sddnnollisesti sanomalehdistd ja 400 Internetista.
Opiskelijoista 350 seuraa uutisia sdfinnollisesti kummastakin ldhteestd. Vastaa

seuraaviin kysymyksiin havainnollistaen tilanteita Venn-diagrammeilla.

a) Kuinka moni opiskelija seuraa uutisia vain Internetistd?

b) Kuinka moni opiskelija ei seuraa uutisia ollenkaan?
Ratkaisu:

Perusjoukko X sisiltda kaikki koulun opiskelijat. Joukkoon A kuuluvat
opiskelijat, jotka seuraavat uutisia sanomalehdisti, ja joukkoon B opiskelijat,

jotka seuraavat uutisia Internetista.

a)

X

b)
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Ainakin toisesta ldhteesti uutisia seuraa 550 + 400 — 350 = 600 opiskelijaa.
Talloin 700 — 600 = 100 opiskelijaa ei seuraa uutisia ollenkaan. Tami on

joukon C(A U B) alkioiden lukuméira.

Vastaus: a) 50 opiskelijaa b) 100 opiskelijaa

ESIMERKKI 3.18

Olkoot perusjoukko R seké joukot A ja B reaalilukuvilit A =] —5,1] ja
B =] — 2, 4]. Ilmaise vilimerkintia kiyttien joukot a) AU B,b) A \ B, ¢) CA,
d)C(An B).

Ratkaisu:

a) Joukkojen A ja B yhdisteeseen A U B kuuluvat ne luvut, jotka kuuluvat
jompaankumpaan joukoista A ja B. Siten AU B =] — 5,4].

b) Joukkojen A ja B erotukseen A \ B kuuluvat ne luvut, jotka kuuluvat
joukkoon A, mutta eivit joukkoon B. Siten A \ B =] — 5, -2].

¢) Joukon A komplementtiin CA kuuluvat ne reaaliluvut, jotka eivit kuulu
joukkoon A. Komplementti muodostuu vileistd | — oo, —5] ja ]1, oo[. Siten
CA =] — o0, =5]U]1, o0].

d) Joukkojen A ja B leikkaukseen kuuluvat ne luvut, joka kuuluvat seki
joukkoon A ettd joukkoon B. Siten A N B =] — 2, 1]. Leikkauksen
komplementtiin kuuluvat kaikki muut reaaliluvut, joten

C(AN B) =] — 00, —2]U]1,00].

Vastaus:

a) AU B =] —5,4],

b) A\ B =] - 5,-2],

¢) CA =] — 00, =5]U]1, oo,

d) C(A N B) =] — 00, —2]U]1,00].
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ESIMERKKI 3.19
Osoita Venn-diagrammia kiyttden, etti CAn B = B\ A.

Ratkaisu:

Joukon A komplementtijoukko CA on niiden perusjoukon alkioiden joukko,
jotka eivit kuulu joukkoon A, ja CA N B on timén joukon leikkaus joukon B

kanssa.

Joukko B\ A sisiltdd ne joukon B alkiot, jotka eivit kuulu joukkoon A.
Venn-diagrammit havainnollistavat, ettd on kyse samasta joukosta. Siis
CAnB=B\A.
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Tehtavid

88. Onko lause tosi?

a) KCA
b)ACV
oVcPeP
dVvcT

Merkinnét ovat samat kuin esimerkissa 3.15.
89. Olkoot A = {7,8,9} ja B = {5,6,7}. Miiriti joukot

a) AU B,
b) An B,
c) A\ B,
d) B\ A.
90. Olkoot perusjoukko X aakkoset, A vokaalit ja B = {x, y, z}. Miiriti joukot

a) B\ A,
b) An B,
c) CA,

d) A\ X.

91. Olkoot A koulussa opiskelevien téysi-ikdisten opiskelijoiden joukko ja B nii-
den opiskelijoiden joukko, jotka asuvat vanhempiensa luona. Millaiset opiskelijat
kuuluvat joukkoon

a) AN B,

b) CA,

¢) AUCB,

d) A\ B,

e) B\ A,

f) C(A U B)?

92. Olkoot AN B, A\ Bja B\ A epityhjid joukkoja. Esitd Venn-diagrammissa
varjostettuna alue, joka kuvaa joukkoa
a) (AU B),

b) C(A N B),

c)CBNA.
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93. Luokalla on 30 opiskelijaa. Heistd 14 harrastaa jadkiekkoa, 12 jalkapalloa ja 3
molempia.

a) Kuinka moni opiskelija harrastaa pelkkai jadkiekkoa?
b) Kuinka moni opiskelija harrastaa pelkkai jalkapalloa?

¢) Kuinka moni opiskelija ei harrasta kumpaakaan?

Vihje: Tilanteesta kannattaa piirtdd Venn-diagrammi.

94. Olkoot perusjoukko R seké joukot A ja B reaalilukuvilit A = [1,5] ja B =
[3, 6]. [lmaise vilimerkintdd kdyttden joukot

a) AN B,
b) AU B,
c) A\ B,
d) CA.

95. Yhdistd samaa tarkoittavat lauseet.

A (xeAAKxeB) 1 xelA

B x¢gA 2 xe€A\B
C xeAvVvxxeB) 3 xe(AnB)
D xeAANKx¢&B) 4 xe(AUB)

96. Osoita Venn-diagrammin avulla, etti

a)
AUBNC)=(AUB)N(AUC),

b)
ANBUC)=(ANB)UANC).

97. Sievenni Venn-diagrammin avulla.

a) (BN A)u(BnCA)

b) C(AUB)U(A\ B)U (B\ A)

98. Olkoot perusjoukko kokonaislukujen joukko Z, W parillisten kokonaislukujen
joukko ja Y luvulla 3 jaollisten kokonaislukujen joukko. Niitd joukkoja voidaan
merkitd W = {2n|n€ Z}jaY = {3n|n € Z}. Miiriti joukot

awny,

b) W\Y,

cowuY.
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59



60

99. Onko lause tosi?

a)\/EGIR
b) -3 N
cooreR\Q
d3eQ\z
e)pCZ

100. Maédéritd joukon

a) {1,2}
b) {1,2,3}

kaikki osajoukot.

101. * Joukon A potenssijoukoksi &°(A) kutsutaan kaikkien joukon A osajoukko-
jen muodostamaa joukkoa:

P(A)={B|BC A}.

a) Mairitd joukon {1,2, 3} potenssijoukko.
b) Miéiritd tyhjin joukon @ potenssijoukko.

c) Joukko {@} on joukko, jonka ainut alkio on tyhji joukko. Maéritd joukon {@}
potenssijoukko.

102. * Luonnolliset luvut voidaan tulkita joukko-opillisesti kdyttdmallad edellises-
sd tehtdvissi esitettyd potenssijoukon késitettd. Ajatuksena on, ettd lukua O vastaa
tyhjd joukko @ ja kutakin luonnollista lukua n + 1 vastaava joukko on luonnollista
lukua n vastaavan joukon potenssijoukko. Siis esimerkiksi lukua 1 vastaa tyhjin
joukon @ potenssijoukko (), lukua 2 potenssijoukko P(P(@)) ja niin edel-
leen.

a) Miiritd lukuja 3 ja 4 vastaavat joukot.
b) Mité luonnollista lukua vastaa joukko {@,{@}}?

¢) Vastaako joukko {{@}} jotakin luonnollista lukua?
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103. Olkoot A = {a,b,c,d} ja B = {a,c,e}. Midriti joukot

a) AU B,
b) An B,
c) A\ B,
d) B\ A.

104. Onko lukujoukkoja koskeva lause tosi?

a)ZcN

b)ZcQ

oORcCZ

d)OcCN

e)QcQ

105. Olkoot perusjoukko X aakkoset, A = {j,o0,k,u}, B = {k,o,j,u} jaC =
{k,a,j,o}. Miiritd joukot

a) A\ B,

b)(AnB)UC,

¢c) A\C(BUC).

106. Olkoot X perusjoukko ja A jokin perusjoukon osajoukko. Sievenna.

a) AUg
b)ANY
OANX
dAUX

107. Olkoot A C B ja B\ A epityhji. Esitd Venn-diagrammissa varjostettuna alue,
joka kuvaa joukkoa

a) B\ A,
b) CAN B,
c) AUCB.
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61



62

108. Olkoon perusjoukko X kaikkien kalenterivuoden piivien joukko. Olkoot A
arkipdivien (maanantai—perjantai) joukko, L liputuspdivien joukko ja T' toukokuul-
le ajoittuvien piivien joukko. Millaiset pdivit kuuluvat joukkoon

a) CA

b) LNCT
c)L\A
d)T\(AUL)
e) C(AuULuUT)?

109. Onko lause tosi?

a)0e{0,1,2}

b) {0 c {0,1,2}

c)@cC{l,2}

d) {4,4,06} C {0,4,0}

110. Luokan opiskelijoista kahdeksalla on ldppari, kymmenelld pdytidkone ja vii-
dell tabletti. Kahdella opiskelijalla on seké lappdri ettd pdytikone, kolmella seka

tabletti ettd poytdkone, mutta kelldéin ei ole seki lappérid ettd tablettia. Kahdella
opiskelijalla ei ole mitéin tietokonetta.

a) Piirré tilannetta kuvaava Venn-diagrammi.

b) Kuinka monella opiskelijalla on ldppari mutta ei poytidkonetta?
¢) Kuinka monella opiskelijalla on vain poytidkone?

d) Kuinka monta opiskelijaa luokalla on?

111. Olkoot perusjoukko R seké joukot A ja B reaalilukuvilit A = ]-1,2[ ja B =
[0,4[. Ilmaise valimerkintida kayttien joukot

a) AU B,

b) An B,

¢) (AN B),

d) B\ 4,

e) B\ (An B),

f) AnCB.

112. Osoita Venn-diagrammin avulla, etta

a)
X\(AUB)=(X\A)Nn(X\ B),

b)
X\(ANnB)=(X\ AU X\ B).
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113. Jos A C Bja B C C, niin miti voidaan péitelld joukoista A ja C? Perustele

a) Venn-diagrammin avulla,
b) osajoukon mééritelmén avulla.

114. Onko lause tosi?

a)ANBCA
b) C(CA) = A
¢c)(AUB)\B=A
d) AnCB=A\B
e) BnCB=8B

115. Tarkastellaan kaksinumeroisia luonnollisia lukuja 10, 11, ...,98,99.

a) Kuinka monta kaksinumeroista luonnollista lukua on olemassa?

b) Kuinka moni niisti on jaollinen luvulla 4? Kuinka moni ei ole jaollinen luvulla
4?

¢) Kuinka moni kaksinumeroisista luonnollisista luvuista on jaollinen luvulla 6?

d) Kuinka moni kaksinumeroisista luonnollisista luvuista on jaollinen luvuilla 4 ja
6?

e) Kuinka moni kaksinumeroisista luonnollisista luvuista on jaollinen luvulla 4 tai
luvulla 6?

f) Kuinka moni kaksinumeroisista luonnollisista luvuista ei ole jaollinen luvulla 4
eikd luvulla 6?

g) Piirré tilanteesta Venn-diagrammi.
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116. Merkitddn kuvan ympyroiden sisdén jadvid joukkoja kirjaimilla A, B ja C.
Ilmaise joukkomerkintjd kdyttaen joukkojen A, B ja C avulla kuvan

a) alue D,

b) alue E,

¢) alue F,

d) alue G.

A
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3.2 Avoin lause ja konnektiivien
joukko-opillinen tulkintfa

TUTKIMUSTEHTAVA

1. Ketkd seuraavista henkiloista toteuttavat viitteen ~henkild on entinen Suomen
tasavallan presidentti”? a) Urho Kekkonen, b) Paavo Nurmi, ¢) Armi Kuusela, d)

Tarja Halonen, e) Carl Gustaf Emil Mannerheim.
2. Lause P(x) on ”—10x = 100”. Onko lause P(-2), P(5) tai P(—10) tosi?

3. Milla kokonaisluvuilla lause Q(x): "2x% — x —1 =0 on tosi?

AVOIN LAUSE JA RATKAISUJOUKKO

Lauselogiikassa asioiden tiloja ilmaisemaan kéytetddn atomilauseita, esimerkiksi
lausetta .S": ”’sataa”. Tamin lauseen totuusarvo kuitenkin riippuu tarkastelijan olin-
paikasta x. Onkin luonnollinen ajatus tarkastella loogista lausetta, jossa on vapaa
muuttuja, tissi tapauksessa paikka x. Talléin merkitddn S(x): “paikassa x sataa”.
Lauseen totuusarvo ratkeaa vasta, kun vapaan muuttujan arvo kiinnitetdan. Sik-
si lausetta S'(x) kutsutaan avoimeksi lauseeksi. Avoimia lauseita kutsutaan myos
predikaateiksi, ja avoimia lauseita késittelevii logiikkaa sanotaan predikaattilo-
giikaksi.

Vapaa muuttuja saa arvoja annetusta perusjoukosta X . Perusjoukkoa ei ole tapana
kirjoittaa nékyviin, jos se voidaan péitelld tilanteesta. Esimerkiksi ylld mainitussa
avoimessa lauseessa S'(x) perusjoukkona ovat kaikki paikkakunnat. Avoimen lauseen
ratkaisujoukon muodostavat puolestaan ne perusjoukon alkiot, joilla avoin lause
on tosi. Esimerkiksi lauseen .S(x) ratkaisujoukkona ovat kaikki ne paikkakunnat,

joilla sataa.

Avoimessa lauseessa voi olla useampiakin muuttujia, voitaisiin esimerkiksi tarkastella
lausetta S'(x, t): “paikassa x sataa hetkelld #’. Monimutkaisempia avoimia lauseita

voidaan muodostaa konnektiivien avulla.
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Matematiikassa avoin lause on usein yhtdlo tai epdyhtdld. Yhtilossd esiintyvét tunte-
mattomat voidaan tulkita vapaiksi muuttujiksi. Esimerkiksi voidaan merkitd C(x):
”cos x + x> = 2”. Avoimen lauseen ratkaisujoukko on niiden pisteiden x joukko,

joilla kyseinen yhtalo toteutuu.

ESIMERKKI 3.20
Olkoon P(x) avoin lause ”2x — 10 = 0”. Onko lause a) P(5), b) P(=5) tosi?

Ratkaisut:

a) Sijoitetaan luku 5 avoimeen lauseeseen muuttujan x paikalle. Koska
2-5-10=10-10 = 0, lause P(5) on tosi.

b) Sijoitetaan luku —5 avoimeen lauseeseen muuttujan x paikalle. Koska
2-(=5)—10=-10-10 = —20 # 0, lause P(—5) on epitosi.

Vastaukset: a) On. b) Ei ole.

ESIMERKKI 3.21
Yhtiloiden ja epdyhtdldiden yhteydessd perusjoukkoa kutsutaan myos

miirittelyjoukoksi. Ratkaise avoin lause 2x? + 5x — 3 < 0, kun

madrittelyjoukko on a) reaalilukujen joukko b) kokonaislukujen joukko.
Ratkaisut:

a) Tutkitaan polynomifunktion 2x? + 5x — 3 merkkii. Ratkaistaan funktion
2x? + 5x — 3 nollakohdat toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla.

2x2+5x-3=0

—5+4/52-4.2.(=3)

X =

2-2
—5+v49 547
X = =
4 4

x=—3taix=l.
2

Koska funktion 2x? 4+ 5x — 3 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli, avoin lause
2x? 4+ 5x — 3 < 0 toteutuu, kun =3 < x < % Avoimen lauseen ratkaisujoukko

on siis vili | — 3, %[.

b) Kun miirittelyjoukko on kokonaislukujen joukko, a-kohdan ratkaisuista

kelpaavat vain x = =2, x = —1 ja x = 0. Avoimen lauseen ratkaisujoukko on
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siis {—2,—1,0}.
Vastaukset: a) =3 < x < % b)x=—2taix=—ltaix=0

OMINAISUUDET JA OSAJOUKOT

Joukko-opin soveltamisen kannalta on usein hyodyllistd samastaa keskenéén joukot
ja perusjoukon X alkioiden ominaisuudet. Téll6in avoimelle lauseelle P(x) kéy-
tetddn myos merkintdd x € P. Jos = P(y), voidaan merkitd y ¢ P. Tétd voidaan

havainnollistaa Venn-diagrammilla. Kuvassa x € Pjay & P.

X

Jos predikaatit ajatellaan perusjoukon osajoukoiksi, niin joukko-opilliset operaatiot
voidaan tulkita loogisina operaatioina. Kahden predikaatin P ja Q konjunktiota
P A Q vastaa joukko-opissa leikkaus P N Q, disjunktiota P Vv Q yhdiste P U Q ja
negaatiota = P komplementtijoukko CP. Tarkastellaan implikaation P(x) - Q(x)

totuustaulua:

xEP | xeQ | Px)— 0Ox)
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Nihdin, ettd implikaatio on epitosi vain silloin, jos x € P mutta xéQ, toisin sanoen
P ei ole O:n osajoukko. Implikaatiota P — Q vastaa siis siséltymisrelaatio P C Q.
Erityisesti periaatetta, ettd epdtodesta lauseesta voidaan péételld mita tahansa, vastaa
se, ettd tyhji joukko @ on mink& tahansa joukon osajoukko. Ekvivalenssia P < Q

vastaava relaatio on joukko-opillinen yhtasuuruus P = Q.

ESIMERKKI 3.22
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Olkoon perusjoukko kuviossa olevien nelikulmioiden joukko. Olkoot avoin
lause K(x): “nelikulmio x on suorakulmio” ja S(x): “nelikulmio x on
suunnikas”. Ratkaise avoin lause. a) K(x), b) S(x), ¢) 7.5(x), d) =K (x) A S(x)
e) K(x) & S(x).

|
L] | L]

N, N;

Ratkaisut:

a) Avoin lause K(x) on tosi, kun nelikulmio on suorakulmio. Suorakulmioita

ovat nelikulmiot N, ja N3, joten ratkaisujoukko on { N, N5}.

b) Avoin lause .S'(x) on tosi, kun nelikulmio on suunnikas. Suunnikkaita ovat
nelikulmiot N, N,, N; ja Ny, joten ratkaisujoukko on { N, N,, N3, N,}.

¢) Negaatio =.5(x) on tosi, kun avoin lause .S (x) on epétosi eli kun nelikulmio ei

ole suunnikas. Ehto toteutuu vain nelikulmiolla Ns. Ratkaisujoukko on { Ns}.

d) Avoin lause =K (x) A S(x) on tosi, kun nelikulmio on suunnikas mutta ei
suorakulmio. Ehto toteutuu nelikulmioilla N, ja N, joten ratkaisujoukko on
{N2, Ny}

e) Avoin lause K(x) < S(x) on tosi, kun nelikulmio on suorakulmio ja
suunnikas tai ei kumpikaan. Ehto toteutuu nelikulmioilla N, N5 ja N, joten
ratkaisujoukko on { N, N5, Ns}.

Vastaukset: a) { N, N3},b) {N|, N,, N3, N,},c) {N5},d) {N,, N4}, e)

ESIMERKKI 3.23
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Heitetdédn kahta noppaa, punaista ja sinistd. Tuloksena saadaan lukupari (x, y),
missd x on punaisen nopan silméluku ja y on sinisen nopan silméaluku.

Perusjoukko X siséltda lukuparit
(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2), ..., (6,5), (6,6).

Olkoot avoimet lauseet S(x,y): "x +y > 97 jaY(x,y): "x = y”. Médritd
avoimen lauseen a) S(x, y), b) Y(x,y), ¢) 7S(x,») A Y(x, ), d)
=S(x,y) = Y(x, y) ratkaisujoukko.

Ratkaisu:

a) Avoin lause S(x, y) on tosi, kun noppien silmilukujen summa on suurempi
kuin 9 eli siis 10, 11 tai 12. Ehto toteutuu lukupareilla
(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5) ja (6, 6). Ratkaisujoukko on

{(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}.

b) Avoin lause Y (x, y) on tosi, kun noppien silméluvut ovat samat. Ehto
toteutuu lukupareilla (1, 1), (2,2), (3, 3), (4,4), (5, 5) ja (6, 6). Ratkaisujoukko
on {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}.

¢) Avoin lause =S (x, y) A Y (x, y) on tosi, kun noppien silmilukujen summa on
pienempi tai yhtd suuri kuin 9 ja kun silmiluvut ovat samat. Ehto toteutuu
lukupareilla (1, 1), (2, 2), (3, 3) ja (4, 4). Ratkaisujoukko on
{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}.

d) Implikaatio =.S(x, y) — Y (x, y) on tosi aina, kun avoin lause =.S(x, y) on
epdtosi eli kun S(x, y) on tosi. Avoimen lauseen S(x, y) ratkaisujoukko on
méidritetty a-kohdassa. Liséksi implikaatio =.S(x, y) — Y (x, y) on tosi silloin,
kun avoimet lauseet ~.S'(x, y) ja Y (x, y) ovat molemmat tosia. Timén tapauksen
ratkaisujoukko on méidritetty c-kohdassa. Implikaation =S(x, y) — Y(x,y)

ratkaisujoukko on siis

{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6) }.

Vastaukset: a) {(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}
b) {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
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o) {(1,1),(2,2),(3,3),(4.4)}
d) {(1,1),(2,2),3,3),(4,4),(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}

ESIMERKKI 3.24

Ratkaise reaalilukujen joukossa

a) yhtilo (x + 4)(x> —2) =0,

b) yhtélopari
x+4 = 0,
x*=2 = 0.

Ratkaisut:

a) Tulon nollasdénnoén perusteella yhtilo (x + 4)(x2 — 2) = 0 toteutuu, kun
x+4=0taix*-2=0.

Yhtdlo x + 4 = 0 toteutuu, kun x = —4.

Yhtilé x> — 2 = 0 eli x*> = 2 toteutuu, kun x = \/5 tai x = —\/5.

Siis yhtilo (x + 4)(x? — 2) = 0 toteutuu, kun x = —4 tai x = —1/2 tai x = \/5
Yhtilon ratkaisujoukko on {—4, —\/5, \/E }.
b) Yhtélopari
x+4 = 0,
x*-2 = 0,

toteutuu niilld reaaliluvuilla, jotka toteuttavat molemmat yhtélot x + 4 = 0 ja

x? —2 = 0. a-kohdan perusteella tiedetiiin, ettd ensimmiinen yhtild toteutuu,

kun x = —4, ja jilkimmdinen, kun x = —v/2 tai x = \/5 Koska yhtéloparin
x+4 = 0,
x*=2 = 0,
toteuttavat ne reaaliluvut, jotka toteuttavat sekd lauseen "x = —4” etti lauseen
"x =—\2taix = \/5”, nihdiin, ettd yhtiloparilla ei ole ratkaisuja.

Yhtiloparin ratkaisujoukko on siis tyhji joukko @&.
Vastaukset:

a)x=—-4taix =—-y2taix = \/5 b) Yhtiloparilla ei ole ratkaisuja.
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Tehtavid

117. Olkoot A(x) avoin lause “paikkakunnalla x paistaa aurinko” ja T'(x) avoin
lause ”paikkakunnalla x tuulee”. Suomenna lause.

a) =T'(x),

b) AX) AT (y),

c) "A(Lempaiild),

d) =(A(Turku) — T (Kuopio)).

118. Olkoot .S(x) avoin lause ”’x on suomalainen formulakuljettaja” ja E(x) avoin
lause ”x on eurooppalainen formulakuljettaja, joka ei ole suomalainen”. Kuljetta-
ja voi olla joko nykyinen tai entinen. Ratkaise avoin lause, kun perusjoukko on
{Réikkonen, Vettel, Senna}.

a) S(x),

b) ~S(x),

) E(x),

d) ~(S(x) v E(x)).

119. Olkoon Q(x) avoin lause ”x?> = 64”. Onko lause a) Q(—8) b) Q(6) tosi?

120. Olkoon P(x, y) avoin lause ”x> + y < 0”. Onko lause a) P(0,0) b) P(~1,1)
¢) P(5,—-100) tosi?
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121. Olkoot S(x) avoin lause “kuvio x on symmetrinen jonkin suoran suhteen” ja
P(x) avoin lause “kuvio x on symmetrinen jonkin pisteen suhteen”. Perusjoukon
muodostavat oheiset kuviot. Ratkaise avoin lause.

a) S(x),

b) P(x),

¢) (S Vv P(x)),

d) S(x) & P(x).

D E F
122. Ratkaise avoin lause 4x* 4+ 7x — 2 = 0, kun perusjoukko on a) reaalilukujen
joukko b) kokonaislukujen joukko.
123. Olkoot perusjoukko {0, 1,2, ..., 10}, A(x) avoin lause ”x < 1” ja B(x) avoin
lause ”x > 5”. Ratkaise avoin lause.
a) A(x),
b) 7 B(x),
c) A(x) A B(x),
d) =A(x) —» B(x).
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124. Arvotaan kaksi lukua, joista molemmat voivat olla 1, 2 tai 3. Arvonnan tulok-
sena saadaan lukupari (x, y), missd x on ensimméisen arvonnan tulos ja y toisen
arvonnan tulos. Olkoot avoimet lauseet S(x,y): "x < y” ja T(x,y): ’tulo xy on
jaollinen luvulla 3”. Ratkaise avoin lause, kun perusjoukon muodostavat arvonnan
tuloksena saatavat mahdolliset lukuparit

(1,1),(1,2), (1,3), (2, 1), (2,2), (2,3), (3, 1), (3,2), (3,3).

a) S(x, ),

b) ~T'(x, ),

©) 2(S(x,y) VT(x,)),
d) S(x,y) = T(x,y).

125. Ratkaise reaalilukujen joukossa

a) epiyhtilo x> < 4,
b) epéyhtilopari

x2§4
x > -1

126. Ratkaise reaalilukujen joukossa epéayhtilo

a) |x| > 5,
b) [x] <1,
c) |x—4| >S5,
d) |2x—-6] < 1.

127. Ratkaise avoin lause reaalilukujen joukossa. Ilmaise ratkaisujoukko myos vi-
limerkintda kayttiden.

A (x>>1)VvO0<x<2),

b) (x* > DA< x<2),

AG*>1)—>0<x<2).

128. Olkoot P(x) avoin lause (x < 10) A (x> = 100) ja Q(x) avoin lause (x >
10) & (x? = 100). Ratkaise avoin lause reaalilukujen joukossa.

a) P(x),

b) O(x),

¢) P(x) v Q(x),

d) P(x) A O(x).
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Kotitehtavid

129. Olkoon T'(x, y) avoin lause x ldhettad tekstiviestin y:lle”. Suomenna lause.

a) T'(Tiina, Elias),

b) =T’ (Elias, Tiina) A T'(Elias, Vilma),
c) T(x, x),

d) T'(y,Rasmus) < T'(Rasmus, y).

130. Olkoot E(x) avoin lause ”x on eurooppalainen padkaupunki” ja S(x) avoin
lause ”x on suomalainen kaupunki”. Ratkaise avoin lause, kun perusjoukko on
{Helsinki, Rovaniemi, Praha, Milano}.

a) E(x),

b) 7S (x),

c) S(x) A E(x),

d) 2(E(x) A S(x)),

e) E(x) & S(x).

131. Olkoon R(x) avoin lause ”x> — 100 > 0. Onko lause a) R(10) b) R(~15)
tosi?

132. Olkoon S(x, y) avoin lause ”x? + y* = 5”. Onko lause a) S(2,3) b) S(2,—1)
¢) S(=/5,0) d) S(—1,-1) tosi?

133. Ratkaise avoin lause 9x> + 30x + 25 < 0, kun mirittelyjoukko on a) reaali-
lukujen joukko b) kokonaislukujen joukko.

134. Olkoot perusjoukko {1,2,3,..., 16}, C(x) avoin lause "luku 12 on jaollinen
luvulla x” ja D(x) avoin lause “luvun x neli6juuri on kokonaisluku”. Ratkaise
avoin lause.

a) C(x),
b) D(x),
¢c) "C(x) A D(x),
d) C(x) & D(x).
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135. Arvotaan kolme lukua, joista jokainen voi olla 1 tai 2. Arvonnan tuloksena
saadaan lukukolmikko (x, y, z), missd x on ensimmaéisen arvonnan tulos, y toisen
arvonnan tulos ja z kolmannen arvonnan tulos. Olkoot avoimet lauseet S(x, y, z):
"x+y+z2>5",T(x,y,z): "tulo xyz on pariton” ja U(x, y, z): “summa x+ y+z on
jaollinen luvulla 3”. Ratkaise avoin lause, kun perusjoukon muodostavat arvonnan
tuloksena saatavat mahdolliset lukukolmikot

1,1,1),(1,1,2),(1,2,1), (1,2,2), (2,1,1), (2, 1,2), (2,2, 1), (2,2, 2).

a) S(x,y,2),

b) T(x,y,2),

) U(x,y,2),

d) S(x,y,2z) AT(x,y, 2),

e) S(x,y,z)v-U(x,y,z),

£ ~(S(x,y,2) VT (x,y,2) VU(x,, 2)),
g) S, »,2) A(T(x,y,2) & U(x, ,2)).
136. Ratkaise reaalilukujen joukossa.

a) (=1 VExx+5)(x-1)=0)
b) (x> = 1) A (x(x +5)(x — 1) =0)
137. Ratkaise reaalilukujen joukossa

a) epiyhtild x? — 11x + 30 > 0,

b) epéyhtilopari
x> =11x4+30 > 0
2x > —6-—x.

138. Ratkaise avoin lause reaalilukujen joukossa. Ilmaise ratkaisujoukko myos vi-
limerkintda kayttiden.

a) (-4 <x)V(x<8),

b) (-4 < x) A (x < 8),

0) (4 <x)A(x <8)A(-5<x<-3),

d) (=4 <x) o (=5<x<-3).

139. Olkoot A(x) avoin lause (x > 0) — (x > 20) ja B(x) avoin lause =((x <
0) V (x > 20)). Ratkaise avoin lause reaalilukujen joukossa.

a) A(x),

b) B(x),

c) A(x) V B(x).
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3.3 Kvanttorit

Kvanttorien avulla voidaan ilmaista tdsmallisesti yleisluontoisia viitteitd, kuten
tamin kirjan ensimmadisessd luvussa annettu esimerkki: ’kaikki joutsenet ovat val-
koisia”. Tavoitteena on muodostaa loogisesti pitevid paitelmii, jotka koskevat esi-

merkiksi jonkin joukon kaikkia alkioita.

TUTKIMUSTEHTAVA

Ovatko seuraavat viitteet tosia?

1. Kaikki koulumme opiskelijat opiskelevat englantia.

2. Kaikki koulumme opiskelijat opiskelevat pitkdd matematiikkaa.
3. Koulussamme on opiskelija, joka harrastaa kilpaurheilua.

4. Koulussamme on opiskelija, joka on timéin vuoden Miss Suomi.

5. Kirjoita kohtien 1 ja 3 viitteiden negaatiot kahdella eri tavalla.

Predikaattilogiikassa mééritelldén kaksi kvanttoria, 3 ja V. Niistd ensimmadistd kut-

sutaan eksistenssikvanttoriksi eli olemassaolokvanttoriksi. Lause
dx P(x)

tarkoittaa, ettd perusjoukossa X on ainakin yksi alkio, jolla on ominaisuus P. Toisin
sanoen joukko P ei ole tyhjd joukko. Lause luetaan: ”On olemassa x siten, ettad
P(x)”.

Kvanttoria V kutsutaan universaalikvanttoriksi eli kaikkikvanttoriksi. Lause
Vx P(x)

tarkoittaa, ettd ominaisuus P on kaikilla perusjoukon X alkioilla. Lause luetaan:
”Kaikille x pétee P(x)”.
Kvanttorien avulla voidaan esittid matemaattisia viittamid hyvin tiiviissa ja tis-

méllisessd muodossa. Tastd on hyotyd etenkin matemaattisessa logiikassa, jossa
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tutkimuskohteena ovat matemaattiset teoriat, tulokset ja todistukset.

ESIMERKKI 3.25
Liikuntailtapdivissd koulun opiskelijat harrastavat eri talviurheilulajeja. Olkoot

perusjoukko koulun opiskelijat ja avoimet lauseet H (x): “opiskelija x hiihtdd” ja

L(x): ~opiskelija x laskettelee lumilaudalla”.

Kirjoita suomen kielelld lauseet a) Vx H (x), b) 3x L(x). Milloin lause on tosi?

Milloin lause on epétosi?

Ratkaisu: a) Lause tarkoittaa, ettdi kaikki koulun opiskelijat hiihtdvit. Lause on
tosi silloin, kun kaikki opiskelijat hiihtdvit. Lause on epétosi silloin, kun on

ainakin yksi opiskelija, joka ei hiihda.

b) Lause tarkoittaa, ettd joku koulun opiskelija laskettelee lumilaudalla. Lause
on tosi silloin, kun ainakin yksi opiskelija laskettelee lumilaudalla. Lause on

epdtosi silloin, kun kukaan koulun opiskelijoista ei laskettele lumilaudalla.

ESIMERKKI 3.26
Olkoot perusjoukko reaalilukujen joukko R ja avoimet lauseet P(x): “x% > 0”
sekd Q(x): ’x“ < 0”. Suomenna lauseet a) Vx P(x), b) IxQ(x). Ovatko lauseet
tosia?

Ratkaisu: a) Lause tarkoittaa, ettd kaikkien reaalilukujen nelitt ovat

positiivisia. Lause on epitosi, silld luvun 0 neli6 ei ole positiivinen: 0> = 0.

Lauseen epétodeksi osoittamiseen siis riittdd, ettd on olemassa yksikin alkio

(niin sanottu vastaesimerkki), jolle avoin lause P(x) on epitosi.

b) Lause tarkoittaa, ettd on olemassa reaaliluku, jonka nelio on pienempi tai

yhti suuri kuin nolla. Lause on tosi, silld 0% = 0.

Lauseen todeksi osoittamiseen siis riittdd, ettd on olemassa yksikin alkio, jolle

avoin lause Q(x) on tosi.
Vastaus: a) Kaikkien reaalilukujen neliot ovat positiivisia. Lause on epétosi.

b) On olemassa reaaliluku, jonka nelio on pienempi tai yhtéd suuri kuin nolla.

Lause on tosi.

ESIMERKKI 3.27
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Onko lause tosi? Perustele.

a)Ix € Z(4x -3 =0)
b) Vx € R(=x> + x < 2)

Ratkaisu:

a) Yhtdlon 4x — 3 = 0 ratkaisu on x = %. Koska luku % ei ole kokonaisluku,
lause dx € Z(4x — 3 = 0) on epitosi.

b) Epéyhtild —x? + x < 2 on yhtipitivi epiyhtilon 0 < x> — x + 2 kanssa.

2

Tutkitaan polynomifunktion x~ — x 4+ 2 merkkia. Ratkaistaan funktion

x? — x + 2 nollakohdat toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla.

X=x+2=0
—(-DxV(E1D)2=4-1-2  1x4/-7
X = =
2

2-1

Funktiolla ei ole nollakohtia, koska diskriminantti —7 on negatiivinen.

X

2

Koska funktion x“ — x + 2 kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, funktio saa

vain positiivisia arvoja. Siten epiyhtilo 0 < x*> — x + 2 toteutuu kaikilla

muuttujan x arvoilla. Lause Vx € [R(—x2 + x < 2) on siis tosi.
Vastaus: a) Lause on epitosi. b) Lause on tosi.

ESIMERKKI 3.28
Suomenna lause

a)VxeZAye Z(x+y=0)
b) Iy € RVx € R(x + y = x).
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Onko lause tosi?
Ratkaisu:

a) Lause tarkoittaa, ettd jokaista kokonaislukua x kohden on olemassa sellainen

kokonaisluku y, ettd lukujen summa on nolla.

Lause on tosi, silld jokaisella kokonaisluvulla on vastaluku, joka on

kokonaisluku. Luvun ja sen vastaluvun summa on nolla.

b) Lause tarkoittaa, ettd on olemassa sellainen reaaliluku y, ettd sen ja mink&

tahansa reaaliluvun x summa on aina yhtd suuri kuin x.
Lause on tosi, silld nolla on tdllainen reaaliluku.

Vastaus: a) Jokaista kokonaislukua x kohden on olemassa sellainen

kokonaisluku y, ettd lukujen summa on nolla. Lause on tosi.

b) On olemassa sellainen reaaliluku y, ettd sen ja minké tahansa reaaliluvun x

summa on aina x. Lause on tosi.

KVANTTORIEN NEGAATIOT

Tutkitaan lausetta “’kaikki joutsenet ovat valkoisia”. Lause voidaan formalisoida
kaikkikvanttorin avulla VxV (x), missad perusjoukkona on joutsenten joukko J ja
V (x) on lause ”x on valkoinen”. Tdmai lause osoittautui epitodeksi, kun Australiasta
I6ydettiin mustia joutsenia. Lauseen VxV'(x) negaatio =VxV (x) voidaan kirjoittaa
dx-V(x) ja suomentaa ”on olemassa (ainakin yksi) joutsen, joka ei ole valkoinen”.
Vastaavasti lauseen IxV (x) negaatio =3xV (x) eli “’ei ole olemassa valkoista joutsen-
ta” voidaan lausua ekvivalentissa muodossa Vx—V (x). Tim4i lause voidaan hieman

kompel0sti kielentdd “kaikki joutsenet ovat ei-valkoisia”.

Kvanttorien negaatiot. Olkoon P(x) avoin lause. Talloin  § lause =VxP(x) on
loogisesti ekvivalentti lauseen Ix—P(x) kanssa, ja § lause =3x P(x) on loogisesti

ekvivalentti lauseen Vx—P(x) kanssa.

Saatu kvanttorien negaatioita koskeva tulos muotoillaan joskus myo0s toisella tavalla.
Koska lause =VxV (x) on loogisesti ekvivalentti lauseen Ix—V (x) kanssa, voidaan
paitelld, ettd lause VxV (x) on loogisesti ekvivalentti lauseen =3dx—V (x) kanssa.

Vastaava pdittely voidaan tehdd myds eksistenssikvanttorin tapauksessa.
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ESIMERKKI 3.29

Muodosta lauseen

a) Vx € R(-x* < 0)
b) Ix e N2x =3 > 0)

negaatio. Onko negaatio tosi?
Ratkaisu:

a) Lauseen Vx € R(—x2 < 0) negaatio on loogisesti ekvivalentti lauseen
Ix € R(—x? > 0) kanssa.

Lause 3x € R(=x2 > 0) on epatosi, silld tunnetusti x? on aina suurempi tai

2

yhté suuri kuin nolla. Siten —x“ on aina pienempi tai yhté suuri kuin nolla.

b) Lauseen dx € N(2x — 3 > 0) negaatio on loogisesti ekvivalentti lauseen
Vx € N(2x — 3 < 0) kanssa.

Lause Vx € N(2x — 3 < 0) on epitosi, silld esimerkiksi tapauksessa x = 5
saadaan lausekkeen 2x — 3 arvoksi 2 - 5 — 3 = 7, joka ei ole pienempi tai yhti

suuri kuin nolla.
Vastaus: a) dx € IR{(—x2 > 0). Negaatio on epétosi.

b) Vx € N(2x — 3 < 0). Negaatio on epétosi.
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Tehtavid

140. Olkoon lause +7'(x): “opiskelija x on tdysi-ikdinen” ja +perusjoukko kaikki
koulun opiskelijat. Suomenna lause.

a) VxT'(x)
b) IxT(x)
¢) dx—T(x)
d) Vx—-T(x)

141. Suomenna lause. Onko lause tosi? Perustele.

a) Vx € R(|x| > 0)
b) Vx € R(|x| > 0)
¢) Ix e N(x*> < 2)
d) Ix e N(x?* =2)

142. Formalisoi lause. Onko lause tosi? Perustele.

a) Jokainen kokonaisluku on joko positiivinen tai negatiivinen.

b) On olemassa sellainen kokonaisluku, jonka nelidjuuri on yhté suuri kuin luku
itse.

¢) Minkéin kokonaisluvun nelio ei ole 7.

143. Osoita, ettd yhtalo \/; = x ei pidd paikkaansa kaikilla reaaliluvuilla.

144, Jalkapallojoukkue on 1dhdossd turnausmatkalle. Olkoon P(x, y) avoin lause
”pelaajalla x on pelaajan y puhelinnumero”. Suomenna lause.

a) Vx3yP(x,y)

b) IxVyP(x, y)

c) IYyVxP(x,y)

145. Formalisoi lause. Onko lause tosi?

a) Positiivisten kokonaislukujen joukossa on pienin alkio.
b) Negatiivisten kokonaislukujen joukossa on pienin alkio.
146. Onko lause tosi? Perustele.
a)VxeRIyeR(xxy=1)

b) 3x € RVy € R(xy = y)

LOGIIKKA JA MATEMATIIKKA

81



82

147. Onko lause tosi? Perustele.

a)dxeRIyeR(xxy=x+1Yy)
b)VxeRIyeRxy=x+y)

148. Olkoon M (x): ’x on matemaatikko”. Formalisoi lause.

a) Kaikki eivit ole matemaatikkoja.
b) Joku ei ole matemaatikko.

¢) Ei ole olemassa matemaatikkoa.
d) Kukaan ei ole matemaatikko.

149. Muodosta lauseen negaatio.

a) Vx € Z(x < 12)

b) Ix € Z(x* = 12)

¢) Ix e N((x* =9 A (x < 5))

d)Vx e N(x =0) v (x > 1))

150. Osoita, ettd lause da, b, c € Z+(a2 +b = c2) on tosi.

151. * Olkoot M(x): ”x on matemaatikko” ja I(x): ”x on iloinen”. Formalisoi
lause.

a) Kaikki ovat iloisia matemaatikkoja.

b) Matemaatikot ovat iloisia.

¢) Kukaan matemaatikko ei ole iloinen.

d) Kaikki matemaatikot eivit ole iloisia.

152. * Olkoot K(x): ”x on kampaaja” ja T'(x, y): ’x tekee y:lle kampauksen”. For-
malisoi lause.

a) Kukaan kampaaja ei tee kampausta itselleen.

b) Joku kampaaja tekee kampauksen niille kampaajille, jotka eivit tee kampausta
itselleen.
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Kotitehtavid

153. Olkoon perusjoukko xy-tason suorien joukko. Olkoot lauseet N (x): “suora
on nouseva” ja L(x): ”suora on laskeva”. Suomenna lause. Onko lause tosi?

a) dxL(x)

b) Vx(N(x) V L(x))

¢) Ix(=N(x) A 7L(x))

d) Vx— N (x)

154. Onko lause tosi? Perustele.

a) Vx € R(x? > 0)

b) Ix € N(x? = -9)

¢) Vx € R((x — 1)(x —3) > 0)
d)Ix e Z(—x*-2<0)

155. Onko lause tosi? Perustele.

a) Ix e R(x* =3x +3=0)

b) Vx € R(x* = 3x + 3 > 0)

156. a) Osoita, ettd yhtdlo 4/xy = \/; ﬁ ei pidé paikkaansa kaikilla reaaliluvuil-
laxjay.

b) Osoita, ettd on olemassa sellaiset reaaliluvut x ja y, ettd yhtdlo /xy = \/; \/})
pitéda paikkansa.

¢) Milléd ehdolla yhtilo 4/xy = \/; \/§ pitdd yleisesti paikkansa?

157. Olkoon S(x, y): ”x on suorittanut kurssin y”. Formalisoi lause.

a) Joku on suorittanut kaikki kurssit.

b) Jokainen on suorittanut ainakin yhden kurssin.

¢) Kukaan ei ole suorittanut kaikkia kursseja.

d) On olemassa kurssi, jota kukaan ei ole suorittanut.

158. Onko lause tosi? Perustele.

a)VxeZ yeZ (x= ﬁ)

b) 3y € RVx € R(x* —4 > y)

159. Ilmaise suomen kielelld lauseen negaatio kahdella eri tavalla soveltamalla
kvanttorien negaatioiden loogisesti ekvivalentteja muotoja.

a) Jokainen opiskelija saa tistd kurssista arvosanan 10.

b) On olemassa opiskelija, joka saa tédstd kurssista arvosanan 10.
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160. Kirjoita lause toisin.

a) "Vx—P(x)
b) ~3x(P(x) v O(x))

161. Muodosta lauseen negaatio. Onko negaatio tosi?

a) Vx €]1, oo[(v/x < x)
b) 3x € Q(x* =5)
c)Vhne Zim e Z(n=2m) Vv (n =2m+ 1))
162. Funktiota f : X — Y voidaan ajatella kahden muuttujan avoimena lauseena
P(x,y):” f(x) = y”, missd x kuuluu midrittelyjoukkoon X ja y maalijoukkoon Y.
Funktiolta edellytetdin lisdksi, ettd

e Vx3dyP(x,y), ja

* 2(3x3yTz(P(x, y) A P(x,2) A (y # 2))).

Tulkitse sanallisesti tai kuvaa kdyttden, mitd timéd miéritelma tarkoittaa.

163. * Olkoot S(x,y): ”x on suorittanut kurssin y” ja L(x): ”x on lukiolainen”.
Formalisoi lause.

a) Joku lukiolainen on suorittanut kaikki kurssit.

b) Kukaan lukiolainen ei ole suorittanut kaikkia kursseja.

164. * Olkoot S(x, y): ”x on suorittanut kurssin y”, L(x): ”x on lukiolainen” ja
M (y): "y on pitkdn matematiikan kurssi”. Formalisoi lause.

a) Joku lukiolainen ei ole suorittanut yhtiin pitkdn matematiikan kurssia.

b) Joku lukiolainen on suorittanut pitkin matematiikan kurssin.

¢) Jokaisella lukiolaisella on pitkédn matematiikan kurssi suoritettuna.

d) On olemassa pitkdn matematiikan kurssi, jota kukaan lukiolainen ei ole suorit-
tanut.

165, * Madritd kaikki funktiot f : X — Y, kun X = {a,b,c}jaY = {1,2}.
166. * Madritd kaikki funktiot f: X -» Y, kun X =@ jaY # @&.

167. * Maéritd kaikki funktiot f : X - Y, kun X #JjaY = @.
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LUKU 4

Matemaattisen vaitteen todis-
faminen

Matematiikassa pyritddn todistamaan matemaattisia tuloksia. Todistamisen ideana
on, ettd tulos johdetaan loogisesti sitovalla paittelylld, jossa voidaan vedota aikaisem-
min todistettuihin tuloksiin, kisiteltdvén teorian aksioomiin eli perusoletuksiin sekd
loogisiin pdittelysdéintdihin. Matematiikassa tirkeimpié tuloksia sanotaan yleen-
sd lauseiksi eli teoreemoiksi (esim. Pythagoraan lause) ja pienempid aputuloksia

kutsutaan apulauseiksi eli lemmoiksi.

Kun tulos on todistettu matemaattisesti, se on kumoamaton. Matemaattiset tulokset
eivit siksi vanhene. Toisaalta matemaattisten tulosten soveltamista rajoittavat niiden
johtamisessa kéytetyt oletukset, koska tulos ei sano mitéén tilanteesta, jossa nimé

oletukset eivit ole voimassa.

TUTKIMUSTEHTAVA

1. Miti lukuja tarkoittaa merkintd 2n, kun n kily 14pi kaikki luonnolliset luvut? Entd
mitd lukuja tarkoittaa merkinti 2n + 1, kun n € N?

2. Esitd luvut 6, 10 ja 26 muodossa 2n.

3. Esitd luvut 7, 11 ja 35 muodossa 2n + 1.

4. Laske yhteen parittomia lukuja. Esimerkiksi 5+7 = 12. Miti havaitset summasta?
5. Todista havainto matemaattisesti. Kahdelle eri suurelle parittomalle luvulle voi-

daan kéyttad yleisid merkintojd 2n+ 1, n € N, ja2m+ 1, m € N.

OLETUS, VAITE JA DEDUKTIO

Matemaattinen tulos muodostuu kolmesta osasta. Tulokseen liittyy oletus. Oletusten
taytyy olla tosia, jotta tulosta voitaisiin kéyttda. Tuloksen toinen osa on viite. Mate-

matiikan lause sanoo, ettd oletusten vallitessa lauseen viite on myos tosi. Tuloksen
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kolmas osa on todistus. Matemaattinen todistus on deduktiivinen pittelyketju, jossa
oletuksista johdetaan lauseen viite. Matemaattisen todistuksen loppuun merkitiin

yleensd pieni nelio merkiksi todistuksen paéttymisesta.

Yksinkertaisin matemaattisen todistuksen tyyppi on suora todistus. Suorassa todis-
tuksessa tulos saadaan suoralla piittelylld, jossa voidaan vedota lauseen oletuksiin,
aksioomiin, médritelmiin ja aikaisemmin todistettuihin tuloksiin, esimerkiksi las-

kusédiantoihin. Suoralla todistuksella voidaan todistaa seuraavan esimerkin tulos.

Lause 1. Olkoot m ja n parillisia kokonaislukuja. Tdll6in luku m + n on parillinen.

ESIMERKKI 4.30
Todista Lause 1.

Todistus. Koska m ja n ovat parillisia, voidaan kirjoittaa m = 2a ja n = 2b,

missd a ja b ovat kokonaislukuja.

Siten
m+n=2a+2b=2a+b).

Luku 2(a + b) on parillinen, joten viite on todistettu. ]

Lause 2. Kahden rationaaliluvun summa on rationaalinen.

ESIMERKKI 4.31
Todista Lause 2.

Todistus. Olkoot g, ja g, kaksi rationaalilukua. Ne voidaan kirjoittaa muodossa
m _m

9 q - )
ny 2 ny

q =
missd m, m,, ny, n, ovat kokonaislukuja ja n;, ny, # 0.

Edelleen voidaan kirjoittaa

mp nmy
G t4g=—+—
ny )

_ min, " myng _ min, +m2n1

niny nyny niny
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Nyt m ny + myn; seké n;n, ovat kokonaislukuja ja n;n, # 0, joten summa
q; + g, kuuluu rationaalilukujen joukkoon Q. O

Lause 3. Olkoot a ja b reaalilukuja. Tulo ab < 0, jos ja vain jos jokoa > 0jab < 0
taia <0jab> 0.

ESIMERKKI 4.32
Todista Lause 3.

Todistus. Ekvivalenssilauseen viite on muotoa ”’jos ja vain jos”. Tallainen lause

todistetaan usein kahdessa osassa.

Todistetaan aluksi lauseen “’jos”-osa: ab < 0, jos jokoa > 0jab < Otaia < 0ja
b>0.

Oletetaan aluksi, ettd a > 0 ja b < 0. Kertomalla epayhtilo b < 0 luvulla a
saadaan ab < 0.

Vastaavasti jos a < 0 ja b > 0, niin kertomalla epdyhtélo a < 0 luvulla b

saadaan ab < 0. Siten lauseen ensimmaéinen osa on todistettu.

Osoitetaan seuraavaksi lauseen toinen osa: ab < 0 vain, jos a > 0 ja b < 0 tai
a<0jab>0.

Huomataan aluksi, ettd jos ab < 0, niin a # 0 ja b # 0. Jos a > 0, niin
jakamalla epédyhtdlo ab < 0 luvulla a saadaan b < 0. Toisaalta, jos a < 0, niin
jaettaessa epdyhtélon ab < 0 suunta vaihtuu ja saadaan b > 0. Siis myos lauseen

toinen osa on todistettu. O

EPASUORA TODISTUS

Térked esimerkki matemaattisesta todistusmenetelmaisti on epésuora todistus. Epé-
suora todistus perustuu jo aikaisemmin téssé kurssissa esiintyneeseen kolmannen

poissulkevan lakiin. Tamai laki sanoo, ettd kaikki viitteet ovat joko tosia tai epéatosia.

Kianteisessi todistuksessa ajatuksena on, ettd viitteen A — B todistamiseksi
riittdd osoittaa, ettd viitteen B negaatio =B eli niin sanottu vastaoletus johtaa ole-
tuksen A negaatioon —A. Kéinteinen todistus perustuu kappaleessa 2.3 esiteltyyn
kontraposition lakiin, jonka mukaan lauseet A — B ja =B — —A ovat loogisesti

ekvivalentit.
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Kainteisessd todistuksessa tdytyy siis olettaa viitteen negaatio ja péitelld siitd, ettd

oletus on epitosi. Télld tavoin voidaan osoittaa esimerkiksi seuraava tulos:

Lause 4. Olkoon m € N siten, ettd m> on parillinen. Till6in m on parillinen.

ESIMERKKI 4.33
Todista Lause 4.

Todistus. Lauseen todistamiseksi tehddin vastaoletus, joka on lauseen viitteen

”m on parillinen” negaatio.
Vastaoletus: m on pariton.
Tistd seuraa, ettd on olemassa k € N, jolle m = 2k + 1.

Nyt
m? = 2k + 1)* = 4k> + 4k + 1 = 2(2k*> + 2k) + 1.

Siten m? on pariton. On pézdytty ristiriitaan lauseen oletuksen kanssa. Siten

lauseen vdite on tosi. O

Ristiriitatodistuksessa pyritdan todistamaan muotoa A — B oleva viite tekemélla
ensin vastaoletus =B, ja johtamaan tésti ristiriita joko vastaoletuksen, aksiooman tai
aikaisemmin todistetun lauseen kanssa. Téstd seuraa, ettd alkuperdinen viitteen on

oltava tosi.

Ehké kuuluisin esimerkki episuorasta todistuksesta on todistus sille, ettd luku \/5
on irrationaalinen. Todistuksessa tarvitaan seuraavaa lisétietoa rationaaliluvuista.
Sanotaan, ettd kokonaisluku a on kokonaisluvun b tekiji, jos on olemassa sellainen
kokonaisluku c, ettd b = a-c. Rationaaliluku ¢ € Q voidaan aina esittidd supistetussa
muodossa g = m/n, missd m ja n ovat kokonaislukuja, joilla ei ole yhteisii tekijoitd,
ja n # 0. Esimerkiksi murtoluku 2/5 on supistetussa muodossa, koska luvuilla 2 ja 5
ei ole yhteisid tekijoitd. Sen sijaan murtoluku 6/9 ei ole supistetussa muodossa, koska
Iuku 3 on seki osoittajan ettd nimittdjan tekija. Murtoluvun 6/9 esitys supistetussa

muodossa on 2/3.

Lause 5. Luku \/5 on irrationaalinen.

ESIMERKKI 4.34
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Todista Lause 5.

Todistus. Vastaoletus: Luku \/5 on rationaalinen.
On siis olemassa luku g € Q siten, etti q2 =2.

Kirjoitetaan luku ¢ supistetussa muodossa ¢ = m/n, missd kokonaisluvuilla m ja

n ei ole yhteisii tekijoiti. Nyt ¢ = 2, jos ja vain jos

(2 -

Kertomalla puolittain luvulla n*> saadaan yhtild

m* = 2n?.

Koska luku 2x? on parillinen, on m? parillinen. Lauseen 4 perusteella myos m

on parillinen.
Siten on olemassa k € Z, jolle m = 2k.

Koska
n? = m?12 = 2k)*2 = 2k>,

luku #? on parillinen. Lauseen 4 nojalla myds n on parillinen.

Niin ollen luku 2 on lukujen m ja n yhteinen tekijd. Tamé& on ristiriita, koska

oletettiin, ettei néilld luvuilla ole yhteisid tekijoita. Ul
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Tehtavid

168. a) Laske neljin perikkdisen kokonaisluvun summa. Toista lasku useilla nel-
jan perikkiisen kokonaisluvun joukoilla. Mitd havaitset summasta?

b) Jos neljin perdkkiisen kokonaisluvun joukon pienin luku on m, niin millainen
esitysmuoto on kolmella muulla luvulla?

c¢) Todista a-kohdan tulos matemaattisesti kdyttien hyviksi b-kohdan esitysmuoto-
ja.

169. Todista, ettd parillisen ja parittoman kokonaisluvun summa on pariton.

170. Todista, ettd kahden parillisen kokonaisluvun tulo on parillinen.

171. Todista, ettda kahden rationaaliluvun tulo on rationaalinen.
172. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Todista, ettd luku a + b on parillinen jos ja vain
jos luku a — b on parillinen.

173. Olkoon m sellainen kokonaisluku, ettd m> on pariton. Todista, ettd tilldin m
on pariton.

174. Todista viite todeksi tai epatodeksi: Kahden irrationaaliluvun summa on aina
irrationaaliluku.

175. Luku \/5 on irrationaaliluku. Todista, ettd \/5 +1/2 on irrationaaliluku. Vihje:
Kaytd epdsuoraa todistusta.

176. Todista, ettd irrationaaliluvun ja nollasta poikkeavan rationaaliluvun tulo on
irrationaaliluku.

177. Todista, ettd luku \/6 on irrationaaliluku.

178. Todista: Jos luku a on irrationaaliluku, niin my6s luku

2a -5

3a—-11
on irrationaaliluku.

179. Tarkastellaan suorakulmaista kolmiota, jonka kateettien pituudet ovat a ja b
ja hypotenuusan pituus c. Todista viite todeksi tai epatodeksi.

a) On olemassa sellainen suorakulmainen kolmio, jonka sivujen pituudet a, b ja c
ovat kaikki parillisia kokonaislukuja.

b) On olemassa sellainen suorakulmainen kolmio, jonka sivujen pituudet a, b ja c
ovat kaikki parittomia kokonaislukuja.

180. Kokonaisluvut 0, 1,2, ...,12 asetetaan mielivaltaiseen jérjestykseen ympy-
rdn kehille. Todista, ettd joidenkin neljén perdkkdisen luvun summa on vihintiin
26. Vihje: tutki tilannetta, jossa olisi vain luvut 1,2, ..., 12 (ilman nollaa).
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Kotitentavid

181. a) Laske luonnollisten lukujen 1,2, 3, ..., 10 neliot.

b) Esité viite luonnollisten lukujen nelididen parillisuudesta tai parittomuudesta.
¢) Todista viitteesi matemaattisesti.

182. Todista, ettd kolmen parittoman kokonaisluvun summa on pariton.

183. Todista, ettd kolmen perikkéisen kokonaisluvun summa on jaollinen luvulla
3.

184. Todista, ettd kahden parittoman kokonaisluvun tulo on pariton.

185. Olkoot a ja b reaalilukuja. Todista, ettd tulo ab = 0, jos ja vain jos a = 0 tai
b=0.

186. Olkoon n kokonaisluku. Todista, etti luku n* + 3n + 1 on aina pariton. Kayti
a) suoraa b) epdsuoraa todistusta.

187. Todista, ettd ei ole olemassa sellaisia positiivisia kokonaislukuja x ja y, jotka
toteuttavat yhtdlon 4* = 77,

188. Todista viite todeksi tai epitodeksi: Kahden irrationaaliluvun tulo voi olla
rationaaliluku.

189. Todista, ettd luku \/g on irrationaaliluku. Tarvitset seuraavaa lisdtietoa: jos
kahden kokonaisluvun tulo on jaollinen luvulla 5, niin ainakin toinen tulon teki-
jOistd on jaollinen luvulla 5.

190. Tarkastellaan paritonta médréa parittomia kokonaislukuja. Todista, ettd luku-
jen keskiarvo ei voi olla nolla.

191. Tarkastellaan kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat a, b ja c. Niin sanotun
Heronin kaavan mukaan kolmion pinta-alalle pitee

A=/p(p—a)p-Db)p--c),

missd p = %(a + b + ¢). Todista, ettd jos kolmion sivujen pituudet ovat luvulla 4
jaollisia kokonaislukuja, niin kolmion pinta-alan neli6 on jaollinen luvulla 16.

192. Niin sanotun Fermat’n suuren lauseen mukaan ei ole olemassa sellaisia po-
sitiivisia kokonaislukuja x, y ja z, jotka toteuttaisivat yhtdlon x" +y" = z", missid n
on lukua 2 suurempi kokonaisluku. Erityisesti siis yhtilolld x> 4+ y* = z3 ei ole rat-
kaisua, jos x, y ja z ovat positiivisia kokonaislukuja. Kiytd tété tulosta hyviksesi
a- ja b-kohtien ratkaisemisessa.

a) Todista, ettd ei ole olemassa sellaisia positiivisia rationaalilukuja x, y ja z, jotka

toteuttavat yhtilon x> + y* = z3.

b) Todista viite todeksi tai epdtodeksi: ei ole olemassa sellaisia keskenéén eri suu-

ria kokonaislukuja x, y ja z, jotka toteuttavat yhtilon x> + y* = z3.
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193. Olkoot a ja b reaalilukuja, joille pitee 0 < a < 1ja0 < b < 1. Todista, ettéd

tilldin 0 < 22 < 1
1+ab
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LUKU &
Johdanto lukuteoriaan

Kurssin loppuosassa perehdytddn lukuteoriaan. Lukuteoria on matematiikan ala,
joka tutkii kokonaislukuja. Lukuteorialla on nyky&déin paljon sovelluksia mm. tie-
totekniikassa ja digitaalisessa tiedonsiirrossa. Esimerkiksi yleisesti kdytetty RSA-
salakirjoitusmenetelmé perustuu lukuteorian tuloksiin. Lukuteoria tarjoaa my0s
havainnollisen johdannon moniin matemaattisiin ajattelutapoihin, joita kiytetdin

my6s muiden matemaattisten teorioiden yhteydessa.

Bankautomat

Kuva 5.1: Saksalainen pankkiautomaatti. Wikimedia Commons: Stahlkocher / GFDL
1.2
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2.1 Jaollisuus ja jakojddnnos

Kokonaislukujen jaollisuus on lukuteoriassa keskeinen kisite, johon on tutustuttu jo

alakoulussa.

TUTKIMUSTEHTAVA

1. Laske jakokulmassa a) 905/11 b) 540/12. Ilmoita jakolaskun tulos kokonaisosan
ja jakojadnnoksen avulla.
2. Kirjoita kummankin jakolaskun perusteella yhtilo, joka kertoo, kuinka jaettava

saadaan ilmaistua osamédrin, jakajan ja jakojaannoksen avulla.

Alakoulun matematiikassa esimerkiksi kokonaislukujen jakolasku 17/3 ratkaistaan
seuraavasti: 17/3 = 5, jad 2. Tama tarkoittaa, ettd luku 3 menee 5 kertaa lukuun 17
jajaa 2. Yleisesti kokonaislukujen a ja b # 0 jakolaskusta a/b saadaan tulokseksi
osamaira ja jakojaannos. Edellisessi jakolaskussa osamééra on 5 ja jakojdédnnos
on 2. Mikdli jakojddnnos on nolla eli jako menee tasan, sanotaan, ettd luku a on
jaollinen luvulla b tai ettd luku b jakaa luvun a. Till6in merkitidén b|a. Jos b|a, niin
luku a voidaan kirjoittaa osamééréin g ja luvun b avulla a = gb. Itse asiassa niméi

ehdot ovat yhtipitavia. Jos luku a ei ole jaollinen luvulla b, merkitiédn b 4 a.

ESIMERKKI 5.35
Tutki, onko totta, ettd a) 3|6 b) 2|5 ¢) —4|12.

Ratkaisu:

a) Tapa 1: Suoritetaan jakolasku 6/3 = 2. Jako menee tasan, joten luku 6 on

jaollinen luvulla 3. Siis 3]|6.
Tapa 2: Koska 6 = 2 - 3, luku 3 on luvun 6 tekiji. Siis 3|6.

b) Tapa 1: Suoritetaan jakolasku 5/2 = 2, jii 1. Jako ei mene tasan, joten luku 5

ei ole jaollinen luvulla 2. Siis 2 ¢ 5.

Tapa 2: Lukua 5 ei voida kirjoittaa muodossa 2¢q, missd g € Z, silld luku 5 ei

ole parillinen. Siis 2 } 5.
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¢) Tapa 1: Suoritetaan jakolasku 12/(—4) = —12/4 = —3. Jako menee tasan,

joten luku 12 on jaollinen luvulla —4. Siis —4|12.
Tapa 2: Koska 12 = =3 - (—4), luku —4 on luvun 12 tekiji. Siis —4|12.
Vastaus: a) On. b) Ei ole. ¢) On.

Jaollisuuden tutkimisessa tdrked tulos on seuraava lause, jonka todistus on melko

vaativa:

Lause (Jakoyhtlo). Jos a ja b ovat kokonaislukuja ja b > 0, niin on

olemassa sellaiset yksikdsitteiset kokonaisluvut q ja r, etti

a=gqb+r, 0<Lr<b.

Jakoyhtélossa esiintyvid lukua g sanotaan lukujen a ja b (vaillinaiseksi) osamiéraksi

ja lukua r jakojaannokseksi.

Todistus. Todistetaan viite tapauksessa a > 0. Tutkitaan aluksi joukkoja
S={a—-nblnezj.

Koska a € S, tissi joukossa on ainakin yksi epdnegatiivinen alkio. Olkoon r = a—gb

joukon .S pienin epdnegatiivinen alkio. Nyt < b, koska muuten luku
0Lr—-b=a—-gb-b=a—-(q+1)b

olisi lukua r pienempi joukon .S’ epédnegatiivinen alkio.

Yksikésitteisyyden toteamiseksi tehddin vastaoletus, ettd
a=qb+r =qb+r,.
Voidaan olettaa, ettd g, > q;. Nyt
ry—ry=aqgb—qb=1(q—q)b=>b.

Toisaalta r; —r, < b, koska 0 <r; < bja0 < r, < b, mikd on ristiriita. Siten ainoa

mahdollisuus on, ettd q; = g, jar; = r,. 0
ESIMERKKI 5.36
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Mairité jakolaskun osamééri ja jakojddnnos seki kirjoita vastaava jakoyhtalo,

kun a) luku 23 jaetaan luvulla 5, b) luku —19 jaetaan luvulla 6.

Ratkaisu: a) Vaillinainen osamiira voidaan selvittidd padssalaskulla tai laskinta
kayttden. Laskinta kéytettiessd lasketaan jakolasku normaalisti ja otetaan

lopputuloksen kokonaisosa.
Laskin antaa 23/5 = 4,6, joten vaillinaiseksi osaméériksi saadaan 4.

Jakojddnnos saadaan nyt selville vihentdmélld luku 4 - 5 jaettavasta 23, siis

23 —4 .5 = 3. Siten jakojddnnokseksi saadaan 3. Jakoyhtilo on

23=4-54+3.

b) Laskin antaa —19/6 ~ —3,167. Vaillinaiseksi osamaiiriksi on valittava —4,

jotta jakojddnnos olisi epdnegatiivinen.

Jakojddnnos saadaan jilleen selville vihentdmalld luku —4 - 6 jaettavasta —19,
siis =19 — (—4) - 6 = —19 + 24 = 5. Siten jakojdinnokseksi saadaan 5.
Jakoyhtdl6 on

-19=-4.-6+5.

Vastaus: a) 23 =4-5+4+3,b)-19=-4-6+5.

ESIMERKKI 5.37
Jussi tavoittelee Cooperin testissé tulosta 3050 metrid. Testi juostaan 400 metrid

pitkalld radalla. Kuinka monta kokonaista kierrosta Jussin pitda juosta? Kuinka

pitkd matka hinen pitdé juosta vield kokonaisten kierrosten liséksi?

Ratkaisu: Jaetaan ensin tavoiteltava tulos yhden ratakierroksen pituudella:
3050/400 = 7,625. Jussin pitédd siis juosta 7 kokonaista kierrosta. Koska

3050 — 7 - 400 = 3050 — 2800 = 250, Jussin pitid juosta kokonaisten kierrosten
lisdksi 250 metria.

Vastaus: Jussin on juostava 7 kokonaista kierrosta ja 250 metria.

ESIMERKKI 5.38
Olkoot a, b ja ¢ kokonaislukuja ja a # 0. Osoita, ettd jos a|b ja a|c, niin
al(b+ c).

Ratkaisu: Jos a|b, niin on olemassa sellainen kokonaisluku ¢, ettd b = ga. Jos
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I alc, niin on olemassa sellainen kokonaisluku 7, ettd ¢ = ra. Tilloin

b+ c =qa+ra=(q+r)a, missi g + r on kokonaisluku. Siis a|(b + ¢).
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Tehtavid

194. Mitkd seuraavista luvuista ovat jaollisia luvulla 67

a) 50

b) 48

c) =72

d) =34

195. Jakaako luku 13 luvun a) 117 b) —65 c) 160 d) —81?

196, Osoita, ettd a) 3|66 b) 7 4 120 ¢) 15](=330) d) 11 } (=619).

197. Onko viite tosi?

a) 3153

b) —9]108

c) 12 4 (—158)

d) =7(175

e) —17 } (—646)

198. Kirjoita jakoyht&ld, kun

a) luku 7 jaetaan luvulla 3

b) luku 51 jaetaan luvulla 4

¢) luku 1000 jaetaan luvulla 125
d) luku 3 858 jaetaan luvulla 97.
199. Kirjoita jakoyht&ld, kun

a) luku —22 jaetaan luvulla 7

b) luku —2 844 jaetaan luvulla 36

¢) luku —3 858 jaetaan luvulla 97.
200. Kirjoita jakoyhtild jakolaskulle

a) 9/25

b) —9/25

c) 124/120
d) —124/120.
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201. Paittele, mikd on jakojddnnds, kun

a) luku 1967 jaetaan luvulla 5

b) luku —426 jaetaan luvulla 5

¢) luku 67 876 jaetaan luvulla 50
d) luku —30 509 jaetaan luvulla 50.

202. Leipomossa on pakattavana 260 sampyldd. Kuinka monta tiyttd pussia saa-
daan ja kuinka monta simpyldd jaa yli, jos kéytetddn vain a) 24 b) 10 ¢) 6 d) 4
sampyldn pusseja?

203. Jos kello on nyt 13.05, niin mitd kello oli 2012 tuntia ja 45 minuuttia sitten?
204. a) Miki luku jaettuna luvulla 17 antaa osamadriksi 98 ja jakojddnnokseksi
5?

b) Miké luku jaettuna luvulla 12 antaa osamaéériksi —91 ja jakojddnnokseksi 0?
¢) Milli positiivisella kokonaisluvulla luku 146 on jaettava, jotta osamiiré olisi 3
ja jakojaannos 27

d) Milla positiivisella kokonaisluvulla luku 72 on jaettava, jotta jakojddnnos olisi
7?

205. Midritd osamiiri ja jakojaannds seki kirjoita jakoyhtild, kun a) luku 2'8+10
jaetaan luvulla 2'° + 1 b) luku 3'% 4+ 100 jaetaan luvulla 3% + 10.

206. Olkoot a, b, c, r ja s kokonaislukuja ja a # 0. Osoita, ettd jos a|b ja alc, niin
al|(rb + sc).

207. Olkoot a, b, ¢ ja d kokonaislukuja ja a, b # 0. Osoita, ettd jos a|c ja b|d, niin
(ab)|(cd).

208. Osoita, etti jos a ja b ovat parittomia kokonaislukuja, niin 4|(a* — b%).

209. Olkoot a ja b nollasta eroavia kokonaislukuja. Mitd voidaan paételld, jos a|b
ja bla?

210. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Mééritd osamééri ja jakojddnnos sekd
kirjoita jakoyhtdlo, kun

a) luku 5» + 3 jaetaan luvulla 5

b) luku #* + 27 + 2 jaetaan luvulla n + 1

¢) luku #* 4 3n* — n — 3 jaetaan luvulla n + 3

d) luku 21 4 3% + 4n + 9 jaetaan luvulla 2n + 3.

211. a) Muodosta jakoyhtilo luvuille 0, 1,2, ..., 7, kun jakajana on luku 3. Miti
arvoja jakojddnnos voi saada?

b) Osoita, ettd jos kahden kokonaisluvun tulo on jaollinen luvulla 3, niin ainakin
toinen luvuista on jaollinen luvulla 3. Vihje: Kéyti epédsuoraa todistusta.
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Kotitehtavid

212. Onko luku a) 42 b) =75 ¢) 102 d) —98 jaollinen luvulla 7?
213. Jakaako luku 11 luvun a) —165 b) 21 ¢) —101 d) 209?

214. Osoita, ettd a) 2|234 b) —17|408 c) 14 4 223 d) 6 + (—472).

215. Onko viite tosi? a) 8 + 168 b) 13 } (=95) ¢) —5|777 d) 29 } 2583 e)
—4|(-924)

216. Kirjoita jakoyhtilo, kun

a) luku 9 jaetaan luvulla 6

b) luku 576 jaetaan luvulla 19
c¢) luku 3712 jaetaan luvulla 32.
217. Kirjoita jakoyhtild, kun

a) luku —12 jaetaan luvulla 5

b) luku —147 jaetaan luvulla 6

c¢) luku —875 jaetaan luvulla 35.

218. Kirjoita jakoyhtilo jakolaskulle a) 3/17 b) —3/17 c) 88/80 d) —88/80.

219. Piittele, mikd on jakojadnnos, kun

a) luku 5555 jaetaan luvulla 4

b) luku —555 jaetaan luvulla 4

¢) luku 123456 jaetaan luvulla 100
d) luku —654321 jaetaan luvulla 100.

220. Tédnidédn on keskiviikko. Miké viikonpdivd a) on 1000 péivén kuluttua b) oli
500 péivia sitten?

221. Kello on 17.28 ja on tiistai. Mité kello on 2073 tunnin kuluttua? Mika viikon-
péivi silloin on?

222. Tarkastellaan kirjainjonoa ABCDEFGABCDEFGABCDEFG... a) Mikd on
jonon 12742, kirjain? b) Kuinka monta A-kirjainta on jonossa ennen sitd?

223. a) Miki luku jaettuna luvulla 19 antaa osamiiréksi 6 ja jakojdinnokseksi 137
b) Miki luku jaettuna luvulla 7 antaa osamiiriksi —23 ja jakojddnnokseksi 5?

¢) Millé positiivisella kokonaisluvulla luku 1263 on jaettava, jotta osamééri olisi
114 ja jakojaannos 9?

d) Millé positiivisella kokonaisluvulla luku —140 on jaettava, jotta jakojddnnds
olisi 37
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224. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku (31 + 1)* — 3n + 1)* on jaollinen
luvulla 3. Vihje: Kéytd symbolisen laskimen expand-toimintoa.

225. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, etti luku (2n+1)° —(2n—1)*—=2n on jaollinen
luvulla 16.

226, Midritd osaméiri ja jakojaannds sekd kirjoita jakoyhtild, kun a) luku 7°° + 1
jaetaan luvulla 7*® — 1 b) luku 7°° — 1 jaetaan luvulla 7%° + 1.

227. Olkoot a, b ja ¢ kokonaislukuja ja a # 0. Osoita, etti jos a|b ja a|(b + ¢), niin
alc.

228. Olkoot p, g ja r positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd jos p on luvun g tekijé
ja g on luvun r tekijé, niin p on luvun r tekija.

229. Olkoot a, b ja ¢ kokonaislukuja ja a,c¢ # 0. Osoita, ettd jos (ac)|(bc), niin
alb.

230. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Osoita, ettd luku a + b on jaollinen luvulla 3
silloin ja vain silloin, kun luku a — 2b on jaollinen luvulla 3.

231. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Mééaritd osaméaéari ja jakojddnnos sekd
kirjoita jakoyhtilo, kun

a) luku 2n* — n — 2 jaetaan luvulla n + 1

b) luku n® + n? + 6 jaetaan luvulla n 4 2

¢) luku n* + 2n — 1 jaetaan luvulla n.

Vihje: Voit laskea polynomien jakolaskun symbolisen laskimen avulla.

232. * Todista jakoyhtélo, kun a < 0.
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233. * Lukujirjestelma tarkoittaa tapaa, jolla luvut kirjoitetaan numeroiden avul-
la. Kantaluku kertoo, kuinka monta eri numeroa lukujérjestelmén luvuissa voi
esiintyd. Esimerkiksi kymmenjirjestelmissia kantaluku on 10 ja kdytdssd ovat
numerot 0, 1,2,3,4,5,6,7,8 ja 9. Kymmenjarjestelmén luku 3258 muodostuu nu-
meroista 3,2, 5 ja 8 kantaluvun 10 potenssien avulla seuraavasti:

3258 3-10004+2-100+5-10+38

3-100+2-10>+5-10" + 8- 10°.

Kymmenjirjestelméssi siis luvun viimeinen numero on luvun 10° kerroin, toiseksi
viimeinen luvun 10! kerroin, kolmanneksi viimeinen luvun 10? kerroin jne.

Kaksijarjestelmin eli bindérijarjestelmin luvut taas muodostuvat numeroista
0 ja 1. Esimerkiksi binddriluku 101101 voidaan ilmaista kymmenjirjestelmissa
kirjoittamalla luku kantaluvun 2 potenssien avulla seuraavasti:

1-2240-2*+1-2241-2240-2141.2°
= 1-3240-16+1-841-4+0-2+1=45.

101101

Kaksijirjestelmissa siis luvun viimeinen numero on luvun 2° kerroin, toiseksi vii-
meinen luvun 2! kerroin, kolmanneksi viimeinen luvun 22 kerroin jne.

Kymmenjarjestelmén lukuja voidaan muuntaa binddriluvuiksi jakoyhtéldiden avul-
la. Muunnetaan luku 18 binddriluvuksi. Jaetaan ensin kymmenjarjestelmén luku
18 kaksijérjestelmadn kantaluvulla 2 ja kirjataan ylos jakojddnnos. Tdmén jilkeen

muistiin. Niin jatketaan, kunnes osamiiréksi jaa luku 0.

18 = 9-2+40
9 = 4-2+1
4 = 2240
2 = 1-240
1 = 0-2+1 — lopetetaan

Kirjoittamalla nyt jakojdinnokset lopusta alkuun saadaan luku 10010. Se on kym-
menjarjestelmin luvun 18 bindiriesitys.

a) Muunna binéérijarjestelmén luvut 1001 ja 110110100 kymmenjérjestelméan.
b) Muunna kymmenjarjestelmin luvut 25 ja 520 binéddrijérjestelméan.

c) Etsi laskimesi ohjekirjasta, miten muunnokset voidaan toteuttaa laskimella.

d) Ohjelmoi laskimesi ohjelmointikielelld ohjelma, joka suorittaa muunnoksen
kymmenjérjestelméstd binddrijarjestelméin.
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5.2 Kongruenssi

Luonnonilmi6itd mallinnettaessa tulee usein vastaan tilanteita, joissa on hyodyllistid
samastaa keskendin jaksollisesti toistuvat ilmitt. Téllaisia ilmioitd ovat esimerkik-
si vuodenajat, viikonpéivit ja kellonajat. Samaan tapaan kokonaislukujen jonossa
esimerkiksi parilliset tai yhdelldtoista jaolliset luvut esiintyvit jaksollisesti. Lukujo-

nossa toistuvien ominaisuuksien tutkimisessa kéytetdin kongruenssin kisitetta.

TUTKIMUSTEHTAVA

1. Ryhmittele luvut 16, 59, 12, 3, 177, 21, 47, 65, 222, —17, —100 ja —1 niin, etti
samaan joukkoon kuuluvat ne luvut, joilla on sama jakojadnnds, kun ne jaetaan
luvulla 5.

2. Valitse ensin kaksi lukua, jotka ovat samassa kohdan 1 joukossa. Laske niiden
erotus. Toista kaksi kertaa. Valitse sitten kaksi lukua, jotka ovat eri joukoissa kohdassa
1. Laske niiden erotus. Toista kaksi kertaa. Miten erotuksen arvosta nikee, kuuluvatko
vihenevi ja vihentdja samaan kohdan 1 joukkoon?

3. Miten voit esittad yleisessd muodossa kaikki ne kokonaisluvut, jotka ovat jaollisia
luvulla 5? Enté ne luvut, joiden jakojddnnos on 1,2, 3 tai 4, kun jaetaan luvulla 5?

4. Todista kohdan 2 havaintosi.

Kokonaislukujen a ja b kongruenssi tarkoittaa, etti niilld on sama jakojddnnos jaet-
taessa positiivisella kokonaisluvulla k. Kongruenssille on kidytannollistd antaa seu-

raava matemaattinen maaritelma.

Kongruenssi. Kokonaisluvut a ja b ovat kongruentteja modulo k, jos erotus a — b
on jaollinen positiivisella kokonaisluvulla k. Tilloin merkitdan

a=b (modk).
Jos a ja b eivit ole kongruentteja modulo k, merkitidin

a£b (modk).
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Merkintdd (mod k) ei ole tapana kirjoittaa, jos luku k on asiayhteydesta selva.

Kongruenssiyhtdlon
a=b (mod k)

kanssa on yhtépitdvad, etti a — b = nk eli a = b + nk vihintdédn yhdelld luvulla
ne/”Z.

ESIMERKKI 5.39
Osoita, ettd a) 27 = 19 (mod 4) b) 13 = —82 (mod 5).

Ratkaisu:
a) Tapa 1

Koska 27 — 19 = 8 = 2 - 4, niin erotus 27 — 19 on jaollinen luvulla 4. Siten
27 =19 (mod 4).

Tapa 2

Kun luku 27 jaetaan luvulla 4, saadaan jakoyhtdld 27 = 6 - 4 + 3. Vastaavasti
19 =4 -4 + 3. Luvuilla 27 ja 19 on siis sama jakojddnnds, 3, kun jaetaan
luvulla 4. Siten 27 = 19 (mod 4).

b) Koska 13 — (—82) =95 = 19 - 5, niin 5|(13 — (—82)). Siten
13 = —82 (mod 5).

Esimerkki 2. Hannalla on kaksi lasta, Aaro ja Mirkku. Hanna laski, ettd Aaron
syntymapdivad on 38 pdivin kuluttua ja Mirkun 59 péivin kuluttua didin
syntyméipaivastid. Ovatko Aaron ja Mirkun syntyméipéaivit samana
viikonpdivani?

Ratkaisu: Tutkitaan, ovatko luvut 38 ja 59 kongruentteja modulo 7. Koska

59 —38 =21 =3-7,niin 59 = 38 (mod 7). Aaron ja Mirkun syntymépaivit

ovat siis samana viikonpdivana.
Vastaus: Ovat.

ESIMERKKI 5.40
a) Méiritd pienin epdnegatiivinen kokonaisluku, joka on kongruentti luvun 45

kanssa modulo 7.

b) Jos tiniin on perjantai ja loman alkuun on 45 pdivaa, niin mina

viikonpdividna loma alkaa?
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Ratkaisu:

a) Kun luku 45 jaetaan luvulla 7, saadaan jakoyhtdlo 45 = 6 - 7 + 3. Koska
voidaan kirjoittaa 45 — 3 = 6 - 7, ndhd&én, ettd jakojaannos 3 on kongruentti
luvun 45 kanssa modulo 7. Luku 3 on my0s pienin epinegatiivinen

kokonaisluku, joka on kongruentti luvun 45 kanssa modulo 7.

b) a-kohdan perusteella luku 3 on kongruentti luvun 45 kanssa modulo 7.
Kysytty viikonpdivd saadaan selville laskemalla perjantaista 3 pdivad eteenpdin,

jolloin on maanantai. Siis loma alkaa maanantaina.

Vastaus: a) 3 b) Loma alkaa maanantaina.

KONGRUENSSIN LASKUSAANTOJA

Kongruensseilla on monia ominaisuuksia, jotka muistuttavat yhtédléiden ratkaisemi-

sessa kaytettivid laskusdintoja.

Lause. Olkoot a,b,c,d € Zjak,n € Z _sekia = c, b =d (modk). Télloin:
§a+b=c+d (modk),§a—b=c—d (modk), § ab=cd (modk), §
a"=c" (modk).

Todistus. Todistetaan kohdat 1 ja 3. Kohdan 2 todistus on kotitehtédvina, ja potenssi-
sadntd 4 todistetaan lisimateriaalina olevan kappaleen 5.4 tehtivissa 13.

Kongruenssin midritelmin perusteella a = ¢ + mk ja b = d + nk, missi m,n € Z.

Siten

a+b—(c+d) = c+mk+d+nk—c—-d
= mk+ nk = (m+ n)k,

misséd (m + n) on kokonaisluku. Siis erotus a + b — (¢ + d) on jaollinen luvulla k,

joten ensimmadinen viite pétee.

Samaan tapaan saadaan

ab—cd = (c+ mk)(d+ nk)—cd
= c¢d + cnk + dmk + mnk® — cd
= (cn+dm+ mnk)k,
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missd (cn + dm + mnk) on kokonaisluku. Siten erotus ab — cd on jaollinen luvulla

k, joten kolmas viite pitee. O
Erityisesti tuloksesta seuraa, ettd jos a = b (mod k), niin na = nb (mod k) kaikilla
ne/”z.

ESIMERKKI 5.41
Mairitd pienin epidnegatiivinen luku, jonka kanssa luku a) 350 — 7778, b)

65 - 141, ¢) 16'° + 82 on kongruentti modulo 7.
Ratkaisu:

Korvataan luvut mahdollisimman yksinkertaisilla luvuilla, jotka ovat

kongruentteja modulo 7, ja sovelletaan kongruenssin laskusdantoja.

a) Koska 350 = 0 ja 7778 = 1 (mod 7), niin sddnnén 2 mukaan
350-7778=0—-1=—-1=6 (mod7).

b) Koska 65 = 2 ja 141 = 1 (mod 7), niin sddnnon 3 mukaan
65-141=2-1=2(mod7).

c) Koska 16 = 2 ja 82 = 5 (mod 7), niin sdénnon 1 ja potenssisddnnon 4
mukaan 16'© + 82 =210+ 5=1024 + 5 = 1029 = 0 (mod 7).

Vastaus: a)6b)2¢) 0

ESIMERKKI 5.42

Osoita, ettd luku n* +2n° + n? on jaollinen luvulla 4, kun » on kokonaisluku.

Ratkaisu: Kun kokonaisluku jaetaan luvulla 4, jakojédénnds voi olla 0, 1, 2 tai 3.
Siten jokainen kokonaisluku # on jotakin seuraavaa muotoa: 4q, 4q + 1, 4qg + 2
tai 4q + 3, missd g € Z. Tutkitaan luvun nt+2n + n? jaollisuutta luvulla 4
erikseen kussakin niistd osajoukoista.

Tapa 1: Kirjoitetaan lauseke n* + 2n° + n> muotoon
nt 2} +n? = nz(n2 +2n+1) = n2(n + 1)2.
1) Kun n = 44, niin

2+ = (49)P@q+ 1) =47 ¢*4q+ 1)
= 4.-4¢%4q+ 1)
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Koska 4q2(4q + 1) € Z, niin luku n* + 20 + n? on jaollinen luvulla 4.

2) Kun n = 4q + 1, niin

W42+ 0 = g+ D*4q+2)7 = dg+ 1)’QQ2q + 1))?
(4g+ 1?22 2q+ 1) =4(4g+ 1)>’Qq + 1>,

joten luku n* 4+ 2n° + n? on jaollinen luvulla 4.

3) Kun n = 44 + 2, niin

nt 2+ 02 = (4g+2)%(4q+3)% = 22q + 1))2(4q +3)
= 22.Q2q+ 1D*4q+3)* =4Q2q + 1)*(4q + 3)%,

joten luku n* 4+ 2n* + n? on jaollinen luvulla 4.

4) Kun n = 4¢ + 3, niin

nt42nd 40’ = (g +3)%@dg+4)? =(4g+3) @+ 1)?
(4g+3)* -4 (q+ 1) =4(4q+3)*-4-(g+ 1),

joten luku n* 4+ 2n* + n? on jaollinen luvulla 4.
Siis luku n* + 2n> + n? on jaollinen luvulla 4, kun n on kokonaisluku.
Tapa 2:

1) Kun n = 44, niin n = 0 (mod 4). Siten
2 + 02 =0 +2-0°+0% =0 (mod4)

ja luku n* + 2n° + #? on jaollinen luvulla 4.

2) Kun n = 4q + 1, niin n = 1 (mod 4). Siten
2+ =14 +2- P+ 12=142+1=4=0(mod4)

ja luku n* 4+ 2n° + n? on jaollinen luvulla 4.

3) Kun n = 4q + 2, niin n = 2 (mod 4). Siten
2+ =24 +2-22 422 =16+ 16+4 =36 =0 (mod4)
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ja luku n* + 2n° + n? on jaollinen luvulla 4.

4) Kun n = 4¢g + 3, niin n = 3 (mod 4). Siten
42+ =34 +2-33+32=81+54+9 =144 =0 (mod 4)

ja luku n* + 2n° + n* on jaollinen luvulla 4.

Siis luku n* + 27> + n? on jaollinen luvulla 4, kun n on kokonaisluku.
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Tehtavid

234, Osoita, ettd a) 23 = 8 (mod5) b) 1326 = —-546 (mod8) c) 403 =
0 (mod13).

235. Midritd pienin epédnegatiivinen luku, jonka kanssa luku a) 56 b) —72 c¢) 3857
on kongruentti modulo 6.
236. Madrita kaikki kokonaisluvut x, joille x =7 (mod 12)ja 18 < x < 130.

237. Pitkékestoiset kynttilit sytytettiin samaan aikaan. Toinen paloi 128 tuntia ja

toinen 181 tuntia. Sammuivatko kynttildt samaan kellonaikaan?

238. Aaron syntymdipdivdjuhlat alkavat 912 tunnin kuluttua ja Mirkun syntymé-
péivéjuhlat 1419 tunnin kuluttua.

a) Mihin kellonaikaan Mirkun juhlat alkavat, kun Aaron juhlat alkavat kello 12.00?
b) Aaron juhlat ovat lauantaina. Miké viikonpdiva nyt on?

239. Maédrita pienin epinegatiivinen luku, jonka kanssa luku

a) 234 —15
b) 79 - 650
c) 192+ 772

on kongruentti modulo 4.
240. Tiedetéén, ettd jakojddnnos on 2, kun kokonaisluku » jaetaan luvulla 5. Mika
on jakojiannos, kun luku 3n° + 81 + 7 jaetaan luvulla 5?

241. Kokonaisluvut voidaan jakaa osajoukkoihin esimerkiksi niin, ettd kussakin
osajoukossa ovat ne luvut, jotka ovat kongruentteja keskendin jaettaessa luvulla 3.
Niihin osajoukkoihin kuuluvia lukuja voidaan merkitd 3q, 3g + 1 ja 3g + 2, missa
q € Z. Miten voidaan merkitd lukuja osajoukoissa, jotka syntyvit, kun kokonais-
luvut jaetaan luvulla a) 4 b) 5 ¢) 27

242. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, etti n> —n =0 (mod?2).
243. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku #(n + 5) on parillinen.
244. Osoita, ettd luku n(n+ 1)(n+8) on jaollinen luvulla 3, kun »n on kokonaisluku.

245. Osoita, ettd luku n’ —non jaollinen luvulla 5, kun » on kokonaisluku.

246. Osoita, ettd luku n® + 2 ei ole jaollinen luvulla 4 milldén kokonaisluvun n
arvolla.

247. Jokainen kokonaisluku on joko parillinen tai pariton. Osoita erikseen néissi
osajoukoissa, etti luku n* + 2n° + n* on jaollinen luvulla 4, kun n on kokonaisluku.
(Vrt. esimerkki 5.42.)
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248. Etsi kaikki kokonaisluvut x, jotka toteuttavat kongruenssin 5x =
1 (mod3).

249. Olkoon k positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd kokonaisluvut a ja b ovat
kongruentteja modulo k eli erotus @ — b on jaollinen luvulla k, jos ja vain jos
luvuilla a ja b on sama jakojddnnos, kun jaetaan luvulla k.

250. Julius Caesar kéytti erédistd vanhimmista tunnetuista salakirjoitusmenetelmista.
Hén muutti viestin salaiseksi korvaamalla jokaisen kirjaimen toisella kirjaimella,
joka sijaitsi aakkosissa kolme kirjainta myohemmin. Viimeisten kirjainten jélkeen
palattiin taas aakkosten alkuun. Suomen kielessd on 28 kirjainta, jos W-kirjainta
ei lasketa mukaan. Siten esimerkiksi viesti AVAIN ON OLJYRUUKUSSA kirjoi-
tettaisiin Caesarin menetelmilli DZDLQ RQ COMAUYYNYVVD. Suomenna
viestit

a) KACNNBAV NHVNLACOOB
b) BOB VAC UASBOHLXB.

251, Caesarin salakirjoitusmenetelmiéd voidaan kuvata funktiolla f(n) = n +
3 (mod 28), missd n on kunkin kirjaimen jirjestysnumero aakkosissa. Koodattavan
kirjaimen jérjestysnumeroon lisdtdén luku 3 ja ndin saatu funktion arvo tulkitaan
takaisin kirjaimeksi.

Kirjoita viesti AVAIN ON OLJYRUUKUSSA kiiyttiien salakirjoitusta, jota kuvaa
funktio

a) f(n) =n+ 13 (mod 28)
b) f(n) =3n+ 7 (mod 28).

¢) Midritd funktiot, joiden avulla a- ja b-kohtien salakirjoitus voidaan purkaa.
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Kotitehtavid

252. Osoita, ettd a) 34 = 10 (mod 3) b) —128 = 274 (mod 6) ¢) 1053 = 0 (mod 27).

253. Maidritd pienin epédnegatiivinen luku, jonka kanssa luku a) 25 b) —121 ¢) 5777
on kongruentti modulo 5.

254. Madrita kaikki kokonaisluvut x, joille x =3 (mod 8) ja =50 < x < 51.
255. Planeetan pyordhdysaika on 16 tuntia. Onko planeetalla sama kellonaika 223
tunnin kuluttua kuin 49 tuntia sitten?

256. Maijan isoditi on syntynyt 7.3. erdénd karkausvuonna. Maijan &iti on syntynyt

9525 piivai isoditid myohemmin ja Maija itse 10229 pidivaid ditiddn myohemmin.

Tutki, ovatko jotkut henkildistd syntyneet samana viikonpdivina.

257. Nyt on tammikuu. Mikd kuukausi

a) on 76 kuukauden kuluttua
b) oli 555 kuukautta sitten?

258. Madritd pienin epidnegatiivinen luku, jonka kanssa luku

a) 17 — 930 + 452
b) 19-30+ 183 - 11
¢) 526" +493

on kongruentti modulo 9.

259. Tiedetddn, ettd jakojddnnos on 5, kun kokonaisluku 7 jaetaan luvulla 11. Mika
on jakojidannos, kun luku 2n° — 61 — 9 jaetaan luvulla 11?

260. Osoita kongruenssin laskusiéntojd koskevan lauseen kohta 2: Jos a = ¢ ja
b=d (modk),niina—b=c—-—d (modk).

261. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, etti luku n> + n on jaollinen kahdella.

262. Osoita, ettd luku n(n+1)(4n—1) on jaollinen luvulla 6, kun » on kokonaisluku.

263. Osoita, ettd luku n(4n* — 1) on jaollinen luvulla 3, kun » on kokonaisluku.

264. Osoita, etti luku n> — 3 ei ole jaollinen luvulla 5 millizin kokonaisluvun n
arvolla.

265. Etsi kaikki kokonaisluvut x, jotka toteuttavat kongruenssin 4x + 1
3 (mod7).
266. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Osoita véite todeksi tai epatodeksi: jos ab =

0 (modm),niina=0taib=0 (modm).

267. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Osoita viite todeksi tai epitodeksi: jos a*
b* (modm),niina=b (modm).
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268. * Luvun a madrddmi jadnnosluokka modulo m on luvun a kanssa
kongruenttien lukujen joukko. Luvun a jddnnosluokkaa merkitddn a. Siis a =
{a+ km|k € Z}. Esimerkiksi jidnnosluokat modulo 4 ovat 0 = {4k |k € Z},
1={1+4k|keZ},2={24+4k|ke Z}ja3 ={3+4k|k € Z}.

a) Midritd jiannosluokat modulo 5.

b) Jddnnosluokkien yhteenlasku ja kertolasku mééritelldén seuraavasti: a + b =
a+bjaa-b = a-b. Tiydenni seuraavat jidnnosluokkien yhteen- ja kertolasku-
taulut modulo 5.

+]0)1]2]3|4 0/1/2]3|4
0]0]1]2]3]4 0/0]0]0j0]0
1 1
2 2
3 3
414]0[1]2)3 410/4]3]2]1

c) Jaannosluokan vasta-alkio médritelldén seuraavasti: b on alkion a vasta-alkio,
jos a + b = 0. Méiritd b-kohdan taulukoiden avulla kunkin jd&nnosluokan vasta-
alkiot modulo 5.

d) Jadnnosluokan kédnteisalkio méadritellddn seuraavasti: ¢ on alkion g kéénteisal-
kio, jos a - ¢ = 1. Miiritd b-kohdan taulukoiden avulla kiéinteisalkiot niille jdin-
nosluokkien modulo 5 alkioille, joilla sellainen on olemassa.

e) Ratkaise jainnosluokissa modulo 5 yhtdlé x +x = 1.

f) Ratkaise jddnnosluokissa modulo 5 yhtdlo x - x = 4.
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9.3 Kongruenssin sovelluksia

Kongruenssi on hyoddyllinen tyokalu lukuteoriassa. Kongruenssin laskusdintoja
kayttamélld voidaan esimerkiksi tutkia lukujen jaollisuutta. Ndin saadaan johdettua
monia klassisia tuloksia, esimerkiksi helpot testit sille, onko kokonaisluku jaollinen

luvuilla 3 ja 9.

ESIMERKKI 5.43
Médritd jakojddnnos, kun

a) luku 7% jaetaan luvulla 6
b) luku 7%°° — 194 jaetaan luvulla 8
c)lukuO+1+2+4+3+... 468+ 69 jactaan luvulla 7.

Ratkaisu:

Riittdd mééarittdd pienin epinegatiivinen kokonaisluku, joka on kongruentti
jaettavan kanssa, silld edellisen kappaleen esimerkissd 3 huomattiin, etti

kyseinen luku on sama kuin jakojdédnnos.

a)Koska7=1 (mod6), niin 7%° = 19° =1  (mod 6). Jakojiinnds on siis
1.

b) Koska7=—-1ja194 =2 (mod 8), niin
700 194 = (-1 -2=1-2=—-1=7 (mod8). Jakojdiannos on siis 7.

¢) Jokainen kokonaisluku on kongruentti jonkin luvuista 0, 1,2, 3,4,5 tai 6

kanssa modulo 7. Saadaan, ettd
O0+14+24+34+4+54+64+7+...4+463+64+65+66+ 67+ 68+ 69

= (0+14243+44+5+6)+(O0+14+24+3+4+5+6)+...+(0+14+24+3+44+5+6)
=10-0+14+24+34+4+5+6)=10:21=3-0=0 (mod7).
Jakojddnnos on siis 0.

Vastaus: a) 1b)7¢) 0
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ESIMERKKI 5.44

Miké on luvun a) 2120, b) 3'% yijmeinen numero?
Ratkaisu:

a) Positiivisen kokonaisluvun viimeinen numero on sama kuin sen jakojaannos
jaettaessa luvulla 10. Tutkitaan, onko luvulla 2 sellaisia potensseja, jotka
voisivat olla hyodyllisid sievennettiessd kongruenssilausekkeita modulo 10.
Esimerkiksi 2% = 4, 23 = 8, 24 =16 ja 25 =32, Havaitaan, etta

2°=32=2 (mod 10). Till6in

2120 — (25)24 = 224 — 220 . 24 — (25)4 A 24
2404 =28 =105.23

= 2.22=2'=16

= 6 (mod10).
Luvun 2'? jakojdinnds jaettaessa luvulla 10 on 6. Sen viimeinen numero on
siis 6.
b) Tapa 1

Tutkitaan luvun 3 potensseja: 32 = 9, 3¥ = 217, 3% =81. Havaitaan, etta
3*=81=1 (mod10).Nyt3'% =3%» =12 =1 (mod 10). Luvun 3'®

jakojaannos jaettaessa luvulla 10 on 1. Sen viimeinen numero on siis 1.
Tapa 2

Koska3>=9=—-1 (mod10), niin 3'° = (3> =(-1)**=1 (mod 10).

Luvun 3'% viimeinen numero on 1.
Vastaus: a) 6,b) 1.

ESIMERKKI 5.45
Olkoon n luonnollinen luku. Osoita, etti luku 498 - 16" + 104%"*! + 3 on

jaollinen luvulla 5.

Ratkaisu:
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Koska 498 = 3, 16 = 1 ja 104 = —1 (mod 5), niin

498 - 16" + 104> 43 = 3.1"4 (=) 43
3.1+ (=D (=1)+3
3+1-(-1)+3
3—14+3=5=0(mod)).

Jakojddnnos on 0, kun luku 498 - 16" + 104?"+! 4+ 3 jaetaan luvulla 5. Luku
498 - 16" + 104>"*! + 3 on siis jaollinen luvulla 5.

ESIMERKKI 5.46
Tutki, onko a) luku 16 783 jaollinen luvulla 3, b) luku 295 542 jaollinen luvulla
9.

Ratkaisu:

a) Luku 16783 voidaan esittdia muodossa
16783 =1-10"+6-10°+7-10*> + 8- 10 + 3.

Koska 10 =1 (mod3), niin 10>’ =1?>=1 (mod3). Samoin 10° = 1 ja
10* = 1 (mod 3).

Télloin

1-10*+6-10°+7-10°+8-10+3
1-146-14+7-1+8-1+3
1464+7+8+3=25

1 (mod3).

16783

Luvun 16 783 jakojdénnds on 1, kun jaetaan luvulla 3. Luku 16 783 ei siis ole

jaollinen luvulla 3.
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b) Koska 10=1 (mod?9), niin

2:10°49-10*+5-10° +5-10> +4-10+2
2:149-145-1+5-14+4-1+2
249454+54+4+2=27

0 (mod9).

295542

Luvun 295 542 jakojdannos on 0, kun jaetaan luvulla 9. Luku 295 542 on siis

jaollinen luvulla 9.
Vastaus: a) Ei ole. b) On.

Edellisessd esimerkissi havaittiin, ettd luku 16 783 on kongruentti numeroidensa
summan 1 + 6 + 7 + 8 + 3 kanssa modulo 3. Samoin luku 295 542 on kongruentti
summan 2 +9 + 5 + 5 + 4 + 2 kanssa modulo 9. Ndma ovat esimerkkeja yleisesta

saannonmukaisuudesta:

numeroiden summa on jaollinen luvulla 3. Vastaavasti kokonaisluku on
jaollinen luvulla 9, jos ja vain jos sen numeroiden summa on jaollinen

luvulla 9.

Muillakin luvuilla on samantapaisia jaollisuussidintojé, joista esimerkkind on lukuun

11 liittyva saanto harjoitustehtivissa.
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Tehtdvid

269. Miéiritd jakojadnnds, kun

a) luku 80 - 30 — 352 jaetaan luvulla 7
b) luku 2'* jaetaan luvulla 3
c¢)lukuO+1+4+2+3+ ... +79 + 80 jaetaan luvulla 4.

270. Madrita jakojddnnos, kun

a) luku 5 - 11°°*29 jaetaan luvulla 6
b) luku 624" jaetaan luvulla 5

¢) luku 3%+ jaetaan luvulla 8

d) luku 2'3! jaetaan luvulla 14.

271. Niyti, etti luku 72°°2 42'57 on jaollinen kolmella. [ YO kevit 1999 10b kohta
2]
272. Midriti jakojaannos, kun summa (1° + 23 + 3% 4+ ... + 105%) jaetaan luvulla
3.

273. Miké on luvun a) 277 b) 3* viimeinen numero?

274. Olkoon n luonnollinen luku. Osoita, ettd luku 4 - 7" +2 on jaollinen luvulla
3.

275. Olkoon n luonnollinen luku. Osoita, ettd luku 13%” + 23+* — 10 on jaollinen
luvulla 7.
276. Tutki, onko luku jaollinen luvulla 3.

a) 123456789
b) 987654 321233

277. Madérita jakojaidnnos, kun luku jaetaan luvulla 9.

a) 999 000 000 800
b) 111111111111

278. Todista, etti (n + 1)-numeroinen kokonaisluku a,a,_;a,_, ... a,a;a, on
kongruentti numeroidensa summan kanssa modulo 9. Ohje: Esitd luku kymmenen
potenssien avulla:

a,a, G, 5 ...0,a,0,

=a, - 10"+a, 10" +a, , 10"+
ot ay - 10° +a; - 10 + ay,
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279. a) Ajattele jotakin kolminumeroista lukua ja kirjoita se paperille. Vaihda lu-
kusi numeroiden jirjestysta ja kirjoita uusi luku paperille. Laske lukujen erotus,
jaa erotus luvulla 3 ja kirjoita jakojdénnds paperille. Lisdd jakojadannokseen luku
7, kerro niin saatu luku luvulla 2 ja vihenni tuloksesta luku 4. Tulos on 10, eiko
vain? Miten se voidaan tietdd?

b) Keksi oma algoritmisi, jonka tulos tiedetdén etukiteen.
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Kotitehtavid

280. Madrita jakojdidnnos, kun

a) luku 700 — 22 - 185 jaetaan luvulla 6
b) luku 2799°7% jaetaan luvulla 7
c)lukul +2+34+44 ... 436+ 37 jactaan luvulla 8.

281. Madrita jakojddnnos, kun

a) luku 2%°° jaetaan luvulla 5
b) luku 121013°~114552 jaetaan luvulla 11
¢) luku 34°79% jaetaan luvulla 9

d) luku 6°7 jaetaan luvulla 15.
282. Tutki, onko luku 46”% + 8957 jaollinen viidelli. (Yo-koe, kevit 2011)

283, Miiriti jakojaannos, kun summa (20 + 2! 422 423 424 425 4 | 422
jaetaan luvulla 5.

284. Miki on luvun a) 2'% b) 4!"'! viimeinen numero?

285. Mitkd ovat luvun 5°° kaksi viimeistd numeroa?
286. QOsoita, etti

a) luku 10" — 1 on jaollinen luvulla 9 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n

b) luku 11" + 1 on jaollinen luvulla 12 kaikilla parittomilla positiivisilla kokonais-
luvuilla n.

287. Olkoon n luonnollinen luku. Miriti jakojiannos, kun luku 501 - 4% 4 22"
jaetaan luvulla 5.

288. Tutki, onko luku jaollinen luvulla 9.

a) 182736451
b) 18273 645 144

289. Miéiritd jakojadnnds, kun luku jaetaan luvulla 3.

a) 222333445

b) 101010101 111

290. Osoita luvun 11 jaollisuussdidnto: Kokonaisluku on jaollinen luvulla 11, jos ja
vain jos sen numeroiden vuorotteleva summa on jaollinen luvulla 11. Vuorotteleva
summa lasketaan siten, ettd luvun viimeisestd numerosta vihennetiin toiseksi vii-
meinen numero, lisitdin kolmanneksi viimeinen numero, vihennetidin neljanneksi
viimeinen numero jne. Vihje: 10 = —1 (mod 11).
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291. Tutki, onko luku jaollinen luvulla 11.

a) 24927
b) 928072618

¢) 7000 000 000 000 007
d) 7000 000 000 000 070

292. Todista, etti a*b — b>a on tasan jaollinen kolmella, jos a ja b ovat kokonaislu-
kuja ja a > b. [YO 1896 tehtévi 3]
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5.4 Luonnolliset luvut ja
induktioperiaate

Kéytdnnon tilanteissa luonnollisia lukuja kdytetddn yleensd ilmaisemaan lukumaaria.

TUTKIMUSTEHTAVA

1. Hyvin suuri miéra ihmisié seisoo jonossa. Jonossa toteutuu periaate: jos jollakin
jonon henkil6lld on siniset silmét, niin my0s seuraavalla henkil6lld on siniset silmiit.
Ensimmaiiselld jonossa seisovalla henkil6lld on siniset silmédt. Mitd voidaan paitelld
muista jonon henkiloistd?

2. Tarkastellaan positiivisten kokonaislukujen jonoa 1,2, 3,4, 5,6, .... Voidaan osoit-
taa, etti jos jollakin positiivisella kokonaisluvulla k pitee 3* > 1 + 2k, niin silloin
pitee myos 35! > 1+ 2(k + 1). Tiedetiin, ettd 3! > 142 1. Miti voidaan paitelld?

Vertaa timadn ja edellisen kohdan tilanteita.

Lukuteorian yhteydessé on tarpeellista miéritelld tasmaéllisesti, mitd luonnolliset lu-
vut ovat. Timi johtaa matemaattiseen induktioperiaatteeseen. Asetetaan seuraavat
ehdot:

1. Luvut O ja 1 ovat luonnollisia lukuja.

2. Jos n on luonnollinen luku, niin luku # + 1 on my&s luonnollinen luku.

Aloittamalla nollasta ja soveltamalla kohtaa (2) toistuvasti saadaan kaikki luonnolliset
luvut. Tatad kutsutaan induktioperiaatteeksi. Vaikka joukko N = {0,1,2,...} on
ddreton, jokainen luku n € N\ {0} on kuitenkin muotoan = 1 + ... + 1, missd

yhteenlaskettavia lukuja on dérellisen monta.

Luonnollisten lukujen méiritteleminen induktioperiaatteen avulla johtaa tirkeddn
todistustyyppiin, jota sanotaan induktiotodistukseksi. Induktiotodistuksen ideana
on palauttaa luonnollista lukua n + 1 koskeva viite luonnollista lukua »n koskevaksi
viitteeksi. Jos lukua n+ 1 koskevan viitteen totuus voidaan paitelld lukua n koskevan
viitteen totuudesta, viite pitee edelleen kaikille luonnollisille luvuille, mikili se

pitee luvulle 0.
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Induktiotodistuksen muoto on yleensé seuraava.

1. Osoitetaan, ettd tulos pitee, kun n = 0. Tama vaihe on yleensi yksinkertainen
lasku. Induktio voidaan aloittaa myos esimerkiksi luvusta n = 1.

2. Kiinnitetdan k € N. Oletetaan, etti tulos on tosi luvulla n = k. Osoitetaan, ettda
tulos on tosi luvullan = k + 1.

3. Nyt induktioperiaatteesta seuraa, etti tulos on tosi kaikilla n € N.

Todistuksen toista vaihetta kutsutaan induktioaskeleeksi, siini esiintyvii oletusta

induktio-oletukseksi ja viitettd induktioviitteeksi.

ESIMERKKI 5.47
Olkoon n luonnollinen luku. Osoita induktiolla, etti luku n> — n on jaollinen

luvulla 2.

2

Ratkaisu: Kun n = 0, saadaan n“ — n = 0, joka on jaollinen luvulla 2.

Induktioaskel: Oletetaan, etti tulos on tosi jollakin kiintedlld n = k. Toisin

sanoen k> — k = 2m jollakin luonnollisella luvulla m.

Induktioviite: Tulos on tosi, kun n = k + 1, eli (k + 1)> = (k + 1) on jaollinen

luvulla 2.

Lasketaan
k+1)P?—=k+D)=k>+2k+1—-k—1=k>—k+2k =2m+2k =2(m+k),
missé (m + k) on kokonaisluku. Siis (k + 1)> = (k + 1) on jaollinen luvulla 2,

joten induktiovdite on todistettu.

Nyt induktioperiaatteesta seuraa, ettd vdite on tosi kaikillan =0, 1,2, ....

ESIMERKKI 5.48

Osoita, ettid 2" > n%, kun n on kokonaisluku jan>4.
Ratkaisu:

Aloitetaan induktio luvusta n = 4. Lasketaan aluksi 2* = 16 ja 4% = 16.

Epéyhtilo on tosi, kun n = 4.

Induktioaskel: Olkoon k > 4 kiinted. Oletetaan, ettd tulos on tosi, kun n = k, eli
2k > k2.
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Induktioviite: Tulos pitee tapauksessa n = k + 1 eli 2+! > (k + 1)%

Huomataan aluksi, etti induktio-oletuksen perusteella 2! = 2. 2% > 2. k2.
Pitad vield osoittaa, ettd kaikilla k > 4 pitee 2k> > (k + 1)*. Tutkitaan, milld

muuttujan x arvoilla epiyhtild 2x> > (x + 1)? on tosi.

2x2 (x + 1)?
2x2 > x*+2x+1.

x2=2x—1 > 0.

\%

Polynomin x> — 2x — 1 nollakohdat ovat x = 1 — \/5 ~ —0,414 ja
x=1+ \/5 ~ 2,414, ja sen kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli. Siten
epiyhtild 2k> > (k + 1) on tosi, kun k > 4. Niin ollen myos epiayhtilo
2541 > 2k* > (k + 1)? on tosi, kun k > 4.

Siis induktioperiaatteen perusteella 2" > n?* kaikilla n = 4,5,6,....

ESIMERKKI 5.49
Osoita induktiolla, ettd positiivisille kokonaisluvuille n = 1, 2, ... pitee

‘ 1
Zm=1+2+3+...+n=n(n; ).

m=1

Ratkaisu: Tarkistetaan kaava tapauksessa n = 1. Kaavan vasen puoli on

Zm:l

m=1

ja kaavan oikea puoli
1-d+1) 2 _ ]
2 2

Siten kaava on tosi, kun n = 1.

Induktioaskel: Oletetaan, ettd kaava on todistettu oikeaksi luvun n = k

tapauksessa. Toisin sanoen, induktio-oletus on

k
1
m=1+2+3+...+k=k(k2+ ).

m=1
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Induktioviite: Kaava pitee, kun n = k + 1, eli

E’": (k+D(k+D+1) _ (k+Dk+2)

2 2

m=1

Ottamalla huomioon induktio-oletus saadaan suoralla laskulla

k+1

k(k + 1 k(k+1) 2(k+1
Y om=14243+4..+k+(k+1) = ( )+(k+1)= (2 )4 (2 )
m=1

_k(k+D+2k+ 1) (k+D(k+2)
B 2 B 2 ’

eli kaava pitee myos, kunn =k + 1.
Induktioperiaatteen nojalla véite on siis tosi kaikillan = 1,2, ....

ESIMERKKI 5.50
Monikulmion sanotaan olevan kupera eli konveksi, jos sen kaikki kulmat ovat

pienempid kuin 180°.

Osoita matemaattisella induktiolla, ettd n-sivuisen kuperan monikulmion

lavistdjien lukumiéra on
n(n —3)

2 ’

kun n > 3.

Ratkaisu: Kun n = 3, kyseessa on kolmio. Kolmio on aina kupera, mutta silld

ei ole yhtiin ldvistdjad. Kaava antaa

36-3 _3:0_,

22
joten se on tosi tapauksessa n = 3.

Induktioaskel: Olkoon k > 3 kiinted. Oletetaan, ettid tulos on tosi, kun n = k eli

k-sivuisen kuperan monikulmion lavistdjien lukumiéri on

k(k — 3)
SR

Osoitetaan, ettd tulos on tosi, kun n = k + 1, eli (k + 1)-sivuisella kuperalla

monikulmiolla on
(k+D({(k+1)=3)

2
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liivistéjai.

Huomataan aluksi, ettd (k + 1)-sivuisessa monikulmiossa on yksi kérki
enemmin kuin k-sivuisessa. Jos (k + 1)-sivuisesta kuperasta monikulmiosta
poistetaan yksi kirki ja yhdistetdiin poistetun kiérjen viereiset kéirjet janalla,
saadaan kupera k-kulmio. Kaikki ndin saadun k-kulmion lavistéjéat ovat myos
alkuperiisen (k + 1)-kulmion livistdjid. Poistetusta pisteestd voidaan piirtdd

k — 2 lavistdjaa. Lisdksi poistetun pisteen viereisid pisteitd yhdistdva jana on
(k + 1)-kulmion lavistdjd. Siten k-kulmiossa on k — 1 lavistdjaa vihemman kuin
(k + 1)-kulmiossa.

Siten (k + 1)-sivuisen monikulmion lavistdjien lukumééra on

k(k —3) k(k—3)+2k—2_k(k—3)+2k—2_k2—k—2

+k—-1=
2 2 2 2

jaettuna on k* — k =2 = (k + 1)(k — 2). Siis (k + 1)-sivuisen monikulmion

lavistdjien lukumaira

(k+D(k-2)  (k+D(k+1)—3)
2 B 2 ’

Kaava pitee siis my0s kuperille (k + 1)-sivuiselle monikulmiolle.

Induktioperiaatteen nojalla kaava on tosi, kun n = 3,4, 5, ....
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Tehtavid

203. Osoita induktiolla, ettd luku n* +non jaollinen luvulla 2, kun » on luonnol-
linen luku.

294. Osoita induktiolla, etti luku n° + 25 on jaollinen luvulla 3, kun » on luonnol-
linen luku.

295. Osoita induktiolla, ettd 2" > n, kun »n on luonnollinen luku.

296. Osoita induktiolla, ettd n> > 2n + 1, kun n on kokonaisluku jan>3.

297. Osoita induktiolla, ettd luku 7"+5 on jaollinen luvulla 6, kun n on positiivinen
kokonaisluku.

298. Osoita induktiolla, ettd luku 10" — 3" on jaollinen luvulla 7, kun » on positii-
vinen kokonaisluku.

299. Osoita induktiolla, ettd luku 7" — 6n + 8 on jaollinen luvulla 9, kun n on
positiivinen kokonaisluku.

300. Osoita induktiolla, ettd n! > n?, kun n on kokonaisluku jan > 4. Merkinti n!
tarkoittaa luvun n kertomaa. Seontulon!=n-(n—-1)-(n—2)-...-3-2-1.

301. Olkoot n positiivinen kokonaisluku ja r reaaliluku, jolle pitee r # 1. Osoita

induktiolla, ettd
- 1-r
Lbrdrdri+ = _.
—-r

302. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita induktiolla, etti

1-1'42-2!43-3!'+...+n-nl=m+ 1! -1.

303. Osoita induktiolla, ettd
- D@2+ 1
Zm2=w, kunn=1,2,....

m=1

304. Osoita induktiolla, ettd n-alkioisessa joukossa on

nn—1)
2

kahden alkion osajoukkoa, kun n > 2.

305. Todista kappaleessa 5.2 esiteltyjen kongruenssin laskuséddntdjd koskevan
lauseen kohta 4: Olkoot a,b € Z ja k,n € Z, sekd a = b (mod k). Télloin
a® = b" (mod k).
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306. Tarkastellaan kuviojonoa, joka muodostuu sddnnéllisen kuusikulmion muo-
toisista pistejoukoista. Jonon neljd ensimmdistd kuviota ovat seuraavat:

e,

a) Laske, kuinka monta pistettd on kuviojonon kussakin neljdssd ensimmaisessa
kuviossa.

b) Muodosta kaava, jolla voidaan laskea, kuinka monta pistettd on n. kuviossa. Tar-
peen vaatiessa voit hyodyntéé laskimesi polynomisovitustoimintoja.

¢) Todista kaava induktiolla.
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Kotitehtavid

307. Osoita induktiolla, ettd n jakopisteelld jana voidaan jakaa enintdédn n + 1 ja-
naksi.

308. Osoita induktiolla, ettd luku n® + 51 on jaollinen luvulla 6, kun » on luonnol-
linen luku.
309. Osoita, ettd 3" > 2n, kun n on positiivinen kokonaisluku.

310. Osoita induktiolla, ettd 3" < n!, kun n on kokonaisluku jan > 7.

311. Osoita induktiolla, ettd luku 6" —1 on jaollinen luvulla 5, kun # on positiivinen
kokonaisluku.

312. Osoita induktiolla, ettd luku 8" — 5" on jaollinen luvulla 3, kun » on positii-
vinen kokonaisluku.

313. Osoita induktiolla, ettd luku 27%" + 3 - 13" on jaollinen luvulla 4, kun n on
positiivinen kokonaisluku.

314. Osoita induktiolla, ettd

o 5 nin+ 1)
3w - Lt

,kunn=1,2,....
1 un n

m=1

315. Osoita induktiolla, etti (1 +2+3+...+n)> =1 +2>+3*+ ... +n’, kunn
on positiivinen kokonaisluku.

316. Tasoon piirretdén n suoraa (n > 2). Osoita, ettd suorilla voi olla korkeintaan
n(n — 1)/2 leikkauspistetta.
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317. Tarkastele seuraavia luvun 2 perikkiisistd potensseista muodostuvia summia:

1 1

1+2 = 3
1+24+4 = 7
1+2+448 = 15

1+42+4+8+16 = 31
1+2+4+8+16+32 = 63
1+2+4+8+164+32+64 = 127.

Muodosta kaava, jolla voidaan laskea summa 20421 422+ ...+ 2" missd non
luonnollinen luku. Todista kaava induktiolla.

318. Olkoot n luonnollinen luku ja x reaaliluku, jolle pitee x > —1. Osoita, ettd
(14 x)" > 1+ nx. Kyseessi on niin sanottu Bernoullin epayhtalo.

319. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista, etti

1 1 P 1
n+l n+2 7 n+n

< <L

N | —

[YO syksy 1971 tehtava 7]

320. Osoita, ettd kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla » on

n(4n® — 1)

12+32 452+ ... +2n-17*= 3

[YO kevit 1998 8b]

321. Tarkastellaan ruudukoista muodostuvaa kuviojonoa, jonka nelja ensimmadista
kuviota ovat seuraavat:

[]

a) Kuvioihin muodostuu erikokoisia neliditd. Laske, kuinka monta nelioti kaikki-

aan on kuviojonon kussakin neljdssd ensimmdisesséd ruudukossa.

b) Muodosta kaava, jolla voidaan laskea, kuinka monta neliotid on n. ruudukossa.
Tarpeen vaatiessa voit hyddyntidd laskimesi polynomisovitustoimintoja.

¢) Todista kaava induktiolla.
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322. Eris keino, jolla voi tarkastaa onko yhteenlasku oikein suoritettu, perustuu
seuraavaan lauselmaan:

Jos useampien kokonaislukujen summa ja samoin ndiden lukujen numerosummien
summa jaetaan yhdeksélld, niin tulevat jddnnokset yhtd suuriksi. Todista tdmi
lauselma. [YO 1895 tehtavi 2]
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LUKU 6
Lukuteorian tuloksia

6.1 Suurin yhteinen tekija ja
Eukleideen algoritmi

Seuraavaksi kasitelladn kahden positiivisen kokonaisluvun yhteisia tekijoitd ja esite-

tadn kidytinnollinen menetelmé suurimman yhteisen tekijéin etsimiseksi.

TUTKIMUSTEHTAVA

1. Maiiriti lukujen 45 ja 75 kaikki positiiviset tekijét.
2. Mitkd ovat lukujen yhteiset positiiviset tekijat?

3. Mikaé on lukujen suurin yhteinen tekiji?
45

4. Supista murtoluku o5

ESIMERKKI 6.51
Madritad lukujen 30 ja 84 kaikki positiiviset tekijdt. Mitkd ovat niiden yhteiset

positiiviset tekijdt? Mika on niiden suurin yhteinen tekija?

Ratkaisu: Luvun 30 positiiviset tekijat ovat 1,2, 3, 5,6, 10, 15 ja 30. Luvun 84
positiiviset tekijat ovat 1,2,3,4,6,7,12, 14,21, 28,42 ja 84.

Lukujen 30 ja 84 yhteiset positiiviset tekijit ovat 1,2, 3 ja 6. Yhteisistd

tekijoistd suurin on 6.

Vastaus: Yhteiset positiiviset tekijdt ovat 1, 2,3 ja 6. Suurin yhteinen tekija on
6.
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Suurin yhteinen tekijé. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Positiivista koko-
naislukua d sanotaan lukujen a ja b suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi, jos seuraavat
ehdot ovat voimassa: § Luku d on lukujen a ja b tekiji, eli d|a ja d|b. § Luku d on

suurin lukujen a ja b tekijoista.

Lukujen a ja b suurinta yhteista tekijaa merkitdaan syt(a, b) tai joskus ged(a, b). Ly-
henne ged tulee englanninkielisestd ilmaisusta greatest common divisor.

Kahden luvun suurin yhteinen tekiji voidaan ainakin periaatteessa aina 16ytaa luette-
lemalla ndiden lukujen tekijit, etsimilla lukujen yhteiset tekijit ja valitsemalla lo-
puksi yhteisistd tekijoistd suurin. Timéd menettelytapa muuttuu kuitenkin hankalaksi

suurten lukujen kohdalla, vaikka kiytossi olisi tietokone.

Tehokkaan algoritmin suurimman yhteisen tekijin etsimiseksi esitti aleksandrialai-
nen matemaatikko Eukleides (n. 300 eaa.) teoksessaan Stoikheia (Alkeet, latinaksi
Elementa). Alkeet on yksi matematiikan historian tirkeimmisté teoksista, ja se sdilyi
kdytetyimpidnd geometrian oppikirjana aina 1800-luvulle saakka. Teoksessa esitettyd

algoritmia kutsutaan Eukleideen algoritmiksi, ja se perustuu seuraavaan lemmaan:

Lemma. Olkoot a ja b sellaisia positiivisia kokonaislukuja, etti
a=qb+r,

missd g sekd r ovat kokonaislukuja ja 0 < r < b. Télloin kokonaisluku
c on lukujen a ja b yhteinen tekiji, jos ja vain jos ¢ on lukujen b ja r

yhteinen tekija.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd ¢ on jokin lukujen a ja b yhteinen tekijd. Osoitetaan,

ettd se on myos lukujen b ja r yhteinen tekija.

Kirjoitetaan r = a — gb. Luvun c tiytyy olla luvun r tekiji, koska se on lukujen a ja

b tekija. Siten ¢ on lukujen b ja r yhteinen tekija.

Oletetaan, etti ¢ on jokin lukujen b ja r yhteinen tekija. Koska a = gb + r, luvun ¢

taytyy olla myds luvun a tekijd. Siten ¢ on lukujen a ja b yhteinen tekija.
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Seuraus. Jos a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja ja a = gb + r, missé ¢ seki r

ovat kokonaislukuja ja O < r < b, niin syt(a, b) = syt(b, r).

Todistus. Lemman perusteella lukujen a ja b yhteiset tekijit ovat samat kuin lukujen
b ja r yhteiset tekijat. Erityisesti siis lukujen a ja b suurimman yhteisen tekijin tiytyy

olla sama kuin lukujen b ja r suurimman yhteisen tekijin. Ul

Eukleideen algoritmin idea on seuraava: Léhdetién liikkeelle kahdesta positiivisesta
kokonaisluvusta a ja b, a > b, joiden yhteistd tekijii etsitddn. Ensimmaéinen askel on

esittdd luku a luvun b avulla jakoyhtdlona:

a=qb+rg, 0<r <b.

Jos jakojddnnds r; = 0, niin b|a ja syt(a, b) = b. Jos r| # 0, jaetaan b luvulla r|,

jolloin saadaan esitys
b=gq,ri +r,, 0<r,<r,

missé g, on jakolaskun b/r; osamadri ja r, jakojadnnos.
Jos ry = 0, niin | on suurin yhteinen tekija ja voidaan lopettaa. Mikili ndin ei ole,

jatketaan jakamalla luku r, luvulla r,, jolloin saadaan

ry = g3y + 13, 0<r;<r,.

Niéin jatkamalla padadytidin lopulta jakolaskuun, joka menee tasan. Lukujen a ja
b suurin yhteinen tekijd on viimeinen nollasta eroava jakojdénnos. Koska algorit-
missa esiintyy laskeva jono b > r; > r, > .-« > 0, tarvitaan enintddn b askelta.

Algoritmissa tarvittavat jakolaskut kannattaa yleensé tehda laskimella.

ESIMERKKI 6.52
I Médritd syt(84, 30) Eukleideen algoritmia kayttden.

Ratkaisu:
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84 =2-30+24 Jaetaan luku 84 luvulla 30 ja esitetddn luku 84
luvun 30 avulla. Jakojdannos ei ole nolla.

30=1-24+6 Jaetaan luku 30 saadulla jakojadnnokselld 24 ja
esitetddn luku 30 luvun 24 avulla. Jakojdénnos ei
ole nolla.

24=4-6 Esitetddn luku 24 jakojdédnndksen 6 avulla. Nyt

jako menee tasan.

(Kuvioon tulee nuolet luvusta 30 lukuun 30 ja luvusta 24 lukuun 24, seki

luvusta 24 lukuun 24 ja luvusta 6 lukuun 6.)

Suurin yhteinen tekija on viimeinen nollasta eroava jakojaannos, 6. Siis

syt(84,30) = 6. Saatiin sama tulos kuin esimerkissa 1.
Vastaus: syt(84,30) = 6.

ESIMERKKI 6.53
Mairitd syt(16515,3951) Eukleideen algoritmia kiyttden.

Ratkaisu: Eukleideen algoritmi johtaa yhtél6ihin:
16515 =4 -3951 + 711,

3951 =5-711+ 396,
711 =1:396 + 315,
396 =1-315+ 81,
315=3-814+72,
81=1-72+0,
72=8-9.

Suurin yhteinen tekijd on viimeinen nollasta eroava jakojaannds, siis tdssi
tapauksessa 9. Siten
syt(16515,3951) = 9.

Vastaus: syt(16515,3951) = 0.
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Tehtdvid

323. Maéiritd lukujen suurin yhteinen tekija.

a) 15ja20

b) 9 ja 36

c)4ija’7

324. Madirita Eukleideen algoritmia kéyttden

a) syt(184, 152)
b) syt(227, 143).
325. Madrita Eukleideen algoritmia kayttiden

a) syt(272, 1479)
b) syt(4719, 18207).
326. Esitd murtoluku

143
a) @

5989
b) 30899

supistetussa muodossa. Vihje: Miiritd osoittajan ja nimittdjin suurin yhteinen te-
kij.

327. Osoita, ettd murtoluku % ei supistu.

328. Leirille osallistui 780 tyttdd ja 612 poikaa. Osallistujat jaettiin keskenéén yhta
suuriin ryhmiin siten, ettd kussakin ryhmaéssi oli vain tyttoja tai poikia. Miki oli
suurin mahdollinen ryhmikoko?

329. Madrita lukujen 188000100 ja 188 suurin yhteinen tekija.

330. Olkoon a positiivinen kokonaisluku. Mairitad

a) syt(a, a)
b) syt(a, 1)
c) syt(az, a)
d) syt((a+ 1)!,a!).

Merkinti a! tarkoittaa luvun a kertomaa. Seontulo a! = a-(a—1)-(a—2)-...-3-2-1.

331. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita Eukleideen algoritmia kiyttien,
ettd syt(n + 1,n) = 1.

332. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Mariti lukujen n® + 2n ja n + 1 suurin
yhteinen tekija.
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333. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd

syt(3"! +10,3" +2) = 1.
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Kotitehtavid

334. Méiritd lukujen suurin yhteinen tekija.

a) 63ja’7

b) 64 ja 33

c) 45 ja 60

335. Madrita Eukleideen algoritmia kéyttden

a) syt(657,306)

b) syt(2197,4641)

c) syt(15787,4111).
336. Esitd murtoluku

182
) 29
) 7697
32041

supistetussa muodossa.

337. Leipomo suljettiin remontin ajaksi. Ennen sulkemista laskettiin, ettd leipo-
mon varastossa oli 4896 vehnidsdmpyldd ja 1408 grahamsimpyldd. Sampylit pa-
kattiin kuljetusta varten keskendin samankokoisiin pusseihin siten, ettd kuhunkin
pussiin tuli vain vehna- tai grahamsdmpyloitd. Miké oli suurin mahdollinen pus-
sikoko? Oletetaan, ettd vehndsdmpyli oli samankokoinen kuin grahamsdmpyli ja
ettd yksikéén pussi ei jadnyt vajaaksi.

338. Madritad lukujen 468468468108 ja 234 suurin yhteinen tekiji.

339. Olkoot a, b ja c positiivisia kokonaislukuja. Lukujen a, b ja ¢ suurin yhteinen
tekijd eli syt(a, b, ¢) voidaan médrittia siten, ettd ensin madritetddn kahden luvun
suurin yhteinen tekiji ja sitten tdmin ja kolmannen luvun suurin yhteinen tekija.
Maérita

a) syt(15,30,40)

b) syt(6,9,11)

c) syt(171,456, 665).

340. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja ja syt(a, b) = 9. Voiko téllin yhtalo
a+ b =186 olla tosi?

341. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tutki, mitd arvoja syt(n+4, n) voi saada.

342. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Mairiti lukujen n* + 3n ja n + 2 suurin
yhteinen tekija.
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343. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd syt(a, b) on jaollinen
kaikilla lukujen a ja b yhteisilld tekijoilla.
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6.2 Diofantoksen yhtdalot

Noin vuoden 250 tienoilla eldnyt Diofantos oli yksi viimeisisti antiikin Aleksandrias-
sa vaikuttaneista suurista matemaatikoista. Aleksandrian suuruuden ajan oppineisuu-
den keskuksena katsotaan yleisesti piittyneen noin sata vuotta myohemmin paka-
naksi ja noidaksi syytetyn naismatemaatikko Hypatian murhaan vuonna 415. Vaikka
Diofantos kirjoitti kreikaksi ja hdntéd usein kutsutaan kreikkalaiseksi matemaatikoksi,

Diofantos oli todennékoisesti kreikkalaistunut babylonialainen.

TUTKIMUSTEHTAVA

1. Missd sijaitsevat ne xy-tason pisteet, joiden koordinaatit toteuttavat yhtdlon x +
3y =67

2. Etsitdén seuraavaksi kokonaislukuratkaisuja kahden muuttujan yhtilolle x + 3y =
6. Miérita yhtilolle jokin kokonaislukuratkaisu.

3. Madritd yhtilolle vield ainakin kolme muuta kokonaislukuratkaisua. Kuinka monta
ratkaisua yhtélolld on kaiken kaikkiaan?

4. Madrita kaikki yhtdlon x 4+ 3y = 6 kokonaislukuratkaisut.

5. Keksi vastaava kokonaislukukertoiminen kahden muuttujan yhtilo, jolla ei ole

yhtéddn kokonaislukuratkaisua.

Diofantoksesta ei tiedetd kovinkaan paljon, mutta hinen tarkka elinikéinsé tunnetaan
kuitenkin hautakiveen ikuistetusta matemaattisesta ongelmasta: Diofantoksen poi-
kavuodet kestivit 1/6 hinen eldmistddn, parta alkoi kasvaa 1/12 tamén jélkeen, 1/7
kuluttua hin meni naimisiin ja hdnen poikansa syntyi 5 vuotta myhemmin. Poika
eli puolet siitd, mitd isénsd, ja isd kuoli neljd vuotta poikansa kuoleman jilkeen.

Ongelma johtaa yhtdl6on

lx+Lx+lx+5+lx+4—x
6" 127 7 2 -

josta Diofantoksen elinvuodet voidaan ratkaista. Ratkaisu on x = 84.
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Diofantoksen yhtiloiksi kutsutaan muotoa
ax+by=c

olevia yhtiloitd, missi x ja y ovat kokonaislukuja. Yhtélossd esiintyvét vakiot a, b ja c
ovat my0Os kokonaislukuja ja ainakin toinen luvuista a, b on nollasta poikkeava. Téassa
kurssissa kisitellddn vain kyseistd muotoa olevia yhtiloitid, mutta nykyddn matema-
tiikassa sanotaan Diofantoksen yhtiloiksi my0s muita yhtéloitd, joissa ratkaistavana

on yksi tai useampi kokonaisluku. Diofantos ei itse tutkinut téllaisia yhtaloita.

Diofantoksen yhtdlolld voi olla useita ratkaisuja tai ei yhtéén ratkaisua. Esimerkiksi
yhtélolle
3x+6y=18

voidaan 16ytdd ainakin seuraavat ratkaisut:
18=3.446-1=3-(-6)+6-6=3-104+6-(-2).

Toisaalta esimerkiksi yhtdlolld 2x + 10y = 17 ei ole ratkaisua.
Ratkaisujen etsimisessd on hyotyé tiedosta, ettd jos on annettu positiiviset kokonais-
luvut a ja b, niin on aina olemassa kokonaisluvut x ja y siten, ettd

syt(a, b) = ax + by.
Kiytinnossé kertoimien etsiminen ei ole vaikeaa, silld siind voidaan kéyttdd hyviksi
Eukleideen algoritmia.

ESIMERKKI 6.54
Ratkaise Diofantoksen yhtilo syt(84, 30) = 84x + 30y.

Ratkaisu: Lukujen 84 ja 30 suurin yhteinen tekiji ratkaistiin edellisen

kappaleen esimerkisséd 2. Eukleideen algoritmi johti yhtél6ihin

84 = 2.30+24,
30 = 1-24+6,
24 = 4.6,

joten syt(84,30) = 6. Ratkaistavana on siis yhtdlo 6 = 84x + 30y.
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Pyritdén nyt ilmaisemaan luku 6 lukujen 84 ja 30 avulla. Kuljetaan Eukleideen
algoritmia lopusta alkuun ja ratkaistaan jakoyhtiloistd jakojaannokset.
Viimeinen nollasta eroava jakojaannos on 6. Lausutaan se lukujen 30 ja 24
avulla: 6 = 30 — 1 - 24. Saadussa lausekkeessa luku 24 on edellisen yhtidlon
jakojddnnos, joka puolestaan voidaan lausua lukujen 84 ja 30 avulla:

24 = 84 — 2 - 30. Yhdistdmalla tulokset saadaan luku 6 ilmaistua lukujen 84 ja
30 avulla:

6=30-1-24=30-1-(84-2-30)=30—-1-84+2-30=-1-84+3-30.
Siis 6 = 84 - (—=1) + 30 - 3, joten yhtdlon 6 = 84x + 30y ratkaisu on x = —1 ja
y=3.

Vastaus: x = —1 jay = 3.

Diofantoksen yhtdloitd voidaan usein ratkaista esimerkiksi tietokoneella, mutta se

onnistuu myds seuraavaa tulosta kayttamalla.

Lause. Diofantoksen yhtalolld
ax+ by =c

on ratkaisu, jos ja vain jos d|c, kun d = syt(a, b).

Todistus. Osoitetaan aluksi epasuoraa todistusta kdyttamalla, ettd ratkaisun olemas-
saolosta seuraa d|c. Tehdidén vastaoletus, ettd d 4 ¢. Tdlloin yhtdldlla ei voi olla
ratkaisua, koska d|a ja d|b, joten d jakaa yhtdlon vasemman puolen mutta ei oikeaa

puolta.

On vield osoitettava ekvivalenssivditteen toinen suunta: Jos d|c, niin kyseisella
Diofantoksen yhtélolla on ratkaisu. Jos d|c, niin ¢ = dt jollakin kokonaisluvulla ¢.
Aikaisemmin todettiin, ettd lukujen a ja b suurin yhteinen tekiji voidaan kirjoittaa
muodossa

d = syt(a, b) = ax| + by,

joillekin luvuille x, ja y,. Koska

¢ =dt = (ax; + byt = a(tx)) + b(ty,),
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saadaan pari x = tx; ja y = ty;, joka toteuttaa alkuperdisen yhtalon. 0

Lause. Jos
ax+by=c

on ratkeava Diofantoksen yhtilo, sen yksi ratkaisu on x = tx; ja y = ty;, missa

kertoimet x; ja y; madrdytyvit yhtalosta

d = syt(a,b) = ax; + by, jat = c/d.

Todistus. Edellisen lauseen nojalla Diofantoksen yhtilolld
d = ax + by,

missd d = syt(a, b), on ratkaisu. Merkitdan jotakin kyseisen yhtélon ratkaisua x, y;.

On osoitettava, ettd tamén ratkaisun avulla voidaan 16ytda haluttua muotoa oleva

ratkaisu alkuperdiselle yhtilolle
ax + by = c.

Edellisen lauseen perusteella Diofantoksen yhtélolld on ratkaisu, jos ja vain jos d|c.

Siten t = ¢/d on kokonaisluku.

Kerrotaan yhtilon

d = ax; + by,

molemmat puolet luvulla t = ¢/d. Télloin saadaan
c =td = t(ax; + by;) = a(tx;) + b(ty;).

Téamai osoittaa, ettd x = rx; ja y = ty; on alkuperiisen Diofantoksen yhtélon ratkaisu.
O

Itse asiassa jos x ja y, ovat yhtdlon ax + by = c jokin ratkaisu, niin sen kaikki

ratkaisut saadaan kaavoista

x=x0+n§, jay=y0—n%, missd n € Z jad = syt(a, b).
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Erityisesti siis jokaisella ratkeavalla Diofantoksen yhtdlolld on dédrettomédn mon-
ta ratkaisua. Ratkaisussa esiintyvit kertoimet saattavat kuitenkin olla negatiivisia

lukuja.

ESIMERKKI 6.55
Maédéritda Diofantoksen yhtdlon

172x + 20y = 1000

jokin ratkaisu.

Ratkaisu: Tutkitaan ensin, onko Diofantoksen yhtalollda 172x + 20y = 1000
ratkaisua. Médritetdan syt(172, 20) Eukleideen algoritmia kiyttiden:

172 =820+ 12,

20=1-12+8,
12=1-8+4,
8§=2-4.

Siten syt(172,20) = 4. Koska 4|1000, Diofantoksen yhtilolld on ratkaisu.

Ratkaisun 16ytdmiseksi tdytyy esittda luku 4 lukujen 172 ja 20 avulla muodossa
4 = 172'X1 +20‘y1

Soveltamalla Eukleideen algoritmin askelia kdédnteisessi jarjestyksessd saadaan

4 = 12-8
= 12-(20-12)
= 2.12-20

= 2.(172—8-20)-20
= 2-172+(~17) - 20.

Kertomalla tima lauseke luvulla 1000/4 = 250 saadaan viimein

1000 =250 -4

250-(2-172 4+ (-17) - 20)
500 - 172 4+ (—4250) - 20.
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Siten yhtdlon 172x + 20y = 1000 ratkaisu on x = 500 ja y = —4250.

Vastaus: x = 500 ja y = —4250

ESIMERKKI 6.56

144

Maiiritid Diofantoksen yhtdlon 172x + 20y = 1000 kaikki ratkaisut. Mitka niisté
toteuttavat ehdon |x| + |y| < 50?

Ratkaisu: Diofantoksen yhtidlon ax + by = ¢ kaikki ratkaisut saadaan kaavoista

b . a
x:x0+ngjay=y0—ng,

missi X, ja y, ovat yhtilon jokin ratkaisu, d = syt(a, b) ja n on miki tahansa
kokonaisluku. Diofantoksen yhtélossd 172x + 20y = 1000 on a = 172, b = 20,
ja edellisen esimerkin nojalla x, = 500, y, = —4250 ja d = 4. Sijoittamalla
kaavoihin saadaan yhtilon 172x + 20y = 1000 ratkaisuiksi

x=500+n?jay=—4250—111471—2

elix =500+ 5njay=—-4250—-43n,n € Z.

Jotta ehto |x| + |y| < 50 toteutuisi, pitdd muuttujien x ja y olla itseisarvoiltaan
pienid. Tutkitaan yhtiloitd x = 500 + 5n = 0ja y = —4250 —43n =0 ja

ratkaistaan kummastakin parametri #.

500+5n = 0
5n = =500
n = -—100
—4250-43n = 0
—43n = 4250
n ~ -98,8

Osoittautuu siis, ettd molempien yhtildiden mukaan # on ldhelld arvoa —100 tai
—99. Taulukoidaan my6s muutamia muita niitd arvoja ldhelld olevia parametrin

n arvoja ja tutkitaan kussakin tapauksessa, toteutuuko ehto |x| + |y| < 50.
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n x y | Ix[+ 1yl
-97 15 | =79 94
-98 10 | =36 46
-99 5 7 12

—100| O 50 50
—101 | =5 | 93 98
—-102 | =10 | 136 146
Taulukosta nihddin, ettd |x| + |y| < 50, kun x = 10jay = —-36,kun x =5 ja

y =7 tai kun x = 0 ja y = 50. Muita ratkaisuja ei ole, silld kun » pienenee tai

suurenee taulukon arvoista, niin seké |x| ettd |y| suurenevat.

Vastaus: Kaikki ratkaisut ovat x = 500 4+ 5n ja y = —4250 —43n,n € Z.
Naistd ehdon |x| + |y| < 50 toteuttavat ratkaisut x = 10 ja y = =36, x = 5 ja
y="7sekd x =0jay=50.

Kuva 6.1: Markan kolikko vuodelta 1983. Wikimedia Commons: Paginazero / CCO

ESIMERKKI 6.57
(Kexleruksen viiniongelma) Suomen ensimméiinen matematiikan professori,

Turun akatemiassa vaikuttanut Simon Kexlerus (1602-1669) jatti jilkeensa

seuraavan ongelman.

Sinulla on viineji, jotka maksavat 3, 5, 8 ja 10 markkaa pullolta. Ota yhteensa
kymmenen tiyttd pulloa ja tee niistd sekoitus, joka maksaa 6 markkaa pullolta.

Kuinka monta pulloa kutakin viinilajia on otettava?

Ratkaisu: Merkitdin tarvittavien pullojen méadrié a, b, ¢ ja d. Ongelma johtaa

kahteen Diofantoksen yhtdloon,
a+b+c+d=10
ja

3a+5b+ 8c + 10d = 60.
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Selvisti tehtidvin ratkaisut ovat kokonaislukuja vililld 0, ... , 10. Tehtévé ei ole
aikaisemmin esitettyd muotoa. Siitd kuitenkin saadaan sellainen, jos oletetaan,
ettd kdytetdin vain kahta eri viinid. Toisin sanoen, asetetaan kaksi kertoimista

a, b, ¢, d nollaksi.

Kahden ensimmaéisen viinin hinta on tavoitehintaa alhaisempi ja kahden
jalkimmadisen vastaavasti tavoitehintaa korkeampi. Siksi ongelma voi ratketa
kahta viinid kayttdmalla vain, jos toinen valitaan seokseen kahdesta
edullisemmasta ja toinen kahdesta kalliimmasta viinistd. Kokeillaan aluksi

kertoimia a = ¢ = 0. Nyt saadaan

5b+10d = 60.

Koska syt(5, 10) = 5 ja 5|60, ratkaisu on olemassa. Esitetdén aluksi luku 5
lukujen 10 ja 5 avulla:
5=-1-5+1-10.

Kertomalla luvulla 12 saadaan

60=-12-5+12-10,

joten yhtélolla 5b + 10d = 60 on ratkaisu b = —12 ja d = 12. Tité ratkaisua ei
kuitenkaan voida hyviksyd, koska siiné esiintyy negatiivinen kerroin, —12, eikd

se myoskiin toteuta toista vaadittua yhtélod, b + d = 10.

Yhtdlolld on kuitenkin muitakin ratkaisuja. Ne saadaan kaavoista
b=-12+ (10/5)n, d =12 —(5/5)n,
eli
b=—-12+2n, d=12—n,

missd n on miké tahansa kokonaisluku. Sijoittamalla yht&loon b + d = 10
saadaan
—-12+2n+ 12 -n =10,

eli n = 10. Ratkaisu on siis b= —-12+2-10=8jad =12 - 10 = 2.

Vastaus: On otettava esimerkiksi 8 pulloa 5 markan viinié ja 2 pulloa 10

markan viinia.
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Esimerkiksi tietokonetta kiyttamilld voidaan 10ytdd ongelman kaikki ratkaisut.
Niitd on yhteensi seitsemén. Ei ole tiedossa, miten Kexlerus itse ratkaisi

ongelmansa.
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Tehtavid

344. Tutki, onko Diofantoksen yhtilollé ratkaisua.

a)7x+5y=3
b) 5x + 85y =42
¢) 6x + 51y =100

345. Leirille osallistui 364 nuorta. Oliko mahdollista majoittaa osallistujat 24 ja
16 hengen parakkeihin siten, ettd yksikédin parakki ei jaényt vajaaksi?

346. Madritda Diofantoksen yhtdlon jokin ratkaisu.

a) 14x + 49y = syt(14,49)
b) 56x + 72y = syt(56,72)
347. Madrita Diofantoksen yhtdlon jokin ratkaisu.

a) 56x + 72y =40
b) 24x + 138y = =24
348. Tutki, onko suoralla

a) 26x+91y+10=0
b) 529x + 621y —-92 =0

pisteitd, joiden molemmat koordinaatit ovat kokonaislukuja.

349. Madiritda Diofantoksen yhtdlon kaikki ratkaisut.

a)2x+3y=1
b)2x+3y="7
350. Midirita Diofantoksen yhtdlon 45x + 21y = —6 kaikki ratkaisut.

351. Madiritd Diofantoksen yhtdlon 13509x + 10203y = 228 kaikki ratkaisut.
352. Keksi Diofantoksen yhtild, jolla

a) ei ole ratkaisua
b) on ddrettdmin monta ratkaisua.

353. Miirita Diofantoksen yhtdlon 63x + 279y = 450 kaikki ratkaisut. Mitka
niistd toteuttavat ehdon |x| + |y| < 257

354, Kdytettivissd on 8 gramman ja 12 gramman punnuksia. Kuinka monta
kummankinlaista punnusta tarvitaan, jotta punnusten kokonaismassaksi tulisi 100
grammaa? Selvitd kaikki vaihtoehdot.
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355. Ruhtinas jakoi 63 yhtd suurta kekoa hedelmié seké 7 erillistd hedelméa ta-
san 23 matkalaiselle. Kuinka monta hedelméé kussakin keossa oli? Vihje: Tutki
yhtédléd 63x + 7 = 23y. (Mahavira, v. 850)

356. Olkoot a, b, c ja d positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd yhtilolld ax + by +
cz = d on kokonaislukuratkaisu, jos ja vain jos luku d on jaollinen lukujen a, b ja
¢ suurimmalla yhteisella tekijalla.
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Kotitehtavid

357. Tutki, onko Diofantoksen yhtdlollé ratkaisua.

a)9x+6y="72
b) 12x + 10y = 323
c) 14x + 35y = -91

358. Emilia sai valmistujaislahjaksi 200 euron lahjakortin erddseen keramiikkapa-
jaan. Hén osti pajasta 27 euron hintaisia kynttildnjalkoja ja 15 euron hintaisia jalki-
ruokalautasia. Hdn maksoi ostoksensa lahjakortilla ja sai rahaa takaisin 12 euroa.
Laskiko myyji oikein?

359. Madritda Diofantoksen yhtdlon jokin ratkaisu.

a) 59x + 12y = syt(59, 12)
b) 119x + 272y = syt(119,272)

360. Miéiritd Diofantoksen yhtdlon jokin ratkaisu.

a) 36x + 16y = 28
b) 221x+ 35y =2
361. Madiritd Diofantoksen yhtdlon kaikki ratkaisut.

a)2x+6y=2
b) 2x + 6y = —10
362. Miéritd Diofantoksen yhtdlon 35x + 84y = 14 kaikki ratkaisut.

363. Midritd Diofantoksen yhtdlon 11925x + 3843y = —117 kaikki ratkaisut.
364. Midritd Diofantoksen yhtdlon 168x + 204y = 24 kaikki ratkaisut. Mille rat-
kaisuille pitee —50 < x < 0jay > 10?

365. Esitd luku 100 kahden positiivisen kokonaisluvun summana niin, ettd toinen

luvuista on jaollinen luvulla 7 ja toinen luvulla 11. (Euler, v. 1770)

366. Yhtion kauppavoitto 150 mk on jaettava tasan osakkaille. Jos osakkaita olisi
ollut 5 enemmin, olisi jokainen saanut 5 mk vihemmin. Montako osakasta oli
yhtiossd? [YO 1874 tehtdvi 6]

367. Sata lyhdetti viljaa jaetaan sadalle henkil6lle niin, ettd kukin mies saa 3 lyh-
dettd, nainen 2 lyhdetti ja lapsi puoli lyhdettd. Kuinka monta miesté, naista ja lasta
on? (Alcuin Yorkilainen, v. 775)

368. * Osoita suoralla sijoituksella, etti a = 2, b = 4,¢c = 3jad = 1 on yksi
Kexleruksen viiniongelman ratkaisuista.

369. * Ratkaise Kexleruksen viiniongelma, kun asetetaan b = 0 jad = 0.
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370. * Osoita, ettd Kexleruksen viiniongelmalla ei ole ratkaisuja, jos asetetaan a =
Ojad =0.
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6.3 Alkuluvut ja aritmetiikan
peruslause

TUTKIMUSTEHTAVA

1. Milla positiivisilla kokonaisluvuilla Iuku 60 on jaollinen?
2. Millé positiivisilla kokonaisluvuilla luku 29 on jaollinen?

3. Esitd luku 60 mahdollisimman pienten positiivisten kokonaislukujen tulona.

Alkuluvuksi sanotaan luonnollista Iukua p > 2, joka ei ole jaollinen muilla positiivi-
silla kokonaisluvuilla kuin itsellddn seka luvulla 1. Esimerkiksi luku 13 on alkuluku.

Luku 14 ei ole alkuluku, koska se on jaollinen my0s luvuilla 2 ja 7.

ESIMERKKI 6.58
Tutki, onko luku a) 23, b) 357 alkuluku.

Ratkaisu:

a) Luku 23 ei ole jaollinen luvulla 2, silld se ei ole parillinen. Luku 23 ei ole
jaollinen luvulla 3, silld
23 _;2
3 3’
joka ei ole kokonaisluku. Luku 23 ei ole jaollinen luvulla 4 eikd milldin
muullakaan parillisella luvulla, silld se ei ole jaollinen luvulla 2. Luku 23 ei ole
jaollinen luvulla 5, silla se ei pddty numeroon O tai 5. Luku 23 ei ole jaollinen
luvulla 7, silla
23 2
— =3=.
7 7
Luku 23 ei ole jaollinen Iuvulla 9, silld se ei ole jaollinen luvulla 3. Luku 23 ei
ole jaollinen luvulla 11, silld
23 1
= =2—.
11 11
Seuraava kokeiltava luku olisi 13. Se on kuitenkin jo liian suuri, silli se on yli
puolet luvusta 23. Osoittautuu, ettd luku 23 on jaollinen ainoastaan itselldén ja

Iuvulla 1. Se on siis alkuluku.
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b) Luku 357 ei ole jaollinen luvulla 2, silld se ei ole parillinen. Se ei siis
my0skidin ole jaollinen milldéin muulla parillisella luvulla. Koska 357 = 119 - 3,
niin luku 357 on jaollinen luvuilla 3 ja 119. Jaollisuus luvulla 3 ndhdidin myos
siitd, ettd luvun 357 numeroiden summa 3 4+ 5 4+ 7 = 15 on jaollinen luvulla 3.
Luku 357 ei ole alkuluku.

Vastaus: a) On. b) Ei ole.

Alkulukuja voidaan etsid helpommin esimerkiksi yksinkertaisella algoritmilla, joka
tunnetaan Eratostheneen seulana. Eratosthenes oli kreikkalainen matemaatikko,
filosofi, runoilija, tihtitieteiliji ja historioitsija. Bysanttilaisten historioitsijoiden mu-
kaan hén syntyi vuonna 276 eaa. nykyisesséd Libyassa ja kuoli 81-vuotiaana vuonna
195 eaa. Eratosthenes vaikutti tuon ajan sivistyksen keskuksessa Aleksandriassa. Hi-

nen kuuluisin keksintonsé lienee menetelmé maapallon ympiarysmitan laskemiseksi.
Algoritmin idea on seuraava. Halutaan 16ytii alkuluvut vililla 2, ... , ».

1. Tehdién aluksi lista tutkittavista luvuista.

2. Listan ensimmaéinen luku 2 on alkuluku. Aluksi poistetaan listasta kaikki lukua 2
suuremmat luvut, jotka ovat jaollisia luvulla 2.

3. Edetdén seuraavaan listassa jéljelld olevaan lukuun k. Se ei ole jaollinen milldin
itseddn pienemmailld alkuluvulla, joten sekin on alkuluku.

4. Poistetaan listasta kaikki lukua k suuremmat luvut, jotka ovat jaollisia luvulla k.

5. Toistetaan vaiheita (3) ja (4) niin kauan, kun luku k < \/Z

Nyt listassa on jdljelld vain alkulukuja. Tdméa voidaan ndhdé seuraavasti: Olkoon
valilla ]\/Z, n] jokin luku z, joka ei ole alkuluku. T4ll6in voidaan kirjoittaa z = gm,
missd g ja m ovat positiivisia kokonaislukuja. Nyt pétee g < \/Z tai m < 4/n, silld
jos g > \/Zja m > \/71, niin z = gm > \/71 \/Z = n, mikd ei ole mahdollista. Koska
qg< \/ﬁ tai m < 4/nm, niin z ei endd voi olla mukana listassa. Vililla ]\/;, n] ei siis

enid ole muita kuin alkulukuja.

Eratostheneen seula on kdyttokelpoinen etsittdessi suhteellisen pienid alkulukuja.
Suurempien alkulukujen etsimiseen on kehitetty monenlaisia matemaattisia algorit-
meja. Suurten alkulukujen 16ytdminen on joskus tarpeellista etenkin lukuteoriaan

pohjaavia salakirjoitusmenetelmii kaytettdessa.

ESIMERKKI 6.59
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Etsi Eratostheneen seulaa kayttiden alkuluvut vélill4 2, ... , 60.

Ratkaisu: Tehdidin aluksi lista tutkittavista luvuista.

2] [38] 4 [5] 6 [7] 8 9 10
[11] 2 [13] 4 45 46 [17] 48 [19] 20
21 22 [23] 24 25 26 27 28 [29] 30
[31] 32 33 34 35 36 [37] 38 39 40
(41] 42 |43] 44 45 46 [47] 48 49 50
51 52 [53] 54 55 56 57 58 [59] 60

Luku 2 on alkuluku. Poistetaan listasta muut luvulla 2 jaolliset luvut. Seuraava
jéljelld oleva luku on 3. Se on myd6s alkuluku. Poistetaan muut luvulla 3 jaolliset
luvut. Seuraava jéljelld oleva luku on 5. Se on alkuluku. Poistetaan muut luvulla
5 jaolliset luvut. Seuraava jéljelld oleva luku on 7. Sekin on alkuluku. Poistetaan
kaikki muut luvulla 7 jaolliset luvut. Seuraava jéljelld oleva luku on 11. Koska
kuitenkin \/@ ~ 7,75 < 11, niin algoritmi péittyy ja kaikki listassa jaljelld
olevat luvut ovat alkulukuja. Luvuista 2, ... , 60 alkulukuja ovat siis
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53 ja 59.

Vastaus: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53 ja 59

ALKUTEKIJA

Kokonaisluvun n alkutekijoiksi sanotaan niitd alkulukuja, joilla #» on jaollinen.
Toisin sanoen, p on luvun # alkutekiji, jos ja vain jos p|n ja p on alkuluku. Esimerkiksi
luvun 12 tekijit ovat 1, 2, 3,4, 6 ja 12. Naisté alkutekijoitd ovat 2 ja 3.

Lukuteorian keskeisimpid tuloksia on aritmetiikan peruslause, jonka todistuksen
esitti ensimmdiisend Eukleides pdédteoksensa Elementa (Alkeet) seitseménnessi kir-
jassa. Eukleideen esittdma todistus ei kuitenkaan ole tdysin riittivi. Ensimmaéisen

taydellisen ja virheettomin todistuksen esitti Carl Friedrich Gauss.

Aritmetiikan peruslause. Jokainen kokonaisluku » > 1 voidaan kirjoittaa (tekijoi-

den jadrjestystd vaille) yksikasitteisesti alkutekijoidensé tulona:

m m m
n=p Dy D
missd py, ..., p; ovat luvun n alkutekijét ja my, ..., m; ovat positiivisia kokonaislu-

kuja.
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Esitystid kutsutaan luvun » alkutekijahajotelmaksi. Esimerkiksi luvun 750 alkute-
kijihajotelma on 2 - 3 - 5°.
Aritmetiikan peruslauseen todistuksessa tarvitaan seuraavaa aputulosta.

Eukleideen lemma. Jos n = a - b ja p on sellainen alkuluku, ettd p|n, niin p|a tai
plb.

Todistus. Eukleideen lemma: Oletetaan, ettd p  a. Osoitettavaksi jaa, ettd p|b.
Koska p on alkuluku ja p } a, pitee syt(p,a) = 1. Aikaisemmin osoitettiin, etta
tdlloin on olemassa kokonaisluvut x, y siten, ettad
ax + py = 1.
Kertomalla yhtdlon molemmat puolet luvulla b, saadaan
abx + bpy = b.
Oletuksen nojalla p|n eli p|(ab). Nyt p jakaa molemmat yhtdlon vasemmalla puolella

olevat luvut, ja siten yhtidlon perusteella p|b.

Aritmetiikan peruslauseen todistus: Aloitetaan osoittamalla

ristiriita-argumentilla, ettd tdllainen hajotelma on aina olemassa.

Tehdidin vastaoletus, ettd n on pienin sellainen luku, jolla kyseistd hajotelmaa ei ole.
Koska luvulla 7 ei ole alkutekijdhajotelmaa, n ei voi olla alkuluku. Sitenn =a - b

joillakin kokonaisluvuilla a, b > 1.

Nyt kuitenkin a, b < n, ja siten luvuilla a ja b on kummallakin alkutekijdhajotelmat,
koska n oli oletuksen mukaan pienin luku, jolla kyseistd hajotelmaa ei ole. Timéi on

ristiriita, joten jokaisella kokonaisluvulla n > 1 on alkutekijahajotelma.

Osoitetaan vield, ettd hajotelma on yksikésitteinen. TAméi seuraa Eukleideen lem-
masta seuraavalla péittelylld. Oletetaan, ettd n on alkuluku, jolla on kaksi eri esitystid

alkutekijahajotelmana:

n=pr1nl -p?2 . -p:”‘
ja

r g
n=q11-q22-...-qj.
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Voidaan olettaa, ettd jokin luvuista p; ei esiinny lainkaan jalkimmaéisessad hajotelmassa.

Koska p; on alkuluku, se ei jaa lukua ¢,. Koska p;|n, Eukleideen lemman perusteella

r.
pilay - .. - q).

Samasta syystd p; ei voi myOskddn jakaa lukua g,. Néin voidaan jatkaa aina lu-
kuun g; asti, misté seuraa, ettd p;|1. Timd on ristiriita, joten alkutekijahajotelma on

yksikisitteinen. O

ESIMERKKI 6.60
Méiritd luvun 4200 alkutekijdhajotelma.

Ratkaisu:
4200 | 2 Jaetaan luku 4200 ensin luvulla 2 niin
2100 | 2 monta kertaa kuin jako menee tasan.
1050 | 2
525 | 3 Siirrytdén tutkimaan osamiérdn jaollisuutta

seuraavalla alkuluvulla eli luvulla 3. Jaetaan
osamddrd luvulla 3 niin monta kertaa kuin
jako menee tasan.

175 | 5 Jatketaan samoin seuraavilla alkuluvuilla

35 | 5 niin kauan, ettd osamaariksi tulee 1.

Kirjoittamalla nyt kaikkien jakajien tulo ja kdyttdmalld potenssimerkintaa

saadaan luvun 4200 alkutekijdhajotelmaksi

4200=2-2-2-3-5-5.7=23.3.52.7.

Vastaus. 4200 =23 -3 -5%.7.

koon tarkoitetulla komennolla. Esimerkiksi edellinen esimerkki voidaan ratkaista
komennolla factor (4200).

ESIMERKKI 6.61
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Tutki, onko luku 457 alkuluku.
Ratkaisu:

Eratostheneen seulan esittelyn yhteydessi osoitettiin, ettd jos tutkitaan, onko
positiivinen kokonaisluku # alkuluku, luku riittdd jakaa kokonaisluvuilla, jotka
ovat pienempii tai yhti suuria kuin luku \/Z Koska toisaalta jokainen
positiivinen kokonaisluku voidaan esittda alkutekijoidensi tulona, riittdd, kun
jaollisuutta tutkitaan alkuluvuilla, jotka ovat pienempii tai yhti suuria kuin luku
\/;. Kun siis tutkitaan, onko luku 457 alkuluku, luku riittdd jakaa alkuluvuilla,
jotka ovat pienempii tai yhté suuria kuin v/457 = 21,4. Néiti ovat alkuluvut 2,
3,5,7,11, 13, 17 ja 19. Luku 457 ei ole jaollinen milldén néistd luvuista. Se on

siis alkuluku.
Vastaus: On.

Lukuteorian kuuluisimpia tuloksia on seuraava lause, jonka todisti ensimmaéisené
Eukleides noin 300 eaa. Téssé esitettivd todistus on idealtaan sama kuin Eukleideen

alkuperdinen todistus.

Eukleideen lause. Alkulukuja on direttdoméan monta.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, ettd alkulukuja olisi ddrellisen monta. Olkoot listassa

P1> P2, D3, .- » P, Kaikki alkuluvut. Tarkastellaan lukua

m=py-D2 P33 Pn-1"Pn-

Merkitdan g = m+ 1.

Nyt joko g on alkuluku tai g ei ole alkuluku. Mikili g on alkuluku, on paddytty
ristiriitaan, koska luku ¢ ei ollut listassa p;, p,, p3, ... , p,,, jonka piti sisaltdd kaikki

alkuluvut.

Voidaan siis olettaa, ettd g ei ole alkuluku. T&ll6in on olemassa jokin alkuluku p
siten, ettd 1 < p < ¢ ja p|q. Toisaalta p|m, koska m on kaikkien alkulukujen tulo.
Edelleen, koska p|q ja p|m, tiytyy pited p|(g —m) eli p|(m + 1 — m). Siten p|1, mikd

on ristiriita. Alkulukuja on siis dédrettdomin monta. O
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PIENIN YHTEINEN JAETTAVA

Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Lukujen a ja b pienin yhteinen jaettava
pyi(a, b) on pienin positiivinen kokonaisluku, joka on jaollinen molemmilla luvuista a

ja b. Esimerkiksi luvulla 12 jaollisia lukuja ovat 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, ...
jaluvulla 15 jaollisia lukuja ovat 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105, 120, .... Huomataan, etti
luku 60 on pienin positiivinen kokonaisluku, joka on jaollinen seki luvulla 12 etta
luvulla 15. Siten pyj(12, 15) = 60.

Lukujen a ja b pienintd yhteistd jaettavaa kutsutaan toisinaan pienimméksi yhtei-
seksi monikerraksi, jota merkitddn pym(a, b). Voidaan kiyttdd myos merkintaa

Iem(a, b), joka tulee englanninkielisistd sanoista least common multiple.

Lukujen a ja b suurin yhteinen tekiji seki pienin yhteinen jaettava voidaan maarittad
lukujen alkutekijdhajotelmien avulla. Suurimman yhteisen tekijan alkutekijoitd ovat
kaikki lukujen a ja b yhteiset alkutekijit. Kunkin yhteisen alkutekijin eksponentiksi
valitaan lukujen a ja b alkutekijdhajotelmissa esiintyvisti eksponenteista pienempi.
Vastaavasti pienimmén yhteisen jaettavan alkutekijoitd ovat kaikki ne alkuluvut,
jotka ovat luvun a tai luvun b tekijoitd. Kunkin alkutekijan eksponentiksi valitaan

lukujen a ja b alkutekijahajotelmissa esiintyvistd eksponenteista suurempi.

ESIMERKKI 6.62
Maéiritd alkutekijdhajotelmien avulla lukujen 280 ja 500 suurin yhteinen tekija

syt(280, 500) ja pienin yhteinen jaettava pyj(280, 500).
Ratkaisu: Lukujen 280 ja 500 alkutekijihajotelmat ovat 280 = 23 - 5.7 ja

500 = 2% - 5°. Lukujen suurimman yhteisen tekijin alkutekijoitd ovat kaikki
lukujen yhteiset alkutekijét eli 2 ja 5. Valitsemalla alkutekijoiden 2 ja 5
eksponenteiksi alkutekijihajotelmissa esiintyvistd eksponenteista pienempi

saadaan
syt(280, 500) = 22 - 5 = 20.

Lukujen 280 ja 500 pienimmaén yhteisen jaettavan alkutekijoitd ovat kaikki ne
alkutekijdt, jotka ovat jommankumman luvun alkutekijdhajotelmassa, siis tekijat
2,5 ja 7. Valitsemalla alkutekijoiden 2, 5 ja 7 eksponenteiksi
alkutekijdhajotelmissa esiintyvistd eksponenteista suurempi saadaan

pyj(280,500) = 2° - 53 . 7 = 7000.
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[l Vastaus: syt(280, 500) = 20 ja py;j(280, 500) = 7000.

Lause. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja ja syt(a, b) = 1. Jos ¢ on sellainen

luku, ettd al|c ja b|c, niin (ab)|c.

Todistus. Tutkitaan aluksi tapausta, ettd a ja b ovat alkulukuja. Koska syt(a, b) = 1,

valttamattd a # b.

Kirjoitetaan luvulle ¢ alkutekijdhajotelma

ny my my
C=p "Dy - Dy -

Koska a|c ja b|c, seuraa alkutekijdhajotelman yksikésitteisyydestd sekd Eukleideen
lemmasta, ettd a = p; ja b = p; jollakin indekseilld i, j. Nyt p; # p;, koska a # b, ja

siten luku ab = p;p; jakaa luvun c.

Todistetaan lopuksi yleinen tapaus. Kirjoitetaan luvuille a ja b alkutekijdhajotelmat

8 Sy s
a=4q; " qy - ... q
ja
12 t
b:rl-rz2 ry.

Koska syt(a, b) = 1, tdytyy pited q; # r; kaikilla indekseilld i, j. Kuten ensimmidi-
sessd kohdassa, nidhdiin, ettd kaikkien lukujen qf" ja r;’ tiytyy esiintyd luvun ¢

alkutekijdhajotelmassa. Siten (ab)|c. O

Edellisen lauseen tulos pitee siis erityisesti silloin, kun luvut a ja b ovat alkulukuja.
Jos esimerkiksi luku on jaollinen alkuluvuilla 3 ja 5, niin se on myds jaollinen niiden
tulolla 15. Lausetta ei voida kuitenkaan soveltaa tilanteessa, jossa lukujen a ja b
suurin yhteinen tekiji ei ole yksi. Esimerkiksi luku 12 on jaollinen seki luvulla 4

ettd luvulla 6, mutta se ei ole jaollinen niiden tulolla 24.

ESIMERKKI 6.63
Osoita viite todeksi tai epitodeksi: Luku n*® — n on jaollinen luvulla 6, kun n on

kokonaisluku.

Ratkaisu:

LUKUTEORIAN TULOKSIA 159



Lauseke n® — n voidaan kirjoittaa muotoon

w—n=nm —=1)=nm+1)n—-1)=(n— Dn(n+ 1). Nihdiin, ettd luku

n® — n on kolmen perikkiisen kokonaisluvun tulo. Ainakin yksi luvuista on
parillinen, joten luku n® — n on jaollinen kahdella. Tdsmélleen yksi luvuista on
jaollinen luvulla 3, joten myds luku #n* — n on jaollinen luvulla 3. Luvut 2 ja 3

ovat alkulukuja. Tillin luku #* — 1 on jaollinen tulolla 2 - 3 = 6. Viite on tosi.

FERMAT'N PIENI LAUSE

Fermat’n pieni lause sanoo, etté jos a € Z ja p on alkuluku, niin
a=a (mod p).

Lauseen esitti Pierre de Fermat vuonna 1640 kirjeesséén, valittaen kuitenkin viitteen
todistusta liian pitkidksi. Ensimmaéisen todistuksen julkaisi Leonhard Euler, mutta
kaytdnnossd sama todistus oli esiintynyt Gottfried Leibnizin julkaisemattomissa

muistiinpanoissa.

KIINALAINEN ALKULUKUTESTI

Useat matemaatikot ovat toisistaan riippumatta esittdneet virheellisen otaksuman

eli konjektuurin, jonka mukaan luku p on alkuluku, jos ja vain jos
2P =2 (mod p).

Viitteessd esiintyvd kaava on sama kuin Fermat'n pienessd lauseessa, kun a = 2.
Viitettd kutsutaan usein kiinalaiseksi alkulukutestiksi. Sen on viitetty esiintyneen
jo filosofi Kungfutseen liitetyissd matemaattisissa teksteissd noin 2500 vuotta sitten.
Kysymyksessi on kuitenkin ilmeisesti 1800-luvulla syntynyt vaarinkisitys, joka

johtui kddnnosvirheesta.

Pienin vastaesimerkki konjektuurille on suhteellisen suuri luku p = 341 =11 - 31.
Tdmai esimerkki valaisee sitd, miksi matemaattista todistamista tarvitaan eiké pelkka

lukujen kokeileminen edes laskimella tai tietokoneella riitd osoittamaan tulosta.

GOLDBACHIN KONJEKTUURI

Goldbachin konjektuuri on yksi lukuteorian ja samalla matematiikan vanhimmista

sekd kuuluisimmista avoimista ongelmista. Konjektuurin esitti vuonna 1742 saksalai-
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nen matemaatikko Christian Goldbach. Konjektuuri sanoo, etti jokainen parillinen

kokonaisluku, joka on suurempi kuin 2, voidaan esittidd kahden alkuluvun summana.

Lukuja voidaan esittdd kahden alkuluvun summana useilla eri tavoilla. Esimerkiksi

4=2+2,
6=3+3,
8=3+5,

10=74+3tai 10=5+35,
12=5+7

14=3+11tai 14 =7+7, jne.

EULERIN o-FUNKTIO.

Olkoot n ja k positiivisia kokonaislukuja. Funktio ¢(n) ilmaisee niiden kokonaislu-
kujen k lukuméérén, joille pitee syt(n, k) = 1, kun 1 < k < n. Selvésti p(n) = n—1,
jos ja vain jos n on alkuluku. Hieman vaikeammalla piittelylld voidaan osoittaa,
ettd @(n) on multiplikatiivinen funktio eli ¢(mn) = p(m)ep(n), kun syt(m,n) = 1.
Eulerin g-funktion laskemisessa voidaan kayttidd esimerkiksi harjoitustehtivissi esi-
teltavdd Eulerin tulokaavaa. Funktiolla ¢(n) on monia teoreettisia ja kdytannollisid

sovelluksia, kuten seuraavaksi esiteltdva RSA-algoritmi.

RSA-ALGORITMI

Téll4 hetkelld ehkd merkittdvin lukuteorian kdytdnnollinen sovellus on niin kutsuttu
julkisen avaimen salakirjoitus. Julkisen avaimen salakirjoituksen esittelivit MIT:n
(Massachusetts Institute of Technology) tutkijat Ron Rivest, Adi Shamir ja Leonard
Adleman vuonna 1978. Algoritmia kutsutaan sitd koskevan alkuperdisen tutkimusar-
tikkelin kirjoittajien sukunimien alkukirjaimista muodostetulla lyhenteelld RSA.
Aihepiiri on edelleen aktiivisen tutkimuksen kohteena, mutta algoritmin teoreettinen
perusta on klassisissa lukuteorian tuloksissa. Siksi RSA-algoritmi osoittaa, ettd puh-
taan matematiikan tutkimuksella voi olla uusia ylldttivid ja merkittavia sovelluksia

jopa satoja vuosia tutkimuksen julkaisemisen jilkeenkin.

RSA-algoritmi perustuu lukuteoriaan ja alkulukujen ominaisuuksiin. Algoritmin
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keskeisid kisitteitd ovat julkinen avain ja salainen avain. Julkista avainta kaytetian
viestin salakirjoittamisessa, mutta sen avulla salakirjoitusta ei voi purkaa. Salakirjoi-
tuksen purkamisessa kéytetddn salaista avainta, jonka vain viestin vastaanottaja tietda.
Julkisen avaimen salakirjoitusmenetelmaét poistavat siten kaikkien aikaisempien sa-
lakirjoitusmenetelmien keskeisen heikkouden. Niitéd kidytettdessd viestin ldhettdjin

ei koskaan tarvitse saada viestin purkamisessa tarvittavaa tietoa.

Salakirjoituksessa kaytetdéin hyviksi kappaleen 5.2 lisdmateriaalissa esiteltyjen jaan-
nosluokkien ominaisuuksia, erityisesti multiplikatiivista kianteislukua. Luvun a
multiplikatiivisella kdinteisluvulla modulo m tarkoitetaan sellaista kokonaislukua

a~!, jolle pitee a - a~! = 1 (mod m).
RSA-algoritmin matemaattinen idea on seuraava:

1. Valitaan kaksi alkulukua p ja q.

2. Lasketaan luku n = pq. Lukua n kéytetdédn laskettaessa jakojaannoksid, joita

tarvitaan viestin salaamisessa ja salauksen purkamisessa.
3. Lasketaan @(n) = (p — 1)(g — 1).
4. Valitaan kokonaisluku e siten, ettd 1 < e < @(n) ja syt(e,p(n)) = 1.

5. Etsitdin kokonaisluku d = e~! (mod ¢(n)). Toisin sanoen d on luvun e multipli-

katiivinen kéddnteisluku modulo ¢(n) eli

d-e=1 (modep(n))

Salakirjoituksessa julkinen avain on lukupari (n, ). Salainen avain on lukupari (n, d).

Viesti voidaan ldhettdd turvallisesti seuraavasti. Olkoon lihetettdva viesti kokonaislu-

ku m, jolle 0 < m < n. Lasketaan

c=m° (modn).

Luku ¢ on salakirjoitettu viesti. Viesti puretaan laskemalla

m = ¢4 (mod n).

Pidempii viestejd voidaan lahettdd katkaisemalla ne sopivan mittaisiksi paloiksi (bit-
tijonoiksi), jotka vuorollaan salakirjoitetaan samalla tavalla. Tehokkaita algoritmeja

salakirjoitusprosessin eri vaiheiden késittelemiseksi kehitelldin jatkuvasti.
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ESIMERKKI 6.64
Salakirjoita RSA-algoritmia kéyttéden viesti 65, joka vastaa

ASCII-koodausjdrjestelmissé kirjainta A. Kdytd algoritmissa tarvittavina

alkulukuina lukuja 47 ja 59. Pura lopuksi koodaamasi viesti.
Ratkaisu: Nyt p = 47 ja g = 59. Siten n = pg = 2773 ja kaavalla
@) =(p—1)(g — 1) saadaan
@2773) = (47 - 1)(59 — 1) = 46 - 58 = 2668.
Seuraavaksi valitaan jokin luku e siten, ettd 1 < e < 2668 ja syt(e,2668) = 1.
Esimerkiksi e = 13 kdy.

Salaisen avaimen d 10ytdmiseksi on laskettava multiplikatiivinen kéénteisluku
137! (mod 2668). Kiyttimilld esimerkiksi niin kutsuttua laajennettua
Eukleideen algoritmia tai tictokonetta saadaan d = 821. Tuloksen voi tarkistaa

laskemalla:
d-e=821-13=10673=4-2668+1 =1 (mod2668),

kuten pitadkin. Siten julkinen avain on pari (n = 2773, e = 13) ja salainen avain
pari (n = 2773,d = 821).

Koska lahetettiiva viesti on luku m = 65, niin salakirjoitetuksi viestiksi saadaan
¢ = 65" (mod 2773) = 660.

Puretaan vield viesti. Laskemalla saadaan
m = 660 (mod 2773) = 65,

eli paddyttiin alkuperdiseen viestiin, kuten pitazakin.

Niin isoilla luvuilla laskeminen on luonnollisesti hankalaa laskimenkin avulla.
Tuloksen voi tarkastaa symbolisen laskennan ohjelmistoa tai esim. Wolfram

Alphaa kayttden.

Vastaus: Salakirjoitettu viesti on 660. Purettu viesti on 65.
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Tehtavid

371. Mitkid ovat kymmenen pienintd alkulukua?

372. Onko luku

a) 37
b) 77
c) 87
d) 101

alkuluku?
373. Mairitd Eratostheneen seulan avulla kaikki vililla 75, ..., 100 olevat alkulu-
vut.

374. Pitddko viite paikkansa? Perustele.

a) Jos tulo mn on jaollinen luvulla 97, niin ainakin toinen kokonaisluvuista m ja n
on jaollinen luvulla 97.

b) Jos tulo mn on jaollinen luvulla 55, niin ainakin toinen kokonaisluvuista m ja n
on jaollinen luvulla 55.

375. Madritd luvun alkutekijdhajotelma.

a) 42

b) 600

c) 4410

376. Madrita luvun 8! alkutekijahajotelma.

377. Mill4 luvuilla on luvun 241 jaollisuus vihintdin tutkittava, jotta saadaan sel-
ville, onko se alkuluku?

378. Onko luku

a) 187
b) 197
¢) 299
d) 601

alkuluku?
379. Luvut 2 ja 3 ovat kaksi perdkkdiistd kokonaislukua, jotka molemmat ovat al-
kulukuja. Osoita, ettd muita peridkkiisiad alkulukuja ei ole olemassa.
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380. Mika on lukujen suurin yhteinen tekija?

a)23.32.5.7%ja2%.3%. 52
b)2-3-5-11ja2-3-5-11

381. Miki on lukujen pienin yhteinen jaettava?

a)37.5.7%ja2?.3%.5°
b) 19°! ja 197

382. Madrita alkutekijdhajotelman avulla lukujen

a) 15ja42
b) 20 ja 75
¢) 2250 ja 30800

suurin yhteinen tekija ja pienin yhteinen jaettava.

383. Jokamiesluokan kilpa-auto A kiertdd radan 55 sekunnissa ja B 65 sekunnissa.
Kuinka pitkén ajan kuluttua 14hdosté autot ovat uudestaan yhti aikaa 1dhtolinjalla?

384. Olkoot x ja y kokonaislukuja. Ratkaise yhtdlo (3x + 2y)(x + y) = 21.

385. Perustele viite todeksi tai epatodeksi.

a) Jos luku on jaollinen luvuilla 6 ja 25, niin se on jaollinen my6s luvulla 150.
b) Jos luku on jaollinen luvuilla 6 ja 9, niin se on jaollinen myds luvulla 54.

386. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku n(n + 1)(n + 2) on jaollinen luvulla
6.

387. Osoita, etti jos n on kokonaisluku, niin luku 7#° — 7n on jaollinen luvulla 42.
388. Osoita, etti jos n on kokonaisluku, niin luku n* — n* on jaollinen luvulla 12.

389. Mairiti jakojdannos, kun luku 9'3 jaetaan luvulla 13.

390. Toisinaan Fermat'n pieni lause esitetdidn seuraavassa muodossa: jos p on al-
kuluku ja a on kokonaisluku, joka ei ole luvun p monikerta, niin tilldin

@ '=1 (modp).

Osoita lauseen timin muodon avulla, etti n'” = n (mod 19) kaikilla luonnollisil-
la luvuilla n.

391. Muotoa F, = 22 +1,n= 0,1,2, ... olevia lukuja sanotaan Fermat’n luvuik-
si. Euler tutki 1700-luvulla, ovatko kaikki Fermat'n luvut alkulukuja. Ratkaise ta-
mi Eulerin ongelma laskinta kéayttden.

LUKUTEORIAN TULOKSIA 165



392. Fermat’'n luvut Fy, F,, F,, F;, F, ovat alkulukuja. Tdmén perusteella Fermat
oletti, ettd loputkin luvut F,, n = 5,6, ..., ovat alkulukuja. Vuonna 1732 Euler
kuitenkin havaitsi, etti 5* + 2* = 641 ja 14 5 -2’ = 641 ja onnistui niiden
yhtiloiden avulla todistamaan, ettd 641| F5. Todista tdmaé tulos.

Vihje: Eulerin havaitsemista yhtéloistd seuraa, ettd

2*= 5% (mod 641) ja 5-27=—1(mod 641).
393. Osoita, ettd kaikillan € Z, = 1,2,3, ... pitee

FyF,-...-F,_ =F,-2.

n

Esitd timén yhtdlon perusteella uusi todistus sille, ettd alkulukuja on ddrettomén
monta.
394. Pdittele, kuinka monta nollaa on luvun 50! lopussa.
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Kotitehtavid

395. Onko luku

a) 43
b) 39
c) 79
d) 221

alkuluku?
396. Pitadko viite paikkansa? Perustele.

a) Jos tulo mn on jaollinen luvulla 171, niin ainakin toinen kokonaisluvuista m ja
n on jaollinen luvulla 171.

b) Jos tulo mn on jaollinen luvulla 149, niin ainakin toinen kokonaisluvuista m ja
n on jaollinen luvulla 149.

397. Madérita luvun alkutekijihajotelma.

a) 126
b) 13200

¢) 1000000
398. Onko luku

a) 229
b) 251
¢) 707
d) 2827

alkuluku?
399. Tutki laskimen factor-toiminnolla, onko luku

a) 72222222227
b) 7222222227
c) 722222227

alkuluku.

400. Etsi Internetistd, mikéd on télld hetkelld suurin tunnettu alkuluku.

401. Jos luvut n ja n + 2 ovat alkulukuja, niin kyseistd lukuparia kutsutaan alku-
lukukaksosiksi. Se, onko alkulukukaksosia didrettdmédn monta, on viela ratkaise-
maton lukuteorian ongelma. Etsi kymmenen alkulukukaksosta. Kéyti laskinta tai
tietokonetta apunasi.
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402. Miki on lukujen suurin yhteinen tekija?

a)2%-3.5.7-11-13ja2".3%.11.17"°
b)5-7°-19%ja3- 11241

403. Mika on lukujen pienin yhteinen jaettava?

a)7?-11%ja2* . 7% 11
b) 41 -43 ja4l -43
¢)2-7jas5-13

404. Maédrité alkutekijihajotelman avulla lukujen

a) 70 ja 385
b) 240 ja 4900
¢) 2310 ja 17199

suurin yhteinen tekija ja pienin yhteinen jaettava.
405. Madritd syt(117325, 16625) ja pyj(117325, 16625).

406. Pulsarit ovat nopeasti pyOrivid ja rytmisia radiopulsseja sateilevii tdhtia. Pul-
sari X lahettdd radiopulssin 510 millisekunnin vélein, pulsari Y taas 357 millise-
kunnin vélein.

a) Erdédni ajanhetkend molempien pulsarien ldhettdma pulssi havaitaan yhta aikaa.
Kuinka pitkén ajan kuluttua molempien pulsarien pulssit havaitaan yhtd aikaa seu-
raavan kerran?

b) Kuinka monta kierrosta pulsarit pyordhtavit kyseisend aikana?

407. Perustele viite todeksi tai epéatodeksi.

a) Jos luku on jaollinen luvuilla 15 ja 12, niin se on jaollinen myos luvulla 180.

b) Jos luku on jaollinen luvuilla 36 ja 5, niin se on jaollinen my6s luvulla 180
408. Osoita, ettd luku 5n° —5non jaollinen luvulla 30, kun # on luonnollinen luku.

409. Osoita, ettd muotoa p2 — 1 oleva luku on jaollinen luvulla 12, kun p on alku-
luku ja suurempi kuin 3. [YO kevit 2010 tehtéva 12]

410. Erddn maan olympiajoukkueessa oli vain yleisurheilijoita ja purjehtijoita.
Yleisurheilijoita oli neljd kertaa niin paljon kuin purjehtijoita. Naisia oli kaksi ker-
taa niin paljon kuin miehid. Kun joukkue matkusti 100-paikkaisella lentokoneella
kisoihin, oli koneen matkustajista noin puolet joukkueen urheilijoita ja loput val-
mentajia, huoltajia ja median edustajia. Kuinka monta urheilijaa joukkueessa oli?
[Tarkennus tehtdvéén: tdssd “noin puolet’tarkoittaa ettd erotus 50:een on alle 7.]

411. Olkoon n kokonaisluku. Osoita, ettd luku n° + 10n* + 351 + 50n% + 24n on
jaollinen luvulla 120. Vihje: Kéytd symbolisen laskimen factor-toimintoa.

168  LUKUTEORIAN TULOKSIA



412, Miiriti jakojdinnos, kun luku 51 -31%* 4 102 jaetaan luvulla 47. Voit kiyttid
Fermat'n pienté lausetta apunasi.

413. Osoita, ettd 234 = 21131 = 2(mod 341). Tulos osoittaa, ettd kiinalaiseen
alkulukutestiin liittyvd otaksuma on epitosi eiké testi siten toimi kaikilla luvuilla.

414. Alkulukujen lukuméiirafunktio z(x) kertoo vililla [0, x] olevien alkulukujen
lukumaiérin. Alkulukujen tiheys vililld [0, x] saadaan jakamalla z(x) vilin pituu-
della x.

a) Laske #(10"), kunn =1,2,3,4,5.

b) Miti alkulukujen méirélle z(x) ndyttdd tapahtuvan, kun x kasvaa? Miksi?
c¢) Laske alkulukujen tiheys vileilld [0, 10"], kunn = 1,2, 3,4, 5.

d) Miti alkulukujen tiheydelle

7(x)

X

ndyttdad tapahtuvan, kun x kasvaa?

Kaytd tehtdvissé laskinta tai matemaattisia ohjelmistoja, kuten verkosta ilmaisek-
si ladattavissa olevaa Maxima-ohjelmistoa. Esimerkiksi Texas Instrumentsin TI-
Nspire CX CAS -laskin sisdltdd toiminnon

numtheory\primecount (a,b), joka antaa alkulukujen médrin vililld [a, b].

415. Mersennen alkulukuja ovat alkuluvut, jotka ovat muotoa 2” — 1, missd p on
alkuluku.

a) Etsi neljd pienintd Mersennen alkulukua.
b) Ovatko kaikki muotoa 2” — 1 olevat luvut alkulukuja?

¢) Osoita, ettd jos 27 — 1 on alkuluku, my6s p on alkuluku.

Vihje: Kéyti epdsuoraa todistusta ja sovella kaavaa

XM=1=x-=DE""+.. +x+1).
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416. a) Selvitd kokeilemalla pienilld luvuilla, mitd on syt(a, b) - pyj(a, b).
b) Todista saamasi tulos.

¢) Miten Eukleideen algoritmia ja saamaasi tulosta voidaan hyddyntidi pienimméin
yhteisen jaettavan madrittdmisessi?

d) Miiritd Eukleideen algoritmin ja saamasi tuloksen avulla
pyj(496125,9450).

e) Texas Instrumentsin TI-Nspire CX CAS -laskimesta 10ytyy ohjelma
numtheory\gcdstep(a,b), joka méirittdd lukujen a ja b suurimman yhteisen te-
kijan Eukleideen algoritmilla vélivaiheet nédyttden. Tutustu ohjelman toimintaan ja
médritd sen avulla pyj(7856, 678). Kirjoita ylos Eukleideen algoritmin vilivaiheet
kédyttden timéan oppikirjan mukaisia merkintoja.

417. * Salakirjoita RSA-algoritmia kdyttéen viesti 66, joka vastaa ASCII-kooda-
usjdrjestelmassi kirjainta B. Kéytd esimerkin 7 avainta ja esim. Wolfram Alphaa.
Tarkasta tuloksesi purkamalla viesti. Vihje: Voit antaa syotteen Wolfram Alphalle
muodossa Mod [a"p,n], esim. Mod [660°821,2773].

418. * Osoita, ettd Eulerin ¢-funktio on multiplikatiivinen eli p(mn) = p(m)q@(n),

kun syt(m,n) = 1.

a) Kiyttiden Eulerin tulokaavaa

pm=n]](1-1).

pln p

missd p on alkuluku.
b) Suoraan @-funktion miiritelmasta.

419. * Osoita seuraavat @-funktion ominaisuudet:

a) Jos n on pariton, niin p(2n) = @(n).
b) Jos n on parillinen, niin (2n) = 2¢(n)
420. * Laske @(1001), (5040) ja (36 000).

421. * Osoita, ettd @(n) on parillinen, kun n > 2. Vihje: Oleta ensin, ettd n on
muotoa n = 25, k > 2.

422. * Osoita edellisen tehtidvin tulosta kidyttden, ettd alkulukuja on ddrettdmin
monta.

423. * Osoita Eulerin tulokaava kdyttiden hyviksi g-funktion multiplikatiivisuutta.
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LUKU 7

Looginen algelbraja Boolen al-
gebra

/.1 Looginen algebra

Madritelldédn joukossa B = {0, 1} kolme operaatiota, yhteenlasku (+), kertolasku (-)

ja komplementti (—) seuraavan taulukon avulla:

0+0=0[0-0=0|-0=1
0+1=1|0-1=0|-1=0
1+40=1|1-0=0
1+1=1|1-1=1

Yhteenlasku vastaa disjunktiota, kertolasku konjunktiota ja komplementti negaatiota.
Niin méidritellyn loogisen algebran avulla monimutkaisten yhdistettyjen lauseiden
totuusarvoja voidaan laskea nopeammin kuin totuustauluja kayttamélla. Pitdd vain
muistaa, milloin laskusidinnot eroavat kokonaisluvuilla O ja 1 laskemisesta ja milloin

taas voidaan suoraan soveltaa kokonaislukulaskentaa.

ESIMERKKI 7.65
Madritd lauseen a) "A V (B A A), b) AV (=B A A) totuusarvo, kun A on tosi ja

B on epitosi.
Ratkaisu:

a) Sijoittamalla A = 1 ja B = 0 seki kayttdmalla loogisen algebran merkintoja

ja laskuséintojd saadaan —1 + (0 - 1) = 0+ 0 = 0, joten lause on epitosi.

Huomaa, etti sulkeita ei valttimétti tarvitsisi kdyttdd, koska kertolasku
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suoritetaan ennen yhteenlaskua. TAdma vastaa konnektiivien suoritusjérjestysti

(konjunktio ennen disjunktiota).

b) Sijoittamalla A =1ja B=0saadaan 1 + ((-0)- ) =1+1-1=1+1=1,

joten lause on tosi.
Vastaus: a) epitosi, b) tosi

ESIMERKKI 7.66
Esitd De Morganin laki

—~(AV B) < ~AA-B

loogisen algebran merkinndin ja osoita laki patevéksi.

Ratkaisu: De Morganin laki saa loogisessa algebrassa muodon
—(A+B)=(-4)-(-B).

Loogisen algebran laskusddnnéilld saadaan seuraava totuustaulu:

Al|B —(A+ B) (=A) - (=B)
1|1 ]-1+D)==1=0|(=1)-(=1)=0-0=0
10| -10+0)==-1=0|(=1)-(=0)=0-1=0
0[1|-0+1)=-1=0|(=0)-(=1)=1-0=0
00| -0+0)=-0=1](=0)-(=0)=1-1=1

Koska lausekkeet —(A + B) ja (—A) - (—B) saavat samat totuusarvot kaikilla

lauseiden A ja B totuusarvoilla, De Morganin laki on péateva.
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Tehtavid

424, Madritd lauseen a) "(BA A) V(A A—B),b) (BV-A) A(AV —B) totuusarvo,
kun A on tosi ja B on epitosi.

425. Esitd a) kaksoisnegaation laki == A < A b) De Morganin laki =(A A B) <
—A V —B loogisen algebran merkinndin. Laadi totuustaulu laskemalla loogisen
algebran laskusiddnnoilld ja osoita laki pateviksi.

426, Esitd a) implikaatio A — B, b) ekvivalenssi A < B kiyttiden loogisen al-
gebran merkintojd. Laske lauseen totuusarvot atomilauseiden A ja B eri totuusar-
voilla kédyttden loogisen algebran laskusdintoja.
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/.2 Boolen algebra

Olkoon B joukko, jossa on méairitelty operaatiot +, - ja —. Joukko B operaatioineen

on Boolen algebra, jos seuraavat ehdot ovat voimassa kaikille x, y, z € B:

1. x+y=y+x 6. x-(y-2)=x-y) -z

2. x+(y+2)=x+y)+z|7. x-1=x

3. x+0=x 8 x-(=x)=0

4, x+(=x)=1 9. x+(y-z20=Kx+y - -(x+2)
5. x-y=y-Xx 10, x-(y+2)=Kx-y)+(x-2)

Alkiota 0 kutsutaan nolla-alkioksi ja alkiota 1 ykkosalkioksi. Voidaan osoittaa, etti

looginen algebra (joukko B = {0, 1} ja operaatiot +, - sekd —) on Boolen algebra.

ESIMERKKI 7.67
Osoita, ettd looginen algebra toteuttaa Boolen algebran ehdot 3, 4 ja 9.

Ratkaisu:
Koska0+0=0jal+ 0= 1, toteutuu ehto 3.
KoskaO+ (-0)=0+1=1jal+(-1)=1+0 =1, toteutuu ehto 4.

Esitetdédn ehto 9 lauselogiikan merkinnoilld. Ehto x + (y - z2) = (x + ») - (x + 2)
on sama kuin x V (¥ A z) & (x V) A (x V z) eli lauselogiikan osittelulaki, joten

ehto toteutuu.

ESIMERKKI 7.68
I Osoita, ettd Boolen algebrassa x + x = x.

Ratkaisu: Sovelletaan Boolen algebran ehtoja lausekkeeseen x + x.
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X+ x ehto 7

=(x+x)-1 ehto 4
=(x+x)-(x+(—x)) ehto9
=x+(x-(—x)) ehto 8
=x+0 ehto 3
=X

Loogisen algebran liséksi voidaan méiritelld myds muita Boolen algebroita. Esimer-
kiksi joukon X potenssijoukko eli sen kaikkien osajoukkojen joukko 9°(X) yhdessd
operaatioiden yhdiste U, leikkaus N ja komplementti C kanssa muodostavat Boolen
algebran. Niin saadun Boolen algebran nolla-alkio on tyhji joukko @ ja ykkosalkio
on joukko X itse. Esimerkissd 2 johdettu tulos x + x = x vastaa télldin joukko-opin
tulosta A U A = A. Kun tulos on johdettu Boolen algebrojen teoriassa, se voidaan
ottaa suoraan kayttoon joukko-opissa. Boolen algebroja tutkimalla saadaan siten
tuloksia, joita voidaan hyodyntéa seki logiikassa ettd joukko-opissa. Koska Boolen
algebra on madritelty hyvin yleisella tasolla, se on késitteena abstrakti. Timi niakyy
esimerkiksi tuloksen x + x = x todistamisessa: todistaminen erikseen seki logii-
kassa ettd joukko-opissa on helppoa, mutta todistus Boolen algebrassa vaatii varsin

abstraktia ajattelua.

LOOGINEN ALGEBRA JA BOOLEN ALGEBRA 175



Tehtdvid

427. Osoita, ettd looginen algebra toteuttaa Boolen algebran ehdot 1, 2, 5-8 ja 10.

428. Osoita, ettd seuraavat laskusdinnét ovat voimassa loogisessa algebrassa.

A x+x=x

b)x-x=x
Ox+1=1
d)x-0=0

e)x+x-y=x

Hx-(x+y)=x

gx+(=x)-y=x+y

hyx - (—x+y)=x-y

i) —(=x) =x

D-Gx+y)=(=x)-(-y)

k) —(x-y)=(=x)+(-y)

429. Tulkitse, mitd Boolen algebran tulokset

A x-x=x
byx+1=1
c)x-0=0

d) —(—x) =x
e)x+x-y=x

Hx-(x+y)=x

tarkoittavat joukko-opissa. Perustele tulokset myos kéyttden Venn-diagrammeja.

430. Sievennd lausekkeet Boolen algebran mééritelmin ja tehtdvén 2 laskusianto-
jen avulla.

a)x-x+x-x
D)x-Xx-Xx-y-y-y
c)(a@a+b)-(a+c)
da+b-a+b
e)(a+(=b)-b
Ha+b+(—(a- b))
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431. Piirrd Boolen algebran lauseketta

a) (x+y)-(x+2z)

b) (x+y) - (x+ (=)

) x+(=x)-y

vastaava looginen piiri. Sievennd lauseke Boolen algebran sdidnnéilld ja piirrd sie-

vennettyd muotoa vastaava piiri. Loogisia piirejd on késitelty kappaleessa 2.1 teh-

tavissd 11 ja 12.

432. * Osoita, ettd tehtdvin 2 sddnnot ovat voimassa kaikissa Boolen algebroissa.

433, * Reaalilukujen joukossa R miiritellddn yhteenlaskua muistuttava laskutoi-

mitus xoy seuraavasti: xoy = x+y—2 kaikilla x, y € R. Osoita, ettd laskutoimitus

toteuttaa seuraavat ehdot:

i (xey)oz=x0o(yoz)kaikillax,y,z € R.

il xeoy=yoxkaikillax,y e R.

iii On olemassa sellainen luku w € R, ettd xcw = wo x = x kaikilla x € R. Mika
w on?

iv Jokaisella x € R on vasta-alkio x*, jolle x e x* = x* o x = w.

[YO syksy 1997 tehtévi 9b]

LOOGINEN ALGEBRA JA BOOLEN ALGEBRA

177



Vastaukset ja hakemisto

Vastaukset

a) Ei.
b) On.

a) On.
b) Ei.
¢) Ei.

a) On.
b) Ei.
¢) Ei.

4.
a) PO)=0,P(1)=1,P2)=2,P3)=3,P4) =4

b) P(n)=n
c) P(5) = 125, paitelmi ei pide.

5.

a) Johtopditds tehty vastaajien uskomuksesta.
b) Johtopiitos tehty Stephen Hawkingin uskomuksesta.
c¢) Johtopiitos perustuu tiedemiehien viitteisiin, joista ei ole varmaa totuutta.

d) Johtopéitos perustuu televisiouutisen viitteeseen, josta ei ole selvid todisteita.
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6.

a) On.
b) Ei. Jos A toteuttaa B:n, B ei vialttamatta toteuta A:ta.
¢) On. Vastaoletuksesta “Jollakin C toteutuu A.” on johdettavissa ristiriita.

7.

a) Ei.
b) On.

8.

a) Ei.
b) On.
c) Ei.

a) Ei.
b) On.

10.

a) Ei.
b) Voi, koska Merimaalla ja Aurinkomaalla voi olla Lumimaan kanssa muutakin rajaa

kuin ldnsiraja. Kuvan piirtdminen saattaa auttaa.
11.

a) On.
b) Ei.

12.

a) On.
b) On.
¢) Ei.
d) On.
e) Ei.
f) On.
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13.

a) Tanaan ei ole maanantai.

b)2+3#5

¢) Luku on epénegatiivinen (siis positiivinen tai nolla).

d) Yhdelldakddan ryhmidmme opiskelijoista ei ole ruskeita silmia.
e) Kymmenessi sivussa tekstid on korkeintaan kuusi virhetta.

f) Kesd Vilimerelld on kylmai ja pilvinen.
14.

a) En veikannut lottorivia.

b) Veikkasin lottorivin tai voitin miljoona euroa.

¢) Veikkasin lottorivin ja voitin miljoona euroa.

d) Veikkasin lottorivin ja en voittanut miljoonaa euroa.

e) En veikannut lottorivii tai veikkasin lottorivin ja voitin miljoona euroa.

f) En veikannut lottorivid enkd voittanut miljoonaa euroa.
15.

a) Fi ole kaunis kesdpdivi tai lokit kirkuvat.
b) On kaunis kesépdivi, lokit kirkuvat ja kivelen rannalla.
c) FEi ole totta, ettd on kaunis kesdpdiva ja kivelen rannalla.

d) On kaunis kesédpdivi ja kdvelen rannalla tai lokit kirkuvat ja en kivele rannalla.
16.

a) AAB

b) AA-B

c) "AA-B

dAvVvB

e)(AANB)V-AA-B

17. Olkoot A: ”Mustikat polun varrella ovat kypsid.”, B: ”Alueella on néhty karhuja.”
ja C: ’Polulla vaeltaminen on turvallista.”
a) Av-B

b) =(AV B)

c) (AAN-B)V(mAAB)

d)"BACAA)
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18.

a)
A|B|-A|-B|-AV-B
110 0 0
10| 0 1 1
011 1 0 1
010 1 1 1
b)
A | B | (AAB)
11 0
110 1
01 1
00 1

¢) Ei sada tai ei tuule.

Ei ole totta, ettd sataa ja tuulee.

19.
A|B|C|BVvC | AAB | ~«(BvC) | (AANB)V(BVC()
1111 1 1 0 1
11110 1 1 0 1
1101 1 0 0 0
110]0 0 0 1 1
01111 1 0 0 0
0]11]0 1 0 0 0
0011 1 0 0 0
01010 0 0 1 1

20.

a) -C

b) BvC

c) A

d) ~(BvCO)

e) (AV B)

f)Av(BVC)

21. Olkoot A: ’Hillat ovat kypsid.” ja B: ”Kalaonni on suotuisa.”
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A|B|-A|-B|AAB | -AVv-B | (AAB)V(mAV-B) | (AAB)A(-AV -B)
111] 0 0 1 0 1 0
110 0 1 0 1 1 0
O] 1|1 0 0 1 1 0
00| 1 1 0 1 1 0
Hipsu on menninkéinen ja Vipsu on haltija. Kéyttokelpoista tietoa vierailijalle ei
kertynyt.
22.
a)"AV B
b) 7(A Vv B)

c) AV(mAAB)
d)"(AVvB)V(BAC)

24.

a) 100 < 101

b) Lompakossani on rahaa enemmin kuin 10 euroa.

¢) Kaikki ryhmidmme opiskelijat eivit ole Facebookissa.

d) Koulussamme on enemmaén tai vihemmain kuin kaksi vasenktistd opettajaa.
e) Opiskelen latinaa tai kreikkaa.

f) Maarit pitdd lumilautailusta ja késitoistd tai Maarit ei pidd kummastakaan.
25.

a) Puutarhan portti on kiinni.

b) Ruusut kukkivat ja menen puutarhaan.

¢) Puutarhan portti on auki tai ruusut kukkivat.

d) Ruusut eivit kuki enkd mene puutarhaan.

e) Ei ole totta, ettd puutarhan portti on auki ja ruusut kukkivat.
f) Puutarhan portti on auki tai ruusut eivit kuki.

g) Puutarhan portti on auki ja menen puutarhaan, tai ruusut eivit kuki ja menen

puutarhaan.
26. Olkoot A: ”Kaino on vanha.” ja B: ”Kaino on mies.”

a)"AAB
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b) AV -B
¢) ~(A A B)
d) A A-B

27. Olkoot A: ”Amadeus kuuntelee klassista.”, B: ”Klaus kuuntelee jazzia.” ja C:

”Hassinen kuuntelee progea.”

a)AVB

b) "AAB

¢) (AA-B)VC
d) (AABAC)

28.
a)
A|-A| AN-A| AV-A
110 0 1
110 0 1
0] 1 0 1
0] 1 0 1
b) Ulkona sataa ja ulkona ei sada.
Ulkona sataa tai ulkona ei sada.
29.
a)
A| B|AVB | (AV B)
11 1 0
110 0 1
011 1 0
010 1 0
Lause on tosi, kun A on tosi ja B epétosi.
b)
A|B|-A|-"AAB
1110 0
110] 0 0
0|1 1 1
010 1 0
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Lause on tosi, kun A on epitosi ja B tosi.

c)
A|B|-A|-B|(wAVB)| (AV-B) | (mAVB)A(AV-B)
1|10/ 0 1 1 1
10| o0 |1 0 1 0
0|1 1 0 1 0 0
00| 1 1 1 1 1

Lause on tosi, kun A ja B ovat tosia.

30.

a)
A|B|C|(BAC)| AV(BACQC)
1|11 1 1
11110 0 1
110]1 0 1
11010 0 1
0]1]1 1 1
0101 0 0
0(110 0 0
0[010 0 0

b)
A|B|C|(AVB) | (AVB)AC
1|11 1 1
171]0 1 0
1101 1 1
170]0 1 0
0|11 1 1
0]0]1 0 0
0O[11]0 1 0
0[010 0 0

¢) Sulkujen paikalla on merkitysté.

31.

a)AVB

b) AAB
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c) AAN-B

d) -4

e)~(AAB

32.
A|B|C|-B|=(Av-B)| AVC | ~(AV=B)A(AVC)
1]1]1] o 0 1 0
1/1]0] o 0 1 0
1ot 1 0 1 0
1lofo] 1 0 1 0
o110 1 1 1
001/ 1 0 1 0
0|10/ 0 1 0 0
0lo]o0] 1 0 0 0

Buh ja Caesar ovat syyllisia.

33.

a) Epitosi.

b) Tosi.

34.

a) Lyhytkarvaisia. (eli Ss)

b) Lyhyt- tai pitkikarvaisia. (Ss tai ss)

35.

a) Matti on insinoori, jolla on hyva tyopaikka.

b) Matti ei ole insinddri tai hinelld on hyvi tyopaikka.
¢) Jos Matti on insindori, hidnelld on hyva tyopaikka.

d) Jos Matilla ei ole hyvii tyopaikkaa, hdn on insinoori.
e) Ei ole totta, ettd jos Matilla on hyvé tyopaikka, hén olisi insin6ori.

f) Matilla on hyva tyopaikka, jos ja vain jos hdn on insinoori.
36.

a)A—-> B
b) AAB
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c)B<o A

d) "B - -A
37.
a) Epitosi
b) Tosi
c) Epitosi
d) Tosi
38.
a)
A|B|-A|-A—>B
11| 0 1
110] 0 1
011 1 1
0]0]| 1 0
b)
A| B|-B| A< B
1|1} 0 0
110 1 1
0O|1] 0 1
001 1 0
9)
A|B|AAB | (AAB)| "(AAB)—> A
1)1 1 0 1
110 0 1 1
0] 1 0 1 0
010 0 1 0
39.

a)
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A|B|C|—-A|AVB | CAA|AVB->CAA
1111 0 1 1 1
1|1110] 0 1 0 0
1101 0 0 1 1
110]0] O 0 0 1
0111 1 1 0 0
0]01|1 1 1 0 0
0O]1]0 1 1 0 0
0]0|O0 1 1 0 0
b)

A|lB|C|A->B|C->B|(A-> B)« (C- B
1|11 1 1 1
1{1]0 1 1 1
1101 0 0 1
110]0 0 1 0
0|11 1 1 1
0011 1 0 0
0Oj1]0 1 1 1
00O 1 1 1

40. Olkoot A: "Mustikat polun varrella ovat kypsid.”, B: ”Polulla vaeltaminen on

turvallista.” ja C: ”Karhuja on nihty alueella.”

a) "A — B. Lause on tosi, kun mustikat ovat kypsii tai polulla vaeltaminen on

turvallista.

b) A —» (B < —C). Lause on tosi, kun joko

i) mustikat ovat kypsii, polulla vaeltaminen ei ole turvallista ja karhuja on nihty

alueella,

ii) mustikat ovat kypsid, polulla vaeltaminen on turvallista ja karhuja ei ole ndhty

alueella tai

iii) mustikat eivit ole kypsia.
¢) B & (mA v —C). Lause on tosi, kun joko

i) polulla vaeltaminen ei ole turvallista, mustikat ovat kypsid ja karhuja on néhty

alueella,

ii) polulla vaeltaminen on turvallista ja mustikat eivit ole kypsii tai
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iii) polulla vaeltaminen on turvallista ja karhuja ei ole nihty alueella.

41. Olkoot A: ”Sataa.” ja B: ”Logiikan opiskelu on hauskaa.”

a)
A| B|-A| AAN-A | (AANDA)—> B
1] 1 0 0 1
110 0 0 1
0] 1 1 0 1
0|0 1 0 1
Ei kerro.
b)
A| B|A|AA-A | (AAN-A) —> B
111 0 0 1
110 0 0 1
011 1 0 1
00 1 0 1
Ei kerro.
42.

Olkoot A: ”Anna on syyllinen.” ja B: "Markus on syyllinen.

A|B|-A|-B|AvB|-AvV-"B|A—>B | (AVB)A(WAV-B)A(A - B)
1|1 0 0 1 0 1 0
1/0] 0 1 1 1 0 0
0] 1 1 0 1 1 1 1
00| 1 1 0 1 1 0

Markus on syyllinen.

43. Olkoot E: "Edwards on syyllinen.”, P: "Petterson on syyllinen.” ja S: ”’Smith on

syyllinen.”
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E|\P|S|E|-P|S|Po>E|PsE|"EAPARS
1117110 0 0 1 1 0
11 1]10] 0 0 1 1 1 0
1{0(1] 0 1 0 1 0 0
110]07] O 1 1 1 0 0
0111 1 0 0 1 0 0
0101 1 1 0 0 1 0
0|10 1 0 1 1 0 0
0]0]0] 1 1 1 0 1 1

Petterson ja Smith ovat syyllisid.

44.
Olkoot A: Arthur on myssy.”, B: ”Berit on myssy.”, C: ”Claus on myssy.” ja niiden

negaatiot tarkoittavat heidin kuuluvan hattuihin.

b

B

A
J
N
J
Q

AAB | A - -C
1 1

S O O O = o= ==
—_ O = O O = =
O O == O = O -
—_— = = = OO O O
—_— = O O = O = O
S O O O O O =
— = O OO = =

0

Berit on mahdollinen vakoilija.

4s.

Jos heréén ajoissa, menen kouluun tai opiskelen logiikkaa. Lause tulkitaan

A — (B V C), koska konnektiivien suoritusjirjestyksessi disjunktio on ennen
implikaatiota. (A — B) Vv C tarkottaa: Jos herdin ajoissa, menen kouluun, tai
opiskelen logiikkaa.” Tamén voi tulkita: ”Jos herdin ajoissa, menen kouluun ja
opiskelen logiikkaa.” tai "En heréé ajoissa ja opiskelen logiikkaa joko koulussa tai

muualla.”

46.

a)
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A|B|C|A->B|B->C|(A->B)->C|A->(B-C)
1|11 1 1 1 1
11110 1 0 0 0
1101 0 1 1 1
110]0 0 1 1 1
0111 1 1 1 1
0011 1 1 1 1
0110 1 0 0 1
0]0|O0 1 1 0 1

Sulkeiden muuttamisella on vaikutusta.

b)
A|B|C|AAB | BAC | (AAB)AC | AAN(BAC)
1|11 1 1 1 1
11110 1 0 0 0
110]1 0 0 0 0
11010 0 0 0 0
0]1]1 0 1 0 0
0101 0 0 0 0
0110 0 0 0 0
0,010 0 0 0 0

Sulkeiden muuttamisella ei ole vaikutusta.
47.

a) 11111010
b) 10100000
¢) 0101 1010

48.

a) 01101
b) 11000

49.

a) Jos Timo ei opiskele matematiikkaa, Timo ei osallistu logiikan kurssille.
b) Timo opiskelee matematiikkaa, jos ja vain jos Timo osallistuu logiikan kurssille.

c¢) Jos Timo opiskelee matematiikkaa tai filosofiaa, Timo osallistuu logiikan kurssille.
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d) Jos Timo opiskelee matematiikkaa ja osallistuu logiikan kurssille, hiin ei opiskele

filosofiaa. Muussa tapauksessa hin opiskelee filosofiaa.
50.

a) On.
b) Ei.
¢) On.
d) On. (Luku 8 ei ole pariton.)

51.

a) Olkoot A: ”Opettaja on pirted.” ja B: “Televisiosta on tullut illalla jalkapalloa.”
A — —B

b) Olkoot A: ”Suomi voittaa jalkapallon maailmanmestaruuden.”, B: "Lehmit
lentévit.” ja C: ”Vaaleanpunaiset norsut kévelevit kadulla.”

A< (BAC)

¢) Olkoot A: ”’Seuraan jalkapalloa.” ja B: ”Suomen maajoukkue menestyy.”
“AA-B

d) Olkoot A: ”Ottelu paittyy tasapeliin.”, B: “Kotijoukkue voittaa pelin.” ja C:
”Vierasjoukkue voittaa pelin.”

-A—- (BVC)

52.

a)
A|B|-B|AAB| AAB— -B
1{1]0 1 0
110] 1 0 1
0|1]0 0 1
00| 1 0 1

b)
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A|B|C|A-oB|(A<BAB|CVA| (Ao BAB—->CVA
1|11 1 1 1 1
111]0 1 1 1 1
1101 0 0 1 1
11010 0 0 1 1
011 0 0 1 1
0101 0 0 1 1
0110 0 0 0 1
0010 1 0 0 1

9)
A|B|C|A|"A>B | C—->BAA|(nA—> B) (C—> BAA
1{1]1] 0 1 1 1
1{1]0] 0 1 1 1
1{0|1] 0 1 0 0
170]0] O 1 1 1
0]1]1 1 1 0 0
0]0]1 1 0 0 1
O(1]0] 1 1 1 1
00|01 0 1 0

53.

a) ANC

b)A—> B

c)Bo(AVvO)

d) B—> AxorCtaiB— (AVC)A-(AACQ))
54.

Olkoot A: ”Jaska on syyllinen.” ja B: “Hénelld on ollut rikostoveri.”

A|B|A—->B|-(A—- B)
1|1 1 0
110 0 1
0|1 1 0
01]0 1 0

Koska Jaska puhuu aina totta ja hdn viittid, ettd ei ole totta, ettd jos hén olisi syyllinen,

olisi hinella ollut rikostoveri.”, on hin syyllinen eiké hénelld ole rikostoveria.
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55. Olkoot M :”Matti on syyllinen.”, .S: ”Seppo on syyllinen.”, T': ”Teppo on

syyllinen.” ja V': " Teppo valehtelee.”

Teppo on syyllinen.

56.

Olkoot A: "Helind on voittaja.”, B: "Helji on voittaja.” ja C: "Helena on voittaja.”

M| S| T|V | MVV
1 |1 ]1]1 1
1 11]0]1 1
1 11]1]0 1
1 11]0]0 1
1 1]0]1]1 1
1 10|01 1
1 10[1]0 1
1 10[0]0 1
O]1]|1}1 1
0]1]0|1 1
o110 0
0|1]0|0 0
0O]0|1/|1 1
00|01 1
0j]011]0 0
0]0|0|O0 0

A/ B|C|B—->A|BeC|(AVBVOA-(AABAC)
111]1 1 1 0
171]0 1 0 1
110]1 1 0 1
170]0 1 1 1
01111 0 1 1
0101 1 0 1
071]0 0 0 1
0,010 1 1 0

Helini on voittaja.

57. a) on riittdava on ehto, b) on vilttdmaton ehto ja c) riittdva sekd valttimaton ehto.
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58.

a)

(AVB)VC | AV(BVC)

A|B|C|AVvB|BvC

Ei vaikutusta.

b)

A B)oC | Ao (B0

A|B|C|A< B | B«C

Vaikuttaa.

)

(A< B)AC

(A < B)

A< B

“Ae (BAC)

-A| BAC

A| B|C
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Vaikuttaa.

59,
a)
A| B|AAB | v(AAB) | v(A) | v(B) | v(A)v(B)
1|1 1 1 1 1 1
10 0 0 1 0 0
011 0 0 0 1 0
010 0 0 0 0 0
b)
A| B|AVB | v(AVB) | v(A) | v(B) | v(A)v(B) | v(A) + v(B) — v(A)v(B)
1|1 1 1 1 1 1 1
10 1 1 1 0 0 1
01 1 1 0 1 0 1
010 0 0 0 0 0 0
)
A|B|A—>B|v(A—-B)|vAd) | vB)|1-uvB) | 1-uv(A)] - uv(B))
1|1 1 1 1 1 0 1
110 0 0 1 0 1 0
0|1 1 1 0 1 0 1
00 1 1 0 0 1 1
60.
A|B|-A|-B|-AA-B | AAB | ~(AAB)
1|1] 0 0 0 1 0
110/| 0 1 0 0 1
01| 1 0 0 0 1
0|0/ 1 1 1 0 1
61.
a)
A|-~A| Av-A
1|0 1
0] 1 1
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Lause on tautologia.

b)
Al A | AAN-A
1 0 0
0 1 0
Lause ei ole tautologia.
c)
A|B|BVA|A—> BVA
111 1 1
110 1 1
011 1 1
00 0 1
Lause on tautologia.
d)
A|B|BAA| A—>BAA
111 1 1
110 0 0
011 0 1
00 0 1

Lause ei ole tautologia.

62.
a)
A|B|-A|-B| BA-B| A>BA-B | A->BA-Bo 4
1|1] 0 0 0 0 1
110] 0 1 0 0 1
011 1 0 0 1 1
0|01 1 1 0 1 1

Koska viimeisen sarakkeen kaikki totuusarvot ovat 1, lause on tautologia.
b)
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A|B|C|A->B|B->C|A>C | (A->BAB—->C)| (A>BAB->C)»A->0)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1|0 1 0 0 0 1
110 1 0 1 1 0 1
11010 0 1 0 0 1
01 1 1 1 1 1 1
0|01 1 1 1 1 1
oO|11]0 1 0 1 0 1
01010 1 1 1 1 1

Koska viimeisen sarakkeen kaikki totuusarvot ovat 1, lause on tautologia.

63.

Jos kello soi, tunti loppuu.

Ei ole totta, ettd kello soi ja tunti ei lopu.

Totuusarvoiltaan lauseet tarkoittavat samaa.

64.
a)
A| B|-A| -B| AANB | “AV-B | «(wAV-B) | AAB < —~(=AV-B)
1|1 0 0 1 0 1 1
10| 0 1 0 1 0 1
0|1 1 0 0 1 0 1
0] o0 1 1 0 1 0 1
b)
A|B|AoB | A->B | B>A| (A->BAB—>A) | (Ao B) o (A—- B)A(B— A))
1|1 1 1 1 1 1
1]0 0 0 1 0 1
01 0 1 0 0 1
0] o0 1 1 1 1 1
)
A|B|-A|-B|AsB | AAB | “AA-B | (AAB)V(mAA-B) | (A< B) < (AAB)V (mAA-B))
1|1 0 0 1 1 0 1 1
110/ 0 1 0 0 0 0 1
0|1 1 0 0 0 0 0 1
0] 0 1 1 1 0 1 1 1
65.
a)
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A|B| AAB | BANA | (AAB) < (BAA)
1|1 1 1 1
110 0 0 1
011 0 0 1
01]0 0 0 1
b)
A|B| AVB | BVA | (AAB)< (BAA)
1|1 1 1 1
110 1 1 1
011 1 1 1
01]0 0 0 1
66.
A|B| X |~(AAB)
1|11]0 0
101 1
0|11 1
001 1
67.
a)
A|B|AVB | AAB | (AVB)| "(AAB) | "(AV B)A-(AAB)
1|1 1 1 0 0 0
10 1 0 0 1 0
011 1 0 0 1 0
0]0 0 0 1 1 1

Lause ei ole loogisesti ristiriitainen.
b)

A|B|-A|-AAB| Ao B| (mAAB)A(A < B)
1/1]o0 0 1 0
110/ 0 0 0 0
011 1 0 0
0|0 1 0 1 0

Lause on loogisesti ristiriitainen.

c)
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A|B|C|A>B|~(A—>B)| ~(A—- B)AC | («(A—> B)AC)AB
111 1 0 0 0
111]0 1 0 0 0
1101 0 1 1 0
1/o/o0 0 1 0 0
011 1 0 0 0
0]0]1 1 0 0 0
0|10 1 0 0 0
0010 1 0 0 0

Lause on loogisesti ristiriitainen.
68.

a) Lauseet “Ei ole totta, ettd A tai B” ja ”Ei A eikd B” ovat loogisesti ekvivalentit.
b) Jos A tapahtuu ja A:sta seuraa B, B tapahtuu

¢) Ristiriidasta seuraa mita vain.

69.
a)
1 0 1 1
0 1 0 1
b)
A|B|-A|-B|AAB|~(AAB) | “AV-B | (AAB) < -~AV-B
1|1 0 0 1 0 0 1
110 0 1 0 1 1 1
011 1 0 0 1 1 1
00 1 1 0 1 1 1
c)
A|B|A->B| AANA—->B)| AN(A—> B)—> B
111 1 1 1
10 0 0 1
0] 1 1 0 1
00 1 0 1
73.
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A|B|AVB|A—>B| A< B
1|1 1 1 1
110 1 0 0
0|1 1 1 0
010 0 1 1
1 | u 1 u u
u | 1 1 1 u
0| u u 1 u
u u u u
u | u u u u

75.

a) Ei ole.

b) On.

76.

B

A — —B: ”jos tunti jatkuu, kello ei soi’

B — = B: ”jos kello soi, tunti ei jatku”
78.

a A
b) A
c) A

80. Esimerkiksi AV —A

81. Maapallon 6ljyvarat eivit ehdy eivitki ldnsimaiset demokratiat romahda.

85.

a) Jos Shefferin viivaa merkitdan merkilld |, seuraavat lauseet ovat aina tosia:
-A o AlA,

AAB o (A|B)|(A|B),
AV B & (A|A)|(B|B),
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b) Jos Peircen nuolta merkitiaan merkilld |, seuraavat lauseet ovat aina tosia:

_lA(—)Al/A,
AANB < (Al A (Bl B),
AVB< (Al B)l (Al B),

86.
a)"A=07,ANB=03,AvB=05A->B=1
88.

a) Tosi.

b) Epétosi.

¢) Tosi.

d) Epitosi.

89.

a) {5,6,7,8,9}

b) {7}
¢) {8,9}
d) {5.6}

90.
a) {x,z}

b) {y}
¢) CA on konsonanttien joukko, eli {b,c.d,f,g,h,j,k,l,m,n,p,q,r,s,t,v,w,x,z}

d o
91.
Perusjoukko on koulun opiskelijat.

a) Vanhempiensa luona asuvat tdysi-ikéiset.
b) Alle tdysi-ikiiset.
c¢) Opiskelijat, jotka ovat tdysi-ikdisia tai eivit asu vanhempiensa luona.

d) Taysi-ikiiset, jotka eivit asu vanhempiensa luona.

VASTAUKSET 201



e) Vanhempiensa luona asuvat, jotka eivit ole tdysi-ikisia.

f) Opiskelijat, jotka eivit ole tdysi-ikdisii eivitkd asu vanhempiensa luona.
93.

a) 11

b) 9

c)7

94.

a) [3,5]

b) [1,6]

o) [1,3[

d) ] — o0, 1[ U ]5,00[
95. A3,B1,C4,D2
97.

a) B
b) perusjoukko

98.

a) Kuudella jaolliset luvut, eli {6n|n € Z}
b) Parilliset luvut, jotka eivit ole jaollisia kolmella. {2n | n € Z, g & 7}
c¢) Luvut, jotka ovat jaollisia kahdella tai kolmella. {2n,3n|n € Z}

99.

a) Tosi.

b) Epétosi.

¢) Tosi.

d) Epétosi.

e) Tosi. Tyhji joukko on minké tahansa joukon osajoukko.

100.

a) @, {1}, {2}, {1,2}
b) @, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}
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101.

a) {@, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

b) (&}
o) {o,{o}}

102.

a) Lukua yksi vastaa joukko {@}, lukua kaksi {@, {@}}, lukua kolme

{@.{2}. {{2}}. {2, {o}} } jalukua neljd

{ @.{o}. {{2}}), {{{a}}), ({2, (T} } ),
{o.{o}}.{o. {{a}}).{2.{2.{2}}},

{{e}, {{o1}), (1o} {e. (a1} ), {({H{o) ). {2, {a}}),
{@.{a}. {{a}}),

{@.{2}).{2.{2}}}.

{0.{{o}}.{2. {2} }}),

{{o}). {{o}). (2. {2}}}),
{0.{2}.{2}}.{2.{2}}}) }.

b) Lukua kaksi.

¢) Ei vastaa.
103.

a) {a,b,c,d,e}
b) {a,c}

c) {a,b,d}

d) {e}

104.

a) Epitosi.

b) Tosi.

c) Epitosi.

d) Epitosi.

e) Tosi.

10s.

a) @
b) {j,o0,k,u,a,o}
C) {j’ 0’ k’u}
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106.

a) A
b) @
c) A
d) X

108.

a) Lauantait ja sunnuntait.

b) Muut kuin toukokuun liputuspiiviit.

¢) Lauantaiden ja sunnuntaiden liputuspiivit.

d) Toukokuun lauantait ja sunnuntait, jotka eivit ole liputuspdivii.

e) Lauantait ja sunnuntait, jotka eivit ole liputuspdivid eivitki ole toukokuussa.
109.

a) On.
b) On.
¢) On.
d) Ei.
110.
a) -
b) 6
)5
d) 20
111.

a) |—-1,4(

b) [0,2]

¢) ]—00,0[ U [2,00[
d) [2,4]

e) [2,4]

f) 1-1,0

113.

a) (kuva jédtetty pois)
b)AcC
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114.

a) On.
b) On.
c) Josjavainjos AN B=g@.
d) On.

e) Jos ja vain jos B = @.
115.

a) 90

b) 22 jaollista, 68 epijaollista
c) 15

d) 8

e) 29

f) 90 — 29 =61

g) (kuva jitetty pois)

116.

a) D=(AnB)\C

b) E=(ANB)NC

¢) F=C\(AUB)
d)G=(AUBNC)\(ANB)NC))
117.

a) Paikkakunnalla x ei tuule.

b) Paikkakunnalla x paistaa aurinko ja paikkakunnalla y tuulee.

¢) Lempaéildssi ei paista aurinko.

d) Turussa paistaa aurinko ja Kuopiossa ei tuule.
118.

a) {Riikkonen}

b) {Vettel, Senna}

¢) {Vettel}
d) {Senna}
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119.

a) On.
b) Ei ole.

120.

a) On.
b) Ei ole.
¢) On.

121.

a) {A, D, E}
b) {A, B, D}
¢) {C,F}
d) {A, D}
122.

a) {-2, 1)

b) {-2}

123.

a) {0,1}

b) {0,1,2,3,4,5}

c) D

d) {6,7,8,9,10}

124.

a) {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}
b) {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

o) {2, 1)}

d) {(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
125.

a) 2<x<2

b)-1<x<2
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126.

a)(x<-=-5VvVk>)5
b)-1<x<1
O(-1<x)v(x>9)
d)25<x<35

127.

A (x<-DVvEx=>20)
b)l<x<2

c)-1<x<2

128.

a) x =-10

b) (x <£10) A (x # —10)
c)x<10

d o

129.

a) Tiina ldhettdd tekstiviestin Eliakselle.

b) Elias ei ldheti tekstiviestia Tiinalle ja Elias ldhettdd tekstiviestin Vilmalle.

¢) x lahettdd tekstiviestin itselleen.

d) y lahettdd Rasmukselle tekstiviestin jos ja vain jos Rasmus ldhettda y:lle

tekstiviestin.
130.

a) {Helsinki, Praha}
b) {Praha, Milano}

¢) {Rovaniemi}

d) {Rovaniemi, Praha, Milano}

e) {Helsinki, Milano}
131.

a) Ei.
b) On.
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132.

a) Ei.

b) On.
¢) On.
d) On.
133.

—_3
a) x = 3
b) @
134.
a) {1,2,3,4,6,12}
b) {1,4,9,16}
¢) {9,16}
d) {1,4,5,7,8,10,11,13,14,15}

135.

a) {(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1),(2,2,2)}
b) {(1,1, 1)}

o) {(1,1,1),(2,2,2)}

d) o

e) {(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(2,1,1),(2,1,2),(2,2,1),(2,2,2)}

£ {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}
2 {(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(2,1,1),(2,1,2),(2,2,1)}

136.

Ax=-5vEx=-DvExx=0Vvix=1
b)x=1

137.

a)(x<5V(6B<X)
b)(-2<x<5V(6<Xx)

138.

A xER,xE]— 00,00
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b)-4<x<8,x€e]—-48]
c)4<x<-3,xe]—-4,-3]
D x<-5V(4<x<-3),(x€]—00,-5]lV(xe]—-4,-3)

139.

a) (x <0)V(x>20)
b) 0 < x <20
)xeR\{0}ex#0

140.

a) Kaikki koulun opiskelijat ovat taysi-ikdisia.
b) Ainakin yksi koulun opiskelija on téysi-ikédinen.
¢) Ainakin yksi koulun opiskelija ei ole tiysi-ikdinen.

d) Yksikédén koulun opiskelija ei ole tdysi-ikdinen.
141.

a) Lause on epitosi, silli 0 € R ja [0] = 0.

b) Lause on tosi, silld reaaliluvun itseisarvo on aina suurempaa tai yhti suurta kuin 0.
¢) Lause on tosi, silld 1 € Nja 1% < 2.

d) Lause on epitosi, silld yhtilon x* = 2 ratkaisut \/5 ja —\/5 eivit ole luonnollisia
lukuja.

142.

a) Vx € R(x # 0) Lause on epitosi, silld 0 € R.

b) 3x € Z(+/x = x) Lause on tosi, silli 1 € Z ja /1 = 1.

¢) Vx € Z(x* # 7) Lause on tosi, silld yhtdlon x> = 7 ratkaisut \/7 ja —\/7 eivit ole
kokonaislukuja.

143. Koska —1 € R ja \/(-1)? = \/T =1 # —1, niin yhtiilo Vx € R(V/x2 = x) on
epatosi.

144.

a) Jokaisella on jonkun puhelinnumero.
b) Ainakin yhdelld pelaajalla on kaikkien puhelinnumerot.

¢) Ainakin yhden pelaajan puhelinnumero on kaikilla pelaajilla.
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145.

a)dx € Z, Vy € Z (x < y) Lause on tosi, silld tima pitee, kun x = 1.

b) I3x € Z_Vy € Z_(x < y) Lause on epitosi, silli jos x € Z_,niinx -1 € Z_ ja
x—1<xVxeZ._.

146.

a) Lause on epdtosi, silli 0 € Rja-3x € R(x-0=1).

b) Lause on tosi, silld luku 1 on tdllainen luku.
147.

a) Lause on tosi, silli2 e Rja2-2=4=2+2.

b) Lause on epitosi, silld jos x = 1 € R, niin tiytyisi olla
l-y=1+ye y=1+y< 0=1, miki on ristiriita.
148.

a) "WVxM(x)
b) Ix—~M(x)
c) ~dxM(x)
d) Vx—M (x)

149.

a)dx € Z(x > 12)

b) Vx € Z(x*> # 12)

) Vx e N(x2 #9) Vv (x > 35))
d)Ix eN(x £0) A (x < 1))
150. Koska 3,4,5 € Z, ja3* +4* = 9 + 16 = 25 = 5% niin viite on tosi.
151.

a) Vx(M (x) A 1(x))

b) Vx(M (x) = 1(x))

¢) Vx(M (x) = —~I(x))

d) Ix(M (x) = ~I(x))

152.

a) Vx(=T (x, x))

b) IxVy(=T'(y,y) = T(x,y))
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153.

a) On olemassa suora, joka on laskeva. Lause on tosi.
b) Kaikki suorat ovat joko nousevia tai laskevia. Lause on epétosi.
¢) On olemassa suora, joka ei ole nouseva eiké laskeva. Lause on tosi.

d) Mikéin suora ei ole nouseva.
154.

a) Lause on tosi, silld reaaliluvun nelio ei ole koskaan negatiivinen.
b) Lause on epitosi, silld Vx € N(x2 > 0).

c) Lause on epitosi, silli2 € Rja2-1)2-3)=-1-1=-1<0.
d) Lause on tosi, silli 0 € R ja —0> =2 = -2 < 0.

155.

a) Ratkaistaan funktion x> — 3x + 3 = 0 nollakohdat:

=)V D3P -413 3+1/3
X = =
2

2-1

Koska diskriminantti —3 on negatiivinen, niin yhtélolld ei ole ratkaisuja. Liséksi koska
yhtilon x> — 3x + 3 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli, niin pitee x> — 3x + 3 > 0

Vx € R. Siis lause on epitosi.

b) Koska x? —3x + 3 > 0 Vx € R, niin Vx € R(x? — 3x + 3 > 0). Siis lause on tosi.
156.

a)Jos x =y = -1 € R, niin 4/xy =1/(-1) - (-1) = \/T = 1, mutta

\/§ . \/} = 4/—1- v/ —1, jota ei ole midritelty reaalilukujen joukossa.

b)Kunx=y=1€Rniin/xy=V1-1=V1=1=1-1=v1-V1=x- /.

c)x>0Ay=>0
157.

a) AxVyS(x,y)
b) Vx3yS(x,y)
¢) Vx3y-S(x,y)
d) VxS (x, y)

158.
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a) Lause on tosi, sillijosx € Z jay = x*e Z ., niin \/_ =Vx?=|x|=x.
b) KoskaVx € R(x > 0> —1),niinVx € R(x > —1) © Vx € R(x —4 > -5).
Valitaan y = —5. Nyt pitee Iy € RVx € R(x — 4 > y) eli lause on tosi.

159.

a) On olemassa ainakin yksi opiskelija, joka ei saa tistd kurssista arvosanaa 10.
(3Ix~K(x)) Kaikki opiskelijat eivit saa tdstd kurssista arvosanaa 10. (=Vx K (x))
b) Ei ole olemassa opiskelijaa, joka saisi tdstd kurssista arvosanan 10. (-3xK(x))

Kukaan opiskelija ei saa tistd kurssista arvosanaa 10. (Vx—K(x))
160.

a) dxP(x)
b) Vx(=P(x) A 7Q(x))

161.

a)dxe]—1, oo[(\/; > x) Negaatio on epitosi, koska

\/;>1 ||-\/;>0
SVx Vx> yx

&x > \/xVx € ]1,00[

b) Vx € G;D(x3 # 5) Negaatio on tosi, silld yhtélon x> = 5 ainoa ratkaisu on

x = % & Q.
c)Vvne ZVme Z(n#2m)A(m#2m+ 1)) Valitaann =2 € Zjam=1 € Z.
Tilloin n = 2 =2 - 1 = 2m, joten negaatio on epétosi.

162.

a) Funktio f : X — Y saa jokaisessa pisteessd x € X jonkin arvon.

b) Funktio f : X — Y ei saa kahta eri arvoa missiin pisteessd x € X.
168.

a)l+2+34+44=10,24+3+4+4+5=14,3+4+5+6=18
b) {mm+1,m+2,m+3}
cm+(m+1)+(m+2)+(m+3)=m+m+m+m+14+2+3=4m+6 =2(2m+3)

169. Parillinen luku voidaan esittdd muodossa 2k ja pariton luku muodossa 2/ + 1,
missd k, ! € Z. Tilloin summaksi saadaan 2k + 2/ + 1 = 2(k + /) + 1, joka on pariton.
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170. Parilliset luvut voidaan esittdd muodoissa 2k ja 2/, missé k, ! € Z Télloin tuloksi

saadaan 2k - 2/ = 2(2kl), joka on parillinen.

171. Merkitiin rationaalilukuja ¢, = % jag, = % Nyt seki luvut m,, n;, m, ja n,
1 2
ovat kaikki kokonaislukuja, ja n;,n, # 0. Lukujen ¢, ja ¢, tuloon g3 = ¢q,9, = 21:2.
172
Koska kahden kokonaisluvun tulo on aina kokonaisluku, sekd luvun g5 osoittaja ettid

nimittdja ovat kokonaislukuja. Lisiksi myos nn, # 0, joten nimittija ei ole nolla, ja

siten g3 on rationaaliluku.
172. Todistetaan ensin viite ”a + b on parillinen” = “a — b on parillinen”’: Olkoon

a+ b = 2c, jossa ¢ on kokonaisluku. Nyt

a+b—-2b=2c—-2b
a—b=2(c-0>b)

josta ndhdéén ettd a — b on parillinen. Vastaavasti todistetaan viite “a — b on

parillinen” = “a + b on parillinen”. Oletetaan ettd a — b on parillinen; tilldin

a—b=2c
a—b+2b=2c+2b
a+b=2(c+b)

josta ndhdéén ettid a + b on parillinen. Molemminsuuntaisista implikaatioista seuraa,

ettd koko viite on tosi.

173. Todistetaan kédnteisesti, ettd jos m on parillinen, niin on myos m?. Nimittdin, jos
m on parillinen, m = 2¢ jollain ¢ € Z. Tilléin m*> = (2¢)* = 4¢?, joka on parillinen,

eli viite pitee.

174. Viite on epitosi. Esim. \/5 ja —\/5 ovat irrationaalilukuja, mutta niiden summa,

\/5 (—\/5) = 0 on rationaaliluku.

175. Tehdiin vastaoletus: /3 + % = g, jollain rationaaliluvulla q. Mutta nythin
\/§ =q- % on kahden rationaaliluvun erotuksena rationaalinen, mik4 on ristiriidassa

\/5 :n irrationaalisuuden kanssa. Siis /3 + ;on irrationaalinen.

176. Olkoon a irrationaaliluku, ja b nollasta poikkeava rationaaliluku. Tehddin
vastaoletus: ab = c, jollain rationaaliluvulla c. Koska b # 0, voimme jakaa yhtdlon

b:ll4, ja saamme. a = % Mutta nythén a on kahden rationaaliluvun osaméarani
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rationaaliluku, vastoin oletusta. Siis ab:n oltava irrationaalinen, ja viite on todistettu.

177. Tehdiin vastaoletus: \/g on rationaalinen. Tall6in \/— = % jollaine

yhteistekijattomillad luvuilla kokonaisluvuilla m ja n. Téstd voidaan péatelld, ettd

Vo=

6n* =m

RRIE

2

Nyt siis 6n° parillinen, joten my6s m? on. Johdannon lauseen 4 nojalla tilloin mySs m

on parillinen, eli m = 2k, jollain kokonaisluvulla k. Siis saadaan

6n> = (2k)*
3n? = 2k>.

Edelleen, 2k on siis parillinen, joten on mys 3n%. Koska 3 on pariton, saadaan, etti

n? on parillinen, jolloin taas n on parillinen. Mutta sittenhin m ja n ovat molemmat

parillisia vastoin oletusta. Siis \/gzn on oltava irrationaaliluku.

178. Tehdién vastaoletus, ettd luku on rationaalinen, b € Q. Nyt voidaan ratkaista, etti

11b-5
3b-2

€ Q,

silld rationaalilukujen tulot, summat ja osaméirit ovat rationaalilukuja. Pdddyimme

ristiriitan, joten b:n o oltava irrationaaliluku.
179.

a) Tosi. Esim. 62 + 8% = 36 4+ 64 = 100 = 107, joten kinteisen Pythagoraan lauseen
nojalla 6,8,10 -sivuinen kolmio on suorakulmainen, jonka kaikkien svujen pituudet

ovat lisdksi parillisia.
b) Epitosi. Jos sivujen pituudet a,b,c olisivat parittomia, siis muotoa a = 2a’ + 1,

b=2b"+1,c=2c"+ 1, saadaan pythagoraan lauseella.

a® +b* = c?
Qad + 1>+ @b + 1) =Q2c" +1)°
40" +4a + 14462 +4b' +1=4c+4c' + 1

220" +2a" +2b"* +2b" + 1) =22 +2¢") + 1.
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Mutta nythin vasen luku on parillinen ja oikea pariton, joten téllaisia lukuja, eik siis

vaaditunlaista kolmioitakaan voi siis olla olemassa.

180. Jaetaan ympyran kaari neljddn osaan: yhteen jossa on vain nolla, ja kolmeen
muuhun neljd peridkkaisti lukua sisdltavdadn. Koska kaikkien lukujen summa on
1+2+3+...+12 =78, on jonkin osan lukujen summan oltava vidhintidéin 78/3 = 26.
Nimittdin, jos kaikkien osien summa olisi < 26, olisi my0s kaikkien lukujen summan
yhteensi oltava < 26 4+ 26 + 26 + 0 = 78, mikd on mahdotonta. Viite on ndin
todistettu.

181.

a) 1,4,9,16,25,36,49, 64,81, 100

b) Luonnollisen luvun nelion parillisuus on sama kuin luvun itsensd. Jos nimittdin
luku # on parillinen, eli muotoa 2k jollain luonnollisella luvulla k, niin

n? = (2k)? = 4k* = 2(2k*) on my6s parillinen. Lisiksi jos n on pariton, eli muotoa
2k + 1, n* = 2k + 1)> = 4k> + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1 on pariton, ja olemme

valmiit.

182. Koska luvut ovat parittomia, ne voidaan kirjoittaa muodossa 2a + 1, 2b + 1 ja
2c¢ + 1, jollain kokonaisluvuilla a, b ja c. Mutta silloinha lukujen summa
Ra+D+2b+1)+2c+1)=2(a+b+c+ 1)+ 1 on pariton.

183. Kolme perikkiistd lukua voidaan esittdd muodossa n, n + 1 ja n + 2 jollain
kokonaisluvulla n. Mutta nythédn ndiden lukujen summa
n+(n+1)+ (m+2)=3(n+ 1) on kolmella jaollinen.

184. Kaksi paritonta lukua voidaan esittda muodossa 2a + 1 ja 2b + 1, joillain
kokonaisluvuilla a ja b. Ndiden lukujen tulo on 2a + 1)(2b+ 1) =2(2ab+ a + b) + 1,

siis pariton.

185. Jos a # 0, on a:lla kiinteisluku a™ !, jolloin saamme

ab=0
a(ab) = a0
b=0.

Vastaavasti jos b # 0, niin on oltava a # 0. Siis viitteen toinen suunta on selvi. Lisiksi

jos a =0, ab=0b=0, ja vastaavasti, jos b = 0, joten my0s toinen suunta on selva.

VASTAUKSET 215



186.

a) On kaksi vaihtoehtoa: joka n on parillinen, eli muotoa 2k, tai pariton, muotoa

2k + 1, jollain kokonaisluvulla k. Ensimméiisessa tapauksessa

n? +3n+ 1= (2k)> + 3(2k) + 1 = 2(2k> + 3k) + 1 on pariton, toisessa

P +3n+1=Q2k+1)?+3%Q2k+1)+1 = 22k*+ 5k +2) + 1 on pariton. Siis luku
on aina pariton. Tehdéin vastaoletus: n> + 3n + 1 on parillinen. Nyt on taas kaksi
vaihtoehtoa, n on parillinen tai pariton. a)-kohdan tapaan molemmissa huomataan, ettd

n® + 3n + 1 on pariton, vastoin oletusta. Siis luvun on oltava pariton.

Huomaa, ettd molemmat todistukset ovat rakenteeltaa samanlaiset: suoran todistuksen

voi aina muokata episuoraksi, ja toisinpéin.

187. Huomaa, ettd yhtidlon vasen puoli on aina parillinen, kun x > 0, ja oikea puoli

pariton, joten yhtélolld ei voi olla ratkaisuja.

188. Viite on tosi. Esimerkiksi minkd tahansa irrationaaliluvun tulo luvun

—1
kéinteisluvun kanssa on 1, eli rationaalinen. Siis esim. \/E . \/5 =1€Q

189. Tehdiin vastaoletus: \/g on rationaalinen. T&ll6in voidaan valita

yhteistekijéttomat luvut m ja n, joille /5 = % Nyt

V5=

5n* = m?.

[N

Siis 51> = m? on jaollinen 5:114. Siis tehtvinannon aputuloksen nojalla m on jaollinen

5:114. Olkoon siis m = 5k jollain kokonaisluvulla k. Siis

5n° = (5k)*
n* = 5k°.

Taysin vastaavalla paittelylld ndhddin, ettd myOs » on jaollinen 5:114. Mutta timéa on

ristiriidassa m ja n:n yhteistekijdattomyyden kanssa: ristiriita, siis 4/5 on irrationaalinen.

190. Jos lukuja on n = 2k + 1 kappaletta, ja ne ovat 2a; + 1,2a, +1,...,2a, + 1

niiden summa on
Qa+1)+Qay+1)+...+Q2a,+1) = 2(a;+ay+...+a,)+n = 2(a;+a,+...+a,+k)+1.
Lukujen summa on siis pariton, eikd se voi olla nolla: titen ei voi olla mydskddn niiden
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keskiarvo.

191. Sivujen pituudet voidaan kirjoittaa muodossa 4k ,, 4k, ja 4k,. Nyt siis esim.
p= %(a +b+c)=2%k,+ k,+ k.) = 2n, ja tdysin vastaavasti esim.
p—a=2-k,+k,+ k.) =2n,. Nyt siis alan nelio on muotoa

(2n - 2n, - 2ny - 2n,) = 16(nn,nyn,), eli 16:a jaollinen.
192.

i) Jos yhtélolld olisi positiivisia rationaaliratkaisuja, x, y ja z, ne voitaisiin kirjoittaa

muodossa lavennettuna muodossa x = %, y= y; jaz = %. Nyt
I\ 1 I\ n /\ n
X)) (X)) (%2
d d d

vastoin Fermat'n suurta lausetta.
b) Viite on epitosi. Esim. luvut x = 1, y = —1 ja z = 0 toteuttavat yhtdlon.

193. Vasen epiyhtilo pitee, koska keskelld oleva lauseke on selkeisti epanegatiivinen.
Oikea epiyhtild voidaan kertoa positiivisella luvulla 1 + ab, jolloin se saadaan

yhtédpitidvadn muotoon a + b < 1 + ab, josta edelleen

0L<l+ab—a->b

0<I-a)-0b),
miké on selkeisti totta, silld molemmat tulon luvut ovat positiivisia oletuksen nojalla.
194. b)jac)
195. a) Kylld b) Kylld ¢) Ei d) Ei
196. 2) 66 =22-3b)120=17-7+1¢)-330=-22-15d) -619=-57-11 +8
197.

a) Ei
b) On
¢) On
d) On
e) Ei
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198.

a)7=2-3+1
b)5S1=12-4+3

c) 1000 =8-125
d)3858=39-974+75

199.

a)—22=—-4-7+6
b) —2844 = -79 - 36
c) —3858=-40-97 +22

200.

a)9=0-25+9
b)-9=-1-25+16
c)124=1-120+4

d) —124=-2-120+116
201.

a) 2

b) 4

c) 26

d) 41

202.

a) 10 tayttd pussia, 20 sdmpylad jaa yli.
b) 26 tdytta pussia.

c) 43 tiyttd pussia, 2 sampylai jaa yli.
d) 65 tdyttd pussia.

203. 16.20
204.

a) 1671 =98-17+5

b) —1092 =-91-12+0
c) 48(146 =3-48 +2)
d) 13(72=5-13+7
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205.

)28 +10=802" +1)+2
Vaillinainen osamééré on 8, jakojainnos 2.
b) 3'% + 100 = 93% + 10) + 10

Vaillinainen osaméirad on 9, jakojaidnnos 10.

206. Koska a | bjaa| c niin b = ak ja c = al joillain k,/ € Z. Nyt rb = rak ja
sc = sal. Siis rb + sc = rak + sal = (rk + sl)a. (rk + sl) € Z jaa € Z. Siten
al| (rb+ sc).

209. Joko a = btaia = —b.
210.

a)5n+3=n-5+43

Vaillinainen osamééré on n, jakojainnos 3.
)P +2n+2=m+Dn+1)

Vaillinainen osaméiéra on n + 1, jakojaannos 0.
M +3n—n=3=m>=1Dn+3)
Vaillinainen osaméiri on n® — 1, jakojaannos 0.
d) 20 +3n* +4n+9 = (> +2)2n+3)+3

Vaillinainen osamiiri on n® + 2, jakojaannos 3.

211.
2)0=0-3
=0-3+1
2=0-3+2
3=1-3
4=1-3+1
5=1-3+2
6=2-3
7=2.3+1

Jakojddnnos saa arvoja 0, 1 ja 2.

212. a) On b) Ei ¢) Ei d) On

213. a) Kylld b) Ei c) Ei d) Kylla

214. 2)234=2-117b)408 = —17 - (-24)c) 223 =14 - 15+ 13 d)
—472=4-(-79)+2
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215. a)Eib)Onc)Eid) One) On
216.

a)9=1-6+3

b) 576 =30-19+6
¢)3712=116-32+0

217.

a)—12=-3-5+3

b) —147=-25-6+3

c) —875=-25-35+0

218. a)3=0-174+3b)-3=—-1-17+14¢)88 =1-80+8d) —88 =—-2-80+72
219.

a)3

b) 1

c) 56

d) 79

220. a) Tiistai b) Sunnuntai

221. Kello on 2.28 ja on perjantai.
222. a) Bb) 1821

223.

a) 127

b) —156

c) 11

d) 11, 13 tai 143

224. Aukikertomalla saadaan, ettd
Gn+ D* = @n+ 1)} =81n* + 810 +27n* 4+ 3n = 3Q27n* + 27n° + 9n® + n) eli

kolmella jaollinen. Voidaan myds huomata, etta
Gn+D*=CBn+ 1P =0Cn+1’Cn+1-1)=3nGn+ 1), eli kolmella jaollinen.

225. Kertomalla auki havaitaan, ettd
2n+1)° — 2n— 1)* = 2n = 16(2n° + 4n* + Tn* 4+ n* + n), eli 16:a jaollinen.
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226.

a) Osamiiri 49, jakojdannds 50, jakoyhtils 7°° + 1 =72 - (7% — 1) + 50

b) Osamiiri 7%° — 1, jakojadnnos 0, jakoyhtdls 7°° — 1 = (72 = 1) - (7P + 1) + 0
227. Koska a|b, b = ka, jollain kokonaisluvulla k, ja vastaavasti b + ¢ = na, jollain
kokonaisluvulla n. Nyt ¢ = (b+¢) — b = na — ka = (n — k)a, eli ac.

228. Oletusten mukaan g = kp, ja r = nq, jollain kokonaisluvuilla # ja k. Mutta
nythén r = nq = nkp, eli p on r:n tekija.

229. Oletusten nojalla bc = k(ac), josta jakamalla c:114 (joka ei ole nolla) saadaan
b = ka,eli a|b.

231.

a) Osamaiird on 2n — 3, jakojddnnos 1, jakoyhtilo 2 —n-2= 2n-3)n+1).+1

b) Osaméiri on n’

W+ +6=0>—n+2)(n+2) +2.

— n + 2, jakojaannos 2, jakoyhtdlod

¢) Osamiiri n + 2, jakojadnnos —1, jakoyhtilo n” +2n— 1 = (n+ 2)n — 1
233.

a) 9jad36
b) 11001 ja 1000001000

235. a)2b)0c¢)5

236. Mahdolliset x:n arvot ovat 19, 31, 43, 55, 67, 79, 91, 103, 115, 127,
237. Eivit.

238.

a) Kello 15.00
b) Keskiviikko

239.

a)3
b) 2
ol

240. 0
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241.

a)dq,4qg+ 1,49+ 2jadq+ 3, missiq € Z.
b) 5¢,5¢+1,5¢+ 2,59+ 3 ja5q + 4 missd g € Z.
c)2qgja2q+ 1, missd g € Z.

248. x =3n+2, missin € Z,elix =2 (mod3).
250.

a) Hyokkiys keskiyolla
b) Ali sy rypileiti

251.

a) NGNVA OA MZXICFFYFDDN
b) HOHDS VS EMGUCLLJLFFH

i) g(n) = n + 15 (mod 28)
ii) g(n) = 19n + 7 (mod 28)

253.

a)0
b) 4
c)?2

254. —45,-37,-29, =21, —13, -5, 3, 11, 19, 27, 35, 43

255. On.

256. Maijan isoditi ja Maija ovat syntyneet samana viikonpdivana.
257.

a) toukokuu
b) lokakuu

258.

a) 7
b) 0
c)?2

259. 2
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265. x=4+Tk, missi k € Z

266. Viite on epitosi. Viite ei pade esimerkiksi josm =4,a=2jab = 2.
267. Viite on epitosi. Viite ei pide esimerkiksi josm =3,a=—1jab=1.
268.

2)0={0+km|keZ},1={1+km|k€Z},2={2+km|k € Z},
3=(3+km|ke€Z}jad={4+km|k€ Z}.

b)
+]0]1]2]3]4 0]1]2]3]4
0)0]1]2]3/4 0/0/0/0)0]0
1]1/2]3/4/0 1]10]1]2]3]4
2)2)3/4/0]1 2/10/2/4/1]3
3|3/4/0]1)2 310131742
414/0]1)2)3 410]4]3]2]1

¢) 0 on itsensd vasta-alkio. 1 ja 4 ovat toistensa vasta-alkioita. 2 ja 3 ovat toistensa

vasta-alkioita.

d) 1 on itsensi kéénteisalkio. 4 on itsensi kédédnteisalkio. 2 ja 3 ovat toistensa

kéanteisalkioita. Jaannosluokalla O ei ole kiénteisalkiota.
e) x =3.

f) x =2tai x =3.
269.

a) 4
b) 1
c)0

270.

a)3
b) 4
00
d)2

271. Vihje: 7 = 1(mod 3) ja 2 = —1(mod 3)

272. 0
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273.

a) 2
b) 3

274. Vihje: 7 = 1(mod 3)

275. Vihje: 13 = —1(mod 7) ja 8 = 1(mod 7)
276.

a) On.

b) Ei.

2717.

a) 8

b) 3

278. Vihje: 10 = 1(mod9)

279.

a) Merkitdén alkuperdistd lukua kymmenjarjestelmissd A BC. Kun jérjestys
kddnnetddn, saadaan C BA. Niiden erotus on

100(A - C)+(C - A)=100(A—-C)—(A—-C) =99(A — C), joka on aina jaollinen
kolmella. Néin jakojddnnokseksi saadaan aina 0. Algoritmin loppuosa on

obfuskaatiota, silld se ei riipu alkuperdisestd luvusta.
280.

a) 2
b) 6
c)7
281.
a) 1
b) 0
c)7
d)6

282. On.
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283. 1
284.

a) 8
b) 4

285. 25
287. 0, jos n on pariton, tai 2, jos n on parillinen.
288.

a) Ei ole.
b) On.

289.

a) 1

b) 2
291.

a) Ei ole.
b) On.

¢) On.
d) Ei ole.

306.

a) 1,6, 15,28
b) 2n° —n
317. 2" — 1
321.

a) 1, 5, 14, 30
b) 2n3+2n2+n

323.

a)s
b) 9
o)1
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324.
a) 8
b) 1
325.
a) 17
b) 3
326.

13
a) %

113
b) =3
328. 12
329. 4
330.

a)a
b) 1
c)a
d) a!

332. 1
334.
a) 7
b) 1
c) 15
335.
a)9
b) 13
o1
336.
14
a) E

43
b) 5
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337. 32
338. 18
339.

a)s
b) 1
c) 19

340. Ei voi.

341. 1,2ja 4.

342. Jos n on parillinen, syt(n2 + 3n,n 4+ 2) = 2, muuten syt(n2 +3n,n+2)=1.

344.

a) On ratkaisu.
b) Ei ole ratkaisua.

¢) Ei ole ratkaisua.
345. Ei ole mahdollista.

346.

a) Esimerkiksi x = -3 jay = 1.
b) Esimerkiksi x = —5ja y = 4.

347.

a) Esimerkiksi x = —7jay = 6.
b) Esimerkiksi x = —1jay =0.

348.

a) Ei ole.
b) On, esimerkiksi piste (—1, 1).

349.

a)x=-14+3njay=1-2nne Z
b)x=2+3njay=1-2nne”Z.

350. x=-2+7njay=4—-15n,n € Z.
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351. x=105+179njay=-139-237n,n € Z.
352.

a) Esimerkiksi 6x + 8y =1
b) Esimerkiksi 13x + 24y = 47

353. Ratkaisut ovat x = 16 + 31lnjay = —2 —7n, n € Z. Ndistd ehdon |x| + |y| < 25
toteuttaa ratkaisu x = —15 ja y = 5 sekd ratkaisut x = 16ja y = 2.

354. Vaihtoehdot kun 8 gramman punnuksien méird on x ja 12 gramman punnuksien

maira on y:

x=2jay=7
x=5jay=5
x=8jay=3

x=1ljay=1.

355. Miki tahansa hedelmien méérd muotoa 5 + 23n, missin € Zjan > 0, on

mahdollinen.
357.

a) On ratkaisu.
b) Ei ole ratkaisua.

¢) On ratkaisu.
358. Ei laskenut.
359.

a) Esimerkiksi x = —1jay=>5.
b) Esimerkiksi x = -9 jay =4.

360.

a) Esimerkiksi x = —1jay =4.
b) Esimerkiksi x = =3 ja y = 19.

361.

a)x=14+3njay=-nne”zZ
b)x=-5+3njay=-nne”Z
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362. x=-2+4+12njay=1-5n,ne”Z
363. x=—-10+427njay=31-1325n,ne Z

364. Kaikki ratkaisut ovat x =5+ 17nja y = —4 — 14n, missd n € Z. Niistéd ehdot
—50 < x £0jay > 10 toteuttaa ratkaisut x = —29 ja y = 24 sekd x = —46 ja y = 38.

365. 100 =56 +44, missda 56 =8 -7jad44 =4 - 11.
366. 10 osakasta

367. Merkitddin miesten lukumaérai kirjaimella a, naisten lukuméirai kirjaimella b ja

lasten lukumairia kirjaimella c. Mahdolliset vastaukset ovat
a=20,b=0jac=280
a=17,b=5jac="178
a=14,b=10jac =76
a=11,b=15jac =74
a=8,b=20jac=72
a=5,b=25jac=170
a=2,b=30jac=68.

369. a=4jac=06

371. 2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29
372.

a) On.
b) Ei ole.
¢) Ei ole.
d) On.

373. 79, 83, 89, 97
374.

a) Viite pitee Eukleideen lemman nojalla, silld 97 on alkuluku.

b) Viite ei pade. Vastaesimerkki: m = 11 jan = 5.
375.

a)2-3-7
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b)2°-3.52
c)2-3%.5.7%

376. 27 -3%.5.7

377. Riittdi tarkistaa jaollisuus alkuluvuilla 4/241 asti, eli siis alkuluvuilla 2, 3, 5, 7,
11, 13.

378.

a) Ei ole.
b) On.
¢) Ei ole.
d) On.

380.

a) 1800 =2°.32.57
b)330=2-3-5-11

381.

a)2°.37.52.73
b) 193!

382. Suurin yhteinen tekija:

a)3
b) 5
¢) 50.

Pienin yhteinen jaettava:

a) 210
b) 300
¢) 1386000.

383. 715 sekunnin kuluttua.
384. Ratkaisut ovat:

x=-4ljay=62
x=-19jay=18
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x=-11jay=18
x=—-ljay=-2
x=1ljay=2
x=1ljay=-18
x=19jay=-18
x=41ljay=—-62.

385.

a) Viite pitee, silld syt(6,25) = 1ja 150 = 6 - 25.

b) Viite ei pidde. Vastaesimerkki: luku 18 on jaollinen luvuilla 6 ja 9 mutta ei luvulla

54.
389. 9

391. Kaikki Fermat’'n luvut eivit ole alkulukuja, silld Fs ei ole alkuluku. Tdmé

voidaan todeta laskimella kdaymalld Fermat'n lukuja ldpi.
394. 12
395.

a) On.
b) Ei ole.
¢) On.
d) Ei ole.

396.

a) Viite ei pidd paikkaansa. Vastaesimerkki: m = 9 jan = 19.

b) Viite pitad paikkansa Eukleideen lemman nojalla, silld 149 on alkuluku.
397.

a)2-32.7
b)2*.3-52-11
c) 26 .56

398.
a) On.
b) On.
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¢) Ei ole.
d) Ei ole.

399.

a) Luku ei ole alkuluku.
b) Luku ei ole alkuluku.
¢) Luku on alkuluku.

401. Esimerkiksi 10 pienintd # siten ettd n ja n + 2 ovat alkulukukaksoset ovat: 3, 5,
11,17, 29, 41, 59, 71, 101, 107.

402.

a) 132 =2%.3-11
b) 1

403.

a) 24 .73 . 117
b) 1763 = 41 -43
€)910=2-5-7-13

404. Suurin yhteinen tekija:

a) 35
b) 20
c) 21.

Pienin yhteinen jaettava:

a)770=2-5-7-11
b) 58800 =2%.3.52.72
€)2-33.5.72.11-13.

405.

syt(117325,16625) = 5% - 19 = 475
pyj(117325,16625) = 5% - 7- 13 - 19?

406.

a) 3570 millisekunnin kuluttua.
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b) Virhe kirjassa: tehtivii ei voi ratkaista annetuilla tiedoilla, mikili ei tunneta

pulsarien pyorimisen yhteyttd radiopulsseihin.
407.

a) Viite ei pide. Vastaesimerkki: luku 60 on jaollinen luvuilla 15 ja 12 mutta ei
luvulla 180.

b) Viite pitee silld syt(36,5) = 1 ja 180 = 36 - 5.
410. 45

412. 45

414.

a) 4,25, 168, 1229, 9592
b) Alkulukujen méérd kasvaa, koska niitd on dédrettomén paljon.
c) 0,4, 0,25, 0,168, 0,1229, 0,09592

d) Tiheys nédyttdd 1dhestyvin nollaa, eli suuret luvut ovat harvemmin alkulukuja.
415.

a) 3,7,31,127
b) Eivit. Esim. 2!' — 1 = 2047 =23 - 89
¢) Jos p = kn, niin pitee 22 — 1 = (25" — 1 = 2% = D@ + ... + 25 + 1), jossa

molemmat tekijit ovat ykkostd suurempia.
424.

a) tosi

b) epétosi
425.

a)—(—A)=A
b) —(A- B) =(-A) + (-B)

426.

a)(—A)+(A-B)
b) (=A4)-(=B)) + (A - B)

429. Olkoon x,y C z
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A xXNx=x
b)xuz=z

c) xN =
d)z\(z\x)=x
e)xuU(xny =x
HxNnxuy =x
430.

a) x

b)x-y
c)a+(-c)
d)a+b

e)a-b

f) 1

431.
a)x+(y-z2)
b) x

c)x+y
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jaannosluokka modulo m, 112 lemma, 85

jakojdénnos, 94 looginen algebra, 171
jaollisuus, 94 looginen seuraus, 29
johtopaitos, 7 looginen yhtédpitivyys, 29

jos ... niin, 18 loogisesti ekvivalentti lause, 40
joukko, 51 loogisesti pitevd, 7

julkinen avain, 162 lukujérjestelma, 102

julkisen avaimen salakirjoitus, 161 M

K méidrittelyjoukko, 66
kédinteinen todistus, 87 matemaattinen induktio, 8
kaikkikvanttori, 76 matemaattinen logiikka, 8
kaksijérjestelmad, 102 Mersennen alkuluvut, 169
kaksoisnegaation laki, 42, 43 modus ponens, 43

kantaluku, 102 modaus tollens, 43

kertoma, 126, 135 molekyylilause, 18

kiinalainen alkulukutesti, 160 multiplikatiivinen funktio, 161
kolmannen poissulkevan laki, 41 multiplikatiivinen kédanteisluku, 162
kolmiarvoinen logiikka, 41 N

komplementti, 53

kongruenssi, 103 negaatio, 18

kongruentti modulo &, 103 [0)

konjektuuri, 160 olemassaolokvanttori, 76

konjunktio, 18 oletus, 7, 85

konnektiivi, 18 osajoukko, 52

kontraposition laki, 42, 43 osamairi, 94

konveksi, 124 otaksuma, 160
kupera, 124

kvanttori, 76 P
kymmenjirjestelmi, 102 perusjoukko, 52

pienin yhteinen jaettava, 158
L

laajennettu Eukleideen algoritmi, 163

pienin yhteinen monikerta, 158

poissulkeva tai, 33

lause, 85 potenssijoukko, 60
least common multiple, 158 predikaatti, 65
leikkaus, 53 predikaattilogiikka, 65
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propositio, 17 X

xor, 33
R
ratkaisujoukko, 65 Y
reductio ad absurdum, 43 yhdiste, 54
ristiriitainen lause, 40 yhdistetty lause, 18

ristiriitatodistus, 88

S

salainen avain, 162
samastus, 67

sumea logiikka, 41
suora todistus, 86
supistettu muoto, 88

suurin yhteinen tekija, 131

T

tdydellinen induktio, 8
tai, 18

tautologia, 40

tekijd, 88

teoreema, 85
todistaminen, 85
todistus, 86
totuustaulu, 18

tyhja joukko, 53

U

universaalikvanttori, 76

A\

viite, 85

vapaa muuttuja, 65
vastaesimerkki, 77
vastaoletus, 87

Venn-diagrammi, 52

HAKEMISTO 237



	 Logiikka ja päättely
	 Loogiset lauseet
	Atomilauseet, konnektiivit ja totuusarvot
	Implikaatio ja ekvivalenssi
	Monimutkaisempia loogisia rakenteita

	 Logiikka ja matematiikka
	Joukko-oppia
	Avoin lause ja konnektiivien joukko-opillinen tulkinta
	Kvanttorit

	 Matemaattisen väitteen todistaminen
	 Johdanto lukuteoriaan
	Jaollisuus ja jakojäännös
	Kongruenssi
	Kongruenssin sovelluksia
	Luonnolliset luvut ja induktioperiaate

	 Lukuteorian tuloksia
	Suurin yhteinen tekijä ja Eukleideen algoritmi
	Diofantoksen yhtälöt
	Alkuluvut ja aritmetiikan peruslause

	 Looginen algebra ja Boolen algebra
	Looginen algebra
	Boolen algebra

	Vastaukset ja hakemisto
	Vastaukset
	Hakemisto


