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MAAZ2 - Polynomifunktiot

Polynomit ovat hyvin keskeisii sovelletussa matematiikassa. Niin fysiikan, kemian,
tietotekniikan kuin myds taloustieteiden parissa varsin monet laskutoimitukset pel-
kistyvit lopulta polynomien késittelyksi. Esimerkiksi sellaiset tietotekniset sovellu-
tukset kuten hahmon tunnistaminen kuvasta, danen kompressointi (mp3) ja vaikkapa
sikion sydédnéénien erottaminen perustuvat lopulta polynomien laskentaan. Itse asias-
sa polynomit ovat niin yleisid matematiikassa, ettd riippumatta sovellusalueesta ne

on hyvi tuntea perusteellisesti.

Pitkdn matematiikan toisella kurssilla MAA2 Polynomifunktiot késitelldan polyno-
mifunktioita, -yhtéloiti ja -epdyhtélditd. Kurssilla syvennetidin ensimmaéisen kurssin
asioita ja sovelletaan niitd polynomien maailmassa. Oppikirja on rakennettu siten,
ettd aiheet esitelldiin lukujen alussa ja havainnollistetaan esimerkein. Tehtdvid on
runsaasti ja niiden tarkoituksena on saada opiskelija sisdistimézn opiskellut asiat ja

siirtdiméin ne kaytantoon.

Téssd kirjassa kiymme lapi opetussuunnitelman mukaiset keskeiset sisdllot, joita

ovat

* polynomien tulo ja binomikaavat

* polynomifunktio

* toisen ja korkeamman asteen polynomiyhtalot

* toisen asteen yhtédlon juurten lukuméérén tutkiminen

* polynomiepéyhtilon ratkaiseminen.
Opetussuunnitelman mukaiset kurssin keskeiset tavoitteet ovat, ettd opiskelija

* harjaantuu késitteleméédn polynomifunktioita

* oppii ratkaisemaan toisen asteen polynomiyhtélitd ja tutkimaan ratkaisujen

lukumaaraa
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* oppii ratkaisemaan korkeamman asteen polynomiyhtiloiti, jotka voidaan rat-

kaista ilman polynomien jakolaskua

* oppii ratkaisemaan yksinkertaisia polynomiepayhtaloita

10 MAA2 - POLYNOMIFUNKTIOT



LUKU 1
Polynomi

1.1 Polynomi

] FA =] Opetus.tv: polynomien peruskdsitteet (9.00)
"

E = http://opetus.tv/maa/maa2/polynomien-peruskasitteet/

1.1.1  POLYNOMIT

Polynomit ovat matematiikassa ryhma erittdin tirkeitd lausekkeita.

Polynomin mddritelmd

» Lauseke, jossa esiintyy vain
— muuttujien potensseja (eksponentti luonnollinen luku, mukaan lukien 0)
— kerrottuna jollakin vakiolla seka

— ndiden potenssien summia.
Polynomissa voi olla yksi tai useampia muuttujia, tai se voi olla muuttujaton vakio-
polynomi. Vakiopolynomin tapauksessa muuttujan eksponentin ajatellaan olevan O,

silld x° = 1, jolloin muuttuja — oli se miké hyvinsi paitsi nolla — katoaa. (Muista,

ettd 0%:n arvo ei ole hyvin médritelty.)

POLYNOMI 11


http://opetus.tv/maa/maa2/polynomien-peruskasitteet/

ESIMERKKI 1.1
Kaikki seuraavat lausekkeet ovat polynomeja:

4 ei muuttujia (4 =4 - 1 = 4x%)
2x + 1 muuttujana x (x = xl)

5x> +x—7 muuttujana x

—3¢1%0 muuttujana ¢

y muuttujana y

Y41 muuttujana y

xy2 + xzy muuttujina x ja y

ESIMERKKI 1.2
Miksi muuttujan ¢ lausekkeet
a) %
b) 7'
c) \/; +2ja
d) t*

eivdt ole polynomeja?

Ratkaisu. a) % ei ole polynomi, silld muuttujan ¢ eksponentti ei ole

luonnollinen luku: % =2 % =2t ja-1¢&N.
b) #' ei ole polynomi, silld muuttuja on eksponentissa eiki potenssin

kantalukuna.

c) \/; + 2 ei ole polynomi, silli nelidjuuri ei ole esitettdvissi potenssina, jonka
eksponentti olisi luonnollinen luku: \/; +2= t% +2,ja % & N.

d) t” ei ole polynomi, silld muuttujan eksponentti ei ole luonnollinen luku:

7 & N. (x on irrationaaliluku.)

Polynomi on summalauseke, joiden yhteenlaskettavia kutsutaan termeiksi. Puhum-
me vain yhteenlaskusta, vaikka polynomissa esiintyykin miinusmerkkeja, silld jokai-
sen erotuksen voi esittid summana viahennyslaskun mééritelmén x — y = x + (—y)

mukaisesti (ks. Vapaa matikka 1).

Termien kertoimet on tapana kirjoittaa muuttujan potenssin vasemmalle puolelle.
(Tietenkin esimerkiksi 2x tarkoittaa samaa kuin x2, koska reaalilukujen kertolasku on
vaihdannainen.) Jos erillistd kerrointa ei ndy, se on 1, silld 1-x = x. Miinusmerkkinen

termi tulkitaan niin, ettd sen kerroin on —1. Ensimmdisen eli vasemmanpuoleisimman
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termin kertoimen positiivisuutta ei tarvitse erikseen néyttdd plusmerkilla.

Termejd, jotka eivit sisdlla muuttujaa, kutsutaan vakiotermeiksi. Vakiotermit voivat
koostua misti tahansa luvuista. Vakiotermin kerroin on kyseinen vakio itse, silld

miki tahansa luku voidaan ajatella olevan muuttujan nollannen potenssin kerroin.

ESIMERKKI 1.3

Kirjoita polynomi * — £* — %tz — 9001 muodossa, missé ei esiinny
viahennyslaskua. Mitké ovat polynomin termit? Mitka ovat ndiden termien

kertoimet?

Ratkaisu. Vihennyslaskun méaéritelmén perusteella
-1 - %ﬂ —9001 ="+ (-)) + (—%zz) +(=9001).

Tistd muodosta ndhdéin helposti, polynomin termit eli yhteenlaskettavat osat

3

ovat t4, -, —%tz ja —9001. Termin t* kerroin on 1, termin —# kerroin on -1,

termin —%tz kerroin on —%, ja vakiotermin kerroin on vakio itse eli —9 001.

ESIMERKKI 1.4
I Polynomissa —2x> — 5x + x — \/5 on nelji termii: —2x>, —5x2, x ja —\/5.

Polynomi-sanan poly’ on kreikkaa ja tarkoittaa montaa. Erityisesti yhden termin
polynomeja kutsutaan monomeiksi, kahden termin polynomeja binomeiksi, kolmen

termin polynomeja trinomeiksi ja niin edelleen kreikkalaisten lukusanojen mukaan.

ESIMERKKI 1.5
Esimerkkejd polynomeista, joissa on eri mairé termeja:
monomi  binomi trinomi
—3x2 x*-5 V¥ +3y—x
42 x+y 1—z—2z?

y xz—13 x3¥-27y-3z

Muuttujan eksponenttia kutsutaan termin asteeksi tai asteluvuksi. Vakiotermin aste

on nolla. Polynomin aste on suurin sen sievennetyn muodon termien asteista.

ESIMERKKI 1.6
I Mitki ovat polynomin x* — 2x* 4 42 termit ja niiden asteet? Miki on

polynomin aste?
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Vastaus. Polynomin x* — 2x* 4 42 termit ovat x*, —2x* ja 42 ja niiden asteet
ovat nelja, kolme ja nolla. Polynomin aste on sama kuin sama kuin korkein

termien asteista eli nelja.

Polynomin todellisen asteen saaminen selville voi vaatia polynomin sieventdmista.

ESIMERKKI 1.7

2 — x? + 1 ei ole toisen, vaan nollannen asteen polynomi, silli

Trinomi x
sievennettyni x> — x> + 1 = 1 = 1x°. Sieventiminen muutti trinomin

monomiksi.

Useamman muuttujan tapauksessa polynomin termien asteet lasketaan muuttujien

potenssien summana.

ESIMERKKI 1.8
a) Monomin x°y?z aste on 6, silli muuttujien eksponenttien summa on
3+42+1=6.
b) Trinomin X0+ x2y5 — 1 aste on 7, silld korkea-asteisin termi on xzy5 ,jasen
asteon2+5="17.

Koska yhteenlasku on vaihdannainen ja liitinnéinen, polynomin termit voi kirjoittaa
missi tahansa jirjestyksessi. Esimerkiksi polynomi y* + y* — 1 voidaan kirjoittaa
tdysin yhtenevisti myos jirjestyksessd —1 + y* + y%. Yleensi polynomien termit
kirjoitetaan niiden asteen perusteella laskevaan jérjestykseen niin, etti korkeimman
asteen termi kirjoitetaan ensin. Termit on joskus tapana ryhmitelld — jos mahdollista

— myOs muuttujittain.

ESIMERKKI 1.9
Miki on polynomin 372 — 1 4¢3 aste? Miki on korkeimman asteen termin

kerroin?

Ratkaisu. Aloitetaan jérjestimaélld polynomin termit asteluvun mukaiseen

laskevaan jérjestykseen:

312—1+ 1 =P432—1

Vastaus. Polynomi on kolmatta astetta. Korkeimman (eli kolmannen) asteen

termin kerroin on 1.
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ESIMERKKI 1.10

Kuinka monetta astetta on (kahden muuttujan) polynomi x>+ 2xy2 + xy?

Ratkaisu. Merkitién selkeyden vuoksi molempien muuttujien kaikki

eksponentit nidkyviin:
x? +2x'y? + x!y!

Kun termissd on kaksi eri muuttujaa, niin termin asteluku on ndiden muuttujien
eksponenttien summa. Néin ollen ensimmdisen termin aste on kaksi, toisen
termin aste on 1 + 2 = 3 ja kolmannen termin aste on 1 + 1 = 2. Jirjestetdédn

termit vield asteiden mukaiseen laskevaan jirjestykseen:
x? +2x'y? + x!y!

2x1y2 +x1y1 + x?

Vastaus. Polynomin asteluku on kolme.

1.1.2  POLYNOMIN YLEINEN MUQTO

Opetus.tv: polynomin tdsmdllinen mddritelmd (6:10)

http://opetus.tv/maa/maa2/polynomin-tasmallinen-maaritelma/

Formaalisti kirjoitettuna yhden muuttujan polynomin yleinen muoto on

1

n n—
a,x +a, x " +..+ax+q

jollakin n € N. Muuttuja n kertoo polynomin asteen, ja kertoimet ag, ay, ..., a,_;, a,
ovat reaalilukuvakioita. Kertoimen symbolilla @ on juoksevana alaindeksinid sama
luku # siksi, ettd vakioita on yhtd monta kuin on polynomin aste. Jos jokin kertoimista

on 0, kyseinen termi katoaa nollan kertolaskuominaisuuksien vuoksi.

ESIMERKKI 1.11
I Polynomi —3x!3 — %xz — 17 on polynomin yleistd muotoa siten, ettd n = 13,

any=-3,a,= —% ja ag = —17, ja kaikki muut kertoimet ovat nollia.
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Jokainen lauseke, joka on esitettidvissd polynomin yleisessd muodossa, on polynomi.

ESIMERKKI 1.12

2 3 2
Lauseke =X+

ei ensi ndkemaltd ndytd polynomilta murtolausekkeen
nimittdjassd olevan x:n vuoksi. Lauseketta on kuitenkin mahdollista sieventidd
esimerkiksi jakamalla murtolauseke kahteen yksinkertaisempaan
samannimiseen murtolausekkeeseen ja timin jilkeen supistamalla termeittdin:
3,2 3 2
PO 2 X o oxP4x
X X X
Nyt ndhdéén selvisti, ettd kyseessé on toisen asteen kaksiterminen yhden
muuttujan polynomi. (Huomataan kuitenkin, etti alkuperdisen esitysmuodon

vuoksi x # 0, koska nollalla jakamista ei ole mééritelty.)

1.1.3  POLYNOMIFUNKTION ARVO

Opetus.tv: polynomiesimerkkejd (6:59 ja 7:43)

http://opetus.tv/maa/maa2/polynomiesimerkkeja/

Polynomi reaalilukujen laskutoimituksena maérittda funktion, jota kutsutaan poly-
nomifunktioksi. Oletusarvoisesti kaikkien lukiomatematiikassa kasiteltdvien poly-
nomifunktioiden méirittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko R, ja tdlldin myos
funktion arvot reaalilukuja. (Numeeristen ja algebrallisten menetelmien syventivél-
14 kurssilla tarkastellaan polynomifunktioita myds reaalilukujoukkoa laajemmalla

kompleksilukualueella C.)

Polynomifunktioita nimetiin tyypillisesti suuraakkosin kuten P, Q tai R. Niin kuin
ensimmdiselld kurssilla opittiin, funktion arvoja lasketaan sijoittamalla funktion

lausekkeessa muuttujan paikalle eri miérittelyjoukkoon kuuluvia lukuja.
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ESIMERKKI 1.13
Polynomi 5x> — 3x + 2 mirittid funktion P : R — R, jonka arvot voidaan
laskea kaavalla P(x) = 5x> — 3x + 2. Lasketaan funktion arvoja sijoittamalla

joitakin (mielivaltaisia) lukuja muuttujan x paikalle:

PQ2)=5-22-3-2+2=20-6+2=16
P(-1)=5(-1=-3(-1)+2=5+3+2=10
P(=3)=5(=3)> =3(-3)+2=45+9+2 = 56.

ESIMERKKI 1.14
Polynomi x* — x médrittdd reaalifunktion Q, jonka arvot voidaan laskea
yhtildsti Q(x) = x> — x. Laske funktion arvo muuttujan arvolla x = —1.

Ratkaisu. Sijoitetaan funktion laskulakiin x>

— X muuttujan x paikalle haluttu
uusi arvo —1. Talloin funktion arvoksi kohdassa x = —1 saadaan

O-H=(=1)?-(-D=1+1=2.
Vastaus. Q(—1)=2

ESIMERKKI 1.15
* Madritellddn kahden muuttujan polynomifunktion R arvot kaavalla

R(x,y) = xy — yz. Lasketaan funktion arvot R(0,0), R(1, — 1) ja R(—1,1):

Merkintd R(0,0) tarkoittaa, ettd molemmat muuttujat saavat arvon 0. Télldin
suoralla sijoituksella saadaan R(0,0) =0-0 — 0> =0.

R(1, — 1) tarkoittaa, ettd funktion ensimméiinen muuttuja x saa arvon 1 ja
jilkimmaédinen muuttuja y saa sarvon —1. Sijoituksella lasketaan
RI,-D=1-(-)= (=1 =-1-1=-2.
Samoin R(-1,)=-1-1-1*=-1-1=-2.
Polynomeja ja polynomifunktioita késitelldéin usein yhtdldisesti; voidaan esimerkiksi
sanoa “polynomi P(x) = 2x + 17, vaikka tarkoitetaan vastaavaa polynomifunktiota.
Usein on yksinkertaisesti kédtevdd nimeti kéasiteltidvia polynomeja, vaikkei alettaisi

madritelld tarkasti niiden ominaisuuksia funktioina (méérittelyjoukko, arvojoukko

jne.; ks. Vapaa matikka 1).
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Tehtdvid

Opi perusteet

1. Mitka seuraavista ovat polynomeja?
a) i

b) 5x — 125

©) Vx+1

d) 3x* +6x* +9

e) \/Ex - X

fH4&*+5x+6

g v +2n

4y*—y
h) =
i) 6x;40

2. Taydenni taulukko. Polynomeissa on vain yksi muuttuja, x.

[=]
‘B
=
£
£
g
8
Hav) = 2
1
[l <
2 E|£ ¢
=| E| 5|8
El £ 5|3
polynomi gl 2| 8¢
—2x*+6x [2|-=2[21]0
7% —x — 15
21-91 2|5
1| -51|99
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3. Miki on/mitki ovat polynomin P(x) = x° — 3x> + 2x — 1

a) aste

b) termit

¢) kolmannen asteen termi
d) kolmannen termin aste

e) vakiotermi?

4. Olkoot P(x) = x>+ 5ja Q(x) = x> — 1. Laske

a) polynomin P(x) arvo, kun x = 2
b) polynomin Q(x) arvo, kun x = 1
c) P(-7)
d) O(-D).

Hallitse kokonaisuus

5. Mitka ovat seuraavien polynomien asteet?

a) x> +3x—5

b) 100 + x

¢) 3x +90x® + 2x

d) 12x' 4 34x? + 56x> + 78x° 4+ 90x°
6. Olkoot P(x) = x> +3x +4ja
O(x) = x> — 10x + 1. Laske

a) P(—1)

b) 0(-2)

c) P3)

d) 0(0)

e) P(2x).

POLYNOMI
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Lisaa tehtivia

7. Tdydennd taulukko. Polynomeissa on kaksi muuttujaa, x ja .

polynomi
x+xy2 +6y° =1
ax® 4+ y* —4by* + \/5
100x + x>y* — 99y
Vis 3
8y— TX

\/5xy6 + % —4x?

8. % Maidritellddn kahden reaalimuuttujan polynomifunktio kaavalla f(x,y) =

+ | termien lukumaari

— | korkeimman asteen termin kerroin|
w | polynomin asteluku

— | 2. asteen termin kerroin

xy* + x%y.
a) Laske funktion arvo f(—1,2).
b) Onko f(x,y) = f(y,x) kaikilla x ja y?

9. x Kahden muuttujan (x ja y) binomista tiedetdiin, ettd sen asteluku on kaksi,
vakiotermeja ei ole, ja kaikkien termien kertoimet ovat ykkosid. Luettele kaikki
mahdolliset polynomit, jotka toteuttavat niméa ehdot.

10. % Madrita kolmen muuttujan (x, y ja z) polynomifunktion R(x,y,z) = ax® +
298 —\/56xy* + y*z —4zarvo, kun x =0, y = \/Eja z= %
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1.2 Polynomeilla laskeminen

Polynomilausekkeiden kisittely on vilttamiton taito matematiikassa, ja siksi tdhin

lukuun kannattaa paneutua huolella.

Polynomeja voidaan reaalilukujen osittelulain nojalla kertoa vakiolla kertomalla

kukin termi erikseen.

ESIMERKKI 1.16
Olkoon P(x) = x> — 2x% + 1. Miériti lausekkeen 4 P(3) arvo.

Ratkaisu. (TAPA 1.) Polynomi P(x) kerrotaan vakiolla 4 kertomalla kukin

termi erikseen.

4P(x) = 4(x> = 2x* + 1)
=4x—4.2x>+4-1
=4x - 8x% + 4.

Maidritetdan polynomin 4 P(x) arvo, kun x = 3

4P(3)=4-3>-8-32+4

=4.27-8-9+4
=108 —72 +4
= 40.

(TAPA 2.) Ratkaistaan ensin P(3), ja kerrotaan se vasta sen jilkeen vakiolla 4.

P3)=3-2.32+1

=27-2-9+1
=27-18+1
=10,
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I jolloin4P(3) =4 -10 = 40.

Vastaus. 4P(3) = 40.

1.2.1 POLYNOMIEN YHTEEN- JA VAHENNYSLASKU

Opetus.tv: polynomien yhteen- ja vihennyslasku (7:36)

http://opetus.tv/maa/maa2/polynomien-yhteen-ja-vahennyslasku/

Kaikkien polynomien summat ja erotukset ovat aina polynomeja. Polynomeja voi-
daan laskea yhteen yhdistdmilld samanasteiset termit. On kétevad aloittaa ryhmittele-
milld samanasteiset termit vierekkidin. Polynomit sievennetiin yleensa aina yleiseen

muotoon asti, jossa on vain yksi termi kutakin astetta kohti.

Samanasteisten termien yhteen- ja vihennyslasku perustuu siihen, ettd soveltamalla
reaalilukujen osittelulakia a(b+c) = ab=+ac oikealta vasemmalle (ks. Vapaa matikka

1) samanasteiset potenssit voidaan ottaa yhteiseksi tekijaksi:

ax" + bx" = (a + b)x"

ESIMERKKI 1.17

e 2x+3x=2+4+3)x =5x

e t—=5t=1t-5t=(1-5t= -4

o 5,1k> +3,04k> = (5,1 + 3,04)k? = 8,14k>

. %y42+ %y42 — (% + %)y42 — (% + %)y42 — %ym — %y42
ESIMERKKI 1.18

Laske polynomien 5x% — x + 5 ja 3x* — 1 summa.

Ratkaisu.

GxP—x+5)+0Bx>*—1)=5x>—x+5+3x>—1
=5x2+3x> —x+5-1

=8x> — x +4.

Vastaus. Polynomien summa on 8x” — x + 4.
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Edellisessi esimerkissd molemmat yhteenlaskettavat polynomit laitettiin rakenteen
selventdmisen vuoksi kaarisulkeiden sisdiin, vaikka niillé ei ollutkaan laskujérjestyk-

sen kannalta mitddn merkitysti.

Polynomeja voidaan vastaavalla tavalla viahentdi toisistaan. Viahennyslaskun tapauk-
sessa on tirkedd laittaa viahennettidvi polynomi sulkeisiin, silld miinusmerkki vai-
kuttaa koko polynomiin, ei vain sen ensimmadiseen termiin. Sulkeet avattaessa pitdd

muistaa vaihtaa kaikkien termien merkki:

ESIMERKKI 1.19

Laske polynomien 4x> + 1 ja 6x> — 2 erotus.

Ratkaisu.

(4x> +1) = (6x° = 2)
=4x3+1-6x>=(=2)
=4x +1-6x>+2
=4x3 —6x>+1+2
=-2x>+3

Vastaus. Polynomien erotus on —2x> + 3.

ESIMERKKI 1.20
Laske polynomien 14x> + 69 ja 3x> + 2x? + x erotus.

Ratkaisu.

(1457 +69) — B +2x% + x) = 1427 + 69 — 3x°=2x% — x
= 14x° —3x° = 2x% — x + 69
=11 =2x>—x+69

Vastaus. Polynomien erotus on 11x> — 2x? — x + 69.
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ESIMERKKI 1.21
Olkoot polynomit P(x) =2x + 1 ja Q(x) = 3x? — 2x + 5. Mdriti summa
R(x) = P(x) + O(x).

Ratkaisu.

R(x) = P(x) +0(x) = 2x+ 1)+ 3x* = 2x +5)
=2x+143x>=2x+5
=3x2+2x-2x+1+5
=3x +6.

Vastaus. R(x) = 3x> + 6.

ESIMERKKI 1.22
Laske polynomien P ja Q erotus R, kun P(x) = —3x* + x> + 1 ja
Q(x) = =3x* + 3x — x. Miki on polynomin R aste?

Ratkaisu.
R(x) = P(x) — O(x) = (-3x* + x? + 1) = (-3x* + 3x° — x)
= 3x +x2+143x* -3 +x

= 3x*+3x* =30 + X+ x+ 1

=33 +x2+x+ 1.

Vastaus. R(x) = B3P+ X2 +x+ 1. Polynomin R aste on kolme.

1.2.2 POLYNOMIEN KERTOLASKU
[E] R S

Opetus.tv: polynomien kertolasku (10:00)

http://opetus.tv/maa/maa2/polynomien-kertolasku/
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Monomien tulo

Kahden monomin tulo sievennetidédn kertomalla kertoimet keskenéén ja kirjainosat

keskenddn. Muista potenssien laskusddnnot (ks. Vapaa matikka 1)!

ESIMERKKI 1.23
Laske a)2x-3x b)=-3x%-(=5x%) ¢)5x% - (-2x)

Ratkaisu. a) 2x-3x=2-3-x-x = 6x°
b) =3x2 - (=5x*) = (=3) - (=5) - x* - x* = 15x°
¢) 5x% - (=2x) = —10x>

Vastaus. a) 6x> b) 15x® ¢) —10x°

Polynomin kertominen monomilla

Polynomeja voi kertoa keskenéin reaalilukujen tuttujen laskusidintdjen avulla. Yk-
sinkertaisin erikoistapaus on polynomin kertominen monomilla, jolloin kiytetiin
osittelulakia a(b + ¢) = ab + ac.

ESIMERKKI 1.24
Laske a)5-(x+3) b)2x(x—-5) c¢)3(a+b+c)

a)5-(x+3)=5-x+5-3=5x+15
b) 2x(x —5)=2x-x—2-x-5=2x>—10x
¢c)3(a+b+c)=3a+3b+3c

Kahden binomin tulo

Kahden binomin tulon laskusdénto perustellaan soveltamalla osittelulakia kahdesti:

(a+b)c+d)=(a+b)-c+(a+b)-d osittelulaki

ac + bc + ad + bd osittelulaki

Kahden binomin tulossa siis kummallakin ensimmaéisen binomin termilld kerrotaan

toisen binomin termit. Saadut nelji tuloa lasketaan yhteen.
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ESIMERKKI 1.25
Laske binomien x + 2 ja x — 5 tulo.

AN
(x+2)(x —5)=x>—5x+2x - 10 = x> = 3x — 10.
S

ESIMERKKI 1.26

Laske binomien x*

A N

(x2—)i)(i—/l):2x3—x2—2x2+x:2x3—3x2+x.

— xja2x —1 tulo.

Yleinen kertolasku

Osittelulain nojalla kahden polynomin tulo saadaan laskemalla yhteen kaikki termit,

jotka saadaan kertomalla termi ensimmaéisesti ja toinen termi toisesta polynomista.
(@a+b)(c+d+e)=ac+ ad + ae+ bc + bd + be

ESIMERKKI 1.27

Laske polynomien x — 3 ja x> — 4x + 3 tulo.

AN

(x=3)x*—4x+3)=x>—4x? +3x=3x>+ 12x -9 =x> = 7x*> + 15x = 9

ESIMERKKI 1.28
Laske polynomien x* — 3x* 4+ 3 ja x> — 2x% + 1 tulo.

(=30 + )P =2x2 + 1)
=x4-x3+x4-(—2x2)+x4-1—3x3-x3—3x3-(—2x2)—3x3 -1
+3x3+3(=2x*)+3 -1
=x" = 2x° 4+ x* =3x8 + 6x° = 3x3 +3x° —6x%2 + 3

=x"=5x°+6x> +x*—6x>+3
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Tehtavid

Opi perusteet

11. Sievenni.

a) 3x + 5x

b) 4x* + 7x*
c) —6y+2y
d) 3x — (—2x)

12. Sievenné.

a)Sx—2+4+2x+7

b) 5x —3y—y—2x
¢) 2x% + x + x> — 5x
Dy =27 +4y -y

13. Sievenni.

a) (X2 =2x+ 1) + (x> + x)

b) By’ +2y* +y) — (=¥ +)

)0 =20+ 22+ 1)+ (20 + 228 - 329

14, Olkoot P(x) = x* + 3x + 4 ja Q(x) = x> — 10x + 1. Sievenni

a) P(x) + O(x)

b) P(x) — O(x)

¢) O(x) — P(x)

d) 2P(3) + O(2).

15. Sievenni polynomifunktiot ja laske funktioiden arvot muuttujan arvoilla 1, —1
ja3.

a) P(x) = (x> —4x +5) + (-=x> + x* + 4x - 2)

b) O(x) = (2x* + x* — 10x) — 3x — 4x* + 5x)

16. Sievennd

a) 2x+3)+x
by Bx—D+(—x+1)
c) 5x+10)+ (6x —6) — (x+3)

POLYNOMI 27



17. Sievennd polynomifunktiot ja laske funktioiden arvot muuttujan arvoilla 1, —1
ja 3.

a) Rx) =4Q2x —4) + (=x> + 1)

b) S(x) = —(2x* —x + 8) + 6(x° = 3x* + 1)

—2(3x° — 10x?)

18. Sievenni.

a) x - x*

b) 5x - 3x

¢) —2(=5x%)
d) 3x2 - (—6x*)
19. Sievenna.
a) 2(x +3)

b) x(x —2)

¢) 3x(1 = 2x)
d) x*(x +5)

20. Sievenna.

a)3(x+2y—4)
b) (x +2)(x + 3)
) B—-x)2x-1)

21. Sievenni lauseke (x? + 1)(x* — 2x). Miki on polynomin aste?

Hallitse kokonaisuus

22. Mitké seuraavista polynomilausekkeista esittdvit samaa polynomifunktiota
kuin x? + 2x + 1?

a) 2x + x> + 1

b) x? +2x + 1

) x+2x0 +1 - +x)

dD1I5+x*+2x+x> —x* - 14

23. Mitka ovat seuraavien polynomifunktioiden asteet, ts. sievennettyjen muotojen
asteet?

a)x+5—x
b) x> + x — 2x°
c)4x° +x*—4—x°

4 3

dx* =23 +x—14+x—x*+x
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24. Pohdi ja madritd sulkuja avaamatta lausekkeen 2+ D*=2x) m

a) aste

b) vakiotermi.

25. Sievenna.

a) (—2x)(4x—1)-3
b) (—x*)(10x — 2)
¢) 5(=2x + 1)(=9x)
d) 2x(x —3)+ 1

26. Sievenné.

a) 2y +50+7)

b) (x — D(x +4)x

27. Ensimmadisen asteen polynomiausekkeen yleinen muoto on ax + b, missi x on
muuttuja, ja a ja b ovat (reaalisia) vakioita. Osoita, ettd jos P ja Q ovat ensimmadisen
asteen polynomifunktioita, niin tdlldin P(Q(x)) ja Q(P(x)) ovat myOs ensimmaéisté
astetta.

Lisaa tehtavia
28. Sievennd.

a) (x —3)(2x> = 3x +4)

b) (x> 4+ D(x* —2x—4)

) (x—=D*+ X +x2+x+1)
d)E-HP+x+1)

29. Sievennd 4/ (a+by+(ab):
a?+b?

30. Olkoon P(x) = —x* + 2x reaalifunktio. Sievenni lausekkeet.

a) P(v/2)

b) P(x)*

c) P(—x)

d) P(21)

31. Olkoot P(x) = x> ja O(x) = x + 1 reaalifunktioita. Sievenni lausekkeet.
a) Px+1)

b) O(x - 1)

¢) P(Q(x))

d) O(P(x))
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1.3 Muistikaavat

[w] ﬁiﬂ Opetus.tv: muistikaavat (8.05, 6.38 ja 9.08)

Bk, i
E _E http://opetus.tv/maa/maa2/muistikaavat/

Joitakin polynomien kertolaskuja tarvitaan niin usein, etti niitd kutsutaan muisti-

kaavoiksi.

Muistikaavat
Summan nelié (a+b? = a®+2ab+ b
Erotuksen nelio (a—b? = da®-2ab+ b
Summan ja erotuksen tulo (a+ b)(a—b) = a® - b

Nama kaavat voidaan todistaa helposti laskemalla.

Summan nelio

(a + b = (a+b)a+b) nelion mddritelmd
=a’> + ab + ba + b* osittelulaki
=a’ +ab + ab + b* vaihdannaisuus (ba = ab)
= a* +2ab + b’

Erotuksen nelio

(a— b)2 =(a—b)a—->b) nelion mddritelmd
= a* —ab— ba + b? osittelulaki
=a’>—ab—ab+ b vaihdannaisuus (ba = ab)
=a’> —2ab+ b*

30 POLYNOMI


http://opetus.tv/maa/maa2/muistikaavat/

Edelli todistettuja kahta muistikaavaa kutsutaan yhdessid nimelld binomin nelio.

Toisinaan ne kirjoitetaan yhtend yhtilona:
(a+b)* = a® + 2ab + b

Kaavoissa useasti esiintyvid +-merkkejd luetaan siten, ettd ylemmat ja alemmat
tdsmaiivit keskenddn. Ylempien merkkien (kaikki +:ia) valinta vastaa siis summan

neliotd ja alempien merkkien (kaikki —:ia) valinta erotuksen neliota.

Summan ja erotuksen tulo

(a+b)a—b)=a’—ab+ba—-b osittelulaki
=a® — ab + ab — b? vaihdannaisuus (ba = ab)
=a’ - b
ESIMERKKI 1.29

Sievenni (x + 5)2.

Ratkaisu. Kiytetdin muistikaavaa (a + b)*> = a*> + 2ab+ b*>. Nyta = x ja
b = 5. Saadaan

(x+5)7%=x>=2-x-5+5>=x>+10x + 25.

ESIMERKKI 1.30

Sievenni (3x — 2y)2.

Ratkaisu. Kiytetdin muistikaavaa (a — b)*> = a*> — 2ab + b>. Nyt a = 3x ja

b = 2y. Saadaan

(3x 4+ 2y)*> = B3x)*> = 2-3x - 2y + (2y)* = 9x? — 12xy + 4)°.

ESIMERKKI 1.31
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Laske ilman laskinta.

a) 9952

b) 104 - 96

Ratkaisu. Kiytetiin ovelasti muistikaavoja (a — b)> = a®> — 2ab + b* ja
(a+ b)(a—b) = a®> — b

a) 995% = (1000 — 5)>=1000>—2-1000-5+ 5 =

1000000 — 10000 + 25 = 990 025

b) 104 - 96 = (100 + 4)(100 — 4) = 100*> — 42 = 10000 — 16 = 9984.

Huomaa, ettd kaikki polynomien kertolaskut voidaan sieventdi kayttamailld osittelu-
lakia. Muistikaavoja lukuun ottamatta ei ole tarkoitus opetella eri tapauksia erikseen
(polynomin kertominen monomilla, polynomin kertominen polynomilla, ...), vaan

oppia yleinen kiytinto.
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Tehtdvid

Opi perusteet

32. Kerro sulut auki muistikaavan avulla.

a) (x + y)*
b) (x — y)*
o) (x+y)(x—y)

33. Kerro sulut auki muistikaavan avulla.

a) (x +3)°

b) (y - 5)
O)(x—4(x+4)
d) Bx +2)°

34. Osoita, ettd seuraavat laskukaavat eivit pade etsimélld esimerkki reaaliluvuista

a ja b, joilla yhtilo ei pade.

a) (a+b)? =d*+b*

b) Va+b=1/a+b

3a a
c) =
3b+¢c b+c

35. Esiti tulona eli kidytd muistikaavaa toiseen suuntaan.

a) a> + 2ab + b*

b) x> +2x + 1
c)y* —4dy+4
d) a> =25

Hallitse kokonaisuus

36. Sievennd.

a) (a + b)’?

b) (a + b)*

) (a—b)*

37. Osoita, etta

a) (t + v)*> + (t — v)> =262 + 207
b) (t + v)* — (t — v)* = 4tv.
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38. Tiedetddn, etti (a + b)*> = 12 ja(a— b)* = 4. Ratkaise tulon ab suuruus.

39. Tutkitaan funtiota f, jonka arvot lasketaan kaavalla f(n) = n> 4+ 2n+ 2, missi
n on mielivaltainen kokonaisluku.

a) Osoita, ettd f kuvaa parillisen kokonaisluvun aina uudeksi parilliseksi luvuksi.

b) Tutki, mitd vastaavasti parittomille kokonaisluvuille kéy.

40. (YO 1888/1) Miki on a/b:n arvo, jos (v/a + V/b) : (v/a— V/b) = /22

Liséa tehtivia
41. Sievennd muistikaavojen avulla.

a) (x + 6)°
b) By — 1)?
©) (=3 —=x)(x—3)

42. Sievennd muistikaavojen avulla.

a) (5 —x)’

b) (7x + 4)*

¢) (9—-7x)9+7x)

d) (8x — 8)(8x + 8)

43. Muistikaavat on opittava ulkoa ja niiden kéyton tulee automatisoitua. Laske

siis ndmai kiyttaen muistikaavoja. Tavoite on kirjoittaa vastaus suoraan ilman vali-
vaiheita. Jos se ei vield onnistu, yriti selvitd yhdelld vilivaiheella.

a) (x +2)°
b) (x — 5)°
c) (b+4)(b—4)
d) (x — 1)?
e) 2x + 1)?
f) (1 —a)l+a)
g) (x=7)
h) (y + 1)?
i) (x — 3y)?
j) Gx =1y

34  POLYNOMI



44, Muistikaavan mukaisen lausekkeen tunnistaminen on tirkedi. Tunnista edelli-
sessi tehtdvissd laskemasi muistikaavat ja esitd lausekkeet tulomuodossa.

a) 1 —a?

b) x% + 6xy + 9y?
) 4x* +4x +1
d) x*> — 14x + 49
e)y* +2y+1
f) x* +4x + 4
g) b’ — 16

h) x> —2x + 1
i) x? — 10x + 25
j) 9x? —6x + 1

45, Muistikaavat vaativat paljon harjoitusta, joten laske vield nima.

a) 2x + D@2x —1)
b) (r - 2)*

¢) 2x +3)°

d) 2 -a)’

e) 5x+2)(5x—-2)
f)3-c)3+c¢)

2) (10x — 1)?

h) 2a + b)*

i) (x +6)

j) (4x + 3)(4x —3)

POLYNOMI 35



46. Tunnista myos edellisessd tehtidvissa laskemasi muistikaavat ja esitd ndmékin
lausekkeet tulomuodossa.

a)a® —4a+4

b) 100x? — 20x + 1
c) 4a* + 4ab + b*
d)4x* -1

e)? —dt+4

f) 25x* — 4

g) 16x* -9

h) 9 —¢?

i) x> + 12x + 36

j) 4x* +12x+9

47. Esitd tulona, eli kdytd muistikaavaa toiseen suuntaan.

a) 4b*> —4b + 1

b) 1612 -9

¢) 9x% + 12xy + 4y?
2 1

d) x —-x+7

e) x> —2

48. Laske ovelasti muistikaavojen avulla:

a) 1012

b) 99°

)49 -51

d) 35% — 252
e) 170° — 30°

49. Sievenni. (Ohje: kdytd summakaavoja.)

a) 632 + 372
b) 101% + 992

50. Sievenni lauseke (x% + 2y + 2xy)(x% + 2> — 2xy) muistikaavojen avulla.

51. Luvun summa kiinteislukunsa kanssa on kaksi. Madritd kyseinen luku.
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52. Yllattdvia yhteyksia:

-1
a) Perustele, ettd (2 + \/5) =2- \/5

-1
b) Perustele, ettii (4 +1/3 ) £4-1/3.
c) * Etsi lisdd a-kohdan kaltaisia lukuja. Mika on niiden yleinen muoto?

53. « Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut x ja y, joille pitee 9x* — y* = 17.

54. % Kahden luvun keskiarvo on 7. Kuinka suuri niiden tulo voi korkeintaan olla?
Perustele. (Keksit vastauksen todennzkdisesti helpommin kuin sen perustelun.)
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1.4 Tulon nollasadntd & tulon
merkkisaantd

TULON MERKKISAANTO

Pitkdn matematiikan 1. kurssilla on esitetty seuraava sdintd kahden reaaliluvun

tulolle:
Tulon merkkisddnto kahdelle tulon tekijdille

* Jos tulon tekijdt ovat samanmerkkisié, tulo on positiivinen.
— Kahden positiivisen luvun tulo on positiivinen.
— Kahden negatiivisen luvun tulo on positiivinen.

* Jos tulon tekijit ovat erimerkkisid, tulo on negatiivinen.

— Positiivisen ja negatiivisen luvun tulo on negatiivinen.

Tulon merkkisaannosti seuraa, ettd reaaliluvun nelid ei voi olla negatiivinen, koska
kahden samanmerkkisen luvun tulo aina on positiivinen. Lyhyemmin ilmaistuna

x? > 0, eli reaaliluvun neli6 on aina epénegatiivinen positiivinen tai nolla.

ESIMERKKI 1.32

Osoita, ettd funktio P(x) = x> + 7 saa vain positiivisia arvoja.
Ratkaisu. Koska x? > 0, lausekkeen x2 + 7 arvo on vihintiin 7. Fuktio saa
siis vain positiivisia arvoja.

Tulon merkkisdénto yleistyy mille tahansa miirélle tulontekijoitd. Mikéli tulossa
on pariton (1, 3,5, ...) miird negatiivisia tekijoitd, tulo on negatiivinen. Muulloin
tulo on positiivinen, eli esimerkiksi parillisesta potenssista ei voi tulla negatiivista

vastausta.
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ESIMERKKI 1.33
Mika on funktion f : R - R, f(¢) = —1* + 3 suurin arvo?

Ratkaisu. Koska muuttuja ¢ on reaaliluku, ei sen parillinen potenssi voi olla
merkkisdinnon mukaan negatiivinen, vaan r*:n arvo on vihintizin 0. Timéin
perusteella —*:n arvo on epipositiivinen eli korkeintaan nolla. Jos —*:n suurin
arvo on nolla, niin lisddmalla tdhidn luvun 3, saadaan funktion f(¢) = —*+3

suurimmaksi mahdolliseksi arvoksi 3.

TULON NOLLASAANTO

Reaaliluku voi olla vain joko positiivinen, nolla tai negatiivinen. Tulon merkkisién-
nosti seuraa, ettd positiivisten ja negatiivisten lukujen tulo on aina positiivinen tai
negatiivinen, ei koskaan nolla. Jos siis tulo on 0, tulon tekijoistd ainakin yhden taytyy

olla 0. Toisaalta jos jokin tulon tekijoistd on 0, myds tulo on automaattisesti 0.

Nimad tiedot yhdistimailld saadaan tulon nollasidinto:

Tulon nollasddnto
Ainakin yksi tulon tekijoistd on 0. <= Tulo on 0.

Tulon nollasddnndssé on olennaista, ettd paittely toimii molempiin suuntiin.

ESIMERKKI 1.34
Sievenni lauseke (x5 -7)-y-0-Ba- 5b)2.

Ratkaisu. Koska tulossa on tekijani 0, vastaus on O.

ESIMERKKI 1.35
Ratkaistaan yhtdlo (x +5) - x = 0.

x+5)-x=0 || tulon nollasdanto
x+5=0taix=0

x=-5taix =0.

Ratkaisuja on siis kaksi: x = =5 tai x = 0.
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ESIMERKKI 1.36
Ratkaistaan yhtilo 2(x + 5) = 0. Tulon nollaséd@dnnon perusteella tiedetddn, ettd

2 =0tai x +5 = 0. Koska selvisti 2 # 0, jai ainoaksi ratkaisuksi x + 5 = 0O eli
x = —5. (Yhtilon voi ratkaista myos avaamalla sulkeet ja ratkaisemalla saatu

ensimmadisen asteen yhtilo tavallisin yhtdlonmuokkaamiskeinoin.)

ESIMERKKI 1.37
Mité voidaan yhtidlon xyz = 0 perusteella piitelld tuntemattomista x, y ja z?

Ratkaisu. Tulon nollasdinnon perusteella x = 0, y = 0 tai z = 0. Nollia voi

siis olla 1-3 kappaletta.

ESIMERKKI 1.38
Milli ehdolla (ab*)° on miritelty?

Ratkaisu. Nollas potenssi on méiritelty, kun kantalukuna ei ole nolla. Siis tulo
ab’ ei saa olla nolla. Timi toteutuu, kun kumpikaan tekija — a tai b’ —eiole

nolla. Siis lauseke on midritelty, a ei ole nolla eikd b myoskéain ole nolla.

*TULON NOLLASAANNON TODISTUS

Todistus. Annettuna joukko nollasta poikkeavia lukuja xg, x1, X,..., x,, asetetaan

Xg Xp Xy erX, =0 || T(xg Xy Xyt X,_p)
koska kaikille x; pitee x; # 0
Xg X|Xp ot X 0 0 o
0o 1 =2 — = | = = 0kaikilla x;, x; # 0
xO x1 * x2 S eee * xn_l xO * xl * X2 *eee * xn_l xi
x, =0,

miké on ristiriidassa todistuksessa asetetun vaatimuksen kanssa, ettd kaikkien lukujen

piti olla nollasta poikkeavia. Néin alkuperédsen viitteen tiytyy olla tosi. O
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Tehtavid

Opi perusteet

55. Laske.

a)2-3

b) 2. (-3)

c)—2-3

d)-2-(=3)

e) 17-666-0-(-31)

56. Olkoon a > 0, b < 0, ja ¢ = 0. Miti voit paitelld tulon merkisti?

a)a-a
b)b-a
c)b-
d)b-c

57. Ratkaise seuraavat yhtdlot kayttdmilld tulon nollasdintod.

S

a)xB3+x)=0
b) (x—4)(x+3)=0
¢) 0=x*(x—-5)

Hallitse kokonaisuus

58. Olkoon a > 0. Mitki vaihtoehdoista » > 0, b < 0 ja b = 0 ovat mahdollisia,
jos tiedetiddn, ettd

a)a-b>0

b)a-b<0

c)b-b>0

d)b-b<0?

59. Ratkaise seuraavat yhtdlot kdyttdmalld tulon nollasadntoa.

a)yy+4 =0
b) (x=2)(x— D(x+35) =0
o) (x+ D(x*+2)=0

60. Osoita, etti funktio f(x) = x* + 3x? + 1 saa vain positiivisia arvoja.
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Liséa tehtivia
61. Olkoon a > 0, b <0, ja c = 0. Mitd voit paatelld tulon merkistd?

a)a-a
b)b-a
o)b-c

62. Ratkaise seuraavat yhtilot kdyttamélla tulon nollasddntod.

a)(g-2)-¢+1H=0

b) x(x—=5)=0

¢) Qw+2?=0

63. Sievenni seuraava lauseke: (a—x)-(b—x)-(c—x)-...-(a—x)-(d—x)-(0—x).

64. Onko olemassa reaalilukua, jonka nelio on yhté suuri kuin sen summa itsensa
kanssa?

65. % (YO 1971/3, lyhyt oppimiiri) Oletetaan, etti a > b > 0. Osoita, ettd a® —
b > (a-b)’.
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1.5 Polynomin jakaminen tekijoinin

Luvun 12 tekijét luonnolisten lukujen joukossa ovat luvut 1, 2, 3, 4, 6 ja 12. Ne ovat
lukuja, joista saadaan luku 12 kertomalla ne jollain luonnollisella luvulla. Toisin

sanottuna luku 12 voidaan jakaa milld tahansa ndistd luvuista ilman jakojaannosta.

ESIMERKKI 1.39
Luku 12 voidaan kirjoittaa tekijoidensi tulona monella eri tavalla. Esimerkiksi

12=2-6,
12 =4-3 tai
12=2-2.3.

1.5.1  POLYNOMIN JAKAMINEN TEKIJOIHIN

Polynomeja voidaan jakaa tekijoihin kuten lukujakin. Polynomien tapauksessa teki-
joihinjako tarkoittaa polynomin esittimistid saman- tai pienempiasteisten polynomien
tulona, tulomuodossa. Aste on aina pienempi, ellei kyse ole pelkistéd vakiokertoimen

ottamisesta yhteiseksi tekijéksi.

Yhteinen tekija

Kun polynomin jokaisessa termissd on sama tekiji, se voidaan ottaa yhteiseksi

tekijaksi.
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ESIMERKKI 1.40

10x3 — 20x? ||otetaan 10 yhteiseksi tekijéaksi
=10(x> — 2x?) ||otetaan x? yhteiseksi tekijaksi
=10x*(x — 2)

ESIMERKKI 1.41

a)x3+x

b) 3x2 + 6x.

a) x3+x=x(x2+1)
b) 3x? 4+ 6x = 3x(x + 2).

Muistikaavat

ESIMERKKI 1.42

a) x> —4

b) x> + 8x + 16.

A x> —4=x>-2"=(x+2)(x-2)
b) x> +8x+16=x>4+2-4-x+4>=(x +4)°

ESIMERKKI 1.43

5x3 — 20x% + 20x otetaan 5 yhteiseksi tekijiksi
=5(x> — 4x? + 4x) otetaan x yhteiseksi tekijiksi
=5x(x* — 4x + 4) sovelletaan muistikaavaa
=5x(x* =2 -2x+2%
=5x(x — 2)?
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Ryhmittely

Seuraavassa esimerkissd tekijoihin jako on toteutettu termien ryhmittelyn avulla.

ryhmittelyn keksimiseen ei ole helppoa sdaantoa.

ESIMERKKI 1.44

X +3x7+x+3=x2(x+3)+ 1(x+3)
= (x> + D(x+3)

ESIMERKKI 1.45

M +2x1943x+6
=x"%+2)+3(x+2)
=x+3)x+2)

1.5.2 YHTALON RATKAISU TEKIJOIHIN JAKAMALLA

Tulon nollasdinto on yksi tirkeimmisti syistd siihen, miksi polynomien tekijoihinjako

on hyodyllista.

Jos vaikkapa haluamme ratkaista yhtilon 2x® — 14x? + 32x — 24 = 0 ja satumme
tietdimain, ettd 2x° — 14x? + 32x — 24 = 2(x — 3)(x — 2)?, voimme helposti piitell,
ettd polynomi saa arvon 0 jos ja vain jos x —3 = 0 tai x — 2 = 0. Yhtilon ainoat

ratkaisut ovat siis x = 3 jax = 2.

ESIMERKKI 1.46

B Ratkaise yhtiilo x*> — 2x? = 0 tulon nollaséénnon avulla.
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Ratkaisu.

x}-2x*=0 || otetaan x> yhteiseksi tekijiksi
x?- x=2)=0 || tulon nollasdanto
*=0 tai x-2=0

x=0 ta x=2

Vastaus. x = 0tai x = 2.

Myohemmin télld kurssilla esitelladn polynomien jakolause, joka antaa syvillisem-

min yhteyden polynomien nollakohtien ja tekijoiden vilille.

Murtolausekkeiden sieventiaminen

Kun murtolausekkeen osoittaja ja nimittijd jaetaan tekijoihinsd, kummassakin esiin-

tyvit tekijit voidaan supistaa pois.

ESIMERKKI 1.47

Sievenni.

4x +2y

a)

6
x?+x
2x+2
x> —16

x+4

b)

c)

dx+2y 22x+y) 2x+y

6 23 3
x2+x_x(x+1)_£

2x+2 2x+1) 2
=16 _ (x+Hx-4) _

¢) Kéytetddn muistikaavaa: = x—4.
x+4 x+4

Ratkaisu. a)

b)

2x +
Vastaus. a) xXry

b =
)2
c)x—4
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Tehtavid

Opi perusteet

66. Esitd tulona ottamalla yhteinen tekija.

a)2x+6
b) x* — 4x

¢) 3x> — 6x

a) 10a + 5ab
b) x* = x3

) xy + x%y

a) x> +6x+9
b) y* —2y+1
c) x> =25
69. Sievenni.
3x-9
a) 3
x? —4x

5x
ab+a

b2+b

b)

c)

)X+ x>+ x+1

b) a® + a’b+2a+2b
c) 8m® — 2m* + 4m* — 1
a) x> —16=0
b)x*+7x=0

) x?—6x+9=0
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Hallitse kokonaisuus

72. Sievenni.

2) x> = 2x?
2—x
2

b) x -;-6x+9
x? 4+ 3x
4—x?

©) x2 —2x

a) x> — x

b) Sab+ b+ 10a 42

c) 16x%y* + 8xy + 1

74. Jaa tekijoihin 3x* — 7% + 5)% — (x* — 9y? — 5)%.

Liséi tehtivia

a) x> —4
b) x> -3
c)5x* -3
d) 16 — x*

a) —15x° + 10y

b) x*y* + x%y?

¢) —4a® — 2a® + 2ab
77. Ratkaise yhtalot.
a) —x*+4x* =0

b) X’ —16x* =0
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1.6 Polynomifunktion kuvagja

Polynomifunktion kayttdytymistd eri muuttujan arvoilla voi havainnollistaa koordi-

naatistoon piirretyn kuvaajan avulla:

Ox) = 24 x
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1.6.1 KUVAAJAN PIRTAMINEN

Eﬁm Opetus.tv: suoran piirtiminen (5:47)
ok

=

E ' _’. http://opetus.tv/maa/maa2/suoran-piirtaminen/

Funktioiden kuvaajia voi piirtdé tietokoneella, graafisella laskimella tai kisin. Kus-
sakin tapauksessa periaate on sama: valitaan joitakin muuttujan arvoja, lasketaan
funktion arvot ja merkitiin pisteet (x,y)-koordinaatistoon. Tietokoneet ja laskimet
laskevat funktion arvoja niin tihedén, etti niyttdd syntyvin yhtendinen kuvaaja. Ki-
sin piirrettdaessi tyydytdin muutamaan pisteeseen ja hahmotellaan kuvaaja niiden

avulla.

ESIMERKKI 1.48

2

Hahmotellaan polynomifunktion f(x) = %x — x — 2 kuvaaja. Lasketaan ensin

2

joitakin funktion f(x) = Ex — X — 2 arvoja ja piirretdéin niitd vastaavat pisteet

koordinaatistoon. Lopuksi hahmotellaan kuvaaja, joka kulkee pisteiden kautta.

A\

x | f(x) A A
16 16

3155 .
2120 T4 +4
-11]-05

e 12 12
0 |-20 /
1|-25 4 -2 21 > ol B 2 /4

[ ) [ ]
2.0 \

3| .05 1% ° 2

POLYNOMI


http://opetus.tv/maa/maa2/suoran-piirtaminen/

1.6.2 KUVAAJAN TULKINTAA

Kuvaajan avulla voidaan tehdé johtopéétoksid funktion ominaisuuksista. Esimerkiksi

funktion arvoja voidaan lukea kuvaajasta.

ESIMERKKI 1.49

Seuraavassa on esitetty polynomifunktion P(x) = —3x? + 2x + 4 kuvaaja.

:_2 i2 >
-1 E
2 5
-3 i
I
P(x)

Kuvaajasta voi lukea funktion arvoja tai ainakin niiden likiarvoja. Kuvaajan
perusteella nayttii siltd, ettd P(2) = —4. Niin todellakin on, silld
P)=-3-12+2-1+4=1.
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ESIMERKKI 1.50
Kuvaajasta ei vilttdmattd nde tarkkoja arvoja. Seuraavassa on esitetty erdén

polynomifunktion P(x) kuvaaja. Kuvaajan perusteella néyttiisi siltd, ettd

P(1) = 1, mutta tarkkaa arvoa kuvaajasta ei voi paitella.

\ +0.5
-1.5-1.0-0.5 o5 1.0 1.5 X
—+—+ —t >

Itse asiassa edellinen kuvaaja kuuluu funktiolle P(x) = %xz + %x — 1. Nyt

tiedetddn, ettd funktion P(x) arvo kohdassa x = 1 on

2.124_2.1_1:2
20 20 10

eikd 1, kuten kuvaajan perusteella voisi luulla. Kuvaajasta ei siis voi lukea

tarkkoja tietoja funktiosta.

Funktion nollakohta

Funktion nollakohta on sellainen muuttujan arvo, jolla funktio saa arvon nolla.

Esimerkiksi funktiolla Q(x) = x> — 1 on nollakohdat —1 jal,sillda Q(—1) = 0 ja

o) =0.

Funktion kuvaaja antaa tietoa nollakohdista. Niiden kohdalla kuvaaja leikkaa muuttuja-

akselin. (Yleensa x-akselin.)
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ESIMERKKI 1.51

Funktion P(x) = lx2 —4x + > kuvaajasta ndahdéén, ettd funktiolla on ainakin

kaksi nollakohtaa. Toinen niistd on ldhelld lukua 1 ja toinen lukua 11.
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Tehtavid

Opi perusteet
AP (%)
18
16
14
-1 1 12 |4
78.

kuvaajaa. Médritd on kuvaajan perusteella

a) P(=1)

b) P(1)

¢) P(2)

d) polynomin P nollakohdat

e) milld x:n arvoilla P(x) = 3.

Kuvassa on polynomifunktion P

79. Hahmottele polynomien kuvaajat koordinaatistoon kisin. Laske testipisteité
tarpeen mukaan. Tarkista tietokoneella tai graafisella laskimella.

a) P(x)=x—2
b) O(x) = 4 — x?
¢) R(x) = ix3
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Hallitse kokonaisuus

80. Piirrd polynomifunktion kuvaaja ja paittele sen avulla polynomin nollakohdat.
Kiytid graafista laskinta, tietokonetta tai piirrd kisin.

a) PX)=x+ x> +x+ 1

b) O(x) = x* — 6x +2

81. Piirrd funktion f kuvaaja, kun funktion arvot mééritelldén kaavalla f(x) =
1 — x2, ja funktion méirittelyjoukko on

a) N

b) Z

R

d) {0,1,2}

Liséa tehtivia
82. Piirrd polynomien kuvaajat késin.

a)x+4

b) 2x -3
c)5
d)x*+x-2

83. Piirrd polynomien kuvaajat tietokoneella tai laskimella.

a) x> —6x+3
b) éx3 —x*+2
¢) =0,5x* +0,25x> + 2,5x% — 1

84. % Monia funktioita voidaan esittdi likimédrdisesti polynomeina (ns. Taylorin
polynomi). Esimerkiksi (kun —1 < x < 1)

x4y 0

Piirrd alkuperdinen funktio ja polynomi samaan kuvaajaan tietokoneella tai graa-
fisella laskimella. Kokeile, kuinka polynomin viimeisten termien pois jittiminen
vaikuttaa tarkkuuteen. Mitd havaitset? (Termejd voi laskea lisddkin, mutta siihen
ei puututa tissa.)
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LUKU 2
Ensimmainen aste

2.1 Epdayhtdldiden teoriaa

Epayhtilolla tarkoitetaan viitettd, jossa esitetddan kahden lausekkeen arvon vilinen
suuruusjérjesty lukuunottamatta tilannetta, ettid ne ovat yhtd suuret. Suuruusjarjes-

tyksien esittimiseen kdytetdin muun muassa seuraavia merkintoja:

Merkintd | Merkitys

a<b a on pienempi kuin b

a>b a on suurempi kuin b

asb a on pienempi tai yhtidsuuri kuin b
a>b a on suurempi tai yhtésuuri kuin b
a#b a ei ole yhti suuri kuin b

Kahden luvun vilinen epayhtéloriippuvuus eli -relaatio voidaan esittdd myos kieltei-
sesti: a £ b. Epdyhtéloiden relaatio-ominaisuudet poikkeavat merkittavésti yhtasuu-
ruudesta. Yhtasuuruus on seka refleksiivinen, symmetrinen etti transitiivinen (ks.
MAA1), mutta <, > ovat vain transitiivisia, ja < ja > ovat transitiivisia ja symmetri-
sid.

ESIMERKKI 2.52

I Jos a > bjab > c,niin aivan varmasti a > ¢. (transitiivisuus) Koska a < a

kaikilla luvuilla, niin < on symmetrinen relaatio.
Sama epiyhtilo voidaan ilmaista usealla tavalla.

ESIMERKKI 2.53
a) a < b tarkoittaa samaa kuin b > a

b) a < b tarkoittaa samaa kuin b > a.

c) Epéyhtilo a < b pitee tasmaélleen silloin, kun epayhtélo a > b ei pide.
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Epéyhtilon totuusarvo voi riippua epdyhtédlon puolilla esiintyvien muuttujien arvoista.

Tadmén perusteella epadyhtilot voidaan jakaa kolmeen tyyppiin:
Epadyhtdloiden tyypit

* Aina tosi — pitee kaikilla muuttujien arvoilla. Esimerkiksi epayhtélot 5 < 6 tai

x + 1 < x + 3 pitevit riippumatta muuttujan x arvosta.

» Ehdollisesti tosi — pitee vain joillain muuttujien arvoilla. Esimerkiksi epayhtlo

x < 5 pitee, kun x = 4, mutta ei pade, kun x = 7.

* Aina epdtosi — ei pade millaan muuttujien arvoilla. Esimerkiksi epayhtilot

3 < 1 jax < x eivit pade koskaan.

ESIMERKKI 2.54
Kaverisi katsoo teini-ikdisid mutanttininjakilpikonnia (ja tietenkin fanittaa

Michelangeloa), ja sinua kiinnostaa, kuinka monta jaksoa sarjaa on jo julkaistu.
Kaverisi vastaa tiedusteluusi epdmairaisesti, ettd viimeisin julkaistu jakso oli
toisen tuotantokauden 19. jakso. Miti téstd voidaan piitelld, eli kuinka monta
jaksoa (n) sarjaa on julkaistu enintdin ja vihintddan? Oletetaan, ettd jokaisessa

tuotantokaudessa on yhtd monta jaksoa. Esitd vastaus epadyhtdlona.

Ratkaisu. Jos toisesta tuotantokaudesta on julkaistu jo 19 jaksoa ja oletamme,
ettd tuotantokausissa on yhti monta jaksoa, niin silloin jaksoja on
kokonaisuudessaan julkaistu véhintddn 2 - 19 = 38. Emme tiedd, kuinka paljon
ensimmaéisessé tuotantokaudessa on ollut jaksoja, joten toisen tuotantokauden
jakso 19 saattaa olla niin alku- kuin loppupééstikin. Yldrajaa niill4 tiedoilla ei
siis voi antaa, eli voimme vain sanoa n > 38. (Muita lisitietoja hankkimalla tai
esimerkiksi arvioimalla, ettd jaksoja ei tuotantokaudessa voi olla enempéé kuin

vuodessa viikkoja, jonkinlainen yléraja toki saadaan.)

2.1.1 EPAYHTALOIDEN MUOKKAAMINEN

Kuten yhtél6iden ratkaisemisessa, epdyhtilon ratkaisemisessa selvitetdin ne muut-
tujien arvot, joilla epdayhtdlo on tosi. Kuten yhtiloitd, myos epéyhtélditd voidaan
ratkaista muokkaamalla niitd sellaisilla operaatioilla, joilla muokattu epiyhtilo on

yhtépitiva alkuperdisen kanssa.
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Kahden luvun kasvattaminen saman verran siirtdad lukuja lukusuoralla, mutta séilyttia

niiden keskindisen jérjestyksen:

0 2 3

\/

Tamén perusteella epéyhtilo, joka saadaan lisddmélld epdyhtdlon molemmille puo-

lille sama lauseke, on yhtépitdavé alkuperidisen epdyhtdlon kanssa.

ESIMERKKI 2.55
Luvun lisddminen epdyhtiloon.

3—x<5-—-x || + x
3—x+x<5—-x+x

3<5 tosi

Myo6s lukujen kertominen samalla positiivisella kertoimella sédilyttd4 niiden keski-

niisen jérjestyksen. Jos kerroin on pienempi kuin yksi, luvut lihenevit toisiaan:

4

\{

v

0 2 4

\/

Luvulla jakaminen on sama asia kuin jakajan kadanteisluvulla kertominen, joten
positiivisella luvulla jakaminen sdilyttdd jarjestyksen kertolaskun tavoin. Néin ol-
len alkuperdisen epiyhtidlon kanssa yhtipitiva epayhtdlo saadaan kertomalla tai

jakamalla molemmat puolet positiivisella luvulla.
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ESIMERKKI 2.56
Epayhtilon kertominen lukua yksi pienemmailld positiivisella luvulla.

2<4 I %

—_ N =
A
~

N =

A
S}

tosi

ESIMERKKI 2.57
Epayhtilon kertominen lukua yksi suuremmalla luvulla.
2<4 | -2
2-2<4-2

4<8 tosi

Sen sijaan negatiivisella luvulla kertominen ei sdilytd suuruusjirjestysta.

ESIMERKKI 2.58
Kun luvut 2 ja 5 kerrotaan luvulla —1, niiden suuruusjirjestys kidintyy:

0 2 5

Jos epdyhtilod kerrotaan tai jaetaan negatiivisella luvulla, epdyhtédlomerkin suunta

taytyy kadantid, jotta saataisiin yhtéapitdvi epayhtilo.
ESIMERKKI 2.59
Epéyhtélon kertominen negatiivisella luvulla.
2<5 | (=D
2-(-1)>4-(-1

-2>-5 tosi
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Epdyhtdilon muokkaaminen

* Yhtépitavad epdyhtalo saadaan
— lisaamailla molemmille puolille sama lauseke,

— kertomalla tai jakamalla molemmat puolet samalla positiivisella luvulla

tai

— kertomalla tai jakamalla molemmat puolet samalla negatiivisella luvulla

ja kddntamalla epayhtdlomerkin suunta.

Kuten yhtéloiden tapauksessa, epayhtdlon kertominen puolittain nollalla ei tuota
yhtépitavad epayhtiloa.

ESIMERKKI 2.60

I a < btulee 0 < 0, joka on aina tosi, ja epayhtélostd a < b tulee 0 < 0, joka on

aina epatosi.

ESIMERKKI 2.61
Muokataan epayhtdlod —2x + 4 < 6 kiyttdmailld esitettyjad operaatioita.

—2x+4<6 | —4
—2x <2 | : (-2
x> -1

Tehdyt operaatiot tuottavat yhtépitavia epayhtéldita, joten epayhtilo
—2x +4 < 6 on yhtipitdvi epdyhtdlon x > —1 kanssa. Voidaan péitelld, ettd

lukua —1 suuremmat luvut ovat tasmiélleen epayhtilon ratkaisut.

2.1.2 REAALILUKUVALIT

Ratkaistaessa yhtéloitd ratkaisuksi saadaan yleensd pieni joukko lukuja. Epdyhtaloi-
den tapauksessa on tyypillistd, ettd ratkaisu on viili, eli kaikki kahden luvun viliset
luvut. Reaalilukuvilejid merkitdédn usein laittamalla vilin ala- ja yldrajat hakasulkujen
sisddn: merkinté [a, b] tarkoittaa niiden kaikkien lukujen (esim. x) joukkoa, jotka
toteuttavat kaksoisepiyhtidlon a < x < b. Mikili ala- tai yliraja ei kuulu viliin,

vastaava hakasulku kddnnetaan.
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ESIMERKKI 2.62
B [2.5] tarkoittaa lukuja x, joille pitee 2 < x < 5.

Huomaa, ettd pelkkd merkinté [a,b] ja sen variaatiot tarkoittavat vain joukkoa reaali-
lukuja. Jos tarkoitus on esittdd viite, ettd jokin luku (esim. y) kuuluu tuolle vilille,

se kirjoitetaan y € [a,b], missd € luetaan “kuuluu joukkoon™ tai “kuuluu vélille”.

Vilid kutsutaan suljetuksi viliksi, mikéli ala- ja yldraja kuuluvat viliin, ja avoimeksi
viliksi, mikili ala- ja yldraja eivit kuulu véliin. Jos vain toinen rajoista kuuluu viliin,

véli on puoliavoin.

Vili voidaan piirtdd lukusuoralle kahden luvun vélisend janana. Péétepisteet merki-

tddn tdytetylld ympyrilld, mikili luku kuuluu viliin, ja muuten tyhjalld ympyrilla.

ESIMERKKI 2.63
Vili [a, b[ piirretidin seuraavasti:

a b
® o—Pp

Jos halutaan, ettd viili ei ole alhaalta tai ylhadiltd rajoitettu, merkitidn vilimerkintdén
rajaksi —oo tai co. Koska déreton ei ole reaaliluku eik ndin ollen kuulu véliin, on

sitd vastaava hakasulku kirjoitettava ulospiin kddnnettyna.

ESIMERKKI 2.64
B Vili |—c0, a[ on avoin.

Seuraavaan taulukkoon on koottu reaalilukuvilien olennainen kisitteisto ja merkin-

nat.
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Epéyhtalo- Joukko- Esitys lukusuoralla Vilin nimitys
merkintd opillinen
merkinta
-3 0 5
-3<x<5 | xe]-35] — O——f——O——— Avoin vili
-3 0 5
-3<x<5 x€e]-3,5] ——O—t———p Puoliavoin vili
-3 0 5
-3<x<5 x €[-3,5] — 00— Puoliavoin vili
-3 0 5
-3<x<5 x € [-3,5] ——t——p Suljettu vili
-3 0
-3<x x € [-3,00[ —e t » Puoliavoin vili
-3 0
-3<x x€]-3,00[ —20 } » Avoin vili
0 5
x<5 X € |—00, 5] } *— > Puoliavoin vili
0 5
x<5 x € |—00,5[ t »> Avoin vili

ESIMERKKI 2.65

a) Epayhtdlo 2 < x < 10 vaatii, ettd x saa arvoja kahden ja kymmenen vililta,
mutta se ei koskaan saa tdasmaélleen niitd reuna-arvoja. Kyseessd on avoin véli
kahdesta kymmeneen, ]2,10[. Annetulle epdyhtélolle yhtépitdva ilmaisu on

x €]2,10[.

b) Epéyhtilo 0 < y < 2 rajaa muuttujan y vilille suljetulle vilille [0,2]. Véli on
suljettu, koska y voi my0Os saada tdsmélleen arvot O ja 2.

c¢) Joskus kirjallisuudessa nikee ddrettomyyssymbolin kayttdod myos
kaksoisepdyhtildissa, esimerkiksi 3 < x < oo, mutta ilmaistaan yleisemmin
muodossa x €]3,00[. Kyseessi on avoin vili.

d) Epédyhtilot —100 < k£ < 0 jau < 90 ovat puoliavoimia vilejd, koska ne
rajaavat muuttujan yhtasuuruuden avulla vain toiselta puolelta.

e) Kaksoisepéyhtilod % > x > —/3 tarkoittaa samaa kuin kaksoisepayhtilo
-V3<x< % Kaksoisepayhtdlo vaatii, ettd muuttujalle x pétee erikseen sekd

epiiyhtilo —\/3 < x ettii x < 1.
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ESIMERKKI 2.66
Merkitse vali
a) [_274]
b) [4,5]
¢) 16,00[

epdyhtidlomerkintind. Onko vili suljettu, avoin vai puoliavoin?

Ratkaisu. a) Kun x € [-2,4], pitee —2 < x < 4. Vili on suljettu, koska
paitepisteet kuluvat viliin.
b) Kun x € [4,5], patee 4 < x < 5. Vili on puoliavoin.

¢) Kun x €]6,00[, pétee 6 < x. Vili on avoin, koska kumpikaan péitepiste ei

kuulu viliin.

Huomaa, etti ei ole vilid, milld symbolilla mielivaltaista vilille kuuluuvaa

lukua merkkaa — tidssé niin tehtiin x:114.

Joskus — erityisesti englanninkielisissd matematiikan teksteissi — kdytetdéin avoimen
vélin merkintind kéddnnetyn hakasulkeen sijasta tavallista kaarisuljetta. Merkintad ei
suositella kdytettivin, koska samaa merkintéd kdytetddn kahdessa ulottuvuudessa

siajitsevan pisteen koordinaattien ilmaisuun.

ESIMERKKI 2.67
I a) Avoin vili ]1,9[ kirjoitetaan joskus (1,9).

b) Puoliavoin vili ]3,4] kirjoitetaan joskus (3,4].
Myos kaksoisepayhtiloitd voi muokata laskutoimituksilla.

ESIMERKKI 2.68
a+l<b+1<e [ =1

a<b<c-1 []-(=1D

—a>-b>1-c¢

ENSIMMAINEN ASTE 63



Tehtavid

85. Ovatko seuraavat viitteet tosia vai epétosia?

a)2<4
b)4>2
c)—-1<10
d)3>3

e) 0,666 -6 > 4

86. Ovatko seuraavat viitteet tosia, epitosia vai ehdollisesti tosia?

a) 10* < 10°
b)37!>372
0) 29 <10°
dx<y
e)x>x
Hx>x+1

87. Mitki seuraavista viitteistd ovat tosia?

a)r =314
b) r ~ 3,14
c) x #3,14
d) = > 3,14
e)r <3,14
f)n <3,14
g) 7w >3,14

88. Esiti joukko-opillisilla merkinngilla ja lukusuoralla.

a)—10<x <10
b)-9<x<7
c)5<c
d)5§s§7%
e)S5>x>1
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89. Kuuluvatko Iuvut vilille [0,1;0,92]?

a)0

b) 3

c) \/75

d)1

e) 0,1

) 0,92

2) 0,09

h) 0,9199

i) 0,10

90. Monissa arkisissa ilmauksissa esitetdin jonkinlaisia rajoja. Tarkoittavatko ky-
seiset ilmaisut aidon epédyhtilon tilannetta (< tai >) vai sité, ettd my0s reuna-arvot
ovat sallittuja (< tai >)?

a) "Lasten ateriat 12-vuotiaaksi asti”

b) ”Kauppa on auki jélleen kuun ensimmaéisesté péivésté ldhtien.”

¢) “Loton kierros on auki klo 20:een asti.”

d) ”Nuorisojérjeston jaseniksi kdyvit korkeintaan 29-vuotiaat”

e) "Lukekaa ensi tunnille kirjaa Potenssi-lukuun asti.”

f) ”Seminaari pidetddn 5.11.-8.11.”

g) ”Arvonnassa voi voittaa jopa satatuhatta euroa!”

Hallitse kokonaisuus

91. Siilyyko epdyhtilo totena, kun se korotetaan puolittain toiseen potenssiin?

a)0<2
b)-2<2
c)3> -1
d)5>-10
e)l #2

92. Siilyyko epéyhtild totena, kun siitd otetaan puolittain nelidjuuri?
a)0<2
b)1<2

¢) 999 < 1000
d) 50 > 25
e)1#2
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93. Siilyykod epdyhtdlo totena, kun epdyhtdlon molemmille puolille kiytetddn
10-kantaista eksponenttifunktiota? (Eli epdyhtidlon puolet sijoitetaan eksponentti-
funktion lausekkeeseen muuttujan paikalle.)

a)0<2
b) =2 <2
c)3>-1
d)5>-10
e)1#2

94. Piirrd funktion P kuvaaja, kun funktion arvot méiéritellddn kaavalla P(x) =

x® — x, ja funktion méirittelyjoukko on

a) {1}

b) [0,2]

0 [-2.2]

d) ] - 0,0]

e) [-3,—2] U (23]

95. Osoita, etti m* + n* > mn kaikilla kokonaisluvuilla m ja n. Vihje: (binomin
nelid).

Liséi tehtivia

96. Keksi jokin epitosi epdyhtilo, jonka totuusarvo muuttuu todeksi, kun puolit-
tain suoritetaan jokin laskutoimitus.

97. Tilapdivitys sosiaalisessa mediassa sanoo: ”Vaimollani, alle 30 vuotta, oli nau-
russa pitelemistd, kun hénelle valkeni, ettd tiytén tdnd vuonna 35. Nauran takaisin,
kun hin tdyttdd 35 ja itse olen... yli neljakymmenti.” Pitddko padttely vilttamatti
paikkansa?

98. % Osoita, ettd x>+ é > 2, kun x # 0.

99. % Osoita, ettd kun @ > 0 ja b > 0, pitee “T’Lb > v/ ab. Milloin yhtdsuuruus on
voimassa?

100. * Esitd suuruusjirjestys luvuille 104 ja 9.

101. % Onko = relaationa symmetrinen, transitiivinen tai refleksiivinen?
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2.2 Kertausta: ensimmdisen asteen
yhtald

Opetus.tv: ensimmdisen asteen polynomiyhtdlot (8.18, 6.54, 3.21, 4.07 ja 5.15)

http://opetus.tv/maa/maal/ensimmaisen-asteen-polynomiyhtalot/

Yhtiloistd yksinkertaisin on ensimmaéisen asteen yhtidld. Kdydéan se lyhyesti 1dpi

kertauksen vuoksi.

Ensimmaisen asteen yhtilossi ratkaistavana on vain mahdollisesti vakiolla kerrot-
tu muuttuja. Yhtdlon ratkaisemiseksi riittdad neljdd peruslaskutoimitusta: yhteen-,
vahennys-, kerto ja jakolasku. Yhtdloda muokataan tekemilld yhtdlon kummallekin

puolelle sama laskutoimitus.

ESIMERKKI 2.69
Ratkaise yhtdlo 4x +5 = 2 + 2x.

Ratkaisu.
4 +5=2+2x | —2x
2x+5=2 | -5
2x=-3 | -2
3
X=—-=
2
Vastaus. x = —%

ESIMERKKI 2.70
B Ratkaise yhtilo 3x — 6 = 0.
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Ratkaisu.

3x—-6=0 || +6
3x =6 || 03
x = é =2
3
Vastaus. x =2
ESIMERKKI 2.71
. . X x+3
Ratk htdlo = — =3.
atkaise yhtilo > >
Ratkaisu.
x x+10
2_2T Y _5 -2
7T |
x—(x+10)=10
x—x—-10=10
—-10=10 ristiriita, ei ratkaisua.

Vastaus. ei ratkaisua

Yleisesti ensimmaéisen asteen yhtdlé on muotoa ax + b = 0. Kaikki 1. asteen yh-
tilot voidaan muokata tdhiin yleiseen muotoon siirtdmélla kaikki termit yhtidlon

vasemmalle puolelle ja sieventamalla.

Yleisen yhtélon ax + b = 0 ratkaisu on

ax+b=0 | —»
ax = —b || ta(#0)
b
xX=—-—.
a
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Tehtdvid

Opi perusteet

102. Ratkaise yhtilot.

a)x+5=47
b) 2x = 64
¢)3x—-5=16

103. Ratkaise yhtilot.

a)x+8=2x—-1

b) 2x +4 =60

c)3x—-5=—-x+11

104. Antero pitdd hauskaa keksimilld luvun mielikuvituksessaan. Hin kirjoit-
taa luvun mielikuvituspaperille vaaleanpunaisella mielikuvituskynilld. Tadmaén jal-
keen hin kertoo luvun silmiensd lukumaéérilld ja vihentdd siitd varpaidensa lu-
kumaéérin. Antero on innoissaan, silld hén saa tulokseksi luvun 8, joka on héinen
ikdnsd vuosina. Selvitd yhtdlonratkaisulla Anteron keksimé luku, kun oletetaan,
ettd hdnelld on yhtd monta silméi ja varvasta kuin hénen ikdtovereillaan yleensa
on.

105. Kun eris luku kerrotaan kolmella, ja siihen sen jilkeen lisdtdén viisi, saadaan
tulokseksi puolet alkuperdisestd luvusta. Kirjoita yhtdlo ja selvitd kyseinen luku.

106. Muodosta tilannetta kuvaavat lausekkeet.
a) Kuinka paljon maksaa hilavitkuttimen vuokraus x tunniksi, kun vuokra on
42 €/tunti. Vuokraajan tulee my0s ottaa pakollinen 25 euron laitteistovakuutus.

b) Kuinka monta euroa saa x dollarilla, kun 1 EUR vastaa 1,23 USD:a, ja halutaan
vaihtaa dollareita euroiksi. Valuutanvaihtaja veloittaa lisiksi palvelumaksun 0,50
euroa.

Hallitse kokonaisuus
107. Ratkaise yhtilot.
a)3(x+7)="7x

b) 2(3x — 1) = —T7x
)3-2x—(4—x)=2
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108. Ratkaise yhtalét.

x=5 5 _
a)—2~T—;(1—x)—5x+3

b) 4x3—5 _%(x_g):_xT-f-S

)3(x—=3)+x=4x-9

Lisaa tehtavia

109. * Suorakulmaisen kolmion sivujen pituuden kateettien pituudet ovat x +1 ja
4. Hypotenuusan pituus x + 3. Mikd x on?

110. % Maééritd sekunnin tarkkuudella se ajanhetki, kun kellotaulun minuutti- ja
tuntiviisarit ovat pédéllekkdin ensimmadisen kerran klo 12.00:n jilkeen.
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2.3 Ensimmdaisen asteen epdyhtdld

Opetus.tv: ensimmdisen asteen epdyhtdilo (14.55 ja 8.21)

http://opetus.tv/maa/maa2/ensimmaisen-asteen-epayhtalo/

Samoin kuin yhtiloiden kohdalla, epdyhtélo pyritdan muuttamaan niin yksinker-
taiseen muotoon kuin mahdollista, jotta yksinkertaisesta tilanteesta ndhdédén vilit-
tomaésti, mitkd luvut kuuluvat ratkaisuun ja mitkid eivit. Tuntemattomat pyritidin
yhdistimaéén, ja epdyhtilod muokataan niin, etti tuntematon saadaan yksin omalle

puolelleen yhtdloa.

ESIMERKKI 2.72
Ratkaise epayhtilo 2x + 1 < 0.

Ratkaisu.
2x+1<0 || -1
2x < -1 | 2
X< -1
2

Vastaus. x < —%. Ratkaisu voidaan esittdd myos muodossa x €] — oo, —%[.

Ratkaisua voidaan tulkita graafisesti tutkimalla lausekkeeseen 2x + 1 liittyvid

kuvaajaa:
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f(x)y=2x+1

Alkuperdinen epiyhtdlo 2x + 1 < 0 vaatii, ettd lausekkeen 2x + 1 arvo on

negatiivinen. Yhtalon ratkaisu on mahdollista ndhda katsomalla kuvasta, milla
kaikilla x:n arvoilla funktion 2x 4+ 1 kuvaaja laskee vaaka-akselin alapuolelle.

Tilloin funktio, siis toisaalta lauseke 2x + 1, saa negatiivisia arvoja.

Ensimmdisen asteen epéyhtilo ratkaistaan muuten kuin yhtélo, mutta kun kerrotaan

tai jaetaan negatiivisella luvulla, epdyhtdlomerkki kdéntyy.

ESIMERKKI 2.73
Ratkaise epiyhtdld x < 5x — 8.

Ratkaisu.
x<5x-8 || —5x
—4x < -8 | :(—4), merkki kiisintyy, —4 <0
x>72

Vastaus. x > 2.

Merkki kdintyy yleisemmin aina, kun yhtdlon molemmille puolille sovelletaan jotain

viahenevaa funktiota — téstd lisdid myohemmild kursseilla.

ESIMERKKI 2.74
I Milld w:n arvoilla piatee —8w — (8 — w) > %w +5?
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Ratkaisu.

—8w—(8—w)2%w+5

—8w—8+w2%w+5

1 1
—7w—82§w+5 || —Ew
15

——~w-8>5 8
Sw—82 | +

15 15
—pwz13 =
15
<13 : (=
w < ( 2)
w<-13. =
15
26
< ==
W71

Vastaus. w < _2%

15
ESIMERKKI 2.75
Ratkaise kaksoisepédyhtdlo 1 < g+ 7 < =5g — 2.

Ratkaisu. Ratkaistavana on itse asiassa kaksi epayhtélod: 1 < g + 7 ja

q + 7 < =5q — 2. Halutaan siis 10ytd4 ne g:n arvot, joilla molemmat epayhtilot
patevat.

1<q+7 | -7
-6<gq
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Vastaavasti toiselle yhtélolle:

g+7<-5¢-2 || + 5¢q

6g+7 < -2 | -7

6g < -9 || 16
9__1
q<—€— 12

Saatiin siis ehdot -6 < gjagq < —1 %, jotka tidytyy yhdistaa.

-6 0
P ! » —6<g¢g
_]l 0
Ca— > q<—l%
1
-6 —15 0 |
. . > —65q<—15

Ehdot ovat yhtd aikaa voimassa, kun —6 < g < —1 %

Vastaus. —6 < g < —1%.
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Tehtavid

Opi perusteet

111. Ratkaise seuraavat epayhtalot.

a)3x+6 <4x
b)3x —6 <2x + 57
c)Sy—-2<12
d)3<y+9

e) z—5> —888
f)2z+5<42z-995

112. Maalipurkki sisiltdd 10 litraa maalia. Maalin riittoisuus on noin 6 m?/1. Talon
ulkoseindn korkeus on 4,5 m. Ulkoseindlle tulevat laudat on maalattava kahteen
kertaan. Riittddko maali, jos maalattavan seinéin pituus on

a)5m
b) 10 m
¢) Kuinka pitkélle seinille yhden purkillisen sisdltimi maali riittad?

113. Ratkaise epdyhtilot.

a)3x+6<2x<9-—x
b)3x+6 <2x <1+43x

Hallitse kokonaisuus

114, Milld x:n arvoilla luvut 2x -5, —x ja x+4 ovat erisuuria ja 2x—5 on luvuista

a) suurin

b) toiseksi suurin

¢) pienin?

115. Tietyn auton kiyttovoimavero on 450 €/vuosi, ja keskiméérdinen kulutus die-
seloljyd kiytettdessd on S litraa/100 km. Saman valmistajan vastaava bensiinikéyt-
téinen auto kuluttaa 8 litraa/100 km. Diesel maksaa 1,55 €/litra, ja bensiini maksaa
1,65 €/litra. Kun vain annetut tiedot huomioidaan, niin kuinka paljon esimerkin
dieselajoneuvolla tulee vdhintdén ajaa vuodessa, jotta se on edullisempi? Autojen
ostohintoja ei huomioida.
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Liséa tehtivia
116. Ratkaise seuraavat epayhtalot.

a)33x+2>27x+6
b)3x-6>4x-6
c)Sy+5>15
d3y+2=>2y-1
e) z>2z+ 1000
Hz—-1>z+1

117. Lukion péittotodistuksessa aineen arvosana midrdytyy aineen pakollisten ja
syventdvien kurssien keskiarvosta pyoristettynéd kokonaisluvuksi tavallisten séédn-
tojen mukaan. Opiskelija haluaa filosofian péittdarvosanakseen 7 tai paremman.
Opiskelija aikoo osallistua kolmelle filosofian kurssille. Kahden kurssin jilkeen
hinen arvosanojensa keskiarvo on 6. Miki arvosana on opiskelijan vihintdin saa-
tava kolmannesta kurssista? Kurssit arvioidaan asteikolla 4-10.
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LUKU 3
Toinen aste

3.1 Toisen asteen polynomifunktio ja
sen kuvaagja

Opetus.tv: toisen asteen polynomifunktio (7.59)

http://opetus.tv/maa/maa2/toisen-asteen-polynomifunktio/
Toisen asteen polynomifunktio on muotoa
P(x) = ax’ + bx +c,
missé vakiot b ja ¢ voivat olla mitd tahansa reaalilukuja (b, ¢ € R) ja a voi olla mikd
tahansa reaaliluku, paitsi luku nolla (a € R, a # 0).

Toisen asteen polynomifunktion kuvaajaa nimitetdsn paraabeliksi.

Funktion P(x) = ax’ + bx + ¢ kuvaaja on joka ylos- tai alaspiin aukeava paraabeli.
Paraabelin suuntaan vaikuttaa ainoastaan toisen asteen termin kerroin a: kun a > 0,

paraabeli aukeaa ylopiin, ja kun a < 0, paraabeli aukeaa alaspdin.

ylospdin aukeava paraabeli, alaspiin aukeava paraabeli,
a>0 a<0
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Vakiotermi ¢ vaikuttaa kuvaajan korkeuteen.

X[ %3

4 2 2 4

v

Ensimmadisen asteen termin kerroin b vaikuttaa huipun sijaintiin seki pysty- etta

vaakasuunnassa.

A
T6 x? x? = 3x
14
12

4 2 2 4

} } } ! >
12
14

Tarkempi perustelu edelld esitetyille seikoille 10ytyy lisdmateriaalista, sivulta 157.
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Tehtdvid

Opi perusteet

118. Aukeavatko seuraavat paraabelit ylos- vai alaspdin?

a) 4x> + 100x — 3
b) —x? + 1337

¢) 5x* = Tx+5
d) —6(=3x*+5)
e) —13x(9 — 17x)

f) 100(1 — x?)
119. Funktiot P(x) ja Q(x) ovat toisen asteen polynomeja.
A o)

Paittele kuvaajan perusteella

a) mihin suuntaan paraabelit aukeavat
b) funktion P nollakohdat
¢) yhtdlon Q(x) = 2 ratkaisu

d) polynomin Q(x) vakiotermi
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Hallitse kokonaisuus

120. Kuvassa on funktion P(x) = x> kuvaaja.

\ /Hmzxz

_—

Hahmottele kuvaajan avulla funktioiden
a) x> — 1
b) 2 —x*
1.2
C) Ex
d) (x—2)

kuvaajat.
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3.2 Toisen asteen yhtdld

O [w] Opetus.tv: roisen asteen yhtilé (9.02, 11.09 ja 9.30)
v

E - http://opetus.tv/maa/maa2/toisen-asteen-yhtalo/

ESIMERKKI 3.76
Funktion f arvot miiritellddn kaavalla f(x) = x% 4 2x + 1. Selvitetizn, milloin

funktion f kuvaaja leikkaa x-akselin.

Funktion kuvaaja leikkaa x-akselin, kun f(x) = 0. Tatd muuttujan x arvoa
kutsutaan funktion f nollakohdaksi. Piirretdéin funktion f kuvaaja ja etsitdén
ne kohdat, joissa funktio leikkaa x-akselin.

A

\ ) /f(x)=x2+2x+1

Kuvaajasta havaitaan, ettd funktion f nollakohta on x & —1. Tatd funktion nollikoh-
tien ratkaisumenetelmad kutsutaan graafiseksi ratkaisemiseksi. Graafinen ratkaisu

on aina likiméiréinen eli arvio oikeasta ratkaisusta.

Maiiritettdessd toisen asteen polynomifunktion nollakohtia paddytdin toisen asteen

yhtiloon, joka on aina saatettavissa yleiseen muotoon

ax’>+bx+c=0.
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Toisen asteen yhtalolla
ax> +bx+c¢=0

on reaalilukuratkaisuja joko 0, 1 tai 2 kappaletta.

Seuraavassa kuvat eri tapauksista:

2 ratkaisua, a positiivinen 2 ratkaisua, a negatiivinen
| - | -
> >

1 ratkaisu, a positiivinen 1 ratkaisu, a negatiivinen
| - | -
» »
ei ratkaisuja, a positiivinen ei ratkaisuja, a negatiivinen

\ 4
\ 4

Graafisen ratkaisemisen sijasta toisen asteen yhtalo ratkaistaan yleensa laskemalla,

mihin tutustutaan seuraavaksi.
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3.2.1 VAILLINAISET YHTALOT

Jos toisen asteen yhtilosti ax® + bx + ¢ = 0 puuttuu joko termi bx tai ¢, kyseessi

on niin sanottu vaillinainen toisen asteen yhtdlo. Se on muotoa
2 _ . 2 _
ax“+c¢c=0 tai ax"+bx=0.

Vaillinaisten yhtiloiden ratkaiseminen on paljon yleisti tapausta yksinkertaisempaa.

Toisen asteen yhtilo ax’> + ¢ = 0

Muotoa ax>+¢ = 0 oleva toisen asteen yhtiilé saadaan helposti ratkaistua nelidjuuren

avulla.

ESIMERKKI 3.77
Ratkaise yhtild 5x? — 45 = 0.

5x2-45=0 | +45
5x* =45 | =5
x*=9 ratkaistaan kiyttaen neliojuurta (9 > 0)

ESIMERKKI 3.78
Ratkaise yhtilo 13x% — 42 = —3:

13x> =42 = -3 | +42
13x% =39 | :13
x?=3 ratkaistaan kdyttden neliojuurta (3 > 0)

N

TOINEN ASTE 83



ESIMERKKI 3.79
Ratkaise yhtilo x> + 4 = 3:
x> +4=3 | -4

x2=-1

Koska x? > 0 kaikilla x, yhtil6lli ei ole ratkaisua.

Toisen asteen yhtlo ax” + bx = 0

Jos yhtilosti ax? + bx + ¢ = 0 puuttuu vakiotermi ¢, yhtilé saa muodon
ax? + bx = 0.
Tillainen yhtilo ratkeaa jakamalla tekijoihin ja kiyttdmélld tulon nollasdéntoa:

ax’ +bx =0 || otetaan yhteinen tekiji
x(ax+b)=0 || tulon nollasdanto
x=0taiax+b=0

x=0taiax =-b

. b
x=0taix =—-.
a

ESIMERKKI 3.80
Ratkaise yhtilo x* — 11x = 0.

x> =1lx=0 || otetaan yhteinen tekiji x
x(x—11)=0 || tulon nollasdanto
x=0taix—11=0

x=0taix =11
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ESIMERKKI 3.81
Ratkaise yhtil6 55x° + 8x = 0.

55x* 4+ 8x =0 || otetaan yhteinen tekiji
x(55x+8)=0 | tulon nollasintd
x=0tai55x+8=0
x =0tai 55x = -8

x:Otaix=—i

55

3.2.2 NELIOKSI TAYDENTAMINEN

Toisen asteen yhtilod ax® + bx + ¢ = 0, jossa a,b,c # 0, kutsutaan tiydelliseksi
toisen asteen yhtdloksi. Tallaiset yhtdlot voidaan ratkaista muistikaavojen avulla

tdydentdmalld ne nelidiksi. Tarkastellaan vaikkapa yhtdlod
x?+2x-3=0.

Yhtélon vasen puoli on melkein sama kuin binomin x + 1 nelid, silld (x + 1)2 =

x% 4 2x + 1. Vain vakiotermissi on eroa. Korjataan asia ja ratkaistaan yhtilo:

x}4+2x-3=0 || +4
+2x+1=4 || muistikaava: (x + 1) = x> + 2x + 1.
(x+1)7?=4 | nelisjuuri (4 > 0)
x+1==2
x=42-1

x=2—-1ltaix=-2-1

x=1taix=-3.

Miksi edell osattiin ajatella juuri oikeaa muistikaavaa (x +1)? = x? +2x+ 12 Syyni
on se, etti yhtilén vasemmalla puolella olevan polynomin alkuosaa x> + 2x ei saada
minkdin muun binomin neliostd. Nelioksi tiydentdminen vaatii siis muistikaavojen

hyvii hallintaa.
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Kaikki toisen asteen yhtélot voidaan ratkaista nelioksi tdydentdmélli. Yleensd sen
sijasta tosin kdytetdén roisen asteen yhtdilon ratkaisukaavaa, joka esitelldin seuraa-
vassa luvussa. Ratkaisukaava perustellaan nelioksi tdydentdmailld, minkd vuoksi

nelioksi tdydentaminen opetellaan ensin.

ESIMERKKI 3.82
Ratkaise yhtil6 x> + 4x — 16 = 0.

Kirjoitetaan yhtilé muotoon x> 42 - 2 - x — 16 = 0 ja verrataan kahta
ensimmadisti termid muistikaavaan, jotta nghdédédn, minkd binomin nelioksi

lauseke voidaan muokata.

x> 4+2-x-2 = ( + )
@ +2-a-b+b> = (a+b)’

Lausekkeita vertaamalla nihdddn vastaavuus a = x, b = 2. Neliostéd puuttuva

termi b? on siis 2> = 4. Tdydennetiin nyt nelioksi:

x*+4x—16=0 | +16
x> +4x =16 | +4
X2 +4x+4=20 muistikaava: x> + 4x + 4 = (x+ 2)2
(x+2)>=20 nelidjuuri (20 > 0)
x+2= i\/% || -2
x=-2+ \/% || sievennetdin vastaus

x = -2 +24/5.

ESIMERKKI 3.83
Ratkaise yhtild 4x> —4x — 5 = 0.

Toisen ja ensimmadisen asteen termit saadaan neliostd (2x — 1)? = 4x> —4x + 1.
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Rakennetaan se yhtilon vasemmalle puolelle:

4x> —4x-5=0 | +6
4x? —4x+1=6 muistikaava: 4x> — 4x + 1 = 2x — 1)°
2x—-172=6
2x—1=+V6 | +1

2x=1xv6 | :2
1+/6

2

X =
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Tehtavid

Opi perusteet

121. Ratkaise yhtilot.

a) x> =16
b) x> =-16
)x?-13=0
d)3x>-12=0

122. Ratkaise yhtilot.

a)x(x—3)=0

b) x> +4x=0

) 7x* =3x =0

123. Kirjoita nelioksi tunnistamalla muistikaava
a) x2 +2x + 1

b) x> +6x49

c) x> —4x +4

124. Ratkaise yhtilo tdydentdmalld nelioksi
a)x>—2x+1=4

b) x> +4x =35

) x*=3x+10=0

Hallitse kokonaisuus

125. Ratkaise seuraavat yhtilot.

a) x> —100=0
b) x> 4+100=0
)x>—10=0
d)—x*-25=0
e) 2x>—98 =0
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126. Ratkaise seuraavat yhtilot.

a) x> —T2x=0
b) x? + 56x = 0
¢) —x*—13x=0
d)2x2+43x=0

127. Ratkaise seuraavat yhtilot.

a) x> =36=0

b) x* —85x =0

o) x>+ 11x = —6x

d) x* + 10x = —4x?

128. Ratkaise yhtdlo tdydentdmalld nelioksi.

a)x?—6x+9=1
b) x> +2x+4=0
)x?—4x-7=0
d)x2+x=§1

e)2x>+3x—-2=0

129. Ollessaan leirikoulussa Lapissa lukiolaisryhmé saapuu jirvelle ja havaitsee,

ettd jarven halkaisijan suuntainen maiseman poikkileikkaus on likimain paraabelin

1 1 ) . . . . O .
mxz — 5X muotoinen, jos x-akseli on on vedenpinnan taso ja yksikkoné on metri.

Kuinka pitkd matka vastarannalle on?

Lisii tehtivia
130. Ratkaise yhtélot kayttamalld tulon nollasaédntoa.

a) (X -Dx-7)=0
b) (x* = 9)(x* = 16) =0
) (x—4)=x(x—-4)
131. Ratkaise seuraavat yhtilot.
a)x>—9=0

b)2x* +8=0

¢) x>+ 11=-5
d)3—x*=—-1+3x?
132. Ratkaise yhtilot.
a) x*(4x* - 1)’ =0

b) —x*Bx—-1)*=0
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133. Ratkaise seuraavat yhtilot.

a)x>—3x=0

b) 10x +2x* =0

)2x?=x>=0

d) —3x% +8x = —2x

134. Elokuvassa Dredd pudotetaan ihmisid kuolemaan noin 1 kilometrin korkeu-
desta. Ennen pudotusta heille annetaan huumausainetta, joka hidastaa aikakésityk-
sen 1 prosenttiin normaalista. Vapaassa pudotuksessa pudottu matka ajanhetkelld

¢t on %gtz, jossa g on putoamiskiihtyvyytend tunnettu vakio, jolle voimme tdssa
hyvin kilyttii arviota g ~ 103%1.

a) Olettaen, ettd huumausaineen vaikutus kestdi koko putoamisen ajan, kuinka pit-
kilta aika pudotuksesta kuolemaan uhrista tuntuu? (Oleta annetut arvot tarkoiksi
ja muodosta relevantti toisen asteen yhtalo.)

b) x Mikd menee fataalisti pieleen, jos a-kohdan laskee suoraan kuvatulla tavalla?

135. % Toisen asteen yhtdlon vakiotermi on 4 ja sen ratkaisut ovat 2 ja 3. Mikd
yhtél6 on kyseessd?

136. * Ratkaise x ja y yhtilostd y* + 2xy + x* — 3x2+4 =0.

137. * Ratkaise x ja y yhtilostd 2x* + 2y* = 4xy — 1.
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3.3 Toisen asteen yhtalon
ratkaisukaava

Opetus.tv: toisen asteen ratkaisukaava (9.03, 11.06 ja 10.09)

http://opetus.tv/maa/maa2/toisen-asteen-yhtalon-ratkaisukaava/

Edellisessd kappaleessa opittiin, ettd toisen asteen yhtild voidaan aina ratkaista
tdydentdmailld se nelioksi. Nelioksi tdydentamistd kaytetdan kuitenkin harvoin, silld
saman ajatuksen voi ilmaista valmiina kaavana. Johdetaan seuraavassa toisen asteen

yhtélon ratkaisukaava.

Lihdetiin liikkeelle tiydellisestd toisen asteen yhtilostd ax®+bx+c = 0. Kuten edel-
lisen kappaleen esimerkeissi, haluamme muokata sen muotoon, josta se on helppo
tdydentdd binomin nelioksi. Huomataan binomin nelion muistikaavan sovelluksena,

ettd (ax + ﬁ)2 =a’x> + 2afx + ﬂz; verrataan tété toisen asteen yhtdloon:

ax> +bx+c=0
a>x? + 2apx + p* =2
(Tassé kaytetddn kreikkalaisia kirjaimia sekaannuksen vilttdmiseksi, silld a muisti-
kaavassa (a + b)? ei vilttimiitti ole sama kuin toisen asteen yhtélon kerroin a.)
Nihdién ettd yhtilot muistuttavat hieman toisiaan. Haluamme kuitenkin toisen asteen

yhtélén vasemman puolen samanlaiseen muotoon kuin alemman:

ax? +bx+c=0 vihennetéén puolittain ¢
ax? +bx =—c kerrotaan puolittain termilld 4a
4a’x* + 4abx = —4ac
(2a)2x2 + 4abx = —4ac

Nyt voidaan tdydentdd vasen puoli nelioksi, mistd saadaan esimerkkien tapaan rat-
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kaisu x:n suhteen.

(20)2)(72 + 4abx = —4ac lisdtddn puolittain termi b
(2a)*x* +2-2a - bx + b* = b* — 4ac nelio: (2a)*x* +2 - 2a - bx + b* = (2ax + b)*
(2ax + b)* = b* — 4ac otetaan puolittain nelidjuuri, jos b> — 4ac >0

2ax + b= +Vb* —4dac viihennetiiin puolittain termi b
2ax = —b+ Vb2 —4ac  jaetaan puolittain termilld 2a # 0

_ —b+ Vb —4dac

2a

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaava on siis

_ —b+ Vb —4ac

X =
2a

oletuksella, ettd b*> — 4ac > 0. Oletus tarvitaan, koska negatiivisille luvuille ei ole

reaaliluvuilla méériteltyd neliGjuurta.

Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaava

Yhtilon ax? + bx + ¢ = 0, missd a # 0 ja b* —4dac > 0, ratkaisut ovat muotoa

—b+ Vb? —4ac

2a

N =

ESIMERKKI 3.84
Ratkaise yhtilo x> — 8x + 16 = 0.

Ratkaisu. Yhtild on muodossa ax? + bx + ¢ = 0:

_Lx2+(—8)x+1§=0

=a =b =c
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Sijoitetaan vakioiden a = 1, b = —8 ja ¢ = 16 arvot toisen asteen yhtédlon

ratkaisukaavaan.

—~(-8)+V(-82-4-1-16
X =

21
_8+1/64—64
= 2
= 8=%0

2
x=4

Vastaus. x =4

ESIMERKKI 3.85
Ratkaise yhtil6 15x2 + 24x = —10.

Ratkaisu. Siirretdédn kaikki termit samalle puolelle yhtéiloa:

§x2+ggx+1g=0

=qa =b =c

Sijoitetaan a = 15, b = 24 ja ¢ = 10 toisen asteen yhtilon ratkaisukaavaan.

LM V242 —4.15-10
2-15
24+ /576 — 600
x= 30
_ —24x4/-24
B 30

Koska juurrettava on negatiivinen (—24 < 0), niin yhtilolld ei ole

reaalilukuratkaisuja.

Vastaus. Ei ratkaisua.
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ESIMERKKI 3.86
Ratkaise yhtil6 x> + 2x — 3 = 0.

Ratkaisu. Sijoitetaan a = 1, b = 2 ja ¢ = —3 ratkaisukaavaan.

—2+4/22-4.1-(=3)

2-1

—2++4+12

x = 5
-2+14/16
X=—"
2
-2+4
X =
2
x=—-1+2

x=—-14+2taix=-1-2

x=1taix=-3

Vastaus. x = 1 tai x = =3.

ESIMERKKI 3.87
Kahden luvun erotus on 7 ja tulo 330. Mitké luvut ovat kyseessd?

Ratkaisu. Olkoon pienempi luvuista x, jolloin suurempi on x + 7. Saadaan

yhtalo
x(x+7) =330 || - 330
x> +7x-330=0 || 2. asteen yhtdlon ratkaisukaava
‘= -7+ V7?-4-1-330
B 2-1
-7+ 1369
X=————— | V1369 =37
=7+£37
X =
2
-7+37 . -7-37
X = tai x = >

x =15 tai x =-21

Koska x oli pienempi alkuperdisistd luvuista, suurempi on 15 + 7 = 22 tai

94  TOINEN ASTE



-21+7=-14.
Vastaus. Luvut ovat 15 ja 22 tai —21 ja —14.
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Tehtavid

Opi perusteet

138. Ratkaise yhtiloistd reaaliluku x.

a) x>+ 6x+5=0

b) x> —2x-3=0
©)2x*+3x+5=0

d)9x* — 15x +6=0

e) x> — 2x+4=0

139. Ratkaise

a) 2x + x> = —4

b) x> +3x=5

©)3x* = 13x +50 = -2x* + 17x + 5
d) 6x* + 1 = —18x.

140. Ratkaise.

a) —§x2+ﬁx—%=0

b) 2x? - x4+ 2 =0

141. Muokkaa yhtilot normaalimuotoisiksi toisen asteen yhtiloiksi ja merkitse tar-
vittaessa madrittelyehto.

a)x:i
1 _
b)m—x
v
c) = 2
1 _1__L
d)?_l +1°

142. Ratkaise ¢ yhtélosta c2/(0,01 —c)=18- 107> sadastuhannesosien tarkkuu-
della, kun tiedetiin, ettd ¢ on positiivinen.

Hallitse kokonaisuus

143. Kahden luvun summa on 8 ja tulo 15. Méérité luvut.

144. Suorakulmion muotoisen talon mitat ovat 6,0 m X 10,0 m. Talon kivijalan ym-
pérille halutaan levittii tasalevyinen sorakerros. Kuinka leved kerros saadaan, kun
soraa riittdd 20 m* alalle?
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145, Madritellddn reaalifunktio f kaavalla f(¢) = $t2 — ﬁt + ﬁ. Midrita funk-

tion f ainut nollakohta. Kuinka monen prosentin suhteellinen virhe vastaukseen
tulee, jos kuitataan toisen asteen termin kerroin $ merkityksettomén pienena ja
unohdetaan toisen asteen termi kokonaan?

146. Jalkapallo potkaistiin ilmaan tasaiselta kentiltd. Sivusta katsottuna pallon len-
torata oli paraabeli, jonka yht#l6 oli muotoa

y= —x% + 15x — 36,

missd x on etdisyys metreind kenttid pitkin mitattuna ja y korkeus kentén pinnasta.
Kuinka pitkan matkan pallon lensi?

147. Ratkaise yhtdlo (4¢+ D)x? —8tx + (41— 1) = 0 vakion ¢ kaikilla reaaliarvoilla.

148. Viljami sijoittaa 1 000 € korkorahastoon, jossa korko lisitddn pddomaan vuo-
sittain. Rahasto perii aina koronmaksun yhteydessd 20 euron vuosittaisen hoito-
maksun, joka vihennetidin summasta koronlisdyksen jilkeen. Viljami laskee, etté
hén saisi yhteensd 2,4 % lisdyksen padomaansa kahden vuoden aikana.

a) Miki on rahaston korkoprosentti? Ilmoita tarkka arvo ja likiarvo mielekkailla
tarkkuudella.

b) Paljonko rahaa Viljamin pitdisi sijoittaa, ettd hinen sijoituksensa kasvaisi yh-
teensd 5,0 % kahden vuoden aikana?

149. Kun kappaleen kiihtyvyys a on vakio, pitee x = vyt + %at2 jav =uvy+at,

missd x on kuljettu matka, v, alkunopeus, v loppunopeus ja ¢ aika.

a) Kivi heitetdin suoraan alas Olympiastadionin tornista (korkeus 72 metrid) no-
peudella 3,0 m/s. Kuinka monen sekunnin kuluttua kivi osuu maahan? Putoamis-
kiihtyvyys on noin 10 m/s?

b) Bussin nopeus on 20 m/s. Bussi pyséhtyy jarruttamalla tasaisesti. Se pysihtyy
10 sekunnissa. Laske jarrutusmatka.

150. Johda nelioksi taydentdmalla ratkaisukaava yhtilolle
x>+ px+q=0.

Tarkista sijoittamalla tavanomaiseen ratkaisukaavaan.

151. On olemassa viisi perdkkdistd positiivista kokonaislukua, joista kolmen en-
simmdiisen nelididen summa on yhti suuri kuin kahden jalkimmiisen nelididen
summa. Mitké luvut ovat kyseessi?
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152. Kultaisessa leikkauksessa jana on jaettu siten, ettd pidemmin osan suhde ly-
hyempiin on sama kuin koko janan suhde pidempéén osaan. Timé suhde ei riipu
koko janan pituudesta ja sitd merkitdédn yleensi kreikkalaisella aakkosella fii eli ¢.
Kultaista leikkausta on taiteessa kautta aikojen pidetty ”jumalallisena suhteena”.
a) Laske kultaiseen leikkauksen suhteen ¢ tarkka arvo ja likiarvo.

b) Napa jakaa ihmisvartalon pituussuunnassa suunnilleen kultaisen leikkauksen
suhteessa. Milld korkeudella napa on 170 cm pitkélld ihmiselld?

Lisai tehtivia
153. Ratkaise oheiset vaillinaiset toiseen asteen yhtilot ratkaisukaavan avulla.
a) x> +23x=0
b) 4x* —64 =0
154. Ratkaise
a) —x>+4x+7=0
b) x> = 13x+1=0
) 4x*—3x-5=0
5.2, 4 _
d) £X +7x—1—0.

155. * Ratkaise yhtilo (x* —2)? + x> =2 = 2.

156. * Ratkaise yhtilo (x* — 2)° = (x? + 4x + 4)°.
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3.4 Diskrimninantti

Opetus.tv: diskriminantti 2. asteen yhtdlolle (7.56 ja 8.30)

http://opetus.tv/maa/maa2/diskriminantti/

ESIMERKKI 3.88

Ratkaistaan toisen asteen yhtild 3x> — 5x + 10 = 0.

Sijoitetaan a = 3, b = —5 ja ¢ = 10 toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaan
X = —b+V b*—4ac
2a ’

—(=5)+ /(=52 =4-3-10
X =

2-3
5+425-120
X=—-—
6
5+4-95
X=—-—

6

Koska juurrettava on negatiivinen, yhtélolli ei ole ratkaisuja.

Edellisen esimerkin tulokseen paistéisiin nopeamminkin. Koska ratkaisukaavassa

esiintyvi lauseke b? — 4ac on negatiivinen, ratkaisua ei ole.

Lauseketta > —4ac kutsutaan diskriminantiksi. Sen arvo kertoo yhtilon ratkaisujen
lukumaéérin. Jos D < 0, ratkaisuja ei ole, silld negatiivisella luvulla ei ole nelidjuurta.
Jos D = 0, nelidjuuren arvoksikin tulee O ja ratkaisuja saadaan vain yksi (+0 = 0).

Jos D > 0, nelidjuuri saa positiivisen arvon ja ratkaisuja on kaksi.

Diskriminantin avulla voidaan siis tutkia yhtélon ratkaisujen lukuméérad ilman ettd

yhtdlod tarvitsee ratkaista.
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Toisen asteen yhtilon ax*+ bx +c = 0 ratkaisujen lukumdidirci

* Diskriminantti: D = b* — 4ac
* Jos D < 0, yhtiloll4 ei ole reaalisia ratkaisuja.
e Jos D = 0, yhtilolld on tasan yksi reaalinen ratkaisu.

e Jos D > 0, yhtilolld on kaksi erisuurta reaaliratkaisua.

Tapauksessa D = 0 yhtilon ainoaa ratkaisua kutsutaan sen kaksoisjuureksi.

ESIMERKKI 3.89

\l, L/

2x2 = 2x+1=0:
D=(-2%-4-2-1=4-8=—4eli

D < 0. Ei reaalisia ratkaisuja.

—_—

\ /
x> =2x+1=0:

t D=(-2-4-1-1=4-4=0,eli
) D = 0. Yksi reaaliratkaisu.

—_—

2x> —4x+1=0:
> D=(_4)2_4.2.1:16—8=8,eli

D > 0. Kaksi eri reaaliratkaisua.
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ESIMERKKI 3.90
Selviti, onko yhtilollid x> + x + 2 = 0 ratkaisuja.

Tutkitaan diskriminanttia.
D=12-4-1.2=1-8=-7

Koska D < 0, yhtélolli ei ole ratkaisuja.

Jos yhtélon ratkaisemista yrittéisi ratkaisukaavan avulla, tulisi nelidjuuren alle

negatiivinen luku.

ESIMERKKI 3.91
Milli k:n arvolla yhtilolld 9x% 4+ kx + 1 on tasan yksi ratkaisu?

Jotta ratkaisuja olisi tasan yksi, on diskriminantin oltava 0.

D=0
k>*—4.9.1=0
k*—36=0

k* =36

k=+6

Yhtélolld on tismélleen yksi ratkaisu, kun k = —6 tai k = 6.
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Tehtavid

Opi perusteet

157. Laske diskriminanttien arvot. Kuinka monta ratkaisua yhtiloilld on?
2)3x*+4x+1=0

b) x* +2x+5=0

¢)3x*—6x+3=0

d) x> =7x-40=0

158. Kuinka monta ratkaisua yhtélgilla on?

a) 12x* +12x -4 =0

b) 12x* + 12x +4 =0

159. Tulkitse polynomifunktion lauseketta: Onko kyseesséd ylos- vai alaspiin au-
keava paraabeli? Kuinka monta nollakohtaa funktiolla on?

a) P(x) = —3x>+9x -5
b) O(y) = 55> =2y +1
¢) R(z) =z> =7z —-40
d) S(w) =3uw? - 6w+3

160. Milli luvuilla ¢ yhtilolld x> + 5x + ¢ = 0 ei ole ratkaisua?

Hallitse kokonaisuus

161. Kuinka monta ratkaisua yhtélgillda on?
a) 10x> — 8x — 35 =14x — 10

b) —6x% 4 15x — 59 = 5x + 17

) 3x?+Tx=2x"+x-9

162. Milld vakion a arvoilla yhtilolld (2a — 1)x? 4 (a+ 1)x + 3 = 0 on tismilleen
yksi juuri?

163. Osoita, ettd polynomi —2x? + 6x — 6 saa vain negatiivisia arvoja.

164. Miti voit sanoa ratkaisujen lukumésristi vaillinaisten yhtiloiden ax®+¢ = 0
ja ax>+bx=0 tapauksessa? Oletetaan, ettd a,b,c # 0.
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Liséi tehtivid

165. Kuinka monta ratkaisua yhtél6illd on?
a) x>+ 12x—4=0

b) 5x*> +4x—-10=0
¢)3x?—12x+12=0

d) 5x*+10x —30=0

166. Milld vakion k arvoilla yhtilolld —x? — x — k = 0 on ratkaisuja?

167. Milld vakion a arvoilla yhtilolld ax*4x = ax—5 on tismilleen yksi ratkaisu?

168. Kuinka monta ratkaisua yhtil6illd on vakion a eri arvoilla?

a)x>+6x+a+1=0
b)ax’+4x—-1=0

169. % Osoita, ettd diskriminantti on 0, jos ja vain jos yhtdlo voidaan esittdd muo-
dossa
(¢;x + ¢,)* = 0, missi ¢, ja ¢, ovat reaalilukuja.
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3.5 Toisen asteen epdyhtald

Opetus.tv: toisen asteen epdyhtdlo (9.20 ja 10.19)

http://opetus.tv/maa/maa2/toisen-asteen-epayhtalo/

r
Toisen asteen epdyhtélon voi ratkaista tutkimalla toisen asteen polynomin kulkua.

ESIMERKKI 3.92
Ratkaise epiyhtilo x> — 5 > 0.

Ratkaisu: Tarkastellaan polynomifunktiota f(x) = x% — 5. Tehtivinanto
voidaan nyt muotoilla uudelleen. On selvitettdvid, milld muuttujan x arvoilla

polynomifunktion f(x) = x> — 5 arvot ovat positiivisia.

A f)=x"=5
———————— f(=3)

* Funktion arvot ovat positiivisia, kun funktion kuvaaja on x-akselin
yldpuolella.
* Funktion arvot ovat negatiivisia, kun funktion kuvaaja on x-akselin

alapuolella.

Kahden vierekkiisen nollakohdan vilissa funktion kuvaaja on joko kokonaan
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x-akselin alapuolella tai kokonaan x-akselin yldpuolella. Télloin funktion arvot

ovat aina joko pelkéstddn positiivisia tai pelkéstidin negatiivisia.

Funktion kidyttdytymisestd saadaan siis paljon tietoa etsimilld sen nollakohdat:

fx) =
x>=5=0
2:5

x=+V5

Nyt tiedetéén, ettd funktio leikkaa x-akselin kohdissa x = —\/g jax = \/g .
Kuvasta ndhdéan, ettd funktion kuvaaja on x-akselin yldpuolella, kun x < —\/_
tai x > \/_ 5. Siten funktion arvot ovat positiivisia, kun x < — \/g tai x > \/_

\f i

Vastaus: x < —\/g tai x > \/g

Toisen asteen polynomifunktion f(x) = ax? + bx + ¢ arvot voivat vaihtaa merkkiin

vain funktion nollakohdissa. Jos halutaan tietid, milloin toisen asteen polynomifunk-

tion arvot ovat positiivisia tai negatiivisia, niin

1. Ratkaistaan funktion f(x) = ax® + bx + ¢ nollakohdat eli etsitééin ne muuttujan
x arvot, joilla ax>+bx+c¢=0.

2. Hahmotellaan funktion kuvaajan aukeamissuunta ja merkitaéin kuvaajaan funktion
nollakohdat.

3. Piitellddn hahmotelmasta milloin funktion arvot ovat positiivisia ja milloin nega-
tiivisia.

Toisen asteen epdyhtilditd voi toki ratkaista myOs ilman paraabelien ominaisuuksiin

vetoamista, mutta se ei ole sen helpompaa. Téasté lisid mydhemmin.
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ESIMERKKI 3.93
Ratkaise epiyhtilo x> — 6 < —5x.

Ratkaisu: Muutetaan ensin epiyhtilé muotoon x> + 5x — 6 < 0 lisdamallid
molemmille puolille termi 5x. Nyt tehtdvi voidaan ratkaista tutkimalla, milla

muuttujan arvoilla funktion f(x) = x> + 5x — 6 arvot ovat negatiivisia.

1. Ratkaistaan polynomifunktion f(x) = x> + 5x — 6 nollakohdat.

fx)=0
x*4+5x-6=0 || 2. asteen yhtdlon ratkaisukaava
—5+1/(52—4-1-(=6)
X =

2-1

N

X = 3
=5+ 14/49
X=———
2
-5+7
X =

2
x=—-6taix =1

2. Hahmotellaan polynomifunktion kuvaaja. Se aukeaa ylospiin, koska toisen

asteen termin x” kerroin on positiivinen.

3. Kuvaajasta voidaan péételld, ettd f(x) < 0, kun —6 < x < 1.
Vastaus. Alkuperdinen epéyhtalo toteutuu, kun —6 < x < 1.

ESIMERKKI 3.94
Ratkaise epiyhtild 5x% + 13x + 3 < 0.

Ratkaisu:

Tutkitaan funktiota f(x) = 5x* 4+ 13x + 3. Nyt on selvitettivi, milli muuttujan

x arvoilla funktion arvot ovat negatiivisia.
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1. Ratkaistaan funktion nollakohdat, jotta tiedetddn, missi kohdissa kuvaaja

leikkaa x-akselin.

fx)=0
5524+ 13x+3=0 || 2. asteen yhtdlon ratkaisukaava
_ —13+V132-4.5.3
B 2-5
—13+ /169 — 60
X =
10

_ —13+1/109
B 10

2. Hahmotellaan funktion kuvaaja. Kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli,

koska toisen asteen termin kerroin 5 on positiivinen.

13—v/1

3. Kuvaajasta voidaan péaitelld, ettd f(x) < 0, kun — o ® <x<

—13++4/109
10 ’

—13-1/109 —13+1/109
Vastaus: ——— < x < J;—O

ESIMERKKI 3.95
Mikko rakentaa suorakulmion muotoista kaniaitausta lemmikkikanilleen. Aitaus

rajoittuu yhdeltd sivulta Mikon taloon. Hénelld on yhteensd 14 metrid
kaniverkkoa. Miten Mikon pitdi valita aitauksensa mitat, jotta kaniaitauksen

koko on vihintddn 12 neliometria?
Ratkaisu

Olkoon talon suuntaisen sivun pituus y ja kahden péétysivun pituus x. Koska
tiedimme, ettd x + x + y = 14, saadaan tésti ratkaistua talon suuntaisen sivun
pituudeksi y = 14 — 2x. Aitauksen pinta-alaa kuvaa funktio

A(x) = x(14 — 2x) = 14x — 2x*> = —2x? — 14x. Halutaan, etti A(x) > 12, josta
saadaan epiyhtil —2x* + 14x > 12. Tdmi epiyhtilo saadaan vield muotoon
—2x* 4+ 14x — 12 > 0.
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Nyt ratkaistavana on epiyhtild —2x* + 14x — 12 > 0. Tutkitaan funktiota
f(x) = —2x> + 14x — 12 ja selvitetiin, milloin sen arvot ovat positiivisia.

Selvitetdan ensin funktion nollakohdat:

—2x+14x-12=0
14+ /142 — 4. (=2) - (-12)

¥ 2-(-2)
—14 £ /196 — 96
X =
—4
x_—14i10
T 4
24 . —4
X=— tal x=—
—4 —4

x=6 ta x=1

Hahmotellaan sitten funktion f(x) = —2x? + 14x — 12 kuvaaja. Koska 2. asteen
termin kerroin —2 on negatiivinen, on kyseessé alaspdin aukeava paraabeli.

Hahmotellaan sen kuvaaja:

—
(@)

+

Kuvasta ndhdéén, ettd funktion arvot ovat positiivisia, kun 1 < x < 6. Siten
epiyhtilo —2x* + 14x — 12 toteutuu, kun 1 < x < 6. Téami tarkoittaa, etti

aitauksen ala on suurempi kuin 12 neliometria, kun 1 < x < 6.

Vastaus: Olkoon y aitauksen talonsuuntainen sivun ja x paitysivun pituus.
Télloin 1 < x < 6 ja y = 14 — 2x. Toisin sanottuna, Mikko valitsee paatysivun
pituudeksi (x) jotakin vililtd 1-6 m, jolloin talonsuuntaisen sivun pituus (y)

metreind saadaan sijoittamalla x lausekkeeseen y = 14 — 2x.
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Tehtavid

Opi perusteet

170. Ratkaise seuraavat epayhtalot.

a) x> —4<0
D) x>+x>0
) x*+1<0
d) x> +5x4+6>0

171. Ratkaise seuraavat epayhtalot.

a) —x>+5x+8>0

b) —2x* +6x+9> 0
c)4x?—8x—-72<0

172. Ratkaise seuraavat epayhtalot.
a) 4x” + 13x > 0

b) 4x* - 776 > 0

¢) 7x*—8x <0

d)11x*-12<0

Hallitse kokonaisuus

173. Tutki, milld muuttujan x arvoilla seuraavat funktiot saavat positiivisia arvo-

ja.

a) f(x)=x>—4

b) g(x) = —x* —2x 43
¢) h(x) = x> +2x+5
d)i(x) = —-x*>—1

174. (K93/T3b) Autoilijan tyomatkan kesto ¢ riippuu liikennevirrasta m kaavan
t =0,01 m*+ 0,03m+ 18 mukaisesti, missi ¢ on ajoaika minuutteina ja m liikenteen
mittauspisteen minuutissa ohittavien autojen méird. Kuinka suuri saa liikennevirta

enintdin olla, jotta autoilijan tydmatka kestdisi enintdéin puoli tuntia?

175. Osoita, etti funktio f(x) = x> — 6x + 10 saa vain positiivisia arvoja.

176. Mill& vakion ¢ arvoilla yhtdlolla

6x2 + 2tx + 2t = 0 on kaksi juurta?
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177. Jaitelokioskin péivittiiset kiinteét kulut ovat 400 euroa. Jokainen jaiteld mak-
saa kauppiaalle 0,50 euroa. Kun jditelon myyntihinta on x euroa, sitd myyddin
1000 — 200x kappaletta.

a) Milld myyntihinnoilla jd4telon myynti on kannattavaa?
b) Milld myyntihinnalla saadaan suurin tuotto? Kuinka suuri?

178. Ratkaise epiyhtilo ax? + (a + 1)x + 1 > 0 vapaan parametrin a funktiona.

179. Ratkaise seuraava epdyhtilo:

2+

39” 22 +2)

pP+(B-(2p-6) <

Lisaa tehtavia

180. Ilmaan heitetyn pallon korkeus metreind on 4 = 20t — 5¢°, missi ¢ on aika
sekunteina. Kuinka kauan pallo on yli 10 metrin korkeudella maasta?

181, Milli vakion r arvoilla yhtildlld rx> — rx — 1 = 0 ei ole ratkaisua?

182. Ratkaise epiyhtil a’x* + ax — 2 > 0 vapaan parametrin a funktiona.
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3.6 Polynomien jakolause

Polynomin P(x) = (x — 2)(x — 3) nollakohdat ovat tulon nollasdannon nojalla x = 2
ja x = 3. Nollakohdat voi siis nihda tekijoihin jaetusta polynomista suoraan. Tama

yhteys toimii my0s toisin pdin: nollakohtien avulla voi selvittdd polynomin tekijt.

Yleisesti on voimassa polynomien jakolause:

Polynomien jakolause

Jos x = b on polynomin nollakohta, x — b on polynomin tekija.

Polynomien jakolauseen todistus jétetddn kurssiin 12.

ESIMERKKI 3.96

Ratkaisu. Ratkaistaan ensin polynomin nollakohdat.

x2=3x+2=0

~(-3)+ (=32 -4-1-2
X =

2.1
3+4/9-8
X =
2
3+1
X =—
2

x=1taix=2.

Nollakohtien perusteella (x — 1) ja (x — 2) ovat polynomin P(x) tekijoita.
Tarkistetaan: (x — 1)(x = 2) = x> = 2x — x + 2 = x> — 3x + 2.

Vastaus. x> —3x+2 = (x — D)(x = 2).
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Ensimmadisen asteen tekijoiden lisiksi saatetaan tarvita vakiokerroin:

ESIMERKKI 3.97

Ratkaisu. Ratkaistaan nollakohdat:

“2x*=x+1=0

D+ V(1?2-4- (D) 1
X =

2-(=2)
B 1++v1+8
B —4
1+£3
X = —
—4

x:—ltaix=l.
2

Jakolauseen mukaan (x — %) ja (x — (=1)) eli(x + 1) ovat kyseisen polynomin

tekijoitd. Ne keskendin kertomalla ei kuitenkaan saada oikeaa tulosta:

(x—%)(x+1)=x2+%x—%.

Puuttuu vield korkeimman asteen termin kerroin —2. Silld kertomalla saadaan

alkuperdinen polynomi: —2 (x - %) (x+1)=-2x>—x+1.

Vastaus. —2x> —x+ 1 = —2(x — %)(x + 1).

Toisen asteen polynomin tekijit

Polynomien jakolauseen mukaan:

Jos toisen asteen polynomin ax* + bx + ¢ nollakohdat ovat x, ja x,,

ax® + bx +c¢ = a(x — x)(x — x,).

Huomaa, etti kerroin a on edellisessi yhtilossd kummallakin puolella sama. (Muuten

korkeimman asteen termit eivit tismai.)
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ESIMERKKI 3.98

Ratkaisu. Ratkaistaan nollakohdat yhtalosta
2x? +4x-30=0

toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla. Nollakohdat ovat x; = 3 ja x, = 5.

Saadaan siis

P(x) = 2(x — 3)(x — (=5)) = 2(x — 3)(x + 5).

ESIMERKKI 3.99
Toisen asteen polynomin P nollakohdat ovat x = 1 ja x = 3. Lisdksi P(2) = 3.

Madrita P(x).

Ratkaisu. Koska polynomin nollakohdat ovat x; = 1 ja x, = 3, polynomi on

muotoa
P(x) = a(x — 1)(x — 3).
Liséksi tiedetddn P(2) = 3, joten saadaan

P2)=a2-1)2-3)=3
a-1-(-1)=3 | =D

a=-3.

Vastaus. P(x) = —-3(x — 1)(x —3).

Jos toisen asteen polynomilla on vain yksi nollakohta, kyseessd on niin sanottu
kaksinkertainen juuri. Voidaan tulkita, ettd nollakohdat x; ja x, ovat yhtdsuuret.

Tilloin tekijoiksi saadaan a(x — x| )(x — x;) = a(x — xl)z.
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ESIMERKKI 3.100
Jaa tekijoihin P(x) = 2x? — 4x + 2.

Ratkaisu. Ratkaistaan nollakohdat:

2x2—4x+2=0

_4x(-42-4.2.2

B 2.2

x=w=l.

4

Yhtilolld on vain yksi ratkaisu, joten se on kaksoisjuuri. Polynomi voidaan siis

P(x)=2(x— D(x—1)=2(x — 1)
Vastaus. P(x) = 2(x — 1)°.

Jos toisen asteen polynomilla ei ole reaalisia nollakohtia, sitd ei voi jakaa ensimmaisen
asteen tekijoihin, joissa on vain reaalilukuja. (Silld ensimmdisen asteen tekijilld on

aina nollakohta.)

ESIMERKKI 3.101

(Algebrallisten ja numeeristen menetelmien jatkokurssin kompleksiluvuila tima

kylla onnistuu).
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Tehtavid

Opi perusteet

183. Ratkaise yhtilot, ja jaa vastaavat polynomifunktiot (joiden nollakohdat olet
juuri laskenut) tekijoihinsa.

a) x> +6x—6=0

b) —8x*+10x -2 =0

) x> —4x+4=0

a) x> —2x—15

b) 3% —2x+3

) 4x> +2x +2

185. Mill4 seuraavista polynomeista on yhteisia tekijoitd?

N U W A A
R(x)
/ >
: \S(x)

Hallitse kokonaisuus

186. Jaa tekijoihin helpoimmalla tavalla

a) x> —9
b) 4x* —4x + 1
c)4x> —4x -8
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187. Toisen asteen polynomille P pitee P(—3) = P(4) = 0ja P(1) = 12. Ratkaise
P(x).

188. Osoita, ettd jos toisen asteen polynomin toisen asteen termin kerroin on 1,
niin sen vakiotermi on yhté suuri kuin sen nollakohtien tulo.

189. Toisen asteen polynomille P pitee P(0) = P(5) = 3 ja P(3) = —27. Ratkaise
P(x).

190. Paraabelin kuvaajia katsomalla voidaan huomata, ettd paraabelin huippu
Ioytyy aina nollakohtien puolivilistd. (Tarkempi perustelu saadaan esimerkiksi
kurssilla MAA4.) Symmetrian nojalla huipun x-koordinaatti on siis nollakohtien
x-koordinaattien keskiarvo.

a) Etsi paraabelin —10x? + 5x + 5 huipun x- ja y-koordinaatit.

b) Johda lauseke yleisen paraabelin ax® + bx + ¢ huipun x-koordinaatille.

Liséi tehtiivia

a) 4x> +4x + 1
b) 4x> +4x + 4

c)9—x?

a)x>—x—6
b) (x —4)* -9

a) 5x> + 10x — 15
b) 12x% — 10x + 2
c) —8x>+8x+6

a) —10x> +5x+5
b) 8x° — 12x? + 4x
195. Kolmannen asteen polynomille P pitee P(—1) = P(2) = P(3) =0ja P(1) =
—8. Ratkaise P(x).

196. Miédriti toisen asteen yhtilo jonka juuret ovat yhtilon x> + 7x + 49 = 0

a) juurien kddnteisluvut
b) juurien nelididen kéénteisluvut.

197. > Tutki, onko seuraava viite totta vai ei: Jos polynomilla on nollakohta x = 1,
sen kerrointen summa on O.
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198. % P on toisen asteen polynomi, jonka vakiotermi on 1. Polynomi Q miiri-
telldén lausekkeella Q(x) = P(x + 1) — P(x) ja siitd tiedetdin, ettd Q(0) = 7 ja
O(1) = 13. Méiritd polynomin P lauseke.
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LUKU 4
Korkeampi aste

4.1 Korkeamman asteen
polynomifunktio

E_! [=] Opetus.tv: N-asteinen polynomifunktio (10.40)

.E http://opetus.tv/maa/maa2/n-asteinen-polynomifunktio/

Kaikki toisen asteen polynomien kuvaajat ovat paraabeleja, mutta korkeamman asteen
polynomien kuvaajissa on enemmin vaihtelua. Yleisesti patee kuitenkin seuraava

tulos:
Polynomien ominaisuuksia

* Asteen n polynomilla on korkeintaan n nollakohtaa.

* Jos polynomin aste on pariton, silld on vahintdin yksi nollakohta.

Todistetaan naistd ensimmaéinen tulos:

Todistus. Jos n asteen polynomilla P olisi yli n eri nollakohtaa, silld olisi yli n
ensimmadisen asteen tekijdd. Polynomin P aste olisi siis yli #, miké on ristiriita.

Nollakohtia on siis korkeintaan n. O

Toista tulosta ei todisteta tdssa tasmallisesti, mutta valoitetaan asiaa esimerkin kautta.

Tutkitaan esimerkiksi polynomia
P(x) = x>+ bx? + ex +d.
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3

Polynomia on kitevinti tarkastella muodossa, jossa x~ on otettu yhteiseksi tekijéksi:

Kun x on hyvin suuri positiivinen tai hyvin pieni negatiivinen luku, termit = % ja
d e 1.
= ovat hyvin pieni, eli

b ¢ d

P(x)=x3<1+ + )zx3(1+0+0+0)=x3

—_ + —_ —_
x x x3
Voidaan siis pditella, ettd riippumatta kertoimista b, ¢, d, polynomin P(x) merkki

on sama kuin muuttujan x merkki, kun x on itseisarvoltaan suuri.

Koska P saa seki positiivisia ettd negatiivia arvoja, silli on jossakin niiden vélissa
nollakohta. (Tdmén takaa jatkuvuus, josta lisdd kurssilla 7.) Esimerkin mukaisilla
kolmannen asteen polynomeilla on siis aina nollakohta. Yleisesti pitee, etti kaikilla

paritonasteisille polynomeilla on ainakin yksi nollakohta.

ESIMERKKI 4.102
Kolmannen asteen polynomilla on 1-3 nollakohtaa.

R

ESIMERKKI 4.103
Neljannen asteen polynomilla on 0—4 nollakohtaa.

BV}
L a-
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Tehtdvid

Opi perusteet
199. Anna esimerkki

a) neljinnen asteen polynomista, jolla on neljd nollakohtaa
b) kolmannen asteen polynomista, jolla on kaksi nollakohtaa
¢) neljannen asteen polynomista, jolla on yksi nollakohta

d) neljdnen asteen polynomista, jolla ei ole nollakohtia

200. Alla on polynomin P(x) kuvaaja.
A

N

(O8]

V)
I
—_
-
=y
[\
\ 4

P(x)

Kaikki polynomin nollakohdat nékyvit kuvaajassa.

a) Mitd voidaan sanoa polynomin P asteesta?

b) Miki on polynomin P vakiotermi?

Hallitse kokonaisuus

201. Mika on se kolmannen asteen polynomi, jonka nollakohdat ovat x = 2, x =
—1 ja x = 3, ja jonka vakiotermi on 3?

202. Kolmannen asteen polynomille P pitee P(1) = P(2) = P(3) = —2ja P(0) =
16. Ratkaise P(x).

Lisaa tehtivia

203. * Osoita, etti jos n asteen polynomeilla P(x) ja Q(x) on n+1 yhteistd pistetta,
ne ovat sama polynomi.
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4.2 Korkeamman asteen yhtalot

arr

O [=] Opetus.tv: N-asteinen polynomiyhtdilo (8.38, 6.20 ja 15.53)
b
b

E_E_,: 'I - http://opetus.tv/maa/maa2/n-asteinen-polynomiyhtalo/

Jos toisen asteen polynomiyhtélolld on reaalilukuratkaisuja, ne 10ytyvit ratkaisukaa-
valla. My0s kolmannen ja neljannen asteen yhtildille on olemassa ratkaisukaavat.
Ne ovat kuitenkin niin monimutkaisia, ettd ne eivét juuri sovellu késin laskettaviksi,
eikd niita siksi esitelld tdssd. Korkeamman kuin neljannen asteen yhtildille sen sijaan
ei edes ole olemassa yleisti ratkaisukaavaa. Timén osoitti norjalainen matemaatikko
Niels Henrik Abel vuonna 1823.

Korkeamman kuin toisen asteen yhtélot ratkaistaan kaytdnnosséd yleensi tietoko-
neen avulla. Niille yhtdloille, joille ei ole ratkaisukaavaa, ratkaiseminen onnistuu
vain numeerisesti eli likiarvoja kéyttien. Joissain erikoistapauksissa korkeamman as-
teen yhtédlon ratkaiseminen onnistuu nopeasti myos kisin. Seuraavassa tarkastellaan

tillaisia yksinkertaisia erikoistapauksia.

4.2.1 POTENSSIYHTALO

Jos yhtil6ssi esiintyy vain yhtd muuttujan x potenssia, yhtilo ratkeaa lopulta po-

tenssin astetta vastaavan juuren avulla.

ESIMERKKI 4.104
Ratkaise yhtilo x° +7 = 0.

Ratkaisu.

=
Il
I

N
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I Vastaus. x = —\5/7.
4.2.2 TEKIJOIHINJAKO

ESIMERKKI 4.105
Ratkaise yhtils x* — 3x> + x = 0.

Ratkaisu. Polynomissa x> — 3x? + x ei ole vakiotermii. Voidaan siis ottaa
yhteiseksi tekijiksi x, jolloin polynomi tulee muotoon x(x> — 3x + 1). Nyt
yhtdlon ratkaiseminen voidaan aloittaa soveltamalla tulon nollasdéntoa:

X =3x>4+x=0
x(x2—3x+l)=0

x=0 tai x*-3x+1=0

Jiljelle jidviin toisen asteen yhtdloon x> — 3x 4 1 = 0 voidaan kidyttiz

C3+4/32-4.1-1_3+4/5
- ==

2-1

ratkaisukaavaa:

X

S

3+
2

Vastaus. x =0tai x =

Jos polynomi siis osataan jakaa tekijoihin, yhtélon voi ratkaista tulon nollasddnnon
avulla. Sopiva tekijoihinjako voi kuitenkin olla vaikea 10ytad. Tarkastellaan vield

toista esimerkkia.

ESIMERKKI 4.106
Ratkaise yhtilo x> — 17x> — x + 17 = 0.

ryhmittelemalla:
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X 17x7 = x4+ 17 =x*(x = 1) + (=) (x = 17) = (x> = D)(x — 17).

Nyt yhtilo ratkeaa tulon nollasddnnollé:

17X —x+17=0

xX>=Dx=17)=0
x*!=1=0 tai x—-17=0

x>’=1 tai x=17

x=+1 tai x=17

Vastaus. x =17, x =1tai x = —1

4.2.3 SIJOITUKSET

Joskus yhtilot ratkeavat, kun niihin sijoitetaan jokin apumuuttuja. Téll6in puhutaan

muuttujanvaihdosta.

ESIMERKKI 4.107
Ratkaise yhtilo 2x* + 14x% — 36 = 0.

Ratkaisu. Koska x* = (x?)?, ratkaistava yhtilo voidaan kirjoittaa myos

muodossa 2(x%)% + 14x? — 36 = 0. Kun nyt sijoitetaan lausekkeen x> paikalle y,

eli merkitidn y = x?, saadaankin muuttujan y yhtilo
2y? + 14y —36 = 0.

Tama on toisen asteen yhtilo, joka osataan ratkaista esimerkiksi

ratkaisukaavalla. Tilla tavoin saadaan

—14+£/142-4.2.(=36)  —14+22
2-2 4

y:

Ratkaisut ovat siis y =2 jay = —9.

On kuitenkin vieli selvitettivi alkuperdisen muuttujan x arvot. Koska x> = y,
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saadaan y:lle 16ydetyisti arvoista yhtilot x* = 2 ja x> = —9. Reaaliluvun neli6
ei kuitenkaan voi olla negatiivinen, joten ainoat ratkaisut ovat yhtilon x> = 2
ratkaisut. Ne ovat x = i\/i.

Vastaus. x = \/E tai x = —\/5

Muotoa ax* + bx? + ¢ = 0 oleva yhtild (eli ns. bikvadraattinen yhtiils) voidaan
aina ratkaista sijoittamalla y = x*. Yleisemmin muotoa ax>" + bx" + ¢ = 0 olevat

yhtél6t voidaan ratkaista sijoituksella y = x".

ESIMERKKI 4.108

Ratkaise yhtilo x!° 4+ x> = 2.

Ratkaisu. Muutetaan yhtilé muotoon (x°)? + x> — 2 = 0 ja tehdiin sijoitus
y = x°. Nyt yhtilé saa muodon y? + y — 2 = 0. Toisen asteen yhtilon

ratkaisukaavalla saadaan yhtélon ratkaisuiksi y = =2 jay = 1.

Nyt alkuperiisen yhtilon ratkaisut saadaan yhtiloistd x° = —2 ja x> = 1. Siten
ratkaisut ovat x = \5/ —2jax=1.

Vastaus. x = \5/ —2taix=1
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Tehtavid

Opi perusteet

204. Ratkaise yhtilot.
aA)x(x+2)(x+17)=0
b) x* = -512
Oxt-7x"=0

205. Ratkaise yhtdlot.
a) x> —5x*4+6x=0
b) x*-=16=0

) x—x*=0

206. Ratkaise yhtalot.
a)x*—2x*-24=0
b) x* —4x*-=5=0
oxt=8x*+15=0

Hallitse kokonaisuus

207. Ratkaise yhtilot.

a)x =3x*+2x3=0

b)x*+5x° = x> =5x=0
) x’—4x>—4x+16=0

208. Ratkaise yhtdlot.

a)xt—1=0
b)x®—x*=0
)xt—x*-1=0

209. Ratkaise yhtalét.

a)x*—16=0
b) 2x* = 8x?
c)x®—2x*=3

d)x'%-2x+1=0
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210. Kun kolme perzkkiistd kokonaislukua kerrotaan keskenéén, ja tuloon lisdtdin
keskimmainen luku, tulos on 15 kertaa keskimmaisen luvun nelio. Mitké luvut ovat
kyseessd?

211. Ratkaise yhtild x%27 — 6x1% 4 5x%1 = 0.
212. Ratkaise yhtilot.

A)x —2x"+x=0
b) x® +4x* = 5x8

213. Ratkaise yhtils 5% ¥+ = [.

Lisaa tehtivia

5

214. Milld muuttujan x arvoilla funktio f(x) = x” saa saman arvon kuin funktio

glx) = x*?

215. % (K94/T2a) Polynomin P(x) = ax® — 31x? + 1 eris nollakohta on x = 1.
Maiériti a ja ratkaise tdmén jdlkeen yhtdlo P(x) = 0.

216.  Ratkaise yhtélo (x + i)z -Xx— i -6=0.

217. * Ratkaise yhtdlo 2¥ — 1 = 32
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4.3 Korkeamman asteen epdyhtalot

Opetus.tv: N-asteinen polynomiepdyhtdlé (16.19 ja 12.00)

http://opetus.tv/maa/maa2/n-asteinen-polynomiepayhtalo/

Korkeamman asteen epiyhtild, kuten epayhtilo
X —6x <x?

voinaan ratkaista siirtimalld kaikki termit epéayhtilon toiselle puolelle ja tutkimalla
syntyvin polynomin merkkia:

x> —6x < x? || -x?
x3—x2-6x<0.

P(x)

Polynomin P(x) merkin selvittamiseksi ratkaistaan sen nollakohdat:

x}—x>—6x=0 || x yhteiseksi tekijaksi

x(x*=x—-6)=0 || tulon nollasdanto

x=0 tai x*—-x—-6=0 || ratkaisukaava

x=0 tai

_ =D V(12 -4-1-(-6)
a 21

x=-2 tai x=3.

Polynomin P nollakohdat ovat siis 0, —2 ja 3. Téstd voidaan jatkaa kahdella eri
tavalla.
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Jaetaan polynomi tekijoihin nollakohtien avulla:
P(x) = x> = x> = 6x = x(x> — x — 6) = x(x + 2)(x = 3).
Tutkitaan kunkin tulon tekijin merkkia:

x+2>0 kun x> -2
x—3>0 kun x>3

x>0 kun x>0.

Kootaan tulokset merkkikaavioon. Merkitiin ensin lukusuoralle polynomin P nol-
lakohdat. Namai kolme nollakohtaa jakavat lukusuoran neljdin osaan. Taulukoidaan

lukusuoran alle kunkin tekijan merkki kullakin valilla.

-2 0 3
| | | >
x+2 | - + + -
x—-3 - - - +
X - - + +
x(x +2)(x — 3) - + - +

Merkkikaavion alin rivi saadaan tulon merkkisiénndstd: kolmen negatiivisen luvun
tulo on negatiivinen, yhden positiivisen ja kahden negatiivisen tulo positiivinen ja
niin edelleen. Kaavion viimeiseltd riviltd voidaan nyt lukea vastaus alkuperdiseen
kysymykseen: x> — x> —6 < 0, kun x < -2 tai 0 < x < 3.

Tapa 2: Testipisteet.

Polynomit ovat jatkuvia funktioita. (Jatkuvuutta késitelldéin tarkemmin vasta kurssil-
la 7.) Intuitiivisesti jatkuvuudessa on kyse siitd, ettd funktion kuvaaja on yhtendinen
viiva. Jatkuvuudesta seuraa, ettd polynomi ei voi vaihtaa merkkiéd kulkematta nolla-
kohdan kautta. Polynomin merkin nollakohtien vililla saa selville laskemalla funktion

arvon jossakin vililti otetussa testipisteessa.

Esimerkissa nollakohdat olivat —2, 0 ja 3. Valitaan niiden vilistd ja ympériltd testi-
pisteiksi vaikkapa x = =3, x = —1, x = 1 ja x = 4. Tarkistetaan funktion merkki

kussakin pisteessa:
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Vili Testipiste | f(x) = x> —x?—6x Funktion merkki
x < =2 x=-3 | (=3’ —=(-3)%*-6(-3)=-18 -

2<x<0| x=-1 | (-} =(=D*-6(-1)=4 +
0<x<3 x=1 |[1P-12-6-1=-6 -
3<x x=4 |4 -42-6-4=24 +

Vastaukseksi saadaan sama kuin edelld: x> — x> — 6 <0, kun x < =2 tai 0 < x < 3.

ESIMERKKI 4.109
Ratkaise epiyhtilo x> — x* < 0.

Ratkaisu. Jaetaan ensin tekijoihin ja ratkaistaan nollakohdat.

X2+ xt = x2(1 - x2) || muistikaava

= x*(1 = x)(1 + x)

Nollakohdat ovat x = 0, x = 1 ja x = —1. Tehdddn merkkikaavio:
-1 0 1
: : : >
x2 + + +
I-x + + -
I+x - + + +
*A=-x)1+x) | — + + -

Merkkikaaviosta voidaan lukea, ettd x>(1 — x)(1 + x) < 0, kun x < —1 tai
x > 1. Lisdksi x2(1 —x)(1+x)=0,kunx=—-1,x=0tai x = 1.

Vastaus. x < —-1,x=0tai x > 1.
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Tehtavid

Opi perusteet

218. Ratkaise

a) (x - D(x-2)(x—-3)<0
b)(x-Dx-2)(x-3)>0

¢) 3(x—DHx-2)(x-3)>0.

219. Ratkaise x> — x* < 0.

220. Ratkaise x* < 1.

Hallitse kokonaisuus
221. Ratkaise (2x° + 4x> — 5x + 7)> < 0.

222. Ratkaise x* — 3x* — 18 < 0.

223. Olkoon a > 0. Milld muuttujan x arvoilla funktion P(x) = x> — ax arvot ovat
positiivisia?

224. Koska tulolla ja osamédrilld on sama merkkisaantd, merkkikaavioita voidaan

kdyttdd myos osamiiriin. Ratkaise epayhtalot
(x+3)(x—=2)
a) G2 <
1
b) X 2> ;
225. Ratkaise 4x° + 9x” < 12x™.
226. Ratkaise (x> =2)(x* —=1)> 0
227. Epidyhtiloiden ratkaisut/todistukset perustuvat usein tietoon, ettd epanegatii-

visten lukujen summa on epénegatiivinen ja nolla jos, ja vain jos kaikki yhteenlas-
kettavat ovat nollia.

a) Ratkaise x® + x>+ 1 > 0
b) Ratkaise x'* + (x = ) <0

c¢) Todista, etti kaikilla reaaliluvuilla x ja y pitee
Cy=1+ (7 =y +xy—x—y+1)°20

ja ettd epdyhtilossd vallitsee yhtdsuuruus jos, ja vainjos x =y =1
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Lisaa tehtavia

228. Ratkaise epayhtdlot
a) x> 4+2x* - 15x >0
b) x> =2x>+x<0

229. Ratkaise x + 2x° + x'! < 0.
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LUKU 5
Kertausosio

Testaa tietosil

OSAATKO SELITTAA?

230. Miksi polynomin vakiotermin (tai vakiopolynomin) asteluku on nolla?

231. Miksi puhutaan vain termien summasta, vaikka polynomeissa voi esiintya
miinusmerkkeja?

232. Miten usean muuttujan polynomin asteluku lasketaan?

233. Miti tarkoitetaan tulon nollasdédnnolla?
234. Kun polynomi jaetaan tekijoihin (jotka eivit ole vakioita), mitd voit varmasti
sanoa tekijdpolynomien asteista verrattuna alkuperdiseen polynomiin?

235. Miten selvitit polynomin (x* — 2x)'° asteen purkamatta sulkuja?

236. Miksi epdyhtdlon ”suunta muuttuu”, kun se kerrotaan puolittain negatiivisella
luvulla?

MONIVALINTA

Valitse kussakin monivalintatehtavissi yksi paras vastaus.

4

237. Mitki ovat polynomin x* — x* + \/Ex — 1337 termien kertoimet neljinnesti

asteesta pienempdiin luetellen?
a) 1,—1,v2ja—1337

b) 1,0,—1,v/2 ja —1337

©) 1,0,-1,4/2ja 1337

d) 1,1,1/2ja 1337
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238. Tulosta ab tiedetién, ettd a = 0. Mikéd seuraavista vditteistd pitdé valttamétté
paikkansa?

ayb>a

b)b=0

c)|bl >2a

d)ab=0

239. Miki seuraavista epéyhtdloisté pitdéd paikkansa?

a)52-10<52

b) 52 > 520 : 100

c) 52> 5200

d) 520 < 52

e)52-10< 52

240. Mitka ovat funktion f(x) = (x + 3)(x — 50) nollakohdat?

a) 3ja—-50
b) —3 ja —50
c) —3jas0
d) 3jas0

241. Monettako astetta on kahden muuttujan polynomi x°y — x*y* — 715517y?

a) 1.
b) 3.
c) 4.
d) 5.
e) 7.

2

242. Miki on polynomin P(x) = —x> — x*> — x — 1 arvo kohdassa x = —1?

a) —4
b) =2
00
d)1
e)?2
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243. Miki polynomi saadaan, kun avataan sulut lausekkeesta (2x — 1) ja sieven-
netdan?

a) 2x° + 1
b) 4x> + 1
c) 2x? -1
d) 4x* - 1
e) 4x? —4x + 1
f) 4x> +4x + 1
g) 4x? —dx —1

244, Miiritelldin kahden funktion arvot kaavoilla f(x) = x>+ 1 ja g(x) = x*> — x.
Mika viitteistd ei pida paikkaansa?

a) f(x)+gx)=2x*—x+1

b) f(x)~g(x):x4—x3+x2—x

¢) f(0) = g(0)

d) f(=D)=g(=1

245, FErias reaalimuuttujan polynomi saa kahdella erilliselld, suljetulla reaaliluku-

vililld negatiivia arvoja ja kaikkialla muualla epénegatiivisia arvoja. Kuinka monta
nollakohtaa polynomilla on?

a) nolla
b) yksi
¢) kaksi
d) kolme

e) nelji
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TOSI VAI EPATOSI?

Pitavitko viitteet paikkansa?

246. a) Potenssifunktiot ovat polynomifunktioita.

b) Lauseke (x + 1)(x — 1) on yhtépitdva lausekkeen (1 + x)(1 — x) kanssa.

¢) Jos epiyhtidlon molemmat puolet korotetaan kolmanteen potenssiin, epayhtdlod
sdilyy yhtépitavina.

d) 5 < x esittéd, ettd x kuuluu puoliavoimelle vilille.

e) Jos a > 0, niin g < 2 tasmailleen silloin kun b < c.

247. a) Jos trinomin Kertoo trinomilla, sulkeet avaamalla saadaan kuusi termi (en-
nen mahdollista sieventdmisté eli samanasteisten termien yhdistdmista).

b) Jos kolmannen asteen polynomi korotetaan kokonaisuudessaan kolmanteen po-
tenssiin, saadaan tulomuotoinen yhdeksinnen asteen polynomi.

¢) Kaikki lukua 100 suuremmat reaaliluvut muodostavat avoimen vilin.
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Kertaustehtdvid

Polynomi

248. Laske.

a)x+x+x
b)x-x-x

c) —5x% — 5x7
d) 2x - 7x

e) 3x7 - (=6x7)
249. Laske.

a) —2x° +4x — x* — x + 5x°
b)x—-3-05-x)

¢) (x> +5x+2) — (=x> +3x - 5)
d) 3x(x—7)

e) —2x2(3x° — 12x* + 1)

250. Kerro sulut auki.

a)(x—2)(x+4)
b) Ba + b)(a — b)
¢) (a+3)

d) (x — 1)?

e) (4x + )(dx —1)

a) 4x% + x

b) 5x°y + 10xy?

c)y* -9

d) x* —4x +4

e) x* — 5x° + 10x — 50
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252. Jaa tekijoihin.

a) x> —x

2 1
b) x -x+ 7
c)9—x*

253. Sievennid muistikaavan avulla

a) (x* — 1)

b) (a® + 3b°)*

¢) (12 = 3x)(12 — 3x)
d) (x+ 1)

254. Jaa tekijoihin muistikaavojen avulla.

a) x* —4x + 4
b) 9y* + 6y + 1
c) 49 — 4x?

255. Sievenna.

a) (x —3)2x* = 3x +4)

b) (x* + 1)(x* = 2x — 4)

) (x—=DE*+ X +x2+x+1)
d)G-HP+x+1)

a)x’—x*=0

b) x> +3x2—4x—-12=0

Ox*—4x+4=4

257. Ratkaise yhtdlo (x — 3)(x + 2)(x — 1) = 0.

258. Miksi polynomi x°® + 3x” + 5 ei voi saada negatiivisia arvoja?

259. a) Osoita oikeaksi kaavat a® — b = (a — b)(a®> + ab + b?) ja @+ b =
(a + b)(a* — ab + b).

b) Jaa x® — »° neljiiin tekijizn.
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260. Kuvassa on polynomin P(x) kuvaaja.
l, |

| ;

a) Mitki ovat polynomin nollakohdat?

b) Milld muuttujan x arvoilla P(x) > 0?
¢) Kuinka monta ratkaisua yhtélslla P(x) = 1 on?
261, Jaa tekijoihin (a + b)> — 16.

262. Sievenna:

a) (@ -1’ +@+1)°-2a*+1)
b) (x + y)* — 4xy

Ensimmaiinen aste

263. Ratkaise yhtilot.

a)3x—5x—-2)=3-(—x)
b) x(x —6) =x*+5
2x x=3 _
C) ? - T =7
264. Kirjoita joukko-opilliset ehdot (kaksois)epdyhtdldini.
a) x € [2,7]
c) z €] — 00,5[?
265. Ratkaise epayhtilot.

a) -3x<6
b)5x—2>7x+3
¢) 2x+3)<x—-(0G-x)
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266. Ratkaise seuraavat yhtilot tai epayhtalot.

a)—2r+6=0
b) —2r+6<0
c)Sy—-2<y+6

d) 8(x+2)>-55-x)+3
x+3 —2x4+1 x=9
)T ST

267. Ratkaise kaksoisepédyhtdlo 2x — 1 < x < 3 + 5x.

268. Polkupyordavuokraamo A laskuttaa pyordn vuokrasta 5 € ja lisdksi 2,5 € jokai-
sesta tdydestd tunnista. Vuokraamo B laskuttaa 11,50 € ja liséksi 1,5 € jokaisesta
tdydestd tunnista. Kuinka monen tunnin vuokrassa vuokraamo B on edullisempi?

269. Kirahvi kantaa suussaan karahvia ja kévelee vaa’alle, jonka toisella puolella
on 7 karahvia ja sattuu niin, ettd vaaka on tasapainossa. Mikd on karahvin paino
kirahveina?

270. Ratkaise epayhtild ax > a — 2x parametrin a kaikilla arvoilla.

Toinen aste

271. Ratkaise yhtalot.

a)x>—13=0

b) 5xt2x =0
©)2x*+5x-3=0
272. Ratkaise yhtilot.

a) x> +3x+2=0
b)2x* +5x—12=0
¢)3x*=7x—-20=0
d)x*+3x-5=0
e) x*+5x—-24=0
273. Ratkaise yhtdlot.

a) x> +3x—-5=4x+8

b) 8x* —5x+1=-36

¢) 3x>—4x+2=-5x*+3

d) =3x> +4x+ 13 =-5x>+ 10x + 9

274. Ratkaise yhtdls x —3 = <.
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275. Ratkaise epdyhtdlot.

A xP—-x—-6<0
b) x* > 5x
276. Maijan ja Veeran ikien summa on 30. Ikien tulo on yli 186. Minki ik&isié

tytot voivat olla?

277. Milli vakion k arvolla yhtilolld kx? + kx = x — 3 on tasan yksi ratkaisu?

278. Polynomilla P(x) = x* — 3x + ¢ on tekiji x + 5. Mik on ¢?
279. Suorakulmion A sivut ovat 9 ja x* + 1, suorakulmion B sivut 5x +5ja 5 — x.
Millé luvun x arvoilla suorakulmion A ala on suurempi?

280. Nelion muotoisen taulun sivu on 36 cm. Taululle tehdéén tasalevyinen kehys,

jonka nurkat on py0ristettu neljinnesympyrian muotoisiksi. Kuinka leved kehys on,

kun sen pinta-ala on puolet taulun pinta-alasta? Ympyrin pinta-ala on zr2.

Korkeampi aste

281. Ratkaise yhtilo 2x” = 5x°.
282. Anna esimerkki (jos mahdollista)

a) 4. asteen yhtilostd, jolla ei ole ratkaisua
b) 5. asteen yhtélosti, jolla on tasan kaksi ratkaisua

c¢) 3. asteen yhtilosti, jolla on tasan neljd ratkaisua

283. Ratkaise yhtilo x* = x> + 6.

284. Ratkaise yhtilo x” = 5x° — x°.
285. Ratkaise yhtilot.

a)x*+7x* =0

b) 2x® — 16x* +32x =0
¢) x% + 6x° = —9x*

d)x*-2x°=0

286. Mitka luvut ovat kuutiotaan suurempia?

287. Ratkaise epayhtilot
a) x* < 5x
b) 2x* < 3x —5x°

288. Kuution tilavuus (kuutiometreini) on sama kuin sen sédrmien pituuksien sum-
ma (metreind). Kuinka pitkéd on kuution sdarma?

289. Ratkaise yhtilo 2x° — (x + 6)° = 0.
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290. Etsi yhtilon x> — 5x* + 6x — 1 = 0 kaikkien kolmen ratkaisun likiarvot las-
kimella tai tietokoneen avulla. Anna vastaukset kahden desimaalin tarkkuudella.
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Harjoituskokeita

Seuraavissa harjoituskokeissa on kussakin kahdeksan tehtévdi, jotka on suunniteltu

niin, ettd jokaisesta (alakohtineen) saa korkeintaan kuusi pistetta.

HARJOITUSKOE 1

291. a) Perustele, onko ¢* + 1 polynomi. (1 p.)

b) Trinomi kerrotaan toisella trinomilla. Kuinka monta termid syntyneeseen uu-
teen polynomiin tulee (ennen mahdollista sieventamistd)? (0,5 p.)

¢) Miki on tulomuodossa esitetyn polynomin (x* + D'°(1 = x)? aste? (0,5 p-)

d) Mainitse jokin luku, joka kuuluu vilille ]1,966; 1,967[. (0,5 p.)

e) Miki on korkeimman asteen termin kerroin polynomiyhtilossid 9 001k — ik -
V2K = k2 + K32 (0,5p.)

f) Polynomi voidaan esittdd tulomuodossa (x — 2)x(x + 3). Miki on kyseisen po-
lynomin suurin nollakohta? (1 p.)

g) Minkilainen (muoto & mahdollinen suunta) kuvaaja on polynomifunktiolla P,
jonka arvot lasketaan yhtélolla P(f) = —100 — %t? (1p)

h) Jaa tekijoihin polynomi x? + 2x + 1. (1p.)

292. a) Niyti, ettid polynomiyhtilot (z + 1)* = ¢ + 1 ja t* = —t ovat samat.
b) Osoita, ettd \/ 11 +4/6 = /3 +2v/2.

293. Ratkaise epayhtdloistd x.

a) %x -1> %x

b) Gx— 1> <1—(x—1)

294. Ratkaise yhtiloistd tuntematon reaaliluku z.

2 @+ )22 - 2= 22

b)z*—2z2+1=0

295, Milld parametrin k arvoilla yhtilolli kx*—(k+1)x+1 = 0 on kaksi erisuurta
reaalijuurta?
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296. Sofie tallettaa 1000 euroa uudelle pankkitilille vuoden alussa ja uudelleen
saman verran vuoden kuluttua. Pankki maksaa talletukselle vuosikorkoa siten, et-
td kahden vuoden kuluttua ensimmaéisestd talletuksen tililld on rahaa 2 100 euroa.
Kuinka suuri on pankin tarjoama korkokanta prosentin kymmenesosan tarkkuudel-
la? Inflaatiota ja korkotuotoista maksettavaa lihdeveroa ei oteta huomioon. Muita
tilitapahtumia ei ole.

297. Miki on funktion f : R — R, pienin arvo, kun funktion arvot mééritelldin
kaavalla f(x) = 3x> — 12x + 6?

298. a) Osoita, etti kolmannen asteen polynomi x> + y* voidaan esittidd tulomuo-
dossa (x + Y)(x* F xy + y%). 2 p.)

b) Ratkaise epiyhtilo z* — 8 > z — 2. (4p.)
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HARJOITUSKOE 2

1 )
299. a) Perustele, onko Stz polynomi. (1 p.)

b) Binomi kerrotaan trinomilla. Kuinka monta termid syntyneeseen uuteen poly-
nomiin tulee (ennen mahdollista sieventdmistd)? (0,5 p.)

¢) Miki on tulomuodossa esitetyn polynomin (x> + D°(1 = x)* aste? (0,5 p-)

d) Esitéd ehto x €] — #,42] kaksoisepdyhtilona. (0,5 p.)

f) Sievenni X107 (1p.)

x—105!
g) Minkilainen (muoto & mahdollinen suunta) kuvaaja on polynomifunktiolla P,
jonka arvot lasketaan yhtilolld P(¢) = 12,34°° — 789¢2? (0,5p.)

h) Polynomi voidaan esittdd tulomuodossa (x — 32)x(x + 23). Miké on kyseisen
polynomin pienin nollakohta? (0,5 p.)

i) Kuinka monta nollakohtaa voi korkeintaan olla kuudennen asteen polynomilla?
0.5p)

300. Ratkaise yhtiloistd reaalinen tuntematon z.

a)(9—-)t—-Dt=0
b) 2P -D(t—-1) =1

301. Milld parametrin a arvoilla yhtilolld x> — 4ax — a = 0 on tismilleen yksi
reaaliratkaisu?

302. Reaaliluvuista a ja b tiedetdin, ettd a < b. Osoita kyseistd epayhtidlod muok-
kaamalla, ettd lukujen a ja b aritmeettinen keskiarvo on todellakin lukujen a ja b
vilissd.

303. Madéritd pienin kokonaisluku, joka toteuttaa epayhtilon in“ < 240 + n*.

304. Muodosta muuttujan a funktio f, joka antaa toisen asteen polynomin P(x) =
ax? + 2x + 2a nollakohtien etiisyyden. Méiriti funktion f laajin reaalinen mi-
rittelyjoukko ja arvojoukko.

305. a) Avaa sulut lausekkeesta (a — b)? ja sievennd tulos. (2 p.)

b) Ratkaise reaaliluku x yhtdlosti =32 +3x=9.(4 p-)
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306. Karkkikauppias ostaa joka kuukausi irtokarkkeja tukusta hintaan 10€/kg ja
myy niitéd tavallisesti asiakkailleen hintaan 12,9 €/kg. Makeisten ostamisen lisiksi
kauppiaalla menee joka kuukausi 500 euroa niin sanottuihin kiinteisiin kustannuk-
siin. Kiinteédt kustannukset ovat aina samat riippumatta myynnin méaristd. Kysyn-
nin hin osaa arvioida niin hyvin, ettd mitdéan makeisia ei ji4 myymatta.

a) Merkitdan myynnin kuukausittaista mairdd kilogrammoina g:1la. Muodosta
lausekelle niin sanotulle voittofunktiolle P eli kuvaukselle myynnin miérésta tuot-
toon (euroina), josta on vidhennetty kaikki myyntitoiminnan kustannukset. Funk-
tion arvot méédraavain lausekkeeseen ei tarvitse erikseen merkitd yksikoita.

b) Kauppias on pitkdn myyntikokemuksen perusteella huomannut, ettid kilogram-
mahinnan kasvattaminen eurolla vihentdd aina kuukausittaista myyntid 50 kilo-
grammaa ja toisaalta kilogrammahinnan vihentdminen eurolla lisdd aina kuu-
kausittaista myyntid samat 50 kilogrammaa. Mika tulisi asettaa kilohinnaksi, jotta
180 kilogramman kuukausimyynnilld kauppias ei jiisi liiketoiminnassaan tappiol-
le?

KERTAUSOSIO 145



HARJOITUSKOE 3

307. a) Perustele, onko \/E + \/5 polynomi. (1 p.)

b) Binomi kerrotaan trinomilla. Kuinka monta termié syntyneeseen uuteen poly-
nomiin tulee (ennen mahdollista termien yhdistdmistd)? (1 p.)

¢) Miki on tulomuodossa esitetyn polynomin (3 + 1’1 = x)* aste? (1 p-)

d) Selitd, miksi kerrottaessa epéayhtédlod negatiivisella luvulla epdyhtidlon merkki
kadntyy. (1p.)

e) Esitd muuttujaa x koskeva kaksoisepdyhtidlond esitetty ehto —% < x < 100
joukko-opillisesti. (1 p.)

f) Muuttujan x arvot ovat suoraan verrannollisia y:n arvoihin. Perustele, voiko x:n
ja y:n vilinen yhteys olla polynomiaalinen. (1 p.)

308. Olkoot a, b, ¢, d ja n lukuja. Osoita, ettd

(@® + nb*)(c* + nd®) = (ac + nbd)* + n(ad — bc)*.
309. Tykin ammuksen lentokorkeus / ajanhetkelld f (sekunteina) laukaisun jalkeen
noudattaa likimain yht&l64 on h(t) = hy+ vyt — %gtz, missé &, on laukaisukorkeus
metreind, v, ylospdin suuntautuva pystysuora ldhtonopeus yksikossd m/s, ja g on
putoamiskiihtyvyys 9,81 ms™. Ammus poistuu laukaisussa tykin piipusta metrin
korkeudelta ylospéin suuntautuvalla nopeudella 15,5 m/s. Kuinka kauan kestéda en-
nen kuin tykinkuula osuu maahan? Piirri tilanteesta kuva.

310. Milld vakion ¢ arvoilla yhtilolli tx* + tx — 6 = 0 ei ole lainkaan reaalisia
ratkaisuja?

311. Tutkitaan polynomifunktiota P, jonka arvot médritelldéin kaavalla P(x) =
x* — 2x% — x. Milli x:n arvoilla polynomi saa positiivisia arvoja?

2 3

312. Ratkaise yhtilo £ —1* = 1> — 13,

313. Ratkaise yhtilostd y*" = 3" molemmat reaalimuuttujat y ja n.

314. Polynomin Q muuttuja on x, ja polynomi voidaan esittidd tulomuodossa (ax —

b)( afigzx — 1)(bx — a), missd a ja b ovat reaalisia vakioita, joille pitee 0 < a < b.
Perustele, miké on funktion nollakohtien suuruusjérjestys.
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HARJOITUSKOE 4

21945¢
3

b) Trinomi kerrotaan toisella trinomilla. Kuinka monta termid syntyneeseen uu-
teen polynomiin tulee (ennen mahdollista sieventdmistd)? (0,5 p.)

315. a) Perustele, onko polynomi. (1 p.)

¢) Miki on tulomuodossa esitetyn polynomin 2(1 — 2y)2(y2 +2)? aste? (0,5 p-)
d) Esitd muuttujaa ¢ koskeva ehto ¢ < z joukko-opillisesti. (0,5 p.)

e) Polynomi voidaan esittda tulomuodossa (x — 2)x(x + 3). Miké on kyseisen po-
lynomin suurin nollakohta? (0,5 p.)

. o x3—4x>—4x
f) Sievenni lauseke — Gp)
316. Polynomifunktion P arvot mééritelldin kaavalla P(x) = (K + 2k)x + 2k.
Maiéritd vakio k siten, ettd ehto P(2) = O pitee. Piirrd ehdon tiyttivin polynomi-
funktion kuvaaja.

317. Milli vakion a arvoilla yhtilslld x* + ax — a = 0 on kaksoisjuuri? Miki timi
kaksoisjuuri tdlloin on?

318. Erddseen ulkomaalaiseen matkapuhelinliittym&én on saatavilla kaksi mak-
susuunnitelmaa mobiilidatan kdytt6on. Tarjouksen A mukaan maksat kuukaudessa
vakiohinnan 40 euroa riippumatta siitd, kuinka paljon dataa kulkee. Tarjouksen B
mukaan kuukauden ensimméiset 100 megatavua maksaa 25 euroa, minki jilkeen
ylimenevisti osasta maksetaan 0,12 euroa megatavua kohden. Milld kuukausittai-
silla datamaérilld tarjous A on tarjousta B edullisempi? Hinnoittelussa ei tehda
eroa vastaanotetun ja ldhetetyn datan valilla.

n3n+l

319. Ratkaise y yhtilostd %n"y2 —n’ty — = 0, kun n = 50. Esiti vastaus

kymmenpotenssimuodossa kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella.

320. Ratkaise yhtilo x* — %x3 —4x* +2x =0.

321. Funktion y arvot médritelldan kaavalla y(7) = 1 .
2 1 _ _z
-+ <3 T ) 1 3
a) Miki on funktion méérittelyjoukko?

b) Miiriti ne ty-koordinaatiston pisteet, joissa funktion kuvaaja leikkaa jomman
kumman koordinaattiakselin.

322. Johda toisen asteen yhtdlon ratkaisukaava lihtien yhtdlon normaalimuodosta
ax* + bx + ¢ = 0, missi a, b ja c ovat reaalisia vakioita, ja a # 0.
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Ylioppilaskoetenhtavid

323. (s2013/1a) Ratkaise yhtilo (x — 2)> = 4.
324. (k2013/2)

a) Milld muuttujan x arvoilla 4x 4+ 17 on suurempi kuin 2 — x?
b) Ratkaise yhtilo x> + 14x = —49.

325. (s2012/1a) Ratkaise yhtilo x* — 2x = 0.

326. (k2012/1a) Ratkaise yhtilo 7x + 3 = 31.

327. (s2011/1c)

Ratkaise yhtilo x> — 3(x + 3) = 3x — 18.

328. (k2011/1b) Sievenni lauseke x> + x — (x> — x).

329. (k2011/2b)
Sievenni lauseke (\/; -1+ 2\/;.

330. (K2013/1b)

Ratkaise epdyhtilo %x - % < —%x.
331. (K2013/3a)

Laske lausekkeen (\/Z + \/5)2 tarkka arvo, kun positiiviset luvut a ja b ovat tois-

tensa kéénteislukuja ja lukujen a ja b keskiarvo on 2.

332. (K2013/*14a)

b) Olkoon P(x) = x*+ x — 2. Miiriti sellaiset vakiot A ja B, ettd %x) = ﬁ + x_fz
kaikilla x > 2. (2 p.)
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333

. (S2013/1a)

a) Ratkaise yhtilo x* + 6x = 2x° + 9.

b) Ratkaise yhtilo

1+x _ 1-x2
I-x  1+x2°

¢) Esiti polynomi x> — 9x + 14 ensimmiisen asteen polynomien tulona.

334

335

336.

337.

338.

339.

340.

341.

342,

343.

. (S2012/1a) Ratkaise yhtilo 2(1 — 3x + 3x?) = 3(1 + 2x + 2x?).
. (S82011/3b) Ratkaise epéyhtilo % > 3.

(K2011/1b) Ratkaise epiyhtil6 x> — 2 < x.

(S2010/1a) Sievenni lauseke (a + b)*> — (a — b)>.

(52010/2a) Ratkaise epdyhtilo x\ﬁ -3 <4x.

(52010/2c) Ratkaise yhtilo xt=3x2-4=0.

(K2010/1a) Ratkaise yhtilo 7x” + 6x° = 0.

(K2010/1b) Sievenni lauseke (\/Z +12—a-1.

(K2010/1c) Millad x:n arvoilla pitee ﬁ < 0?

(K2010/3b) Maiiritd toisen asteen yhtdlon x% + px + g = 0 kertoimet p jagq,

kun yhtélon juuret ovat —2 — \/gja -2+ \/6

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.

352.

353.

354.

355.

(S2009/1a) Ratkaise yhtild (x — 2)(x — 3) = 6.
(S2009/1b) Ratkaise yhtils = — + = 1.

(52009/2a) Ratkaise epayhtilo 6(x — 1) + 4 > 3(7x + 1).
(K2009/1b) Ratkaise epayhtilo(x — 3)* > (x — 1)(x + 1).
(S2008/1a) Ratkaise epiyhtild 3 — % > 2.

(S2008/3b) Ratkaise yhtilo 4x° — 5x? = 2x — 3x°.
(K2008/1a) Ratkaise yhtild 2x* = x + 1.

(S2007/1a) Ratkaise epayhtdlo 2 — 3x > 4x.
(K2007/1a) Ratkaise yhtild 7x* — 6x = 0.

(S2006/1a) Sievenni lauseke (1 + x)* — (1 — x)°>.
(S2006/1b) Ratkaise yhtils *= = .

(52005/1b) Ratkaise reaalilukualueella yhtalo x + 2 = ﬁ
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356. (S2005/4) Millid a:n arvoilla funktio f(x) = —x> + ac + a — 3 saa vain nega-

tiivisia arvoja?

357. (K2005/1a) Sievenni lauseke — + ——.
1-x 14+x

358. (K2005/1b) Ratkaise x yhtilosti x> — ax — a* = 0.

359. (S2004/1a) Ratkaise epéyhtild 2x — 3 < 3 — 2x.
360. (S2004/1b) Ratkaise epayhtélo (x + 1’ <1

361. (S2004/1c) Ratkaise epiyhtilo x> < x2.

362. (K2004/1c) Olkoon f(x) = x> +3x2 + x + 1 ja g(x) = x> + x> — 2x + 3.
Ratkaise yhtdlo f(x) = g(x).

363. (K93/5) Ratkaise yhtilo % = a vakion q kaikilla reaaliarvoilla.

364. (K96/2b) Yhtilossi x> — 2ax + 2a — 1 = 0 korvataan luku a luvulla a + 1.
Miten muuttuvat yhtdlon juuret?

365. (K1988/3) Millid a:n arvoilla yhtilon X4+ GBa+Dx+81=0 juuret ovat
reaaliset?
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Syventavid ainheita

Lukujarjestelmat

PAIKKAJARJESTELMAT

Merkitsemme lukuja yleensd kymmenjirjestelmaéssi eli lukujirjestelméissi, jos-
sa on kymmenen numeromerkkii: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ja 9. (Kdyttimdmme
numeromerkit ovat nimeltdin hindu-arabialaiset numerot.) Kymmenjirjestelm&iéi
kutsutaan myos desimaalijirjestelméksi. Tunnetaan kulttuureja, joissa on kiytetty

piadasiallisesti jotakin muuta lukujérjestelmaa.

Kymmenjérjestelmé on paikkajirjestelma, eli merkin paikka méaarittda sen merki-

tyksen.

ESIMERKKI 5.110
I Numeron 8 merkitys riippuu sen paikasta. Luvussa 80 merkin 8 merkitys on

8 - 10!, mutta luvussa 820 sen merkitys on 8 - 10%.

ESIMERKKI 5.111
I Esita luku 2 080,7 kymmenen potenssien summana.

Ratkaisu. 2090,7=2-10>+0-10>+0-10'+0-10°+7- 107!

Nykydin yleisimmait desimaalijirjestelmisti poikkeavat lukujérjestelmét ovat binéa-
ri-, oktaali- ja heksadesimaalijirjestelmiit, joissa on vastaavasti 2, 8 ja 16 nume-
romerkkid. Tietokoneet kisittelevit lukuja sisdisesti bindérijarjestelmissd, kun taas

oktaali- ja heksadesimaalijédrjestelmét ovat muutoin kitevii tietojenkasittelytieteessa.

Yleisesti pitee, ettid kun kiytettdvissad olevien merkkien mééraa lisad, suuria lukuja
voi kirjoittaa lyhyempédian muotoon. Niin ollen sama luku esitettynd kolmekantaises-

sa lukujérejstelmissi voi olla paljon pidempi kuin kymmenkantaisessa esitettyna.
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Tilanne on verrattavissa vaikkapa kiinan kieleen, jossa on kdytossi tuhansia erilaisia
kirjoitusmerkkejd. Merkeissd on paljon muistettavaa, mutta toisaalta kokonaisen

lauseen voi kirjoittaa vain parilla kirjoitusmerkilla.

Binéadrijarjestelmassi luvun muodostavia numeromerkkejd kutsutaan biteiksi. Bitti
voi olla joko péilla (1) tai pois paaltd (0), ja toteutus tietokoneessa vastaa esimerkiksi
sitd, ettd johtimessa kulkee virta (1) tai ei (0). Kuusitoistajiarjestelmissa tarvitaan
numeroiden 0 ... 9 lisdksi kuusi uutta numeromerkkia. Tavaksi on vakiintunut kayttda
kirjainmerkkejd A, B, C, D, E, F. Ne vastaavat desimaalilukuja 10 ... 15.

Useampaa jirjestelmii kaytettdessd, erityisesti muunnettaessa lukuja jérjestelmés-
td toiseen, merkitddn kantaluku luvun jéilkeen alaindeksind. Voimme esimerkiksi
merkitd (desimaalijdrjestelmin) lukua yhdeksintoista 10011,, 235, 19, tai 13 .
Huomaa, etti binddrijirjestelmén luvuissa ei ole mielekistad kayttdd tuhaterotinta,
koska sana tuhat itsessédédn viittaa kymmenjérjestelmille ominaiseen kolmanteen
kymmenen potenssiin. Bindériluvuille ei ole vakiintunut vastaavia ilmaisuja kuten

sata tai miljoona, vaan luvut luetaan numero kerrallaan.

ESIMERKKI 5.112
B Luku 11001, luetaan “’yksi yksi nolla nolla yksi”.

Luvut eri kannoissa voidaan muuttaa desimaaliluvuiksi esittimélld luku potenssien

summina kymmenjérejstelméassi.

ESIMERKKI 5.113
B 100,=1-2"40-2°40-2714+1.272 =25,

Lukujérjestelmid voidaan vaihtoehtoisesti merkité kirjoittamalla niiden tunnus (Bin,
Oct, Dec, Hex) luvun jilkeen. Klassinen vitsi "Miksi tietojenkésittelytieteilija sekoit-

taa halloweenin ja joulun? Koska 31 Oct = 25 Dec!” perustuu siihen, etti

halloween = 31.lokakuuta = 31 Oct =313 =3,-8;o+ 15" 1}

= 25,0 = 25Dec = 25. joulukuuta = joulupdiva.

MUUT LUKUJARJESTELMAT

Yleisesti tunnetaan myos joitakin lukujirjestelmid, jotka eivit ole paikkajérjestelmia.
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Tukkimiehen kirjanpidossa toistetaan yhti ainoaa merkkid. Se on tavallaan 1-jarjestelma,

mutta tillainen méérittely ei ole ongelmaton.

-3 Wl-a Jt-s

Hienostuneempi versio tukkimiehen kirjanpidosta ovat roomalaiset luvut, jotka ni-
mensid mukaisesti olivat yleisin lukujirjestelmai antiikin Roomassa. Roomalaisia luku-
ja kéytetddn yhi nykyddnkin erityisesti jarjestyksen merkitsemisessid. Roomalaisten
lukujen numeromerkit ovat I, V, X, L, C, D ja M. Ne vastaavat desimaalijédrjestelmén

lukuja seuraavalla tavalla:

I=1 V=5 X=10 L=50 C=100 D=500 M=1000

Roomalaiset luvut merkitdén kirjoittamalla merkkeji laskevassa jérjestyksessd, poik-
keuksena vihennyssddntd. Merkkien kokonaisarvo miirad luvun. Viahennyssaanto

tarkoittaa kuutta kaksimerkkista ilmaisua:

IV=4 IX=9 XL=40 XC=90 CD=400 CM =900

Joissain vanhoissa teksteissi (ja jopa kellotauluissa) luku 4 on merkitty myos ITI1.

Luvussa voi olla vain kerran IV tai IX, vain kerran XL tai XC ja vain kerran CD tai
CM. Kaksimerkkisiin ilmaisuihin pétevit samat sadnnot kuin numeromerkkeihinkin:
I=1 ei voi edeltda numeroa IV= 4, eikd IV= 4 numeroa V= 5. Lisiksi merkinnat
IXV, XCL ja CMD eivit ole sallittuja. Oikea roomalainen luku minimoi kéytettyjen
merkkien méérdn. Esimerkiksi VIV ei ole roomalainen luku, silld IX on esityksenid

lyhyempi.

Nollaa roomalaisissa numeroissa ei ole; nolla nykyisessid merkityksessiin kehitettiin

vasta Intiassa 800-luvulla jaa.

KERTAUSOSIO 1563



ESIMERKKI 5.114
Roomalaisia lukuja:
a)lll=1+1+1=3
b)IX=10-1=9
) XlI=10+14+1=12
d) XIV=10+(5-1)=14
e) CDX= 500 — 100 + 10 =410
f) MDC= 1000 + 500 + 100 = 1 600
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Tehtavid

366. Muunna seuraavat binddriluvut kymmenjirjestelméain.

a) 101,0,
b) 1,00101,
¢) 100101,1101,

367. Muunna seuraavat luvut binédrijarjestelmaén.

a) 7.0,
b) 2.5,
¢) 11,1875,

368. Muuta seuraavat kymmenjérjestelmén luvut heksadesimaaliluvuiksi.

a) 175
b) 384
369. Laske

a) 1101, - 100,
b) 1101001, - 100000,
¢) 10110, - 0,01,.

370. Mitki seuraavista ovat oikeita roomalaisia lukuja? Mitd ne ovat kymmenjér-
jestelméassi?

a) CLI

b) IVX

¢) VIZI

d) CCLI

e) CCCLXXXVI
f) CMVCI

g) MMDCXLIIII
h) CDXCIII

i) DCXLIX
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371. Muuta seuraavat kymmenjirjestelmén luvut roomalaisiksi luvuiksi. Kuinka
monta merkkié tarvitaan luvun kirjoittamiseen?

a) 278
b) 712
c) 1478
d) 3999

372. Tunnetusti 10 - 10 = 100. Samannikdiseen tuloon paidytdin myos, vaikka
luku tulkittaisiin kaksikantaisena: 10,-10, = 2,,-2,, = 4,, = 100,. Tutki, pateeko
tulo yleisesti, eli onko 10, - 10, = 100, myos kaikilla n > 2.

373. Muodosta kertotaulu binddriluvuille 1-100.

374. % Mika on suuruusjirjestyksessa 148. positiivinen kokonaisluku, jonka kym-
menjarjestelméesityksessd on vain nollia ja ykkosid?
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Paraabel

TOISEN ASTEEN POLYNOMIN KUVAAJA

Téssd liitteessd perustellaan, miksi kaikkien toisen asteen polynomifunktioiden ku-
vaajat ndyttavit samalta. Lisdksi tarkastellaan, mitki tekijét vaikuttavat kuvaajien

muotoon.

Funktio P(x) = x?

Aloitetaan funktiosta P(x) = x>. Miti tiedimme siitd piirtimittd kuvaajaa?

* Algebrallisen péittelyn avulla voimme todeta, ettd funktion pienin arvo on
P(0) = 0, silld tulon merkkisdinnon perusteella lauseke x? ei voi saada ne-
gatiivisia arvoja — ei ole olemassa sellaista reaalilukua x, jonka nelid olisi
negatiivinen. (Kompleksiluvuilla tillaista rajoitusta ei ole, tastd lisda liitteessi.)
Kuvaajan alin kohta sijoittuu siis origoon ja kuvaajan kaikki muut pisteet sen
yldpuolelle.

¢ Kun x > 0, lauseke x2 on siti suurempi, mitd suurempi x on. Téstd tiedimme,
ettd nollasta oikealle siirryttdessi funktion kuvaaja nousee.

* Koska (—x)? = x?, kuvaaja on symmetrinen y-akselin suhteen.

Niéiden tietojen avulla voimme paitelld, ettd funktion kuvaaja koostuu kahdesta
identtisestd haarasta, jotka kohtaavat, kun x = 0. Mitd kauempana x on nollasta,
sitd suurempia ovat funktion arvot. Tamin kaiken voi piitelld jo ennen kuvaajan
piirtamista.

Merkitsemilld koordinaatistoon yhtilon y = x? toteuttavia pisteitd, muodostuu

lopulta funktion kuvaaja:
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A ) =x?

w

—_—

Kuvaajan muoto on geometriselta nimeltdén paraabeli. Paraabeleja esiintyy monessa
yhteydessi: esimerksi polttopeilin ja radioteleskoopin pinta kaareutuu paraabelin
muotoisena. Samoin ilmaan heitetyn kappaleen rata on likimain alaspdin aukeava

paraabeli, kun ilmanvastus on pieni.

Funktio P(x) = ax?>, a#0

2

Polynomien P(x) = ax? arvot ovat ovat lausekkeeseen x? nihden a-kertaisia. Muuten

paraabelin symmetrisyys ja muut keskeiset ominaisuudet sdilyvét.

* Kun a > 0, myds ax® > 0, joten pienin arvo on yhi 0.
Paraabeli on ylospiin aukeava.
* Kun a < 0, tulon merkkisdinnon nojalla ax? < 0.
Nyt P(0) = 0 onkin suurin arvo, ja funktion arvot ovat sitd pienempid, mita
enemmin x poikkeaa nollasta.
Paraabeli on alaspiin aukeava.
* Mitid enemmin a poikkeaa nollasta, sitd nopeammin funktion arvot muuttuvat

X:n muuttuessa ja sitd kapeampi paraabeli on.

a > 0, paraabeli aukeaa ylospdin:
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f(x) = 3% f(x) =2

(98]

/
N

| FLNEER T

a < 0, paraabeli aukeaa alaspdin:

f(x) = —3x° fx) = =24
A A
1 1 . £l 1 >
N
/N ¥

Funktio P(x) = ax’ + ¢

Lisaamalla vakiotermi ¢ saadaan P(x) = ax* + c. Vakion lisddminen nostaa tai

laskee funktion kuvaajaa (riippuen siitd, onko ¢ > 0 tai ¢ < 0), joten kuvaajan muoto

ei muutu.

Funktio P(x) = ax’ + bx +c

Miksi sitten tiydellisen toisen asteen polynomin P(x) = ax” + bx + ¢ kuvaaja on
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myds paraabeli? Muokataan lauseketta, aloitetaan ottamalla yhteinen tekija:
P(x) =ax’+bx+c
(++29)
=a(x"+-x)+c
a

=a(x2+2-x- b >+c

AK_J vakio

nelio

Tésté nelioksi tdydennetyksi muodosta nahddin, ettd P(x) on muotoa a-nelio + vakio.
Kuvaaja on siis samanlainen kuin tapauksessa ax> + ¢, huippu on vain siirtynyt.

Koska nelio > 0, saadaan

* Kun g > 0, kyseinen vakio on polynomin pienin arvo ja kuvaaja on ylospéin
aukeava paraabeli.

* Kun a < 0, kyseinen vakio on suurin arvo ja kuvaaja on alaspdin aukeava

paraabeli.

Paraabelin huippu (eli kuvaajan piste, jossa suurin tai pienin arvo saavutetaan) on

aina kohdassa x = —%, koska silloin nelio on nolla.

Koottuna:

Toisen asteen polynomifunktion f(x) = ax* + bx + ¢ kuvaaja

* Ylospdin aukeava paraabeli, kun a > 0.
» Alaspdin aukeava paraabeli, kun a < 0.

* Sitd kapeampi, mitd suurempi |a| on.
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Vastaukset ja hakemisto

Vastaukset

1.
a) Ei ole.
b) On.
¢) Ei ole.
d) On.
e) On.
f) Ei ole.
g) On.
h) On. (Sieventamalld saadaan 2y — %, vaikkakin y # 0.)
i) Ei ole.
g
2
L
£
g
8
B =1 IS
2|1 8|2 —
2. E|E|£| E
5| E| 8| &
. b5 S %) <
polynomi L = =" >
-2x*+6x | 2| -2 2 0
X —-x-15{3 1] 7 | 3 | -I5
—9x? +5 2 1-912 5
—5x% 1| -51|99 0
3.
a)s
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b) x°, =3x3, 2x, -1

¢) =3x3

d)1

e) —1

a)9
b) 0

c) 54

d) -2

S.

a) 2
b) 1
c) 8
d)5
6.

a) 2

b) 13

c) 22

d)1

e) 4x> + 6x + 4

polynomi

x+xy* +6y* =1

— | korkeimman asteen termin kerroin

— | 2. asteen termin kerroin

W | N [ w| & | &~ termien lukumé&dra

o | w | | o | w | polynomin asteluku

ax® + y* —4by* + \/5 a 4b
100x + ix*y* — 99y i 0
gy Vi Vs
Y~ 2
V3x)° + )8 — 4x 1 4
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8.
a) f(-1,2)=(=1)-22+(-1)?-2=-44+2=-2

b) Kylld; termi muuttuvat toisikseen, jos muuttujat vaihtavat paikkaa, ja lauseke pysyy
samana.

9. x2+y,x2+xy,y2+x,y2+xy,x2+y2

10. R(o,\/i,g)

=0+4+2-2-047-27=32—-x

11.

a) 8x

b) 11x?

c) —4y

d) 5x

12.

a)7x+5

b) 3x —4y

c) 3x% — 4x

d)5y° —2y* —y

13.

a) —x+1

b) 3y° + 3)?

)220 4228 —4z8 + 22 4+ 1

14.

a) x> +x>—Tx+5

b) x>+ x>+ 13x+3

) x*—x>—13x-3

d) 33

15.

a) P(x) =x>+3,P(1)=4, P(-1)=4ja P3) =12

b) O(x) = —x* 4+ 5x% — 15x, O(1) = 21, O(-1) = =9 ja R(3) = —-27
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16.

a)3x+3
b) 2x
c) 10x+1

17.

a) R(x) = —x> + 8x — 15, R(1) = =8, R(—1) = =22 ja R(3) = —18
b) S(x)=-2,5(1)=—1,S(-1)=-3ja S3) =1

18.

a) x>

b) 15x>
c) 10x°
d) —18x°

19.

a)2x+6

b) x? — 2x

¢) 3x — 6x7

d) x* + 5x?

20.
a)3x+6y—12
b) x> +5x +6
¢) —2x> +7x -3

> — x* — 2x. Polynomin aste on 5.

21. Lauseke sievenee muotoon x
22. a)jad)

23.

a)0

b) 2

)5

d) 1
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24,

a) Polynomin aste on kunkin tekijin korkeimpien asteiden summa, tissd siis 2 + 3 = 5.

b) Polynomin vakiotermi on kunkin tekijdn vakiotermien tulo, tissi siis 1 - 0 = 0.

25.

a) —24x% + 6x
b) —10x* + 2x°
¢) 90x% — 45x
d) 2x* —6x + 1
26.

a) 2y + 19y + 35
b) x> + 3x? — 4x

27. Voidaan merkitddn P(x) = ax + b ja OQ(x) = cx + d, koska molemmat funktiot
ovat ensimmaéisen asteen polynomifunktioita. (Kaytdmme kertoimien merkitsemiseen
eri kirjaimia, silli lausekkeiden vakiot saattavat olla keskenéén erisuuret.)
Sievennetidin P(Q(x)): P(Q(x)) = P(cx+d)=a(cx+d)+ b =acx + ad + b.
Todetaan, ettd jos a ja ¢ ovat reaalilukuvakioita, niin myds niiden tulo on
reaalilukuvakio. Sama pitee vakioille a ja d, joiden tulo ja myos kyseisen tulon ja b:n
summa on vakio. Merkitddn havainnollistamisen vuoksi ac = e, jaad + b = f. Nyt
lauseke acx + ad + b voidaan kirjoittaa uudelleen muodossa ex + f, josta ndhddén

selvisti kyseessd olevan ensimmdisen asteen polynomi.

Viite osoitetaan jarjestykselle Q(P(x)) samalla tavalla, minki jdlkeen viite on
todistettu.

28.

a) 2x* —6x> = 3x* + 13x — 12
b) x> —xP—4x?—2x—4

c) -1
29. 1/2
30.

a) —4+24/2
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b) x® — 4x° + 4x?

c) —x*—2x

d) —16r* + 4¢

31.

a) Px+ D =(x+ 12 =x>+2x+1
b)Ox—-1=x-1+1=x

) PO(x)=Px+1)=(x+1)>=x>+2x+1
d) O(P(x)) = 0(x*) = x* + 1

32.

a) x> + 2xy + y2

b) x? - 2xy + y2

) x2 — yz

33,

a) x>+ 6x+9
b) y* — 10y + 25
c) x> —16

d) 9x> + 12x + 4

34.

a) Kaava ei péde, silld esimerkiksi (1 + 2)2 =3>=9, mutta 1> 4+2>=1+4=5.
b) Kaava ei pide, silld esimerkiksi /1 + 1 = \/5, mutta \/I + \/T =1+1=2.

e 32 _ 6 2 _
¢) Kaava ei pide, silld esimerkiksi S1a = 50 utta 7 = 1.
35.

a) (a + b)*

b) (x + 1)

©) (v -2y

d) (a+5)a-5)
36.

a) (a+ b)* = a® +3a°b + 3ab* + b
b) (a + b)* = a* + 4a°b + 6a°b> + 4ab’ + b*
¢) (a— b)Y =a’>—3a’h+3ab*> - b
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37. Sievennetididn yhtdléiden vasempia puolia:

)+ 0+ -0 =+ 20+ 0 + 12 = 2tv+ v? =21 + 20%.
b) (1 + v)> = (t — v)* = 1> + 2tv + V> — 1> + 2tv — v* = 4.

38. ab=2
39.

a) Parilliset luvut voidaan aina kirjoittaa muodossa 2k, missé k on jokin kokonaisluku.
Sijoitetaan lauseke muuttujan paikalle, niin funktion arvoksi saadaan
fQk)=Qk?*+2-2k+2

=4k*> + 4k +2 = 2(2k2 + 2k + 1). Koska k:n nelio on kokonaisluku, k kerrottuna
toisella kokonaisluvulla on kokonaisluku, ja kokonaislukujen summat ovat
kokonaislukuja, on 2k% 4+ 2k + 1 my&s kokonaisluku. Funktion arvo saatiin siis
kirjoitettua muodossa “’kaksi kertaa kokonaisluku”, joten mielivaltaisesta parillisesta

luvusta tuli funktion arvoksi myos parillinen luku.

b) Mielivaltaisen parittoman luvun voi kirjoittaa muodossa 2k + 1, misséd k on
kokonaisluku. Nyt funktion arvoksi saadaan f(2k + 1) = 2k + 1)2 +2Qk+1)+2
=4k* +dk+ 1 +4k+2+2 =4k + 8k +5

= 2(2k* 4 4k + 2) + 1. Sulkeissa oleva lauseke on a-kohdan péittelylld aina
kokonaisluku, joten funktion arvo on muotoa “’kaksi kertaa kokonaisluku plus yksi”,

eli aina pariton luku. Parittomasta luvusta tulee siis funktion arvona aina pariton luku.
40. 3-2v2) : 3+2V2)
41.

a) x>+ 12x + 36
b) 9y* — 6y + 1

c)9—x?
42.

a) x> — 10x + 25
b) 49x% 4+ 56x + 16
c) —49x? + 81

d) 64x> — 64

43.

a) x> +4x+4
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b) x*> — 10x + 25
c) b2 — 16

d) x> —2x+1
e) 4x? +4x+1
f)1—d°

g) x> — 14x + 49
h) > +2y+ 1
i) x% + 6xy + 9y*
j) 9x% —6x + 1

44.

a) (1-a)l+a)
b) (x — 3y)*

¢) 2x + 1)?

d) (x = 7)°

e) (y+1)°

f) (x +2)°

g b+4H(b-4)
h) (x—1)°

i) (x — 5)

» Bx—1)

45.

a) 4x> —1

b) > —4t+4
c)4x? + 12x +9
d) a* —4a +4

e) 25x> —4

f) 9 — ¢?

g) 100x? — 20x + 1
h) 4a* + 4ab + b*
i) x? + 12x + 36
j) 16x*> =9
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46.

a) (2 —a)’

b) (10x — 1)?

¢) (2a + b)?

d) 2x+ D@2x — 1)
e) (r —2)°

f) 5x+2)5x-2)
g) (4x +3)4x —3)
h) B—-¢c)3+0¢)

i) (x + 6)?

i) (2x +3)?

47.

a) (2b — 1)

b) (4 + 3)(41 — 3)
¢) (3x +2y)°

d) (x - 2

e) (x — V2)(x +V2)

48.

a) (100 + 1)> = 100> +2- 100 - 1 + 12 = 10201

b) 992 = (100 — 1)*> = 100> —=2- 100 - 1 + 12 = 9801

c) 4951 = (50— 1)(50+ 1) = 50> —= 12 = 2500 — 1 = 2499
d) 35% — 25% = (35 + 25)(35 — 25) = 60 - 10 = 600

e) 170> — 30% = (170 + 30) - (170 — 30)%> = 200 - 140 = 28 000

49.

a) 632+ 37> =50+ 13>+ (50— 13> =2-50°+2-132=2-2500+2 - 169 =

5000 + 338 = 5338

b) 1012 + 992 = (100 + 1)> + (100 = 1)> =2-100> +2-1>=2-10000+2 - 1 =

20000 +2 = 20002
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50.

(x% + 207 + 2xp)(x + 2% = 2xy)
=(x* +2y%)* = 2xy)’
=x* + 4x%)? + 4y — 4x?y?

=x* + 4y

(Yhtilod (x? + 2y% + 2xy)(x> + 2y — 2xy) = x* + 4y? kutsutaan Sophie Germainen

identiteetiksi.)

51. Jos tuntematonta lukua merkataan a:lla, saadaan yhtiloksi a + % = 2. Tastd
voidaan péitelld, ettd a ei voilla ainakaan nolla (méérittelyehto). Kertomalla yhtdlo
puolittain a:1la, saadaan muoto a® + 1 = 2a ja termeji jirjestelemilld a®> — 2a + 1 = 0.
Huomataan vasemman puolen lausekkeen vastaavan binomin nelioé (a — 1)2.

Ratkaistaan siis potenssiyhtild (a — 1)> = 0:

(a—172=0 vV
a—1=0 +1
a=1

Ainut ehdon toteuttava luku on siis 1.
52.

a) Tutki lukujen 2 + \/5 ja2-— \/5 tuloa.
b) Lukujen 4 + \/5 jad — \/5 tulo on 13, joten ne eivit ole kaanteislukuja.

-1
¢) Yleisesti <a+ Va? - 1) =a—Va* -1

muistikaavalla.

54. 49. Perustelu muistikaavoilla: Jos lukujen keskiarvo on 7, ne ovat muotoa 7 + a ja
7 — a. Lasketaan tulo: (7 + a)(7 — a) = 7? — a® = 49 — ¢* > 49. Siis 49 on suurin
mahdollinen.

55.

a) 6
b) —6
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c) —6

d) 6

e)0

56.

a) tulo> 0
b) tulo < 0

¢)tulo>0
d) tuloon O

57.

a)x=0taix=-3

b) x =4taix = -3
¢)x=0taix=35

58.

a)b>0

b)b<0jab=0
c)b>0jab<0

d) Mikédn vaihtoehto ei kelpaa.
59.

a)y=0taiy=—-4
b)x=2,x=1taix=-5
c)x=-1

60. x* > 0ja x> >0, joten f(x) > 1.
61.

a)tulo>0

b) tulo <0

¢) tuloon O
62.

a) g = 2 tai t = —1. Tehtévissi ei ole selvdd, minkd muuttujan suhteen yhtalo pitéisi

ratkaista, joten se on ratkaistu molempien muuttujien suhteen.
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b)x=0taix=5

Oow=-1

63. Tulossa esiintyy tekijané (x — x) = 0. Niinp4 tulon nollasdannén mukaan

a=x)-b—-x)-(c=x) .- (x=x)...-(d—x)-(06—x)
=(a-x)-b—-x)-(c=x)+e. :0-...-(Gd—x)-(0—Xx)
=0

64. On, esimerkiksi luku 2. (Saadaan yhtdlon x? = 2x eréind ratkaisuna.)

65. Binomin kuutio (a — b)* kehitettyni polynomiksi on a® — 3a?b + 3ab® — b*, joka
jdrjesteltynd uudelleen on a® — b* — 3a®b + 3ab®. Nyt riittid osoittaa, etti
vertailukohteesta a® — b* poikkeava osa —3a*b + 3ab* on negatiivinen. Jaetaan
tekijoihin: —3a%b + 3ab® = 3ab(—a + b) = 3ab(b — a), misti tulos seuraa, koska
lahtooletuksen perusteella 3ab on positiivinen ja b — a negatiivinen, jolloin koko

lausekekin on.

66.
a)2(x+3)
b) x(x — 4)
¢) 3x(x—2)
67.

a) 5a(2 + b)
b) x°(x — 1)
c) xy(1+ x)
68.

a) (x +3)%
b) (y— 1)
¢) (x = 5)(x +5)
69.

a)x—3

b) XT“‘

c) %
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70.

a) (x> + D(x+1)
b) (a® + 2)(a + b)
o) 2m* + DHdm*> = 1) = 2m* + HDCm+ DH2m - 1)

71.

a)x=4taix=—-4
b)x=0taix=-7
c)x=3

72.

a) —x?

b) X2

X

-

73.

a) x(x+ D(x—-1)
b) Sa+ 1)(b+2)
c) (4xy+ 1)

74. 8(x —2y)(x + 2y)(x2 + y2 + 7). (Opastus: Ali kerro aluksi sulkuja auki vaan kiyti

heti muistikaavaa.)
75.

a) (x+2)(x—-2)
b) (x + V3)(x = V/3)
) (V5x + V3)(V/5x = /3)

d@+xH4-xD=@+xDH2-x)2+x)
76.

a) joko 5(—3x° + 2y) tai —5(3x° — 2y)
b) x*y*(x + y)
¢) joko 2a(—2a* — a + b) tai —2a(2a> + a — b)

77.
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a) x = =2, x = 0 tai x = 2 (Tekijoihin jakamalla yht&l6 sievenee muotoon
X2+ x)(2-x)=0.)

B +dx-4)=0)
78.

a) 8
b) 0
c) —1
d)x=1ljax=3

e)x=0taix=4

79.
A’}
shaltye i
'
a) T
AA
AR
3T i\2 3
P
/ L
by 11 \
Al
3l wWe 3>
c) / T
80.
a) x =-—1

b) x =~ 0,35 jax = 5,65
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82.

2

<

+

<

+

1

-1

-2

-2

a)

b)

c)

d)

83.

P

\

V1234356

a)

175

VASTAUKSET



— A0 W

2 f1

T
[OSTN NSRS
(

b)

_— N W
T~

|
AN
|
|

[ 1
[OSTN \O R

c)’

84. Miti enemmin termejd, sitd parempi vastaavuus.
8s.

a) tosi

b) tosi

¢) tosi

d) tosi

e) epatosi

86.

a) epatosi

b) tosi

¢) epétosi

d) ehdollisesti tosi
e) tosi

f) epétosi; mikddn luku ei voi olla suurempi kuin luku+1.

87.

a) epdtosi

b) tosi (mutta pyoristystarkkuus on subjektiivista)
¢) tosi

d) tosi

e) epdtosi
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f) epétosi
g) tosi

88.

a) x € ]-10,10]
b) x € 1-9,7]
c) c €[50

d) s € [5,73]
e) x €11,5]

89.

a) ei kuulu
b) kuuluu
¢) kuuluu
d) ei kuulu
e) kuuluu

f) kuuluu
g) ei kuuluu
h) kuuluu

i) kuuluu

90.

a) Yhtdsuuruus on mukana, eli 12-vuotiaatkin saavat lasten aterian.

b) Kauppa on auki myos kuun ensimmaiiseni pdivéni, eli yhtdsuuruus on mukana.

c) Pelata voi vield, kun kun kello on 19.59. Klo 20.00 on jo my6héistd, joten ilmaisun

ei kasitetd sisaltavan reuna-arvoaan.

d) Yhtidsuuruus on mukana, myds 29-vuotiaat kelpaavat jaseniksi.

e) Epéselvii. Se, pitddko kotitehtidvina lukea myos Potenssi-luku, riippuu opettajasta.

) Kyseessa on suljettu vili, seminaaria pidetdéin varmasti vield seké viides ettd

kahdeksas péivi.

g) Suljettu vili ainakin pédivoiton suuntaan (pieninté voittoa ei tunneta), silld paavoitto

tuskin on esimerkiksi 99 999,99 euroa.

91.

a) kylla
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b) ei
c) kylla
d) ei
e) kylla

92,

a) kylla
b) kylla
c) kylla
d) kylla
e) kylla

93.

a) kylla
b) kylla
c) kylla
d) kylla
e) kylla

95. Kisitellddn erilaiset tilanteet kolmessa eri osassa: Jos joko m tai n on nolla, niin
02 +n?>0-nelin®> 0, miki pitda paikkansa kaikilla kokonaisluvuille #.
Symmetrian vuoksi sama pétee myos tapaukselle m = 0. Jos sekd m ettd n ovat nollia,
saadaan 0 > 0, mikd on my®ds tosi epdyhtalo.

Jos m ja n ovat erimerkkiset, niin epayhtédlon vasenpuoli on edelleen
nelioonkorotuksien vuoksi positiivinen. Epdyhtédlon oikea puoli on kertolaskun
merkkisddnnon perusteella varmasti negatiivinen. Koska kaikki negatiiviset luvut ovat

kaikkia positiivisia lukuja pienempii, epiyhtdlo pétee tdssi tapauksessa.

Viimeinen tapaus: m ja n on samanmerkkiset. Epiyhtilon m> + n> > mn vasen puoli
muistuttaa binomin neliotd. Taydennetdédn se vihentimélld molemmilta puolilta
epéyhtiloa lauseke 2mn, jolloin saadaan: m?> + n> — 2mn > mn — 2mn eli

m? — 2mn 4+ n® > —mn, minki voi Kirjoittaa binomin nelién kaavalla muodossa

(m — n)* > —mn. Neliéonkorotus varmistaa, etti epiyhtildn vasen puoli on aina
epdnegatiivinen. Koska oletuksen mukaan m ja n ovat samanmerkkiset, tulo —mn on
negatiivinen. Jilleen epdyhtilo pitdd paikkansa, ja kaikki mahdolliset m:n ja n:n
yhdistelmit on kisitelty.
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96. Esimerkiksi vdite —2 > 1 on epdtosi. Jos kuitenkin epdyhtdlon molemmat puolet

korotetaan parilliseen potenssiin, esimerkiksi toiseen, saadaankin tosi viite:

(2> 1’=24>2

97. Merkataan vaimon ikdi v:114 ja puolisonsa ikdd p:1l1a. Ndiden avulla voimme
kirjoittaa kaksoisepdyhtédlon v < 30 < p. Huomataan myos, ettd p = 34. Alle
kolmekymppinen tiyttda 35 vuotta aikaisintaan kuuden vuoden kuluttua. Lisétaan
kaksoisepéyhtidloon puolittain 6, jolloin saadaan v + 6 < 36 < p + 6. Koska p = 34,
niin v + 6 < 36 < 40, eli puolisonsa on vilttamittikin tdyttdnyt 40 vuotta.

98. Aloita tiedosta

ja sievenna.

99. Opastus: Aloita tiedosta
2
(Vi i) 20

ja sievennd. Yhtdsuuruus pitee, kun a = b.
100. 109 = 910

101. Symmetrisyys pitee, koska jos x = y, niin aina my0s y = x. Transitiivisuus ei
vélttdmattd pade, silld “likimain yhtdsuuruus” on subjektiivista ja tilanteesta
riippuvaista (joissain tilanteissa esimerkiksi 9,3 ~ 10, mutta joskus 9,3 = 0).
Refleksiivisyys pitee, silld jokainen luku on varmasti ainakin suunnilleen yhtésuuri

kuin luku itse.

102.

a) x =42
b) x =32
c)x=7
103.

a)x=9
b) x =28
o)x=4
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104. 2x - 10=8 < 2x =18
< x = 9. Vastaus: Antero keksi luvun 9.

105. 3x+5 = %x,x: )
106.

a) 42x + 25

b) LLBx +0,5

107.

b) ei ratkaisuja

¢) yhtél6 on toteutuu kaikilla reaaliluvuilla
109. x =2

110. kello 13.05.27
111.

a)x>6

b) x < 63
c)y<28
d)y>-6

e) z > —883
f)z>25

112.

a) riittdd (22,5 m?> < 30 m?)
b) ei riitd (45 m? > 30 m?)

¢) noin 6,7 m seindlle

113.
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a)x < —6
b) ei ratkaisua
114.
a)x>9
w§<x<9
c) x < %
115. 8257 km
116.

2
a) X > g
b) x <0
)y=2
dy>-3
e) z < —1000

f) ei ratkaisuja

117. Muodostettava epéayhtild on muotoa 2‘6% > 6,5, missid n € {4,5,6,7,8,9,10},

josta ratkaisuna saadaan n > 7,5. Opiskelija tarvitsee siis vihintddn arvosanan 8.

118.

a) Ylos
b) Alas
¢) Ylos
d) Ylos
e) Ylos
f) Alas

119.

a) P alaspiin, Q ylospdin.
b) nollakohdat: x = 0 jax =2

Ox=—-1ltaix=1

d) 1,silli kun x =0, O(x) = 1.
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120.

A
\ 1 ;) P(x)=x*—1
1
>
a)
A
-1 1
/ P(x)=2—x*
b)
A
_ 1.2
\\ { ) P(x) = 3x
-\T\ /1
>
c)
A
1 ) P(x) = (x = 2)°
1 2 3
>
d)
121.
a) x =4
b) Ei reaaliratkaisuja
c)x==xV13
d) x =12
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122.

a)x=0taix=3

b)x=0taix=-4

¢c)x=0taix = %

123.

a) (x + 1)°

b) (x + 3)?

©) (x=2)

124.

a) x = 3 tai x = —1. Nelioksi tdydennettyni (x — 1)* = 4
b) x = —5 tai x = 1. Nelioksi tdydennettyni (x +2)> =9
c¢) Ei ratkaisua. Nelioksi tdydennettynd (x — 3?2 = -1

125.

a) x==+10

b) Ei ratkaisuja.
c)x==xV10

d) Ei ratkaisuja.
e)x==7

126.
a)x=0taix =72
b) x=-56taix=0
c)x=-—13taix=0
d)x=-21,5taix=0
127.

a) x =16

b) x =0tai x =85
¢)x=0taix=-17
d)x=0taix=-2
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128.

a) x = 4 tai x = 2. Nelioksi taydennettyni (x — 3)> = 1.
b) Ei ratkaisua. Nelioksi tdydennettyna (x + D> =-3
¢) x = 2 + \/11 Nelioksi taydennettyni (x — 2)? = 11.

d)x= % tai x = —1% Nelioksi tdydennettyni (x + %)2 =1.
25

e)x=—2taix = % Nelioksi tdydennettyni (x + %)2 =T

129. 500 metrid

130.

aA)x=—-1l,x=1taix=7
b)x=-4,x=-3,x=3taix=4
c)x=1taix=4

131.

a) x =43

b) Ei ratkaisuja

o)x==+4
d) x==+1
132.

_ D
a)x—O,x—Etalx——E
b) x =0 tai x = 3
133.

a)x=0taix=3

b) x =0tai x = -5

c)x=0taix=2
10

d)x=0taix=?

134.

a) Vastaukseksi saadaan 1414 s = 23 min 34 s. Kéytidnnossi hyvi vastaustarkkuus
voisi olla esimerkiksi 25 min.

b) Tehtédvi ei huomioi ilmanvastusta. [hminen saavuttaa korkeimmillaan rajanopeuden
Urgja & 55?. Tehtidvin mallissa putoavan ihmisen nopeus nousee v,,,, & 141? asti.

Todellisuudessa putoaminen siis kestda vieldkin kauemmin.
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135. Olkoon yhtils muotoa ax? + bx + 4 = 0.
Muodostetaan yhtélopari:

a-22+b-244=0
a-3>+b-3+44=0

Yhtiloparin ratkaisuna saadaan a = % jab= —3%. Yhtilo on siis %xz - 3%x +4=0.
Vastauksen voi saada my6s ilmaisemalla polynomiyhtilon tekijamuodossa
a(x — 2)(x — 3) = 0. Tassi tarvitaan kuitenkin juurten ja tekijoiden vilistd yhteytti,

joka opetetaan vasta myOhemmin tédssi kirjassa.

136. x=\/§,y=—\/§taix=—\/§,y=\/§

V2 V2o V2 2
137. X_T’y_Ttalx__T’y__T
138.
a) x=-5taix =—1

b) x=3taix =—1
¢) Ei reaaliratkaisuja

@lesz%

2
e) x = 3
139.
a) Ei reaalijuuria
b) x = —312\/@
c)x=3
cl)x=‘9i65\/5
140.

a) Ei ratkaisuja.
by ZV68s _ 27+64/19

10 10

141.

a)x>—1=0,x#£0
b)x>+x—-1=0,x#—1
)2y —y-1=0,y#0
dP-1-1=0,1#0,—1
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142. ¢ ~ 0,00042 (¢ ~ —0,00043 ei kiy)
143. Luvut ovat 3 ja 5.
144. 58 cm:n levyinen

145. Funktiolla f on nollakohta tdsmélleen kohdassa ¢ = 3. Jos toisen asteen termi
kuitataan merkityksettoméani, voidaan késitellddn uutta funktiota g, jonka arvot

madritellddn kaavalla g(z) = —ﬁt + %. Tamain funktion ainut nollakohta on ¢ = %
3
3

Absoluuttinen virhe on téllin 3 — % =3Jja suhteellinen % = % =50%.

146. Paraabelin nollakohdat ovat x = 3 ja x = 12, joten pallo lensi 12 — 3 = 9 metrii.
147. Kunt = —i, toisen asteen termin kerroin on 0, ja ainoa ratkaisu on x = 1

41—1

Kun ¢ # i kyseessd on toisen asteen yhtilo ja ratkaisu on x = 1 tai x = R

148.

a) Merkitédsan korkokerrointa x:114.
(1000x — 20)x — 20 = 1,024 - 1 000

1+ 410441

100
~ 1,03181211580212

Vastaus: 3,2 %

b) Merkitddn Viljamin sijoittamaa summaa a:lla.

(ax —20)x — 20 = 1,050a

a(x* — 1,050) = 20x + 20
20x — 20
" X2 1,050
~ 277641224

Vastaus: 2 800 €
149.

a) Jarrutusmatka on 100 metrié.

b) Noin 3,5 sekunnin kuluttua. (Todellisuudessa putoamisessa kestidd kauemmin, silld

lasku ei huomioi ilmanvastusta.)
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150. x = —ZEVP4

2
151. 10% 4+ 112 4+ 122 = 13% + 14%. (Jos negatiivisetkin luvut sallittaisiin,
(=2)? 4+ (=1)* + 0% = 12 + 22 Kiivisi my6s.) Loytyyko vastaava 4 + 3 luvun sarja? Enti
pidempi?

152.

V5 +1

7 ~ 1,618
b) Noin 105 cm:n korkeudella.

a) @ =

153.

a) x =0tai x =-23
b)x=4taix=-4

154.

a) x=2+1/11
5

b) x = 131\2/16
C) x = 31;/@

_ —12+v/1614
d) x= —5

155. Kirjoitetaan yhtédlé muotoon (x3 - 2)2 + (x3 —2) —2 =0 jasovelletaan
ratkaisukaavaa niin, etti ratkaistaan pelkin x sijaan yhtilosti lauseke x> — 2. Niin

saadaan x* —2 = 1 tai x> — 2 = —2, joista voidaan edelleen ratkaista x = {/3 tai x = 0.
156. x=—-1,x=0taix = #
157.

a) D = 4, eli kaksi ratkaisua.
b) D = —1, eli ei ratkaisuja.
¢) D =0,eli 1 ratkaisu

d) D = 209, kaksi ratkaisua

158.

a) Kaksi. D =122 —-4-12-(-4)=336>0
b) Ei yhtédiin. D= 12> —4-12-4=-48 <0
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159. Nollakohtien miiré voidaan péitelld diskriminantin arvosta.

a) alaspiin, 2 nollakohtaa
b) ylospdin, ei yhtdidn nollakohtaa
¢) ylospdin,2 nollakohtaa
d) ylospéin, 1 nollakohta

160. ¢ > % = 6,25. (Halutaan D < 0, eli 52—4.1-¢< 0.

161.

a) Kaksi. D = (=22)> —=4-10-(-25) = 1484 > 0

b) Nolla. D = 10> —4 - (=6) - (-76) = —1724 < 0

¢) Yksi. D=6>—4-1-9=0

162. Sopivat a:n arvot ovat %, 11+ 6\/§ja 11 - 6\/5.

163. Tutkitaan nollakohtia diskriminantin avulla:

D=6>—4. (=2) - (—=6) =36 —48 = —12 < 0, joten polynomilla ei ole nollakohtia.
Se ei siis voi vaihtaa merkkid missdan. Korkeimman asteen termin kerroin on
negatiivinen, joten polynomin kuvaaja on alaspdin avautuva paraabeli. Koska
nollakohta ei diskriminantin perusteella ole, on paraabelin huippu x-akselin
alapuolella, ja siten kaikki polynomin arvot negatiivisia.

164.

ax®> + ¢ = 0 Joko kaksi ratkaisua tai ei yhtiin ratkaisua. (D # 0)

ax® + bx = 0 Aina kaksi ratkaisua. (D> 0)

165.

a) Kaksi. D=122-4.9.(—4)=288>0

b) Kaksi. D=4 —-4.5.(-=10) =216 >0

¢) Yksi. D= (~12)*—4-3-12=0

d) Kaksi. D = 10> =4 -5 - (=30) = 700 > 0

166. Pitiziolla D = (=1)> —4 - (=1) - (=k) > 0. Siis k < i.
167. a=11+2+/30.

168.

a) Kaksi, kun a < 8, yksi, kun a = 8, ja nolla, kun a > 8.
b) Kaksi, kun —4 < a ja a # 0; yksi, kun a = —4 tai a = 0, ja nolla, kun a < —4.
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169. Suunta ’="":

(c1x+c6,)? =0 & c%x2+2c1c2x+c§ =0= D= (2c;c,)°— 4c 4c 4cfc§ =0
2 2

Suunta”’&€”: D=0 b* —dac =0 b* =dac & ¢ = 2 ” ;*'ax +bx+:—a =0

4a°Xx* + dabx + b* =0 © (2ax + b)* =

170.

a) —2<x<2
b)x>0taix < -1
c) ei ratkaisuja

d) x>—-2taix < -3

171.
5\/_< <3 5+V/57

2
b33\/_< <3+3\/_
A)l—-vV19<x<1++/19
172.

a) x >0tai x <-3,25

b) x > /194 tai x < —4/194

c)0875>x2>0

/3 /3
173

a)x < —2taix>?2
b)-3>x<1
¢) Kaikilla x:n arvoilla.

d) Ei milldén x:n arvoilla.
174. 33 autoa/minuutti

175. Funktiolla ei ole nollakohtia (D < 0) ja sen kuvaaja on ylospdin aukeava
paraabeli. Helpompi tapa: f(x) = (x —3)*> + 1 > 0.

176. Juuria on kaksi, kun D = 4¢* — 48¢ > 0. Tami toteutuu, kun # < O tai ¢t > 12.
177.

a) 1,00 € < myyntihinta < 4,5 €.
b) 2,75 €, jolloin voitto on 612,50 €.
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178.a<o:—§>x>—1

a=0:x>-1
1>a>0:x>—1taix<—%
a=1l:x+#-1
a>1l:xeR

—167 —1/205705 —167+ /205705
179. p< tai p >

372 372

180. 2,85

181. Pitddolla D = (—=r)> =4 -r-(=1) = r> + 4r < 0. Siis =4 < r < 0.

182. a<0:x2—%taix§%
a = 0: ei ratkaisuja
a>0:x>2taix<—2

a a

183.

a) nollakohdat x = 1 jax = —6, P(x) = (x — 1)(x + 6)
b) nollakohdat x = i jax =1, P(x) = —2(4x — D(x— 1)
¢) nollakohta x = 2, P(x) = (x — 2)?

184.

a) (x=5)(x+3)
b) 3(x = 3)*

185. P(x):11d ja R(x):1l4 on kaksi yhteisti tekijdd, koska on kaksi kohtaa, jossa

molemmat saavat arvon nolla. Vastaavasti Q(x):114 ja R(x):114 on yksi yhteinen tekija.

S'(x):114 ei ole yhteisid tekijoitd minkd4n muun polynomin kanssa.
186.

a) (x + 3)(x — 3) (muistikaava)
b) 2x — 1)* (muistikaava)
O)4(x—2)(x+1)

187. P(x) = —(x+3)(x—4) =—x>+x+ 12

188. Kirjoitetaan polynomi tekijimuodossa ja kerrotaan auki:

(x—a)x—->b)= x? - 2(a + b)x + ab. Nyt syntyneen polynomin vakiotermi on ab.
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189. P(x) =5x(x —5)+3 =5x>—25x +3
190.
1. 5
a)x—ZJay—Sg.
b)x:—%

191.

a) 2x + 1)?
b) 4>+ x+ 1)
¢)B+x)3B-x)

192.

a) (x—3)(x+2)
b) (x = D(x=17)

193.

a)S(x+3)(x—1)
b) 22x — 1D(Bx-1)
c) 22x-3)2x+1)

194.

a) 5Qx+D(x-1)
b) 4x)2x — 1)(x—-1)

195. P(x) = 2(x + D(x = 2)(x = 3) = =2x° + 8x%> = 2x — 2
196.

a) k(49x> +7x+ 1) =0
b) k(7x* + x\/7+1)=0

197. Totta, silld polynomin P(x) kerrointen summa on P(1). (Koska 1" = 1.)
198. P(x) =3x> +4x + 1
199. Esimerkiksi

a) P(x) = x(x — 1)(x — 2)(x — 3) (nollakohdat x =0, x = 1, x =2 jax = 3)
b) P(x) = x*(x — 1) (nollakohdat x = 0 ja x = 1)

¢) O(x) = x* (nollakohta x = 0)

d) R(x) = x* + 1
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200.

a) Nollakohtia on kolme, joten polynomin aste on vihintdén 3. (Itse asiassa todellinen

aste on 5, mutta sitd on vaikea péatelld silmamaérdisesti kuvaajasta.)
b) Vakiotermi on 2, koska P(0) =2

201. P(x) = %(x —2)(x+ D(x=3)

202. P(x) = —3(x — )(x — 2)(x —3) =2 = =3x7 + 18x? — 33x + 18
203. Tarkastele polynomien erotuksen nollakohtia.

204.

a)x=0taix=-2taix =17
b) x=-2

c)x=0taix=%

205.
a)x=0taix=2taix=3
b) x = +2
¢c)x=0taix==+1

206.

a)x=i\/g
b)x=i\/§
C)x=x=« 3taiJ_r\/§
207.

a)x=0taix=1taix=2
b) x =0tai x = =5 tai x = +1

O)x=4taix=+2
208.

a) x = +1/1

b) x =0 tai x = +1/1

41+5

c)x==+ 5

(= 1\4/5) (luku ¢ on kultaisena leikkauksena tunnettu vakio)
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209.

a)x=+2
b)x=0taix =42

c)x:\3/§taix=—1
d) x = +1

210. Luvut ovat —1,0 ja 1 tai 14, 15 ja 16.
21 x=0,x=1ltaix= V5
212.

a) x =0taix = +1

b)x=0taix =+1taix =+2
213. x=0taix=—2+13taix=-2-1/3
214. Muuttujan arvoilla 0 ja 1

215. a = 30. Yhtdlon ratkaisut ovat 1, é ja —é. (Vihje: kirjoita kolmannen asteen
polynomi mielivaltaisen, tuntemattoman toisen asteen polynomin ja binomin x — 1

tulona ja avaa tulosta sulkeet. Vertaa kolmannen asteen polynomin kertoimiin.)
216. x=—1,x=¥
217. x =2

218.

a)x<ltai2<x<3
b)l<x<2taix>3

O)x<ltaii2<x<3

219. x<0tai0<x <1

220. -1 <x <1

221. Fi ratkaisuja.

222. —\/6<x <16

223. P(x) > Okun x > y/atai —y/a < x < 0.
224.
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a)x<-3tai2<x<5

b) -1 <x<Otaix>1
225. x <Otaix =3

226. x> V2tai-1<x<1
227.

a)x R
b) Epéyhtilolld ei ole ratkaisuja
¢) Vinkki: Kiytd tehtivinannon havaintoa ja tutki, milld x:n ja y:n arvoilla

summattavat saavat arvon 0
228.

a)-5<x<0tai3d < x
b)x<Otaix=1

229, x<—-1tai—-1<x<0

230. Koska mielivaltaisen vakion a voidaan aina tulkita olevan kerroin muuttujan

potenssille x°.

231. Vihennyslasku méidritelldin a — b = a + (—b), eli vastaluvun avulla kaikki

vihenyslaskut voidaan tulkita yhteenlaskuina.

232. Niin kuin yhdenkin muuttujan polynomin tapauksessa, korkein termin aste eli
muuttujan potenssin eksponentti médridd koko polynomin asteen. Jos termissi on
kerrottuna eri muuttujia keskeniin, termin asteluku on ndiden muuttujien potenssien

eksponenttien summa.

233. Kahta asiaa: toisaalta miki tahansa tulo, jossa tekijiné on nolla, on arvoltaan
nolla. Toisaalta, jos tulo on nolla, niin tiedetiin, ettd varmasti ainakin yksi tulon

tekijoistd on nolla.

234. Tekijit ovat alhaisempaa astetta kuin alkuperdinen polynomi, kunhan tekijiana ei

ole vakiopolynomi.

235. Potenssiinkorotettava lausekkeen suurin aste méardéd koko polynomin termin.
Koska sulkeita avattaessa x> lopulta korotettaisiin potenssin 15, sinne tulisi

315 _

korkeimmaksi termiksi x x*. Asteen saa siis selville kertomalla korkeimman

asteen termin eksponentti potenssilla, johon sulkeisiin laitettu polynomi korotetaan.
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236. Epiyhtilo (muu kuin #) kuvaa jirjestysti, ja kahden toisistaan poikkeavan
reaaliluvun keskindinen jirjestys muuttuu aina, jos molemmat muutetaan
vastaluvuikseen (eli on kerrottu negatiivisella luvulla) — aiemmin pienemmasté luvusta
on tullutkin nyt suurempi. Totuusarvon siilyttimiseksi tulee sen vuoksi kdantéa

epdyhtilomerkin suunta.
237. b) 1,0, -1, V2 ja —1337
238. d)ab=0

239. b) 52 > 520 : 100
240. ¢) —3ja 50

241. e) 7.

242. ¢)0

243. ) 4x* —4x + 1
244. ¢) f(0) = g(0)
245. e) nelja

246.

a) Tosi
b) Epétosi
¢) Tosi
d) Tosi

e) Tosi
247.

a) Epitosi
b) Tosi

¢) Tosi
248.

a) 3x

b) x°

¢c) —10x?
d) 14x>

e) —=3x°
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249.

a) 3x3 — x? + 3x

b) 2x — 8

¢) 2x* 4+ 2x +7

d) 3x> — 21x

e) —6x’ + 24x* — 2x?

250.

a)x2+2x—8
b) 3a® = 2ab — b*
¢)a’>+6a+9
d)x2—2x+1
e) 16x% — 1

251.

a) x(4x +1)

b) 5xy(x> + 2y)

) (y+3)(y-3)
d) (x —2)°

e) (x> +10)(x — 5)

252.
a) x(x — l)2
b) (x — 3

¢) 3+ xH(3B = x?)

253.

a) xt—2xr+1

b) a'? + 6a°b> + 9K°

¢) —(144 — 9x?) = 9x? — 144
d) x> +2+ é

254.

a) (x —2)*

b) By +1)?

¢) (7 = 2x)(7 + 2x)
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255.

a) 2x* —6x> = 3x> + 13x — 12
b) x> —x3—4x?—2x—4

c)x —1

1.3 7
d)gx —EX - —
256.

a)x=0taix=1
b)x=-3,x=2taix = -2
c)x=0taix=4

257. x=3,x=-2taix =1

258. Koska x® > 0 ja x? > 0. (Parilliset potenssit.)

259.

a) Opastus: Kerro sulut auki.

b) (x — Y% + xy + Y)(x + Y% — xy +)7)

260.

a)x=-2,x=0jax=1

b)2<x<0tail <x

¢) Vihintddn 3. (Kuvaajassa ndkyvin alueen ulkopuolella voisi olla lisdi.)

261. (a+ b+ 4)(a+ b—4). (Opastus: Ali kerro aluksi sulkuja auki. 16 = 4%)

262.
a)0
b) (x — y)*
263.

_7
a)x—3
b) x=—2
) 15

264.

a)2<x<7
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b) -3<y<0
c)z<5

265.

a) x> -2
b)x<—§

1
> ——
c) x Z

266.
ayr=3
byr>3
c)y<?2
d) x = —12§
4
e) x < 95
267. -2 <x<1
268. 7h:n tai sitd pidemmisséd vuokrissa

269. Yksi karahvi painaa yhden kuudesosakirahvin.

270. x> -+ kuna> -2
a+2

x< L kuna< -2
a+2
xeR, kunag=-2

271.

a)x==xVI13

b)x=0taix=—%
— Ataiy L

c) x = 3talx—2

272.

a) x=—-2taix =—1

b) x = 3/2 tai x = —4

¢) x =4taix=-5/3
d)x= 3¢;/§

e)x=3taix=-8
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273.
a) 11;/5

b) FEi ratkaisua reaalilukujen joukossa.

Ve

d)x=1taix=2

274, x = 2VB
2

275.

a)—2<x<3

b) x <Otaix>5

276. Vihintiddn 9, korkeintaan 21. Ratkeaa epdyhtilostd x(30 — x) > 186.

277. k =7 + 44/3. Diskriminanttion D = (k — 1) — 4 - k - 3.

278. ¢ =-40

279. -1 <x< —% tai 2 < x < 5. Huomioi, ettd suorakulmion B sivut ovat

positiiviset vain, kun —1 < x < 5.

280. 7,7cm

281. x =0taix = i/g
282.

a) esimerkiksi xt=-1

b) esimerkiksi x*(x + 1) = 0

¢) mahdotonta

283. x = +1/3

)

284. x = 0 tai x‘li2

28sS.

a)x=0taix=-7
b)x=0taix=4
¢)x=0taix=-3

d)x:Otaix:iL
V2
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286. Luvut, jotka ovat pienempid kuin —1 ja luvut vililld ]0,1[.

287.

a)0<x<%
b)x<—3taio<x<%

288. V12m~ 3,46 m

289, x = —>—

x i
290. x ~ 0,69, x ~ 1,86 tai x ~ 3,03.
291.

a) Ei ole polynomi, silli muuttujan ¢ eksponentti ei ole luonnollinen luku.
b) Yhdeksin

c) 22

d) Esimerkiksi 1,9665 (reuna-arvot eivit kuulu vilille!)

e)l+ \/5

fHlx=2

g) laskeva suora

h) Suoraan muistikaavalla saadaan x? + 2x + 1 = (x + 1)°.
292.

a) Avaa ensimmadisestd yhtilosti sulut, kumoa ykkoset ja yhdistd ensimméiisen asteen

termit oikealle — totea yhtéldisyys
b) Korottamalla \/5 + 2\/5 nelioon ja kdyttamailld muistikaavoja saadaan 11 + 4\/8.

293,
a)xs—g
m§<x<2
294,

a)z=0taiz=%taiz=\/§
b)yz=-1taiz=1

295. Kaikilla paitsi k = 0
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296. Jos pankin korkokerroin on x = (1 + 1‘%), niin vuoden kuluttua tililld on rahaa
1 000x. Kahden vuoden kuluttua tililld on rahaa ((1 000x) + 1 000)x), miki sisaltdd
molemmat talletukset ja kaksi vuosikorkoa. Saadaan yhtalo

((1000x) + 1000)x) = 2100 eli sievennettyni ja uudelleen jarjesteltyni

1000x2 + 1 000x — 2 100 = 0. Ratkaisukaavalla tai laskimella saadaan kaksi ratkaisua,
joista hyviksytdédn vain positiivinen: x = llo(\/% —5) = 1,033. Pankin tarjoama

vuosikorkokanta on siten 3,3 %.

297. —6 (vetoaminen paraabelin symmetrisyyteen, ettd pohja on nollakohtien
puolivilissd, tai vastaus ndhddéin nelioon tdydennetysti lausekkeesta perustellen, ettd

reaaliluvun neli6 voi olla vihintdan nolla)
298.

a) Purkamalla sulkeet lausekkeesta (x + y)(x2 Fxy+ y2) saadaan vaadittu x> + y3.
(Huomaa, toisiaan vastaavat etumerkit!)

b) Kirjoitetaan epéyhtild z°> — 8 > z — 2 a-kohdan kaavan avulla muodossa

(z —2)(z* + 2z + 4) > z — 2. Epiiyhtilosti voidaan jakaa tekiji z — 2 pois, mutta siti

varten tutkitaan erikseen tilanteet z = 2, z < 2, ja z > 2.

Jos z = 2, niin alkuperdinen epayhtilo yksinkertaistuu muotoon 0 > 0, mika pitaa

paikkansa.

Jos z > 2, niin z — 2 > 0, eli lauseke z — 2 on positiivinen. Jakamalla epayht&lo
puolittain kyseiselld lausekkeella sdilyttidd suuruusjarjestyksen, eli epayhtalomerkkia ei
tarvitse kadntid. Siis epayhtilosti (z — 2)(z> + 2z 4+ 4) > z — 2 on yhtipitivi
epiyhtilon z2 4+ 2z + 4 > 1 kanssa. Tisti saadaan edelleen toisen asteen
polynomiepiyhtild z> + 2z 4+ 3 > 0. Vasemman puolen polynomin diskrimanttia
tutkimalla selvida, ettd kyseiselld polynomilla ei ole nollakohtia. Koska lisiksi
kyseisen polynomin kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, voidaan paitelld, ettd
polynomi z? + 2z + 3 saa vain positiivisia arvoja. Epayhtild z> + 2z 4+ 3 > 0 pitid siis

paikkansa kaikilla kahta suuremmilla muuttujan z arvoilla.

Jos z < 2, epéyhtilo (z — 2)(z2 + 2z + 4) > z — 2 muuttuu muotoon 2?2 +2z4+4<1
eli z> + 2z 4+ 3 < 0. Aiemmin jo todettiin, ettd vasemman puolen polynomi on aina

positiivinen, joten epdyhtilo ei pidad paikkaansa millddn kahta pienemmilld z:n arvoilla.

Yhdistdmélld osatulokset paddytidin padtelmadn, ettd alkuperdisen epayhtidlon

z3—82z—2ratkaisuonzz2.
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299.

a) Ei ole, silld muuttujan ¢ eksponentti (—2) ei ole luonnollinen luku.
b) kuusi

c) 18

dDr<x<42

e) Suoraan muistikaavalla saadaan y> — 2y + 1 = (y — 1)%.

f) x + 10°!

g) alaspdin avautuva paraabeli

h) x = -23

i) kuusi

300.

a)r==+3,r=0tait =1

b) 1 =0tai 1= 1(1 — V/3) tai xt3(1 + V/3)

301. Diskriminantin lauseke on 164 + 4a, ja yhtilolld on yksi reaalijuuri
(kaksoisjuuri) jos ja vain jos diskriminantin arvo on nolla. Ratkaistaan siis yhtilo
164> + 4a = 0.

16a*+4a=0
4a(4a+1)=0

Eli 4a = 0 tai 4a + 1 = 0. Ensimmdisestd yhtalostd saadaan ratkaistua a = 0, ja

toisesta a = —i.

302. Osoitetaan ensin, ettd keskiarvo azib on suurempi kuin a:

a<b || +a
2a<a+b [ :2
a+b
<
)
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Osoitetaan sitten, ettd keskiarvo on pienempi kuin b:

a<b ||+ b
a+b<2b [l :2
a+b<b

2
Koska keskiarvo on suurempi kuin a mutta pienempi kuin b, on se a:n ja b:n vélissa.
(Todistuksen kannalta ei ole vilid, minkd merkkisid a ja b ovat.)

303. n=-5

Maédrittelyjoukkoa rajoittavia tekijoitd ovat nelidjuuri ja jakolasku. Nimittéjan

304. Nollakohtien erotusfunktion méirittelee yhtilo f(a) =

perusteella vaaditaan a # 0, neliGjuuren perusteella 4 — 84> > 0. Epéyhtilosti saadaan
1 1

ratkaisuksi — 7 <a< 7 Yhdistdmalla tiedot saadaan méirittelyjoukoksi
kaksiosainen reaalilukuvili, jonka osat erottaa luku nolla: [—%,%] \ {0}.

Arvojoukon voi péételld asettamalla funktion arvoksi tuntematon ¢ ja ratkaisemalla

VA4 -8x2 _

x
V4 —8x2 =1tx

4-8x> = (tx)2 =12x?

yhtélostda muuttuja x:

t

x> +8x% =4

+8)x* =4

X ==

2+8

Huomataan, ettd saadun lausekkeen perusteella ei ole mitidéin syyti rajoittaa #:n arvoja.

Funktion arvojoukko on siis koko reaalilukujen joukko R.
305.

a) @ — 3a*b + 3ab* — b’
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b) Binomin kuutioksi tdydentimillid saadaan yhtilo potenssiyhtild (x — 1)* = 8, jonka

reaaliratkaisuna x = 3
306.

a) P(q) =12,9q — 10g — 500 = 2,99 — 500

b) Merkataan kilogrammahinnan euroméérdisti lisdystd x:11d. Nyt voittofunktion
méidrittelevd yhtilo on P(g,x) = (12,9 + x)(g — 50x) — 10(g — 50x) — 500, eli uusi
kilogrammahinta on 12,9 4+ x ja myynnin maard g — 50x. Sijoitetaan tehtdvanannossa
annettu ¢ = 180, niin saadaan

P(180,x) = (12,9 + x)(180 — 50x) — 10(180 — 50x) — 500. Ottamalla téstd tai jo
aiemmasta muodosta yhteinen tekijd saadaan lyhyempi muoto

P(180,x) = (12,9 + x — 10)(180 — 50x) — 500 eli

P(180,x) = (2,9 + x)(180 — 50x) — 500 (vrt. a-kohdan sievennetty lauseke).

Liiketoiminta on tappiotonta, kun P(x) > 0, missd P(x) = 0 tarkoittaisi tilannetta, ettd
kauppiaan tulot kattavat tasmélleen kaikki kustannukset. Ratkaisemme siis epayhtdlon
(2,9 + x)(180 — 50x) — 500 > 0, joka sievennettyni on —50x> + 35x + 22 > 0.
Polynomin —50x? 4 35x + 22 nollakohdat ovat ratkaisukaavan tai laskimen
ratkaisuohjelman perusteella x = —0,4 ja x = 1,1. Koska polynomin korkeimman
asteen termin kerroin on negatiivinen, olisi polynomin kuvaaja alaspdin aukeava
paraabeli, ja siten kuvaajan perusteella voidaan piételld, ettd funktio P saa positiiviset
arvonsa nollakohtiensa vilissd. Nollakohtia x = —0,4 ja x = 1,1 vastaavat kilohinnat
ovat 12,9 — (-0,4) = 13,3 ja 12,9 — 1,1 = 11,8, molemmat yksikossd €/kg.

Jotta myyntitappiolta véltyttéisiin, kauppiaan tulee asettaa kilohinnaksi vahintiin
11,8 €/kg ja korkeitaan 13,3 €/kg. (Ndiden rajojen vililli tulee voittoa., rajojen
ulkopuolella tappiota.)

307.

a) Ei ole, silld muuttujan k eksponentti % ei ole luonnollinen luku.

b) kuusi

c) 18

d)zr<x<42

e) x €12,100]

f) Jos x o y, niin voidaan kirjoittaa x = ky, misséd k on vakio. Yksiterminen lauseke

ky on polynomi.
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308. Puretaan sulkeet auki ja tdydennetddn binomien nelidiksi.

(@® + nb?)(c? + nd?)

= a’c? + na*d* + nb*c? + n*b*d?

= a’c? + n’b*d® + na*d® + nb*c?

= a’c? + n’b*d® + na*d® + nb*c?

+ 2nabcd — 2nabcd

= a’c? + 2nabed + n*b*d* + na*d?

— 2nabed + nb*c?

= (ac + nbd)? + na*d* — 2nabed + nb*c?
= (ac + nbd)* + n(a*d* — 2abcd + b*c?)
= (ac + nbd)* + n(ad — bc)*

Huom.! Voi my&s “lihted lopusta”, eli purkaa lauseke (ac + nbd)? + n(ad — be)? ja

sitten ryhmitelld vastaus tulomuotoon (@* + nb*)(c® + nd?). Kumpikin kay.
309. Ammus osuu maahan noin 3,22 sekunnin péasta.

310. Ei milldén #:n reaalilukuarvoilla.

311. Kunl—\/§<x<0taix> 1+\/§

312. © —r* = 1% — 1* vastaa yhtilod © — t* + 1 — 1> = 0, jonka taasen saa yhteisen
tekijan (useaan kertaan) ottamalla muotoon (1 — D + 1) = 0, eli reaaliset
nollakohdat ovatt =0 jar = 1.

313. Alkuperiinen yhtild on yhtipitivi yhtilon y*" — y" = 0 kanssa. Jaetaan
tekijoihin ja sovelletaan tulon nollasddntoa:

Py =0
0" =y'=0
V= =0
Y'o'r-1D=0

Eli joko y" = 0 tai y" — 1 = 0. Ensimmainen yhtdlo voi péted vain, jos y = 0. (Jos

kisitelldéin n:n eri arvoja, niin eksponenttifunktio ei voi saada milloinkaan arvoa 0.)
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Tilldin vaaditaan yksikisitteisyyden vuoksi n # 0, koska 0° ei ole médritelty.

Toisesta yhtilostd saadaan y" = 1, joka voi olla tosi vain, jos jokon =0jay # 0
(minka tahansa nollasta poikeavan luvun nollas potenssi on arvoltaan yksi) tai sitten

y = 1 ja n on mielivaltainen.

Yhtilon ratkaisut ovat siis:
y=0jan#0
n=0jay#0

y = 1 ja miké tahansa n

2,12
314. Lausekkeen perusteella nollakohdat ovat S,% ja % Koska 0 < a < b, niin a on

positiivinen, ja kaksoisepdyhtdlo voidaan jakaa silld niin, ettd jarjestys sdilyy
(’merkkien suuntaa ei tarvitse kdantda”’): 0 < 1 < % Samoin voidaan tehdi b:114:
0< % < 1. Vertailemalla nihdaan, ettad selvisti % < g. Kolmas nollakohta on kahden

muun aritmeettinen keskiarvo, joten se on varmasti niiden vélissa.
315.

a) On, silld sievennetyssd muodossa % + %t on selvisti ensimmaiisen asteen polynomi.
b) Yhdeksan

c)6

d) t €]oo,x]
e)x=2
f)x—2

316. P2)=0= (k>*+2k)-2+2k=0

K2 242k-2+4+2k=0
2k2 + 4k +2k =0

k> +2k+k=0
(k+1)7*=0
k+1=0
k=-1
Talloin siis P(x) = (1 —2)x — 2 = —x — 2, jonka kuvaaja on laskeva suora.

317. Diskriminantista a> + 4a = 0, josta kaksi juurta: a = 0 tai a = —4.
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Tapaus a = O:

x2=0
x=0
Tapaus a = —4:
x?—4x+4=0
(x-27=0
x—2=0
x=2

318. Merkataan x:114 kulkeneen datan méiraa megatavuissa. Talloin tarjouksen A
hinta on A(x) = 40 (hinta aina 40 euroa, vakiofunktio) ja tarjouksen B hinta

méidritellddn paloittain:

25, kun x < 100
0,12(x — 100) + 25, kun x > 100

B(x) =

Yhtdsuuruuden voi merkitd vaihtoehtoisesti my0s jalkimmaiisen lausekkeen ehtoon:
x > 100. Jialkimmaiisessd ehdossa on pelkén x:n sijaan x — 100, jotta dataméérin lasku
alkaisi nollasta, eiké heti sadan megatavun rajan ylitettya tulisi 0,12 - 100 = 12 euron

lisialaskua.

Alle sadan megatavun kdytossé tarjous A ei voi olla halvempi, koska 40 > 25. Sitd
suuremmalla kiyt6ll4 sen sijaan timéd on mahdollista. Ratkaistaan siis epayhtilo

40 < 0,12(x — 100) + 25, josta selvidd, milld x:n arvoilla tarjous A on halvempi.

40 < 0,12(x — 100) + 25
15 < 0,12(x — 100)

125 < x - 100

225 <x
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Tarjous A on siis halvempi, kun dataa siirretddn kuukaudessa yli 225 megatavua.

319. Sieventdmilld saadaan, ettd ratkaisut ovat muotoa y = n"(1 £ /1 + 2n).
Sijoittamalla n = 50 saadaan laskimesta kymmenpotenssimuodoiksi —8,04 - 10%° ja
9,81-10%.

320. x*— %x3 —4x% +2x = x(x — %)(x2 —4),elix=0,x= % tai x = +2.
321.

a) Reaalilukujen joukko poislukien ¢t = —% jat=rmeliR\ {—%, )
b) y-akseli leikkautuu, kun ¢t = 0, eli pisteessi (0,%). t-akseli leikkautuu vain yhdessi

pisteessd: (—x, 0), koska midrittejoukko ei sisélld funktion lausekkeen osoittajan toista
nollakohtaa — %

322. Katso luku Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaava. (Johdosta on olemassa erilaisia

variantteja: olennaisin vaihe on nelioksi tdydentdminen.)

323. x=0taix =4

324.
a) x> -3
b) x =-7

325. x=0taix =2

326. x =4
327. x=3
328. 2x
329. x+1
330. x< 2
331. 6
332.

a)(x+2)(x—-1)
b)A=3jaB=—3

333.

a)x=3
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b) x=0taix=-1
¢) (x=2)(x—=17)

334, x=—2

335. 1<x <4

336. -1 <x<2
337. 4ab

338, x> ——

339. x=2taix = -2
340. x =0 tai x = -2
341. 2+/a
342, x> 3
343. p=4,q=-2
344. x=0taix =5
345, x = -2

346. x < -1
347. x <2
348. x < -2

349. x=—%taix=0taix:
350. x = ltaix=—3

351 x < 2

352. x=0taix=g

353. 2x° + 6x
_ 1

354. x = —5

355. x = +1/5

356. -6<a<?2

357. =
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358. x = 1a(l - V/5) tai x = $a(1 +/5)

359. x <3

360. -2<x<0

361. x<1,x#0

362. x=—2taix =3

363.

a)x=a,josa#F2jaa#1

b)x#1,josa=2

¢) ei ratkaisua, jos a =1

364. Toinen kasvaa kahdella ja toinen ei muutu.
19 . . 17

365. as—?talaz ?

366.

a) 5,010

b) 1,15625,,

C) 37,812510

367.

a) 111,0,
b) 10,1,

¢) 1011,0011,
369.

a) 110100,

b) 110100100000,
¢) 101,1,

370.

a) 151
b) Ei ole oikea roomalainen luku.
¢) Ei ole oikea roomalainen luku.

d) 251
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e) 386

f) Ei ole oikea roomalainen luku.
g) Ei ole oikea roomalainen luku.
h) 493

i) 649

371.

a) CCLXXVIII, 9 merkkia

b) DCCXII, 6 merkkia

¢) MCDLXXVIII, 10 merkkia
d) MMMCMXCIX, 9 merkkid

372. 10, =1-n' +0-n® =n,eli10,-10, =n-n=n*>=1-n”+0-n' +0-n° = 100,
Viite siis pitee kaikilla kantaluvuilla. (Huomaa, ettd vilivaiheiden eksponentit ja

kertoimet ovat kymmenjarjestelmin lukuja.)

-t ]| 11| 100 |

1 1 10 11 100
373. 1 10 || 10 | 100 | 110 | 1000
11 || 11 | 110 | 1001 | 1010
100 || 100 | 1000 | 1010 | 10000

374. 10010100
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Hakemisto

A

alaspiin aukeava, 158
aste, 13

asteluku, 13

avoin vili, 61

B

bikvadraattinen yhtilo, 124
binddrijarjestelma, 151
binomi, 13

binomin nelid, 31

bitti, 152

D
desimaalijdrjestelmd, 151
diskriminantti, 99

E

epdnegatiivinen, 38

H
heksadesimaalijirjestelmi, 151

huippu, 160

K
kaksoisjuuri, 100
kerroin, 12

kymmenjarjestelma, 151

L

lukujérjestelmad, 151
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M
merkkikaavio, 128
monomi, 13

muistikaavat, 30

N
nolla, 153
nollakohta, 52

numeromerkki, 151

0]

oktaalijarjestelmi, 151

P

paikkajarjestelma, 151
paraabeli, 77
polynomi, 11
polynomifunktio, 16
polynomin aste, 13

puoliavoin vili, 61

R

roomalaiset luvut, 153

S
suljettu vili, 61

T
tekijd, 43
termi, 12

trinomi, 13

tukkimiehen kirjanpito, 153



tulomuoto, 43

tulon nollasidanto, 39

v
vili, 60

vakiotermi, 13

Y

ylospédin aukeava, 158
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