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1. Yhtenevét ja yhdenmuotoiset kuviot

Kolmiot ABC ja DEF ovat keskendan yhtenevid, mikd voidaan merkitd seuraavasti:
ABC = DEF. Symbooli ~ tarkoittaa samaa muotoa ja = samaa kokoa. Paallekké&in asetettuna
yhtenevat kuviot siis peittavat taydellisesti toisensa.

A4

Sivut BC ja EF ovat toistensa vastinsivuja. Kulmat o ja y ovat puolestaan toistensa vastinkul-
mia. Yleisesti yhdenmuotoisten kuvioiden vastaavia osia nimitetddn toistensa vastinosiksi.
Mitd muita vastinosia l6ydat?

Yhtenevien kuvioiden kaikki vastinosat (sivut ja kulmat) ovat yhté suuria.

Keskendan yhdenmuotoisien kuvioiden voidaan ajatella syntyvan siten, etté kerrotaan tai jae-
taan kaikki vastinsivut jollakin samalla luvulla. Vastinkulmat pysyvat yhta suurina. Yhden-
muotoisuuden merkki on ~.

Yhdenmuotoisten kuvioiden
e geometrinen muoto on tarkasti sama
e vastinkulmat ovat yhta suuret
e vastinsivut ovat verrannollisia.

Huom! Yhtenevat kuviot ovat aina myds yhdenmuotoisia.

Yhdenmuotoisuuden I6ytyminen helpottaa monien geometristen tehtévien ratkaisemista. Yh-
denmuotoisten kuvioiden vastinsivujen pituuksien suhde séilyy samana, jolloin voidaan muo-
dostaa verranto tuntemattoman sivun pituuden ratkaisemiseksi.

Esimerkki 1.

Santeri on piirtdnyt majan rakennuspiirustukset. Majan lattia on suora-
kulmio, jonka sivujen pituudet ovat piirustuksessa 2,5 cm ja 1,5 cm. Dgﬁ
Luonnollisessa koossa lattian pitempi sivu on 3,6 m. Mika on lyhem-
man sivun pituus?




Ratkaisu:
Ennen kuin verrantoa voidaan kayttad, on mitat esitettdva samoissa yksikoissa.
2,5cm=0,025mjal5cm=0,015m

Jotta luonnollisessa koossa oleva lattia olisi rakennuspiirustuksen mukainen, on vastinsivujen
pituuksien suhteiden oltava samat.

36 x o
—0,025 0.015 leerrotaan ristin
0,025x=36.0,015 |:0,025

3,6-0,015
=
0,025
x=216
=22

Vastaus: Lattian lyhyemmaén sivun pituus on 2,2 m.

Huom! Verranto voidaan kirjoittaa myos siten, ettd lasketaan kuvioiden pituuksien suhteet ja
verrataan niita toisen kuvion vastaavien pituuksien suhteeseen. Samaan tulokseen siis paady-
0,025 36

0,015 X

taan kirjoittamalla edellinen verranto muodossa



Tehtavia

1.
Onko vdite totta? Kun kaksi yhtenevaa kuviota asetetaan péaéllekkain, on paallekkéin sattuvat
osat ovat toistensa vastinosia.

2.
Jaljenné kuviot vihkoosi ja jaa ne kahteen yhtenevaan osaan.

O Y © C O

3.
Nelikulmiot ABCD ja EFGH ovat yhtenevia.
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Miké on viereisestd nelikulmiosta
a) kulman C vastinkulma
b) kulman G vastinkulma
¢) sivun HE vastinsivu

d) sivun BC vastinsivu
e) lavistajan AC vastinosa?

4,
Suurenna kuva vihkoosi siten, ettd kaikki pituudet tulevat kaksinkertaisiksi. Vertaa sitten al-
kuperdisen kuvan ja piirtdmasi kuvan pinta-aloja. Kuinka moninkertaiseksi pinta-ala kasvaa
suurennoksessa?

5.
Miksi yhdenmuotoisuuden 18ytyminen helpottaa monien geometristen tehtévien ratkaisemis-
ta?



6.
Kuvan suorakulmiot ovat yhdenmuotoisia. Laske sivun x pituus.
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1.
Jos kahden suorakulmion kaikki vastinkulmat ovat yhté suuria, ovatko kuviot valttdmatta yh-
denmuotoisia?

soveltavat tehtéwat

8.
Korjaa viite oikeaksi. ”Jos suorakulmioiden vastinkulmat ovat yhtd suuria, ovat kuviot yh-
denmuotoisia.”

9.
Huonekaluvalmistaja tekee yhdenmuotoisia poytia neljané eri kokona. Laske puuttuvat pituu-
detx,yjaz.

L2m| A
’ lEm
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10.
Mitk& geometriset kuviot ovat aina keskendén yhdenmuotoisia?

11.
Piirra ympyra ja suorakulmio, ja jaa ne neljaén yhtenevaan osaan.

12.

Ovatko kaksi kolmiota yhdenmuotoiset, jos

a) kahden vastinsivun suhde on sama ja jos ndiden sivujen valinen kulma on sama?
b) kaikkien kolmen vastinsivun suhde on sama?

c) kaksi vastinkulmaa ovat yhta suuret?

13.
Figures are similar. Find each length marked with a letter.



40 m

ra 60 12,5 m

Z

30m

14,
Mika on yhtenevien kuvioiden vastinsivujen suhde?

15.

Piirrd kolmio, jonka kulmien suuruudet ovat 90°, 30° ja 60°. Pystytkd piirtaméan toisen kol-
mion, jossa on saman suuruiset kulmat, mutta joka ei ole yhteneva ensimmaéisen kolmion
kanssa?

16.
Tee tarvittavat mittaukset ja rajaa kahden suoran avulla suorakulmiosta pala, joka on yhden-
muotoinen alkuperdisen suorakulmion kanssa.

17.

Ovatko kuviot aina yhtenevat, jos niilld on sama pinta-ala ja ne ovat molemmat
a) kolmioita

b) ympyroita

c) nelioita

d) suorakulmioita?

18.
Jaa monikulmio neljdén yhtenevain osaan.

vaativat tehtawat

19.

Kuviot ovat yhdenmuotoiset. Isomman kuvion korkeus on h ja pienemman kuvion leveys u.
Isomman kuvion pinta-ala merkitdan A:lla. Kirjaimet a ja b ovat jotain lukuarvoja. Mitk& seu-
raavista yhtaloisté voivat olla totta ja mitkd ovat ehdottomasti epatosia?



a) u=ah
b) u=abh
c) u=bh+a
d) A=bh
e) A=bh?
f) A=ah®

20.

Suorakulmion muotoisen peltilevyn mitat ovat 0,700 m ja 0,850 m. Levysté leikataan keske-
naan yhtenevia tasakylkisia kolmioita, joiden kanta ja korkeus ovat 30,0 mm. leikkaaminen
aloitetaan kérjesta A, josta leikataan kolmiot 1, 2, 3, 4 jne. kuvion osoittamalla tavalla. Mon-
tako kolmiota téll& tavalla voidaan leikata, kun ainoastaan edelld mainitun kaltaiset kolmiot
kelpaavat? (padsykoetehtdva teknikkokoulutukseen, kevét 1994)

0,230 m




Kartoitusmenetelmat

Kartta on mittakaavan mukaan pienenetty ja yleistetty kuva jostakin alueesta. Kun kuvataan
kuperaa maapallon pintaa tasossa, syntyy vaaristymid, jotka ovat sit4 suurempia mitd laajem-
pia alueita kartalla kuvataan. Jotta maapallon pintaa voitaisiin kuvata mahdollisimman pienin
virhein, on kehitetty erilaisia karttaprojektioita. Eri karttaprojektioissa jokin perusominaisuus
on oikein, mutta muissa ominaisuuksissa esiintyy vaaristymia.

Suomea kuvaavissa kartoissa kaytetdan Gauss-Krigerin projektiota, joka on oikeakulmainen
karttaprojektio. Siind muodot ja kulmat vastaavat todellisuutta. Oikeakulmaisessa kartassa
valtioiden muodot ovat siis tunnistettavia, mutta niiden kokojen vertaaminen on mahdotonta.
My0s merikartoissa kdytetddn useimmiten oikeakulmaista projektiota. Jos halutaan vertailla
alueiden pinta-aloja, on kéytettava oikeapintaista karttaprojektiota. Siina esimerkiksi valtioi-
den pinta-alojen suhteet ovat samat kuin todellisuudessa, mutta monet niista ovat muodoltaan
vadristyneitd. Etaisyyttd kuvaavissa kartoissa kaytetadn oikeapituista koordinaatistoa, jossa
mittakaava séilyy muuttumattomana koko kartan alueella.

Projektion liséksi kartassa on tdrked myos koordinaatisto. Suomalaisissa kartoissa kéytetty
kartastokoordinaattijarjestelma (KKJ) perustuu maapallon pinnanmuodon jéljittelemiseen.
KKJ-koordinaatit voidaan esittdd joko maantieteellisind koordinaatteina eli leveys- ja pi-
tuusasteina tai suorakulmaisina xy-koordinaatteina. Lisaksi kaytossa on koko maan peittava
yhtendiskoordinaatisto (YKJ).

GPS-mittausten yleistymisesta johtuen on alettu kiinnittad entistd enemméan huomiota koordi-
naattijarjestelmiin ja niiden tarkkuuteen. Suomessa ollaankin siirtymassa kansainvalisiin
koordinaattijarjestelmiin pohjautuvan EUREF-FIN —koordinaatiston k&yttoon, joka on ny-
kyista tarkempi ja sopii paremmin kaytettavaksi myos satelliittipaikannukseen.

Maailmanlaajuinen satelliittipaikannus GPS (Global Positioning System) on Yhdysvaltojen
puolustusministerion yllapitdma jarjestelmd. Sen kehittdminen aloitettiin vuonna 1973 soti-
laallisia tarkoituksia varten. Se perustuu 24 paikannussatelliittiin, joilta saaduilla tiedoilla pys-
tytddn maarittamaan GPS-paikantimen sijainti melko tarkasti. GPS-paikannin laskee saadun
datan ja radioaaltojen etenemisnopeuden perusteella, kuinka kaukana se on satelliitista ja kun
tiedetadn etéisyys kolmesta satelliitista, voidaan sijainti laskea. Neljatta satelliittia kaytetdan
varmennukseen. Jarjestelma tarvitsee myos maa-asemia yllépitoa ja valvontaa varten.

GPS-satelliitit kayttavat kahta eri lahetystaajuutta, joista toinen on salattu ja kdytdssa vain
Yhdysvaltojen puolustusvoimilla. Siviilikdyttoon tarkoitettu GPS eli SPS (Standard Posi-
tioning System) on epatarkempi kuin vastaava USA:n puolustusvoimien GPS eli PPS (Precise
Positioning System). Aiemmin Yhdysvallat lahetti lisdksi tahallista hdiriosignaalia SA (Selec-
tive Availability) siviilitaajuudella, mutta tdma héairinta lopetettiin 2.5.2000, mink& johdosta
GPS:n tarkkuus lisdéntyi huomattavasti.



2. Mittakaava

Kartta on pienennetty kuva alueesta, siind muodot ovat samat kuin todellisuudessa, mutta ko-
ko on erilainen. Jotta kartalta pystyttaisiin maarittdmaan valimatkan todellinen pituus, on siité
loydyttava tiedot kéaytetystd mittakaavasta. Jos taas halutaan tutkia tarkemmin esimerkiksi
pienelididen yksityiskohtia, kuviosta tehdd&n suurennos. Pienentdminen ja suurentaminen
ovat yhdenmuotoisuuskuvauksia, niissa kuvion muoto sailyy, mutta koko muuttuu.

Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinsivujen suhdetta kutsutaan yhdenmuotoisuussuhteeksi
eli mittakaavaksi.

Mittakaava ilmaistaan tavallisesti muodossa, jossa edellinen tai jalkimmaéinen jasen on yksi.
Pienennoksissd suhdetta ilmaisevan kaksoispisteen edessé on ykkdnen. Suurennoksissa puo-
lestaan ykkdnen on mittakaavan merkinnassa kaksoispisteen jaljessé.

Koska mittakaava on suhdeluku, jolla ei ole yksikkod, voidaan tarkasteluyksikot valita va-
paasti. Suhteeseen on kuitenkin sijoitettava luvut samoissa yksikoissé. Esimerkiksi kartan mit-
takaava 1 : 1000 voidaan tulkita siten, ettd 1 m kartalla vastaa 1000 m luonnossa tai 1 mm
kartalla vastaa 1000 mm luonnossa. Senttimetrit ovat kuitenkin yleensé kartalla kaytannolli-
simpié.

Esimerkki 1.

Helsingin opaskartta on tehty mittakaavassa 1 : 20 000. Matka eduskuntatalolta presidentin
linnaan Mannerheimintietd ja Esplanadia pitkin on kartalta mitattuna 8 cm. Kuinka pitka mat-
ka on todellisuudessa?

Ratkaisu:

Suhde 1 : 20 000 tarkoittaa, ettd yhden senttimetrin matka kartalla vastaa luonnossa 20 000
cm:n matkaa. 8 cm:n matka kartalla on talléin luonnossa 8cm-20000 =160000cm =1,6 km.

Vastaus: Matka on 1,6 km pitké.

Esimerkki 2.

Ly

Muurahaisen keskiosan pituus kuvassa on 20 mm. Todellinen pituus saadaan ’
verrannon avulla.

Lasketaan muurahaisen todellinen koko, kun kuva on mittakaavassa 6 : 1.

10



&mm - lmm -
>ﬂ< kerrotaan ristin
20 mm x

Grmm - x = 20mm - lnum || & mitn
_ 20mm - Tmm

& mitn
x=33mm

Vastaus: Muurahaisen pituus luonnossa on 3,3 mm.

Esimerkki 3. .
Kolmiot ABC ja A'B'C” ovat )
yhdenmuotoiset. Mik&d on <
kaytetty mittakaava ja kolmi- x
on A’B’C korkeus? 6,0 cm
X
3.0 em
A E

) 2.0 cm
Ratkaisu:

Mittakaava on vastinsivujen suhde AB: A’B’=9,0cm:3,0cm=3:1

Koska vastinsivujen suhde sdilyy samana, voidaan muodostaa verranto korkeuden ratkaise-
miseksi.

8.0 n::m><5,[] cin

leerrotaan ristin

3.0cm x
9 0cm =30cm 6,0cm || 9.0 cm
18,0 cm
x=—
9 0cm

x=20cm

Vastaus: Mittakaava on 3 : 1 ja pienemmaén kolmion korkeus on 2,0 cm.

11



Tehtavia

21.

Taydenna mittakaavan merkintatapaa kasittelevat lauseet.

a) Pienennoksissa suhdetta ilmaisevan kaksoispisteen on ykkonen.
b) Suurennoksissa suhdetta ilmaisevan kaksoispisteen on ykkdnen.
22.

Kumpi mittakaavoista on suurempi?
a) 1:100000 vail:10 000

b) 1:50vail:500

c) 150:1vail1500:1

d 10:1vail:1

23.

Miten mittakaavalla merkitaan, ettd kuva on
a) suurennettu 25-kertaiseksi

b) pienennetty tuhannesosaan?

24.
Piirra kuvio vihkoosi mittakaavassa 2 : 1.

25.
Piirra vihkoosi kolmio, joka on yhdenmuotoinen kolmion ABC kanssa mitta- %
kaavassa \
a) 2:1
b) 1:2

26. A E
Miké seuraavista kartan mittakaavan 1 : 5000 tulkintatavoista on oikein?

a) 1 m kartalla vastaa 5000 m luonnossa.

b) 1 cm kartalla vastaa 50 m luonnossa.

¢) 1 mm kartalla vastaa 5 m luonnossa.

27.
Rakentaja on piirtdnyt suunnitelmat siten, ettd 10 metrin matkaa luonnossa vastaa yhden sent-
timetrin matka kartalla. Kuinka pitka on luonnossa kartalla 14 cm pituinen tie?

28.
Kartan mittakaava on 1 : 20 000. Kartalla matka on 56 cm, kuinka pitkd matka on luonnossa?

29.

12



Jyvaskyléan ja Pieksdmd&en valinen etdisyys on 88 km. Montako senttia etdisyys on kartalla,
jonka mittakaava on 1 : 400 000?

30.
Elektronimikroskoopilla kohde suurennetaan 15000-kertaiseksi. Mik& on talloin mittakaava?

31.
Elektronimikroskoopista saatu kuva suurennetaan vielé optisesti 150-kertaiseksi. Miké on ku-
van mittakaava?

soveltavat tehtéwat

32.

Suorakulmaisen sarmién muotoisen pdydan pidempi sivu on luonnossa 2,10 m ja lyhempi si-
vu 0,70 m. Mika on kaytetty mittakaava, kun kuvassa

a) pidempi sivu on 1,4 cm

b) lyhyempi sivu on 1,4 cm?

33.

Mika on kéytetty mittakaava, jos pienelion todellinen pituus on 0,23 mm ja kuvassa sen pituus
on

a) 23cm

b) 11,5dm

c) 2,07 m?

34.
Jalkapallokentta on kooltaan 105 m x 70 m. Piirré kentt& mittakaavassa 1:1 000.

35.

Maailman pisin silta on Mandevillen ja Metrairien (Louisiana, USA) yhdistava Second Lake
Pontchartrain —pengertie. Silta valmistui vuonna 1969. Kuinka pitka silta on kartalla, jonka
mittakaava on 1 : 80 000, kun se luonnossa on 38,42 km?

36.
The scale of map is 1 : 1000. Find the actual length in metres represented on the map by 30
cm.

37.

Oulusta Tampereelle on matkaa 487 km. Miké& on kaupunkien valinen etdisyys
a) autoilijan tiekartalla, jonka mittakaava on 1 : 800 000?

b) GT-kartalla, jonka mittakaava on 1 : 200 000?

c) yleistiekartalla, jonka mittakaava on 1 : 1 600 000?

38.

IImoita kaupunkien valiset etdisyydet luonnossa, kun tiedet&dan niiden valinen matka autoilijan
tiekartalla.

a) Porista Vaasaan 24,1 cm

b) Kuhmosta Tornioon 48,5 cm

c) Rovaniemeltd Helsinkiin 104,6 cm

d) Forssasta Tampereelle 11,5 cm.
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39.
Asunnon pohjapiirustuksen mittakaava on 1 : 200. Olohuone on piirustuksessa 4,5 cm pitka ja
3,0 cm leved. Mika on olohuoneen pinta-ala todellisuudessa?

40.
The distance between two points is 15 km. How far apart will they be on a map of scale 1 : 50
000?

41.
A swimming pool 50 m by 25 m, is drawn to scale of 1 : 250. How big is it in the drawing?

vaatrvat tehtévat

42,
Valokuvanegatiivin koko on 24 mm x 36 mm. Negatiivista tehdyn suurennoksen pitempi sivu
on 15 cm. Laske suurennoksen pinta-ala. (yo syksy 1993)

43.

Maantiekartassa on joitakin teiden risteyksia merkitty ympyralld, jonka halkaisija on 1,8 mm,
Mita risteysalueen halkaisijaa tdma vastaa todellisuudessa, kun kartan mittakaava on 1:200
0007? Jos risteysalueen halkaisija todellisuudessa on 25 m, niin kuinka suuri sen tulisi kysei-
sella kartalla olla? (yo kevat 2001)

14



3.  Kolmioiden yhdenmuotoisuus

Jos kolmio jaetaan kahteen osaan jollakin kolmion sivun kanssa yhdensuuntaisella suoralla,
muodostuu alkuperaisen kolmion kanssa yhdenmuotoinen kolmio eli ABC~DBE.

C

Kolmiot ABC ja DBE ovat kesken&an yhdenmuotoiset, jos niiden kaikki vastinkulmat ovat
keskendan yhta suuria.

Yhdenmuotoisuustarkasteluissa kuitenkin riittdd osoittaa ainoastaan kaksi vastinkulmista yh-
tasuuriksi. Koska kolmion kulmien summa on 180°, on kolmansienkin vastinkulmien oltava
yhtésuuret.

s #" Koska sivut AC ja DE ovat vhdensuuntaiset,

L e
N /{/\/ ovat samankohtaiset kulmat vhta suuret.

L;’"ff Kulma on vhteinen molemmille kolmioille.

A D B

Kun kolmioiden yhdenmuotoisuus on todettu, voidaan kaikkia kolmion vastinsivuja verrata
keskendadn ja pituuksien suhteeksi saadaan sivuparista riippumatta sama arvo

AC_CB_AB

DE EB DB

Esimerkki 1.

1,7 m pituisen henkilén varjon pituus on 2,5 m. Samanaikaisesti Eiffeltornin varjon pituus on
441 m. Kuinka korkea torni on?

15



Y

Esimerkissd muodostuu kaksi yhdenmuotoista kolmiota, sill4 valon séteen ja maan vélinen
kulma on kummassakin tapauksessa sama. Liséaksi Eiffeltorni ja henkild ovat kohtisuorassa
maata vasten.

Eiffeltornin ja henkilon pituuksien suhde on sama kuin varjojen pituuksien suhde, joten
saamme verrannon.
X  441lm

17m 25m

Ratkaistaan tama ristiin kertomalla:

R hals
17 2.5
x25=17-441 |:25
17441
X =
2.5
x = 300

Vastaus: Eiffeltornin korkeus on noin 300 m.

16



Tehtavia

44,
Kolmio jaetaan suoralla kahteen osaan. Onko muodostunut pikkukolmio yhdenmuotoinen al-
kuperaisen kolmion kanssa?

7

/

a) b c)

45.
Erota kolmiosta kolmella erisuuntaisella suoralla kolme alkuperdisen kolmion kanssa yhden-
muotoista kolmiota.

46.
Jos suorakulmio jaetaan kahteen osaan jonkin sivun kanssa yhdensuuntaisella suoralla, onko
muodostunut pienempi suorakulmio aina yhdenmuotoinen alkuperéisen suorakulmion kanssa?

47.
Laske Timon pituus.

2.0m 4 &6m

soveltavat tehtésat
48.

Samoista kuvioista on koottu nelié ja suorakulmio, joiden pinta-alat ovat 169 cm? ja 168 cm®.
Minne on kadonnut yksi nelidsenttimetri?

T~/ |

5
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49.
Kolmio ABC jaetaan neljdén osaan kuvion mukaisesti. Mitk& osat ovat keskenddn yhtenevia?

L

A I B

50.
Pihalla olevan puun varjo on 23,5 m pitkd. Kuinka korkea puu on, kun vieressd olevan 10
metrisen lipputangon varjon pituus on 17 m?

vaativat tehtawat

51.
Kolmion sisdén on piirretty nelio kuvan osoittamalla tavalla. Laske nelion pinta-ala.

50m 7]

K
] ]

4 0m

3.0m

52.
Laske kuvion sisélla olevan suorakulmion pinta-ala.
10em 12 cm 13 em

20 em

41 em

18



Missa kaikkialla kultainen leikkaus esiintyy?

Kultainen leikkaus (lat. sectio aurea) on matemaattinen suhde, joka tarkoittaa janan jakoa si-
ten, ettd pienemmaéan osan suhde suurempaan on sama kuin suuremman osan suhde koko ja-
naan.

Pythagoralaisten arvellaan keksineen kultaisen leikkauksen 500-luvulla eKr. Idea on todenné-
koisesti lahtenyt sadnnollisestd viisikulmiosta, pentagonista. Kun viisikulmiolle piirretdan 1&-
vistajat syntyy niiden leikkauspisteeseen uusi saannéllinen pentagon. Piirtdmistd voidaan jat-
kaa loputtomiin. Viisikulmioiden lavistajat jakavat toisensa kultaisen leikkauksen suhteessa.

Kultainen leikkaus esiintyy monissa eri yhteyksissé: Fibonaccin lukujen kahden perékkaisen
luvun suhde lahestyy kultaisen leikkauksen suhdetta. Taiteessa kultaista leikkausta on kéytet-
ty paljon. Se on kohta johon ihmissilma mielelld&n katsoo. Usein miellyttavimmiksi ihmis-
kasvoiksikin valitaan sellaiset, joiden suhteet vastaavat kultaista leikkausta parhaiten. Aikoi-
naan kultaiseen leikkaukseen liitettiin myds mystisia ja jumalallisia piirteita.

Kultainen leikkaus on kuvan sommittelua helpottava menetelmé, jota voi soveltaa piirroksis-
sa, maalauksissa sekd valo- ja videokuvauksessa. Jos esimerkiksi tarkedssa asemassa oleva
hahmo sijoitetaan keskelle maalausta, tulee maalauksesta helposti kdmpel6n ja elottoman né-
kdinen. Kokonaisuudesta saadaan sen sijaan kiinnostavampi ja tasapainoisempi, jos hahmo
sijoitetaan kultaisen leikkauksen mukaisesti. Jo renessanssin taiteilijat kayttivat kultaista leik-
kausta tuomaan taideteoksiinsa esteettistd harmoniaa. Kuuluisista taiteilijoista mm. Leonardo
da Vinci tutki tarkkaan ihmisen ja yleensd luonnon mittasuhteita. Han keksi perspektiivin ja
sovelsi kultaista leikkausta useissa toisséan, mm. kuuluisassa Mona Lisassa, Pyhéssa ehtoolli-
sessa seka kesken jadneessd Hieronymuksessa.

Varhaisin kultaisen leikkauksen sovellus arkkitehtuurissa on antiikin ajalta perdisin oleva

Parthenonin temppeli Ateenassa. Uudempi luomus on YK:n padrakennus New Yorkissa. Se
valmistui v.1952.
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4. Kultainen leikkaus*

Kultainen leikkaus eli kultainen suhde saadaan, kun jana jaetaan kahteen osaan a ja b siten,
etta lynyemman osan suhde pidempadn osaan on sama kuin pidemmaén osan suhde koko ja-
naan.

Yleisesti kultaisen leikkauksen lukuarvona kaytetdan suhteen kéénteisarvoa b =1,618034....
a

Jos suorakulmio jaetaan kahteen osaan jollakin suorakulmion sivun kanssa yhdensuuntaisella
suoralla, ei yleensd muodostu alkuperdisen suorakulmion kanssa yhdenmuotoista suorakul-
miota. Suorakulmiota sanotaan kultaiseksi suorakulmioksi, jos se voidaan jakaa nelioksi ja
pienemmaksi suorakulmioksi siten, ettd pienempi suorakulmio on yhdenmuotoinen alkuperai-
sen suorakulmion kanssa.

D E i
Suorakulmiot ABCD ja BCFE ovat yhdenmuotoi-
sia, jos niiden sivujen pituudet ovat kultaisessa
suhteessa AB ~1,618034...
BC
A E E
Esimerkki 1.

Ateenassa olevan Parthenon-temppelin paaty on kultainen suorakulmio. Paadyn korkeus on
19 m. Kuinka levea paaty on?

Ratkaisu:

Kultaisen suorakulmion pidemmén sivun pituuden suhde lyhyempéédn sivuun on 1,618034...
Olkoon temppelin leveys x. Muodostetaan yhtalo.

X _1618034... |-19m
19m

Xx=19m-1,618034...
X~31m

Vastaus: Temppelin leveys on noin 31 m
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Tehtavia

53.

Onko jana jaettu kultaisen leikkauksen suhteessa, kun osien pituudet ovat
a) 1,0cmja4,0cm

b) 55cm ja89 cm

c) 2,35cmja3,8cm

d) 12,6 cmja 28 cm

54.

Onko jana jaettu kultaisen leikkauksen suhteessa, kun koko janan pituus on
a) 4,1 cm ja lyhemmaén osan pituus on 1,6 cm.

b) 41,1 cm ja lyhemman osan pituus on 18,6 cm.

¢) 19,2 cm ja lyhemman osan pituus on 7,4 cm.

d) 37,5 cm ja lyhemman osan pituus on 12,6 cm.

55.

Jana on jaettu kultaisen leikkauksen suhteessa. Kuinka pitk& on lyhyempi osa, kun pidempi
0sa on

a) 4,8cm

b) 15,0 cm

c) 29,6 cm

d) 102,0 cm

56.

Jana on jaettu kultaisen leikkauksen suhteessa. Kuinka pitkd on pidempi osa, kun lyhyempi
0sa on

a) 3,8cm

b) 14,0 cm

c) 21,7cm

d) 86,0 cm

soveltavat tehtéwat

57.
Tee tarvittavat mittaukset ja tutki, mitka oheisista suorakulmioista ovat kultaisia suorakulmi-
oita?

58.
Piirrd jana ja jaa se kahteen osaan kultaisen leikkauksen suhteessa.

59.
Mita kultaisen leikkauksen suhteita 10ydat pentagrammista?
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60.
Tee tarvittavat mittaukset ja tutki, onko suomen lipussa olevat suorakulmiot kultaisia suora-
kulmioita.

61.

Antiikin kauneusihanne oli, ettd ihmisen navan tulee jakaa ihmisen pituus kultaisen leikkauk-
sen suhteessa.

a) Miten korkealla 171 cm pitk&n henkilon navan tulisi timén mukaan olla?

b) Enté kuinka korkealla pituisesi henkilén navan tulisi olla?

62.
Piirrd kolmio, jonka kulmat ovat 36°, 72° ja 72°. Mitd voit sanoa sivujen pituuksien suhtees-
ta?

63.
Fibonaccin lukujonon 11. ensimmaista termia on 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89. Laske jo-
nosta kunkin kahden perdkkaisen luvun suhde. Mité havaitset?

vaativat tehtawat

64.

Piirrd kultainen spiraali, kdyttden apuna Fibonaccin lukuja oheisen kuvion
mukaisesti. Piirrd kuvaan tarkistukseksi kahden suurimman suorakulmion
lavistajat, niiden pitdisi leikata toisensa sisimmassa suorakulmiossa.

13
i
65. B 5
Piirrd ympyrén sisdén saannollinen 10-kulmio. Ovatko monikulmion sivun
pituus ja ympyrén sateen pituus toisiinsa kultaisessa suhteessa?
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Muoto ja symmetria

Luonnossa symmetria ei ole matemaattisen tdydellistd, mutta selkeédt erot normaalista ovat
huomiota heréttavia. Jossakin maarin kasvien ja eldinten rakennetta voidaan pitad symmetri-
send —myos ihmiskehoakin. Ulkomuodon symmetrialla ei kuitenkaan ole valttaméatta mitaén
tekemisté sisdisen anatomian kanssa. Arkipdivan puheessa symmetrialla viitataan usein jon-
kinlaiseen sopusuhtaisuuteen ja kauneuteen. Symmetria luokin useimmissa ihmisissé positii-
visia assosiaatioita. Tutkimusten mukaan esimerkiksi kasvot koetaan sitd kauniimmiksi mité
symmetrisemmat ne ovat.

Usein symmetriaa tulee pidettya itsestdénselvyytend. Siksi epdsymmetria onkin usein hatkéh-
dyttava piirre, joka vetdd heti huomion puoleensa. Etenkin ihmisten tekemien rakenteiden ja
esineiden oletetaan olevan symmetrisid. Oletko koskaan tullut ajatelleeksi, kuinka paljon
symmetriaa esiintyykaan esimerkiksi autoissa tai leintokoneissa?

Matematiikassa erotetaan useita symmetrian lajeja, jotka jattdvat kuvion kokonaisuutena
muuttumattomaksi. Symmetria séilyttda kappaleen koon, muodon, etaisyydet sekd kulmien
suuruudet. Kappaletta sanotaan symmetriseksi, jos siina esiintyy yksikin kolmesta perussym-
metriasta. Ndma ovat kierto, siirto ja heijastus. Siirrola on aina suunta ja etdisyys. Heijastuk-
sella puolestaan tarkoitetaan peilikuvan tuottamista kohteesta, jolloin kohteen katisyys muut-
tuu. Kierrossa kohdetta kierretaan tietyn kulman verran Kierron keskipisteen ympari. Esimer-
kiksi neliota voidaan kiertdd 90° siten, ettd se yhtyy entiseen sijaintiinsa. Neliolla on nelinker-
tainen symmetria-akseli. S&annotontd kuviota ei voida kiertdd niin, ettd se yhtyisi itseensé.
Symmetrisin muoto on pallo, jota voidaan kiertdd minka verran tahansa minka tahansa hal-
kaisijan suhteen sijainnin muuttumatta. Pallolla on monia erikoisia matemaattisia ja fysikaali-
sia ominaisuuksia. Kuulalaakerissa samankokoisten pallojen asento on yhdentekeva; ne eivét
VoI joutua vaarinpdin ja pyorivat aina. Pythagoralaiset pitivatkin ympyréé ja palloa taydelli-
simpid mahdollisina muotoina niiden Kiertosymmetrian ansiosta.

Symmetrialla on niin perustava kasitteellinen asema monissa teorioissa, ettd symmetrian puut-

tuminen havaitaan aina erityisen ongelmallisena. Symmetriaa tutkii matematiikan alue nimel-
tdan ryhmateoria, jolla on tarkea rooli erityisesti kvanttimekaniikassa.
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5.

Peilaus suoran suhteen

Jos halutaan tehda jonkin kuvion kanssa yhteneva kuvio, kéytetdan apuna yhtenevyyskuvauk-
sia, joita ovat peilaus suoran suhteen, peilaus pisteen suhteen, yhdensuuntaissiirto ja kierto.
Koordinaatistoa apuna kayttden kuviot ja yhtenevyyskuvaukset voidaan esittaa laskennallises-
ti. Tietokonegrafiikka perustuu tdhan.

Felaus suoran suhteen

Kun peilataan inio suoran sulteen, vastinpisteet ovat

samalla peilavssuoran normaalilla,
vhta kavukana peilaussuorasta.

Jos jokin yhtenevyyskuvauksista palauttaa kuvion td&smalleen samaan paikkaan, jossa se alun-
perinkin oli, esiintyy kuviolla symmetriaa. Suoran suhteen symmetriseksi sanotaan kuviota,
joka kuvautuu itselleen peilaussuoran suhteen. Peilaussuoraa sanotaan t&lldin symmetria-
akseliksi.

P symimetria-akcsel

Esimerkki 1.

Peilataan kolmio ABC suoran s suhteen, saadaan
peilattu kolmio A'B'C', joka on yhtenevé alkuperdi-
sen kolmion kanssa.

oo

PE

dlagezsuora

Esimerkki 2.

Suoran suhteen symmetrisid kuvioita ja niiden symmetria-akselit.

= :
N
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Tehtavia

66.
Jaljenné kuviot vihkoosi ja peilaa jana AB suoran CD suhteen.

a)

i

b)

fd
£
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67.
Piirrd kolmio ABC, jonka karkipisteet ovat A = (1,0), B = (3,-1) ja C = (2,3). Peilaa kolmio y-
akselin suhteen.

68.
Jaljenn& kuviot vihkoosi ja peilaa ne suoran s suhteen. Varita muodostuneet kuviot.
) b) c)
AN
N\
— AN
N\
\ N
N e
b
b

69.
Mika piste on pisteen (-3, 2) kanssa symmetrinen
a) x-akselin

b) y-akselin suhteen?

70.
Piirrd rantandkyma ja peilaa se vedenpinnan suhteen.

71.

Jaljennd seuraavat suoran suhteen symmetriset kuviot vihkoosi ja piirra niihin kaikki symmet-
ria-akselit.
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) b)

VRN

Mitka ovat kuvapisteen koordinaatit, kun peilaat koordinaatiston pisteen A = (4,2)
a) x-akselin suhteen?
b) y-akselin suhteen?

soveltavat tehtévat

73.
Yhdisté pisteet (-3,0), (-1,1), (0,3), (1,1) ja (3,0) tdssa jarjestyksessa. Taydenna kuvio sym-
metriseksi x-akselin suhteen.

74.
Maadrité jokaisen kuvion symmetria-akselien lukumaaré.

a) b) cl d)

75.
Suunnittele suoran suhteen symmetrisia kuvioita.

76.
Mitka kirjaimista A, B, C, D, E,F, G, H, I, J, K, L, M,N, O, P, Q,R, 5, T, U, V, X Y, Z, A
A, O ovat suoran suhteen symmetrisia?

77.
Piirra ruutupaperille suorakulmio, jonka sivujen pituudet ovat 3 ja 5 yksikkoa. Peilaa suora-
kulmio toisen lavistgjansa suhteen. Mik& kuvio syntyy?

78.
Kirjoita tikkukirjaimin kaksi tyton ja kaksi pojan nimed, joissa kaikki kirjaimet ovat symmet-
risié suoran suhteen.

79.

Kirjoita nimesi tikkukirjaimin ja peilaa se
a) vaakasuoran suoran suhteen.

b) pystysuoran suoran suhteen.

vaatrvat tehtavat

80.

Paattele piirtamatta mitk& ovat kolmion ABC, jossa A = (1,3), B = (4,0) ja C = (6,4), kuvapis-
teiden koordinaatit, kun kolmio peilataan

a) x-akselin suhteen.

b) y-akselin suhteen.
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6. Peilaus pisteen suhteen

S FPeilaus pisteen subteen

Kun peilataan kinvio pisteen suhteen, vastinpisteet ovat
» samalla peilavspisteen kautta kulkevalla suoralla,
o vhta kaukana peil auspisteesta.

Pisteen suhteen symmetrinen kuvio kuvautuu itselleen, kun se peilataan peilauspisteen suh-
teen. Peilauspistettd sanotaan talloin symmetriakeskukseksi ja se sijaitsee kuvion keskipistees-

Sa.
symimetriakeskus
Esimerkki 1.
el WL -
Peilataan kolmio ABC pisteen P suhteen, saadaan peilattu - - p B g

kolmio A'B'C’, joka on yhtenevé alkuperaisen kolmion kans- -
sa.

pelavuspiste .
Esimerkki 2.

Pisteen suhteen symmetrisid kuvioita ja niiden symmetriakeskukset.

O L O
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Tehtavia

81.
Jaljenné kuviot vihkoosi ja peilaa ne pisteen P suhteen.
a) b) c)
E
P
E
82.

Piirrd kolmio AOB, jonka kérkipisteet ovat A = (2,1), O = origo ja B = (1,-2). Peilaa kolmio
AOB origon suhteen.

83.

Mika piste on pisteen (2, 1) kanssa symmetrinen
a) origon suhteen

b) pisteen (1, -1) suhteen.

84.

Piirra suorakulmainen kolmio ja peilaa se

a) toisen terdvan kulman karkipisteen suhteen.
b) suoran kulman karkipisteen suhteen.

85.
Piirrd ympyra ja peilaa se keskipisteensa suhteen.

86.

Piirra nelio, jonka kéarkipisteiden koordinaatit ovat A = (-2,2), B = (2,2), C = (2,-2) jaD = (-
2,-2). Suorita peilaus

a) pisteen E = (-1,-1) suhteen.

b) pisteen F = (5,1) suhteen.

soveltavat tehtéwat

87.
Piirra jokin puolisuunnikas ABCD ja peilaa se pisteen B suhteen.

88.
Suunnittele pisteen suhteen symmetrisia kuvioita.

89.
Mitka kirjaimista A, B, C, D, E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,O,P,Q,R,S, T, U, V, X, Y, Z A,
A, O ovat pisteen suhteen symmetrisia?

90.
Mitk& kuvioista ovat pisteen suhteen symmetrisia?
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Piirra jokin suunnikas ABCD ja siihen lavistdjat AC ja BD. Peilaa suunnikas lavistajien leik-
kauspisteen suhteen.
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7. Kierto ja siirto tasossa

— Thdensuuntaissirto
Fhdensuunigissiirrossa kuvien katklia pisteitd siirretddn vhtd pitkd matka

samaan suuntaan.

Esimerkki 1.
Siirretaan kolmiota ABC suuntajanan s = 72 yksikkoa alas ja 10 yksikkod oikealle” verran.
(
“——-...EL_‘__‘_H
suimtaiarial : SR
............. T :
Tl s ;-
"——-.._‘E-*_‘__‘_‘_H_H_
O v

—— Kierto

Kierrossa kuvion jokaista pistetta kierretdan kulman a verran kiertokeskuksen O
vimpar siten, ettd kunkin pisteen etdisyys pisteeseen O sdilyy.

Kierron suhteen symmetrinen kuvio kuvautuu kulman o suuruisessa kierrossa itselleen, talléin
sanotaan, ettd kuvio on symmetrinen kulman o suuruisen kierron suhteen.

Esimerkki 2.

Kierrettddn kolmiota ABC pisteen O ympéri 90 asteen verran vastapdivaan.
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Esimerkki 3.

Jos viereistd kuviota kierretdadn keskipisteensa ympari 180°, nayttaa se tas-
malleen samalta alkuperdisen kuvion kanssa ja sijaitsee tdsmalleen samassa
paikassa. Talloin sanotaan, ettd on kiertosymmetrinen kulmalla 180°.

Koska 180° kierto keskipisteen suhteen voidaan tehda kahdesti ennen kuin
saavutetaan taysi kierros, on keskipiste symmetrisen kuvauksen kaksinkertainen kiertokeskus.

32



Tehtavia

92.
Jaljenna kuvio vihkoosi ja siirra kolmiota janan s verran.

93.
Milla kiertokulmalla oheinen kuvio on symmetrinen?

94.

Selité termit

a) symmetriakeskus,
b) kiertokeskus.

95.
Jaljenna kuvio vihkoosi ja kierra kolmiota pisteen O ympéri vastapaivaan 90°.

96.
Janan pééatepisteet ovat A = (-2, 1) ja B =( 0, 3). Piste A kuvautuu siirrossa pisteeksi A’ = (1,
1). Mitka ovat pisteen B’ koordinaatit?

97.
Mité yhteistd on kuvion Kierrolla pisteen suhteen ja kuvion peilaamisella vastaavan pisteen
suhteen?

98.
Madrita jokaisen kuvion kiertosymmetrioiden lukumé&aré.

al bl c) d}
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99.
Kuinka moninkertainen kiertokeskus kuvion keskipiste on?

100.
a) Peilaa kuvio pisteen O suhteen.
b) Kierra kuviota 180° pisteen O suhteen myotapaivaan. Mita havaitset?

101.
Voiko kuvio, jolla on kiertosymmetriaa, olla myds symmetrinen jonkin suoran suhteen?

soveltavat tehtéwat

102.
Piirra jana, jonka paatepisteet ovat A = (-2, 4) ja B = (1, 2). Kierré janaa pisteen P = (-2, 5)
ympéri 90° myétipéiviin. Mitkd ovat pisteiden A’ ja B’ koordinaatit?

103.
Montako kiertosymmetriaa kuvioilla on?

Qo

&) N

104.
Piirra nelid ABCD, jonka sivun pituus on 4,0 cm. Tee nelion pisteille janan AB maarddma
yhdensuuntaissiirto.

105.
a) Montako symmetria-akselia kuviolla on?
b) Varitd yksi ruutu siten, ettd kuviolla on kaksinkertainen kiertokeskus.

106.
Luettele oheisista kirjaimista ne kirjaimet, joilla
a) on ainoastaan symmetria-akseli
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b) on ainoastaan kiertosymmetriaa
c) on seka symmetria-akseli ettd Kiertosymmetriaa.

JMNOPQRXY

107.
Suunnittele kuvio, joka on symmetrinen kiertokulmalla 60°.

108.

Piirra kolmio, joka kérkipisteet ovat A = (3, 0), B =(5, 1) jaC = (4, 4). Piste A siirretaan pis-
teeseen A’ = (0, 1). Siirrd muita pisteitd saman verran ja samaan suuntaan kuin pistettd A.
Mitka ovat pisteiden B’ ja C * koordinaatit?

1009.
Piirra ympyra ja kierra sita sen kehalla olevan pisteen suhteen 130° myGtapaivaan.

vaativat tehtiwat

110.

a) Muodosta kuvio P; kiertdmélld kuviota P origon suhteen 90° myotapéivaan.
b) Muodosta kuvio P, peilaamalla kuvio P; suoran y = 0 suhteen.

c) Mika yksittainen yhtenevyyskuvaus olisi siirtanyt kuvion P kuvioksi P,?

}?.I"\.
J'-l
......... 4
E .
EEEEEY 3 & X
.
&
111.
Miké yhtenevyyskuvaus muuttaa kuvion A kuvioksi
a) B
b) C
c) D?
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8.

NeliGjuuri

Esimerkki 1.

a)

b)

Lasketaan nelion muotoisen lattian yhden sivun pituus, kun latti-

an pinta-ala on 25 m?.
25 ﬂf].2 Si‘iﬂ.l

Ratkaisu:

Nelion pinta-ala on 25 m? jolloin yhden sivun pituuden taytyy e
olla5 m, koska 5m-5m=25m?.

Ent4 jos nelin muotoisen lattian pinta-ala onkin 20 m% Mika on

talléin yhden sivun pituus? 2
20 m I\ bl

Ratkaisu:
3 AT B

Jos sivun pituus olisi 4 m, lattian pinta-ala olisi 4 m-4m=16 m?. Sivun pituus ei ole nyt
kokonaisluku, vaan se taytyy olla jotakin 4 m ja 5 m vélilta. Tehtavén voisi ratkaista ko-
keilemalla, mutta ratkaisu I0ytyy helpommin, kun otetaan laskimella neliéjuuri luvusta 20.

ekl
I
20 = 447 Iderkinta luetaan: "neliéuun 20" ja

|
| nelié uuren arvo neliépmren arve saadaan laskimesta nappalemalla 20,
juurrettava

Tarkistus: (4,47 m)® = 19,9809 m? ~ 20 m?

Nelioon korottamisen ké&anteinen toiminto on nelidjuuren ottaminen. Nelijuuri vastaa siis
kysymykseen, ”"Mika luku on korotettava toiseen potenssiin, jotta saadaan kyseessa oleva lu-
ku?”. Nelidjuurta ei voi ottaa negatiivisesta luvusta, eik& nelidjuuren arvo ole koskaan nega-
tiivinan.

Luvun a neligjuuri +/a on se positiivinen luku, jonka nelié on a eli

Ja=b, josb?=ajab>0.
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Esimerkki 2.

a) Luvun 16 nelidjuuri +/16 =4, koska luvun 4 neli6 42 =16.
b) Luvun 9 nelidjuuri +/9 = 3, koska luvun 3 nelié 32 =9.

Esimerkki 3.

a) 143 =3
b) N,n'B_g _3 HMeliésn korotus ja nelidmren otto

loynoavat tolsensa,
) A3 =3 =3

d3 SJ-3 = -9 el ole madritelty, koska potenssin kantalukuna on pelkled 3
ja negativisesta hovusta et vol ottaa nelidprta.
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Tehtavia

112.
Lue parillesi 4dneen merkinnét.

a) V13
b) w/04

c)—

W

e) 005

113.
Tdydenna seuraavat.

a) Jos 4% =16, niin /16 =
b) Jos 8% =64, niin v/64 =
¢) Jos 11> =121, niin 1121 =
d) Jos 152 = 225, niin +/225 =

114.

Merkitse

a) nelidjuuri luvusta 15

b) miinus nelidjuuri kaksikymmenta
¢) nelidjuuri luvusta kuusisataakolme

115.
Piirrd vihkoosi nelio, jonka pinta-ala on 16 ruutua. Montako ruutua on nelién sivun pituus?

116.

Montako ruudun sivua on nelién sivun pituus, jos sen pinta-ala on
a) 9ruutua

b) 36 ruutua

€) 49 ruutua

117.
Onko véite tosi?

a) J10=5
b) /49 =-7
c) J36=6
d) v18=9

118.
Laske.

a) J1
b) VO
c)\/4_9
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d) /36
e) V100
f) 64
9) V81
h) V121

119. Laskintehtdvé

Miké on nelion sivun pituus, kun sen pinta-ala on
a) 81cm?

b) 625 cm?

c) 2704 cm*?

soveltavat tehtésat

120.
Omakotitalon tontti on nelién muotoinen ja sen pinta-ala on 1600 m?. Paljonko aitaa tarvitaan
tontin aitaamiseen, kun tuloaukoksi jatetdan 3 m?

121.
Arvioi ilman laskinta mitad kokonaislukua l&hinna on

a) /26
b) /48
c) /80

122.
Laske.

a) 0,01
b) ,/0,0049
0) 121

123.  Laskintehtava

Miké luku sopii x:n paikalle?
a) Jx=4

b) Vx=7

c) 169 =x

d) Vx=19

e) Vx=016

124.  Laskintehtdvé
Tutki, onko nelidjuurten arvot laskettu oikein.

a) /20,25 =45

b) +25=-5
c) /9999 =99
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d) 1000 =10

125. Laskintehtava

Laske nelidjuuret kahden desimaalin tarkkuudella.
a) J3

b) /30

C) /300

d) /3000

e) /30000

f) Kun juurrettava kerrotaan 100:Ila, miten nelidjuuren arvo muuttuu?

126.

Miké luku on juurrettavana, kun nelidjuuren arvo
a) on yhta suuri kuin juurrettava,

b) on puolet juurrettavasta,

c) on kolminkertainen juurrettavaan verrattuna?

127. Laskintehtdva
Nelionmuotoisen pellon, jonka pinta-ala on 49 ha, reunoille on tehty hiihtolatu. Kuinka pitké&n
matkan Laura hiihtada, kun han kiertaa hiihtolenkin viisi kertaa? Anna tulos kilometreina.

128. Laskintehtava
Voit arvioida uimahypyissa veteen tormaamisnopeuden kaavalla

nopeus ~ 4,5~\/ putoamismatka , missa nopeuden yksikkd on m/s ja putoamismatkan m. Las-
ke térmé&amisnopeudet hypattdessa
a) 3 metrista

b) 5 metrista
c) 10 metrista.

vaativat tehtawat

129.

Kasvin varren halkaisija d riippuu kasvuajasta t yhtalon d = kt mukaisesti, jossa k >0 on
verrannollisuuskerroin. Kasvin varsi on 9 mm paksuinen 36 vuorokauden ikdisend. Kuinka
paksu varsi on 100 vuorokauden ikdisena? (yo syksy 1997)

130. Laskinteht&va

Suorakulmaiselle tontille, jonka pituus on 38 m itd-lansisuunnassa ja 34 m pohjois-
eteldsuunnassa, rakennetaan koilliskulmaan nelion muotoinen talo. Talo sijaitsee 6 m padssa
tontin rajoista, ja sen pinta-ala on 120 m?. Valitse sopiva mittakaava pohjakaaviolle tontista
taloineen, kun pohjakaavion pitdisi mahtua 10 cm x 10 cm tilaan paperille ja tontin lyhemman
sivun on kaaviossa oltava vahintdén 4 cm. Piirrd luonnos pohjakaaviosta valitsemassasi mitta-
kaavassa. Miké& on tontin neliometrihinta, kun tontti maksoi 86 000 mk? (yo kevét 1996)
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9.  Neli6juurilaskuja

Laskulausekkeissa nelidjuuret ja potenssit ovat samanarvoisia. Jos sulkeita ei ole, eika juuri-
merkinnén alla ole laskutoimituksia, lasketaan potenssit ja nelidjuuret ensiksi. Saman juuri-
merkin alla olevista yhteenlaskettavista tai vahennettavistd ei saa ottaa nelidjuurta erikseen.
Talloin juurrettavana olevat laskutoimitukset on suoritettava ensiksi.

Esimerkki 1.
a) V25-4/9=5-3=2

b) V25-9=116=4

Juurimerlda vastaa sullcetta, Sen s1zalla olewat laskout lasletaan ensilea

Esimerkki 2.

Laketaan lausekkeen +/5-3+3? arvo laskimella kolmen numeron tarkkuudella.

Laskimesta riippuen n&ppaily voi tahtua esimerkiksi seuraavasti:

WL sk sl+s[2]D =]

jolloin saadan nelidjuuren arvoksi 4,898979486... ~ 4,90.

Kertolaskussa voidaan neliGjuuri ottaa erikseen kertolaskun tekijoisté ja jakolaskussa erikseen
osoittajasta ja nimittajasta. Saantdja voi soveltaa myos toisinpéin tuomalla laskut saman juu-
rimerkinnan alle.

Juurrettavana olevien kerto- ja jakolaskujen laskusaannot:

. a +a
Jab =+a-b ja T

Esimerkki 3.

o
o)

\|§§
oolwll\?l
=

42



1 5-16+1 81 81 9 1
16 16 16 Jie 4 4
nglzglfuwt of tmmtettava epdmurtolumilst ennen laskuteanitulesia,

d) V6%+82 =/36+64 =+/100 =10

E oska vhteenlaskumerkda, e1 potensseista voida ottaa ertkseen nelidquurta.

Esimerkki 4.

Sievennetadn laskut tuomalla ne saman juurimerkinnan alle.

a) V2-/8=12.8=416=4
V2 [ —
b) f_\/;_\/%_6
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Tehtavia

131.

Laske ja ilmoita vastaus murtolukuna.

) |2
b)\/g
0 |
d)\/%

49
€) \1no
100
1
f) 2=
) V%3

132.
Sievenna

) !
b)\/g
) |l
d)\/%

133.
Laske.

a) J9+16
b) J9+16
c) 100 -/64
d) /100 -64

134.
Laske.

a) v64+16+1
b) V64 +4/16 + 1

135.
Laske.

44



=
&

0) VJ4-16
y B
J9
81
C _—
) {3
d) /92
e) (\/5)2
136.
Laske ja ilmoita vastaus murtolukuna.
9
a) .J1—
) 16
1
b) .[7=
) 9
C) 201
4
7
d) 2=
) 9

137. Laskintehtava
Anna vastaukset kolmen numeron tarkkuudella.

a) J15-9

b) vV2-4+6
c) V22 +3°
d) 6.7-42

138. Laskintehtava
Anna vastaukset kolmen numeron tarkkuudella.

a) V11+6-4
b) v5-49+12
c) 13:13
d) 1-2-43

soveltavat tehtéwat

139.
Laske.

a) 2-3+10
b) v4-10-3-8
) 3:-4-3
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d) /32 +42

140.
Laske.

a) 4.4/9 -2

b) V4-41+3

) 49-1-4/16
d) V6+1-2-/6-6

141.
Laske.

a) V2+4/4
b) V18++/9++/16
C) J+/25++/81-5

142.
Paattele, mika luku sopii x:n paikalle.

a) V12+x=4
b) Vx-5=5

c) V2x=4

d) 2Jx+3=-6

143.
Laske.

a) V3-43

b) 2-18
c) 2-4/3-3
d) V7-3:47

144. Laskintehtdva
Anna vastaukset kolmen numeron tarkkuudella.

a) v-9-(-4)
b) —+59-12-/3
c) -8:(-5)+7
d) V9-6-3

145.

—b++/b? —4ac

Laske lausekkeen x = arvo ilman laskinta, kun

2a
a) a=2,b=3jac=1
b) a=1,b=2jac=-8
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146.

lImoita luvut muodossa avb jossa a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja.
a) V12

b) /50

c) ~/25x

d) 18x2

e) /1000

f) 8la®

147.
Mill& x:n arvoilla lausekkeet on maaritelty?

a) Jx-2
b) Vx+2
c) J1-x
d) VX% +3

vaatrvat tehtavat

148.
Laske lausekkeen +a® +b* tarkka arvo, kun a=2jab = % . (yo kevat 1984)

149.
Laske lausekkeen +/1—a? tarkka arvo, kun
a) a—1
2
b) a= ﬁ
2
(yo syksy 1987)

150. Laskinteht&va
Tiesitko, ettd ihmisen massa kasvaa ihmisen liikkuessa tarpeeksi nopeasti? Erityisen suureksi
se kasvaa, jos nopeus lahestyy valon nopeutta 2,9979246-10% m/s. Suhteellisuusteorian mu-
kaan massan kasvu nopeuden kasvaessa saadaan lasketuksi kaavalla

vanha massa

\/1— nopeus >
valon nopeus >
Laske massasi, jos liikkuisit nopeudella
a) 29 m/s
b) 290 m/s
c) 2,9-108m/s
d) 2,99-10° m/s
e) 2,9979-10° m/s

uusi massa =
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f) 2,9979245.10° m/s

151.

Minka positiivisen luvun neliéjuuri on luku /5 —2? Anna vastaus seka tarkkana arvona etta
likiarvona kolmen merkitsevan numeon tarkkuudella. (yo syksy 1994)
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10. Pythagoraan lause

bypoteniza )
P lrateett

leateett

Hypotenuusa on suorakulmaisessa kolmiossa suoran kulman vastainen sivu. Suoran kul-
man viereisia sivuja sanotaan kateeteiksi.

Huom! Hypotenuusa on aina suorakulmaisen kolmion pisin sivu.

Tarkasteellaan suorakulmaista kolmiota, jonka kateettien pituudet ovat 3 ja 4 ja hypotenuusan
pituus on 5.

5 Piirretddn kolmion sivuille neli6t, joiden sivujen pituudet ovat
3 yhté suuret kuin kolmion sivujen pituudet.
3 Kateettien nelididen pinta-alat: 3*> =9 ja 4* =16
p 5 Hypotenuusan nelion pinta-ala: 5° = 25

1 3 Jos Kkateettien nelididen pinta-alat lasketaan yhteen
9+16=25, saadaan hypotenuusan nelion pinta-ala. Téméa

ominaisuus on voimassa kaikissa suorakulmaisissa kolmiois-

4 sa ja se tunnetaan nimelld Pythagoraan lause.
4

Pythagoraan lause: Suorakulmaisessa kolmiossa kateettien nelididen
summa on hypotenuusan neli6.

a?+b?=c?
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Pythagoraan lauseen avulla voidaan tukia onko kolmio suorakulmainen.

— Eolmion suoraloulmatsunden tutlaninen

Jos kolmion kahden lvhemméan sivun nelidgiden sumina on
vhta suun kuin pistmman sivun nelid, on kolmio suorakulmainen.
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Tehtavia

152.

Mikéa oheisen suorakulmaisen kolmion sivuista on

a) hypotenuusa ¥

b) kateetti? z
=

153.

Nimed kolmion sivusta kateetit ja hypotenuusa.

a) b c)
g X
a h f T
c h ¥
154.
Voiko suorakulmaisessa kolmiossa kateetti olla pidempi kuin hypotenuusa?

155.

Mitka seuraavista suorakulmaisen kolmion sivujen pituuksista ovat kateetteja ja mitka hypo-
tensuusia?

a) 13cm, 27 cmja 24 cm

b) 1,6 m,24mja29m

c) 58 km, 42 km ja 40 km

156.

Onko kolmio suorakulmainen, jos kolmion sivujen pituudet ovat
a) 11cm,20cmja9cm

b) 8.cm, 6 cmja10cm

c) 7cm, 24 cmja25cm?

157.
Miksi sivun x pituutta ei voida ratkaista Pythagoraan lauseen avulla oheisesta kolmiosta?

5.5 cm -

2.0 cm
158.
Kirjoita Pythagoraan lause seuraavien kolmioiden avulla.
a b C

y ) ) .

0 50 x T g
30 v
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159.
Mika luonnollinen luku sopii x:n paikalle?

a) x*+19>=386

b) 15% + x* =172

c) 122 +5% =x2

d) 30% +x*=1341

160.

Kolmion sivujen pituudet ovat 1 cm, 16 cm ja 17 cm. Onko kolmio suorakulmainen? (yo ke-
vét 1987)

soveltavat tehtéwat

161.
Piirra suorakulmainen kolmio ja mittaa sen sivujen pituudet. Osoita laskemalla, ettd kolmio
on suorakulmainen.

162.
Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 8,0 m ja 6,0 m. Laske kolmion pinta-ala.

163.
Suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet ovat 6,0 cm, 8,0 cm ja 10,0 cm. Laske kolmion pin-
ta-ala.

164.
Suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet ovat 12 cm, 16 cm ja 20 cm. Laske kolmion pinta-
ala.

vaativat tehtiwat

165.
Tarkastellaan oheista muistikolmiota. Onko vaite tosi?

a) Kateetista saa hypotenuusan kertomalla luvulla+/2 .
b) Hypotenuusa on lyhyempi kuin kateetti.

c) Hypotenuusasta saa kateetin jakamalla luvulla V2.
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166.
Ratkaise kolmiosta x:11a merkityn sivun pituus muistikolmion avulla.

167.
Tarkastellaan oheista muistikolmiota. Onko vaite tosi?

d

22 09l 0.5

A80° 1
P

a) Hypotenuusasta saa lyhimman kateetin jakamalla luvulla 2.
b) Pidemmasta kateetista saa lyhimman kateetin jakamalla luvulla V3.

¢) Hypotenuusasta saa pidemman kateetin kertomalla luvulla~/3.
d) Lyhemmasta kateetista saa hypotenuusan kertomalla luvulla 2.

168.

Ratkaise kolmioista muistikolmion avulla
a) hypotenuusan x pituus

b) kateetin y pituus.
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11. Pythagoraan lauseen sovelluksia

Pythagoraan lauseen avulla voidaan ratkaista mik& tahansa suorakulmion sivun pituuksista,
jos kaksi sen muista sivunpituuksista tunnetaan. Kun Pythagoraan lauseeseen sijoitetaan arvo-
ja, on oltava tarkkana, ettd sijoittaa kateettien pituudet ja hypotensuusan pituuden oikeaan
paikkaan. Tamén jalkeen tuntematon muuttuja ratkeaa normaaleja yhtalonratkaisusaantoja
noudattaen.

Esimerkki 1.

Lasketaan viereisen suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus, kun tiede-
taan kateettien pituudet. 50 cm

Sijoitetaan sivujen pituuden Pythagoran lauseeseen. 40 om

¥ =40% +50°
x4 =16.04+250

2 : : . :
" =410 Helican korotus ja neliduuren otto kumnoavat tolsensa,
Joten xn potenssista padstian eroon ottamalla yhtalén
tnolemnmmilta puolilta nelidé .
x=,/410
xe b4

Vastaus: Hypotenuusan pituus on 6,4 cm.

Esimerkki 2.
Lasketaan viereisen suorakulmaisen kolmion sivun x pituus. 7,0 em

X
Koska kolmio on suorakulmainen, voidaan soveltaa Pythagoraan lau- 2,0 cm

setta. Kysytty sivu on Kkateetti ja toinen kateeteista on 7,0 cm. Hypo-
tenuusan pituus on 9,0 cm.

x*+7,0° =9,0°
x* =9,0* -7,0°
x> =320
X =+/32,0
X =57

Vastaus: Sivun x pituus on 5,7 cm.
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Esimerkki 3.

Pisteen A koordinaatit ovat (-4, 1) ja pisteen B (2,3). Laske kuinka kaukana pisteet ovat toisis-
taan.

Ratkaisu:

Sijoitetaan pisteet A ja B koordinaatistoon ja yhdistetddan ne janalla. Taydennetédan kuvio suo-
rakulmaiseksi kolmioksi.

g

1

o

1
=
[ B
.

]

Pisteiden etéisyys on suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus, joten se voidaan laskea
kayttdmalla Pythagoraan lausetta.

AB? =62 + 22
AB? =36+4
AB? =40
AB = /40
AB ~ 6,3

Vastaus: Pisteiden A ja B valinen etaisyys on 6,3.
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Tehtavia

169.

Maarita kolmioista sivun x pituus.

N ) 9 27

4
x 51
X
2
170.

Laske hypotenuusan pituus, kun kateetit ovat
a) 3cmjadcm

b) 6,0mja7,0m

c) 93cmjall2cm

171.
Maarita kolmioista sivun x pituus.

)
a) X b x y
172.
Laske kateetin pituus, kun
a) hypotenuusa on 5 cm ja toinen kateetti on 4 cm

b) hypotenuusa on 9,0 cm ja toinen Kkateetti on 5,0 cm
c) hypotenuusa on 13,2 cm ja toinen kateetti on 7,3 cm.

173.
Suorakulmaisen kolmion toinen kateetti on 24 mm ja toinen on 46 mm pidempi. Laske hypo-
tenuusan pituus.

174.
Paljonko polku oikaisee, kun kuljetaan Keskuskatua pitkin Rantakadulle?

1
Eeslwskata

'3["]
. m

=

=

b

soveltavat tehtéwat

Fantakata

175.
Kuinka pitk& on pisteiden (1,1) ja (3,4) vélinen jana?
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176.

Laske pisteiden etdisyys origosta.
a) (2,-4)

b) (-1,3)

c) (3,1

177.
Lauri purjehti ensin 7,0 km lanteen sitten 5,0 km etelédén. Kuinka kaukana Lauri oli 1ahtopis-
teesta?

178.
Laske katkenneen puun alkuperainen pituus.

/ 24 m

2.1m

179.
Laske kolmion korkeusjanan h pituus.

40 cm 40 cm
h
Al cin
180.
Laske talon ullakon korkeus.
Zdam
152m
H
181.

Suunnistaja juoksee 4,0 km pohjoiseen ja sitten 2,1 km itddn. Kuinka kauas han on edennyt
lahtdpaikastaan?

182.
Kahden puun etdisyys on 25,0 m. Puiden korkeudet ovat 22,0 m ja 9,5 m. Laske puiden latvo-
jen valinen etdisyys.

183.

Tasakylkisen kolmion kyljet ovat 8,3 cm ja kanta 6,8 cm.

a) Piirrd kolmio ja merkitse kuvaan kannan vastainen korkeus.
b) Mika on kolmion korkeus?
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c) Mika on kolmion pinta-ala?

184.

Tasasivuisen kolmion sivun pituus on 6,5 cm.

a) Piirrd kolmio ja merkitse kuvaan kannan vastainen korkeus.
b) Miké on kolmion korkeus?

c) Mika on kolmion pinta-ala?

185.
Puutarhurilla on kéytettdvandan 10 suorakaiteen muotoista laattaa, joiden koko on

20cm-60cm. Kuinka pitkélle matkalle laatat riittavat eri tavoilla laitettuna? limoita vastaukset
metreiné.

a.:' T

3 I N I Y

) LA
186.

Maanviljelijalla on puolisuunnikkaan muotoinen pelto. Monenko hehtaarin alueella h&n voi
viljella siind vehnaa?
350 m

400 m 400 m

600 m
187.
Lattia on suorakulmion muotoinen. Lattian toinen sivu on 7,4 m ja lavistaja 9,2 m. Laske lat-
tian pinta-ala.

vaatrvat tehtévat

188.

Johda pythagoraan kaavasta c® = a® +b? laskukaavat kateettien pituuksille yhtalon ratkaisun
séantdja noudattaen.

189.
Laske kuvan mukaisen leijan pinta-ala. (padsykoetehtéva teknikkokoulutukseen, kevat 1992)

05m T

0,95 m

190.

Ohuen, jaykén levyn pituus on 250 cm ja leveys 210 m. voidaanko levy vied& oviaukosta,
jonka leveys on 80 cm ja korkeus 200 cm? (yo kevét 1997)
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191.

Suorakulmion ABCD sivut ovat AB = 220 mm ja BC = 165 mm. Laske kérjen B etaisyys d
lavistajasta AC. (paasykoetehtava teknikkokoulutukseen, kevét 1993)
D C
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12. 'Ympyran kehan pituus ja pinta-ala

kehan pitms g

hallcaisija o

Jokaisen ympyrén kehén pituuden p ja halkaisijan pituuden d suhde on sama luku. Taman
suhteen tarkkaa arvoa merkitadn kreikkalaisella kirjaimella n:

- Ep ~31415926535...

7 (luetaan: pii) on paattymaton ja jaksoton desimaaliluku (eli irrationaaliluku). Sekd ympyran
kehédn pituuden ettd ympyran pinta-alan laskuissa kédytetddn yleensa laskimessa olevaa m:n
likiarvoa tai likiarvoa 3,14.

Koska ympyréan halkaisijan pituus on kaksi kertaa séteen pituus, voidaan ympyran kehan pi-
tuuden ja ympyran pinta-alan laskukaavat muodostaa joko halkaisijan tai sateen avulla.

Ympyrén kehén pituus p on luvun = ja halkaisijan d pituuden tulo
p=nd=2nar.

Ympyrén pinta-ala A on luvun = ja sateen r nelion tulo.

A=r?

Esimerkki 1.
Linnanmaelld olevan maailmanpytran halkaisija on 24,0 m. Lasketaan

kuinka pitk&d matka kuljetaan yhden kierroksen aikana laskemalla maail-
manpyoran kehdn pituus

p=nd=314-240m=754m '

Vastaus: Yhden kierroksen aikana kuljetaan 75,4 metria.
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Esimerkki 2.

Lasketaan ympyran muotoisen yopdydan pinta-ala, 570
kun sen sade on 27,0 cm. i Em\

g

A=nar?=314-(27,0cm)* =2289cm? ~ 2290 cm®

Vastaus: Yopoydan pinta-ala on 2290 cm? eli 0,229 m?.
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Tehtavia

192.

Laske ympyréan kehén pituus, kun ympyran halkaisija on
a) 1,0cm

b) 3,0cm

c) 51cm

d) 6,7 cm.

193.

Laske ympyrén kehédn pituus, kun ympyran sade on
a) 2,0cm

b) 4,0cm

c) 7,2cm

d) 19,0 cm.

194.
Laske kuvan ympyroiden kehan pituudet.

a) &), )

195.
Laske edellisen tehtavan ympyrdiden pinta-alat.

196.

Laske ympyran pinta-ala, kun sen sade on
a) 1,0cm

b) 2,0cm

c) 52cm

d) 12,8cm

197.

Mittaa 1 € kolikosta halkaisija ja laske sen perusteella kolikon
a) kehén pituus ja

b) pinta-ala.

198.

Laske ympyrén pinta-ala, kun sen halkaisija on
a) 30m

b) 16,0 m

c) 254 m

d) 210,0 m
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199.

Mika on ympyrén pinta-ala, kun sen
a) séde on 22 cm

b) halkaisija on 1,5 m?

200.

Laske ympyrén halkaisijan pituus, kun kehén pituus on
a) 3,0cm

b) 25,0cm

c) 176,0cm

soveltavat tehtéwvat

201.

Piirrd vihkoosi ympyré, jonka keh&n pituus on
a) 50cm

b) 10,0 cm

c) 15,0cm.

202.
Polkupydrén renkaan sdde on 33 cm. Montako kertaa rengas pyorahtad 2 kilometrin matkalla?

203.

Laske renkaan kehan pituus tuumina ja senttimetreind, kun polkupyéran renkaan halkaisija on
a) 26,0 tuumaa

b) 28,0 tuumaa.

204.
Kuinka suuri ympyrén muotoinen alue saadaan aidatuksi 62,0 m pitkalla koydella?

205.

Suihkuldhde on puoliympyrdan muotoinen. Sen sade on 1,8 m. Laske suihkulahteen
a) piiri

b) pinta-ala.

206.
Pyoredn pdydan halkaisija on 150 cm. Laske tarvittavan poytéliinan pinta-ala, kun liina ulot-
tuu vield 8,0 cm reunan ulkopuolelle.

207.
Ympyrén piiri on 2,95 cm. Laske sen séde ja pinta-ala.
208.
Taydenna taulukko.
sade [cm] halkaisija [cm] | kehan pituus [cm] | pinta-ala [cm?]
11,0
19,8
128,0
198
1500
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2009.

Maailman pienin ajokelpoinen yksipydréinen on 20 senttid korkea ja sen pyoran halkaisija on
1,8 senttid. Sen rakensi ruotsalainen Signar Berglund, ja hdnen maanmiehensa Peter Rosen-
dahl on ajanut silla useita kertoja. Pisin matka on 8,5 metri&, jonka Rosendahl ajoi saksalai-
sessa televisio-ohjelmassa 29.3.1998. Montako kierrosta pyora pyori ajon aikana?

210.

Piirrd ympyra, jonka pinta-ala on
a) 10cm?

b) 20 cm?

c¢) 50cm?.

211.
Laske tummennetun alueen pinta-ala.

) b)

1.2 cm

0 e

2.0 cm 1.8 cm

212,
Ympyran pinta-ala on 50 m?. Laske ympyran sade, halkaisija ja kehan pituus.

213.
Mika on ympyran sade, kun sen pinta-ala on 20 cm??

214.
Origokeskisen ympyrén sade on 9. Selvita laskemalla onko piste A = (-4,8) ympyran sisé- vai
ulkopuolella?

215.
Napakelkka rakennetaan keskuspuusta (jonka korkeus maanpinnan ylapuolella on 1,0 m) ja
5,0 metrin tyontopuusta. Kuinka pitkan matkan kelkka kulkee yhdella kierroksella?

1m
Sm

216.
Laske Maapallon, Kuun ja Auringon ympérysmitat, kun niiden séteet ovat seuraavat: Maa-
pallo 6378 km, Kuu 1738 km ja Aurinko 6,96-10° km.

Tiesitkd, ettei maa ole aivan pallon muotoinen, vaan se on navoiltaan litistynyt? Maapallon

halkaisija on pdivantasaajalta mitattuna 43 km pidempi, kuin jos mitataan maapallon pyori-
misakselin pituus etel&nvalta pohjoisnavalle. Litistymisen aiheuttaa péivéntasaajalla ilmeneva
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suurempi keskeisvoima. Keskeisvoiman vaikutuksen pystyt tuntemaan, kun autolla ajetaan
riittdva kovaa mutkaista tieta.

217.
Kuinka kauan kestéisi kavella maapallon ympari, jos kavelyvauhti on 6 km/h (oletetaan, etté
voidaan kulkea suorinta reittid)?

vaatrvat tehtavat

218.

Maapallo kiertdd aurinkoa nopeudella 29,78 km/s. Laske yhteen kierrokseen kuluva aika, kun
maapallon keskimaardinen etiisyys auringosta on 149,597-10° m. Mit4 itse asiassa tulit las-
keneeksi?

219.

Kellohametta valmistettaessa tarvitaan kahden samankeskisen ympyréviivan rajoittama pala
kangasta. Sisempi ympyra muodostaa hameen vy6taron ja ulompi helman. Tytélle, jonka vyo6-
taron ymparysmitta on 60 cm, halutaan ommella 60 cm pitka kelohame. Kuinka leveda kan-
kaan pitada vahintdan olla, jotta siitd voitaisiin leikata hameeseen tarvittava ympyréarenkaan
muotoinen pala? Saumavaroja ja paérmeita ei tarvitse ottaa huomioon. (yo kevat 1998)

220.

Laske pienemman nelion ala, kun suuremman nelién sivun pituus on 15 cm.
15em
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Miten maapallo kiertdd aurinkoa ympari?

Maapallo ei kierrd Aurinkoa ympari aivan ympyran muotoista rataa. 1600-luvun alussa Jo-
hannes Kepler havaitsi, ettd planeettojen kiertoradat Auringon ympari ovat ellipseja eli litisty-
neen ympyran muotoisia ja niiden toisessa polttopisteetté sijaitsee aurinko. Planeetoista Ve-
nuksen Kkiertorata on lahinnd ympyra4, soikein rata on puolestaan Plutolla.

Kaikki planeetat kiertdvdat Aurinkoa samaan suuntaan, Auringon pohjoisnavalta katsottuna
vastapdivaan. Planeetan kiertoaika Auringon ympari maardd kyseisen planeetan vuoden pi-
tuuden: Lyhyin vuosi, 88 péivaa, on Merkuriuksella, pisin, noin 248 vuotta, Plutolla. Maapal-
lon vuosi on tarkalleen 365,26 péivaa.

Tiesitkd, ettei Maapallon nopeuskaan ole koko ajan sama? Kun Maapallo siirtyy pisteesta A
pisteeseen B kuluu siihen yhta paljon aikaa, kun jos Maapallo siirtyy pisteesta C pisteeseen D.
Pisteiden A ja B sek& Auringon muodostaman alueen pinta-ala sitd vastoin on yhta suuri kuin
Auringon ja pisteiden C ja D muodostaman alueen pinta-ala. Koska matka pisteesta A pistee-
seen B on paljon pitempi kuin matka pisteestd C pisteeseen D, tdytyy Maapallon kulkea huo-
mattavasti nopeammin lahella Aurinkoa. Tama voidaan selittdd kappaleiden vetovoiman pe-
rusteella. Kun Maa on l&helld Aurinkoa, vetad Aurinko sitd voimakkaammin puoleensa. Jotta
Maapallo silti pysyisi radallaan, eikd muuttaisi suuntaansa kohti aurinkoa, on sen kuljettava
nopeammin.

Samaa lakia noudattavat myods aurinkokunnan ulkopuolelta tulevat pyrstétdhdet ja samaan
tapaan Kuu kiertad Maapalloa ympari.
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13. Ympyran sektorin kaaren pituus ja pinta-ala

Z/kaari AB

E
Sy

Kaksi sédettd OA ja OB sekd ympyran kaari AB rajaavat sektorin. Sektorin keskuskulman
o karki on ympyrén keskipisteessa.

Esimerkki 1.

Perhepizzan halkaisija on 42,0 cm. Talldin sen pinta-ala on
A=7r?=314-(21.0cm)? ~1385cm?

ja kehéan pituus
p=nd=314-42cm=~132cm .

Jaetaan pizza tasan kuuden henkilén kesken ja lasketaan | |
kunkin saaman sektorin osat: 42,0 cm

keskuskulma [ pinta-ala [cm] kaaren pituus [cm)]
360 1385 132
D 6 ;} h D 6
éill 231 22

Yhden pizzapalan pinta-ala on siis kuudesosa koko pizzasta eli 231 cm? ja vastaavasti pizza-
palan kaaren pituus on 22 cm.

Sektorin keskuskulman suuruus, pinta-ala ja kaaren pituus muuttuvat samassa suhteessa. Sek-
torin laskukaavoissa se kuinka suuri osa ympyrasta otetaan, ilmaistaan keskuskulman ja koko
ympyran astelukujen suhteena.

Ympyran sektorin kaaren pituus

b=—% 2mr b
360° !
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Ympyran sektorin pinta-ala on

A=—% 2
360° !

Esimerkki 2.

Ympyran sade on 4,0 cm. Lasketaan 26° keskuskulmaa vastaavan 5
sektorin ﬁ

a) kaaren pituus

b=—% 2 =25 5.314.40cm~18cm
360° 360°
b) pinta-ala
A= 2= 394 (40cmy ~360m?
360° 360°

Vastaus: Sektorin kaaren pituus on 1,8 cm ja pinta-ala 3,6 cm?.
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Tehtavia

221.
Mika tummennetuista alueista kuvaa ympyran sektoria?

e

222,
Nimed ympyran osat.
=1

223.
liImoita tummennettujen sektoreiden keskuskulmien suuruudet, kun ympyrét on jaettu yh-
tasuuriin osiin.

a) b) c)
224.

llmoita edellisen tehtavan sektoreiden pinta-alat, jos koko ympyran pinta-ala on 150 cm?.

225.

Ympyré on jaettu yhté suuriin sektoreihin kuvan mukaisesti. Mik& on sektorin
a) keskuskulman suuruus?

b) kaaren pituus, kun ympyran kehén pituus on 2,0 m?

=

226.
Jaljenné taulukko vihkoosi ja tdydenna siihen puuttuvat tiedot.

sektorin keskuskulma [ °] | sektorin kaaren pituus [cm]
360 32
90
16
45
2
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227.

Ympyrén séde on 3,0 m. Laske sektorin kaaren pituus, kun sen keskuskulma on
a) 180°

b) 45°

c) 30°

d) 25°

228.
Jaljenné taulukko vihkoosi ja tdydenna siihen puuttuvat tiedot.

sektorin keskuskulma [ °]| sektorin pinta-ala [cm’]
360 60
30
90
6
6
229.
Ympyrén séde on 4,0 m. Laske sektorin pinta-ala, kun sen keskuskulma on
a) 120°
b) 90°
c) 30°
d) 20°
230.

Ympyran séde on 5,0 cm. Laske 40° keskuskulmaa vastaavan
a) sektorin ala
b) kaaren pituus

231.

Ympyran sade on 10 cm ja keskuskulma 39°. Laske sektorin
a) kaaren pituus.

b) pinta-ala

232.

Ympyrén halkaisija on 6,0 m. Laske 60° keskuskulmaa vastaavan
a) kaaren pituus

b) sektorin ala

233.

Mittaa tarvittavat osat oheisesta ympyréstd, jotta voit laskea tummennetun sektorin kaaren
pituuden ja pinta-alan.
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234.

Armeija harjoittelee ampuma-alueella, jonka laajuus on 35° ja kantama 25 km. Laske vaaralli-
sen alueen suuruus.

soveltavat tehtésat

235.
Laske kuvioiden piirit.

a) )]
d=50cm r=20cm r=30cm

236.
Laske kuvan puoliympyroiden piirit ja pinta-alat.

b)
m e MWem
237.

Laske alueen pinta-ala.

a)

Be

238.
Laske tummennetun alueen pinta-ala.
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239.

Kuinka pitkén kaaren kellon minuuttiviisari, jonka pituus on 7,5 cm, kulkee
a) viiden minuutin aikana

b) kahdenkymmenen minuutin aikana?

240.
Laske tummennetun sektorin pinta-alan tarkka arvo. (Vastauksessa esiintyy .)

56

241.
Laske kuvion piiri ja pinta-ala.

)

a

30em

10cm

2Z2cm A

242.
Hihnapydrien keskitvéli on 1600 mm ja molempien hihnapyorien halkaisija on 320 mm.

Kuinka pitk& hihna on?
I
C ) IBEG mim

1600 mm

S

vaatrvat tehtavat

243.
Kuinka suuri on sektorin keskuskulma, jos ympyran sdde on 16 cm ja sektorin kaaren pituus
25 cm?

244.
L%ske sektorin keskuskulman suuruus, jos ympyran halkaisija on 10,0 m ja pinta-ala 26,18
m-?

245.

Laiva ldéhtee Mogadishusta Somaliasta (45° itdista pituutta) paivantasaajaa pitkin kohti Su-
matraa (100° itéista pituutta). Paivantasaajan pituus on 40 000 km.
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a) Kuinka pitk&n matkan laiva kulkee?
b) Kuinka paljon pidemman matkan lentda lokki, joka pysyttelee koko ajan 10 m laivan yla-
puolella?
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14. Ympyran tangenttikulma

Ympyran tangentti on suora, joka kulkee sateen kehélla olevan paatepisteen kautta ja
on kohtisuorassa sddettd vastaan. Tangentti siis sivuaa ympyrad ainoastaan yhdessé pisteessé
jasen etaisyys ympyréan keskipisteesté on sateen suuruinen.

tangeritt
o +p = 1500

tangenttikulma
leskuskulima

Ympyran ulkopuolisen pisteen kautta voidaan ympyralle piirtdd kaksi tangenttia. Kulmaa,
jonka kyljet sijaitsevat ympyréan tangenteilla, sanotaan tangenttikulmaksi. Tanganttikulman
kyljet karjesté sivuamispisteisiin ovat yhta pitkat.

Tangenttikulman ja sité vastaavan keskuskulman summa on 180°.

Esimerkki 1.

Lasketaan keskuskulman suuruus, kun sita vastaavan tangenttikulman suuruus on 40°.

Tangenttikulman ja sitd vastaavan keskuskulman summa on 180°, joten keskuskulma on
180°—40°=140.

Esimerkki 2.

Purjelaivan tahystyskori sijaitsee 40 m korkeudessa. Lasketaan kuinka kauaksi sieltd voi nah-
da tyynell& saalla. Maapallon sade on 6378 km. (kuvan mittasuhteet eivét ole oikein)
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Kuvioon muodostuu suorakulmainen kolmio, jonka toinen kateeteista on kysytty etéisyys.
Hypotenuusan pituus on 6378 km + 0,040 km = 6378,040 km.

Kysytty etéisyys =+/(6378,040km)? — (6378 km)? = 22,5885...km ~ 23 km
Vastaus: Tahystystornista voi ndhda 23 km péaéhan.

Huom! Todellisuudessa matka mitataan maapallon pintaa pitkin eli tissa pitéisi laskea sekto-
rin kaaren pituus, mutta koska sektorin keskuskulma on hyvin pieni, on oikeakin tulos kilo-
metrien tarkkuudella sama.
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Tehtavia

246.
Kuinka monta yhteisté pistettd voi ympyrélla ja tangentilla enintaan olla?

247.
Yhdisté kuvat ja nimitykset.

Slelelely I5

segmenth  janne  seltonn  keha kaan tangenth

248.
Piirra ympyra ja sille tangentti. Peilaa ympyra tangentin suhteen.

249.

Piirrd ympyr4, jonka sade on 3 cm ja sen ulkopuolelle piste P, joka on 7 cm:n p&é&ssa ympyran
keskipisteesta. Pirra pisteestd P ympyrélle kaksi tangenttia. Mittaa tangenttikulman ja sita vas-
taavan keskuskulman suuruudet.

250.
Piirra ympyra ja sille kaksi yhdensuuntaista tangenttia.

251.

Laske tangenttikulman suuruus, kun vastaava keskuskulma on
a) 62°

b) 98°

c) 154°

252.

Laske keskuskulman suuruus, kun vastaava tangenttikulma on
a) 52°

b) 29°

c) 70°

253.
Kuinka suuri on kulma g?

254.
Mika on keskuskulmaa 186° vastaava tangenttikulma?
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soveltavat tehtéwat

255.
Piirrd ympyrda, jonka keskipiste sijaitsee pisteessa (2, 2) ja jonka séde on 4. Piirra liséksi ym-
pyralle tangentti pisteeseen

a) (-2,-2)
b) (6, 2)
256.

Piirra ympyroiden yhteiset tangentit.

a)i f bjl@ E}: Qj d@
257.

Paattele kulman a suuruus.

258.
Maaérita kulman o suuruus.

259.
Madrita kulmat « ja f8, kun keskuskulmaa vastaava kaari on 185 cm.

260.
Laske kaaren p pituus.
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261.
Ympyran kehaltd erotetaan kaksi pistetta siten, ettd ne ovat sateen etéisyydella toisistaan. Mi-
k& on pisteisiin piirrettyjen tangenttien valinen kulma?

vaativat tehtiwat

262.
Jana AB on isomman ympyran janne ja pienemman ympyran tangentti. Isomman ympyran
séde on 14 cm ja pienemman ympyran sédde 10 cm. Mika on janan AB pituus?

A B

263.
Kuinka kauas voit tyynella saalla nahda risteilyaluksen kannelta, kun silmési ovat 13 m:n
korkeudelta? Maapallon séde on 6378 km.

264.
Kuinka kauas merelle voi ndhda rannalla seisova henkil®, jonka silméat ovat 170 cm korkeu-
della meren pinnasta? Maapallon s&de on noin 6380 km. (yo kevat 1987)

265.
Mika on pisteen P lyhin etdisyys ympyréan kehaltd, kun keskuskulmaa 152° vastaava kaari on
65 m ja pisteestd P piirretyn tangentin pituus sateen sivuamispisteeseen on 74 m?

74 m

152° A P
65 1m

266.
Mika on keskimmaisen ympyran séde?
Vihje: kayté hyvaksesi kolmioiden yhdenmuotoisuutta.
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15. Ympyran kehé- ja keskuskulma

Ympyran kehakulma on kulma, jonka karki on ympyran kehalla ja jonka kylkind on kaksi jan-
nettd tai janne ja tangentti. Kehdkulman kylkien véliin jadva kehan osa on kehakulmaa vas-
taava kaari. Kehakulmaa vastaava keskuskulma puolestaan sijaitsee ympyran keskipisteessa
ja sen kyljet erottavat ympyrésta kehdakulmaa vastaavan kaaren.

tatgetith

lehalkulima i

leeslasloulma

T astaava kaan

Thalesin lause: Ympyréan halkaisijan paatepisteista kehalle samaan pisteeseen piirretyt janat
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Tosin sanoen puoliympyrén kaaren siséltdmé kulma on

T 0Q

Jos kehdkulma piirretdén joltain muulta ympyrén janteeltd kuin halkaisijalta, ei kehdkulma ole
90°. Samalta janteeltd ympyran kehalle piirretyt kehdkulmat ovat kuitenkin aina yhta suuret,
jos keh&kulmat sijaitsevat samalla janteen jakamalla segmentilld eli samalla puolella jannetta.
Jos samasta ympyran janteestd piirretddan kaksi kehdkulmaa siten, ettd ne sijaitsevat eri seg-

menteissd, on kehakulmien summa 180°.

Samaa kaarta vastaavat kehakulmat ovat yhta suuret.
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kehalkulmat sarnassa segmentissa kehalulmat enl segmenteissa
o= p ot p =180

Kehakulmalause: Samalla ympyran janteelld sijaitseva keskuskulma on kaksi kertaa niin
suuri kuin sita vastaava kehakulma.

Esimerkki 1.
Madritetddn kulmien ¢, £ ja y suuruudet.

Koska kaikki kehdkulmat ja keskuskulma on piirretty samalta
pyran janteeltd, voidaan soveltaa ylapuolella olevia lauseita.

Eultmat sijattsevat samalla segmentills,
joten ne ovat vhta suuret el &= 587

Eulna # sijaitzee erl segmentizsd kuin
kulma 587, joten ¥ + 58° = 1307 ek
¥= 180" - 58" = 124"

Vastaus: « =58°, f=116° ja y= 124°
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Tehtavia

267.

Mitka kuvien kulmista o esittavat
a) kehékulmaa

b) keskuskulmaa

c) tangenttikulmaa?

268.
Piirra ympyra ja sen sisalle kolmio, jolla on kaksi kehdkulmaa ja keskuskulma.

269.
Onko seuraava véite totta? Ympyrén mistd tahansa janteesta kehalle samaan pisteeseen piirre-
tyt janat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

270.
Paattele kulmien « ja f suuruudet.

271.

Mika on kehakulman suuruus, kun sita vastaavan keskuskulman suuruus on
a) 82°

b) 134°

c) 68°

d) 258°?

272.

Mikéa on keskuskulman suuruus, kun sité vastaavan kehakulman suuruus on
a) 30°

b) 75°

c) 120°

d) 3x?

273.

Piirrd ympyrd, jonka séde on 4 cm ja siihen 65°:n keh&kulma siten, etté sen
a) molemmat kyljet ovat janteitd
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b) ainoastaan toinen kylki muodostuu ympyran janteesté.

274.

Piirrd ympyréa, jonka sade on 4 cm ja siihen 140°:n keskuskulma. Piirra liséksi keskuskulmaa
vastaava kehékulma siten, ettd sen

a) molemmat kyljet ovat janteita

b) ainoastaan toinen kylki muodostuu ympyrén janteesta.

275.
Kuinka suuri on kulma «?

276.
Laske kulman « suuruus.

Onko seuraava vdite totta? Jos ympyran sisalle piirretddn nelikulmio siten, ettd sen kaikki
kulmat ovat kehakulmia, on vastakkaisten kulmien summa 180°.

soveltavat tehtéwat

278.
Maéritd kulmien « ja £ suuruudet.

279.

Madrita kulma a, kun jana AB on ympyran tangentti.
a)
A > g
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vaativat tehtiwat

280.
Helsingin ja Moision keskustat sijaitsevat samalla pituuspiirilla 24° 56 itdista pituutta, Hel-

singin keskusta leveyspiirilla 60° 9"pohjoista leveyttd ja Moision 62° 26" pohjoista leveytta.
Kuinka kaukana keskustat ovat toisistaan? Maapallon ympéarysmitta on 40 000 km. (yo kevét
2000)
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16. Kertaustehtavia

Yhtenevat ja yhdenmuotoiset kuviot

281.
Millaisia ovat keskendan yhtenevat kuviot?

282.

Mill& symbolilla kuvataan
a) yhtenevyytta

b) yhdenmuotoisuutta?

283.

Millaisia ovat yhdenmuotoisten kuvioiden
a) vastinkulmat

b) vastinsivut?

284.

Ovatko yhtenevat kappaleet myds yhdenmuotoisia?

285.

Merkitse kuvioiden ABCDE ja FGHIJ yhdenmuotoisuus. Mitka ovat vastinosia kesken&an?

J I
E D
: F

4 o ¥

B C G H

286.

Kuvan suorakulmiot ovat yhdenmuotoisia. Laske x:11a merkityn sivun pituus.
5

]
3 %
Mittakaava
287.

Kumpi mittakaavoista on pienempi?
a) 1:150000 vai 1 : 15000

b) 1:20vail: 200

c) 400:1vai4000:1

d 10:1vail:1

288.
Miten mittakaavalla merkitaan, ettd kuva on
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a) suurennettu 200-kertaiseksi
b) pienennetty sadasosaan?

289.

Piirra vihkoosi suorakulmainen kolmio, jonka kanta on 3 ruudun sivua ja korkeus 6 ruudun
sivua. Piirrd tdman kanssa yhdenmuotoinen kuvio mittakaavassa

a) 1:3

b) 3:1

290.
Taydenna taulukko.

etaisyys kartalla | etdisyys luonnossa
2cm 400 m
5¢cm
9cm
3 km
42 km

291.
Mika on yhtenevien kuvioiden mittasuhde?

292.
Mika on kartan mittakaava, kun 15 km:n pituinen tie on kartalla 30 cm?

293.
Matkan pituus on luonnossa 3,5 km. Paljonko pituus on Kkartalla, jonka mittakaava on 1 : 15
000?

294.
Kartan mittakaava on 1 : 10 000. Mikd on matka luonnossa, jos se kartalla on 3,4 cm:n pitui-
nen?

295.
Koripallokenttd on kooltaan 28 m x 15 m. Piirrd kentta mittakaavassa 1:1000.

Kolmioiden yhdenmuotoisuus

296.
Jos kolmio jaetaan kahteen osaan jollakin kolmion sivun kanssa yhdensuuntaisella suoralla,
mitd voit sanoa muodostuneesta kolmiosta?

Peilaus suoran suhteen

297.

Janan péatepisteet ovat (1, 1) ja (2, 3). Peilaa jana
a) x-akselin suhteen

b) y-akselin suhteen.
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298.

Taydenna lauseet.

sanotaan kuviota, joka kuvautuu itselleen peilaussuoran suh-
teen. Peilaussuoraa sanotaan tallgin kuvion

299.

Mika kuvio syntyy, kun suorakulmainen kolmio peilataan
a) kateetin suhteen?

b) hypotenuusan suhteen?

300.
Piirra ympyra ja suora. Peilaa ympyré suoran suhteen.

301.
Jaljenné seuraavat suoran suhteen symmetriset kuviot vihkoosi ja piirra niihin kaikki symmet-
ria-akselit.

) b) c) d)
Peilaus pisteen suhteen

302.
Miten pisteen suhteen symmetrinen kuvio pitéa peilata, jotta se kuvautuisi tdsmélleen samaan
paikkaan, jossa se alunperin oli?

303.
Janan péatepisteet ovat (-3, 2) ja (0, 1). Peilaa jana origon suhteen.

304.
Voiko epasaanndllisella kuviolla olla kiertosymmetriaa?

Kierto ja siirto tasossa

305.

Luettele yhtenevyyskuvaukset.
Nelidjuuri

306.
Selité parillesi omin sanoin, mitd nelidjuurella tarkoitetaan.

307.
Laske pééssa.
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a) Ja

b) 9

C) 25
d) 100
e) /10000
f) J-49
9) /36

308.
Maarita kolmidesimaalinen likiarvo

a) V2
b) /8
C) /335
d) /4562

309.

Mika luku sopii x:n paikalle?
a) Jx=2

b) /49 =x

c) Jx=12

d) 016 =x

e) Vx=100

310.

Piirrd nelio, jonka pinta-ala on
a) 9 ruutua,

b) 25 ruutua,

c) 9cm’

311.
Nelidnmuotoisen torin pinta-ala on 500 m?. Laske torin piiri.

312.

Mika on nelidn sivun pituus, kun sen pinta-ala on
a) 64cm?’

b) 5776 cm?

c¢) 110,25 cm®?

Nelidjuurilaskuja

313.
— 1 2 —_—
Laske lausekkeen x = b+ 2ba aac arvo, kun

c) a=5b=3jac=-8
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d a=2,b=-4jac=2

314.

Kaksitoista vuotta suurien jaatikdiden sulamisen jalkeen alkavat jékalat kasvaa kivien pinnal-

la. Jokainen jakala kasvaa suunnilleen ympyrén muotoisena. Jakéalan halkaisijan ja ian valilla

vallitsee seuraava yhteys:

d=7,0-vt-12 kunt>12,

missé d on jakalan halkaisija millimetreing jat ja&n katoamisesta kuluneet vuodet.

a) Laske kaavan avulla jékélan halkaisija 15 vuoden kuluttua jaan katoamisesta.

b) Laske kaavan avulla jakélan halkaisija 50 vuoden kuluttua jadn katoamisesta.

c) Jos jakalan halkaisija on 45 mm, tutki kokeilemalla kuinka monta vuotta sitten ja& on su-
lanut kyseiselta paikalta?

(Lahde: Kansainvélinen oppimistulosten arviointiohjelma, Pisa)

315.
Heilurin heilahdusaika t (= edestakaiseen heilahdukseen kulunut aika) voidaan laskea lausek-
keella

t= Zn\/g, missa | on heilurin langan pituus ja g = 9,81 m/s®. Laske heilahdusaika, kun hei-

lurin langan pituus on
a) 1m

b) 5m

c) 10m

Pythagoraan lause

316.
Suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet ovat 28 cm, 45 cm ja 53 cm. Totea laskemalla, etté
kolmio on suorakulmainen.

317.

Onko kolmio suorakulmainen, jos kolmion sivujen pituudet ovat
a) 55cm, 100 cm ja 45 cm

b) 16 mm, 12 mm ja 20 mm

c) 14 cm, 48 cm ja 50 cm?

318.
Kirjoita Pythagoraan lause seuraavien kolmioiden avulla.
a) b) o,
25
4 > oox 3
3 15

89



319.
Suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet ovat 6,2 cm, 7,4 cm ja 9,7 cm. Laske kolmion pin-
ta-ala.

320.
Voiko tasakylkinen kolmio olla suorakulmainen?

Pythagoraan lauseen sovelluksia

321.
Maarita kolmioista sivun x pituus yhden desimaalin tarkkuudella.
2.4
5 3 !
ﬁg 37 A
X

a) 8 ) c)
322.

Laske hypotenuusan pituus, kun kateetit ovat
a) 3,3cmja4,7cm

b) 12,6 mjal4,3m

c) 25,6 cmja 16,0 cm.

323.

Laske kateetin pituus, kun

a) hypotenuusa on 5,8 cm ja toinen kateetti on 4,0 cm
b) hypotenuusa on 16,5 cm ja toinen kateetti on 5,8 cm
¢) hypotenuusa on 19,2 cm ja toinen kateetti on 7,9 cm.

324,
Madrita kolmioista sivun x pituus.
1,5

325.

Laske oheisen kuvan muotoisen alueen
a) piiri

b) pinta-ala

90



2,':'111 I,Dm

1.01m
1.0m
326.
Laske kuvassa olevan jakkaran istuinosan leveys, kun jakkaran korkeus on 42 cm.
20 cm
42 cm
29 cm
45 cm

Ympyran kehan pituus ja pinta-ala

327.
Pydrean porealtaan halkaisija on 2,8 m. Laske altaan ympéarysmitta.

328.

CD-levyn halkaisija on 12,0 cm. Laske CD-levyn
a) kehén pituus

b) pinta-ala.

329.
Mimmi mittasi pihakoivun ymparysmitan narulla. Han sai ymparysmitaksi 32,0 cm. Mika on
pihakoivun halkaisija?

330.
Maapallon piiri on noin 40 000 km. Laske maapallon halkaisija.

331.
Auton renkaan halkaisija on 55 cm. Montako kertaa rengas pyorahtad, kun autolla ajetaan 500
km?

332.

Suomen sisavesien pinta-ala on 31 600 km?. Mika olisi samankokoisen
a) nelion sivun pituus?

b) ympyrén halkaisija?

333.
Saarella, jonka pinta-ala on 3,00 ha, on kahden talon valinen etdisyys 200 m. VVoiko saari olla
ympyran muotoinen? (yo syksy 1988)

334.

Nosturi voi liikkua suoria kiskoja pitkin 30 m ja kurottua 20 m:n p&&han. Kuinka suuri on
nosturin saavuttama alue? (Vastaus 10 m:n tarkkuudella.) (yo syksy 1989)
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335.

Pienempi ympyra vierii liukumatta pitkin suuremman ympyran kehdd nuolen suuntaan. Pie-
nemman ympyran halkaisija on yht& suuri kuin suuremman ympyrén séade. Mika pienemman
ympyran pisteistd B, C, D, E osuu pisteeseen A? (paasykoetehtévé teknikkokoulutukseen,

1989)
E
. D
Z
A

Ympyran sektorin kaaren pituus ja pinta-ala

336.

Kuvan ympyrdiden kehén pituus on 72 cm. IImoita varjostettujen sektoreiden kaarien pituu-
det.

a) )] c)
337.

limoita edellisen tehtévén varjostettujen sektoreiden kaarien pituudet, jos ympyrdiden pinta-
alan tarkka arvo on 18 7 cm?.

338.

Ympyrésektorin séteen pituus on r ja keskuskulman suuruus « . Kirjoita kaava, kuinka voit
laskea sektorin

a) kaaren pituuden b

b) pinta-alan A.

339.
Laske sektoreiden kaarien pituudet.
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340.
Laske edellisen tehtavén sektoreiden pinta-alat.

341.

Ympyran séde on 7,0 cm ja keskuskulma 29°. Laske sektorin
a) kaaren pituus.

b) pinta-ala

342.

Ympyran halkaisija on 18,0 m. Laske 70° keskuskulmaa vastaavan
a) kaaren pituus

b) sektorin ala

343.
Kuinka suuri on sektorin keskuskulma, jos ympyrén sade on 11,0 m ja sektorin kaaren pituus
on
a) 1lr
b) 11~
2
C) &
6
344.
Hihna kulkee kahden ympyran ympari (ulkopuolitse). Laske hihnan pituus, kun ympyrdiden
séteet ovat 520 mm ja 310 mm. Ympyroiden keskipisteiden véli on 700 mm.

Ympyréan tangenttikulma

345.
Piirrd ympyré ja sen ulkopuolelle piste P. Pirra pisteestd P ympyralle kaksi tangenttia. Mittaa
tangenttikulman ja sita vastaavan keskuskulman suuruudet.

346.

Laske tangenttikulman suuruus, kun vastaava keskuskulma on
a) 66°

b) 58°

c) 134°

347.
Laske keskuskulman suuruus, kun vastaava tangenttikulma on
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a) 54°
b) 20°
c) 79°

348.

Piirra kahden ympyrén yhteiset tangentit, kun ympyroilla on sama séde ja ne
a) leikkaavat toisensa

b) sivuavat toisiaan

c) eivét kosketa toisiaan.

349.
Maarita kulman o suuruus.

350.
Ympyran kehéltd erotetaan kaksi pistettd siten, ettd ne ovat ympyréan halkaisijan etéisyydella
toisistaan. Mika on pisteisiin piirrettyjen tangenttien valinen kulma?

351.
Kuinka kaus merelle voi tyynella sdélla ndhdé rantakalliolla seisova mies, kun hanen silménsa
ovat 10 m korkeudella merenpinnasta? Maapallon séde on 6378 km.

Ympyran keha- ja keskuskulma

352.

Miké& on kehdakulman suuruus, kun sita vastaavan keskuskulman suuruus on
a) 80°

b) 122°

c) 78°

d) 4x°?

353.

Mikéa on keskuskulman suuruus, kun sité vastaavan kehakulman suuruus on
a) 25°

b) 70°

c) 100°

d) 2x?

354.

Piirrd ympyréd, jonka séde on 3 cm ja sithen 120°:n keskuskulma. Piirré liséksi keskuskulmaa
vastaava keh&kulma siten, etta sen
¢) molemmat kyljet ovat janteitd
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d) ainoastaan toinen kylki muodostuu ympyrén janteesta.

355.
Maarita kulma o.

N
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Harjoituskoe

1.
Jos kolmion sivujen pituudet ovat 4 m, 6 m ja 9 m, onko kolmio suorakulmainen?

2.

Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 7,2 m ja 5,6 m. Laske kolmion
a) pinta-ala

b) piiri

3.
Tdydennd taulukkoon puuttuvat tiedot.

etaisyys kartalla | etdisyys luonnossa
2cm 800 m
4cm
2 km

4,
Kuvassa on puoliympyrd, jonka keskipiste on O. Janan AB pituus on 14,0 cm.

A ) B

a) Mité nimitystd janasta AB jaytetdan?
b) Laske puoliympyran piiri.
c) Laske puoliympyran pinta-ala.

5.
Laske kaaren p pituus.

6.

Mika yhtenevyyskuvaus muuttaa kolmion A kolmioksi
a) B

b) C

c) D

d) E

e) F?
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Harjoituskokeen ratkaisut

1.
Jos kolmio on suorakulmainen, on pisin sivu eli 9 m sen hypotenuusa. Tarkistetaan Pythago-
raan lauseella tuleeko hypotenuusan pituudeksi 9 m.

c=+/a’+b? = [(4m)? +(6m)* =+16m* +36m? =~/52m? ~7,2m=9m.
Vastaus: Kolmio ei ole suorakulmainen.

2.

o kanta - korkeus . : .
a) Kolmion pinta-ala on 5 . Koska suorakulmaisen kolmion kateetit muodosta-

vat keskendén suoran kulman, on toinen kateetti kolmion kanta ja toinen korkeus. Talloin
7,2m-56m
A:izzo,wm2 ~20m?,
b) Jotta kolmion piiri voidaan laskea, on ensin laskettava kolmion kolmannen sivun pituus.
Pythagoraan lauseen perusteella saadaan hypotenuusan pituudeksi

c=+va? +b? = (72m) +(5,6m)* =9,1214...m ~9,1m. Tarkistus: Pituus voi olla oi-

kea, koska suorakulmaisessa kolmiossa pisin sivu on aina hypotenuusa. Talléin piiri on
72m+56m+91m=219m

3.
Ensimmaiselta rivilta voidaan laskea kartan mittakaava. Ensiksi yksikét on muutettava toisi-

aan vastaaviksi: 800 m = 80000 cm.
(2

Kartan mittakaava on 2cm = , jonka avulla voimme muodostaa verrannot.
80000 cm 40000
4ecm 1

Ensimmainen; —— = ——
X 40000

X =4.cm-40000 =160000cm =1,6 km

, josta ristiin kertomalla saadaan

Toinen: Kilometrit on muutettava ensiksi senttimetriksi.
X

1
200000cm 40000
X - 40000 = 200000 cm

200000 cm
X=————=5cm
40000

, josta ristiin kertomalla saadaan

Taydennettyna taulukko siis nayttaa talta:

etaisyys kartalla | etdisyys luonnossa
2cm 800 m
4 cm 1,6 km
5cm 2 km

4.
a) ympyran halkaisija
b) Puoliympyran piiri on puolet kehan pituudesta + halkaisija.
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Kehén pituus: p =zd = 7-14,0cm = 43,9823cm, jaetaan tdma kahdella ja lisatéan siihen

43,9823cm

halkaisija: +14,0cm~=~36cm

¢) Puoliympyran pinta-ala saadaan jakamalla ympyran pinta-ala kahdella.
a?  z-(7,0cm)’

A="_ T2 77 em?
2 2

Ympvraa sivuava tangentt on aina
leohtisuorassa sidettd vastaan.

Nelikulmion kulmien summa on 360°, jolloin o =360°—-90°-90°—-38° =142

a 142°
i i — 2 =——-27-112m=277,57Tm~ 280 m
Sektorin kaaren pituus on 360° 360° T .

Vastaus: Kaaren pituu on 280 m.

6.

a) peilaus x-akselin suhteen

b) siirto kaksi yksikkda ylos ja kolme yksikkoa oikealla
c) peilaus suoran x = 7 suhteen

d) peilaus origon suhteen tai kiero 180° origon suhteen
e) Kierto 90° vastapdivddn origon suhteen
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Vastaukset

1,
kyll

o H @O

3.

a) F

b) D

c) AB
d) EF
e) HF

4,
Pinta-alasta tulee nelinkertainen alkuperaiseen verrattuna.

5.
Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinsivujen pituuksien suhde sdilyy samana, jolloin voidaan
muodostaa verranto tuntemattoman sivun pituuden ratkaisemiseksi.

6.
15

7.
ei

8.
“vastinkulmat” korvataan “vastinsivujen pituuksien suhteet”

9.
Xx=12m y=24mz=20m

10.
ympyrét ja neliot

11.

12.
a) kylla
b) kylla
¢) kylla
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13.
x=33m y=30m z=23m

14,
yksi

15.
Jos kolmioiden kulmat ovat yhté suuret, ovat ne vaistaméattd myos yhtenevié toistensa kanssa.

16.

17.

a) eivat
b) ovat
C) ovat
d) eivat

18.

a) voi olla totta
b) voi olla totta
c) voi olla totta

d) epatosi
e) voi olla totta
f) epatosi
20.
Lyhemmalle sivulle mahtuu kanta ylGspéin olevia kolmioita
700 mm ~ 23,33 eli kokonaisia kolmioita 23 kpl
30 mm
ja kanta alaspéin olevia
700mm -15MM _ 55 63 elj kokonaisia kolmioita 22 kpl.
30 mm
Pystysuunnassa saadaan kolmioriveja
850 mm

~ 28,3 eli 28 taytta rivillista kolmioita.
30 mm
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Y hteensa kolmioita saadaan
28-(23+22) =1260.
Vastaus: 1260 kpl

21.
a) edessa
b) jéljessa

22.

a) 1:10000
b) 1:50

c) 1500:1
d 10:1

23.
a) 25:1
b) 1:1000

24,

25.

P
=4

26.
Kaikki on oikein.

27.
140 m

28.
1,12 km

29.
22 cm

30.
15000:1

31.
2250000:1
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32.
a) 1:150
b) 1:50

33.

a) 1000:1
b) 5000 : 1
c) 9000:1

34.

35.
48 cm

36.
300 m

37.

a) 60,9cm
b) 243,5cm
c) 81,2cm

38.

a) 193 km
b) 388 km
c) 837 km
d) 92 km

39.
54 m?

40.
30cm

41.
20 cm by 10 cm

42,
150 cm?

43.
360 m, 0,125 mm

44,
a) kylla
b) ei

c) kylla
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45.

46.
Ei

47.
19m

48.
Ei ole mahdollista. Tarkastellaan vasemmanpuoleista kuvaa, tummennettujen kolmioiden pi-
téisi olla yhdenmuotoiset. Muodostamalla verranto, havaitaan ettei nain kuitenkaan ole.

13 8

49.
ADF ja DBE seka CFD ja CDE

50.
13,8 m

51.
Yhdenmuotoisten kolmioiden avulla saadaan yht&l6 nelion sivun pituuden ratkaisemiseksi.
30-s 30
s 40
(3,0-5)-4,0=30s
12-4,0s =3,0s
—4,0s-3,0s =-12

S= % =171428...

Nelion pinta-ala on s* = 2,9m?.

52.
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I0em  12em 13 em

Al

20 cm

I0em+ 12 cm+ 13 cm

4] em

4] em- 20 em

Alueen A1l pinta-ala: Al=20cm-12cm = 240cm?
Yhdenmuotoisten kolmioiden avulla saadaan
X 13cm

21cm  35cm
X-35cm=21cm-13cm

Xx=21cm-13cm/35cm

X=7,8cm

Alueen A2 pinta-ala: A2=12cm-7,8cm=93,6cm’

Kokonaispinta-ala on talléin Al+ A2 =240cm? + 93,6 cm?® =333,6cm? ~330cm?.

, josta edelleen ristiin kertomalla saadaan

53.

a) ei
b) on
c) on
d) ei

54,

a) on
b) ei
c) on
d) ei

55.

a) 2,97 cm
b) 9,27 cm
c) 18,29 cm
d) 63,04 cm

56.

a) 6,15cm
b) 22,65 cm
c) 35,11cm
d) 139,15cm

of.
AjaD

58.
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59.

60.
ovat

61.
d) 105,7 cm korkeudella

e) -

62.
Suhde on sama kuin kultaisessa leikkauksessa.

63.
Mita suurempien perdkkéisten Fibonaccin lukujen suhteita lasketaan, sitd tarkemmin saadaan
kultaisen leikkauksen suhdeluku.

64.

65.
kylla

66.

...:E.... N ...;\... .
4 ;
ks H H E
et RN s T T 7 R A
o 1= : 3}(
...................................... r :i/ ﬁ.

106



67.

Er.l"\.
<
AN
[
4 4 1 1 i o
B 2
68.
a:l I::I djl
o
N 2 S
/ =
‘t( H"""-.____ "
. )
69.
a) (-3,-2)
b) (3,2)
70.
71.
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a) b) c) d)

72.
a) (4,-2)
b) (-4,2)

73.

74.
a) 1
b) O
c) 2
d) 0

75.
f) -

76.
A /B, C,D,E,H ILK,M0O,S, T, UV, XY AAO

77.
samanlainen suorakulmio

78.
esimerkiksi MIMMI, SATU, AKI, MIKA

79.

80.
a) A’=(1,-3),B’=(4,0),C’ =(6,-4)
b) A’=(-1,3), B’ =(-4,0), C’ =(-6,4)

81.
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82.
.'ilr.l"\.
.
b .
N
g _; 1 v l/.. E 4 i X
A ,,
: E
83.
a) (-2,-1)
b) (01 -3)
84.
a) b
=
L]
85.

@

86.
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ey

87.

88.

89.
H,ILN,O, S, X, Z

90.
b, c, f

01.
suunnikas kuvautuu itselleen

03.
kiertokulmalla 90°

94.

a) Pisteen suhteen symmetrisen kuvion peilauspistettd sanotaan symmetriakeskukseksi.
Symmetriakeskus sijaitsee kuvion keskipisteessa.

b) Kun yhtenevyyskuvaus tehd&an kiertamalla kuvio jonkin pisteen, sanotaan kyseisté pistet-
t4 kiertokeskukseksi.

95.
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96.
(3,3)

97.
kierto 180° antaa saman tuloksen kuin pisteen suhteen peilaus

98.

a) 1
b) 2
c) 2
d) 4

99.
4-Kertainen

100.

Peilaus pisteen suhteen tarkoittaa samaa kuin 180 asteen kierto pisteen suhteen.

101.
kylla

102.
A’ =(-1,5) B =(1, 8)

103.
a) 2
b) 4
c) 2
d) 1

104.
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105.
a) 1

106.
a) M, Y
b) N
c) O, X

107.

108.
B'=(3,2)jaC’ = (2,5)

109.

110.
a) jab)

LM

I

[T S R |
=

O
125
o

|
a
5]
i
¥y

[

SR A VI

g) c) peilaus suorany = x suhteen.

111.
a) peilaus suorany = -x suhteen

b) siirto 4 yksikkod alas ja 7 yksikkdd vasemmalle
c) kierto pisteen (1,0) suhteen 90° vastapdivaan.

112.
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113.
a) 4
b) 8
c) 11
d) 15

114.

a) J15
b) —/20
C) /603

115.

116.
a) 3
b) 6
c) 7

117.
a) ei
b) ei
c) on
d) ei

118.
a) 1
b) O
c) 7
d) 6
e) 10
f) 8
g) 9
h) 11

119.

a) 9cm
b) 25cm
c) 52cm

120.
157 m

121.
a) 5
b) 7
c) 9
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122.

a) 0,1
b) 0,07
c) 11

123.

a) 16

b) 49

c) 13

d) 361
e) 0,0256

124.
a) on
b) ei
c) ei
d) ei

125.

a) 1,73

b) 5,48

c) 17,32

d) 54,77

e) 173,21

f) kerrotaan kymmenella

126.

a) Otail
b) 4

c) 1/9

127.
14 km

128.

a) 7,8m/s
b) 10 m/s
c) 14 m/s

129.

Sijoitetaan t = 36 ja d = 9 yhtaloon:
k+/36 =9

6k =9

k=15

Kun d = 100, saadaan d =1,5+/100 =15

Vastaus: 15 mm

130.
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Valitaan mittakaava siten, ettd 1 cm (=1 ruutu) kuvassa vastaa 6 m luonnossa. Talléin mitta-
kaava on 1 : 600.

Tontin sivut ovat ja % ~ (6,3cm) .

Talon sivun pituus on +/120m?* ~10,95m, kuvassa 10é95 ~18(cm).

24 1

28 m

Tontin pinta-ala on 38 m-34m =1292m? ja hinta M ~6 mk
1292 m

— .
m
Vastaus: Neliometrihinta on 67 mk.

131.
a)

b)
c)

d)

l—‘|\,cn||—\ Nl O OIW

NP~ O

e)
f)

-

132.

d)

glbh w|N
sl &

133.
a) 7
b) 5
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137.
a) 2,45
b) 3,74
c) 3,61
d) 5,10

138.
a) 4,73
b) 15,2
c) 0,28
d) -2,46

139.
a) 4
b) 4
c) 3
d) 5

140.
a) 10
b) 4
c) 3
d) V7
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141.
a) 2
b) 5
c) 3

142.
a) 2
b) 30
c) 8
d) ei mikaan
143.
a) 3
b) 6
c) 6
d) 21

144,

a) mahdoton
b) -23,2

c) 13,3

d) mahdoton

145.

1
Q) x=-=
) 2

b) x=2

146.
a) 243
b) 5v2
) 5vx
d) 3x/2
e) 10410
f) 9a/a

147.

a) xX>2

b) x>-2

c) x<1

d) kaikilla x:n arvoilla

148.
22@2 _ [0 _10_
3 9 3
149.

1

3
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a)%
1

b)

150.

(laskettu 60 kg painavalle ihmiselle)
a) massa ei muutu

b) massa ei muutu

c) 240kg

d) 830 kg

e) 15000 kg

f) 230000 kg

151.
Merkitaan kyseista lukua x:1a.

x=(H5-2)2=(5-2)-(56-2)=5/6-25-25+4=5-45+4=9-45 ~0,0557

152.
a) sivuy
b) sivutxjaz

153.

a) kateetit a ja c, hypotenuusa b
b) kateetit f ja g, hypotenuusa h
c) kateetity ja z, hypotenuusa x

154.
ei, koska hypotenuusa on aina suorakulmaisen kolmion pisin sivu

155.

a) kateetit 13 cm ja 24 cm, hypotebuusa 27 cm
b) kateetit 1,6 m ja 2,4 m, hypotebuusa 2,9 m
c) kateetit 40 km ja 42 km, hypotebuusa 58 km

156.
a) ei
b) on
c) on

157.
Pythagoraan lausetta voidaan kdyttaa vain, jos kolmio on suorakulmainen.

158.

a) 50% =302 +40°
b) x*=y*+2?

C) r?=s*+t?
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159.

a) x=5
b) x=8
c) x=13
d) x=21

160.
Ei

soveltavat tehtésat

161.

162.
24 m?

163.
24 cm?

164.
96 cm?

165,
a) kylla
b) ei

c) kylla

166.
a) 2

b) 242
2

C) —

J2

167.
a) kylla
b) kylla
c) ei
d) kylla

168.

169.
a) 10
b) 4,5
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c) 6,3

170.

a) 5cm
b) 9.2m
c) 14,6 cm

171.
a) 8
b) 3,6
c) 11

172.

a) 3cm

b) 7,5cm
c) 1lcm

173.
74 mm

174.
140 m

175.
3,6

176.

a) 4,5
b) 3,2
c) 3,2

177.
8,6 km

178.
10,8 m

179.
26 cm

180.
3,6m

181.
4,5 km

182.
28,0 m

183.
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a) -
b) 7,7 cm
c) 26 cm?

184,
a) -
b) 5,6 cm
c) 18cm?

185.

a) 20m
b) 6,0m
c) 6,3m

186.
18 ha

187.
40,5 m?

188.
a=+c?—b?,b=+c?-a’

189.

Nelikulmio koostuu kahdesta yhtenevésta kolmiosta ABC ja ADC.
A

D E
C

Kolmiosta ABC saadaan
BC =/0,95% —0,50% = 0,80777...

Nelikulmion alaksi tulee talldin

2- % -0,50-0,80777...=0,40388...

Vastaus: noin 0,40 m?

190.

Oviaukon halkaisija on Pythagoraan lauseen mukaan d =+/(80cm)? +(200cm)? ~ 215,4.cm.
Koska d > 210 cm, mahtuu levy oviaukosta.

191.
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o,
165 mm

A B
220 min
Pythagoraan lauseen avulla saadaan

AC = /(220 mm)  + (165 mm) > = 275mm .
Kolmioiden ABC ja AEB yhdenmuotoisuuden perusteella voidaan muodostaa verranto
d  165mm
220mm 275 mm
_ 220 mm -165mm
B 275mm

d =132 mm
Vastaus: 132 mm

192.

a) 3,1cm
b) 9,4cm
c) 16,0cm
d) 21,0cm

193.

a) 12,6 cm
b) 25,1 cm
c) 45,2cm
d) 119,4cm

194,

a) 38cm
b) 50 m
c) 38cm

195.

a) 113 cm?
b) 201 m?
¢) 113 cm?

196.
a) 3,1cm?

b) 12,6 cm?
c) 84,9 cm?
d) 514,7 cm?

197.

a) 7,2cm
b) 4,3cm?
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198.
a) 71m?

b) 201,1 m?

c¢) 506,7 m?

d) 34636,1m?

199.
a) 1500 cm?
b) 1,8 m?

200.

a) 0,95cm
b) 7,96 cm
c) 56,0cm

201.

Ympyran séateen pituus on talldin
a) 0,8cm

b) 1,6 cm

c) 24cm

202.
964 kertaa

203.
a) 81,7"eli 207,5cm
b) 88,0"eli 223,4cm

204.

305,9 m*

205.

a) 9,3m

b) 5,1 m?

206.

2,2 m?

207.

Séade on 0,47 cm ja pinta-ala on 0,69 cm?.

208.

sade [cm] halkaisija [cm] | kehan pituus [cm] | pinta-ala [cm’]

11,0 22,0 69,1 380
9,9 19,8 62,2 308
20,4 40,7 128,0 1300
7,9 15,8 49,6 198
21,9 43,8 137,6 1500
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209.
noin 150 kierrosta.

210.

Ympyrén séteen pituus on talldin noin
a) 1,8cm

b) 2,5cm

c) 4,0cm

211.
a) 12,6 cm?
b) 23,8 cm?

212.
Séde on noin 4,0 m, halkaisija on noin 8,0 m ja kehan pituus on noin 25,1 m.

213.
, _A_20cm’
T

== =6,369426...cm?, jolloin r =+/6,369426..cm? =2,523772...cm~ 2,5cm

214.
Pisteen A = (-4,8) etéisyys origosta on /16 +64 = /80 <9, joten piste on ympyran sisélla.

215.
31m

216.
Maapallo: 2ar =2 - 314 - 6378 km = 40053,84 km =~ 40050 km

Kuu: 272r =2-314-1738 km =10914,64 km ~10910 km
Aurinko: 27r =2-314-6,96 -10° km = 4370880 km ~ 4,37 -10° km

217.
40053,84 km

g kM
h

=6675,64h~9kk8d

218,
Kierroksen pituus on 2- 7 - (149,597 -10° m + 6378000 m) ~ 9,399857 -10* m .

11
Kierrokseen kuluva aika t = S_ 9,399857-10"' m ~ 315643305 =~ 365,3d eli meidén vuoden

v 297802n

pituus.
219.

Merkitd&dn ympyrérenkaan sisemman ympyréan sédetté r:ll4. Ympyran kehé&n pituus on sama
kuin vyotaron mitta 60 cm, josta saadaan ratkaistua r.
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27ar =60cm
r_GOcm

~955cm
27

Ulomman ympyran sade on r +60cm ~69,55cm.

Ympyrarenkaan saa leikatuksi kankaasta, jonka leveys on véahintddn sama kuin ulomman ym-

pyran halkaisija 2-69,55cm=139,1cm.
Vastaus: Kankaan leveyden pitaa olla vahintaan 140 cm.

220.

Nelion siséalla olevan ympyrén halkaisija on 15 cm. Samoin ympyrén sisélla olevan nelion hy-
potenuusa on 15 cm. Olkoon pienemman nelion sivun pituus a, talléin Pythagoraan lauseella

saadaan:

a’+a’=(15cm)°
2a® =225cm?
a’=112,5cm?
a=10,606601...cm

Pienemman nelion pinta-ala on talloin
a-a=10,606601...cm-10,606601...cm=112,5cm® ~110cm?,

221.
c

222.

a) sade

b) sektorin kaari

c) sektorin keskuskulma

223,
a) 180°
b) 90°
c) 120°

224.

a) 75cm?
b) 37,5cm?
c¢) 50cm?

225.
a) 45°
b) 0,25 m

226.

sektorin keskuskulma [ °]

sektorin kaaren pituus [cm]

360

32

90

8

180

16
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45

22,5

2217.

a) 94m
b) 2,4m
c) 16m
d 1,3m

228.

sektorin keskuskulma [ °]

sektorin pinta-ala [cm?]

360

60

180

30

90

15

36

6

6

1

229.
a) 17 m?
b) 13 m?
c) 42m?
d) 2,8 m?

230.
a) 8,7cm?
b) 3,5cm

231.
a) 6,8cm
b) 34 cm?

232.
a) 3,1m
b) 4,7m?

233.

234,
190 km?

235.

a) 12,9cm
b) 7,1cm
c) 20,1cm

236.
a) piiri: 21 cm, pinta-ala; 100 cm?
b) piiri: 51 cm, pinta-ala: 160 cm?
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237.
26 cm

238.
36 cm?

239.
a) 3,9cm
b) 15,7 cm

240.
a) 9n
b) 27n

241.
piiri: 80 cm, pinta-ala: 364 cm?

242.
4205 mm

243.
90°

244,
120°

245.
a) Lasketaan aluksi montako astetta ympyran sektori on, jonka laiva kulkee 100° - 45° = 55°

-40000 km =6111111...km ~ 6100 km .

o

b) Maapallon sdde R = 40000km =6366,197724 km . Maapallon ympérysmitaksi tulee lokin

27

korkeudella ~ silloin  27(R+10m)=40000,06283km. Lokki kulkee  matkan
95°
360°

Tall6in sektorin pituus on 355

-(40000,06283km) = 6111,12071km eli noin 10 metrid enemman.

246.
ainoastaan yksi aina

247.

a) janne

b) keh&

c) tangentti
d) kaari

e) segmentti
f) sektori

248.
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249.

250.

251.
a) 118°
b) 88°
c) 26°
252.

a) 128°
b) 151°
c) 110°

253.
a) 142°
b) 72°

254.
mahdoton

255.

256.
257.

30°

258.
266°

259.
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% 07.91-185 H 2791
360° 360°
~ 185-360°
27491
o =113°

Jolloin =180°-113°=67°.

260.
39m

261.
123°

262.
20 cm

263.
13 km

Henkild voi ndhda sellaiseen pisteeseen saakka, jossa hdanen silmistaan lahteva sade sivuaa
maapallon pintaa. Merkitdan kysyttya etdisyytta x:11&, maapallon sadettd R:114 ja silmien kor-
keutta d:lla. Pythagoraan lauseen avulla saadaan

x? =(R+d)* —R? = (6380 +0,00170)* — 6380% = 21,692, jolloin x ~ 4,66 km .

265.
Ympyrén séde saadaan ratkaistua kaaren pituuskaavasta.
152 27 =65m ||:152 2r
360° 360°
(o 65m-360°
152°-2%
r~245m

Merkit&én pisten P etdisyyttd ympyran keskipisteesté y:114, jolloin Pythagoraan avulla saadaan
y=+(74m) +(245m)* ~78m.
Kysytty etéisyys x=y—r=78m-245m~54m.

266.
Merkitd&dn ympyroiden keskipisteiden kautta kulkevaa hypotenuusaa x:11a. Yhdenmuotoisuu-
den perusteella voidaan muodostaa verranto:
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x 10+18
40 10
10x=4,0-28
x=112
Keskimmaisen ympyrén halkaisijan pituus on

11,2m-4,0m-2-1,0m-1,8m=3,4m, jolloin s&de on S,Zm

267.
a) jad.
b) jab.
c) 2.

268.

269.
ei

270.
o = 65°, B =130°

271.

a) 41°
b) 67°
c) 34°
d) 129°

272.
a) 60°
b) 150°
c) 240°
d) 6x

273.

274.

275.
a) 50°
b) 45°

276.

a) 65°
b) 42°
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277.
kyll

278.
a) «=105° f=60°
b) «=65°=130°
) «=82° =105

279.
a) 35°
b) 70°

280.
Véhennetaan leveysasteen toisistaan

62° 26" - 60° 9"= 2° 17", muutetaan tama asteiksi 2%0 ~ 2,28333°. Tatd kulmaa vastaava
ympyran kaaren pituus on

% -40000 km ~ 250 km

Vastaus: 250 km

281.

282.
a) =
b) ~

283.
a) yhté suuret
b) verrannollisia keskenaan

284.
Kylla

285.
ABCDE~FGHIJ, AB ja FG, BC ja GH, CD ja HI, DE ja IJ, AE jaFJ, ajay

287.

a) 1:150000
b) 1:200

c) 400:1

d 1:1
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288.
a) 200:1
b) 1:100

289.

290.

etaisyys kartalla | etdisyys luonnossa

2cm 400 m

5cm 1 km

9cm 1,8 km

15cm 3 km

210 cm 42 km

291.
1:1

292.
1:50 000

293.
23 cm

294.
0,34 km

295.

296.
Muodostunut kolmio on yhdenmuotoinen alkuperéisen kolmion kanssa.

297.

298.
Suoran suhteen symmetriseksi, symmetria-akseliksi

299.
a) tasakylkinen kolmio
b) suorakulmio

300.

301.
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) b) ¢) )
i
H [ F

302.
Kuvio peilataan keskipisteessé sijaitsevan symmetriakeskuksen suhteen.

303.

304.
ei

305.
Peilaus suoran suhteen, peilaus pisteen suhteen, siirto ja kierto.

306.

307.

a) 2

b) 3

c) 5

d) 10

e) 100

f) ei ole madaritelty
g) -6

308.
a) 1,414
b) 2,828
c) 18,303
d) 67,543

3009.

a) 4

b) 7

) 144
d) 0,4

e) 10000

310.

Nelion sivun pituus on téalldin
a) 3 ruudun sivua

b) 5 ruudun sivua

c) 3cm

311.
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89,4 m

312.

a) 8cm
b) 76 cm
¢) 10,5cm

313.
c) x=1
d x=-1

314.

a) 12 mm
b) 43 mm
¢) 53 vuotta

315.

a) 20s
b) 45s
c) 63s

316.

317.
a) ei
b) kylla
c) kylla

318.

a) 52=424+3°

b) 252 =152 + m?
c) y’=x*+2°

3109.
23 cm?

320.
VoI

321.

a) 94
b) 7,6
c) 44

322.

a) 57cm
b) 19,1 cm
c) 30,2cm
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323.

a) 4,2cm
b) 15cm
c) 17cm

324.

a) 3,7
b) 4,9
c) 53

325.
a) 7,6m
b) 3,3m?’

326.
26 cm

327.
8,8m

328.
a) 37,7cm
b) 113 cm?

329.
10,2 cm

330.
13 000 km

331.
noin 290 000 kertaa

332.
a) 178 km
c) 200 km

333.
ei

334.

Nosturin saavuttama ala koostuu suorakulmiosta, jonka ala on 30 m-40m =1200 m?, seka
kahdesta puoliympyréastd, joiden sade on 20 m ja alojen summa

%-7: (20m)* + % -z-(20m)* ~1260 m?. Alueen kokonaisala on 2460 m?,

335.
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Pienemman ympyrén sivuamispisteen kulkema matka saavuttaessa pisteeseen A on
3. 2.-7-2r =3nar
4
Pienemman ympyrén kierrosten lukuméaéra olkoon x, talléin
X270 =3ar
X = 3ﬂ =15
27
Kun pienempi ympyra on pyorahtanyt 1,5 kierrosta, osuu piste D pisteeseen A.

336.

a) 36cm
b) 18 cm
c) 124 cm

337.

a) 9z cm?
b) 4,57 cm?
¢) 67 cm?

338.

a) b -2 om
360°

b) A=—2 . a?
360°

339.

a) 59cm
b) 8,0 cm
c) 10cm

340.

a) 7,4cm?
b) 18,5 cm?
c) 46,9 cm?

341.
a) 3,5cm
b) 12 cm?

342.
a) 11m
b) 49 m?

343,
a) 180°
b) 90°
c) 30°

344.
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4010 mm

345.

346.

a) 114°
b) 122°
c) 46°

347.
a) 126°
b) 160°
c) 101°

348.

349.
96°

350.
97°

351.
11 km

352.

a) 40°
b) 61°
c) 39°
d) 2x°

353.

a) 50°
b) 140°
c) 200°
d) 4x

354.

355,
a) 52°
b) 69°
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Taulukko-osio

Reaalilukujen laskulait

a+b=Db+a, ab=ha vaihdantalaki
a+(b+c)=(a+b)+c, albc)=(ab) liitantalaki

alb+c)=ab+ac osittelulaki

a+(-a)=0 luvun a vastaluku —a

a % =1 luvun a kaanteisluku é (a=0)
al itseisarvo

Graafinen tulkinta:[a] = luvun a vastinpisteiden
etaisyys nollasta

|e A =k W

Murtolukujen laskutoimitukset

% = %, missé k = 0 laventaminen (—) ja supistaminen («—)
a,t. ad +be yhteenlasku (lavennus samannimisiksi)
b d bd
a_c_ad-he véahennyslasku (lavennus samannimisiksi)
b d bd
ac_a kertolasku
b d bd
a.c_ad jakolasku
b d bc
Potenssi
a"=a-a-..-a n tekijaa, a = kantaluku, n = eksponentti
a’=1 a #0, 0° ei ole maaritelty
a’= 1 az0

ap

g
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Laskuséantoja

a"a" =a
a" -
? — am n
(ab)" =a"b"

samankantaisten potenssien tulo

samankantaisten potenssien osamaara

tulon potenssi

osamadrén potenssi

potenssin potenssi

ab+ac=a(b+c)

yhteinen tekija

ac+ad+bc+bd =a(c+d)+b(c+d)=(a+b)(c+d) ryhmittely

a’+2ab+b*=(a+h)’
a®—2ab+b*=(a-h)’
a’—b? =(a-b)(a+b)

muistikaavat

Nelidjuuri

Jos +/a =b, niin b? =a jab >0 (patee myos toisinpain).

Laskuséantoja

(@)2 -a
Ja? =[d

\f Ja

J_=J_JB

Lukujonot

Aritmeettinen lukujono

d:ag—al
a,=a +(n-1)d

erotusluku
yleinen termi
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Geometrinen lukujono

a
=z suhdeluku
al
a,=a,q"" yleinen termi
Toisen asteen yhtalo
Normaalimuoto ax’ +bx+c=0, a=1
. —b++/b* -4ac
Ratkaisukaava: x =
2a
Paraabelin aukamissuunta ja muoto:
o Jos a > 0, paraabeli aukeaa ylospain.
o Jos a < 0, paraabeli aukeaa alaspain.
. Jos [a] on pieni, paraabeli on levea.
. Jos [a] on suuri, paraabeli on kapea.

Vaillinaiset toisen asteen yhtalot

Yhtalon ax® +c =0 ratkaisujen maara riippuu vakiosta c:

o ¢ < 0: kaksi ratkaisua, ratkaisut toistensa vastalukuja
o ¢ = 0: ainoa ratkaisu x =0
o ¢ > 0: ei ratkaisua

Yhtalén ax® +bx =0 ratkaisut:
. aina kaksi ratkaisua, toinen on aina x =0

Suorakulmaisen kolmion trigonometria

- a® +b? =c? (Pythagoraan lause)

2 Azlab
2

b

Trigonometriset funktiot

. a b a
Sing =—, coOSa¢ =—, tana = —
c C b
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Suora

Pisteiden(x,, ;) ja (X,,Y,) kautta kulkevan suoran kulmakerroin:
k=tanag =21
X2 =%

Suora on

nouseva, jos k >0

laskeva, jos k < 0

x-akselin suuntainen, jos k =0

y-akselin suuntainen, jos k:ta ei voida maarittaa.

Tarkastellaan suoria s; ja s, joiden kulmakertoimet ovat k; ja k.
e Suorat ovat yhdensuuntaiset eli sl||s2 , jos k; =k, taisuorat ovat y-akselin
suuntaiset.
e Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan elis, L s,, jos k; -k, =—1 tai toi-
nen suora on x-akselin ja toinen y-akselin suuntainen.

Suoran yhtélon yleinen muoto:
ax+by+c=0

Suoran yhtélon ratkaistu muoto:
y =kx+b, missa k on kulmakerroin ja b vakiotermi (suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-

koordinaatti).

x- akselin suuntaisen suoran yhtalo:
y =t, missd t on suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti

y-akselin suuntaisen suoran yhtalo:
X =U, missa u on suoran ja x-akselin leikkauspisteen x-koordinaatti

Tasokuvioita

Neli6

d =+/2a
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Suorakulmio

Neljékéas

Suunnikas

3

Puolisuunnikas

F S0k
24
-

&

Kolmio

N

Ympyra

A

A=ab

d =+va?+b?

A=ah=absina

A:%(a+b)h:%(a+b)ssina

A:Eahzlabsina
2 2
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Sektori

(04 .
b =——2ar (kaaren pituus
Oa |b 360° ( pituus)
A% o br
360° 2

Avaruuskappaleita

Kuutio
a=sv2,d=s3
R a A=6s°
V=s®

5

Suorakulmainen sarmi¢

d=+a?+b?+c?
d : A =2(ab+ac+bc)
b V =abc

Suora ympyrékartio

A =ms
V =Z7rh

Suora ympyrélierio

-
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Pallo

- - V=
N 3

7:n likiarvo 500 ensimmaisen desimaalin tarkkuudella

3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128
48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091
45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273
72456 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436
78925 90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951 94151 16094
33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548
07446 23799 62749 56735 188857 52724 89122 79381 83011 94912

Tilastomatematiikka
Keskilukuja

X, + X, + X5+ F X,
n

keskiarvo X

X, +0,%, +...4+ 0, X . ; i
R L Xy , Missa g1,0z,...,qn Ovat painokertoi-
q, +0, +...+0,

x|

painotettu keskiarvo

mia
Moodi eli tyyppiarvo tarkoittaa yleisintd, useimmin esiintyva& muuttujan arvoa.
Mediaani tarkoittaa keskimmaistd arvoa (tai kahden keskimmaisen arvon keskiarvoa), kun
aineisto on jarjestetty suuruusjarjestykseen.
Hajontalukuja
Keskihajonta ilmoittaa, kuinka kaukana muuttujan arvot ovat keskiméaarin keskiarvosta.
Vaihteluvéli kertoo mill& valilla havainnot vaihtelevat.

Vaihteluvélin pituus on muuttujan suurimman ja pienimman arvon erotus.
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Todennékoisyyslaskenta

__ suotuisten tapausten lukuméadra

Klassinen todenndkoisyys P(A)

Vastatapahtuman todennékoisyys P(A) = P(Aei tapahdu) =1— P(A)

|

b
Y hteenlaskusaanto

Kun A ja B erillisia tapauksia P(Atai B) = P(A) + P(B)

O&

~ kaikkien tapausten lukumaara

Kun A ja B eivat ole erillisia P(Atai B)=P(A)+P(B)—-P(AjaB)

AaB
Kertolaskusaanto

Kun A ja B ovat riippumattomia  P(A jaB)= P(A)-P(B)

Kun A ja B ovat riippuvia (yleinen
P(ensin A jasitten B) = P(A) - P(B, kun A on tapahtu nut)

kertosaanto)

Sl-jarjestelma

Kerrannaisyksikoiden etuliitteet

Nimi | Tunnus | Kerroin | Nimi | Tunnus | Kerroin
eksa E 10" | desi d 10™
peta P 10" | sentti c 10
tera T 10 | milli m 10
giga G 10° | mikro I 10°®
mega M 10° | nano n 10°
kilo k 10° | piko p 10"
hehto h 10° | femto f 107"
deka da 10" | atto a 1078
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Lisayksikoita

Suure Yksikko Tunnus | Vastaavuus
aika minuutti min 1min=60s
tunti h 1 h=60min
vuorokausi d 1d=24h
VUuosi a la=365d
tasokulma | aste ° 1° =60
minuutti ' 1'=60"
sekunti "
tilavuus | litra [ 11=1dm°
massa tonni t 1t=1000 kg
atomimassayksikko u 1 u=1,6605402-10"" kg
pituus tahtitieteellinen yksikko AU |1AU=0,1495979-10“ m
parsek pc | 1pc=30,85678-10"m

Muuntokertoimia

Pituus

1"=11in=1 tuuma = 25,40 mm

1'=1 ft=1 jalka=0,3048 m

1yd =1 jaardi =0,9144 m

1 mi =1 maili =1,609344 km

1 mpk =1 M =1 meripeninkulma = 1852 m

1 vv = 1 valovuosi = 9,46055-10" m

1 AU = tahtitieteellinen yksikkd = 149,5979-10° m

Massa

1 ka =1 karaatti =0,2 ¢

1 u=1,6605402-10"" kg

11b =1 naula = 0,4536 kg

10z =1 unssi =28,35 ¢

Tasokulma

1°=2n/360 rad

Pinta-ala

1b=1barn=10%m?

1 acre = 1 eekkeri = 4,0469-10° m?

Tilavuus

11=1dm*=0,001 m*

1 bbl = 1 barreli = 0,1589873 m*

1 gal = 1 gallona (UK) = 4,546092 |

1 gal = 1 gallona (US) = 3,785412 |

Nopeus

1 solmu = 1 mpk/h = 1,852 km/h = 0,5144 m/s

Luonnonvakioita

Nimi Tunnus | Lukuarvo ja yksikko
putoamiskiihtyvyys g 9,80665 m/s”

valon nopeus c 2,99792458-10° m/s
elektronin massa me | 9,1093897-10°" kg
protonin massa m, 1,6726231-10°" kg
neutronin massa m, 1,6749286-107 kg
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