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Aikavyohykkeet

Maa pyorahtadd yhden vuorokauden aikana akselinsa ympéri 360°, jolloin se kulkee 15° tunnissa.
Talla perusteella maapallo on jaettu meridiaanien eli pituuspiirien suuntaisiin 15° leveisiin aika-
vyohykkeisiin, joista kukin vyohyke vastaa yhta tuntia. Aikavyohykkeet eivét suinkaan ole kartalla
suoria viivoja. Maapallon pinta ei ole tasainen, joten esimerkiksi l&ahelld oleva vuori muodostaa suu-
ren varjon, viivyttden auringon séateiden saapumista sen viereisille alueille. Lisdksi varjo on sita
pidempi mitad kauempana vuori sijaitsee Auringosta tai kaytannossa paivantasaajalta. Yleensa aika-
vyOhykerajat seuraavat lisdksi valtioiden tai niiden hallintoalueiden rajoja. Suurissa valtioissa on
useita aikavyohykkeitd. Esimerkiksi Venajalla on kaytossa 11 eri aikaa. Virallisten aikavyohykkei-
den kayttoonotosta paatettiin vuonna 1884.

Maailmanaikana kéytetddn Englannin Greenwichin aikaa (GMT = Greenwich Mean Time), jossa
puolenpdivéan hetki maarataan Lontoon l&heltd kulkevan O-pituuspiirin mukaan. Tété keskiaurinko-
aikaa nimitetddn myos Lansi-Euroopan ajaksi. Suomen lantisin piste Eckerossd, Ahvenanmaalla,
on 19° 7' 3" E ja itéisin puolestaan sijaitsee llomantsissa 31° 35' 20" E. Suomi sijoittuu hyvin ai-
kavyohykkeeseen, jota rajoittavat pituuspiirit 15° ja 30°. Suomessa noudatetaankin toista aika-
vyOhykettd Greenwichistd itdan, jota kutsutaan Itd&-Euroopan ajaksi (GMT + 2). Kun kello on
Greenwichissé 12.00, on se meilla 14.00. Virallinen aika siirretdan kesan ajaksi useissa maissa 1
tunti eteenpdin. Meilla kesédaika alkaa maaliskuun viimeisend sunnuntaina klo 3.00 ja paattyy loka-
kuun viimeisend sunnuntaina klo 3.00. Kesdaikaan siirtymisen ansiosta saadaan suurempi osa vuo-
rokauden valoisasta ajasta kéayttoon. Talla on enemméan merkitysté paivantasaajan lahettyvilla ole-
ville maille, joissa pimed tulee varhain. Suomessa valoisa aika on kesdisin niin pitka, ettei siirtami-
sella ole sindnsa merkitysta. Yhtenaisyyden vuoksi Suomessakin vietetédan kesaaikaa.

Vyohykeaikajérjestelmélld on se etu, ettd vaikka tunti saattaakin olla eri, kellot kaikkialla maail-
massa nayttavat samalla hetkelld samaa minuuttia ja sekuntia. Muutama maa on kuitenkin ottanut
kayttoon taysituntivyohykkeistd poikkeavan erikoisnormaaliajan. Niiden kellojen nayttamat minuu-
tit poikkeavat normaaleja aikavyohykkeitd kayttavien maiden kellojen minuuttiméarasta 15 tai 30
minuuttia. Erikoisnormaaleja aikavyohykkeitd ovat esimerkiksi Newfoundlandin aika, Havaijin
normaaliaika, Kenian aika, Iranin aika, Intian aika, Pohjois-Sumatran aika, Etela-Australian aika ja
Vanha Uuden Seelannin aika.

Maapalloa ympéri matkatessa itd&dn péin on aina uudelle aikavyohykkeelle tultaessa siirrettava kel-
loa eteenpdin tunnin verran. Takaisin ldhtokohtaan tultaessa on kelloa siirretty kaikkiaan 24 tuntia
eteenpéin. Vaikka kello ndyttaakin juuri oikeaa aikaa, on matkustaja vuorokauden aikaansa edelld.
Vastaavasti maapallo l&dnteen péin kierrettdessa aiheuttaa tilanteen, jossa matkaaja on vuorokauden
aikaansa jéljessa. Aikavyohykerajojen lisaksi on tarve sopia myos kansainvélisestd paivaméaran
rajasta. Greenwichin meridiaanista 180°:n paassa sijaitseva, Tyynenmeren halki kulkeva meridiaa-
ni, on merenkulussa sovittu kansainvaliseksi paivdmaéararajaksi. Jos merenkulkija ylittaa rajan idas-
ta lanteen pdin kulkien, lisdavat he paivaméaaraan yhden paivan. Vastaavasti lannesté itdan pain pai-
vamaararajan ylittdvat saavat viettdd saman paivéan kahdesti.

Jokaisella tietokoneellakin on oma kellonsa. Jos kyseessa on yksittéinen tietokone, ei ajan oikeelli-
suuden suhteen tarvitse olla kovin tarkka. Tietoverkkoon kytketyn koneen pitda sitd vastoin olla
mahdollisimman tarkasti oikeassa ajassa. Isoissa yrityksissa tiedot sijaitsevat useilla eri palvelimilla.
Kun palvelimet vaihtavat tietojaan eli synkronoivat tietonsa toisiaan vastaaviksi, ndhdaan aika-
leimoista, mitkd muutokset ovat tulleet missékin jéarjestyksessa. Silla hetkell& kun jostain tydase-
masta tiedostoon tehd&&n muutoksia, paivittyy sithen myds niin sanottu aikaleima, jossa kerrotaan



milla hetkelld muutokset tehtiin. Jos muutoksiin kéytettiin konetta, joka eldd kaukana menneisyy-
dessd, eivit tiedot ikind paivity, koska muut palvelimet ilmoittavat omistavansa uudempaa tietoa.
Tietokonemaailmassa puhutaan UTC-ajasta (Universal Time Coordinate), joka maaritetadn paikalli-
sen aikavyohykkeen avulla seuraavasti: UTC = paikallinen aika +/- aikavyohykesiirto (- kesaaika).
Jos kelloja ei ole siirretty kesdaikaan, ovat UTC aika ja GMT aika samoja.

Suomen virallinen aika maaraytyy useiden kellojen keskiarvon perusteella. T&t4 atomikellon nayt-
tdmad aikaa yllapidetddn Mittatekniikan keskuksen (MIKES) kansallisessa aika- ja taajuuslaborato-
riossa Espoon Otaniemessa.



1. Funktiokone

Funktiokone on rakennettu tiettyd toimintaa varten ja se toimii aina tietyn s&&nndn mukaisesti.
Funktiokone voi esimerkiksi olla purkka-automaatti, joka muuntaa kolikot tietyksi purkkamaaréksi.
Uuteen asuntoon muutettaessa moni toivoisi, ettd olisi olemassa funktiokone, joka pienentéisi huo-
nekalut nukkekodin huonekalujen kokoisiksi. Talléin olisi tietysti syyta I6ytya myos kéanteisesti
toimiva funktiokone, jotta muuttotavarat saataisiin jalleen normaaliin kokoonsa.

Esimerkki 1.

Tarkastellaan funktiokonetta, joka ensiksi kertoo siihen syotetyt numerot kahdella, lisad tuloon viel&
yhden ja antaa koneesta ulos tuloksena saadun luvun. Jos esimerkiksi koneeseen syo6tetaan luku
kolme, saadaan tulosteena luku seitsemén.

sydte

©)
N/

2z +1 ﬂ @

tuloste

Kyseinen funktiokone on haluttu rakentaa rajalliseksi niin, ettd se pystyy vastaanottamaan ainoas-
taan luvut 0, 1, 2, 3 ja 4. Ulos siitd sen sijaan voi “putkahtaa” mind tahansa kokonaisluku nollasta

yhdekséaan.

Siséan syotettavien lukujen eli sydtteiden muuttuminen tulosteeksi voidaan kuvata nuolen avulla:

0->1 ’nolla muuttuu ykkdseksi” tai “nolla kuvautuu ykkoseksi”
153 ”yksi kuvautuu kolmoseksi”

255 ’kaksi kuvautuu viitoseksi”

37 ’kolme kuvautuu seitseméksi”

49 ’neljd kuvautuu yhdekséksi”

Yleisesti voidaan funktiokoneen toimintatapa esittdd kuvauksena

X—=>2x+1 eli ”x kuvautuu lausekkeeksi 2x +1”

Funktiokoneita voi olla useita erilaisia, jotka kaikki toimivat eri tavalla. Mik&an niista ei kuitenkaan
toimi miten sattuu, vaan aina ehdottomasti saman sddnnén mukaan. Jokaiselle funktiokoneelle pate-
vat samat toimintaperiaatteet.



Funktickoneen tottnintap enaatteet

(13 Etukateen on maartelty mita funktiockoneeseen voi syéttaa

ey mallitut syétteet kaynnistavat koneen joka kerta ja kone
muuttaa ne tulosteeksi

(3 sama syéte muuttuu aina samaksi tulosteeksi.




Tehtavia

1.
Anna esimerkkeja paivittaisessa elaméssa esiintyvista funktiokoneista.

2.
Funktiokoneen toiminta on esitetty kaaviossa. Mik& luku saadaan koneesta ulos, kun siihen syote-
taan

a) 3
b) -2
c) a?
[syote|—[vahennetaan 3| —*{kerrotaan 21ld —>| vastahnrales |—
3

Kuvaa lukujen muuttumiset nuolen avulla kuvauksessa x — 3x+2, kun x saa arvot 0, 1, 2, 3 ja 4.

4.
Here is a flow diagram.

Input |—=| Multiply by 3 | —=| Add 1|—| Output

What is the output if the input is
a) 2
b) —6
1
C J—
) 2

4
d =2
) 3

5.
Kuvaa lukujen muuttumiset nuolen avulla kuvauksessa x — —x+6, kun x saa arvot
-2,-1,0,1ja2.

6.

Kun funktiokoneeseen syotetaan jokin Kirjain, saadaan tulosteena seuraava Kirjain aakkosista. Siis
esimerkiksi, kun syotteend on a, saadaan tulosteena b.

a) Sarita syottaa koneeseen oman nimensa, mita koneesta tulee ulos?

b) Koneesta saadaan tulosteena fjop, mité koneeseen on syotetty?

c) Jos syotat koneeseen oman nimesi, mité saat tulosteena?

7.
Funktiokoneen toiminta on esitetty kaaviossa. Mika luku saadaan tulosteena, kun syétteend on
a) 5
b) 47
1

c) -2=

) 2
d) a

Eyotd—flisatasn kolmel—djactaan kahde]lal—)}otetaan nelié juuﬂHm




8.
Suunnittele funktiokone, joka on antaa tulosteena luvun, joka ilmoittaa montako prosenttia syotetty
luku on luvusta 20. Esita funktiokoneen toiminta kaaviona kuten tehtavassa 2.

9.
Miké on kuvauksen x — —2x —1 tuloste, kun syo6tteend on joukko {-3, -2, -1, 0}?

soveltavat tehtawat

10.

Jaljenna funktiokoneen toimintaa kuvaava taulukko vihkoosi ja taydenna siihen puuttuvat luvut.
syOte 1 3 5 30

tuloste 5 7 9 12 100

11.

Mikéa on kuvauksen x — x* — x tuloste, kun sydtteend on joukko {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}?

12.
Onko kuvaus X — X mahdollinen?

13.
Greenwichin ajan perusteella saadaan laskettua paikallinen aika oheisen kaavion avulla, kun tiede-
tadn mihin aikavyohykkeeseen kuulutaan. Vihje: Etsi netistd maailman aikavyohykkeet kartta.

[Greenwichin aileal— gjﬁiﬂﬁ?k‘;ihﬁﬂﬂ“ﬁéﬂ_qpmkmen aikc7]

Kello on Greenwichissd 17.00, paljonko kello on
a) Helsingissa

b) Tokiossa

c) New Yorkissa

d) Ateenassa?

14,
Jos kello on Dallasissa 21.00, paljonko se on Suomessa?

15.
Muodosta kuvaus, joka antaa Suomen ajan kayttaen hyvaksi Washingtonin aikaa, joka on viisi tun-
tia jaljessa Greenwichin aikaa.

16.
Muodosta kuvaus, joka antaa Suomen ajan kayttden hyvaksi Melbournen aikaa, joka on kymmenen
tuntia edelld Greenwichin aikaa.

17.
Oheisella funktiokoneella voidaan muuntaa celsiusasteet fahrenheitasteiksi. Muunna lampétilat fah-
renheitasteiksi.



a) 0°C

b) 23°C

¢) -15°C

[svate—dkerrotaan henlla 1. 8[—lisataan 22 ——fhuloste]

18.
Suunnittele funktiokone, joka muuntaa fahrenheitasteet celsiusasteiksi ja muunna sen avulla lampo6-
tilat celsiusasteiksi.

a) O°F
b) 100°F
c) —-18°F

19.
Scientists recorded the world's lowest temperature, -128,6 °F, at VVostok Station. What is this tem-
perature in Celsius?

20.
Jéljenna funktiokoneen toimintaa kuvaava taulukko vihkoosi ja tdydenna siihen puuttuvat luvut.
1 3
syfOte 2 -5 — 10 —
y 4 2
1 1 4
tuloste — —= 4 -9 —
2 5 5
21.

Purkka-automaatissa yksi purkka maksaa 10 senttid. Automaattiin voi syottdd 10, 20 ja 50 sentin
kolikon. Muodosta kuvaus, jonka avulla syotetty rahamaédra saadaan muutettua sitd vastaavaksi
purkkamé&araksi.

22.

Kuvaus on x — X+ 3. Péaéattele, mika luku sopii kunkin kirjaimen paikalle.
2> A

3—>B

C->8

D—-2

wvaatrvat tehtavat

23.

Paattele, mika kuvaus on kyseessd, kun funktiokoneeseen syodtetadn lukujoukko
{-2,-1,0, 1, 2} ja tulosteeksi saadaan joukko

a) {-2,-1,0,1,2}

b) {2,1,0,-1,-2}

c) {-1,0,1,2,3}.



24,
Paattele, mika kuvaus on kyseessa, kun funktiokoneeseen syotetaan lukujoukko
{0, 1, 2, 3, 4} ja tulosteeksi saadaan joukko
a) {0,2,4,6,8}
1 1
b) {0, =,1,1=,2
) 0.5, 1,12, 2}

c) {-5 -4,-3,-2,-1}.

25.
Miké lukujoukko on kuvauksen x — x — 2 sy6tteend, kun tulosteena saadaan joukko {-3, 0, 1, 6}?

10



2. Funktion maaritelma

Funktio eli kuvaus f joukosta A joukkoon B on saanto, joka liittad joukon A jokai-
seen alkioon x joukosta B tdsmalleen yhden alkion y.

midrittelyjoukko

A b

Jos y on x:n funktio, niin kaikki mahdolliset x:n arvot muodostavat funktion maarittelyjoukon eli
lahtéjoukon ja kaikki mahdolliset y:n arvot vastaavasti maalijoukon. Funktion arvojoukko eli kuva-
joukko on puolestaan funktion arvojen joukko, joka on saatu kayttamalla eri x:n arvoja. Arvojoukko
on maalijoukon osajoukko. Matemaattisissa esimerkeissa joukot ovat usein lukujoukkoja, mutta
reaalimaailman ilmidita kuvaavissa tehtavissa joukot voivat muodostua mista tahansa, esimerkiksi
eldimista.

Funktion lauseketta merkitd&n usein y:n sijasta f(x):11a. Muuttujana on siis x ja funktion arvot méa-
raytyvét tietyn sadnndn mukaan x:n arvojen perusteella. Asiayhteydesta riippuen funktiota ja muut-
tujaa merkitddn myos muilla kirjaimilla. Jos kyseessa on esimerkiksi nopeus ajan funktiona, merki-
tan sitd yleensa v(t).

Esimerkki 1.
Miké& on edellisen kappaleen kuvauksen x — 2x +1 méarittely-, arvo- ja maalijoukko?
Ratkaisu:

Kyseisen funktiokoneen toiminnasta sanottiin ndin: ”’Se pystyy ottamaan vastaan ainoastaan luvut 0,
1,2, 3 ja 4. Ulos voi tulla miké tahansa luku nollasta yhdeksaan.”

Kuvauksen maarittelyjoukon eli lahtéjoukon muodostavat kaikki ne alkiot (tdssé tapauksessa luvut),
joita koneeseen voidaan syottéa eli 0, 1, 2, 3 ja 4. Maalijoukko muodostuu mahdollisesti ulostule-
vista luvuista, joita ovat 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ja 9. Maalijoukko ei tarkoita sitg, ettd kaikki naméa
luvut myos tulevat ulos koneesta. Ne luvut, jotka koneesta todella saadaan, ovat 1, 3, 5, 7 ja 9. Né&-
mé& muodostavat arvojoukon eli kuvajoukon. Arvojoukko muodostuu aina maalijoukon alkioista. Se
voi sisaltdd kaikki maalijoukon alkiot tai niin kuin t&ssé tapauksessa, osan niistéa.

Vastaus: Kuvauksen x — 2x+1 méarittelyjoukko on {0, 1, 2, 3, 4}, arvojoukko on {0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9} ja maalijoukko on {1, 3,5, 7, 9}.

11



Esimerkki 2.
Mitka seuraavista kuvaavat funktioita?

méadrittelyjoukko maalijoukko médnttelyjoukko maalijoukko  mddnttelrjoukko maalijouldo
2

|
LA

TR0 =] Ty Wom
[

a) 3y

Ratkaisu:

a) Kyseessa on funktio, silld maarittelyjoukon jokaista lukua vastaa tasméalleen yksi maalijoukon
luku. Arvojoukon luku on saatu kertomalla méérittelyjoukon luku kahdella.

b) Kyseessa ei ole funktio. Méaérittelyjoukon luku 2 kuvautuu kahdeksi eri arvoksi. Funktion on
aina annettava arvo samojen séantdjen mukaisesti. Lisaksi maéarittelyjoukon luku 1 ei kuvaudu
miksikaan.

c) Kyseessa on funktio. Funktio kuvaa maérittelyjoukon luvut luvuiksi, jotka ovat arvojoukon lu-
kujen numeroiden summa.

Huom! Madrittelyjoukon luku ei voi kuvautua kahdeksi eri maalijoukon luvuksi, mutta kaksi eri
maéarittelyjoukon lukua voivat kuvautua samaksi maalijoukon luvuksi.

Esimerkki 3.
Funktion f arvot lasketaan sddnn6lld ”Luvusta vahennetdédn yksi ja erotus kerrotaan luvulla 3.
a) Muodostetaan funktion lauseke.
Merkitaan lukua kirjaimella x, jolloin f (x) =(x-1) -3=3x - 3.
b) Lasketaan funktion arvo pisteessa 6.

Sijoitetaan nyt aiempaan funktioon x:n paikalle luku 6
f(6)=3-6-3=15

12



Tehtavia

26.
Onko kuvauksen x — 2x+1 maérittely-, arvo- ja maalijoukot aina samat kuin esimerkissa 1.
27.
Mitka ovat funktioiden muuttujat?
a) f(x)
b) f(e)
c) f(a,b)
d) f(y)
28.
Funktio on f(x) =x—4. Laske
a) f(1)
b) 1(8)
c) f(-7)
29.
Jéljenna taulukko vihkoosi ja tdydenna siihen puuttuvat tiedot.
muuttujan arvo | funktion arvo merkinta
3 101 f(3) = 101
8 45
f(7) =29
f(-2) =34
11 -63
-9 78
f(13) =-25
30.

Merkitse matemaattisessa muodossa.
a) Funktion f arvo pisteessa 3 on 12.
b) Funktion g arvo muuttujan arvolla nolla on —3.

31.

Laske vakiofunktion f(x) = 2 arvo, kun x on
a) 0

b) 2

c) 1999.

32.

Kuvaile sanoin, minka saantdjen mukaan kuvan funktiot toimivat.
midrtteljoukko  maalijoukko midtittelyjoukko  maalijoukke

3

PPae b i Y
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33.

Laske funktion f(x) = 4x? arvo, kun x saa arvot
a) -2

b) -1

c) 0

d) 1

e) 2.

34.

Funktio on g(x) =2x—1. Laske
a) 9(0)

b) 9(2)

c) 9(-3)

d) g()+9(3).

35.
Onko funktion arvojoukon oltava aina sen maalijoukon osajoukko?

36.

Keksi jokin funktio, jolle on voimassa
a) f(2)=2

b) g(100) =0

0 mmzé.

7.

Funktio on f(x) =3x—4. Laske
a) f(-2)

b) f(a)

c) f(b+3)

d) (1) -(-5)

38.
Muodosta funktio, jolla voi laskea taateleiden kokonaishinnan, kun niiden kilohinta on 1,80 €.

39.

Funktio on g(x) =+/x—3. Laske
a) 9(7)

b) 9(4)

c) 9(0)

40.
Luettele arvojoukon alkiot kuvauksessa x — 5x —1, kun méaérittelyjoukko on {-3, -2, -1, 0}.

41.
Funktio on g(x) =+/10—x . Laske

a) 9(1)
b) 9(2)

14



c) 9(14)

42,

Funktio f(s)=55+0,2s ilmaisee, kuinka auton kokonaisvuokra f(s) riippuu ajetusta matkasta s
(km). Laske kokonaisvuokra, kun autolla ajetaan

a) 150 km

b) 640 km.

43,

Funktio A(r) = ar? ilmaisee, kuinka ympyran pinta-ala A(r) riippuu sateesté r. Laske ympyran pin-
ta-ala, kun séde on

a) 56 mm

b) 3,5cm

c) 2,0m.

soveltavat tehtéivat

44,
Kirjoita funktio, jolla voidaan laskea nelién pinta-ala, kun nelién sivun pituus X tiedetaan.

45,
Luettele funktion f(Xx) = 2x+ 2 arvojoukon alkiot, kun funktion méarittelyjoukko on {0, 1, 2}.

46.
Milla muuttujan x arvolla funktioiden arvoksi tulee 16?
a) f(x)=x°
b) f(x)=4x-4
X
c) f(xX)==
) f09=7
1
d f(x)=—
) =7
47.

Milta valilta funktio f(Xx)=x—1 saa arvoja, jos se on méaritelty vélilla 0<x<2?

48,
Mitka ovat funktioiden méarittelyjoukot?
a) f(x)=2x+3

b) g(x)=+x
¢ h(x) =§

wvaativat tehtévat

49.
paattele funktion lauseke, kun
a) f(-5) =-4, f(-1)=0, f(2) =3 ja f(99) = 100

15



b) g(-2) =-6, 9(0)=0, g(3) =9ja g(11) =33

50.
Mitka ovat funktioiden méarittelyjoukot.

a) f(x)=+/x+1

b) g ="
¢) h(x)= %
51.

Find the domain of the function given by f (X) = L4 .

52,
Find the range of the function given by f (x) =3x + 2, if domain is

a) {0,1,2}
b) {-3,-2,-1}

53.
Laske f(2)+ f(3), kun f(x)= % Osoita etta f(2)+ f(3) = f(5). (yo syksy 2001)

54,
Sievenna funktion f(x)=(x* —3x+2)(x—4) — (x* —=5x+4)(x—2) lauseke ja laske funktion arvo
pisteissa 0, 2 ja 4. (yo syksy 1996)

55.
Kirjoita funktio, jolla voidaan laskea nelion pinta-ala, kun nelion lavistdjan pituus x tiedetaan.
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3.  Funktion kuvaaja

Funktioita on kahta eri tyyppid: kokemusperéisia seka matemaattisia funktioita. Kokemusperdinen
funktio piirretddn tehtyjen mittausten pohjalta. Esimerkiksi lampdtilaa ei voida piirtad ajan funktio-
na suorittamatta mittauksia. Lampo6tila ja kellonaika ovat toinen toisistaan riippumattomia, eika
lampdtilaa siis voida laskea pelkén kellonajan perusteella.

Kun lukuparin pisteitd sitoo toisiinsa jokin matemaattinen yhtald, voidaan lukuparin toinen piste
laskea, kun toinen piste ja yhtalo tunnetaan. Mittauksiin ei tarvitse valttdmétta ryhtya, jos halutaan
piirtdd kuvaaja pallon tilavuudesta sateen funktiona. Hyvaksi voidaan kéyttad jo olemassa olevaa
matemaattista yhtalod. Sateen ja tilavuuden vélinen riippuvuus on tasmallistd, pisteet sijoittuvat
tarkasti tietylle kéayrélle.

Usein on havainnollisempaa esittdd funktiot graafisesti kuvaajana kuin pelkastadan matemaattisena

lausekkeena. Kuvaajan avulla voidaan méérittad funktion arvo myds sellaisissa pisteissa, joilla mit-
tauksia ei ole suoritettu. Funktion kuvaajan muoto maaraytyy sen asteluvun perusteella.

Funktion asteluvun ilmoittaa yhtalossd muuttujan korkein eksponentti.

Jos funktion kuvaaja on suora, on aina kyseessa ensimmaisen asteen polynomifunktio. Korkeam-
man asteen funktioiden kuvaajat ovat kayraviivaisia. Toisen asteen funktion kuvaajaan perehdytaén
kirjan kolmannessa osiossa.

= gxe = gy —
Y= ax y=ax y=

=Y n|n

toisen asteen funktio kolmannen asteen fanktio  murtofiunktio (x nimittd4ss4)

Esimerkki 1.
Autokorjaamo velottaa asiakkaitaan seuraavasti: varaosien hinnat maksetaan sellaisenaan ja itse

korjauksesta maksetaan siihen kuluneen ajan mukaan. Tyon hinta on siis ajan funktio, mik& esite-
taan kuvaajan avulla.

17



hinta [€]

140

100

20

éill

20

1 2 3 4 atka [h]

Kuvaajasta voidaan lukea arvoja molempiin suuntiin:

. Jos ty6hon kéytettdva aika on 1 h, on tyon hinta 60 €. Eli muuttujan arvolla 1 h funktio saa
arvon 60 €.
o Jos tyostd maksetaan 100 €, niin tyohon on kdytetty aikaa 3 h. Eli funktio saa arvon 100 €

muuttujan arvolla 3 h.

Kaikkia arvoja kuvaajasta ei kuitenkaan pystytd lukemaan. Esimerkiksi viiden tunnin korjauksen
hintaa ei ndhda valittoméasti. Kuvaajana olevaa suoraa jatkamalla voidaan kustannukset maarittaa
my0s pidemmille korjausajoille. Toinen vaihtoehto on muodostaa kuvaajan perusteella funktion
lauseke, jolla saadaan lasketuksi kustannukset minka pituiselle korjausajalle tahansa. Téahan pereh-
dytddn seuraavassa kappaleessa.
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Tehtavia

56.
Maaérita funktion asteluku.

a) f(x)=-3x*+2x-1
b) f(a)=6a+7

c) f(x)=-2x>-6x+2
d f@t)=t*-3t°

e) f(x)=100

57.
Maarita funktion asteluku.

a) f(x)=100x°+ y*
b) g(y)=-30y
¢) h(z)=22°+72"+1

58.

/S y=rec)

i
|

Maarita funktion f(x) kuvaajasta.
a) f(-4)
b) f(-3)
c) f(-2)
d) f(0)
e) f(5)

59.

Miké kuvaaja sopii parhaiten oheiseen viittdmdidn? “Tyottomien méédrd on edelleen kasvamassa,
mutta onneksi uusia tyottomié tulee joka kuukausi vihemmaén.”

& B C D

T i

aika aika alka alka

tydttomien midrd
tyrdttomien midrd
tyrottdmien madrd
tyottdmien midrd
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60.
Fysiikan tunnilla mitattiin kappaleen nopeutta eri ajanhetkilld ja mittaustulosten perusteella piirret-
tiin oheinen kuvaaja.

10
9
8
—_ 7
26 — o
S
‘;5 /
Z 4
g ad
.1/
L/
0\\\\\\\\\
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
aika [s]

Maarita kuvaajasta,

a) mika kappaleen nopeus oli 1 s kuluttua litkkeellelahddsta
b) milla hetkella kappaleen nopeus oli 5,5 m/s

c) mik& kappaleen nopeus oli hetkelld 8 s?

soveltavat tehtiwat

61.

Eurooppalaista kengannumeroa ja jalkaterén pituuden vastaavuutta voidaan kuvta koordinaatistossa
suoralla. Kun jalkaterén pituus on 20 cm, on kengannumero 30. Kun jalkaterdn pituus on 32 cm, on
kengannumero 48. Piirra koordinaatistoon kengannumeron riippuvuus jalkaterén pituudesta. Mika
on

a) kengannumero, jos jalkateran pituus on 28 cm?

b) jalkateran pituus, jos kengdnnumero on 24?

c) Tasmaakd oman jalkaterasi pituus ja kengannumero?

62.
Mitka kuvaajista esittavat funktioita? Perustele vastauksesi.
a) k) c)
¥ 4 / ¥
‘l\/ ' \ ' _/ ¥
63.

Kuinka monennen asteen funktio on kuution
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a) pinta-alan funktio
b) tilavuuden funktio?

64.
Kolmeen erimuotoiseen astiaan kaadetaan vettd. Yhdista astiat oikeisiin kuvaajiin, jotka ilmaisevat
vedenpinnan korkeuden ajan funktiona.

& B C
wedenpinnan kl:urkeusI u v L_‘
F

D E

wedenpinnan kotkeus

vedenpitman kotkeus

wedenpinnan kotkeus

atka aika alka

65.

Piirrd kuvaaja, joka esittdéd kaniparien lukumé&arad ajan funktiona (yksikkona kuukausi) kun tarkas-
teluajanjaksona on vuosi ja oletetaan, ettd vuoden alussa on yksi kanipari ja ne lisdéntyvét Fibonac-
cin lukujonon mukaisesti.

wvaativat tehtévat

66.
Kirjoita pallon pinta-alan ja tilavuuden funktiot siten, ett4 heti ndhd&dan mink& suureen funktiona
kaavat on Kirjoitettu.

67.

Ranskassa asuva tati jatti sukulaisilleen jaettavaksi 750 000 euron perinnon. Tutki, miten perinto-
osuuden suuruus muuttuu perijoiden lukumaarén x kasvaessa. Muodosta funktio ja piirrd sen kuvaa-
ja. Mika oli yhden perintdosuus, kun perillisia oli 150?

68.
Yhdista funktio ja sen kuvaaja.
a) f(x)=x+3
b) f(x)=4x?
c) f(x)=-3x>
B f()=""
X
e) f(x)=—x+2
f) f(x)=-2x°
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W
W
IS

D E
y ¥ F ¥
K % %
69.
Yhdist& kuvaaja ja sen funktio, kun funktion maérittelyjoukkona on positiiviset reaaliluvut.
¥ y ¥

/

Rl
]

b)

¥
[ar]
—_—
¥

f(x)=x+2
f(x)=x-2
f(x) =2x

f(x)=2x>
f(x) =—-2x?

f(x) =

nomoow»

x| |

Astlat taytetdan vedell&. Piirrd vesipinnan korkeus ajan funktiona.

1yv.e.a
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71.
Ympyran kehén pituus p on ympyran halkaisijan d funktio. Kirjoita tdmé funktio ja piirrd funktion
kuvaaja.
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4.  Nollannen ja ensimmaisen asteen polynomifunktio

Esimerkiksi funktio f(x) = x+3 on ensimmaisen asteen polynomifunktio, jonka kuvaaja on suora
y = X+ 3. Vieldkd muistat, miten suora piirretddn hyddyntdmalla suoran yhtélon ratkaistua muotoa?

Suoran yhtélon ratkaistu muoto on
v=Ikx+h
kulmalcerroin J L valcioterm

Vakiotermi b kertoo kohdan, jossa suora leikkaa y-akselin. Se on suoran kuvaajan ja y-akselin leik-
kauspisteen y-koordinaatti. Toinen piste, jonka kautta suora kulkee, maaritetadn kulmakertoimesta.
Suoran kulmakerroin kertoo paljonko y-koordinaatti muuttuu (kasvaa tai vahenee), kun x-
koordinaatti kasvaa yhdelld. Siirrytddn koordinaatistossa y-akselin leikkauspisteesta kulmakertoi-
men nimittjan ilmoittama mé&aré x-akselin suuntaisesti ja osoittajan ilmoittama ma&rd y-akselin
suuntaisesti.

Vastaavasti suoran kuvaajan perusteella voidaan méaérittda suoran yhtélo ja edelleen mita funktiota
se kuvaa. Suoran yhtalon y =kx+b vakiotermi nahdadn kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteesta.

Kulmakerroin voidaan puolestaan laskea kahden suoralla olevan pisteen avulla. Sen arvo on riip-
pumaton suoralla olevien pisteiden valinnasta.

—  Eulmakertommen laskeminen
Pisteiden (x), 1) 1a (xy,)4) kautta kulkewan suoran llmakerroin & on

» -akseln suuntainen muutos | ¥y, — W

x—akseln suuntanen muatos  x, — X

Ensimmaisen asteen polynomifunktion kuvaaja on aina nouseva tai laskeva suora. Funktion kasva-
minen ja véheneminen on sitd voimakkaampaa mit& suurempi itseisarvo kulmakertoimella on.

—  Joz kulmalkerrom

& D=0, onfunktio kasvava
=0, onfunktio vahenevi
EF=10, on funktio valiofunltio
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Jos kulmakerroin on nolla, havidé funktion yhtalosta x kokonaan, eika funktion arvo siis riipu mi-
tenkaan muuttujan x arvosta. Tallaista funktiota kutsutaan nollannen asteen polynomifunktioksi eli
vakiofunktioksi. Nollannen asteen polynomifunktion kuvaaja on x-akselin suuntainen suora y =t,
missa t on suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti.

Miksi y-akselin suuntainen suora ei ole minkaan funktion kuvaaja?

Esimerkki 1.

Piirretdén funktion f(x) =-2x+ 3 kuvaaja.

‘:I;.I' .
‘\1 Eulmalkerrom -2 voidaan merlats
-2
. } muodosza =
WValdotermista nihdaan, — 3 1 1 _ )
ettd suora letkleaa y-akselin - ... Fun x-koordinaath kasvaa 114,
kohdassa vy =73 *1 ¢ y-koordinaath pienenee 2:1la.
Iderkitian piste koordinatistoon ™
5 543 24| j': 54 % ¢ o
o
3 \ Fixy=-2x+3
)
) )
A
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Esimerkki 2.

Muodostetaan autokorjaamon tyostd perittdvan hinnan funktio kdytetyn ajan suhteen ja lasketaan
funktion avulla paljonko maksaa viiden tunnin tyo.

hinta [£]
120
( 4
Xg. ¥
100 2005 ]
/ . .
4 ¥- alzelin suuntainen monitos
El:l y _ u}r wreren———
T : 1
a0 (% 07 :"/f
7 x- alezelin suuntamen muutos.
d Xo— X
2 1
40
20
1 2 3 4 aika [h]

Merkitaan aikaa x:11a ja hintaa y:Ila. Suoran yhtalé on muotoa y = kx + b. Jotta saisimme kuvaajaa
vastaavan yhtalén muodostettua, on ratkaistava ja sijoitettava suoran yhtaléon kulmakerroin ja va-
kiotermi.

Vakiotermi b saadaan suoran ja y-akselin leikkauspisteesta eli b = 40.

Valitaan tarkastelupisteiksi (x1, y1) = (1, 60) ja (X2, Y2) = (3, 100), joiden avulla lasketaan kulmaker-
roin.

(_Y2—Y: _100-60 _40

X, -X%  3-2 2

Sijoitetaan kulmakerroin ja vakiotermi suoran yhtaldon, jolloin saadaan y = 20x +40
eli hintafunktio on f(x) =20x+40.

Funktion arvoksi saadaan x:n arvolla5 f(5)=20-5+40=140.

Vastaus: Hinta saadaan maaritetyksi funktiosta f (x) =20x+ 40, missé x on tydskentelyaika tuntei-
na. Viiden tunnin tyon hinta 140 €.
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Tehtavia

72.

Piirrd suorat samaan koordinaatistoon ja nimea ne.
a) x=4

b) x=25

c) x=-15

d) x=0

73.
Miksi edellisen tehtdvan suorat eivat voi olla mink&éan funktion kuvaajia?

74.
Piirrd vakiofunktioiden kuvaajat samaan koordinaatistoon.
a) f(x)=-2

b) 9(x)=4
c) hx)=0

75.

On the same diagram draw these functions.
a) f(x)=-6

by f(x)=2

c) f(x)=0

d f(x)=-35

76.

Piirrd funktion f(x) = x+ 2 kuvaaja, kun —4 < x <4. Mé&arit4 kuvaajasta
a) f(3)

b) f(0)

c) f(-3).

7.
Piirrd funktion f(x)=3x-5 kuvaaja, kun x saa arvoja —1:std 3:een. Madritd kuvaajasta, milla
muuttujan x arvolla funktio saa arvon —5?

78.
Piirrd funktion f(x)=3x+2 kuvaaja, kun —3<x <3. Mé&érita kuvaajasta, milla x:n arvolla funk-

tion arvo on
a) 5
b) 8?

79.

Onko funktion kuvaaja kasvava vai vaheneva?
a) f(x)=-2x

by f(x)=x-3

c) f(x)=-4x+1

d) f(x)=5x+5
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80.
Maarita yhtalod vakiofunktiolle, joka kulkee pisteen (1000, -2) kautta.

81.

Lampatilan ollessa 0 °C:n molemmin puolin, saadaan &anen nopeus (m/s) ilmassa laskettua kaavalla
¢ =330+0,6T, miss& T on lampétila celsiusasteina.

a) Kun adnen nopeus kasvaa 6 m/s, paljonko lampdétila kohoaa?

b) Kun lampétila laskee 5 °C, miten kdy aanen nopeudelle?

c) Jos nopeudesta piirretadn kuvaaja lampdtilan funktiona, niin missa pisteessa kuvaaja leikkaa y-
akselin?

82.
Maarita se nollannen asteen polynomifunktio, joka kulkee pisteen (2, 6) kautta.

soveltavat tehtémat

83.

Piirra ensimmaisen asteen polynomifunktion kuvaaja, kun tiedetaan, ettd funktion arvot pienenevat
yhdell&, kun x:n arvot kasvavat kahdella ja liséksi tiedetaan, ettd funktio saa arvon -3, kun x = 2.

84.

Muodosta kuvaajan perusteella suoran yhtaldé (kulmakertoimessa riittdd kahden desimaalin tark-
kuus) ja funktiomuoto kayttdéen muuttujia r ja s.
o

20
15
R
L,
10
P

P
5

0 20 30 49 50 &1
85.

Mika on suoran yhtdlé ja minkd funktion kuvaaja on kyseessd? Kulmakertoimessa riittdd kahden
numeron tarkkuus.
i

40

30

20

10

01 02 03 04
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86.
Piirrd ensimmadisen asteen polynomifunktion kuvaaja, kun tiedetéén, ettd funktion arvot kasvavat
kahdella, kun x:n arvot kasvavat yhdella ja lisaksi tiedetaén, etta funktio saa arvon 2, kun x = -1.

87.
Maarita se ensimmaisen asteen polynomifunktio, jonka kuvaajan kulmakerroin on —% ja joka kul-

kee pisteen (-2, 3) kautta.

waatrvat tehtavat

88.
Milla vakion t arvolla funktion f(x) = (t+1)x+6 kuvaaja on

a) nouseva suora
b) laskeva suora
c) x-akselin suuntainen suora?
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5. Funktion nollakohta ja lineaarinen riippuvuus

Milla x:n arvolla funktio saa arvon nolla tai missa pisteessa funktion kuvaaja leikkaa x-akselin? Ky-
se on samasta asiasta, funktion nollakohdan maarittamisestd. Likimaaraisesti nollakohta voidaan
maarittaa piirtamalla. Se on myos helposti laskettavissa.

Funktion f nollakohdalla tarkoitetaan sité x:n arvoa, joka toteuttaa ehdon f(x) = 0.

Funktion nollakohta maaritetadn siis merkitsemalla funktion lauseke yht& suureksi kuin nolla ja
ratkaisemalla tdma yhtalo.

Jos funktion kuvaaja on suora, sanotaan suureiden x ja y riippuvan lineaarisesti toisistaan. Lineaari-
nen riippuvuus kuvaa tasaista muutosta eli muutos yksikkdd kohden on joka vaiheessa yhta suuri.
Positiivinen muutos tarkoittaa lineaarista kasvamista ja negatiivinen muutos tarkoittaa lineaarista

vahenemista. Jos tiedetdan, ettd jokin ilmid noudattaa lineaarista mallia ja tunnetaan kaksi tarkaste-
lupistettd, voidaan tietojen pohjalta muodostaa mallin yhtalo.

Esimerkki 1.

Ratkaise funktion f (x) = x+ 3 nollakohta
a) piirtamalla

b) laskemalla.

Ratkaisu:

a) f(x)=x+3 onensimmaisen asteen polynomifunktio, jonka kuvaaja on suora y = X+ 3. Piirre-
tadan tdma koordinaatistoon.

y=xt3

(3,0) /
s//s DA

Nollakohta 16ytyy funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteestd, joten se on
X=-3.

L |
M—"E:‘—"-Mw-hl'.ﬁm"ﬂ-lm‘t:
1L __ i1 1 1 1

-

e ]

[¥5}

-

[4) }

H
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b) Funktion nollakohta toteuttaa ehdon f(x) = 0O, joten ratkaistaan yhtalo
X+3=0

X=-3

Vastaus: X =-3

Esimerkki 2.

Taksin perusmaksu on 4 € ja jokainen kilometri maksaa 1,02 €/km. Muodosta funktio, joka ilmoit-
taa taksimatkan kustannukset matkan funktiona ja piirrd kuvaaja. Minké&lainen riippuvuus on taksi-
matkan pituuden ja hinnan valilla?

Ratkaisu:

Merkitaan taksimatkan pituutta x:11a (yksikkéna km), tallgin hintafunktioksi saadaan

maﬂcaIT pitus
Fix)=102x+4

perusmalcsu

Funktio on ensimmaisen asteen polynomifunktio ja sen kuvaaja on suora.

Hinta [€]

55 4
50 4
45 4
40 4
35 4
30
25 4
20
15 -
10 -
5_

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 DMatka k]

Koska funktion kuvaaja on suora, joka ei kulje origon kautta, vallitsee taksimatkan pituuden ja hin-
nan vélilla lineaarinen riippuvuus. Tama olisi voitu paatelld myods suoraan funktion yhtélosta kuvaa-
jaa piirtamatta.

Funktion f(x)=21,02x+ 4 asteluku on yksi. Ensimmaisen asteen polynomifunktion kuvaaja on aina
suora. Nain ollen taksimatkan pituuden ja hinnan valilla vallitsee lineaarinen riippuvuus.
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Tehtavia

89.
Maarita kuvaajista funktioiden nollakohdat.
a) b . C
\\Q # FE
N /
/
N (€9,
N 1
I \ ” ,ﬁ I 1
: /

90.

Katso esimerkki 2.
a) Paljonko maksaa 5 km pituinen taksimatka?
b) Kuinka pitkdn matkan taksilla voi tehda 50 eurolla?

91.
Piirra funktion f(x) =-8x+16 kuvaaja.

a) Mika on funktion nollakohta?
b) Milla x:n arvolla funktio saa arvon 4?

92.

Maarita funktioiden nollakohdat.
a) f(x)=9x-1

b) g(t)=t+2

c) h(y)=6y-6

93.

Maaritd f(x) =—-3x+4 funktion nollakohta. Milla x:n arvolla funktio saa arvon 1?

soveltavat tehtéwat

94,
Montako nollakohtaa voi olla ensimmadisen asteen polynomifunktiolla?

95.
Maérita funktion f(x) = x* nollakohta.

96.
Find the zeros of the following functions.
a) f(x)=x-a

b) f(xX)=3x+a
c) f(x)=8x-2a
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97.
Kuinka monta nollakohtaa voi olla toisen asteen polynomifunktiolla?

98.
Ally earned 4 pounds per hour at babysitting job. Draw a graph to show the relationship between
babysitting and money earned.

99.
Puhelinmyyja saa peruspalkan 400 €/kk lisdksi myynnistd laskettua provisiota 25 %. Kuvaa koor-
dinaatistossa, miten kuukausipalkka y riippuu myynnisté x?

100.
Maaritd USA:n dollarin, Sveitsin frangin ja Saudi Arabian rialin valuuttakurssit. (Tiedot otettu
3.6.2003.)

tmnden meaden valuatat

Se0 dollari
200 4 frangi
180 A
100 A

rial
a0 H
I:I i T T T T T T
0 a0 100 150 200 240 300 £
101.

Muodosta funktio, jolla saat laskettua montako Japanin jenid saa tietylla maaralla euroja. Jenin va-
luuttakurssi 3.6.2003 oli 142,8000 €.

102.
Vallitseeko valuuttakurssien vélilla lineaarinen riippuvuus? Entds jos rahanvaihtopiste perii tietyn
prosentuaalisen osuuden rahanvaihdosta tai tietyn maaraisen vakiosumman?

103.

Erdédn tuotteen myynti on hinnan lineaarinen funktio. Jos tuotteen hinta on 5 €, sitd myydaan 260
kpl, jos tuotteen hinta on 8 €, sitd myydédén 230 kpl. Muodosta funktio ja laske sen avulla montako
tuotetta myydaén, jos sen hinta on

a) 6€

b) 10€?
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104.

Kokeessa on 5 tehtavéd, joiden kunkin maksimipisteméaara on 6. Vélilla 10 — 30 pistettd arvosana
maaraytyy lineaarisesti. Pistemaaralla 30 saa arvosanan 10 ja pistemaarall4 10 saa arvosanan 5. Piir-
ra kuvaaja arvosanojen muodostumisesta pisteiden suhteen.

a) Minké& arvosanan saa 15 pisteella.

b) Minka arvosanan saa 22 pisteella?

c) Paljonko vaaditaan pisteita arvosanaan 9?

waatrvat tehtavat

105.
Oheisena on valilla —6 < x <6 vastaava osa erdan funktion kuvaajasta y = f(x). Maarita kuvion

perusteella funktion nollakohdat. (yo kevét 1994)

2 ! T -

i i 1
B R e R LU TERLTTRRTRET S L bt

=0 =3 =d =5 =2 L4 T T 3 4 8 &

106.

Aurinko nousi Jyvéskylédssa 2.4. klo 6.36 (kesdaikaa) ja nousee viikkoa my6hemmin klo 6.13. Mi-
hin aikaan aurinko nousee Jyvaskylassa 14.4., kun lyhyelld aikavélilla auringon nousuaika on péi-
vamaaran lineaarinen funktio (kuvaajana suora)? (yo kevét 1993)

107.

Minna ja Nanne olivat kesalla toissa istuttamassa mannyn taimia. Kumpikin heistd sai palkkaa 7
€/h. Minna y0pyi paikallisilla maatilalla ja joutui maksamaan yopymisestd ja ruuasta 6 € vuorokau-
delta. Nanne asui lahelld tyopaikkaa, joten han k&vi ruokatauolla kotona syoméssa. Piirrd tyttdjen
yhden tydpaivén palkkafunktiot (huomioiden yopymis- ja ruokamenot) samaan kuvaajaan.

108.
Minnalle ehdotettiin, ettei h&nen tarvitse maksaa yopymisesta ja ruuasta, jos hénen tuntipalkkaansa
alennettaisiin 1 eurolla. Kannattaako Minnan suostua ehdotukseen?

1009.

Bensiinikdyttdisen auton ja vastaavan dieselmoottorilla varustetun auton polttoaineen kulutukset
ovat 7,9 ja 5,4 litraa sadalla kilometrilla. Oletetaan bensiinin litrahinnaksi 1,05 € ja dieselpolttoai-
neen 0,70 €. Halvan polttoainehinnan vastapainoksi dieselautosta on maksettava vuotuinen diesel-
vero, joka esimerkin autossa on 450 €. Esitd autojen vuotuiset kustannukset ajokilometrien funktio-
na ja piirrd funktioiden kuvaajat samaan koordinaatistoon, kun vuodessa ajetaan enintadn 30000
km. Kuinka paljon vuodessa on vahintédan ajettava, jotta dieselautolla ajaminen olisi bensiinikayt-
toistd autoa edullisempaa? (yo syksy 2001)
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6. Paloittain maéritelty funktio*

Monissa tapauksissa funktio saa arvoja eri sdédnnén mukaisesti eri muuttujan arvoilla. Esimerkiksi
ostoksista voi saada paljousalennusta ja mitd enemmén tienaa sitd korkeammaksi veroprosentti nou-
see. Laskutavan muutos on selvasti havaittavissa funktion kuvaajasta, joka ndyttdd muodostuvan
useasta eri palasta. Kyseessé onkin paloittain maaritelty funktio. Paloittain maaritelty funktio on
jatkuva, jos sen kuvaaja on katkeamaton kdyrd, muussa tapauksessa funktiota sanotaan epéjatku-
vaksi.

Esimerkki 1.

Taulukossa on esitetty postimaksun riippuvuus kotimaahan lahetettavan paketin koosta ja tilavuu-
desta. Piirretddn kuvaaja paketin hinnan muodostumisesta painon suhteen.

paino enintaan [kg] tilavuus enintdan [m°] | verollinen hinta [€]
2 0,008 6,60
5 0,020 7,40
10 0,040 8,80
15 0,060 10,10
20 0,080 11,40
25 0,100 12,30
30 0,120 13,50
35 0,140 14,70
40 0,160 15,90

(L&hde: Suomen posti 18.03.2003)

Ei ole merkitysta painaako paketti yhden vai kaksi kiloa, jos tilavuus ei muutu yli rajojen, hinta on
kuitenkin sama 6,60 €. Tallgin kuvaaja vélilla 0 — 2 kg on vaaka-akselin suuntainen suora. Kun pai-
no ylittdd 2 kg, hypéhtdd maksu 7,40 euroon ja pysyttelee sielld, kunnes paketin paino on yli 5 kg
jne. Kuvaaja muodostuu siten vaaka-akselin suuntaisista palasista. Vaakasuuntaisten viivojen lopus-
sa olevat ympyrat korostavat sita pistettd, jolta funktion arvo on liitoskohdissa luettava. Funktioka-
sitteen maaritelméan mukaan funktiolla ei saa olla yhdessa kohdassa kuin yksi arvo!

hinta [€]
16 1 —
15 4 i
14 4
13
12 4
11 4

10 1 —

9 1 —_—

g 4
T 4
G

0 5 10 15 20 25 30 35 40 pano [kg]
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Esimerkki 2.

Leevin péivikohtainen palkka muodostui siten, ettd kahden ensimmaéisen tunnin palkka oli 6,50 € ja
sitd seuraavien tuntien palkka 11,50 €. Muodostetaan Leevin palkkafunktion lauseke.

Piirretddn Leevin palkasta ensin kuvaaja, jonka avulla selvitetdan yhtalot.

palkda [E]
a0
70
R s A S S
I
50 4
40 A
30 4
20 &
10
I:I T T
X X i

0 1 2 \ 3l 4 5 E< 7 g aka

Eohta, jossa palklafimlctio

routton tosenlaizelost

Kahden ensimmadisen tunnin palkka saadaan yhtélosta y = 6,50x.

Jotta pystytdan méaarittdmaan suoralle yhtalo, joka kuvaa palkkausta kahden tunnin jalkeen, otetaan
kahden tunnin kohdalta alkavalta suoralta kaksi tarkastelupistettd (xi, y1) ja (X2, Yy2), joiden avulla
lasketaan suoran kulmakerroin.

Ko Yo~ Yi _ 59,00 24,50 _1150.
X, =% 6-3

Yhtélon kirjoittamista varten pitéisi vield tietdd kohta, jossa kuvaaja leikkaa y-akselin. Maéaritetaan
leikkauskohta piirtdmall& suoralle jatke.

patika €]
50 -
70 -
5O -
50
40
30 -
20 -
10 -
0
a0 2 3 4 5 B 7 g aika [h]
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Suoran jatke leikkaa y-akselin kohdassa y = —10, joten suoran yhtal6 on y =1150x —10

Kahden ensimmaisen tunnin ajalta palkka saadaan lasketuksi yhtalolla y =6,50x ja kahden tunnin
jalkeen yhtalolla y =11,50x —10. Paloittain méaritellyn funktion lauseke kirjoitetaan muodossa

F(x) = 6,50x kun0<x<2
~]1150x-10 kun X > 2

Huom! Tekemattomista tunneista ei makseta palkkaa, joten funktiota ei ole jarkevéaa kayttada nega-
titvisille arvoille, tasté tulee ehto 0 < x <2 eik& pelkéstddn x < 2.
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Tehtavia

110.

Onko funktio jatkuva
a) esimerkissa 1

a) esimerkissa 2?

111.
Piirrd funktion kuvaaja.
2 ,kun x<1
a) f(x)=
) ) {1 Jkun x> 2
-3 ,kun x<-2
b) f(x)= '
Y {3 Jkun x > -2
112.
Maarita kuvaajan perusteella funktion lauseke.
a) ¥ b ¥ ¥
EEENE 4% 4821 ] 4 4z 1 4 i

113.

Lauri ja Pekka ajavat samaa tietd Porin ja Turun valilla.
a) Mihin aikaan Lauri saapui Turkuun?

b) Mihin aikaan Pekka l&hti Porista?

c) Milloin ja missa Lauri ja Pekka kohtasivat toisensa? Mihin suuntaan Lauri oli talléin menossa?

d) Paljonko Pekalla oli vield matkaa Turkuun jaljell&, kun Lauri jo saapui kotiin?
e) Kumman matkoista Lauri ajoi suuremmalla nopeudella?

f) Ajoiko Pekka samalla nopeudella koko ajan, kun pysahdysté ei oteta huomioon?
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140-

120

100

a0

Turku

/ijekka

&0

etdizyys Porista

|Fauma

20

La

/

/

\

1300 1330

114.

1400

1430 1500

aika

1530

14

o0 h

Sketch each of the following piecewise functions.

3 ¥ b) ¥
3 3
. |
1 /‘; Q\
452 iz #8534 [ iz
: i
3 / 3
4 4
115.
Maarita kuvaajan perusteella funktion lauseke.
) v b) v
3 3 /
2 2
1 i
452 d 3z BB AT 4 x
7 2
3 \Z/
4
116.

Ovatko edellisessa tehtavassa olevat funktion kuvaajat jatkuvia?
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117.
Tutki (piirtaméatté kuvaajaa), onko funktio f jatkuva pisteessa x = 1?
—-3x+4 ,kun x<1
f(x) =
2x-1 ,kun x>1

118.

Auto ja linja-auto kulkevat samaa tietd Hangon ja Karjaan vélilla.
a) Milloin autot kohtaavat?

b) Kuinka kaunana autot ovat toisistaan kello 7.40?

c) Milloin autojen vélinen etaisyys on pienempi kuin 15 km?

d) Keksi mité autolle tapahtuu aikavalilla 8.20 — 8.30.
e

Gl

Elatjaa jr

- \'\l \. auto
p [

Tattunisaar \ /
n % \

/

20 I}{

etdisyys Hangosta

lirga- abatio

7 / \

7.00 T30 200 230 Q.00
aika h

119.
Keksi mité oheinen kuvaaja kuvaa ja mitd tapahtuu kuvaajan missakin kohdassa?

hetsiinin midrd [1]

]

a0

40

30

20

10

10.00 12.00 14.00 1400 1200 aika [h]

120.
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Piirrd kuvaaja seuraavaan tarinaan: “Maisan koulu loppuu kolmelta ja hén kévelee kotiin piin 5
minuuttia, kunnes han nékee bussin saapuvan ja juoksee lahimmalle pysakille kahdessa minuutissa.
Aikaa kuluu 3 minuuttia ennen kuin bussi l&htee liikenteeseen. Viiden minuutin kuluttua Maisa
nousee bussista pois ja kidvelee kahdessa minuutissa kotiin.”

121.

Simon walks around a national park. He starts and finishes his walk at the car park beside the na-
tional park. The distance, time —graph shows his journey.

a) At what time did Simon start his walk?

b) At what time did he reach the furthest distance from the car park?

c) How many times did he stop during his walk?

d) Between what times did Simon walk the fastest?

e) At what speed did he walk at that time?

Distatice from

cat park [lin)
£

/ !

1300 1330 1400 1430 1500 1530 1400 1630  Time [h)

122,
Monestako funktiosta edellisen tehtavén kuvaaja muodostuu?

123.

Piirrd kuvaaja postimaksun muodostumiselle paketin tilavuuden perusteella. Vaadittavat tiedot 10y-
dat esimerkin 1 taulukosta. Pohdi syitd, kannattaisiko sekd painon - ettd tilavuuden perusteella
muodostuvat hinnat laittaa samaan kuvaajaan? Miten tdman kaytannossa voisi tehda?

124.
Miten voit pelkan funktion yhtalon (piirtamatta kuvaajaa) perusteella selvittad onko paloittain méa-
ritetty funktio jatkuva jossakin pisteessa?

125.
Tutki (piirtdmattd kuvaajaa), onko funktio f jatkuva pisteessa x = 1?

—-Xx+3 ,kun x<1
f(x)=
2X Jkun x>1
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126.
Is function f continuous at the point x = 4?

1

—x—-6 ,kun x<4
f(x)=12

3X Jkun x> 4

127.
Tutki, onko funktio jatkuva pisteessa x = 20?

-%x+100 ckun x<20

f(x)=
X+70 ,kun x>20
128.
Piirrd funktion kuvaaja.
a)
1
—=X-4 ,kun x<-2
2
1
f(X)=3=x+3 ,kun-2<x<0
3 ,kun x>0
b)

5 Jkun x < -2
f(X)=4—x+3 ,kun-2<x<2
1x Jkun x > 2

2
129.

Laskuvarjohyppadjan nopeuden vaihtelut lentokoneesta hypéttya on esitetty kuvaajassa. Nopeus on
ilmoitettu ajan funktiona. Kuvaile sanoin mitd missékin vaiheessa tapahtuu.

nopeus [mis]
ol H

40 1
30
20 ~

10 1

0 , , , , , , \

0 5 10 15 20 25 30 35 atka [s]
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130.

Polkupyodramatkan pituus on 60 km. Alkumatka, 45 km, ajetaan nopeudella 14 km/h ja loppumatka
nopeudella 18 km/h. Maarita funktion t = t(s) lauseke, jossa t on aika (tunteina), joka on kéytetty,
kun on poljettu matka s, 0 <s <60. Piirr& funktion t(s) kuvaaja. (yo kevat 1996)
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7. Havainnoista funktioksi*

Maailmaa hallitsevat yksinkertaiset matemaattiset lait ja matemaattisia kayrié esiintyy lahes kaikki-
alla. Tieteellinen keksiminen on itse asiassa matemaattisten yhtaldiden I6ytamista erilaisten kokei-
den avulla. Mittauksia tehdaan muuttelemalla eri suureiden arvoja ja sijoittamalla ndma havainto-
pisteet koordinaatistoon. Tiedemies kokee onnistumisen, jos matemaattinen kayra sopii hyvin ha-
vaintopisteisiin. Kayran 16ytyminen on merkki siité, ettd tutkittujen suureiden valille voidaan kir-
joittaa matemaattinen yhtalo. Joskus kuvaajista tulee sellaisia, etta on syyté kayttaa paloittain maari-
tettyja funktioita kayttaytymista kuvaavan yhtalon I0ytamiseksi. Yleensd tiedetdan etukéteen minka-
lainen funktiotyyppi havaintopisteikkd6n sopii.

Esimerkki 1.

Tutkitaan kédvelijan kulkemaa matkaa ajan funktiona. Mitataan kuljettu matka sekunnin vélein ja
sijoitetaan havaintopisteet aika, matka —koordinaatistoon.

matka [m] matla [m]
. OIE : VRN
/
1a [
. //
8 / 2 A
f ; & /)
4 4
/£
2
: 4 , o
1 y 3 4 5 6 atka [s] 1 2 3 4 5 6 aka [2]

Havaintopisteet nayttdvat osuvan hyvin origon kautta kulkevalle suoralle, joten piirretddn suora
havaintopisteiden valiin siten, ettd suoran molemmille puolille j&a yht& paljon havaintopisteitd. Mit-
tauksissa esiintyy aina virheitd ja jos joku mittauspiste poikkeaa huomattavasti muista pisteista,
voidaan se tulkita virheelliseksi ja jattdad huomioimatta funktiota sovitettaessa. Tassa kaikki havain-
topisteet voidaan kuitenkin todeta onnistuneiksi mittauksiksi.

Pisteita ei siis yhdisteta tarkasti toisiinsa, kuten yll4 olevassa VAARIN —kuvassa on tehty. Talloin-
h&n muodostettaisiin joukko paloittain maariteltyja funktioita, joiden kaytto ei tdssé tarkoituksessa
ole mielekastd. Kavelijan nopeus luonnollisesti vaihtelee, mutta tasta aiheutuvan virheen funktion
lausekkeeseen saadaan poistettua siten, ettd suora todellakin sijoitetaan havaintopisteiden valiin.

Merkitdan aikaa x:11a ja matkaa y:114. VValitaan suoralta kaksi pistettd yhtalon kulmakertoimen méaa-
rittdmiseksi. Olkoon ndmé origo (0, 0) ja piste (3, 6). Kulmakertoimeksi saadaan
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Sijoitetaan kulmakerroin ja piste (0, 0) suoran yhtaloon, jolloin saadaan

y—0=2(x-0)
y=2X

Esimerkissd 1 muodostettiin tasaisen liikkeen yhtalo matka = nopeus -aika. Yhtalod kéytetaan

kaikkialla, sitd enempad kyseenalaistamatta. Ennen kuin tdma yhtalo hyvéksyttiin yleisesti, joutui-
vat tiedemiehet tekemdaén valtavan maaran mittauksia ja matemaattisten funktioiden sovituksia.
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Tehtavia

131
Sovita seuraaviin mittapisteisiin suorat, jos se on mahdollista.

A E iZ D

132.

Oheisessa taulukossa on oppilaiden kdyttdma aika matematiikan laskujen laskemiseen ennen koetta
ja kokeesta saatu arvosana. Tutki pystytkd méaarittaméan funktiota, jolla voisi laskea odotettavissa
olevan arvosanan laskemiseen kéytettyjen tuntien perusteella.

oppilas | kaytetty aika [h] | arvosana

Jonne 0 6+
Laura 0,5 5+
Ville 1 7
Jenny 15 10
Tea 2,5 8-
Jyri 3,5 8
Simo 4,5 10
Saana 5 9
133.

Tiedetadn, etta tutkittavat suureet riippuvat lineaarisesti toisistaan ja kyseessa voi olla myos paloit-
tain méaaritelty funktio. Tee pistejoukkoon sovitus edellisten olettamusten perusteella.

134.
Tiedetddn ainoastaan, ettei kyseessa voi olla paloittain mééritelty funktio. Minkélaisen funktiosovi-
tuksen tekisit ndiden tietojen pohjalta pistejoukkoon?
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135.
Sijoita koordinaatistoon luokan oppilaiden pituudet ja kengdnnumerot. Saatko sovitettua havainto-
pisteisiin suoran?

136.

Sijoita koordinaatistoon luokan oppilaiden pituus ja sylin leveys (oikean kaden keskisormesta va-
semman kaden keskisormeen) senttimetrin tarkkuudella. Saatko maaritettya funktion, jolla voi pi-
tuuden perusteella maarittaa sylin leveyden? Pohtikaa yhdessd, misté voi aiheutua mittausvirheita.

137.
Tutkikaa ryhmissé, saatteko méaéritettya funktiota pituuden ja jonkin muun ruumiinosan vélille.

138.

Taulukossa on esitetty pohjoisen pallospuoliskon kymmenen kaupungin sijainti leveyspiirilld ja
keskiméaardinen maksimilampétila.

a) Sovita havaintopisteikk66n suora.

b) Muodosta suoran yhtélo.

c) Arvioi yhtélon avulla kotikaupunkisi lampdtila.

kaupunki leveyspiiri [°] lampatila [°C]
Casablanca 34 22
Dublin 53 13
Hong Kong 22 25
Istanbul 41 18
Manila 15 32
Oslo 60 10
Pariisi 49 15

139.

Taulukossa on esitetty maailman kaupunkeja, niiden korkeus merenpinnasta ja keskimaaréinen hei-
nakuun maksimi- ja minimil&mpatilat. Mieti millainen funktio havaintopistekkdon kannattaa sovit-
taa. Perustele vastauksesi.

kaupunki, maa korkeus merenpin- | maksimilampotila | minimilampdotila
nasta [m] [°C] [°C]
Amsterdam, Alan- 2 21 15
komaat
Ateena, Kreikka 105 32 22
Bangkok, Thaimaa 16 32 24
Bogota, Kolumbia 2507 18 10
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Mumbay, Intia 8 31 24
Kairo, Egypti 114 36 21
Caracas, Venezuela 1025 26 16
Dublin, Irlanti 47 19 11
Jerusalem, Israel 796 31 17
Reykjavik, Islanti 28 14 9
Rooma, Italia 113 31 18
Tokio, Japani 6 28 21
140.

Kalatalouden keskusliiton julkaisussa on mainintoja eri-ikéisten haukien pituuksista. Jos kasvuolot
ovat hyvét, on vuoden ikdisen hauen pituus meilld 15 cm, 3-vuotiaan 37 cm, 4-vuotiaan 47 cm, 5-
vuotiaan 52 cm, 6-vuotiaan 60 cm, 7-vuotiaan 70 cm ja 8-vuotiaan 76 cm. Piirrd hauen pituutta ku-
vaava kayrd. Minkalainen kasvumalli néyttdisi sopivan parhaiten hauen pituudelle? Kuinka pitka
olisi timan mallin mukaan hauki 2-vuotiaana ja 12-vuotiaana? (yo syksy 1993)
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Fibonaccin lukujono

Fibonacci eli Leonardo Pisalainen oli italialainen matemaatikko ja kauppias, joka eli vuoden 1200
tienoilla. Han on keskiajan tunnetuimpia eurooppalaisia matemaatikkoja. Fibonacci pohdiskeli seu-
raavanlaista ongelmaa:

Vuoden alussa aitauksessa on vastasyntynyt kanipari. Kaniparit synnyttavat kahden kuukauden iésté
lahtien kuukauden valein yhden naaraan ja yhden uroksen, jotka kaikki jatkavat lisaantymistaan
samalla tavalla. Montako kaniparia on vuoden kuluttua?

Ensimmaisen kuukauden alussa on yksi kanipari ja samoin toisen kuukauden alussa on yksi kanipa-
ri. Kolmannen kuukauden alussa kanipari synnyttd4 uuden kaniparin, joten kanipareja on nyt kaksi.
Ensimmainen kanipari synnyttda taas neljannen kuukauden alussa, joten kanipareja on nyt kolme.
Viidennen kuukauden alussa sekd ensimmadinen ettd toinen kanipari synnyttavét uuden parin, joten
kanipareja on silloin viisi jne. Nain jatkaen kanipareja on 12. kuukauden alussa 144.

] |
v
R E

— 1 :
BB L W S W

Kaniparien lukumé&érasta muodostuu Fibonaccin lukujono, jossa kaksi ensimmaistd lukua ovat yk-
kosia ja muut luvut saadaan laskemalla kaksi edellistd lukua yhteen. Kaksitoista ensimmaista Fi-
bonaccin lukujonon lukuja ovat siis 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 ja 144.

Fibonaccin lukujonon luvut esiintyvat luonnossa monissa yhteyksissé. Jo itse Fibonacci havaitsi
aikanaan, ettd kukkien teralehtien lukumaéara on yleenséa jokin lukujonon luvuista. Esimerkiksi péi-
véankakkaralla voi olla 34, 55 tai jopa 89 terélehted. Lisdksi monien kasvien lehtikiehkurassa kahden
perakkéisen lehden suuntien erotus on 3/5 taydesta kierroksesta.
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8.  Lukujonoja

Kun lukuja asetetaan perakkain pilkuilla erotettuina, muodostuu lukujono. Lukujono voi olla p&ét-
tyva tai paattymaton. Paattyméattdméan jonon lopussa on kolme pistetta.

Lukujonon 1, 4, 7, 10, 13,... seuraavat luvut ovat helposti pddteltavissd, silld ne muodostuvat tietyn
saanndn mukaan.

Lukujono (a,) on luvuista muodostuva jono, joka voidaan esittéa luettelona

a,, a,, a,, ..., Missé jonon jasenia sanotaan termeiksi tai alkioiksi.

Luku a; on lukujonon 1. termi ja a, on sen 2. termi jne. Lukujonon termid, jonka
jarjestysluku on n, sanotaan sen yleiseksi termiksi, ja sitd merkitaén a,.

Lukujono voidaan ajatella funktiona, jonka méérittelyjoukko on {1, 2, 3, ..., n} ja arvojoukko {f(1),
f(2), f(3), ..., f(n)}. Lukujonon termit voidaan siten luetella sijoittamalla funktioon muuttujan pai-
kalle termin jarjestysnumero. Yleisesti lukujonoissa kéaytetddn muuttujana kirjainta n.

Lukujono muodostuu yleensa tietyn sadnnén mukaan, jolloin termin jarjestysluvun n avulla saadaan
itse termi. Saénto voidaan usein tulkita positiivisten kokonaislukujen 1, 2, 3, 4, ... ja jonon termien
valiseksi funktioksi f(n) = aj.

funlttio b kuvaus

Esimerkki 1.

Méaéritetadn lukujonon kolme ensimmaisté termid ja 15. termi, kun yleinen termion a, =3+ 2n.

n kuvaa termin jarjestyslukua, joten ensimmaéinen termi saadaan, kun luvun n paikalle sijoitetaan 1
jne.

a=3+2-1=5
a,=3+2-2=7
a,=3+2-3=9

a, =3+2-15=33
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Esimerkki 2.

Mika on lukujonon sadas termi?

1 4 7 10 13 .. 7?7
1. 2 3 4 5. 100.
Ratkaisu:

Lukujonon seuraava termi saadaan lisadmalla edelliseen termiin luku kolme. Olisi kovin tyolasta
selvittaa vastaus kdymalla lapi kaikki sata termid. Onkin I6ydettavissé saantd, miten lukujonon ter-
mit muodostuvat. Sadnndssé hyddynnetéan termin jarjestysnumeroa. Paattelyn apuna voidaan kayt-
taa funktiokonetta, joka muodostaa kuvaukset seuraavasti:

151
24
3>7
4 —-10
5—13

Yleisesti toimintatapa voidaan esittdd muodossa n—>3n—2 eli lukujonon yleinen termi on
a, =3n—2. Sadas termi on talloin 3-100—2 =298.

Vastaus: 100. termi on 298
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Tehtavia

141.

Kirjoita lukujonon seuraavat viisi termid, kun ensimmaéinen termi on 1 ja muut muodostuvat seuraa-
vien saantdjen mukaan.

a) Lisééa edelliseen termiin 3.

b) Kerro edellinen termi kahdella.

c) Lisééa edelliseen termiin -4.

d) Kerro edellinen termi luvulla -1 ja lisaa 3.

142.

Kirjoita lukujonon kolme seuraavaa lukua.
a) 3,10, 17,24, ..

b) 60, 54, 48, 42, ...

c) 2,8,32,128, ..

d) 729,243,81, 27, ...

143.

Kirjoita lukujonon nelja seuraavaa parillista lukua
a) 6, ...

b) 30, ...

c) 78, ..

144,

Kirjoita lukujonon nelja seuraavaa paritonta lukua
a) 3,..

b) 67;...

c) 99, ..

145,

For the following number sequences, write the next three numbers.
a) 1,10, 100, 1000, ...

b) 31,29, 27, 25, ...

c) 1,4,16,64,..

d) 2,4,8,16 ...

146.

Lukujonon ensimmadinen luku ja saantd on annettu, kirjoita lukujonon kolme seuraavaa termié.
a) 160 (jaa kahdella).

b) 6 (kerro kolmella)

c) 2 (kerro neljalld ja vahenna kolme)

d) 5 (kerro kahdella ja vahenna neljd)

147.

Montako ympyraa on

a) viidennessa

b) kuudennessa kuviossa?

0 & B
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148.
Lukujono maéritella&n yleisen termin a, = 5n — 2 avulla. Luettele lukujonon viisi ensimmaista ter-
mid.

149.
Maérita lukujonon a, = 1 + 2" kolme ensimmaista termia ja kymmenes termi.

150.

Kirjoita lukujonon kolme seuraavaa termia ja sdant6 kuinka lukujono on muodostettu.
a) 5,8,11, 14, ...

b) 4,40, 400, 4000, ...

c) 3200, 1600, 800, 400, ...

d) 2,4,8,16,..

151.
Kopio taulukko vihkoosi ja tdydennd puuttuvat luvut.
1 2 3 4 5 n
4 7 3n+1

152,

Write 4 consecutive even numbers beginning with
a) 10, ...

b) 28, ...

c) 98, ..

153.

Write 4 consecutive odd numbers beginning with
a) 9, ..

b) 55, ...

c) 101, ..

soveltavat tehtéwat

154.

Montako ympyraa on

a) viidennessa

b) kymmenennesséa kuviossa

c) kuviossa, jonka jarjestysluku on n?

Yy

155.
Mitka ovat lukujonojen puuttuvat termit?
a) 2,6, , ,18,22,..
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b) 1,2,4, ,16,
c) 1,2, ,5 13,
d) 1,4,9,_,25 _,
156.

Luettele Fibonaccin lukujonon 20 ensimmaista termia.

157.

Lukujonon termit muodostuvat oheisen sdannon mukaan, Jos edellinen termi on parillinen, jaa se
kahdella. Jos edellinen termi on pariton, kerro se kolmella ja véhenné siitd yksi.” Kirjoita lukujonon
kolme seuraavaa termid, kun viisi ensimmaisté termié ovat 14, 7, 20, 10, 5.

158.

Lukujonon nelja ensimmadista lukua ovat 5, 6, 7 ja 8. Maarita lukujonon
a) 10000.

b) yleinen termi.

159.

Kirjoita lukujonon =, 1, g 2, g,...viisi seuraavaa termié ja paattele, mika on lukujonon 160. ter-

N~

mi

160.

Mika on lukujonon 4, 9, 14, 19, 24, ...
a) seuraava

b) 300.

c) yleinen termi?

161.
Yksi nelio muodostetaan neljalla tulitikulla. Kuinka monta tulitikkua tarvitaan, jos vierekkaisia ne-
lioita tehddén
a) 5

‘ |

b) 10
c) 50
d) n kappaletta?

162.

Yksi kolmio muodostetaan kolmella tulitikulla. Montako tulitikkua tarvitaan, jos vierekkaisia kol-
mioita tehd&an

a) 5

b) 10
c) 50 1Ly 2./ 3
d) n kappaletta?

163.
Aita rakennetaan kuvan mukaisesti pystypuista ja vaakasuorista lankuista. Jos aita on 25 m pitka,
kuinka monta

a) pystypuuta
b) vaakasuoraa lankkua siind on?
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164.
In the following sequence, what is the 200" term? Find also the general term of a sequence.

1 4 9 16 25 .. ?

st Ind 3rd  dth Sth 200tk
165.
a) Mika seuraavista lausekkeista ilmaisee nelididen lukumaaran, kun n on kuvion jarjestysluku?
|
. . SO P,
| H BB H B B B BH w4 4 2?‘2+4
m ] dp -3
|
1 2. 3.

b) Laske kaavan avulla, montako palloa on kuviossa, jonka jérjestysluku on 5. Tarkista piirtdmalla.

166.
Find the 200th term of the sequence 2, 4, 6, 8, ...
167.
1 1 [ I
Pisteiden lulumasra 4 [ 8 10
Melhoiden lulnimasra 1 2 3 4

Mika on pisteiden lukumaarg, jos nelidita on
a) 5
b) 6
c) 8
d) n?

168.
Kopio taulukko vihkoosi ja tdydenna.
1 2 3 4 5 n
5 8 11 14
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169.

sss

e Sas

L se Sas
1 2. 3.

a) Extend this pattern by two more terms.
b) Why are these called square numbers?
c) What is the 8th square number?

170.
Alla olevaa kuviota sanotaan Pascalin kolmioksi.
Eiw Lukjen summa
| | | 2
2 | 2 1 4
3 I 3 3 | 8
4 1 4 ¥ 4 1 16
5 | 5 10 10 5 | 32
6 — — — — — —

T

a) Kopio kuvio vihkoosi ja tdydenna puuttuvat luvut.

b) Mika on lukujen summa rivilla 10?

c) Mika on lukujen summa rivilla n?

d) Alla on Pascalin kolmion rivit 11 ja 12. Kopio vihkoosi ja tdydenna puuttuvat luvut.

Eawn
11 111 55 - - -

12 1 12 66 220 495 792 024 792 495 220 66 12 1

wvaativat tehtévat

171.
Oletetaan, ettd vuoden alussa on kaksi vastasyntynyttd kaniparia ja ne lisaantyvat Fibonaccin luku-

jonon mukaisesti. Montako kaniparia on

a) 3.

b) 4.

¢) 12. kuukauden alussa?

172.

Kopio taulukko vihkoosi ja tdydenna.

1 2 3 4 5 6 n
1 4 9 n’
0 3 8 15
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4 |9 [16 | | | | | |

173.

Julius haluaa rakentaa 2 metrin korkuisen aidan. Aitaelementin leveys on 1 m ja korkeus 2 m. Jos
héanelld on kaytdssaan vain yksi elementti, voi sen asettaa vain yhdella tavalla. Kahdesta elementisté
han sen sijaan voi sen sijaan tehda 2 metrin korkuisen aidan kahdella eri tavalla ja kolmesta elemen-
tist4 kolmella eri tavalla.

3

Monellako eri tavalla Julius voi asetella elementit, jos niita on
a) 4 kpl (piirra kuva eri vaihtoehdoista)

b) 5 kpl

c) 6kpl

d) 19 kpl?

174.
Puutarhuri istuttaa omenapuita nelion muotoon. Liséksi han istuttaa havupuita omenatarhan ympa-

rille suojatakseen puita tuulelta. Tilanteesta on esitetty seuraavat kuvat, joissa n kuvaa omenapuiden
rivien lukumaaraa.

= n=2 n=3 n=4
X X X XX XXX X XXX XXX XX XXXXXXX
X ® X Xe ® X Xe ] ® X Xe ® ® e X
X X X X X X X X X
Xe ® X Xe Q ® X Xe -] ® ® X
X X X XX X X X X
X e -] ® X Xe a ® ® X
X XXX XXX X X
X = havupuu X ® ° ° ® X
® = omenapuu XX XXX XXXX

Taydennd seuraava taulukko kuvan avulla:

n | Omenapuiden lukuméara | Havupuiden lukuméaara
1 8
4

QW

Jos puutarhuri laajentaa omenatarhaansa, kasvaako nopeammin omenapuiden lukumaaré vai havu-
puiden lukumé&ara? Selitd, miten paattelit vastauksen. (Lahde: Kansainvélinen oppimistulosten arvi-
ointiohjelma, Pisa)
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9.  Aritmeettinen lukujono

Lukujono on kasvava, jos jokainen termi on suurempi tai yht& suuri kuin edellinen ja lukujono on
vaheneva, jos jokainen termi on pienempi tai yhta suuri kuin edellinen.

Luonnollisten lukujen joukko {0, 1, 2, 3, ...} on esimerkki kasvavasta lukujonosta. Siiné kukin ter-
mi saadaan lisdédmaélla edelliseen luku 1. Téallaista jonoa, jossa termi saadaan edellisesta lisadmalla
sithen sama vakio, sanotaan aritmeettiseksi lukujonoksi.

Tutkitaan miten aritmeettisen lukujonon yleinen termi a, maaraytyy lukujonon ensimmaéisen termin
a; ja vakion d avulla

+d +d +4

AT Ty -
@y dy .. d,y o,
a,=a, +d

a,=a,+d=a +d+d=a +2d
a,=a,+d=a +2d+d=a, +3d
a,=a +(n-1d

Aritmeettisessa lukujonossa kahden perdkkéisen termin erotus on vakio. Aritmeettisen luku-
jonon yleinen termi on
a,=a, +(n-1d,

missé a; on lukujonon ensimmainen termi ja d erotusluku.

Esimerkki 1.

Luvulla 10 jaolliset luonnolliset luvut muodostavat aritmeettisen lukujonon (0, 10, 20, 30,...). Ero-
tusluku d on 10 ja yleinen termi on

a, =0+(n-1)10
=10n-10.

Esimerkki 2.

Oskari aloittaa saastamisen tablettitietokonetta varten. Hanelld on sédstossd valmiiksi jo 100 € ja
joka viikko hédn laittaa sdéstoon 8 €. Lasketaan, paljonko rahaa Oskarilla on 20 viikon jélkeen.
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Kyseessa on aritmeettinen lukujono, jonka ensimmainen termi on a; = 100 ja erotusluku d = 8.
Néiden avulla saadaan lukujonon yleinen termi

a, =100+ (n—1)-8
~100+8n-8
=92+8n,

jonka avulla voidaan laskea lukujonon 20. termi
a, =92+8-20=252.

Vastaus: Rahaa on sddstossd 20 viikon kuluttua 252 €.
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Tehtavia

175.

Mitké lukujonoista ovat aritmeettisia?
a) 3,8, 10,34, ...

b) 1,2,4,7,11, ...

c) 1,5,9,13, ...

d) -1,-4,-7,-10, ...

176.
Maaritd jonon termit ay, az, as, a4 ja as, kun jonon yleinen termi on
a) a,=2n+1

b) a,=n*-2

177.
Laske lukujonon a, =1,a, =1 a, =a, , +4a,_,, kun n > 3 kahdeksan ensimmaista termia. Mika lu-
kujono on kyseessa?

178.
Keksi kaksi aritmeettista lukujonoa ja laske kummastakin viisi ensimmaista termié.

179.
Voiko lukujono olla aritmeettinen, jos lukujono ei ole vaheneva eika kasvava?

180.

Mika on lukujonon 8, 12, 16, ..
a) erotusluku

b) kymmenes termi

c) sadas termi?

181.

Mika on lukujonon 6, 2, -2, -6, ..
a) erotusluku

b) n:stermi?

182.
Kirjoita aritmeettisen jonon nelja seuraavaa termid, kun jonon ensimmaisen termi on 4 ja erotusluku
don
a) 2
b) -3
1
C J—
) 2

183.
Ovatko edellisen tehtdvan lukujonot kasvavia vai véhenevia?

184.
Mika on aritmeettisten lukujonojen erotusluvut?
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a) 1,2,3,4,5, ...
b) 0,5, 10, 15, 20, ...
) -1,-3,-5,-7,-9, ...

185.
Muodosta edellisen tehtavan lukujonojen yleiset termit.

186.
Onko Fibonaccin lukujono
a) aritmeettinen?
b) kasvava vai vahenevé lukujono?

187.
Mika on lukujonon X, 2x, 3X, ... kuudeskymmenes termi?

soveltavat tehtéwat

188.
Monesko termi luku 213 on aritmeettisessa lukujonossa a, =4n+5?

189.
Mitka ovat lukujonojen kolme seuraavaa termia?
Q) X—VY,X X+VY,..

b) (x+3y), (x+Y),(x=y)

190.
Pauliina ja Jukka sadstdvat rahaa Brasilian matkaa varten. He laittavat joka kuukausi s&&stoon 250
€. Paljonko heilld on rahaa sdéstdssd 9 kuukauden sddstamisen jilkeen?

191.
Aritmeettisen lukujonon 2, 4, 6,... eréds termi on 50. Miki on kyseisen termin jarjestysnumero n?

192.

Letkajenkkaa tanssitaan jonomuodostelmassa niin, etta tehdaan hyppy eteen, hyppy taakse ja kolme
hyppya eteenpéin. Montako hyppya vaaditaan, etté letkajenkassa on kuljettu 17,40 metrin mittainen
matka, jos yhden hypyn mitta on 30 cm?

193.
Aritmeettisen jonon ensimmainen termi on 4 ja toinen 8. Maaritd jonon kahdeksas ja yhdeksas ter-
mi. Onko jono kasvava vai vaheneva?

194.
Lukusuoran pisteet ovat tasaisin vélimatkoin. Mik& luvun on x:n paikalla?
X
2 3

195.
Aseta lukujen 7 ja 28 véliin kuusi lukua siten, ettd ne muodostavat aritmeettisen jonon.
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196.
Jos tan&an on perjantai, mik& péiva on 10001 yon kuluttua?

waatrvat tehtavat

197.
Maarita lausekkeen a ’ —a
lukujono.

a, , arvo n:n arvolla 4, kun lukujonona a;, ay, as, ... on Fibonaccin

n+1

198.
Montako seitsemélla jaollista lukua on luonnollisten lukujen joukossa 1, 2, 3, 4, ..., 1000?

199.
Todista, etté aritmeettisessa lukujonossa on jokainen termi viereisten termiensa keskiarvo.

200.

Katso taulukko-osiosta miten lasketaan aritmeettisen lukujonon termien summa. Laske summat.
a) 1+2+3+...+100

b) 5+10+15+...+50

201.
Kuinka monta prosenttia suurempi on aritmeettisen lukujonon 2, 4, 6, 8§, ...
999 ensimmadisen termin summa kuin sen 888 ensimmaisen termin summa? (yo kevét 2002)

202.

Kymmenen kilometrin valtatieosuudella pystytetdan valaisinpylvadt 50 metrin vélein. Urakoitsija
hakee autolla kolme pylvasta kerrallaan varastosta, kuljettaa pylvaat oikeille paikoille ja lahtee ha-
kemaan seuraavaa erdd. Varasto sijaitsee saman tien varressa kaksi kilometrid ennen valaistavan
osuuden alkua. Tyo alkaa varastolta ja paattyy sinne. Kuinka pitkan matkan urakoitsija joutuu siir-
totydssa vahintaan ajamaan? (yo kevat 1999)
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10. Geometrinen lukujono

Lukujono 1, 2, 4, 8, 16, 32, ... on esimerkki geometrisesta lukujonosta. Siind kukin termi saadaan
kertomalla edellinen luvulla 2. Tallaista jonoa, jossa termi saadaan edellisesta kertomalla se samalla
vakiolla, sanotaan geometriseksi lukujonoksi.

Tarkastellaan geometrisen lukujonon yleisen termin a, esittamista lukujonon ensimmaisen termin a;
javakion q avulla

g 4 g
ATy T Ty ATy
oy dy  dy By

a, =aq,q

a; =a,q=a,4q9 = alq2
a, =a,0 =a,qqq = a,q°
a, = alqn_l

Geometrisessa lukujonossa kahden perakkaisen termin suhde on vakio. Geometrisen jo-
non yleinen termi on

a, = alqnil’

missa a; on lukujonon ensimmaéinen termi ja g suhdeluku.

Esimerkki 1.

Bakteerit lisadntyvat jakautumalla kahtia. Eraitd bakteereja on aluksi 10 kpl ja niiden lukumé&é&ra
kaksinkertaistuu tunnin valein. Bakteerin lukum&&raé voidaan kuvata lukujonon avulla

10, 20, 40, 80, 160, ...
Kyseessa on geometrinen lukujono, jonka ensimmaéinen termi on a; = 10 ja suhdeluku q = 2.

a) Muodostetaan lukujonon yleinen termi
a,=10-2""*

b) Lasketaan, paljonko bakteereita on 20 tunnin kuluttua
a,, =10-2%"1 =5242880
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Esimerkki 2.

Heikki talletti tililleen 1500 €. Tilin vuotuinen korko oli 3,0 %, joten jokaisena vuonna talletus kas-
vaa 1,03-kertaiseksi. Tililla oleva rahamaaré voidaan kuvata geometrisena jonona

1500 €-1,03, 1500€-1,03%, 1500€-1,03°%, 1500€-1,03*, ..., 1500 €-1,03"
Lukujonon ensimmadinen termi on a; = 1500 € -1,03=1545 € ja suhdeluku q = 1,03.

a) Muodostetaan lukujonon yleinen termi
a, =1545€-1,03"".

b) Lasketaan, paljonko Heikill4 on s&&st6ja 10 vuoden kuluttua
a,, =1545€-1,03"" = 2015,87 €.

64



Tehtavia

203.
Kirjoita geometrisen jonon nelja seuraavaa termid, kun jonon ensimmaisen termi on 6 ja suhdeluku
gon
a) 4
b) -2
1

C) -3

3
d)y =2
)4

204.

Mika on geometrisen jonon suhdeluku g?
a) 1,3,9,27,...

b) 2,4,8, 16, ...

1 1
c) —, — ..
2 16

Al
|-

205.
Maarita edellisen tehtavén lukujonojen yleiset termit.

206.
Geometrisen jonon ensimmaéinen termi on -1 ja suhdeluku -1. M&&rita lukujonon 99. ja 100. termi.

207.

Onko lukujono geometrinen vai aritmeettinen?
a) 8,24,72,216, ...

b) 5, -15, 45, -135, ...

c) 23,26,29,32, ...

d) -2,-4,-6,-8, ...

e) llgiil]'%)"'
5 5 5 5

208.
Voiko lukujono olla geometrinen, jos lukujono ei ole vaheneva eiké kasvava?

200.
Voiko lukujono olla sek& aritmeettinen ettd geometrinen?

210.

Méérita geometrisen jonon suhdeluku g.
a) 10,40, 160, 640, ...

p 1 L1

2 6 18 54

c) 3a,3a’,3a° 3a’,..

211.
Maérita lukujonon 1, x, X%, x®, ... kahdeskymmenes termi.
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212.

Geometrisen jonon kaksi ensimmaisté termia ovat Eja 2. Méérita lukujonon 4. ja 8. termi.

soveltavat tehtémat

213.
Geometrisen jonon ensimmaéinen termi on 6 ja suhdeluku 4. Mé&arité lukujonon 7. termi.

214,
Geometrisen jonon kaksi ensimmaisté termid ovat -3 ja 4. Madrita lukujonon 3. ja 6. termi.

215.
Geometrisen jonon toinen termi on 7 ja suhdeluku 3. Maérita lukujonon 1. ja 9. termi.

216.

Miten suureksi 1000 euron talletus kasvaa neljassé vuodessa, kun vuosikorko on 6 % ja korko lisa-
tddn pddomaan

a) vuosittain

b) puolivuosittain?

217.
Geometrisen jonon ensimmainen termi on 6 ja neljas termi 750. Méaérita jonon suhdeluku.

218.
Iimoita geometrisen jonon 5. termi, kun jonon ensimmaéinen termi on 24 ja suhdeluku 1,5.

wvaatrvat tehtavat

219.
Mika on muuttujan x oltava, jotta lukujono X, X+ 8, 2x —14 olisi

a) aritmeettinen
b) geometrinen? (Taman tehtévan ratkaisemiseksi 16ydat apua taulukko-osiosta.)

220.
Katso taulukko-osiosta miten lasketaan geometrisen lukujonon termien summa. Laske lukujonojen
kymmenen ensimmaisen termin summa.

a) 1,2,4,8, ...
b) 5,10, 20, 40, ...
221.

Maérita x, kun lukujono 1, x, 9, ... on
a) aritmeettinen
b) geometrinen
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222.
Bakteeri jakautuu 15 minuutin valein. Montako bakteeria on kuuden tunnin kuluttua, kun alussa on
viisi bakteeria?

223.

Kulutus- ym. tottumuksen liittyvat ikékauteen. Tutkimusta varten valittiin viisi ikdluokkaa, joista
ensimmaisen muodostavat 1-vuotiaat ja viimeisen 81-vuotiaat. Miten luokat valittiin, kun ik&porras-
tus suoritetaan

a) lineraarisen mallin (aritmeettisen lukujonon)

b) eksponentiaalisen mallin (geometrisen lukujonon) mukaan? (yo syksy 1993)

224,

Hirsirakennuksen pysyttdja ilmoittaa seinien painuvan kokoon ensimmaéisena vuotena 1 % korkeu-
desta ja kunakin seuraavana vuotena 60 % edellisen vuoden painumasta. VVoiko vastavalmistunee-
seen hirsirakennuksen 270 cm korkeaan huoneeseen huoletta pystyttdd 262 cm korkean kaapin? (yo
syksy 1998)

225.

Uutta pesukonemallia Suomeen tuova yritys sai joulukuussa 2000 myydyksi 470 pesukonetta. Yri-
tys sai mainostajalta tarjouksen, jossa luvattiin mainostamisen lisddvan myyntid vuoden 2001 alusta
lahtien 25 % edelliseen kuukauteen verrattuna joka kuukausi kahden vuoden ajan.

a) Kuinka monta pesukonetta yritys myisi tarjouksen mukaan vuoden 2001 kesakuussa?

b) Kuinka monta konetta myynti olisi koko kahden vuoden aikana? (yo kevat 2002)
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11. 'YhtélOpari ja sen ratkaiseminen graafisesti

Esimerkki 1.

Maaritetddn suoran y = 2x + 2 ja x-akselin leikkauspiste graafisesti.
y=2x+2

2
ledkdlranspist /

-3 -2 -1 1 2 3
2 A

4

Kuvaajasta ndhdaan ettd suoran ja x-akselin leikkauspiste on x = -1.

Laskennallisesti leikkauspiste 10ytyy ratkaisemalla yhtalé 2x+2 =0. Tutkitaan tarkemmin, miten
yhtdlé 2x+2 =0 on muodostunut.

Arnnetun suoran yhtdld on xalezeln yhtald on
y=2x+2 y=0

N

Molemtrsta léytyy 3, joten yhtalét vordaan yhedistaa,
2x+2=y=10

Kyseessa on kahden yhtalon yhdistdminen eli yhtalopari, joka yleensa esitetdédn muodossa
y=2X+2
y=0

Kahden suoran leikkauspisteen etsiminen tarkoittaa siis kyseisten yhtaldiden muodostaman yhtélo-
parin ratkaisemista. Yhtaldparin ratkaisuna saadaan ne pisteet, jotka antava saman tuloksen sijoitet-
tiinpa ne kumpaan yhtéloparin yhtaloon tahansa. Leikkauspisteiden koordinaattien maarittdminen
graafisesti on aina yhtaloparin likimaaréinen ratkaisu. Tarkat arvot muuttujille saadaan ainoastaan
laskemalla.
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— Thtalépann graatinen ratkaisu

®  Eirjoitetaan vhtalét vleisessd muodossa
FPiirretédan molempien vhtaldiden kuvaajat samaan koordinaatistoon.

®*  Eatkaisu léytyy kuvaajien leikkauspisteesta.

Kaikilla yhtélopareilla ei ole ratkaisua, joillakin voi niita puolestaan olla aarettéman monta.

R Josz kalta suoraa

® leiklaavat toisensa, yhtaléparilla on vl ratlaisu.
ovat vhdensuuntaizset, vhtaléparilla e1 ole ratkaisua.

®*  vhtyvat, vhtaléparilla on &retén maara ratkaisuja.

Esimerkki 2.

: oo | X—2y=1 i
Ratkaistaan yhtalopari graafisesti.
X+2y=5

Muutetaan yhtal6t ensin yleiseen muotoon.

x—2y=1 ja x+2y=>5
—dy=-x+1 dy=-x+5
_].x 1 1 5
= - N )
i > > ¥ 2:: 5

Piirretddn suorat samaan koordinaatistoon ja maaritetadan niiden leikkauspiste.

Y

28 -
x—2y=

—
1

ledcauspiste (3, 1) —=

Vastaus: Yhtaloparin ratkaisu on x=3 jay = 1.
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Tehtavia

226.
Piirrd koordinaatistoon kaksi sellaista suoraa, jotka eivat leikkaa toisiansa.
2217.
Miten voit tarkistaa, ettd x =3 on esimerkin 1 yhtaloparin oikea ratkaisu?
228.
Muunna yhtél6t yleiseen muotoon.
5Xx+y=9
—-2y+4-8x=0
229.

Mika on suoran kulmakerroin ja missa pisteessa suora leikkaa y-akselin, kun suoran yhtal® on
a) y=x+4

b) y=2x-4
c) y=-5x+6
d) y=8x?
230.

Piirrd koordinaatistoon suora, joka leikkaa y-akselin pisteessé
a) (0, 3) ja jonka kulmakerroin on 1

b) (0, 0) ja jonka kulmakerroin on %

231.
Maarita edellisen tehtavén suorien yhtalot.

232.
Piirréd suora koordinaatistoon kulmakertoimen ja vakiotermin perusteella.
a) y=-X+3

1
b =—=-x-4
) Y 3

233.
Selvité piirtamalld suorieny = —x—6 ja y = x—2 leikkauspisteen koordinaatit.

234.

: s | Y=2X+2 —
Ratkaise yhtalépari graafisesti.

235.

Maérita piirtdmalld yhtaldiden 5x + 2y = 20 ja 2x — y = -1 maarédadmien suorien leikkauspisteen
a) x-koordinaatti

b) y-koordinaatti.
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236.

: i | XY N
Ratkaise yhtalopari fvet graafisesti.

237.
Miksi yhdensuuntaisten suorien yhtaléistd muodostuvalla yhtaloparilla ei ole ratkaisua?

238.
Anna esimerkki yhtéloparista, jolla on aareton méaara ratkaisuja.

239.

X—-2y+8=0 L
graafisesti.
2X—-y+1=0

Ratkaise yhtalopari {
240.
Osoita graafisesti, ettei suorat x+y—6=0 ja x+y—2=0 leikkaa toisiaan.

241.

=X—-4

Ratkaise yhtalopari {y 5 graafisesti.

242,

Ratkaise yhtalopari piirtamalla.
-X+y=-4
X-y=4

soveltavat tehtivat

243.
Milla x:n arvolla yhtéloilld y =—x+8 ja y = x+ 2 on sama ratkaisu?

244,
Paattele piirtaméttd, onko yhtaloparilla ratkaisua.
) 3X+4y-12=0

8y =—-6x+24

—4x+2y=17

2X—Yy=-2

{3x +12y =12

c)

x-y=1

245.
Maérita kuvassa oleva yhtalopari ja sen ratkaisu.
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246.
Maarita kuvassa oleva yhtalopari ja sen ratkaisu.

Er.l’\.
/

=

n-"-'l-\.\_\_\_Ht:J L

b H

wvaativat tehtavat

247.
Keksi yhtélopari, jonka ratkaisuon x =1 jay = 0.

248.

Keksi lukupareja, jotka toteuttavat yhtalon

a) x+y=1

b) x—y=3

Mika lukupari toteuttaa molempien kohtien yhtal6t?

249.

Korvaa tuntematon m jollakin luvulla siten, ettad yhtaloparilla
5x—-2y—-8=0

{10x -my+7=0

a) on ratkaisu

b) ei ole ratkaisua.

250.
Ratkaise yhtaléryhma graafisesti.
y+XxX=5
1
=—X+1
y 3

y+4=2x
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12. ‘Yhtéloparin ratkaiseminen laskemalla

Yhtéloparissa on yleensé kaksi tuntematonta. Yhtéloparin laskennallisia ratkaisutapoja on useita.
Yhteista kaikille tavoille kuitenkin on, etté toinen tuntemattomista poistetaan. Jaljelle pyritdan saa-
maan ainoastaan yksi yhtald, jossa on yksi muuttuja. Tama yhtélo ratkaistaan tavallisia yht&lon rat-
kaisusaantdja noudattaen. Kun saatu ratkaisu sijoitetaan jompaankumpaan alkuperaisen yhtaléparin
yhtaloistd, 10ydetadn toinen tuntemattomista.

—— Thtalépann ratkaiseminen sijoitusmenetelmalla

Eatkaistaan jommastakummasta vhtal $5t8 toinen muuttuja

Sijoitetaan saatu lavseke toiseen vhtaléén, jolledn saadaan vhden muuttujan
vhtal &

E atkaistaan vhtals,

Sijettetaan saatu arvo ensimim &sessa kohdassa muodostettuun vhtalésn ta
totseen alkuperdsistd vhtaléista ja rathaistaan toinen muuttuja.

®*  Tarlastetaan ratlkaisut sijoittam alla

Joskus helpoin tapa yhtalén toisen muuttujan eliminoimiseen on yhtéliden laskeminen puolittain
yhteen. Mitd enemmaén yhtéloparin ratkaisemista harjoittelee, sitd nopeammin oppii 16ytdmaan te-
hokkaimman ratkaisukeinon.

—— Thtaléparin ratk aizeminen elirminodmalla

®  Curretdfin tuntemattoman sisaltavat termit vhtalén vasemmealle puolelle ja
vakiot oikealle puclelle.

®  Eerrotaan toinen tal molemmat vhtalét tarvittaessa siten, ettd toiselle
muuttusta muodostuu muuten sama, mutta vastakkai smerkkinen kerroin.

® Tasketaan vhtalét puolittain vhteen.

®* Eatkaistaan jaljelle jaanvt vhtals.

® Toistetaan sama toiselle muunttujalle.

®*  Tarkistetaan ratkaisut sijoittamalla.
Esimerkki 1.

Ratkaistaan yhtélopari sijoitusmenetelmalla.
X+y=1
X—y=5

Ratkaistaan alemmasta yhtalosta y ja sijoitetaan y:n arvo ylempaan yhtaloon.
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sijottetaan ylempain vhtalson

r+ty=1
x—y=5 ratkeatstaan ¥y —= y=x-35

Saadaan yhtalo, jossa on muuttujana ainoastaan Xx.

x+zx-5=1

2x=1+5
=3

Sijoitetaan saatu arvo x = 3 yhtaléon y = x—5, josta ratkaistaan y = -2.
Tarkistus:
Sijoitetaan arvot yhtaloihin ja katsotaan toteutuvatko ne:
3+(-2)=1 ja 3—(-2)=5

Molemmat yhtalot pitdvat paikkaansa, joten ratkaisut ovat oikein.

Vastaus: x =3 jay =-2

Esimerkki 2.

Ratkaistaan yhtalopari eliminoimalla.
X+2y=1
X—2y=5

Eliminoidaan yhtélostd muuttujat y. Yhtaldissa on sama maard, mutta vastakkaismerkkisia muuttu-
jiay. Laskemalla yhtalot puolittain yhteen, sievenevat muuttujat y pois.

x+2y =1
4 lx-2y=5
x+Z2y+x-2y=1+5

2r=46
=3

Lasketaan molemmat puclet vhteen

Eliminoidaan yhtéldsta seuraavaksi muuttujat x. Jos ylempi yhtéaloisté kerrotaan luvulla -1 ja laske-
taan yhtélot yhteen, sievenevét muuttujat x pois.
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x+2y=1 |(-1)
x—2y=5

-—x-2y=-1
N x—2y=5
—x—2y+tx—-2y=-1+5

-4y =4
y=-1

Lasketaan molemmat puclet vhteen

Vastaus: x=3jay =-1

Esimerkki 3.

Ratkaistaan yhtalopari.
5x -2y =10
3X+4y=4

Yhtéloihin saadaan sama maard, mutta vastakkaismerkkisid, muuttujia y, jos ylempi yhtélo kerro-

taan kahdella.

Sx-2y=10 |2
dxt+dy =4

10x -4y =20
L |2xt+dy=4

Lasketaan molemmat puolet vhteen.

Nx—-4y+2x+4y=20+4

12x =24
x =2

Sijoitetaan saatu x:n arvo ylempaan yhtaloon ja ratkaistaan siitd y.

Sr2-2y=10
-2y =10-10
y=10

Vastaus: x=2jay=0.

Huom! Esimerkin 3 yhtaloparin ratkaisemisessa kaytettiin seka sijoitus- ettd eliminointimenetel-
maa.
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Tehtavia

251.
Onko x = 2 jay = 1 yhtal6parin ratkaisu?
3X+y=5
y+x=0
4x+y=9
b) y
Sy—-x=3

252.

Sijoita yhtaloon y:n paikalle 2x ja ratkaise yhtalosté x.
a) x+y=3

b) x+4y+1=5

c) 3y—-2x—-1=y+1

253.
Ratkaise yhtaloparit.

2x+y =10
y =3X

y =2X
b)
X+2y-15=0

254.
Ratkaise.

4Xx+y=9
a)

3X-y=5
3x—-2y=-1
py 12

3X+2y=7
X—-y+2=0
3X+2y—-4=0

255.
Ratkaise esimerkin 2 yhtalopari sijoitusmenetelmalla.

256.

. ara o | XTY L
Ratkaise yhtalépari {x y=5 eliminoimalla.

257.
Ratkaise yhtaloparit eliminoimalla.

2Xx+3y =8
a)
3X+2y=7
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X+3y=7
3Xx+4y =6
9 {x+y=11
2X—-y =17

258.
Ratkaise.

a-5=>5
{a+5b=—5
3a+4b=14
) {—3a+4b=2

259.
Onko tehtéva ratkaistu sallittuja keinoja kayttéen ja onko lopputulos oikein?

) . . |2x+y=0
Ratkaistaan yhtalopari :
3X-y=-5

Yhtélopari voidaan muuttaa muotoon {z 345’ josta saadaan yhtalon —2x =3x+5 ratkaisuksi
=3X+

x =-1. Talldiny = 2.

260.
Ratkaise yhtaloparit.

X—4y =0
{x+5y:18
) {2x+3y:7
7x—-4y =10
9 {4x—3y—1=0
5X+2y+16=0

soveltavat tehtévat

261.
Muodosta yhtalgista kaikki sellaiset yhtaloparit, joilla on ratkaisu.

y+1=-5x dy=20x-5

Sx+y =6 |2y - 10x = 24|

262.
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Ratkaise edellisen tehtdvan yhtaltparit.

263.
Ratkaise yhtaloparit.

{x+y:2

a)

2X+y=3

b) —-2a=3b-3
5a—-11=-4b

264.
Ratkaise yhtaloparit.

—-x=0
a) {y X

y=X+2

4y =-2x—-4

b
) y+%x+1:0

265.

266.
Ratkaise yhtaloparit.

x+y=10
a)

{3x+4y:38
2X+y=21
X+2y=12

) 2x—-y-3=0
3X+2y-8=0

267.
Ratkaise yhtaloparit eliminoimalla.

{7m +3n=14
a)

IMm+3n=18

—-4q=-30
b) p—4q

-3p+4q=18
268.

Selvita suorien leikkauspiste laskemalla.
a) 4x+y=23 ja 2x+3y =239

b) x+y=16 ja 2x+3y=44

c) x—-y=10 ja 7x+8y =70

269.

Maarita a ja b siten, ettd ne toteuttavat lausekkeen %+
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Ratkaise.
e+5f -13=0
{3e+ f-11=0
5a—7b+5=0
{—7a+5b+17:0

wvaatrvat tehtavat

270.
Ratkaise  yhtélopari,

7(x-1)—-6y+5(y—x)=0.

271.

joka

muodostuu

yhtaloista

7X+3(y—3)-5(x+y)=0

Ratkaise yhtalopari, joka muodostuu yhtaloista 0,1t +0,2v+0,2=0 ja 1,5t —0,4v=10,6.

272.
Ratkaise eliminoimalla.

273.

Ratkaise yhtalopari.
1-x
——(y-4)=1
g -4
x-1, y+2_

3 2

3

274.

Ratkaise yhtalopari {
(yo kevét 1993)

275.

Ratkaise yhtalopari {

5(x+y)—2(x-y)=15
7(x+y)-3(x—y)=21

01x+01ly =05
0,3x—0,2y =1.

(padsykoetehtéva insinddrikoulutukseen, syksy 1997)

276.

. c | 3X+Y
Ratkaise tarkasti yhtalopari ox

_ 3 (paasykoetehtéava insinddrikoulutukseen, kevét 1997)
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277.
Maaritd suorien x + 2y = 3 ja 2x — 3y = 1 leikkauspiste. Piirrd kuvio. (yo syksy 1998)

278.

Yhtalolla x? +ax +b = 0on kaksi ratkaisua 3 ja—4. Méaritd a ja b.
(paasykoetehtéava insinddrikoulutukseen, kevét 1995)

80



13. Yhtaloparin soveltaminen

Yhtaloparin kayttd on hyodyllista useissa matemaattisissa ongelmissa. Jos jokin voidaan laskea
kahdella eri tavalla, on se selva vihje, ettd ongelma ratkeaa yhtaldparin avulla. Sovelluksissa merki-
tadn usein toista muuttujaa x:11a ja toista y:lla.

Esimerkki 1.

Pitopalvelu veloittaa lasten ruoka-annoksesta 5,50 € ja aikuisten annoksesta 13,20 €. Juhlassa ruo-
kaa menee yhteensd 130 annosta ja ruoka-annokset maksavat yhteensd 1500,40 €. Moniko saa las-
ten annoksen, entd aikuisten annoksen?

Ratkaisu:

Olkoon lasten annosten lukumaaré x ja aikuisten y. Tietojen pohjalta voidaan muodostaa yhtéalopari.

5,50x +13,20y =1500,40 Lasten annos maksaa 5,50 € ja atcwsten annos 13,20 €

{x +y =130 Annolesia on vhteensa 130 kpl
E aldoen annosten yhteishjnts_i on 1500 40 £

Ratkaistaan yhtalopari sijoitusmenetelmalla.

ratkatstaan ¥y —= y=130-x

x+y=130
5,50x +13,20p =1500,40

Syottetaan alempaan yhtalsén,

5,50x +13,200130 - x) =1500,40
550x +1716 - 13,20x =1200.40
5,50x-13,20x =1500,40-1716
-7 x=-215,60 |:(—?,T")
x =28
Sijoitetaan saatu x:n ratkaisu y:n yhtaléon.
y=130—-x=130-28=102

Vastaus: Lasten annoksia on 28 ja aikuisten 102.
Esimerkki 2.

Mehutiivistetta ja vettd on sekoitettava suhteessa 1 : 9. Mehua tarvitaan syntyméapaivéjuhlille 30
litraa. Paljonko tarvitaan mehutiivistetta ja paljonko vetta?
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Ratkaisu:
Merkitdadn mehutiivisteen méaré x:114, veden méaaré y:114 ja muodostetaan yhtalopari.

x+ =30 Sekottettua uomaa on vhteensd 30 litraa,

x.1 Iehun ja veden sekottuzsubde.

¥y 9

Muutetaan sekoitussuhdetta kuvaava yhtélo toiseen muotoon ja sijoitetaan saatu y:n lauseke ylem-
paan yhtalon.

x+y=730

x,_,1 .
;Xg leerrotaan ristin

X+y=30j:> L T
y=0x sijottetaan ylempaan vhtalson.

x+5x =730
10x=30 |10
x=73
Sijoitetaan saatu x:n ratkaisu y:n yhtaloon.
y=9x=9.3=27

Vastaus: Mehutiivistetta tarvitaan 3 litraa ja vetta 27 litraa.
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Tehtavia

279.
Keksi itse sanallinen tehtdvé, jonka ratkaisu saadaan yhtaléparin avulla. Anna tehtéva parillesi rat-
kaistavaksi.

280.
Yrityksessa on 150 tyontekijad. Naisia on 10 enemmaén kuin miehid. Laske naisten ja miesten luku-
maarat.

281.
Kahden luvun erotus on 6 ja summa 24. Mitka ovat ndma luvut?

282.
Sisaruksien Jenni ja Siiri yhteenlaskettu ikd on 23. Jenni on viisi vuotta Siiria vanhempi. Minka
ikaisié tytot ovat?

283.

Kaksi lukua kayttaytyvat seuraavasti: Kun ensimmaiseen lukuun lisatdan kolme kertaa toinen luku,
saadaan 53. Kun ensimmainen luku kerrotaan neljalla ja véhennetdén siitd kahdesti toinen luku,
saadaan kaksi. Maarita luvut.

284.
Kolmet kengit ja kahdet sukat maksavat yhteensd 167,6 €. Jos samoja sukkia ostetaan kolme paria
ja kenkid kahdet parit, on yhteishinta 116,4 €. Miké on sukkien ja kenkien hinta?

285.
Ravintolaan tilattiin yhteensd 17 kg kalaa. Merilohen hinta oli 8 € / kg ja kuhan hinta 12 €/kg. Kalat
maksoivat yhteensd 176 €. Montako kilogrammaa ostettiin merilohta ja montako kuhaa?

286.
Suorakulmion muotoisen tontin sivun pituus on 19,0 m suurempi kuin leveys. Tontin ympéarysmitta
on 154,0 m. Selvité tontin pituus ja leveys.

287.

Sikanautajauheliha maksaa 6,5 €/kg. Naudasta valmistetun jauhelihan hinta on 7 €/kg ja siasta teh-
dyn jauhelihan hinta on 5,5 €/kg. Montako grammaa kumpaakin jauhelihaa on yhdessa kilossa si-
kanautaseosta?

288.
Suorakulmion piiri on 72 cm. Mitk& ovat sen sivujen pituudet, kun toinen sivuista on 6 cm pidempi
kuin toinen?

289.

Kassassa on 10 ja 20 sentin kolikoita yhteensa 435 kappaletta 54,9 euron arvosta. Montako kolik-
koa on kutakin lajia?
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290.

Ruohosen rouva lahtee kahden tyttarensa kanssa ostoksille. Molemmat tyttaret kuluttavat kaksinker-
taisen midrdn rahaa ditiinsé verrattuna. Kaikkiaan ostokset maksavat 250 €. Paljonko kukin kayttaa
niihin rahaa?

291.

Pojat kerdavat julkkisten nimikirjoituksia. Antilla on nelja nimed enemmaén kuin Jarkolla. Miikalla
on puolestaan kolme nimed enemmaén kuin Antilla. Montako nimikirjoitusta kullakin on, kun yh-
teensa niitd on 41?

292.
Salmiakkikarkit maksavat 12 €/kg ja hedelmékarkit 8 €/kg. Karkeista tehddan sekoitus, jonka hin-
naksi halutaan 10 €/kg. Paljonko on kutakin laatua yhdessé kilogrammassa sekoitusta?

293.

Tinalla on kaksi veljed. Toinen veljistd on Tinaa kaksi vuotta nuorempi ja toinen veljistd on nuo-
rimmaista seitseman vuotta vanhempi. Ratkaise sisarusten i&t, kun heidan yhteenlaskettu ikansé on
39.

soveltavat tehtéwat

294.
Tasakylkisen kolmion kannan ja kyljen pituuksien suhde on 1 : 4. Kolmion piiri on 18 cm. Laske
kolmion sivujen pituudet.

295.
Miten 96 cm pituinen putki on katkaistava, jotta osien pituuksien suhde olisi 1 : 5 ?

296.
Kulmat o ja # ovat vieruskulmia ja kulma f on 38° kulmaa o suurempi. Kuinka suuria kulmat ovat?

297.
Mehutiivistetta ja vettd on sekoitettava suhteessa 1 : 4. Paljonko tarvitaan mehutiivistettd ja paljon-
ko vettd, kun valmista mehua tarvitaan

a) 1litra
b) 12 litraa?
298.

Tynnyri painaa taytena 30 kg ja puolillaan 17 kg. Paljonko tyhj& tynnyri painaa?

wvaatrvat tehtavat

299.
Kuinka paljon mehutiivistetta ja kuinka paljon vett4 tarvitaan, kun niitd on sekoitettava suhteessa 1 :
3 ja halutaan 6,0 litraa mehua? (yo syksy 1993)

300.

Tietokoneella, johon voidaan kytke& joko kirjoitin A tai kirjoitin B, valmistetaan 1200 kappaleen
erd mainoslehtisid. Kayttamalla ensin kirjoitinta A 1 h 55 min ja sitten kirjoitinta B 1 h 30 min tulee
tyo tehtyd. sama tyd saadaan tehdyksi k&yttamalla ensin kirjoitinta B 1 h 20 min ja sitten kirjoitinta
A 2 h 10 min. Kuinka monta mainoslehted kirjoittimet A ja B tulostavat minuutissa? Kuinka kauan
tyo kestad, jos kaytetd&n vain nopeampaa kirjoitinta? (yo kevat 1998)
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14. Epayhtalon ratkaiseminen graafisesti

Ensinuniiisen asteen epayhtalo

Epayhtilossi yvhtdsumusmerkin tilalla on jokin merkeistd <, =, £,2.7 . Ensinnéisen asteen
epavhtilé ratkaistaan samom kuin ensunngiisen asteen vhtilo, paitsi kerrottaessa tar jaettaessa
negativisella hrvulla epévhtilomerk siinta vaihtun

Esimerkki 1.
Ratkaistaan epayhtald —9x +16>—x ja havainnollistetaan ratkaisua lukusuoralla.

-9x+16 > —x
-9x+x>-16
—8x>-16 |: (-8) Epayhtaléomerkin suunta vaihtuu!

x< 10

X<2

Epdyhtélo siis toteutuu, kun x on esimerkiksi 1, -3 tai vaikka -4,456. Ratkaisujen suurta méaaraa on
helppo havainnollistaa lukusuoralla.

L

—
3 4

1
1=

1

LEN]

1

i)

1

—

L]

—

b —-

Epdyhtéld on kyseessa silloin kun yhtéldssa yhtasuuruusmerkin tilalla on jokin epayhtaléa kuvaa-
vista merkeisté.

——  Epéavhtalsiden merlat

# el suurt kuin

< plenempt kuin

> suuremnpd kuin

L pienempt tal vhtd suon kuin

2 suurempd ta vhta suur kuin
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Epdyhtéloita voidaan havainnollistaa kuvaajien avulla samaan tapaan kuin funktioita ja yhtalgita.
Epdyhtélotarkasteluja on aikaisemmin tehty pelkéstdan lukusuoralla. Lukusuora ei kuitenkaan so-
vellu kuin x- ja y-akselien suuntaisten epdayhtéldiden havainnollistamiseen. Laajempia tarkasteluja

voidaan suorittaa koordinaatistossa, jossa voidaan havainnollistaa my6s kahden muuttuja epayhta-
16ita.

Esimerkki 1.

Havainnollista epdyhtaloita x>2 ja y<2
a) lukusuoralla
b) koordinaatistossa.

Ratkaisu:
a) X =2
i
——t—t——+—t+—+—t—+—==x
o1 2 3 4 5 & 7 8
=
Y= 2 .
1+ttt by
<4 3 21 0 1 2 3 4
b)
X X
4 : 4
2 I o 2 TN VA S S N
! NI 2 y=2
2 0 2
1 M| 1
]
4 8 2 4 l;t‘._4x 4 34 1 |_“_4x
1 , 1
b [ 2
£ | &
3 | 3
4 | 4
Ale, jossa x = 2 ——

Esimerkki 2.
Piirrd koordinaatistoon kuva alueesta x —y <3

Ratkaisu:

Aloitetaan tarkastelu suorasta x —y =3, koska tdma tulee olemaan alueen rajana. kirjoitetaan yhtalo

tutumpaan muotoon, jossa yhtadsuuruusmerkin vasemmalla puolella on muuttuja y ja muut termit
oikealla puolella eli y = x—3. Piirretddn suora koordinaatistoon

Ongelmana on, ettd kumpi suoran puolista toteuttaa epayhtalon. Taméan selvittdmiseksi valitaan
jommaltakummalta suoran puolelta tarkastelupiste ja katsotaan toteuttaako tdma piste epayhtalon.
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W alithy tarkcastelupaste (1,10

L F

w1 B3 M

B

Tarkastelupisteeksi valitaan (1, 1) ja sijoittamalla kyseinen piste epdyhtdloon x —y <3 saadaan

On totta, ettd nolla on pienempi kuin kolme, jolloin testipiste (1, 1) kuuluu alueeseen x—y <3.

Suoran y = x—3 ylapuoli siis toteuttaa yhtdlon x—y <3 ja varjostetaan tdma alue koordinaatistos-
ta.

Alue, qossa x-y = 3

= B3 La

N

=
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Tehtavia

301.

Mikéa ero merkeilla on?
a) <ja<

b) >ja>

302.
Esité lukujoukot epéayhtalona.

3 —+—
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303.

Esitd epayhtalona

a) luonnolliset luvut

b) positiiviset kokonaisluvut
C) negatiiviset kokonaisluvut.

304.

Havainnollista epayhtal6ité lukusuoran avulla.
a) x<1

b) x>-2

c) y=0

d y>3

305.
Havainnollista epayhtaldita lukusuoran avulla.
a) —1l<x<4

b) —2<y<3

c) —3<x<0

d —4<y<4

306.

Piirra alueet koordinaatistoon.
a) x<3

b) y<-1

307.

Esitd lukujoukot epayhtalona.



L L
Y +——+—+—+—+—+—+—t+t—>x
01 2 3 4 5 6 7 8
Ly g
by —+—F—F—F+—t+—F+—1+—"1+—+—=>=x
0 1 34 5 6 7 8
*—0 - @
o) —4—F—F—F+—+—+—+—+—+—==
o 1 2 3 4 5 ¢ 7 8
308.

Havainnollista epayhtaldité lukusuoran avulla.
Q) —4<x<2tai0<x<3

b) x<-1tai x>1

c) x<3tai x>3

d) —3<x<-1tai0<x<1ltai x>3

soveltavat tehtévat

3009.

Kirjoita alueita kuvaavat epayhtalot.

) - By
|- 4
3 3
- X
| )
|, )
= 1

15 2 1 | | N EEERR

- 1
e 2
: 3 3
(! 4

310.

Piirrd lukusuoralle alue, jossa epayhtélo toteutuu.
a) x+3<8

b) x-3>-5

c) 2x>8

d) 3x-6<0

311.

Ratkaise epayhtalot.
a) 2x-1<-5

b) 4x+16>4

c) 3x-10<-1
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d) X4i3<5
4

waatrvat tehtavat

312.
Piirrd koordinaatistoon kuva alueesta x —y < 3.

313.
Ratkaise epayhtalo.
8(—6 — 2x) +3x = —4(4x +1) — X

314.
Milla x:n arvoilla tulo3x*(x + 4) saa negatiivisia arvoja? (yo kevat 1995)

315.
Graph the following inequality x + y > —4.

316.
Piirrd koordinaatistoon kuva alueesta 2x—3y >9.

317.

Kirjoita alueita kuvaavat epayhtalot.

a) b b P
4 4
) =

ERIEZN I A A S W

318.

Esité tasoalue graafisesti.

Q) y>4

by y<-2

C) y=>2x-2

d) y<—-x+3

319.

Milla x:n arvoilla'y on suurempi tai yhta suuri kuin nolla, kun
a) Y=X

b) y= -2X+4

0) y=4x-12
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15. Epayhtélopari*

Myos epayhtéloitd voidaan tarkastella pareittain. Epdyhtaloparissa on syyta kiinnittdd huomiota
siihen onko molempien epayhtél6iden oltava voimassa samanaikaisesti, vai riittaako ettd edes toi-
nen epayhtéloista toteutuu.

——  Epéavhtalsparn

Epayhtaléparit ratkaistaan siten, ettd ensikst moelemmat epavhtalét
ratkaistaan enkseen. Epavhtaléparissa estintyva boolen operaattort maaraa
miten ratlkaisut pitda yvhdistas.

Jos epayhtal dpanissa esiintyy sana

®  ja, on molempien epavhtaldiden toetuduttava samanaikaisesti

®  ta, riittda ettd edes totnen epavhtal d15td toteutun.

Esimerkki 2.
Mitka x:n arvot toteuttavat epayhtéloparit?

X+5>7
a) <ja
2x-1<13

Ratkaistaan molemmat epayhtalot aluksi normaalisti erikseen.

x+527 ja 2x-1< 13
x27-5 2x {13+1 |2
b
x2e X{E
2
¥

Etsitdan lukusuoran avulla alue, jossa molemmat epayhtél6t toetutuvat.
x=7

Alue, jossamolemmat = 9 - 5« 7
epavhtalst ovat voinassa. -

Vastaus: 2<x<7
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b)

3—-x>0
tai
X+3>9

Ratkaistaan molemmat epayhtéalot aluksi normaalisti erikseen.

- ) tai x+3x8
— =2 |1 xz28-3
|( ) xzh

x4 3 Erisunmusmerkin
suunta routhl

Etsitdan lukusuoran avulla alue, jossa edes toinen epéayhtéldista toteutuu.
x=3 x=h
—t—t 1 — x
o1 2|3 4 5 &7 8

Alue, jossa edes toinen v <3t x3 6
epayhtaléists on volnassa.

Vastaus: Xx<3 tai Xx>6

Huom! Merkintatavasta 2 < x <7 kéytetddn nimitystd kaksoisepayhtél®, koska siind on samanai-
kaisesti kaksi erisuuruusmerkkié. Jos kahden epdayhtalon on toteuduttava samanaikaisesti, Kirjoite-
taan epéyhtalopari yleensa kaksoisepéayhtéalona.

Epéyhtaloitd, joissa on vaan yksi muuttuja, on helpointa havainnollistaa lukusuoralla. Koordinaatis-
tossa sitd vastoin voidaan tarkastella myds kahden muuttuja epayhtéléitd. Tutkitaan minkélaisiin
alueisiin suora y = x jakaa xy-koordinaatiston.

Tatkastellaanpa mitd tahansa
taman alueen pistettd, nin
aiha ¥ oh arve oh

pienemnpd kuin xn arve.

=X

Fajdsare ¥ =X

Eajasuoralla syaitee vamn ja
amoastaan pisteet, jo1ssa xn
Jjaymn arvot ovat samoija.

| tasoalue y < x

i/

fasaahie v = x

K

Tarkastellaanpa mita tahansa taman alieen pisteista,
1N aiha ¥ 0 arve on suurempd kum xon arve.
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Useamman kuin yhden rajasuoran muodostamat tasoalueet 16ytyvat helpoiten kokeilemalla. Tallgin
valitaan jokaisesta muodostuneesta tasoalueesta tarkastelupiste ja tutkitaan mika pisteistd toteuttaa
molemmat epéyhtalot. Ainoastaan yhdessé tasoalueessa kaikki epayhtal6t ovat tosia.

Esimerkki 3.
Missa tasoalueessa sijaitsevat pisteet, jotka toteuttavat epdyhtalét y > 2x—4 ja x >1?

Ratkaisu:

Koordinaatiston rajasuorina ovat y =2x—4 ja x =1, jotka jakavat xy-tason neljdén tasoalueeseen.
Rajasuora y = 2x —4 piirretddn katkoviivoin, koska sen pisteet eivat enda toteuta vaadittua epayh-

talod. Valitaan jokaisesta tason osasta tarkastelupisteet, sijoitetaan ne molempiin epéyhtaldihin ja
tutkitaan mika niista toteuttaa molemmat epéyhtalot.

Evyeytty tasoalue!
yx=_1_ y=2x-4
2, 4
.0 452:2-4 qa 2:1
: # 4 >0 tost
152(-2)-4 1a -2:1 -2, 13 tost
1>-8 epatost 1 :
tos aaca
i - aT4a ja 421
@, -1 -1>4 tost
i epatost
(v, 2k
5»2:0-4 1a 0z=1
5% =4 epatost
tost

Tarkastelupiste (2, 4) toteuttaa molemmat epayhtél6t, jolloin kysytty tasoalue on se, jossa tdma piste
sijaitsee.

Huom! Epayhtaléiden toteutumistarkastelut oltaisiin voitu lopettaa pisteen (2, 4) jalkeen, koska

tasoalueita, jotka toteuttavat molemmat epayhtal6t samanaikaisesti voi olla ainoastaan yksi. Mah-
dollisen virheen havaitsemiseksi on kuitenkin hyvé tutkia kaikki tarkastelupisteet.
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Tehtavia

320.

Kirjoita matemaattisin symbolein.
a) 2 on pienempi kuin 5

b) 7 on suurempi kuin -1

c) 3on positiivinen

d) —3 on negatiivinen

e) 0 on erisuuri kuin 1

f) Hinta on enintddn 50 €.

g) Matka on vahintdan 10 km.

h) Pakkasta on véhintaan 5 °C.

i) Lampotila vaihtelee 20 °C:sta 25 °C:een.

321.

Piirrd lukusuora ja merkitse siihen alueet

a) enemmadn tai yhta paljon kuin 1

b) véhintdan 3

c) enemman kuin -2

d) enemman kuin —1, mutta véhemmaén kuin 2

322.

Mitka luonnolliset luvut toteuttavat ehdon?
a) x<4

b) 0<x<3

c) —3<x<5

d) 155<x<142

323.
Mitk& kokonaisluvut toteuttavat kaksoisepéyhtalon —1<3x-10<8?

324,
Tarkastele lukusuoran avulla, missd seuraava epayhtaldpari on voimassa.

X>2
tai
X<7

325.
Keksi epayhtalopari, jolla ei ole ratkaisua.

326.
Ratkaise.

2X+7<3
tai
2X+72>9

327.
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Jos epayhtaldparissa on sana tai, saako molemmat epayhtalot olla totta samanaikaisesti?

328.

Mitka x:n arvot toteuttavat molemmat epayhtal6t?
a) X=>2 jax<7

b) x<3jax=>6

3209.

Piirra tasoalueet koordinaatistoon.
a) —1<x<4

b) —3<y<-1

c) x>2jay<l

d) 0<x<3jay>-2

330.

Piirra tasoalueet koordinaatistoon.
a) —1<y<2

b) 1<x<4

331
Mitké epayhtalot rajoittavat kuvan aluetta? Katkoviivoin merkityt reunat eivat endd kuulu aluee-
seen.

L=
L
Y
L]
| )
el I
L s Il T
fn-

332.
Piirra koordinaatistoon tasoalue, jota rajoittavat epayhtalét x <2, y<lja y>—-x-1.

333.
Kirjoita alueita kuvaavat epayhtalot.
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334.

Esitd kuvan tummennettu alue epayhtal6ina.
¥

335.

Piirra tasoalueet koordinaatistoon.

a) x>0,y<0jay=>2x-3

b) —4<x<-1,y>2jax+2y>4

336.

IImaise lukusuoralla, mitké x:n arvot toteuttavat molemmat epéayhtalot.
Q) 2<x<7jad<x<9

b) —1<x<6ja-5<x<3

337.

Piirrd tasoalue, jota rajoittavat epayhtalot
X> -2

x<4
y>-1
y<2

338.
Kirjoita edellisen tehtdvéan epayhtalot kaksoisepéayhtaloina.

339.

Ratkaise kaksoisepayhtélot.
a) 2<2x<8

b) 3<x-2<5
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c) —2<x+3<0
d) 0<3x<9

340.

Luettele ne kokonaisluvut, jotka toteuttavat kaksoisepayhtélot.
Q) 2<x+6<4

b) —4<2x<12

c) 1<3x<7

d) 3<3x<6

341.
Tasoaluetta rajoittavat suorat x =2,y =x ja y+3=0. Piirrd alue ja kirjoita epayhtél6t, jotka maa-
raavat kyseisen alueen (ilman reunoja). (yo syksy 1996)

342.

Laske sen kolmion ala, jota rajoittavat y-akseli ja suorat y =—x+4 ja y = %x —2. (yo kevat 1995).

343.
Reaaliluku x toteuttaa epayhtélon [x—1 > 3. Toteuttaako se aina myds epéyhtalén x —% <2x7? (yo

kevét 1996)
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16. Kertaustehtavia

Funktiokone

344,
Mika on kuvauksen x — x—1 tuloste, kun syotteend on joukko {-4, -3, -2}?

Funktion maaritelma

345.

Merkitse matemaattisessa muodossa.

a) Funktion f arvo pisteessd 1 on 2.

b) Muuttujan arvolla viisi, funktio g saa arvon on 3.

Funktion kuvaaja

346.

Yhdista oikea kuvaaja.

a) Ympyrén kehan pituus sateen funktiona.
b) Ympyran pinta-ala sateen funktiona.

Nollannen ja ensimmaisen asteen polynomifunktio

347.

Millainen funktio on kyseessa, jos sen kulmakerroin on
a) 4

b) -4

c) 0?

348.

Yhdista funktio ja sen kuvaaja.
a) f(x)=x-5

b) f(x)=5-x

c) f(x)=2x+1

d) f(x)=2x-1
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349.
Piirrd ensimmaisen asteen polynomifunktion kuvaaja, kun tiedetaan, ettd funktion arvot pienenevét
kolmella, kun x:n arvot kasvavat yhdella ja liséksi tiedetdan, ettd funktio saa arvon 4, kun x = 1.

Funktion nollakohta ja lineaarinen riippuvuus

350.
Piirra funktion f(x) = —% X+ 2 kuvaaja. Mé&érita kuvaajan avulla

a) mik& on funktion nollakohta?
¢) milla x:n arvolla funktio saa arvon 2?

351.

[
R

Katso kuvaajasta

a) funktion nollakohdat

b) milla x:n arvolla funktio saa arvon -1

c) milld x:n arvoilla funktio saa negatiivisia arvoja?

352.

Funktio on f(x) =2x+4. Laske
a) f(-1)

b) f(a)

c) mika on funktion nollakohta
d) milla x:n arvollaf(x) =5

353.

Maarita funktioiden nollakohdat.
a) f(x)=5-3x

b) g(t)=-t+13

¢) h(y)=8y-9
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354.
Piirrd funktion f(x)=x—3 kuvaaja, kun —1<x<6. M&dritd kuvaajasta funktion nollakohta.

Lukujonoja

355.

Miké on lukujonon 9, 19, 29, 39, 49,...
a) 4500.

b) yleinen termi?

356.
Find the 150" term and the general term of this sequence.
3,6,9,12

Aritmeettinen lukujono

357.

Mitka on aritmeettisten lukujonojen erotusluvut?
a) 1,3,5,7,...

b) 20, 15, 10,5 ...

c) -1,-2,-3,-4,-5, ...

Geometrinen lukujono

358.
Geometrisen lukujonon kaksi ensimmaistd termié ovat 1 ja 2. Maérita lukujonon 3. ja 10. termi.

Yhtélopari ja sen ratkaiseminen graafisesti

359.
X—-y+2=0 .
graafisesti.

Ratkaise yhtéldpari
y P {ZX -y-2=0

Yhtél6parin ratkaiseminen laskemalla

360.
Ratkaise yhtaloparit laskemalla.

2 3x+2y =10
SX—2y =22
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X—-y=1
b)
X+2y =20
361.
Keksi yhtélopari, jonka ratkaisuon x =4 jay = 1.

362.
Ratkaise yhtaloparit.
2X+y=2
a)
2x+2y=0
6x—2y =-10
b) y
8x -2y =-16
X-2y=-4
c)
X+4y =32
363.

Muuta yhtélot yleiseen muotoonsa ja 0soita, ettei yhtélopareilla ole ratkaisua.
{x+ y=8

a)

y=4-X

-3x=7

by {7

y=3x+1
0 3X+4y-5=0
8y =-6x+24
{— 3x+5y-4=0

d
) Sy=3x+4

Yhtaloparin soveltaminen

364.
Kahden luvun summa on 16 ja erotus 4. Kirjoita yhtalopari ja ratkaise sen avulla, mitka luvut on
kyseessa.

365.

Kun Oskarin iké&én lisatddn kolme kertaa linan ikd, saadaan 25 vuotta. Jos Oskarin ik& kerrotaan
kahdella ja lisataan siihen linan iké kerrottuna neljalla, saadaan 36 vuotta. Minka ikaisia sisarukset
ovat?

366.
Lassen ja Liisan ikien summa on 25 vuotta. Kun Lassen ika jaetaan viidelld ja osamé&araan lisataan
yksi, saadaan Liisan ikd. Minka4 ikaisia Lasse ja Liisa ovat?

Epayhtalon ratkaiseminen graafisesti
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367.

Ratkaise epayhtalot.
a) 2x>4

b) —2x<4

c) x+1=0

368.

Piirra tasoalueet koordinaatistoon.
a) X<2

b) x>4

c) y<O0

d y<3

3609.

Piirra tasoalueet koordinaatistoon.
a) y<x+1

b) y>2x-1

370.
Maarita suorien jakamien tasoalueiden yhtalot.
¥ by

x
\{=-x+3
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Harjoituskoe

1.
Piirrd funktion f(x)=2x-7 kuvaaja, kun —2 <x <5. Mé&arit4 kuvaajasta
a) f(0)
b) f(4)
c) milla x:n arvolla funktion arvo on 0?
2.
Kuwio 1 2 3 4
Pisteiden lkm 4 8 12 16
MWeliiden loan 1 4 9 16

Montako

a) pistettd on kuviossa 5?
b) neli6td on kuviossa 5?
C) pistettd on kuviossa n?
d) neliotd on kuviossa n?

3.

Tarkastellaan lukujonoa 2, 5, 8, 11, ...

a) Onko lukujono aritmeettinen vai geometrinen? Miksi?
b) Miké on lukujonon 80. termi?

c) Mika on lukujonon yleinen termi?

4.

X+
Ratkaise yhtalopari { seka graafisesti ettd laskemalla.

y=-2X+5

5.
Vaarilla on kanoja ja lampaita. Jalkoja eldimilla yhtensa 88 ja pdita 32. Muodosta yhtélopari ja rat-
kaise sen avulla kanojen ja lampaiden lukuméaéra.
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Harjoituskokeen vastaukset:

1.

a) —7

c) 1

d x=35

2.

a) 20
b) 25
c) 4n
d) n?

3.

a) Aritmeettinen, koska kahden perakkaisen termin erotus on vakio.
b) 241

c) 3n-1

4.

Piirretddn molemmat kuvaajat samaan koordinaatistoon. Piste, joka toteuttaa molemmat yhtalot,
I6ytyy suorien leikkauspisteesta.

A Y=x+2

N

44 (1.3

—2x+5
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Ratkaistaan yhtalopari k&yttden sijoitusmenetelméaa.
Sijoitetaan alempaan yhtaloon y:n paikalle x+2.
X+2=-2X+5

X+2x=5-2
3x=3 |:3
x=1

Sijoitetaan x =1 ylempd&an yhtal6on, jolloin saadaan y =3.
Vastaus: x=1ja y=3

5.
kanoja 20 ja lampaita 12
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Vastaukset:

1.
taskulaskimen funktiondppaimet, pankkiautomaatti, postimerkkiautomaatti, ...

2.

a) 0

b) 10

c) —2(a-3

3.
0->2
155
2—>8
3—>11

4 — 14

4.

a) 7

b) -17
1

c) 2=

) 2

d) 5

5.
-2—>8
157
0—>6
1->5

2 —>4

6.

a) Thbsjub
b) Eino
c) -
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- jaetaan hrvulla 20

leerrotaan 100 % la

9.
{5,3,1,-1}

10.

tuloste

syote 1 3

30

96

tuloste 5 7

34

100

11.
{12,6,2,0,0, 2, 6}

12.
kylla

13.
a) 19.00
b) 2.00
c) 12.00
d) 19.00

14.
5.00

15.
X—>X+7

16.
X—>X—8

17.

a) 32°F
b) 734°F
c) 5°F

18.
a) -17,8°C
b) 37,8°C

c) —27.8°C

syiote dhenna 32 |—

jaa huvulla 1,81 —fuloste |

19.
-89,2 °C

20.
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1 3 1 5
0 2 - — 1 — —-— —
sy0te 5 2 0 > 9 2
1 1 1 2 4
- J— 4 R — _9 —
tuloste > c 10 3 z
21.
X
X——
10
22.
A=1,B=6,C=5D=-5
23.
Q) X—X
b) X—>—X
C) X—>x+1
24.
a) X—2X
b) X~
2
C) X—>X-5
25.
{-1, 2, 3,8}
26.
ei
217.
a) X
b) E
c) ajab
d) y
28.
a) -3
b) 4
c) -11
29.
muuttujan arvo | funktion arvo merkinta
3 101 f(3) = 101
8 45 f(8) = 45
7 29 f(7) =29
-2 34 f(-2) = 34
11 -63 f(11) = -63
-9 78 f(-9) =78
13 -25 f(13) = -25
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30.
a) f(3)=12
b) g(0)=-3

31.
a) 2
b) 2
c) 2

32.
a) Funktio lisdé lukuun kolme.
b) Funktio ilmoittaa luvussa olevien numeroiden maaran.

33.

a) 16
b) 4
c) 0
d) 4
e) 16

34.

a) -1
b) 3
c) -7
d) 6

35.
kylla

36.

37.

a) —-10
b) 3a—-4
c) 3b+5
d) 18

38.
f (x) =1,80x

39.

a) 2

b) 1

c) eivoi laskea

40.
{-16, -11, -6, -1}
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41,
a) 3
b) /8

c) eivoi laskea

42.
a) 85€
b) 183 €

43.

a) 99 mm?
b) 38 cm?
c) 13 m?

44,
f(x) = x?

45,
{2, 4, 6}

46.

a) 4
b) 5
c) 32

1
d —

) %

47.

“1< f(x) <1

48.

a) kaikki reaaliluvut

b) oltavax>0
c) oltavax=0

49,
a) f(x)=x+1
b) g(x)=3x

50.

a) x>-1
b) x=0
C) X#-2

51.
X#4

52,
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a) {2,5,8}
b) {-7,-4,-1}
53.

f2)+f@) =2

oo
gl

54.

f(X) = (x* —3x+2)(Xx—4) — (X* =5x +4)(x—2)

= (x® —4x? —3x® +12x +2x —8) — (x* —2x* —5x* +10x + 4x —8)
= (x* —7x* +14x-8) — (x* —=7x* +14x - 8)

=X} —7x* +14x-8- x> +7x* —14x+8

Fu(r)1ktio on vakiofunktio 0, joten sen kaikki arvot ovat nollia.
Vastaus: f(x) =0 jaarvot kohdissa 0,2 ja 4 ovat nollia.

55.
.
ol

56.

a) 2
b) 1
c) 5
d) 4
e) 0

57.
a) 9
b) 1
c) 3

58.

a) 0
b) -2
c) 0
d) -3
e) -2

59.
B

60.

a) 2ml/s

b) 5 s kuluttua l&4hdosté
C) noin 6 m/s
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61.

kenginmamero

g..

.
o

PR B

=]
]

—
L=

—
ch b

iEY

jalkaterdn
4 % 2 16 20 24 28 327 pituus [om]

a) 42
b) 16 cm

62.
c) koska siina jokaista x:n arvoa vastaa tasmélleen yksi y:n arvo

63.
a) 2
3 3

64.
AjaE,BjaF,CjaD

65.
160
140 N
120

100 ’;,»"
&0 —
&0

66.
A(r) = 4zr2 ja V(r) = gﬂrs

67.
f(x)= 750XOOO ja f(150) =5000 €
68.

112



kaorkeus kotkeus korkeus korkeus

b)

71.
p(d) = d

72.

[T 5 N S N

i N T N

o

73.

y-akselin suuntaiset suorat eivat ole mink&én funktion kuvaajia, koska funktiolla saa olla jokaisessa
pisteessé ainoastaan yksi arvo

74.
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gix)

fic)

hix)

Ll Y

[

H

[

]

q

4l

Ly

n

=

T

-5

-4

5]

-

75.

Ll LY

[

J |

-1

2]

-4 -2

-4

5]

—

76.

a) 5

b) 2

c) -1
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h
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4l

-8

-4

5]




78.
a) x=1
b) x=2

79.

a) vaheneva
d) kasvava
e) vaheneva
f) kasvava

80.
f(x) = -2

81.

a) 10°C

b) laskee 3 m/s
c) 330 m/s

82.
f(x) = 6

83.
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L SR CR A

By K

84.
s=017r+5, f(r)=017r+5

85.
k=-67n+40, f(n)=-67n+40

86.

. e

P -

By b

87.

1
f(xX)=—=x+2
()= x+

88.

a) t>-1
b) t<-1
c) t=-1

89.

a) x=3

b) x=0

c) einollakohtaa

90.
a) 9,1€
b) 45 km

91.
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93.

nmmmmax:g,le
94,
ei yhtaan tai yksi

95.
x=0

96.

a) x=a

1
b) x=—=a
) 3

1
c) x==-a
) 4
97.
ei yhtaan, yksi tai kaksi

98.

20

16
12

palkka [£]
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©
©

550
525

500 _—
475
450

425

400 T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

kuukausipalkka [€]

myynti [€]

100.

Yhdella eurolla saa 0,8 dollaria, 0,6 frangia ja 0,2 rialia.
101.

f (x) =0,007x

102.

Valuuttakurssien valilla vallitsee lineaarinen riippuvuus ja myos, jos tapahtumasta peritaan prosen-
tuaalinen osuus. Jos vaihtopiste ottaa aina tietyn vakiosumman vélityspalkkiota, on silloinkin ky-
seessd lineaarinen riippuvuus.

103.

f(x) =—-10x + 310
a) 250 kpl

b) 210 kpl

104.

a) 6+

b) 8-

C) 27 pistetta

105.
-4,3,-3,3,0,3,3ja4,3

106.
Lineaarisen funktion malli on y =—ax, missa x on pdivamééaran lisdys ja y nousuajan muutos mi-

nuutteina. Kun x=7,o0n y =-23, jolloin azg.

Nousuajan muutosta kuvaa siten yhtalé f(x) =y = —?x :

f(12) = —2-12 ~ -39

Vastaus: Aurinko nousee 14.4. kello 5.57.
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107.

35 ] y="x-6

0 ; . .
-3 5/1 2 3

4 5
aika [h]

108.
Piirretaan alkuperdisen - ja uuden palkkafunktion kuvat samaan koordinaatistoon.

by
50
45
40
35: _______________
fu 30 -
& 25 4
3 20 - y=hx
Q.15_
10 y="x-6
5_
0 . . . . .
-55/1 2 3 4 5

aika [h]

- T L L B S S

Funktio leikkaavat toisensa pisteessd x =6. Jos Minna aikoo tydskennelld alle kuusi tuntia paivas-
s&, kannattaa hanen suostua uuteen jarjestelyyn, muussa tapauksessa ei.

100.

Bensiinikdyttdisen auton polttoaineen kulutus on 0,079 litraa kilometrilld ja dieselkdyttdisen auton
0,054 litraa kilometrilla. Merkitédén x:11a ajettavien kilometrien méara, jolloin vuotuiset kustannus-
funktiot ovat:

fbensiini (X) =0,079-1,05- x = 0,08295x

f oot (X) = 0,054-0,70 - X + 450 = 0,0378x + 450

X
2300

bensi
2000

1500 :
diezel
1000

300+

1]

T T T T T X
0 3000 10000 13000 20000 23000 30000

Vuodessa on vahintéén ajettava 10000 km, jotta dieselauto tulisi edullisemmaksi.
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110.

a) Ei
b) kylla
111.
a) ¥ )] 1’
2 @ 2
1 L 4 .
RN jr A2 2 ]y 4%
; > 3
112.
1 ,kunx<-1
a) f(x)=
) T {—1 Jkun x> -1
-4 kun x<-2
by f(x)=9-3 ,kun-1<x<2
4  kun x> 2
2 ,kunx<2
c) f(x)=
) T {—2 Jkun x >3
113.
a) 14.30
b) 14.00

c) noin 15.20, 70 km Porista, Lauri oli menossa Poriin péin
d) noin 34 km
e) Turusta Poriin

f) ei
114.
-lx forx<2
a) f(x)=4¢ 2" ' -
x—3 ,forx>2
3x+3 ,forx<0
by f(xX)= ’
Y {—x+2 ,forx>1
115.
—-X ,kun x<0
f(x)= ’
) T {ZX ,kun x>0
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1
——x-3 ,kun x<0
by f(x)=< 2

2x—4 . kun x>0

116.
a-kohdassa on jatkuva, b-kohdassa funktio on epéjatkuva

117.
on jatkuva

118.

a) noin 7.26 ja 8.34

b) 25 km

c) aikavaleilla 7.20-7.33 ja 8.28-8.39

d) Esimerkiksi auto k&dydaan tankkaamassa.

1109.
Esimerkiksi automatkaa kotoa mummolaan.
A: Lahto kotoa.
AB: Ajetaan ensimmaiselle pysahdyspaikalle.
BC: Sy0déan lounas.
CD: Jatketaan autoilua, kunnes saavutaan huoltoasemalle.
DE: Taytetddn bensatankki.
EF: Pidetdan kahvitauko.
FG: Jatketaan ajamista kohti mummolaa.
G: Saavutaan perille.
120.
matka
koti—+
ko> alka [l
121.
a) 13.07
b) 13.45
c) 2
d) 13.30-13.45
e) 10 km/h
122.
7 funktiosta
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042 044 016 018

tilavuus [ni']

b

1

524

-4

]

-B

b)

i

4

122

123.

a-----a-----r-----pF-----

U [ U U O
EE e L LR TS TR TR EE
I R e e e e e
]
1
I e e e e T e B
Y 0 D | PR EY ) IR
'

'
]

e T el
'

04

LY

002 004 005 008
EEEETY

? —_ - - -
=

17 Tinta !f:!

16 -----
15 1

14 1-----
12 -----

1]

a)

Sijoitetaan arvo, jossa funktio vaihtuu toiseksi, molempiin funktioihin. Jos funktion arvoksi saadaan

molemmista sama tulos, on funktio jatkuva kyseisessé kohdassa.

on jatkuva
ei ole jatkuva
on jatkuva

124.
125.
126.
127.
128.
129.



nopeus [mis)
0 - i D
loppunopens laslarvatjo aukeaa
40 1
30 1
fiopea hidastumitien
20494E . .
laskuvatjolurpp &4
10 4 fswarin kithtyeyys osu maghaty
E F
I:I-LEL T T T T T T Ik-
0 5 10 15 20 25 30 35 aika[s]

AB: Lentokoneesta hypattya saavutetaan suurin kiihtyvyys noin 10 m/s%

BC: Illmanvastus pienentaa kiihtyvyytta.

CD: llmanvastus vastustaa pudotusta samalla voimalla kuin maa vetdd hyppééjaa alaspain, tallgin
nopeus sdilyy vakiona.

DE: Laskuvarjo aukeaa, jolloin ilmanvastuksesta tulee erittdin suuri ja vauhti hidastuu nopeasti.

EF:  Laskuvarjoon kohdistuva ilmanvastus on lopulta yhta suuri kuin hyppadjan ja laskuvarjon
yhteispaino, jolloin hidastuvuus lakkaa, ja laskuvarjohyppééjé liitdd vakionopeudella kunnes
koskettaa maata.

Kun s <45(km), on nopeus 14 km/h, joten aika t = %
Kun s> 45(km), on kuljettu jo 45 km:n matka nopeudella 14 km/h, mihin on kulunut aikaa g (h).

Loppumatkalla s—45 nopeus on 18 km/h, jolloin loppumatkaan kuluu aikaa

S=45 1. Koko mat-
18

kaan kuluva aika (tunteina) on B, 58
14 18

Funktioksi t(s) siten saadaan:

S ,kun s <45
ts) = ié 45
L5 kun 45<s<60
14
t [t
5
4
3
; e
1

10 20 30 40 50 60 s [km]
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131.

132.

Ao S atla

10 1 * +*

2 4

|:I T T T T T -
0 1 z 3 4 5 akea[h]
Havaintopisteikk6on voidaan sovittaa suora ja suoran yhtéloksi saadaan y = 0,6x + 6,4 . Havainto-
arvot poikkeavat suorasta aika paljon, joten suoran antaman tuloksen suhteen taytyy olla Kkriittinen.

133.

# =— tulkitaan vitheeksi

y et

134.

¢ =— tulkitaan rirheeksi

L
I
Furddion madrittelyjoukko loppung tihdn,

135.

124



136.

137.

138.
a)

limpdtila [*C]

-
30

24
20
14
10
5 4
a i . . .

10 20 a0 an g0 B0 leveyspiiri [7]
e) y=-05x+37

f) -
139.

Ei minkaanlaista. Korkeudella toki lienee vaikutusta lampdétilaan, mutta enemman siihen néyttaa
vaikuttavan jokin muu tekija, koska arvot heittelevat niin suuresti.

1
*

140.

90
80

70
'E 60
= 50
40
30 A
20
10

cm

pituus

ika [vuosi]

Havaintopisteisiin liittyvan suoran yhtélé on y =8,55x +9,48.
2-vuotiaana hauki on 27 cm ja 12-vuotiaana 112 cm.

141,
a) 4,7,10,13, 15

b) 2, 4,8, 16, 32

¢) -3,-7,-11, -15, -19
d) 2,1,21,2
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142.
a) 31,38, 45

b) 36, 30, 24

c) 512, 2048, 8192
d 93,1

143,
a) 8,10, 12,14
b) 32,34, 36, 38
c) 80,82, 84, 86

144,
a) 57,911

b) 69, 71,73, 75

c) 101,103, 105, 107

145,
a) 10000, 100 000, 1000 000
b) 23, 21,19

c) 256, 1024, 4096

d) 32, 64,128

146.
a) 80, 40, 20
b) 18, 54, 162
c) 5,17, 65
d) 6,8,12

147.
a) 15
b) 21

148.
3,8,13,18, 23

149.
3,5,9ja1025

150.

a) 17, 20, 23, lisatdan edelliseen termiin kolme

b) 40 000, 400 000, 4000 000, kerrotaan edellinen termi kymmenella
c) 200, 100, 50, jaetaan edellinen termi kahdella

d) 32, 64, 128, kerrotaan edellinen termi kahdella

151.

1 2 3 4 5 6 n

4 7 10 13 16 19 3n+1
152.
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a) 12, 14, 16, 18
b) 30, 32, 34, 36
c) 100, 102, 104 106

153,
a) 11,13, 15,17
b) 57, 59, 61, 63
¢) 103, 105, 107, 109

154.

a) 25
b) 100
c) n?

155.

a) 10, 14
b) 8,32
c) 3,8
d) 16, 36

156.
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765

157.
14,7, 20

158.
a) 10004
b) a,=n+4

159.

3, g 4, g 5 lukujonon 160. termi on 80

160.

a) 29

b) 1499

Cc) ap=5n-1

161.

a) 16

b) 31

c) 151
d) 3n+1

162.

a) 11

b) 21

c) 101
d) 2n+1
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163.
a) 26
b) 50

164.
40000, a, = n?

165.
a) 4n-3
b§ 17

166.
400

167.

a) 12
b) 14
c) 18
d) 2n+2

168.

1

N
w
S
(6]

5 8 11 14 17

3n+2

169.

a) —
b) —
c) 64

170.
a) —
b) 2" =1024

92

171.
a) 4
b) 6
c) 288

16 25

36

49

15 24

35

48

OW(r|IN

= (00O |lw

MlO|R|F

49

64

128




173.

a) 5
b) 8
c) 13
d) 6765 vaihtoehtojen lukumaé&ra saadaan Fibonaccin lukujonosta.

174,

n | Omenapuiden lukumaard | Havupuiden lukumaara
1 1 8

2 4 16

3 9 24

4 16 32

5 25 40

Omenapuiden maara saadaan lasketuksi potenssilla n” ja havupuiden maara kaavalla 8n. Suurilla
n:n arvoilla potenssi antaa suurempia tuloksia kuin kahdeksalla kertominen. Esimerkiksi 100 rivia
antaa omenapuiden maaraksi 10000 ja havupuita tarvitaan vain 800.

175.
a) el
b) ei
c) on
d) on

176.
a) 3,5,7,9, 11
b) -1,2,7,14,23

177.
1,1,2,3,5,8, 13, 21, Fibonaccin lukujono

178.

179.
kylla, esimerkiksi 1, 1, 1, ...

180.
a) 4
b) 44
c) 404

181.
a) 4
b) 10—4n

182.

129



a) 6,8,10,12
b) 1,-2,-5,-7

o 41 551 6
2 2

183.

a) vaheneva
b) véheneva
c) kasvava

184.
a) 1
b) 5
c) -2

185.

a) a,=n

b) a,=5n-5
c) a,=-2n+1

186.

a) Ei
b) kasvava

187.
60x

188.
52.

189.
a) (X+2y),(x+3y),(x+4y)
b) (x—3y),(x-5Y),(Xx=7y)

190.
2250 €

191.
25

192.
96 hyppya

193.
32 ja 36, jono on kasvava

194.
1
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195.
10, 13, 16, 19, 22, 25

196.
keskiviikko

197.
10

198.

Seitsemaélla jaolliset luvut muodostavat aritmeettisen lukujonon 7, 14, 21, ..., 994. Ratkaistaan ter-
min 994 jarjestysluku aritmeettisen jonon yleisen termin lauseketta hyvéksi kayttaen, jossa

a =7

d=7

a, =99%

a,=a, +(n-1d

994 =7+(n-1)-7

—-n=7-7-994
~ —994
=

n =142

Vastaus: Lukuja on 142.

199.
Lausutaan erotus d kahdella tavalla, eli ar+; - a, =d jaa, - a,.; =d. N&ma ovat yhtd suuria, joten

- : - : a,,+a
saadaan yhtalo a, - an.1 = an+1 - an, ratkaistaan tastd a,, eli a, = "—=+—"% .

200.
a) 5050
b) 275

201.
26,5 %

202.
945 km

203.

a) 24,96, 384, 1536
b) -12, 24, -48, 96
o .33 83

2 4 8
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9 27 81 243

d) I T T R
2 8 32 128

204.
a) 3
b) 2

C)E

205.
a) a,=3""
b) a,=2-2""

1 (1)”*
C) a,=—=
2 12

206.
-ljal

207.

a) geometrinen
b) geometrinen
c) aritmeettinen
d) aritmeettinen
e) geometrinen

208.
kylla, esimerkiksi 1,-1,1,-1, 1, ...

200.
kylla

210.
a) 4

1
b)§
c) a

211.
x* kun x#0

212.
32 ja 8192

213.
24576

214,

132



16 . 1024
3 81

215,
7.

L ja15309
3

216.
a) 1262,48 €
b) 1266,77 €

217.
5

218.
121,5

219.

a) Aritmeettisessa lukujonossa perékkaisten termien erotus on vakio.
a,—a, =a,—4a,
X+8—-x=2x-14—-(x+8)
x =30

b) Geometrisessa lukujonossa perékkaisten termien suhde on vakio.
a, a,

al a2
X+8 2x-14
X X+8

(x+8)° = x(2x —14)
—x?>+30x+64=0
X_—30i\/302—4-(—1)-64

- 2-(-1)
X=-2tai x=32

220.
a) 1023
b) 5155

221.
a) 5
b) 3

222.
82 miljoonaa

223.
a) 1,21,41, 61,81
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b) 1,3,9,27,81

224,

VoI

225.

a) 1790

b) 495 000

226.

2217.

Sijoitetaan leikkauspisteen arvot molempiin yhtél6ihin ja tutkitaan pitavétko ne paikkaansa.

228.
y=5X+9
y=—-4x+2

229.

a) kulmakerroin 1, leikkauspiste (0, 4)
b) kulmakerroin 2, leikkauspiste (0, -4)
c) kulmakerroin -5, leikkauspiste (0, 6)
d) kulmakerroin 8, leikkauspiste (0, 0)

230.

a) ¥ b} ¥
; ﬁn
3 . -
a9 - e
I 1 ol

5 5 3.8 B4 4 8 55432r’/
1 ety 4 f
A P 2
e

il 4
5 ;
& 5
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a) 4 b} ¥
5 5
> Vils
\
EEEEEVYR IR 65 4B 2 [y
. \
4 |
5 5
] 6l
233.
(_21-4)
234.
M
g y=2x+2
E
B Y=t
4 4
/
T T T T T T X
3 2 -1 1 2 3
<A
4

Yhtéldpari toteutuu, kun x =2 jay = 6.

235.
a) 2
b) 5

236.
Xx=3jay=4

237.
Koska yhdensuuntaiset suorat eivat leikkaa missaan pisteessa.

238.

239.
X=2jay=5

240.
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241.
x=1ljay=-3

242,
ratkaisuja on &éarettéman monta

243.
Xx=3

244,
a) on
b) ei
c) on

245.

y=3
3x+2y =15
Ratkaisu: x =3,y =3

246.

y—-2x=2
{x+y:5
Ratkaisu: x=1,y =4

247.

248.
(2! '1)

249.
a) esim.1
b) 4

250.
x=3jay=2
251.
a) el
b) on

252.
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Q) x=2,y=6

b) x=3,y=6

254,

a) x=2,y=1

b) x=1,y=2

c) x=0,y=2

255.

x=3,y=-1

256.

X=3,y=-

257.

a) x=1,y=2

b) x=-2,y=3

C) x=6,y=5

258.

a) a=0,b=-1

by a=2,b=2

259.

kylla

260.

a) x=8,y=2

b) x=2,y=1

c) x=-2,y=-3

261.

y+1=-5x y+1=-5x 9X+Yy=06 SX+y=6

4y =20x—8' |2y-10x=24" |4y=20x-8" |2y—10x =24

262.

x—i'a __3 x——E'a _u x—f'a =2 x——g'a =9
10]3/ 5 1OJy 5 SJY , 5Jy

263.

a) x=1ljay=1

b) a=3jab=-1

264.

a) ei ratkaisua
b) yhtaloparilla on dareton maaré ratkaisuja

265.
a=12,y=6
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c) x=10,y=0

269.
a) e
b) a

3,f
6,b

138



279.

280.
Naisia on 80 ja miehia 70.

281.
15ja9

282.
Jenni on 14 vuotta ja Siiri 9 vuotta.

283.
8jal5

284.
kengit 54 € ja sukat 2,8 €

285.
Merilohta 7 kg ja kuhaa 10 kg.

286.
48,0mja29,0 m

287.
nautaa 643 g ja sikaa 357 g

288.
15cmja2lcm

289.
10-senttisia 321 kpl ja 20-senttisia 114 kpl

290.
Aiti kiiyttdd 50 € ja tyttiret 100 € kumpikin.

291.
Antti 14, Jarkko 10 ja Miika 17

292.
molempia on 0,5 kg

293.
Tina on 12 ja veljekset ovat 10 ja 17.

294,
kanta on 2 cm ja kyljet 8 cm
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295.
osien pituudet ovat 16 cm ja 80 cm

296.
a=71"jaf=109°

297.
a) 0,81 vettd ja 0,2 | mehutiivistettd
b) 9,6 | vettd ja 2,4 | mehutiivistetta

298.
4 kg

299.
tilvistetta 1,5 litraa ja vettd 4,5 litraa

300.
Merkitaan kirjoittimien tulostusnopeuksia seuraavasti:
A: a kpl/min ja B: b kpl/min.
Kummatkin vaihtoehdot tulostavat 1200 mainoslehtistd, jolloin saadaan yhtalopari:
115a +90b =1200
130a +80b =1200
Alemmasta yhtalostd saadaan ratkaistuksi a = —%b + % , joka sijoitetaan ylempéaan yhtaloon.

115(—E b+ @) +90b =1200
13 13
250, 1800
13~ 13
b=7,2
Sijoitetaan saatu ratkaisu ylempaan yhtaloon.
115a+90-7,2 =1200

115a =1200 — 648
a=48

Kirjoitin B on nopeampi ja silla kuluisi aikaa koko mainosméaaraan
1200 kpl ) .

——————— ~166,7min ~ 2h 47 min .

7,2 kpl/min

Vastaus: kirjoittimen A nopeus on 4,8 kpl/min ja kirjoittimen B 7,2 kpl/min. Jos kaikki tulostettai-

siin B:11&, kuluisi aikaa 2 h 47 min.

301.
a) < tarkoittaa aidosti pienempéaa ja merkinnalla < sallitaan joko pienempi tai yhta suuri luku.
b) > tarkoittaa aidosti suurempaa ja merkinnalld > sallitaan joko suurempi tai yhta suuri luku.

302.

a) x<5
b) x>4
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-2

-3

3
3
3

|

4
4
-4

c) 1<x<7
a) x=0
b) x>0
c) x<0

304.
a)
305.
306.
a)

303.
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307.

a) 0<x<5
b) x>4
C) 1<x<4tai 5<x<8
308.
[ S 0
a) +———t+—+—t+—+—+— x
<4 3 .2 -1 0 1 2 3 4
—» o
Bttt x
<4 3 2 -1 0 1 2 3 4
o +—F—"F—F+—F+—"1+—"F+—"1+ x
4 3 2 -1 0 1 2 3 4
& o — -~
& 4+ttt x
<4 3 2 10 1 2 3 4
309.
d) x<-1
e) y>-2
310.
311.
Q) Xx<-2
b) x>-3
c) x<3
d) x<8
312.
S
4
f Ale, jossa x-y = 3
TR I i
i
313.
x#11
314.
kunx <-4
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315.

316.
v!".
q

5 5 4 5 2 1 | 1 3 e

-
5
§

317.

a) x-y=0

b) x+2y>2

318.
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3 3
2 2
1 i
43311 - 4;};’ 4 3 . 1154;};’
&
3
o}

319.

a) x>0
b) x<2
c) x>3

320.

a) 2<5

b) 7> (-1)

c) 3>0

d) -3<0

e) 0£1

f) hinta <50 €

g) matka> 10 km

h) lampétila < -5 °C, tai pakkasta > 5 °C
i) 20°C <limpétila <25 °C

321.

322.

a) 0,1,2,3
b) 0,1,2,3
c) 0,1,2,3,4
d) ei mik&én

3,4,5
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324.

x= 7

0
xe2

"
o1 2|3 4 5 ¢ 7 &

Ale, jossa edes totnen . o
epavhtaléista on voimassa koko reaaliukujen jouldco

325.

326.
X<—=2 tai x>1

327.
kylla

328.
a) 2<x<7
b) mahdoton

329.
330.
a }? b },? I 1
i q ! _—
% 7 ! i
3 : |
2 2 ' o
1 1
1 1 ' ...
L) s |
! I
TEENNE 4% 43 21 | | ax
2 ... '
34 b |
Bl |
d d |
331.

X>-5,x<3,y>-4jay<2.

332.

333.
a) —3<y<3
b) —3<x<1

334.
X>-4,x<3y>-3y<2
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336.

a) —
11— x
o1 2 3 4 5 & 7 8B

)] *

— | ——x

337.

338.
—-2<x<4
ja
-1<y<?2

339.

a) 1l<x<4
b) 5<x<7
c) —-5<x<-3
d) 0<x<3

340.

a) —4,-3

b) -2,-1,0,1,2,3,4,5
c) 1,2

d) ei mikaan

341.

w+ 3=

Alue on suoran x =2 vasemmalla puolella, joten alueen pisteet toteuttavat epayhtalon x < 2.

Alue on suoran y = X alapuolella, joten alueen pisteet toteuttavat epayhtalon y < x.

Alue on suoran y+3=0 eli y=-3 ylapuolella, joten alueen pisteet toteuttavat epayhtalén y > -3
Vastaus: Alueen mééaraavat epayhtélot x <2, y<x ja y>-3.

342.
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Suorat leikkaavat y-akselin kohdissay =4 jay = -2.
Suorien leikkauspisteen x-koordinaatti on oltava sama kummallekin suoralle, jolloin saadaan

—x+4:£x—2
2
—-2X+8=x-4
-3x=-12
-12
X=——1o
-3
Xx=4

Kolmion kannan pituus (y-akselilla) on 4 + 2 = 6 ja kolmion korkeus on leikkauspisteen x-
koordinaatti 4, jolloin ala on %6 4=12.

Vastaus: Kolmion pinta-ala on 12.

343.
Epayhtélo |x—1 >3 toteutuu, kun x—1>3 tai —(x—1) >3 eli x> 4 tai x <-2.

Epédyhtélo x —% < 2X toteutuu, kun x > —%.

Jos x on esimerkiksi —1, toteuttaa se edellisen epayhtélon, muttei jalkimmaista.
Vastaus: ei

344,
{-5, -4, -3}

345,
a) f(1)=2
b) 9(5)=3

346.
a) C
b) A

347.

a) kasvava

b) védheneva
c) vakiofunktio

348.
a) B
b) C
c) D
d) A

349.
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350.
a) x=6
b) x=0

351.

a) x=1jax=8
b) x=3

c) kun1<x<8

352.

a) 2

b) 2a+4

C) x=-2
1

d x==

) 2

353.

QD
L
>
Il
| o

w W

b) t=1

(2
~—
<

Il
@ | ©

354.

LM

[EE S N ES I 9

|
Es
1 JN@ AL
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355.
a) 44999
b) a,=10n-1

356.
450, a, = 3n

357.
a) 2
b) -5
c) -1

358.
4ja 512

359.
X=4,y=6

360.
a) x=4,y=-1
b) x=22,y=L

3773

361.

362.

a) x=2,y=-2
b) x=-3,y=-4
c) x=8,y=6

363.

364.
10ja6

365.
Oskarid4vijalina7v

366.
Lasse on 20 vuotta ja Liisa 5 vuotta.

367.

a) x>2
b) x>-2
c) x=#-1
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368.

369.
370.
y=EEI
y=-x4+3
x
vy -x+3 \
a)

y =4

y=4

b)
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