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1. Harpin kayton kertausta

Janan keskinormaali on janan keskipisteeseen piirretty kohtisuora suora. Keskinormaali on
niiden pisteiden muodostama suora, jotka ovat yhtd kaukana janan molemmista pééatepisteis-
ta.

Janan keskinormaalin piirtaminen

1. Piirretdan janan paatepisteet A ja B keskipisteina sellaiset samanséateiset ympyrén kaa-
ret, jotka leikkaavat toisensa.
2. Piirretdén suora, joka kulkee ympyréankaarien leikkauspisteiden kautta. Tdméa suora on

janan AB keskinormaali.

Kulman puolittaja on puolisuora, joka jakaa kulman kahteen yhta suureen osaan. Kulman
puolittaja on niiden pisteiden muodostama puolisuora, jotka ovat yhtd kaukana kummasta-
Kin kyljesta.

Kulman puolittajan piirtiminen

A

1. Kulman karki keskipisteend piirretddn ympyrankaari, joka leikkaa kulman molemmat
kyljet.

2. Leikkauspisteet A ja B keskipisteina piirretddn sellaiset samanséteiset ympyrankaaret,
ettd ne leikkaavat toisensa kulman aukeamassa.

3. Ympyrénkaarien leikkauspiste yhdistetddn kulman kérkipisteeseen. Tdma puolisuora
on kulman puolittaja.

Korkeusjana, mediaani, kulman puolittaja ja sivun keskinormaali ovat kolmioon liittyvié jano-
ja jasuoria. Niill4 jokaisella on yllattdva ominaisuus.
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Kolmion korkeusjanat (tai niiden jatkeet) leikkaavat toisensa samas-
sa pisteessa.

Kolmion kérjesta vastakkaisen sivun keskipisteeseen piirrettyd janaa
sanotaan mediaaniksi. Kolmion mediaanit leikkaavat toisensa samas-
sa pisteessd, joka on kolmion painopiste.

Kolmion kulmien puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

Kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat toisensa samassa pistees-
S4.

Kolmannesta merkillisestd pisteestd seuraa, ettd jokaisen kolmion
sisdan voidaan piirtdd ympyra siten, ettd se sivuaa jokaista kolmion
sivua. Kolmion kulmien puolittajien leikkauspiste on kolmion si-
séan piirretyn ympyran keskipiste.

5%

Esimerkki 1.

Neljannesta merkillisesta pisteestd seuraa, ettd jokaisen kolmion ym-
péari voidaan piirtdd ympyra siten, etté jokainen kolmion kérjista sijait-
see ympyran kehalld. Kolmion keskinormaalien leikkauspiste on kol-
mion ympéri piirretyn ympyran keskipiste.

Asunto-osakeyhtitssa on kolme taloa, jotka omistavat pihan yhdessa. Pihalle rakennetaan yh-
teinen grillikatos. Mihin se pitéisi sijoittaa, jotta jokaiselta talolta olisi sinne yhta pitk&4 matka?
Piirrd kuva, jossa ilmenee paikka, kun talojen véliset etdisyydet ovat 48 m, 60 m ja 80 m.



Ratkaisu:

Merkitéén piirroksessa taloja kirjaimilla A, B ja C. Piirretadn aluksi jana AB, jonka kuvaa pi-
tuutta 80 m. Talon C sijainti maaritetddn harpin avulla kdyttaen pisteitd A ja B ympyrékaarien
keskipisteind, jonka sateiden pituudet ovat 60 m ja 48 m.

C
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A Bm| 4L | B
suunniteltn grillicatolosen padldea.

|

Jotta grillipaikka olisi yhta kaukana taloista A ja B on sen oltava janan AB keskinormaalilla.
Vastaavasti, jotta se olisi yhtd kaukana taloista B ja C, on grillikatoksen sijaittava janan BC
keskinormaalilla. Keskinormaalien leikkauspisteesté 10ytyy paikka, joka on yhtd kaukana kai-
kista taloista.

Huom! Vastauksen voi tarkistaa piirtdmalla keskinormaalin myds janalle AC. Jotta vastaus
olisi oikein, tulee janan AC keskinormaalin leikata muiden sivujen keskinormaalit samassa
pisteessa.



Tehtavia

1.

Mita eroa on tasasivuisella ja tasakylkisella kolmiolla?

2.

Kirjoita ohjeet tasasivuisen kolmion piirtamiselle seuraavaa kuvasarjaa apuna kayttaen.
i i
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3

Piirra tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on 4,0 cm. Kuinka suuria ovat tasasivuisen
kolmion kulmat?

4,
Piirra ne pisteet, jotka ovat 2,0 cm etdisyydell& origosta.

5.

Piirrd kulmaviivainta kéyttden annetut kulmat ja puolita ne harpin avulla.
a) a=2%°

b) p=80°

c) y=110°

d) 6=220

6.

Piirrd kolmio ABC ja puolita sen kulmat
a) piirtokolmion avulla

b) harpin avulla.

7.
Piirra jana AB, kun A = (4, 2) ja B = (-3, -3). Piirrd harpin avulla janalle AB sen keskinor-
maali n.

8.
Piirra ne pisteet, jotka ovat viiden yksikon etdisyydella pisteestd P = (3, 5).

9.
Piirrd kolmio ABC ja sen kaikille sivuille keskinormaalit. Mitd havaitset?

10.
Piirr& viereinen, sateeltddn 5 cm oleva, ympyra vihkoosi ja siihen kaksi jannettd AB ja CD.
Piirrd molemmille janteille keskinormaalit. Mit& havaitset?



11.
Jaljenn& kolmiot vihkoosi ja piirré niihin kaikki mediaanit. Mité havaitset?

A S N

soveltawat tehtéwat

12.
Piirra teravédkulmainen kolmio ja sen karkipisteiden kautta kulkeva ympyra.

13.
Piirrd tylppakulmainen kolmio ja sen sisd&n ympyrd, joka sivuaa kolmion kaikkia sivuja.

14,
Piirra kolmio ABC, jonka sivujen pituudet ovat 6 cm, 7 cm ja 8 cm. Piirrd kolmion jokaiselle

sivulle keskinormaali. Mita havaitset keskinormaaleista?

15.
Etsi janalta AB piste C, joka on yhtad kaukana kummastakin kulman « kyljesta.
A E
I I
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16.

Jana AB on pituudeltaan 5 cm ja alkutilanteessa piste P sijaitsee 3 cm etdisyydelld pisteestd A.
Piirr& pisteen P kulkureitti, kun piste P liikkuu siten, ettd se on aina kolmen senttimetrin etéi-
syydella

a) pisteestd A

b) janasta AB.
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17.

Piirra edellisen tehtévan tilanne silloin, kun piste P liikkuu siten, ettd se on véhemmaén kuin
kolmen senttimetrin etdisyydella

a) pisteestd A

b) janasta AB.

18.

Jello-koira on kiinnitetty puutarhavajan seindan 3 metrin pituisella hihnalla. Piirréd alue, jolla
Jello pystyy liikkumaan, jos se on kiinnitetty

a) vajan nurkkaan kohtaan A

b) keskelle vajan seindé kohtaan B.

A E

30m

4.0m

19.

Nelion ABCD sivun pituus on 6 cm. Piste P sijaitsee nelion sisélla siten, ettd se on enintain 6
cm paassa pisteestd A. Lisaksi piste P on lahempana sivua AB kuin sivua CD. Piirrd kuva,
josta ilmenee mahdollinen pisteen P paikka.

D C
A E
20.

Suora k kulkee pisteiden (-1, -2) ja (6, 4) kautta. Suora t kulkee pisteiden (-4, 1) ja (5, -2)
kautta. Piirrd suorat k ja t seké ne pisteet, jotka ovat yhtd kaukana molemmista suorista.

21.
Etsi ympyrén keskipiste viivainta ja harppia kayttamalld. Mitka ovat keskipisteen koordinaa-
tit?
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22.

Paketin pohja on nelid, jonka sivun pituus on 40 cm. Paketti on maassa kyljell&an ja sita siir-
retaan vierittamalla. Piirrda kulman P kulkema reitti, kun pakettia vieritetddn kerran kulman A
ympéri. Missd on pisteen P uusi sijainti?

F
40 cim
40 'cm &
vaatrvat tehtavat
23.

Suorakulmion muotoiselle pellolle on piilotettu aarre. Piirrd kaaviokuva pellosta ja siihen
kohta, josta alat kaivamaan, kun aarteen etsijalle on annettu seuraavat ohjeet:

(1.)  Suorakulmion sivu AB on 160 m pitka ja sivu BC 100 m pitka.

(2.)  Aarre sijaitsee yhtd kaukana sivuista AB ja AD.

(3.)  Aarre on 120 m pééasséa kulmasta C.

24.
Piirra oheinen suorakulmainen kolmio vihkoosi ja merkitse sen sisapuolelle piste P, joka to-
teuttaa seuraavat ehdot.
(1.) P on 2 metrin etaisyydella kérjesta A.
(2.) P onyht4 kaukana karjista A ja C.
i

3 Sm

A dm B



25.
Piirrd koordinaatistoon piste P = (3, 3) ja suora y = 1 seké& ne pisteet, jotka ovat yhtd kaukana
sekd suorasta etté pisteesta P.

26.

Lammas on kiinnitetty rakennuksen seindén 4,0 metrin mittaisella kdydell& siten, ettd raken-
nuksen kulmaan on 2,0 metrid. Piirrd kuva alueesta, jolta lammas pystyy syoméan ruohoa.
Laske myds alueen pinta-ala.
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2. Monikulmiot

Suljettua murtoviivan rajoittamaa tasoaluetta sanotaan monikulmioksi ja murtoviivaa moni-
kulmion piiriksi. Jos monikulmiossa kaikki sivut ovat yhté pitkid ja kaikki kulmat yht& suuria,
on monikulmio saanndéllinen. Monikulmion pinta-alan laskeminen vaatii usein monikulmion
jakamista osiin. Saannolliset monikulmiot voidaan jakaa tasakylkisiin keskuskolmioihin, jotka
ovat yhtenevia.

Monikulmio nimetdén siind olevien kulmien, karkien tai sivujen mukaan. Yleisesti n-
kulmiolla on n kulmaa, n kérkea ja n sivua. Monikulmioista yksinkertaisin on kolmio.

n-kulmion kulmien summa on (n—2)-180°.

klma werskulma

Monikulmion kulman ja sitd vastaavan vieruskulman summa on aina 180°. Kaikkien moni-
kulmion vieruskulmien summa on puolestaan 360°.

x s : . 360°
Saannollisen n-kulmion kulman vieruskulman suuruus on g = .
n

Saannolliset monikulmiot ovat yhdenmuotoisia keskenddn: kaikki tasasivuiset kolmiot ovat
siis keskenaan yhdenmuotoisia, kaikki neliét ovat keskendan yhdenmuotoisia jne.

Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on verrannollinen pituuksien suhteiden ne-
lioon.

Esimerkki 1.

Mik& on pienemman nelion pinta-ala, kun nelididen sivujen pituuk- 49 o2
sien suhde on 5 : 4?
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Ratkaisu:

Merkitd&n pienemman nelion pinta-alaa x:114. Kaikki neliot ovat kesken&dén yhdenmuotoisia,
jolloin niiden pinta-alojen suhde on verrannollinen pituuksien suhteiden nelidon.

49cm? _{5Y
x 4

49 cm® _ 5_2
x 4
]
4% cm % lerrotaan ristin
x 164
x25=4%em* 16 |25
49cm? - 16
x:
25
x=3eme

Vastaus: Pienemman nelion pinta-ala on noin 31 cm?.

Saannollisella monikulmiolla on keskipiste, joka on yht& kaukana monikulmion karjista ja yh-
ta kaukana sivuista. Saannollisen monikulmion ympari ja sisadn voidaan piirtad ympyra kéyt-
téen keskipisteend monikulmion keskipistettd. Saanndlliset monikulmiot voidaan piirtdd hyo-
dyntdmalla ympyrasektoreita, joiden sédde on keskipisteen etdisyys monikulmion karjesta tai

sivusta.

Jolranen saandllizen montdoalmon
karki sijaitzee ympyran kehalls,

Jolramen saandélizen montdoulmion siv
stviaa el koskettaa ympyran kehas.

— Saannélisen monlulmon pirtémmen

Mlaaritetaan saanndllisen monikulmion vieruskulman suuruus.
Piiretaan vinpyra ja jaetaan se sektorethin, jotka ovat vhita suuria kuin
monikulmion vieruskulma,

®  Yhdistetdan sateet ympyran sisapuolelta

Esimerkki 2.

Piirretdan sadnnollinen kahdeksankulmio.

12



Saannollisen monikulmion vieruskulma £ saadaan lasketuksi, kun tiedetddn sivujen lukumaa-

ré ﬂ=3(;0 = 45°,

Jaetaan ympyra weruskulman Thdistetian sateet.
suurmsin sektoretun,

13



Tehtavia

27.
Mité nimityksia seuraavista nelikulmioista kéytetdan?

/ARNYVEVA YA

28.
Nimea sdannolliset monikulmiot.

a) )] ch dj £l
29.

Suorakulmion sivujen pituudet ovat 11,5 cm ja 28,1 cm. lImoita suorakulmion pinta-ala seka
nelidsenttimetreind ettd neliodesimetreina.

30.
Puolisuunnikkaan kannat ovat 3,7 m ja 5,6 m seka naiden vélinen etdisyys 2,0 m. Mika on
puolisuunnikkaan ala?

31.
Suunnikkaan kantasivun pituus on 725 cm ja korkeus 290 cm. Kuinka monta nelidmetrid on
suunnikkaan ala?

32.
Mittaa kulmat kulmaviivaimella ja laske kulmien summa.

a) b cl

33.
Laske viisikulmion kulmien summa.

34.

Nelion piiri on 80,0 cm. Laske nelion
a) sivun pituus

b) pinta-ala.

35.

Nelién pinta-ala on 25 cm?. Laske nelion
a) yhden sivun pituus

b) piiri.

14



36.
Miké on nelion pinta-ala, jos sen piiri on 80 cm?

37.
Laske kahdeksankulmion kulmien summa.

38.
Mik& on monikulmion lavistaja?

39.
Voidaanko monikulmion kulmien summa laskea sen karkien perusteella?

40.
Voiko monikulmiossa olla kuperia kulmia?

41.

Piirra saannollinen
a) viisikulmio

b) kuusikulmio.

soveltawat tehtéwat

42.
Puolisuunnikkaan pinta-ala on 8,5 dm?, korkeus 3,1 dm ja toinen kantasivu 3,9 dm. Laske toi-
sen kantasivun pituus.

43.
Keksi sadnnot, joilla monikulmio voidaan piirtdd ympyran ulkopuolelle.

44,

Muodosta kaava, jolla pystytdén ratkaisemaan saannollisen monikulmion kulman o suuruus
sen vieruskulmaa hy6dyntamalla.

45.

Montako sivua sdédnnéllisessd monikulmiossa on, jos sen vieruskulman suuruus on
a) 18°

b) 24°

c) 40°

d) 90°?

46.

Montako sivua sdéanndéllisessd monikulmiossa on, jos sen kulmien suuruus on
a) 108°

b) 120°

c) 162°

d) 171°?

15



47.

Oheiset kuviot muodostuvat saannéllisista monikulmioista. Laske kulmien o, B ja y suuruu-
det.

CL
U;/'“\B v g B
) ” by ¥ cy !

48.
Muodosta ja sievenna monikulmion piirin lauseke.

a) b}

Ax-1

2x

49,

Laske sdannollisen 6-kulmion pinta-ala, kun sen sivun pituus on 3,0 cm.

50.
Maarita kulma o.

51.

Neliot on muodostettu yhdenmuotoisista kuvioista. limoita nelididen
a) sivujen pituuksien suhde

b) pinta-alojen suhde.

& B -

52.
Miké& on pienemman nelion sivun pituus, kun nelididen pinta-alojen suhde on 4 : 3?

36 cm?

vaatrvat tehtivat
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53.
Ympyrén halkaisijan pituus on 1,0 m. Laske ympyrdn sisdan piirretyn saannollisen 10-
kulmion piiri.

54,
Nelid, jonka sivun pituus on 1 m, on jaettu osiin oheisen kuvan mukaisesti. Laske kaikkien
osien pinta-alat.

£l 2)
d) 1.0m
b)

c)

1.0m

55.
Maarita oheisen alueen piiri, kun sen pinta-ala on 100 m?. (paasykoetehtava teknikkokoulu-
tukseen, kevat 1992)

[ ]
a
-
2a
a
[
a
56.

Maérita sellaisen nelion sivun pituus, jonka pinta-ala kasvaa 32,9 m?, kun sivu kasvaa 50,0 %.
(paasykoetehtava insindorikoulutukseen, kevéat 1996)

57.
Laske s&&nnollisen kuusikulmion keskipisteen etaisyys sivusta, kun sivun pituus on s.

58.
Neliolla ja ympyralla on yhtd suuret pinta-alat. Kuinka monta prosenttia pidempi on nelién
piiri kuin ympyréan keha? (yo kevat 1996)

59.

Metsépalstan pinta-alaksi peruskartalla mitattiin 2,9 cm?, missa mittausvirhe on enintaan 0,1
cm?. Laske palstan koko hehtaareina ja sen maksimivirhe, kun peruskartan mittakaava on 1 :
20 000. (yo kevéat 2004)

60.

Ympyrén pinta-ala on 12 cm? Miké on ympyran ympéri piirretyn nelién ala? Entd ympyran
sisaan piirretyn nelion ala? Anna vastaus nelidsenttimetreind kahden desimaalin tarkkuudella.
(yo kevét 2002)
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Mité on trigonometria?

Trigonometria sana muodostuu kreikan kielen sanoista tri “kolme”, gono “kulma” ja metria
”mitata”. Trigonometria perustuu suorakulmaisten kolmioiden tutkimiseen. Siini tarkastellaan
kolmion kulmien ja sivujen vélisi suhteita. Perustana on se geometrinen tosiasia, ett4 suora-
kulmaisessa kolmiossa sivujen pituuksien suhteet ovat riippuvaisia vain kulmien suuruuksista.
Tarkeimmat néistd kulman madradmista suhdeluvuista ovat sini, kosini ja tangentti. Lukuar-
vojen laskeminen on vaivalloista, mutta ne saadaan valmiina taulukoista tai laskimella.

Trigonometria kehittyi tahtien tutkimisesta. Trigonometristen funktioiden avulla on ratkaistu
monenlaisia geometrisia ongelmia jo yli 2 000 vuotta. K&ytdnnon tarpeita palvelevia tri-
gonometrisié taulukoita laativat egyptiléiset ja intialaiset jo varhain, mutta ne suhteet, joita me
kaytamme nykyéaan, esitti Hipparkhos noin 150 eKr.

Trigonometrialla on kayttda tekniikassa, arkkitehtuurissa, merenkulussa ja monilla muilla
kaytannon aloilla. Trigonometrian avulla on mahdollista suorittaa mittauksia, jotka muutoin
olisivat hyvin hankalia. Té&llaisia ovat esimerkiksi vaikeakulkuisessa maastossa tai merelld
olevien kohteiden vélisten etédisyyksien mittaaminen. Myos ilmassa ja avaruudessa oleviin
kappaleisiin liittyvié tehtavia voidaan ratkoa trigonometristen funktioiden avulla.

Trigonometristen funktioiden avulla voidaan kolmion tunnetuista osista helposti laskea mui-
den osien mitat. Mutkikkaammat kuviot lasketaan jakamalla ne ensiksi sopiviksi kolmioiksi,
mika soveltuu myos avaruuskuvioihin. Kolmiomittaus pohjautuu siihen, ettd kun tunnetaan
kolmion kulmat (joiden summa on aina 180°) ja yhden sivun pituus, voidaan laskea muiden
sivujen pituudet. Kulmat maaritetddn kéytannossa tahtadmalla kaukoputken kaltaisella lait-
teella vuorotellen eri pisteisiin ja katsomalla kaukoputken jalustan asteikkolevysta kaantymis-
kulmat.

Trigonometriset suhteet ovat osoittautuneet monella tavoin térkeiksi matemaattisiksi funkti-
oiksi. Ne ovat keskeisessd asemassa myos varsin abstrakteissa teorioissa, mm. sahkoteknii-
kassa, sateilyfysiikassa ja informaatioteoriassa. Talloin funktioiden késitettd on laajennettu
koskemaan suurempiakin kulmia kuin kolmiossa voi esiintyd esim. paatepisteissd ympari
kaantyvaa sadetta.

Trigonometristen funktioiden ominaisuudet perustuvat geometrisiin tarkasteluihin, mutta ne
ovat tarkeita varéhtelevien ilmitiden teoreettisessa tutkimuksissa. Jos tarkastellaan sinifunkti-
on arvoja myo0s terdvaa kulmaa suuremmilla kulmilla aina oikokulmaan asti havaitaan, ettd
sinin lukuarvo vaihtelee lukujen -1 ja 1 vélilla. Kyseessd on jaksollinen funktio, joka tekee
aina yhden taydellisen heilahduksen 360 asteen matkalla. Sinifunktio kuvaa kaikkia yksinker-
taisia heilahteluja, vérahtelyja ja aaltoliikkeitd. Esimerkkeina ovat mekaaniset varahtelyt, aa-
niaallot, niin radioaallot kuin valon sateilykin, seka tavallinen vaihtovirta. Mutkikkaammat
vardhtelyt voidaan aina ajatella ja matemaattisesti kasitella yksinkertaisista sinimuotoisista
varéhtelyistd koostuvina. Aaltoliike etenee yleensa siten, etteivat samanaikaiset, taajuudeltaan
erilaiset varahtelyt héiritse toisiaan. Musiikinkuuntelussa ei olisi paljon mieltd, jos emme pys-
tyisi erottamaan samanaikaisesti eri &dnenkorkeuksia, vaikka ne ilmassa etenevat yhtyneina ja
esimerkiksi &anilevyssé ovat yhtend ainoana urana.
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3.  Tangentti

Tarkastellaan kahta suorakulmaista kolmiota, joiden molempien toinen terdva kulma on 39,8".
Kolmiot ovat yhdenmuotoisia, koska molempien kolmioiden kolmannetkin kulmat ovat yhté
suuria.

15
10
2987 - 2987 .
12 18

Yhdenmuotoisien kolmioiden vastinsivujen suhteet ovat samat, jolloin voidaan muodostaa

12 10
verranto — ==—.

18 15

Suoritetaan verrannolle ristiin kertominen ja muutetaan se toiseen muotoon.

E E kerrotaan ristin
18415
18-10=12+15 |:12
M =M |: 18 tulosta saa supistaa
12 T2
“‘t“&lll]:lﬁ
TH:12 18
10_15
12 18

Tédssd muodossa ilmaistu verranto tarkoittaa, ettd kulman 39,8° vastaisen kateetin suhde vie-
. . . 10. 1 . .
reiseen kateettiin on vakio. Suhteet % ja£ ovat muodostuneet ainoastaan yhden kolmion

sivujen pituuksista. N&itd suhteita kutsutaan kulman 39,8° tangentiksi.

Suorakulmaisessa kolmiossa terdvan kulman « tangentti on kulman vastaisen kateetin suhde
kulman viereiseen kateettiin.

hypotenuusa

kulman « vastainen kateetti a £
fana = =—

kulman « viereinen kateetti b

[= o
. Trastamen

kateeth

—

b

viereinen kateetti
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Trigonometria perustuu suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoisuuteen. Trigonometristen
funktioiden arvoja on valmiiksi taulukoituna, mutta ne saadaan myos laskettua katevasti funk-
tiolaskimilla. Jos laskimeen né&ppaillaan

OO0

saadaan tulokseksi noin 0,833 eli sama tulos kuin jakolaskusta 10 : 12 tai 15 : 18. Tri-
gonometristen funktioiden kéytté usein helpottaa suorakulmaisiin kolmioihin liittyvia laskuja,
koska sivujen suhteita voidaan vélittdmaésti kayttad hyvaksi, kun toinen suorakulmaisen kol-
mion terdvistd kulmista tunnetaan.

Vastaavasti, jos suorakulmaisen kolmion molempien Kkateettien pituudet tunnetaan, voidaan
niiden verrannon avulla maarittad kolmion terdvat kulmat. Laskimella otetaan silloin kateetti-
en pituuksien suhteesta tangentin kaanteistoiminto, joka antaa tulokseksi kulman suuruuden
asteina.

U 60 3 6 &3

Esimerkki 1

Lasketaan, kuinka suuren kulman suora s muodostaa X- -
akselin kanssa. Kyseistd kulmaa sanotaan suoran suunta- /
kulmaksi.

tan(:(z§
2

tana =15 o
o ~56° A 2

Kulma « saadaan selville néppdilemélla laskimeen
(fan) 1) )5

Vastaus: Kulman suuruus on 56°.

Esimerkki 2.

Lasketaan kuvassa olevan puun korkeus.

Tangentin mééritelmé&n mukaan voidaan Kirjoittaa yhtalé

X . . .
tan 29° = Em joka ratkaistaan seuraavasti: 15m
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X

tan 29° = |15 m
11
, o - =tirretdan x vhtalén vasemmalle
1om tan 23° = x puclelle ja ot oikealle puslelle.
—x=-15m tan 297 |- (-1)

r=15m tan 29°
x=83m

Kateetin x pituus saadaan lasketuksi nédppailemalla laskimeen

EYEREREI S ED

Vastaus: Puun korkeus on 8,3 m.
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Tehtavia

61.
Voidaanko trigonometrisia funktioita soveltaa kaikissa kolmioissa?

62.

a) Mika on kulman o vastainen kateetti?
b) Mika on kulman « viereinen kateetti?
¢) Mika on kulman g viereinen kateetti?
d) Mika on hypotenuusa?

i

| B

A

63.
Laske laskimella ja ilmoita vastaus kolmen desimaalin tarkkuudella.

a) ftanl0’
b) tan20’
c) tan30°

64.

Laske laskimella tan & kolmen desimaalin tarkkuudella, kun « on
a) 1

b) 90°

c) 89",

65.

Laske laskimella kulman « arvo ja ilmoita vastaus asteen tarkkuudella.
a) tana=1

b) tana=0,5

c) tana=0,2

66.

llmoita kulman « suuruus asteen tarkkuudella, kun tan ¢ on
a) 1,367

b) 0,123

c) 0,956

67.
Laske laskimella lausekkeiden arvot.

a) 12,5-tan56,4°
tan16°
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11-tan10°
tan7° +tan14°
c) tan34°-(185+tan22° +1)

68.

Kuinka suuren kulman suora muodostaa x-akselin kanssa, kun suoran kulmakerroin on
a) 1

b) 2
2
c) —
3
1
d =
6
69.
Laske suorien suuntakulmat.
a b C
:I Er.l"\. :I Er.l’\. jl Er.l"\.
; ; A,
. o = .
a2 a2 3
3 3 = ?
by by .
1 i 1 J‘I/
) -11 | 4 6% i 11 | 4 G x 2 Al 1 4
: : 2
B B {

70.

Kuvan kolmiot ovat yhdenmuotoisia. Laske
a) kulman a suuruus

b) kulman g suuruus

C) sivun a pituus

d) sivun b pituus.

F 2.0 cm
MLD e
R o

& .

71.
Laske, kuinka korkealla lentokone on.

18,% kem

=]

15
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72.
Laske kulman o suuruus.

8 TP

fom
Sem
1
a) 10 cm b:l 3 om
73.
Laske sivun a pituus.
g om P
23 - 40
@ &
E;l:l b:l am

soveltawat tehtévat

74.
Laske suoran kulmakertoimen arvo ja ilmoita se yhden desimaalin tarkkuudella, kun tiede-
t&an, ettd suoran suuntakulma on

a) 25°
b) 80°
c) 48°
d) 90°

75.
Muodosta edellisten tehtdvan suorien yhtéalot, kun suorat kulkevat origon kautta.

76.
Ratkaise yhtalot yhden desimaalin tarkkuudella.
a) tan21" = X

11

b) tan46° :é
X

c) tanx ot
62

77.

Aurinko paistaa 25° kulmassa horisontin ylapuolella. Puun varjo maassa on 30 m pitka. Kuin-
ka korkea puu on?
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78.
Laske purjeen korkeus.

(=]

71
45m

79.
Suorakulmaisen kolmion toinen kateetti on 19,5 cm ja toinen kateetti on 3,5 cm edellista ly-
hyempi. Piirrd kuva ja laske kolmion kaikkien kulmien suuruudet.

80.
Laske kolmion kulmien « ja 8 suuruudet.
) b)
B
8,0 »
3,8
O ) 3,5
6,0
81.

Kuinka pitka méaki on?

J

L/

150

20,5m
82.
Kuinka korkea on torni, joka nékyy 60,0 metrin p&assa tornin juuren korkeudelta kulmassa
51,5°? (paasykoetehtdva insindorikoulutukseen, kevét 1990)

vaatrvat tehtavat

83.
Kiikarin ndkdkentta on 7,0°. Kuinka kaukana on 140 m pitka ohi kulkeva laiva, joka tdsmal-
leen tayttaa kiikarin nakokentén? (yo syksy 1996)

84.
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Ita-lansi —suuntaista neljadn metrin korkuista tasalevyistd kuusiaitaa halutaan leikata mata-
lammaksi siten, ettd keskipaivan aurinko paistaa varjon puolella metrid lahemmaéksi aitaa kuin
aikaisemmin. Kuinka paljon aitaa pitdad madaltaa, kun aurinko on keskipaivalla eteldssa 53
asteen korkeudella? (yo kevéat 1999)

85.
Ajatellaan, ettd xy-koordinaatiston origosta tahdataan pisteisiin (3, 5) ja (2, 1). Maarita téh-
tayslinjojen vélinen kulma. (paésykoetehtavé insindorikoulutukseen, syksy 1994)

86.

Purjehdittaessa nakyi majakka suoraan veneen edessé 2°:n kulmassa veden pintaan nahden.
Kun oli edetty majakkaa kohti 250 m, se nakyi 3°:n kulmassa. Kuinka kaukana vene oli nyt
majakasta, ja miké oli majakan korkeus? (yo syksy 1998)

87.

Puu, joka on muodoltaan likimaarin karjella&n seisova suora ympyrékartio (korkeus 19 m ja
pohjan sdde 3,2 m), kaatuu mielivaltaiseen suuntaan. Mika on todennédkdisyys, etta se osuu
puun tyvestd 15 m paassa seisovaan henkilon? Henkilon mittoja ei tarvitse ottaa huomioon.
(yo kevét 1996)
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4.  Sini ja kosini

Maaritella&n tangentin lisaksi kaksi muuta trigonometrista funktiota, sini ja kosini.

Sing — kulman « vastainen kateetti  a
hypotenuus a o hypotenuusa |
[ vastamen
.. . 5
COSer — kulman « viereinen kateetti _ 9 Leateett]
hypotenuus a c
-
&
viereinen kateetti
Esimerkki 1.
Lasketaan maen kaltevuuskulma a. 12 m

- 5
el N

Kulma voitaisiin laskea kayttamalla tangenttia, mutta ensin olisi ratkaistava toisen kateetin
pituus Pythagoraan lauseella. Kulma saadaan lasketuksi nyt helpommin sinin avulla.

sing = ——
12m
sina =0,4167
a~25°

Kulma saadaan néppaileméll& laskimeen
(s o ) 2 s S

Vastaus: Maen kaltevuuskulma on 25°.

Esimerkki 2.

Lasketaan leijan narun pituus x kahdella eri tavalla.

X
Tapal
Suorakulmaisessa kolmiossa terdvien kulmien summa on 90° eli 35°
teravat kulmat ovat toistensa komplementtikulmia. Kaytetaan tassa 9% m
apuna 35 asteen komplementtikulmaa, joka on 55°. Saadaan yhté-
16
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sin55°=23—m,
X

joka ratkaistaan normaaleja yhtalon ratkaisutapoja kayttaen.

in 550 = 20|,
x
sin 55% x=23m |:si1155°
_ 23m
s 55°
x = 28m

Sivun pituus saadaan nappailemalla laskimeen

EEEIEIENED

Tapa ll

Jos katsotaan suorakulmaista kolmiota toisesta terdvasta kulmasta, saadaan hypotenuusan pi-
tuus ratkaistua kosinin avulla.

23m
cosah® = | x
X
cos35% x=23m | cos 35T
_ 23m
cosss”
X ™ 2Bm

Sivun pituus saadaan nappailemalld laskimeen

ENERESCH ENED

Vastaus: Leijan narun pituus on 28 m.

Huom! Trigonometrisi& funktioita voidaan soveltaa ainoastaan suorakulmaisissa kolmioissa.
Koska talléin on voimassa myds pythagoraan lause, voidaan sama kulma laskea lopulta seké
tangenttia, sini& ettd kosinia hyodyntamalla. Yleensé naista jokin antaa kuitenkin vastauksen
tilanteesta riippuen suoraviivaisemmin.
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Tehtavia

88.
Laske laskimella ja pyorista tarvittaessa kolmen desimaalin tarkkuuteen.

a) sin30°
b) sin40°
c) sin80°

89.
Laske laskimella ja pyorista tarvittaessa kolmen desimaalin tarkkuuteen.

a) cos60°
b) cos70°
c) cos20°

90.

llmoita kulman « suuruus asteen tarkkuudella, kun sina on
a) 0,996

b) 0,208

c) 0,695

91.

Laske laskimella kulman « arvo ja ilmoita vastaus asteen tarkkuudella.
a) cosa=1

b) cosa=0,2

c) cosa=0,122

92.
Maarita kulma a.
12 cm
5.2m 22 cim
“lodm
18 cm
o
a) k) c) 45 cm

93.
Mika on x:11a merkityn sivun pituus?

X
<>
X x
/A 4pe /96 om
a) 17 om =) c) T7om

94.
Kuinka pitkét tikapuut ovat?
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T m

95.
Suorakulmaisen kolmion toinen kateetti on 2 cm ja hypotenuusa 3 senttié pidempi. Piirrd kuva
ja laske kolmion kulmien suuruudet.

96.
Laske laskimella lausekkeiden arvot.

sin37° —cos37°

sinl4® +2-cos5’

5-sin11° —sin(3-10°)
cos0’

c) sin4’-(22,5+cos55%)

b)

97.
Kuinka korkealla ilmapallo on?

95m

38

soveltawat tehtéwat

98.
Mika on kuvion pinta-ala?
&0 o
257
50° a
6.0 cin
99.

Maéaérita kuvion pinta-ala.
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100.
Mika on kuvion pinta-ala?

3.8 cm
8,9 cm

Fo°

101.
Kuinka suuri on kulma a, kun kuvion pinta-ala on 7,0 m*?

o0
25° []
3.2m

102.
Kolmiossa ABC sivu AC = 6,0 cm, kulma ABC = 90° ja kulma BAC = 50°. Laske sivut AB
ja BC millimetrin tarkkuudella. (yo kevéat 1984)

vaatrvat tehtavat

103.
Piirrd sinifunktion kuvaaja siten, ettd vaaka akselilla oleva kulma o saa arvot 0° - 540° ja pys-
tyakselilla on sine .

104.
Piirra kosinifunktion kuvaaja siten, ettd vaaka akselilla oleva kulma o saa arvot 0° - 540° ja
pystyakselilla on cosc.

105.
Mitd yhtendisyyksia ja eroavuuksia I0ydét sini- ja kosinifunktioista?

106.
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Maapallo ndkyy satelliitista 110 asteen kulmassa. Kuinka kaukana satelliitti on maapallon
pinnasta, kun maapallon sade on 6380 km?

107.
Laske suoran kulman karjen etéisyys hypotenuusasta.

EW

30 em

108.
Maarita kulman a suuruus.

109.

Laihia ja Kaavi ovat likimain 63. leveysasteella. Niiden leveyspiirid pitkin mitattu etdisyys
on 330 kilometrid. Kuinka paljon aikaisemmin aurinko nousee Kaavilla kuin Laihialla? Maa-
pallon sade on 6360 km. (yo kevét 1997)

110.
Tasakylkisen kolmion kantakulman sini on 1/3. Laske huippukulman kosinin tarkka arvo ja
kolmidesimaalinen likiarvo. ( yo kevét 1999)

111.

Laiva kulkee vakionopeudella 18 solmua ja sen suunta pysyy koko ajan samana. Pisteesta A
mitattuna suunta majakkaan on 15° kulkusuuntaan nahden, ja 34 minuuttia myéhemmin pis-
teestd B suunta samaan majakkaan on 30°. Kuinka kaukana majakka on pisteestda A? Yksi
solmu on 1,85 km/h. (yo syksy 1995)
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5.  Pythagoraan lause ja *muistikolmiot

Pyhtagoraan lause
Suorakulmaisessa kolmiossa kateettien nelioiden summa on hypotenuusan nelid.

a’+b?=c?

Jos pythagoraan lausetta sovelletaan nelioon ja tasasivuiseen kolmioon, muodostuu ns. muis-
tikolmiot. Muistikolmioiden ideana on se, ettd niiden avulla pystytaan selvittdmaan tarkat tri-
gonometristen funktioiden arvot kulmille 30°, 45° ja 60° laskinta k&yttamatta.

Esimerkki 1.

Tarkastellaan neliétd, jonka sivun pituus on 1. Lasketaan Pythagoraan lauseen avulla nelion
lavistajan pituus x.

=1+ 17
xi=2 Otetaan yhtalén molemmilta puolita neliéuurn. 45"
x =42 % 1
x =7 Ainoastaan positivinen ratkaisu kelpaa,
koska pituus el woi olla negativinen. 457 7 n
Esimerkki 2.

Tarkastellaan tasasivuista kolmiota, jonka sivun pituus on 2. Lasketaan Pythagoraan lausetta
kayttden kolmion korkeus x.
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22 =12 4+ 47 Stirretasn munthyat yhtalén vasemmalle puolelle
ja vakiot otkealle puolele.

—x =2t et (D)

2
=4-1
=3 Ohtetaan yvhtalén molemmilta puolilta neliduun.
xr= J_w@ 1
x =3 Lmnoastaan postuvinen ratkaisu kelpaa,
koska piuus e1 vot olla negatuvmen,

—— Mustikolmiot
Esimerkki 3.

Maéiritetdén tarkat trigonometristen funktioiden arvot kulmalle 45° muistikolmion avulla.

. 1
sin45° = —
V2
C0s45° = L 1
J2
o1
tan45 =-=1
1 1
Esimerkki 4.

Laske muistikolmion avulla oheisen kolmion

a) kateetin x pituus ¥ 5
b) hypotenuusan y pituus.

I

X

Ratkaisu:

Verrataan kolmion sivuja vastaaviin muistikolmion sivuihin ja muodostetaan verranto.
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a) §><£ leerrotaan nstin
¥
xd3 =21 |J§ 2

2,03
b — F—  kerrot 15tiin
) y><2 errotaan ns
m3=22 |43
4

" F

Vastaus: Kolmion kateetin pituus 2 on ja hypotenuusan pituus on i

N N
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Tehtavia
Pythagoraan lause

112.

Laske hypotenuusan pituus, kun kateetit ovat
a) 3,2cmja4,6cm

b) 6,5mja53m

c) 7,7cmja22cm.

113.

Laske kateetin pituus, kun hypotenuusa ja toinen kateetti ovat
a) 62cmjadlcm

b) 72 cm ja43 cm

c) 1,3mja0,6m.

114.

Maarita x:11a merkityn sivun pituus yhden desimaalin tarkkuudella.
a) b) 0

X
X
7 3 2 x 10
11
115.

Onko kolmio suorakulmainen, jos kolmion sivujen pituudet ovat
a) 55cm, 100 cm ja 45 cm

b) 16 mm, 12 mm ja 20 mm

c) 14 cm, 48 cm ja 50 cm?

116.
Kirjoita Pythagoraan lause seuraavien kolmioiden avulla.
a) b) S
25
4 5 Boox »
3 15
117.

Suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet ovat 12 cm, 16 cm ja 20 cm. Laske kolmion pinta-
ala.

118.

Tutki, onko kolmio suorakulmainen, jos sen sivujen pituudet ovat
a) 1,2ja3

b) 3,4 jab.
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119.
Tasasivuisen kolmion sivun pituus on 6,0 cm. Laske kolmion pinta-ala.

120.
Tasasivuisen kolmion piiri on 18 cm. Laske sen korkeus. (paasykoetehtdva teknikkokoulutuk-
seen, syksy 1996)

121.
Ympyran keskipiste on (3,2) ja erds ympyrén kehapiste on (-5,7). Mik& on ympyran séteen
pituus desimaalin tarkkuudella?

122.
Ympyran keskipiste on (2,1) ja sen eras kehapiste on (8,3). Laske ympyran halkaisijan pituus
desimaalin tarkkuudella.

123.
Néaytd, ettd kolmio, jonka kérjet ovat pisteissa (0, 0), (1, \/§) ja (2, 0) on tasasivuinen. Piirrd
kuvio. (yo kevat 1996)

124.

Katuvalaisimen kannatinvaijeri on kiinnitetty 34,50 m levedn kadun vastakkaisilla puolilla
olevien talojen seiniin 6,50 m korkeudelle maasta. Lamppu riippuu vaijerista sen keskikohdal-
ta, joka on 1,10 m vaijerin péaitd alempana, ja vetda vaijerin puolikkaat likimain janoiksi.
Kuinka pitka vaijeri on, ja kuinka suuren kulman vaijerin puoliskot muodostavat kesken&an?
(yo syksy 1996)

125.
Maarita suorien x—2y+4=0 ja 4x+7y—12 =0 leikkauspisteen etdisyys origosta. (yo ke-
vét 1994)

126.
Kartalla, jonka yksikkdna on kilometri, eréstd paatietd esittdd suora 2x—3y+4=0 ja siitd

erkanevaa paikallistietd suora x+2y—6=0. Missé pisteessd tiet eroavat? Kuinka kaukana
tienhaarasta on paikassa (4 , 1) oleva talo?

127.

Ympyranmuotoisen lammikon keskelld on pystysuora tanko, jonka ylapaa ulottuu 183 cm ve-
denpinnan yl&puolelle. Kun tanko taittuu pohjasta, se ylettyy lammikon reunalle siten, ettd
yldpaasta on 76 cm ilmassa. Tangon alapéa jaa entiselle paikalleen. Kuinka syvéa lammikko
on, kun sen piiri on 17,40 m?

128.

Eraasté talosta voidaan mennd uimarantaan joko kulkemalla ensin suoraa maantieté pitkin 2
400 m, kaantymalla sitten 105° vasempaan ja kulkemalla suoraa pikkutieta vield 1 300 m tai
sitten kulkemalla koko matka suoraan metsén lapi. Mill& nopeudella pitéisi metsén lapi kul-
kea, jotta siihen menisi yhta paljon aikaa kuin tietd pitkin kdvellessd, kun nopeus tietéd pitkin
on 6,0 km/h? (yo kevat 1995)
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Muistikolmiot

129.

Maérita tarkat arvot
a) sin 30°

b) cos 30°

c) tan 30°.

130.

Maarita tarkat arvot
a) sin 60°

b) cos 60°

c) tan 60°.

131.
Ratkaise kolmiosta x:11& merkityn sivun pituus muistikolmion avulla.

132.
Tarkastellaan oheista muistikolmiota. Onko vaite tosi?

a) Kateetista saa hypotenuusan kertomalla luvulla~/2 .
b) Hypotenuusa on lyhyempi kuin kateetti.

c) Hypotenuusasta saa kateetin jakamalla luvulla V2.

133.
Tarkastellaan oheista muistikolmiota. Onko vaite tosi?

d
2a :2’*-;".:17

F Y | |
i
a) Hypotenuusasta saa lyhimmaén kateetin jakamalla luvulla 2.

b) Pidemmasta kateetista saa lyhimman kateetin jakamalla luvulla NCY

¢) Hypotenuusasta saa pidemman kateetin kertomalla luvulla~/3 .
d) Lyhemmastd kateetista saa hypotenuusan kertomalla luvulla 2.
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134.

Ratkaise kolmioista muistikolmion avulla
a) hypotenuusan x pituus

b) kateetin y pituus.

135.

Ratkaise kolmioista muistikolmion avulla
a) hypotenuusan x pituus

b) kateetin y pituus.

60"

136.

Ratkaise kolmioista muistikolmion avulla
a) kateetin x pituus

b) kateetin y pituus.

137.
Maarita suoran kulmakertoimen tarkka-arvo, kun suoran suuntakulma on

a) 45°
b) 60°
c) 30°.
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6. Trigonometriset pinta-alan kaavat*

Trigonometrisid funktioita voidaan hyodyntdd myos tasokuvioiden pinta-aloja laskettaessa,
jos kuviot voidaan jakaa suorakulmaisista kolmioista muodostuviin osiin.

Esimerkki 1.
Johdetaan kaava, jolla voidaan laskea kolmion pinta-ala, kun tunnetaan kolmion kahden sivun

pituus a ja b sek& naiden vélisen kulman suuruus « .

Kolmion korkeus saadaan selville sinin avulla:

i1 & = E |- &
b
Bsin o =»5_}3 surretaan b yhtalén vasemmalle puolelle b
E ja tut oikealle puolelle. &
~h=-hsna |{-1) o
ho=bhan & a

Kun h sijoitetaan normaaliin kolmion pinta-alan yht&aloén, muodostuu pinta-alan yhtald, jossa
korkeutta ei tarvitse erikseen ratkaista.

Kolmion pinta-ala on

A=1ah=1absina b
2 2

Huom! Kaava pétee myos silloin, kun kulma « on tylppa.

Vastaavat pinta-alan trigonometriset kaavat voidaan johtaa myds suunnikkaalle ja puolisuun-
nikkaalle:
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Suunnikkaan pinta-ala

A=ah=absina Bl | A
* 0
it
Puolisuunnikkaan pinta-ala b
. h
A:E(a+b)h:1(a+b)ssma i
2 2 a b

Esimerkki 1.

Lasketaan viereisen kolmion pinta-ala.

Azlabsina
2

= %-8,0 cm-7,0cm-sin35°

~16cm?

Vastaus: Kolmion pinta-ala on 16 cm?.

Esimerkki 2.

Kolmion sivujen pituudet ovat 6,2 cm ja 8,5 cm. Kuinka suuri on sivujen valinen kulma, kun
kolmion pinta-ala on 24,8 cm??

Ratkaisu:

Madritetdan ensin sivujen valisen kulman sini:

%afzsincx=ﬂ |-o
absin = 2.4 | ab
. 24
s = —
ak
2024 8 et
sih g = —————— i
6.2 oo 8,5 ol
sity e = 0 9412
= 70,3
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Laskimella saadaan yht&lon toteuttava terdva kulma. Yhtélolla on kuitenkin myos toinen rat-
kaisu, joka on 180° —70,3° =109,7°.

Laskimella voidaan viela tarkistaa, ettd 180° —70,3° =109,7°

Vastaus: Kulma on 70,3° tai 109,7°.

Y leisesti patee seuraava saanto:

sina =sin(180° — )
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Tehtavia

138.

Laske kolmion
a) korkeus
b) pinta-ala.

9% cm
237

11,6 cm

139.
Kolmion kahden sivun pituudet ovat 6,9 cm ja 13,3 cm. Naiden sivujen valisen kulman suu-
ruus on 77°. Laske kolmion pinta-ala.

140.
Kolmion kahden sivun pituudet ovat 14,4 cm ja 6,4 cm. Néiden sivujen valisen kulman suu-
ruus on 105°. Laske kolmion pinta-ala.

141.

Laske suunnikkaan
a) piiri

b) korkeus

c) pinta-ala.

95 cm

5.8 cm
110°

142.
Suunnikkaassa ABCD on sivun AB pituus 8,3 cm ja sivun AD pituus 5,6 cm. Sivujen vélisen
kulman suuruus on 111°. Laske suunnikkaan pinta-ala.

143.
Laske puolisuunnikkaan
a) korkeus
b) pinta-ala.
20.0 cm

10,0 o
2.0 cm

144,
Laske suunnikkaan pinta-ala.
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12 cm

120

11 cm

145.
Ratkaise kaavasta A = %ab singa

a) sivun pituus a
b) kulman « sini.

146.
Kolmion kaksi sivua ovat 19,5 cm ja 14,5 cm. Sivujen valinen kulma on 143°. Laske kolmion
ala.

147.

Suunnikkaan sivujen pituudet ovat 11,5 cm ja 8,5 cm. Laske suunnikkaan pinta-ala, kun sivu-
jen vélinen kulma on

a) 27°

b) 55°

c) 12°.

148.
Kolmion kaksi sivua ovat 6,4 cm ja 4,5 cm. Kuinka suuri on sivujen vélinen kulma, jos kol-
mion pinta-ala on 10,5 cm?? Huomioi kaksi eri vastausta.

149.
Kolmion sivujen pituudet ovat 3,4 cm ja 5,8 cm seké niiden vélinen kulma on 42°. Laske
kolmion pinta-ala.

150.

Maarité kaikki vélin 0° <o <180° kulmat, joille
a) sina=0,5

b) sina=0,7

c) sina=0

d) sina=1

151.

Puolisuunnikkaan ABCD yhdensuuntaisista sivuista on AB = 8 ja DC = 6 seka toinen
erisuuntaisista sivuista DA = 5. Kuinka pitk& sivu on BC, kun puolisuunnikkaan ala on 28?
(Huomaa kaksi mahdollisuutta.) (yo syksy 1994)
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7. Kappaleiden luokittelua ja piirtdmista

Kappaleet ovat kolmiulotteisia, joten on ongelmallista
piirtdd niitd kaksiulotteiselle paperille eli tasoon.
Yleensd avuksi otetaan kavaljeeriperspektiivi ja kar-
teesinen koordinaatisto. Siin& x- ja y-akselit ovat piir-
retty toisiaan vastaan kohtisuoraan. Kolmiulotteinen
vaikutus tehdaan z-akselilla, joka sijoitetaan 45°:een
kulmaan x- ja y-akseleiden kanssa. Jotta z-akseli néyt- e
taisi tulevan ulos paperista, on sen akselin pituudet puo- 437 .

let x- ja y-akselien vastaavista pituuksista. Usein kol- 4 1 2 3ox
miulotteisessa koordinaatistossa jatetaan akselien nega- 2 | " Pibms puclet x- ja y-akselien
tiiviset osuudet (kuvassa katkoviivoin piirretyt) piirta- 3 | vastaavista piiuulesista.
mattd, jotta kuvasta ei tulisi liian sekava.

Lieriot

Lieri6lla on kaksi yhdensuuntaista ja yhtenevad pohjaa sekd vaippa. Suorassa lierigssa vaippa
on kohtisuorassa pohjaa vastaan, muussa tapauksessa sitd sanotaan vinoksi. Jos lierién pohja
on ympyrd, sanotaan lieriotd ympyralierioksi. Jos lierion pohja on monikulmio, sanotaan lie-
riota myos sarmioksi tai prismaksi.

Ietkitaan korkens o
Y YT cikeassa mittasubteessa. 2 - Thdistetaan
pohja  ympyrat
¥ -akselin
) sunntzisilla
suotilla.
sade olceassa
trittasuhteessa. vhtenevat vinpyrat
valppa
x x
ziZ Puclet sdteen z
todelizesta pitundesta.

Suorakulmaisessa sarmidssa kaikki sarmat ja tahkot ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa ja
kaikki tahkot ovat suorakulmioita. Kuutio on suorakulmainen sarmid, jossa kaikki tahkot ovat
nelioita.

Jos lierion pohjana oleva monikulmio on kolmio, puhutaan kolmesivuisesta sarmidsta. Jos

pohjat ovat nelikulmioita, puhutaan nelisivuisesta sarmigsté jne. Jos suoran sérmion pohjaku-
vio on sdannodllinen monikulmio, on kyseessa sadnndllinen monisivuinen sarmio.
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Furretty odceassa
H Y muttasubteessza, Y tablco
' — AT
| x x *
Pijrretty oeasza
mittasuhteessa Puolet todellisesta Thdistetaan kulmat.
pitmdesta.
Kartiot

Kartiossa on yksi pohja, huippu eli kérki ja ndiden valiin jadva pinta, jota sanotaan vaipaksi.
Kartio voi olla suora tai vino. Jos kartion pohja on ympyra, sanotaan sitd ympyrakartioksi. Jos
kartion pohja on monikulmio, kartiota kutsutaan pyramidiksi. Kartio on sdanndllinen, jos sen
pohja on sadnnollinen ja jos sen korkeusjana osuu pohjan keskipisteeseen.

sade oleassa
mittasubteessa.

e

Z Puclet zateen

todelizesta priuudesta,

F
—Iderlotian
korkeus siviana
otlceasza
trittasuhtessza.
x
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Thdistetaan karli sela
pohjan ja x-akselin
ledceauspistest.
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Tehtavia

152.
Piirra milta kappale néayttaa kohtisuoraan sivuilta a), b) ja ¢) katsottuna seka kohtisuoraan yl-

h&alté d) katsottuna.
d)

!

b}/

153.
Piirra kappaleet kohtisuoraan ylhaalta katsottuna.

‘
a) b) @ o) £

154.
Nimed kappaleet.

= 0

155.

Poimi edellisesta tehtavasta kaikki
a) lieriot

b) kartiot.

156.

Mitka kappaleista voidaan valmistaa paperia taivuttamalla ja siité osia leikkaamalla?
a) sarmio

b) lierio

c) Kartio

d) pyramidi

e) pallo

157.
Poimi kaikki lieriot.
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a) b)

c) d) e}
i i 4 ) ﬂ fg

158.
Loydatko yhtdan lieriota? Perustele.

1O

159.
Nimea suorakulmaisen sarmion osat.

160.

Nimed suoran ympyrékartion osat.

a

161.

Mité nimitystd kdytetdan suorasta lieriostd, jonka pohjana on
a) suorakulmio

b) ympyra

¢) monikulmio?

162.

Piirr& koordinaatisto ja merkitse siihen pisteet
a) (1,1,1)

b) (3,-3,3)

c) (-2,2,-2)

163.
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Rubikin kuution kehitti Erno Rubik 1974. Kuution s&rman pituus on 5,7 cm. Piirrd kuutio
luonnollisessa koossa.

164.
Laatikon pohjasarmien pituudet ovat 30 cm ja 20 cm. Laatikon korkeus on 15 cm. Piirrd kuva
laatikosta kavaljeeriperspektiivissa.

165.

Minkalaisista kuvioista suoran sarmioén vaippa muodostuu, jos sen pohja on
a) kolmio

b) viisikulmio?

166.

Minkalaisista kuvioista saannollisen kartion vaippa muodostuu, jos sen pohja on
a) nelikulmio

b) viisikulmio ?

167.

Draw the following shapes on paper.

a) acube of side 4 cm

b) acuboid 3 cm long, 2 cm wide and 4 cm high

168.

Piirra ympyralierio, jonka

a) pohjan halkaisija on 6 cm ja korkeus 7 cm
b) pohjan sade on 4 cm ja korkeus 3 cm.

169.
Piirrd prisma, jonka pohja muodostuu tasasivuisesta kolmiosta.

170.
Piirra kartio, jonka korkeus on kolme kertaa sen leveys.

171.
Misté seuraavista kuvioista saa taittelemalla kuution?

H | |
L] |
2 [ b c) | a4y

172.
Mika kappale syntyy, kun suorakulmio py6rahtaa yhden sivunsa ympari?

173.
Piirr& pyramidi, jonka pohjasédrmien pituudet ovat 4 cm ja 6 cm. Korkeus on 7 cm.

49



Ekologinen jalanjalki

The Ecological Footprint (EF) eli ekologinen jalanjalki on erds keino arvioida ihmisen toi-
minnan luontoon aiheuttamaa jalked. Jalanjalki kertoo, paljonko jonkin alueen asukkaan tar-
peiden tyydyttdmiseen tarvitaan maapinta-alaa. Se lasketaan vuositasolla henkea kohti ja il-
maistaan hehtaareina. Ekologisen jalanjéljen kehittivat professorit Mathis Wackernagel ja
William E. Rees 1990-luvulla Kanadassa.

Oman ekologisen jalanjalkensé voi mitata internetissa olevilla laskureilla. Ne Kkartoittavat yk-
silon jalanjalkea 10 - 20 kysymyksen avulla, jotka kasittelevat ruokatottumuksia, vedenkulu-
tusta, asumista ja liikennevalineiden kéayttoéd. Ekologinen jalanjélki lasketaan sen perusteella,
miten paljon yksilon kulutusta ja jatteitd varten tarvitaan fossiilisen energian tuottamiseen va-
rattua maata, laidun- ja viljelysmaata sekd metsdd, merta ja rakennettua maata. Jokainen voi
vaikuttaa ekologiseen jalanjélkeensa henkilokohtaisilla valinnoillaan. Sit4 voi pienentdd muun
muassa kayttamalla julkisia kulkuneuvoja ja valttamélla eldainkunnan tuotteita seké suosimalla
laitteita, joilla on alhainen energiankulutus ja jotka ovat pitkéikéisia.

Maapallon kokonaispinta-ala on 51 miljardia hehtaaria, josta tuottava pinta-ala on vain 11,4
miljardia hehtaaria. Kun tdma jaetaan kaikkien maapallon ihmisten kesken, kunkin sallituksi
ekologiseksi jalanjaljeksi saadaan 1,78 hehtaaria. Maapallon asukkaiden keskimaéaraisen eko-
logisen jalanjéljen Maailman luonnonsaation Living Planet 2012 -raportissa arvioitiin vuonna
2008 olevan 2,70 hehtaaria. Eri maanosien vélilla on kuitenkin huomattavia eroja: Afrikka-
laisten ekologinen jalanjélki on 1,45 hehtaaria, mutta EU maissa se on 4,72 hehtaaria ja poh-
joisamerikkalaisilla 7,12 hehtaaria! Onneksi kaikki maailman ihmiset eivat ole eurooppalai-
sia, koska siiné tapauksessa tarvittaisiin noin kaksi ja puoli maapalloa, jotta kaikkien ihmisen
kulutustarpeet pystyttaisiin tyydyttamaan.

Suomalaisen ekologinen jalanjalki on puolestaan Maailman luonnonséétion Living Planet
2012 -raportissa arvioitu 6,21 hehtaarin kokoiseksi. Tarvittaisiin siis noin kolme ja puoli maa-
palloa jos kaikki maapallon asukkaat olisivat suomalaisia.

Oheisessa taulukossa on erdiden maiden ekologisia jalanjalkid vuonna 2008 (Lahde: Maail-
man luonnonséation Living Planet 2012 —raportti)

maa vakiluku (milj.) ekolo_gli'rjenjalanjalki kz%pasiteetti
(henkil6d kohden) [ha] | (henkilda kohden) [ha]
Suomi 5,3 6,21 12,19
USA 305,0 7,19 3,86
Australia 21,5 6,68 14,57
Iso-Britannia 61,5 4,71 1,34
Kanada 33,3 6,43 14,92
Qatar 1,4 11,68 2,05
Intia 1190,9 0,87 0,48
Kiina 1358,8 2,13 0,87
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8. Kappaleiden pinta-aloja

Kappaleiden kokonaispinta-alassa huomioidaan sen kaikkien osien pinta-alat. Vaipan pinta-
alaan ei puolestaan lasketa kappaleen kannen ja pohjan pinta-aloja.

Suorakulmainen sarmio

Ennen kuin suorakulmaisen sa&rmion vaipan alaa voidaan laskea, on sovittava mitk& sarmion
tahkoista ovat kappaleen seindmia ja mitka puolestaan pohjia.

WVaipan pinta-ala Eokonaispinta-ala
a
2]
c [
c h & ]
b . B .
a
8 b

Suorakulmaisen sarmion
vaipan pinta-ala on A, =ac+bc +ac+bc =2ac + 2bc.

kokonaispinta-ala on A= A, +ab+ab = 2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc) .

Ympyrélierio

Vaipan pinta-ala Eokonaispinta-ala
Ay By
2y 2y

T T

Ympyralierion
vaipan pinta-alaon A, =2zrh.

kokonaispinta-alaon A= A, +2ar® = 2arth+27r? = 2ar(h+r).
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Ympyrakartio

Vatpan pinta-ala Kokonaispinta-ala

Ympyrakartion vaippa muodostuu ympyrésektorin osasta, jonka kaaren pituus on kartion poh-
jaympyran piiri (2zr) ja séde s.

Ympyrékartion
vaipan pinta-alaon A, = zrs.

kokonaispinta-alaon A= A, +ar® =ars+ar® = ar(r +s).

Esimerkki 1. 73cm

Laske kissanruokapurkin vaipan pinta-ala. Paljonko peltia on tarvittu D
purkin valmistamiseen?

Ratkaisu: kL

Vaipan pinta-ala on
A, =2arh =27 -3,65cm-10,2 cm ~ 233,923cm’ ~ 234 cm?®.

Tarvittavan peltimaaran kertoo purkin kokonaispinta-ala.
A=A +2ar® =233923cm? -2z - (3,65cm)? ~ 318 cm?

Vastaus: Purkin vaipan pinta-ala on 243 cm? ja kokonaispinta-ala on 318 cm?.

Huom! Jos tilavuudeltaan tietynkokoisen ympyrélierion kokonaispinta-ala halutaan mahdolli-
simman pieneksi, taytyy lierion korkeuden olla yhtd suuri kuin sen pohjan halkaisija. Usein
lierion muotoisissa metallipurkeissa korkeus on kuitenkin 1,4 kertaa halkaisijan pituinen. Pyo-
reiden paatyjen valmistamisessa syntyy hukkapaloja, joten pelkka pinta-alan tarkastelu ei riita
kustannusarviointeja tehtdessa.
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Tehtavia

174.

IImoita oma pituutesi
a) millimetreing

b) desimetreina

c) dekametreina.

175.
Suorita yksikkdmuunnokset.
a) 2m® = cm?

b) 3,5m? = dm?
c) 5ha= m?

d) 14dm? = mm?

176.

Muunna neliémetreiksi.
a) 5km?

b) 6 ha

c) 9a

d) 230 dm?

e) 30000 cm?

f) 140 000 mm?

177.
Muunna sulkeissa mainituksi yksikoksi.
a) 5km? (ha)

b) 100 ha (m?

c) 23a (M)

d) 15,7 dm? (cm?

e) 56 000 mm? (dm?)

f) 250 m? (a)

178.

Laske kuution kokonaispinta-ala, kun sdérma on
a) 18,0cm

b) 1,5m

c) 9,0 mm.

179.
Tiiliskiven mitat ovat 27,0 cm, 15,0 cm ja 7,0 cm. Laske tiiliskiven kokonaispinta-ala.

180.
Nopan sarmé on 1,1 cm. limoita nopan kokonaispinta-ala neliomillimetreina.

181.
What is the surface area of a rectangular prism with the given dimensions? Length = 8 cm,
width = 2 cm, height = 4 cm.

182.
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Suklaarasia, jonka pituus on 37,0 cm, leveys 21,0 cm ja korkeus 3,0 cm paketoidaan lahjapa-
perilla. Laske tarvittavan paperin pinta-ala, kun taitevaraa ei oteta huomioon.

soveltavat tehtawvit

183.
Ananaspurkin halkaisija on 8,4 cm ja korkeus 5,0 cm. Hedelmécocktailpurkin vastaavat mitat
ovat 7,3 cm ja 18,0 cm. Kumman valmistamiseen on tarvittu véhemman peltia?

184.

Teresa tekee naamiaisia varten itselleen ympyrékartion muotoisen hatun. Hanen pdanympa-
ryksensa on 53,0 cm ja hatun sivusauman pituudeksi han haluaa 40,0 cm. Paljonko kangasta
han tarvitsee hattuun?

185.
Paljonko muovia tarvitaan kasvihuoneen kattamiseen (paadyt mukaan lukien)?

60,0 m
15,0m

186.
Kolme erimuotoista lieriétd ovat pituudeltaan 12 cm. Laske lierididen kokonaispinta-alat
kolmen numeron tarkkuudella.

a) ) c)
lratda ristin 4 cim & cm

vt 2 cm

187.

Muodosta laskukaavat kuution, jonka sarman pituus on s,
a) vaipan pinta-alalle

b) kokonaispinta-alalle.

188.
Laske teltan kokonaispinta-ala.

1,2 mL

\/E,Im

1.6m
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189.
What is the surface area of a cylinder with the given dimensions? Radius = 6 cm, height = 3
cm.

190.

Laske ympyrésektorista muodostettavien kartioiden vaippojen pinta-alat, kun ympyrasektori-
en sateet ovat 15 cm.

a C 1603
a) b) c)

A

191.
Mitka ovat edellisen tehtdvan kartioiden pohjien séteet senttimetrin tarkkuudella?

192.

Ympyranmuotoisesta pahvilevystd, jonka sade on 35 cm, leikataan oheisen kuvan mukainen
pala ja muodostetaan siitd kartion vaippa. Mika on

a) pohjaympyran sade?

b) muodostuvan kartion korkeus?

c) Kkartion vaipan pinta-ala?

193.

Laske ekologisen jalanjaljen avulla, montako maapalloa tarvittaisiin kaikkien ihmisen kulu-
tustarpeiden tyydyttdmiseen, jos kaikki maapallon ihmiset olisivat

a) amerikkalaisia

b) kiinalaisia

c) gatarilaisia.

vaatrvat tehtivat

194.
Ympyralierion sadettd pienennetdan 10 % ja korkeutta kasvatetaan 10 %. Suureneeko vai pie-
neneekd ympyralierion vaipan ala ja kuinka paljon?
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9. Tilavuuden mittayksikot

Tarkastellaan suorakulmaista sarmi6ta, jonka pituus on 4 cm, leveys 2 cm ja korkeus 3 cm.

3 cm

Z2cm

4 cm

Selvitetdan suorakulmaisen séarmion tilavuus tutkimalla, montako kertaa valittu mittayksikko
mahtuu suorakulmion sisélle. Koska suorakulmion mitat on annettu senttimetreissg, on luon-
nollista valita tarkasteltavaksi mittayksikoksi kuutio, jonka jokainen sivu on senttimetrin pi-
tuinen.

A

3 com

1cm

1cm

1cm

2 cm

4 cm
Suorakulmaisen sarmion pohjalle sopii 4-2 =8 pienté kuutiota ja tallaisia kerroksia muodos-

tuu kolme eli kaikkiaan kuutioita mahtuu sarmion sisalle 3-8 =24. Suorakulmaisen sarmion
tilavuus siis saadaan pohjan pinta-alan ja korkeuden tulona.

Jos suorakulmaisen sarmién sarmien pituudet ovat a, b ja c, on sen tilavuus

V =abc.

Tilavuuden yksikoksi saadaan [V |=[a]b]c]=cm-cm-cm=cm?.

Tilavuusmitat

Tilavuusmittayksikot ovat pituusmittayksikéiden kolmansia potensseja eli kuutioita. Pituus-
mittojen suhdeluku on 10, jolloin tilavuusmittojen suhdeluvun on oltava 10-10-10 = 1000.
Seuraavaan mittayksikkdon siirryttédessa on siis pilkun paikkaa siirrettdvé kolme askelta.

tunnus nimi perusyksikoissa
mm?® kuutiomillimetri 0,000000001 m®
cm® kuutiosenttimetri 0,000001 m®
dm?® kuutiodesimetri 0,001 m®
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m | kuutiometri [ 1m

Vetomitat

Vetomittoja kdytetdan nestemaisten aineiden tilavuuksia ilmaistaessa. Perakkaisten vetomitto-
jen suhdeluku on 10. Seuraavaan vetomittaan siirryttdessa on siis pilkun paikkaa siirrettdva
ainoastaan yksi askel.

tunnus nimi perusyksikoissa
ml millilitra 0,001 |
cl senttilitra 0,011
dl desilitra 0,11
| litra 11

Tilavuus- ja vetomitoissa on toisiaan vastaavia yksikoita, esimerkiksi 1 litra = 1 dm®.

Esimerkki 1.

Muunnetaan 540 000 000 mm?® kuutiometreiksi vaiheittain
540 000 000 mm?® = 540 000 cm?®

540 000 cm® = 540 dm?®

540 dm® = 0,54 m®

Vastaus: 540 000 000 mm?®on yhta kuin 0,54 m®.

Esimerkki 2.
Muunnetaan 0, 55 litraa kuutiosenttimetreiksi
0,551 =0,55 dm® =550 cm®

Vastaus: 0,55 litraa on 550 cm?®.
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Tehtavia

195.

Lue parillisesi &aneen tilavuudet.
a) 31m’

b) 210 cm®

c) 8mm?

d) 1,6 dm?

196.

Laske kuution tilavuus, kun sen sd&rma on
a) 2,0cm

b) 5,0 mm

c) 32m

d) 12,0 dm.

197.

Laske suorakulmaisen sarmion tilavuus, jonka mitat ovat
a) 4cm,6cmja9cm

b) 50m,2,1mjal8m

c) 2,3m,78cmja2l mm.

198.
Tiiliskiven mitat ovat 27,0 cm, 15,0 cm ja 7,0 cm. limoita tiiliskiven tilavuus kuutiosenttimet-
reind ja kuutiodesimetreina.

199.

Muuta yhté yksikkdd pienemmaksi.
a) 2m’

b) 15cm’

¢) 0,09dm?

d) 0,0001 m®

200.

Muuta yht& yksikkod suuremmiksi.
a) 25dm’

b) 0,4 cm?®

¢) 200 mm?

d) 5000 dm?®

201.

Muuta yhté yksikkdd pienemmaksi.
a) 4m’

b) 1,7 cm’

c¢) 0,11 dm?

d) 0,0005 m*

202.

Muuta yhté yksikkod suuremmiksi.
a) 65dm’
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b) 0,44 cm®
c) 820 mm?
d) 1000 dm®

203.

liImoita vetomitat kuutiomittoina.
a) 3ml

b) 0,51

c) l1l62cl

d) 0,7dl

204.

IImoita kuutiomitat vetomittoina.
a) 5dm?

b) 0,05 m?

¢) 15mm®

d) 600 cm?

205.

State whether each of these is a length, an area or a volume.
a) 6m®

b) 3cm?

C) 2xcm

d) 21 mm?

e) 0,15cm?

f) 2000 mm?

g) 6mdm?

h) 289 m

206.

Muuta yhté yksikkdd pienemmaksi.
a) 4cl

b) 0,012 1

c) 0,03dl

d) 501

207.

Muuta yht& yksikkod suuremmiksi.
a) 23dl

b) 410cl

c) 0,2dl

d) 2,02 ml

208.

IImoita vetomitat kuutiomittoina.
a) 43 ml

b) 0,551

c) 360cl

d) 0,8dl
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209.

llImoita kuutiomitat vetomittoina.
a) 2,8dm’

b) 0,95m?

c) 25mm?

d) 612 cm’

soveltawat tehtéwat

210.

Kuinka pitk& on kuution sarmd, jos kuution tilavuus on
a) 64cm’

b) 216 cm®

c) 1000 cm??

211.
Yhdysvalloissa kaytetaan tilavuusmittana gallonaa (gallon), joka on 3,79 litraa. Jos auton ben-
satankkiin mahtuu 66,2 litraa, niin kuinka monta gallonaa siihen mahtuu?

212.
Englannissa on tilavuusmittana kaytdssa pintti (pint), joka on 5,68 dl. Jos boolia on 8 litraa,
niin montako pinttia sit4 on?

213.
Montako litraa mansikoita mahtuu laatikkoon, jonka pituus on 40 cm, leveys 32 cm ja korke-
us 15 cm?

214.
Yhden mehupisaran tilavuus on noin 0,1 cm®. Kuinka monta mehupisaraa on litran mehupur-
Kissa?

215.

Sateen mittaus- ja tilastoyksikko on millimetri. Talla tarkoitetaan sen vesikerroksen paksuutta,
joka sataa yhden nelidmetrin pinta-alalle. Sademé&ara erdénd paivéana oli 10 mm. Paljonko vet-
t& satoi suorakulmion muotoiselle pituudeltaan 180 m ja leveydeltddn 150 m olevalle pellolle,
kun yksi litra vettd painaa yhden kilogramman?

216.
Tien pituus on 3,0 km ja leveys 4,0 m. Tielle ajetaan 5,0 cm kerros soraa. Kuinka monta 8,0
m?® kuormaa tarvitaan? (paasykoetehtava teknikkokoulutukseen, kevat 1993)

217.
Paljonko uima-altaan, jonka pituus on 12 m ja leveys 7 m, vedenpinta laskee, kun siiti otetaan
7000 litraa vettd pois?

218.
Uima-altaassa on vetta 3750 m®. Altaan syvyys on 3 m ja pituutta silla on kaksi kertaa enem-
man kuin leveyttd. Kuinka pitka allas on?

219.
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Laatikko, jonka mitat ovat 50 cm, 30 cm ja 40 cm, taytetdan paketeilla. Montako pakettia laa-
tikkoon mahtuu, kun pakettien mitat ovat 10 cm, 6 cm ja 12 cm?

vaatrvat tehtavat

220.
Pituudet a, b ja ¢ on mitattu senttimetreissé. Lasketaanko seuraavilla kaavoilla pituutta, pinta-
alaa vai tilavuutta?

a) K=abc
b) R=4a’
¢) B=nc?

4 3
d L=—=ub

3
e) Y=4a+3b
f) G=2m’
g) X =3ab
h) M =9¢?
221.

Oheisen kuvion mukaisen suorakulmaisen sarmién muotoisen kylmélaukun seinien ja pohjan
paksuudet ovat 2,5 cm sekd levymadisen kannen paksuus on 3,0 cm. Méérita laukun sisétila-
vuus litroina. (paasykoetehtava teknikkokoulutukseen, kevat 1991)

f
Vsen

205 cm

I —
275 cm

222.

Suorakulmion muotoinen lasinen astia, jonka mitat 10ytyvét kuvasta, taytetddan vedelld ja pa-
kastetaan. Vesi laajenee jaatyessaan 10 %. Kuinka korkealle vettd voi kaataa, jotta astia ei ha-
joa pakkasessa?

£ 10 cm

11 cm

16 cm

223.

Laatikkoon on pakattu tiiviisti 12 kappaletta suorakulmaisen sarmion muotoisia liituja, joiden
poikkileikkaus on nelio. Laatikon siséosan tilavuus on 230 cm®. Maarita liidun pituus, kun
poikkileikkausnelion sivun pituus on 1,5 cm. (paasykoetehtéva teknikkokoulutukseen, kevat
1992)
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224.

Kolmesta vahakuutiosta, joiden sarmat ovat 3 cm, 4 cm ja 5 cm, leivotaan yksi ainoa kuutio.

Laske tdman sarmdn pituus. Kuinka monta prosenttia tassé toimituksessa kokonaispinta-ala
muuttuu? (yo kevét 1994)
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10. Lierion tilavuus

Tarkastellaan suorakulmaisen sarmion ja suoran ympyrélierion muotoisia kappaleita. Kappa-
leen tilavuuden voidaan ajatella muodostuvan siten, ettd taytetdan kappale pohjan kanssa yh-

tenevilla paloilla.

pohjan kanssa
>7 vhtenewia paloja

c

pohja

a

Mittaustarkkuuden, jolla kappaleiden korkeudet (tdssé c¢ ja h) on annettu, voidaan ajatella
muodostuvan pudotettujen palojen paksuudesta. Jos korkeus on annettu senttimetrin tarkkuu-
della, ovat palat paksuudeltaan yhden senttimetrin.

— P
) L G

Riippumatta lierion pohjan muodosta tai siitd onko kyseessa suora vai vino lierié lasketaan
sen tilavuus samalla tavalla.

Lierion tilavuus saadaan pohjan pinta-alan A, ja korkeuden h tulona.

V=Ah

Huom! Jos lierid on vino, on korkeus lierion kannen kohtisuoraan mitattu etdisyys pohjasta.
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Esimerkki 1.

Lasketaan Italiassa sijaitsevan Pisan kaltevan tornin tilavuus. Olete-
taan tornin olevan kauttaaltaan saman levyinen. Pohjan halkaisija on
15,5 m ja tornin korkeus 55,9 m.

Torni on muodoltaan ympyralierid, jonka pohjan pinta-ala on
53.9m A, =’ ja korkeus h, joten tilavuus saadaan lasketuksi kaavalla

V =ar’h.
V =ar’h=7x-(7,75m)? -559m =10547,87...m* ~ 10500 m®,

Vastaus: Pisan kaltevan tornin tilavuus on 10500 m?®.

Jos laskussa olisi haluttu olla tarkkoja, miké olisi pitanyt ottaa huomioon?
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Tehtavia

Ei?ke kuvassa olevien lierion pohjien pinta-alat.
a) b) c) d)
1
W b Ve
5.0 cm 4.5 cm 4.0 cm
226.

Valmistetaan nelja 12,5 cm korkuista lieriotd, joissa pohjina kdytetdan edellisen tehtdvan poh-
jia. Laske lierididen tilavuudet.

227.

Laske ympyrélierion tilavuus, jonka korkeus on 15 cm ja
a) sade 11cm

b) halkaisija 13 cm

228.

Ympyralierion korkeus on 18,0 cm. Laske lieridn tilavuus, kun sen pohjan siade on
a) 1,0cm

b) 5,9cm

c) 12,0cm.

229.

Laske suoran ympyralierion tilavuus, kun pohjan séde r ja lierion korkeus h ovat
a) r=30cmjah=4,0cm

b) r=13,0cmjah=10,0cm

c) r=55cmjah=8,5cm.

230.
Jaédkiekon halkaisija on 7,6 cm ja korkeus 2,5 cm. Laske kiekon tilavuus.

231.

Turistiluokassa tai lomalennolla matkustajalla saa olla yksi kdsimatkatavara. Kasimatkatava-
roihin menevan lentolaukun koko saa maksimissaan olla (55 x 40 x 20) cm. Paljonko on lau-
kun tilavuus litroina?

soveltawat tehtévat

232.
Jaljenné taulukko vihkoosi ja tdydennd puuttuvat tiedot.
lierion pohjan pinta-ala lierion korkeus [cm] lierion tilavuus [cm”]
[cm?]
150,0 31,0
12,0 804,0
18,0 360,0
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500,0 1425 000

102,0 4080,0

233.
Laske suklaakakkujen tilavuudet.

a) k)

T.5cm
2.5 cm | :

12.0 cm 2250 cm

234.

Mittaa tarvittavat osat ja maarita
a) pulpettisi kannen tilavuus
b) matematiikan kirjan tilavuus.

235.
What is the formula for the volume of the cylinder?

236.
Laske lierion tilavuus.

237.
Mehupillin sisdhalkaisija on 0,5 cm ja pituus 24,0 cm. Kuinka monta millilitraa mehua pilliin
sopii?

238.
Laske kappaleiden tilavuudet.
EHP 7om
30 cm \
/K\ 5em
N 140 e T em
239.

Muodosta laskukaava kuution, jonka sarman pituus on s, tilavuudelle.

240.
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Ympyralierion muotoisen litran mitan pohjan halkaisija on 12,0 cm. Kuinka korkea mitta on?

241.

Pisin vedenalainen tunneli kulkee Englannin kanaalin ali Folkestonesta (Englanti) Calais’hen
(Ranska). Kulkureitti koostuu kahdesta rautatietunnelista, jotka ovat 49,94 km pitkid ja hal-
kaisijaltaan 7,6 metrid. Tunneleita rakennettiin 1987-1990 ja ne maksoivat noin 15 mrd. €.
Laske tunneleiden viema yhteistilavuus.

242,
Suorakulmion muotoisesta pahvista, jonka sivut ovat 15 cm ja 12 cm, tehd&an avonainen laa-
tikko leikkaamalla kulmista pois neliot, joiden sivun pituus on 3 cm. Laske laatikon tilavuus.

243.

The orange juice is poured into cylindrical glasses. The radius of each glass is 3 cm and the
depth of orange juice is 7 cm. How many glasses of orange juice can be filled from the 1 litre
carton?

244,

Syddmen muotoinen tdytekakku voidaan tehdad nelio- ja ympyrépohjaisten kakkuvuokien
avulla. Kakkuvuokien korkeus on 7 cm ja nelidpohjaisen vuoan sivun pituus on 20 cm. Nelio-
pohjainen vuoka on sopiva neljan munan kakkuun. Monenko munan taikina taytyy tehda sy-
dénkakkua varten?

D cin
245.

When full, a cardboard carton, in the shape of a cuboid, holds 1 litre of orange juice. The base
of the carton measures 9,5 cm by 6,2 cm. What is its height?

20 cm

246.
Laske x:11a merkityn sivun pituus, kun kappaleen tilavuus on annettu.

/ 7‘
X
i £ o ) 4 cm
cit
570 et |4 -‘ Zem D om
a) b) Sem

9 om

vaatrvat tehtivat

247.
Ympyrélierion muotoisen séilion piirustuksen mittasuhde on 1:5. Piirustuksessa sailion hal-
kaisija on 20 cm ja korkeus 25 cm. Miké& on séilion todellinen tilavuus?

248.
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Suorakulmaisen sarmidn sérmien pituudet ovat suhteessa 1:1:2. Sarmion kokonaispinta-ala on
12,1 cm?. Mika on sarmion tilavuus?

249.
Mukin sisékorkeus on 7,0 cm ja lapimitta samoin 7,0 cm. Mika on mukin vetoisuus? (yo syk-
sy 1993)

250.

Litran pulloon kaadetaan 0,930 litraa vettd ja se pannaan pakastimeen. Veden jadtyessé sen
tilavuus kasvaa 8 %. Kuinka korkealle talldin tyontyy lieridmainen jaatulppa 5,00 cm? kokoi-
sesta pullon suusta? (yo kevét 1988)

251.
Paperirullan ulkohalkaisija on 12,0 cm ja sisahalkaisija 4,5 cm. Paperin paksuus on 0,1 mm.
Kuinka monta metri& rullassa on paperia? (yo syksy 1995)

252.

Suorakulmion muotoisesta peltilevysta (mitat 40 cm x 30 cm) voidaan valmistaa ympyralieri-
on vaippa kahdella tavalla: lierion korkeus on joko 40 cm tai 30 cm. Kumman lierién tilavuus
on suurempi, ja mik& on tilavuuksien suhde? (yo syksy 1999)

253.

Suorakulmaisen sarmidn muotoisen veistoksen leveys on 2,00 m, pituus 1,00 m ja korkeus
3,00 m. Veistoksesta tehddan pienoismalli, jonka tilavuus on sadasosa alkuperdisen veistok-
sen tilavuudesta. Mitka ovat pienoismallin mitat? (yo syksy 1998)
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Pyramidit

Pyramideihin liittyy monenlaisia teorioita, joissa huimimmissa esitetddn niiden olevan ava-
ruusolioiden rakentamia. Tutkimukset ovat kuitenkin osoittaneet, ettd pyramidit ovat ihmisen
aikaansaannoksia. Ensimmaiset pyramidit rakennettiin muinaisessa Egyptissé, joista ensim-
mainen oli kuningas Zhoserin (noin 2668 — 2649 eKr.) hauta. Seuraavan tuhannen vuoden ai-
kana jokainen merkittava faarao sai hautapaikakseen pyramidin. Ne eivét kuitenkaan olleet
pelkkia hautoja, vaan myos palvonnan kohteita. Tunnetuimmat pyramidit ovat Gizan kolme
pyramidia, joista suurin on Kheopsin pyramidi, joka valmistui vuoden 2600 eKr. tienoilla.

Pyramidien rakennuskivien louhinta alkoi siita, etta kallioon piirrettiin louhittavan kivipaaden
mitat, jonka jalkeen lohkare hakattiin irti. Kivia liikuteltiin puisten kelkkojen avulla, silla pyo6-
raa ei ollut vielad kaytdsséd. Rakennuspaikalle kivipaadet kuljetettiin lautoilla jokea pitkin.
Huonompilaatuista kalkkikived louhittiin itse rakennuspaikalta, jossa kaikki kivet myés muo-
toiltiin lopulliseen muotoonsa. Lohkareiden sarmien suorakulmaisuus tarkistettiin kulmami-
talla.

Rakennuspiirustukset tehtiin savitauluihin. Pyramidien pohjamaa tasoitettiin kuokilla ja laaja
paasikeha laskettiin nelibn muotoon pyramidin perustaksi. Tamé piti tehda tarkasti, silla pie-
nikin mittavirhe olisi kertaantunut ylemmissa kivikerroksissa. Rakentajilla oli apuvélineina
vain koysid, vipuvarsia seka Kivia ja mutaa. Pieniin savilaattoihin upotetut vesisailiot toimivat
vesivaakana. Jattilaisméiset kivijarkaleet kuljetettiin thmisvoimin liejuisiksi kasteltuja ramp-
peja pitkin vetamélld rakennustasolle. Vakipyoraa, vinssia tai taljaa ei vield tunnettu.

Kheopsin pyramidin rakentamiseen kaytetyt kalkkikivilohkareet painavat keskimaarin 2,5 — 5
tonnia ja niitd on yli 2,3 miljoonaa. Suurimmat hautakammion katossa olevat Kivet ovat pai-
noltaan noin 40 tonnia. Kheopsin pyramidi peitti yli neljan hehtaaria maata ja sen korkeus oli
147 metrid (nykyaan sen huipusta puuttuu noin 10 metrid) ja sen Kyljet osoittavat varsin tar-
kasti paailmansuuntiin.

Kheopsin pyramidin rakentajien maaran arviot vaihtelevat paljon. Historioitsija Herodotos
arvioi, ettd 100 000 miesté raatoi Kheopsin pyramidin kimpussa 30 vuotta. Palkakseen he sai-
vat leipad, retikkaa ja purjosipulia. Brittildinen egyptologi Wier on esittanyt, ettd rakentajien
lukum@&ra on vain noin 10 000 miestd. Han on perustellut tata seuraavasti: Kheopsin pyrami-
din tilavuus oli noin 2,6 miljoonaa kuutiometrid. Taman Kiviméaradn nostamiseen tarvitaan
kaikkiaan 2,5-10" joulen tyd. Yksi mies voi tehda paivassa ty6ta noin 240 000 joulen verran.

Wierin mukaan kivien nostaminen vaati 1250 miehen pdivittaisen tyopanoksen 23 vuoden
ajan. Kivien louhimis-, muotoilu- ja vetot6ihin tarvittiin miehia viela enemman.
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11. Kartion tilavuus
Ympyrakartion tilavuutta ei saada laskettua tayttamalla sitd pohjan kanssa yhtenevillé paloil-
la. Talldinhan laskettaisiin ympyralierion tilavuutta.

pohjan kanssa
vhtenewi pala

pohjan kanssa g
vhdentmctomen pala

Ympyrakartion tilavuus sitd vastoin saadaan tayttamélla se pohjan kanssa yhdenmuotoisilla
paloilla, jotka pienenevat kartion karked kohti mentéessd. Koska yhdenmuotoisten kappalei-
den valilla vallitsee suhde, voimme olettaa kartion tilavuuden saatavan seuraavasti:

kartion tilavuus = jokin suhdeluku - vastaavan lierion tilavuus.

Riippumatta kartion pohjan muodosta lasketaan sen tilavuus aina samalla tavalla. Pohjan
muoto tulee huomioitua sen pinta-alan kaavassa.

—— Kartion tilavius

Kartion tilavuus on 1/3 sellaisen liericin tilavundesta, jonka pohjan pinta-ala Ap
ja kotkens i1 ovat samat kuin kartiolla.

V=-Ah
3 .

Esimerkki 1.

Lasketaan j&atelotuutin tilavuus.
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6.0 cm

14,6 cm

Jaatelotuutti on muodoltaan ympyrékartio, jonka pohjan pinta-ala lasketaan sateen r avulla
seuraavasti A = ar’ . Kartion tilavuuden laskukaava tulee siten muotoon

Y, =%Aph =%7zr2h =%~7z-(3,0cm)2 14,6 cm ~138cm® = 1,4 dl

Vastaus: Tuutin tilavuus on noin 1,4 dl.

Esimerkki 2.

Kheopsin pyramidi oli alunperin 147 m korkea ja sen pohjasarman pituus oli 230 m. Laske-
taan pyramidin tilavuus.

230 m

Pyramidi on kartion erikoistapaus ja sen tilavuus saadaan samojen laskusédantéjen mukaisesti.
Pyramidin pohja muodostuu neligstd, jonka pinta-ala saadaan nelion sarmén s avulla seuraa-

vasti A, =s°. Pyramidin tilavuus on

v =%Aph =%szh =%-(230 m)*-147m~2,6-10°m®

Vastaus: Kheopsin pyramidin tilavuus oli alunperin 2,6-10°m?.
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Tehtavia

254.

Montako sivua on pyramidissa, jos sen pohja on
a) nelikulmio

b) viisikulmio?

255.

Laske suoran ympyrékartion tilavuus, kun pohjan séde r ja kartion korkeus h ovat
a) r=30cmjah=4,0cm

b) r=13,0cmjah=10,0cm

c) r=55cmjah=8,5cm.

256.
Laske ympyrakartion tilavuus, kun sen sade on 15 cm ja korkeus 20 cm.

257.
Laske ympyrakartion tilavuus, kun sen pohjaympyran sédde on 2,0 cm ja korkeus 8,0 cm.

258.

Ympyrékartion korkeus on 18,0 cm. Laske kartion tilavuus, kun sen pohjan sade on
a) 1,0cm

b) 59cm

c) 12,0cm.

259.
Kummalla kappaleista on suurempi tilavuus?

40me 40m

260.
IImoita kuvan pashamuotin tilavuus desilitroina.

261.
Laske kartion tilavuus.

72



a) b} c)
16 cm

15,7 em 12.2 om
7.2 cm : 6,5

h
/

!
27 ol
10 o

262.
Laske pyramidin tilavuus, kun sen korkeus on 6,7 m ja suorakulmion muotoisen pohjan mitat
ovat4,5mja 3,8 m.

263.
Pyramidin kolmionmuotoisen pohjan pinta-ala on 38 cm? ja korkeus 4,9 cm. Laske pyramidin
tilavuus.

264.

Pyramidin korkeus on 4 cm ja sen pohja on nelid, jonka sivun pituus on 6 cm. Laske pyrami-
din

a) tilavuus

b) kokonaispinta-ala.

soveltawat tehtévat

265.
Ympyrakartion pohjaympyran sade on 2,0 cm, mutta korkeus vaihtelee. Laske, mika on ym-
pyrékartion korkeus, jos sen tilavuuden tarkka arvo on

a) 4 rem?

3
b) 4z cm®
c) 62 7z cm?

3
d) zcm?
266.
Montako desilitraa popcorneja mahtuu kuvassa olevaan totter6on?

15,0 cm
P

25,0 cm

267.
What is the volume of a cone with the given dimensions? Diameter = 14 m, height =2 m.
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268.
What is the volume of a rectangular pyramid with the given dimensions? Length = 4 cm,
width = 12 cm, height =7 cm.

269.
Kuinka monta kuvan mukaista lasillista saadaan 1,5 litran pullosta?
2,0 crn
k-\\\ ,,7) &, 0 cm
., /,
270.

Mika on ympyrakartion korkeus, kun sen sade on 13 cm ja tilavuus 2600 cm®?

271.
Mika on ympyrakartion pohjan sade, kun sen korkeus on 1,2 m ja tilavuus 0,40 m®?

272.

14 cm
Kappale on valmistettu kahdesta kartiosta, joiden korkeus on yhté suuri kuin niiden halkaisija.
Kartioiden huippujen vélinen etéisyys on 14 cm. Laske kappaleen
a) tilavuus
b) pinta-ala.

273.
Laske pyramidin tilavuus, kun sen suorakulmion muotoisen pohjan sivujen pituudet ovat 30
mm ja 65 mm sekd sarman pituus 50 mm.

vaatrvat tehtivat

274.
Ympyrékartion halkaisijaa suurennetaan 10 % ja korkeutta pienennetdan 5 %. Montako pro-
senttia kartion tilavuus suurenee?

74



275.

Miten kay ympyrakartion tilavuudelle, kun sen
a) korkeus pienenee puoleen

b) séde pienenee puoleen?

276.

Puun runkoa pidetddn suorana ympyrékartiona. Puun korkeus on 14 m ja tyven lapimitta 24
cm. Vuodessa puu kasvaa pituutta 30 cm, ja sen tyven lapimitta suurenee 4 mm. Kuinka mon-
ta dm® puun tilavuus talloin kasvaa viidessa vuodessa? (yo kevat 1994)

277.
Kartion muotoinen lasinen astia, jonka s&de on 7 cm ja korkeus 20 cm, taytetédan vedelld ja
pakastetaan. Vesi laajenee jaatyessaan 10 %. Hajoaako astia, jos vetta kaadetaan 19 cm kor-

keuteen?

Tom
—

20 o

278.
Kuinka korkealle vetta voi kaataa edellisen tehtédvan kartioon, jotta astia ei hajoa pakkasessa?
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12. Pallo

Kappaleista pallolla on pienin pinta-ala tilavuuteensa verrattuna. Jos kappaleen sisépaine on
suuri, on pallon muoto edullisin. Tésta syysta vapaasti putoava vesipisarakin valitsee muo-
dokseen pallon. Pallonmuotoisia séilioita kaytetdén esimerkiksi kaasujen ja nesteiden séily-
tykseen tarkoitettuina paineastioina. Nesteitd, jotka on séilytettdva ja&hdytettying, pidetdéan
usein myods pallonmuotoisissa astioissa, koska astian pinta-alan ollessa pienin mahdollinen
tulee eristdminen halvimmaksi.

Pallo muodostuu avaruuden niisté pisteistd, jotka ovat yhtd kaukana kiinteésta pisteesta, pal-
lon keskipisteesta.

Nimitys pallo voi tarkoittaa joko pallopintaa tai pallopinnan rajoittama avaruuden osaa.

Pallon piirtdminen kolmiulotteisesti tapahtuu seuraavasti:

Puirretaan yrmpyra, jonka pallopinta
keskipiste on origossa,
otkeassa mittasuhteessa,

Fuclet sateen
todelisesta priundesta,

Kun pallon séde on r, niin pallon

3

tilavuus on V = %ﬂr pinta-alaon A=4m? .

Tason ja pallon leikkauskuvio on aina ympyra. Jos taso kulkee pallon keskipisteen kautta,
muodostuva leikkauskuvio on isoympyra. Isoympyran séde on siis sama kuin pallon séde ja
ympyran keskipiste on myds pallon keskipiste. Muita ympyroitd, jotka muodostuvat tason lei-
katessa ympyréad, sanotaan pikkuympyroiksi. Niiden sade on lyhyempi kuin pallon séde.

piklkuympyri

1S0VInP VT \\

S—
N
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Maapallon pinnalla tehtavissa mittauksissa isoympyré on erittéin tarkeéd. Lyhyin reitti paikasta
toiseen seuraa niiden kautta kulkevaa isoympyran kaarta. Laivat ja lentokoneet pyrkivétkin
kulkemaan maan isoympyraé pitkin jos muut olosuhteet sen sallivat.

Esimerkki 1.

Vesi-ilmapallon sade on 2,5 cm. Lasketaan, montako desilitraa vetté sen sisalla on.

V= %ﬂfs = gﬂ(Z,S cm)® = 65,449...cm® ~ 0,065dm® = 0,065 = 0,654l

Vastaus: Vesi-ilmapallon sisalla on 0,65 dl vetta.

Esimerkki 2.
Jalkapallon ymparysmitta on 71,0 cm. Lasketaan jalkapallon pinta-ala.

Ensin on laskettava jalkapallon sade

p=2rzr | :2z
P
2
r= 710cm ~11,30cm
21

Joten, jalkapallon pinta-ala
A=4m?® =47(11,30 cm)? ~1604 cm?

Vastaus: Jalkapallon pinta-ala on noin 1600 cm?.
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Tehtavia

279.
Piirra pallo, jonka sade on 4,0 cm.

280.
Piirrd puolipallo, jonka halkaisija on 10,0 cm.

281.

Laske pallon tilavuus, kun sen sade on
a) 1,0cm

b) 2,5cm

c) 5,3cm.

282.
Laske edellisen tehtavén pallojen pinta-alat.

283.

Pallon sade on 21 cm. Laske pallon
a) pinta-ala.

b) tilavuus.

284.
Laske pallojen pinta-alat.

20 cm 6.0 cm

1.0 cm

a) k) c)
285.
Laske edellisen tehtavén pallojen tilavuudet.
286.
Kummalla kappaleista on suurempi
a) tilavuus
b) pinta-ala?

4.0 cm

8,0 cm
287.
Laske pallon pinta-ala, kun sen halkaisija on
a) bm
b) 78 cm
c) 64 mm.
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288.

Laske pallon tilavuus, kun sen séde on
a) 16cm

b) 2,8 m

c) 43 mm.

289.

Tennispallon halkaisija on 6,0 cm. Laske sen
a) pinta-ala.

b) tilavuus.

290.
What is the volume of a sphere with the given dimensions? Diameter = 16 cm.

soveltawat tehtéwat

291.
Paljonko lunta tarvitaan kuvan lumiukon tekemiseen?
31,0 cm
. ; 435 cm
—_—
49.0 cm

292.

Nicholas Masonilla (Manchester, Iso-Britannia) on maailman vahvimmat keuhkot. Han pu-
halsi yhden kilogramman painoisen ilmapallon l&pimitaksi 2,44 metrid 45 minuutissa 2,5 se-
kunnissa v. 1994. Laske muodostuneen ilmapallon tilavuus. Oletetaan ilmapallo pallon muo-
toiseksi.

293.
Etsi jokin pallon muotoinen esine ja arvioi sen pinta-ala ja tilavuus. Tee sitten tarvittavat mit-
taukset ja tarkista arviosi laskemalla.

294.

Laske pallon pinta-alan tarkka arvo, kun pallon halkaisija on
a) 20m

b) 40m
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c) 90m

d) 10,0 m.
295.
Kummalla kappaleista on suurempi
a) pinta-ala
b) tilavuus?
2.2 om 1.1 cm
296.

Laske, montako desilitraa jaatel6d mahtuu kuvan jattitétteroon, kun vohvelin sisdosakin on
tdynna jaatel6d (kuoren paksuutta ei oteta huomioon).

297.

Miké on pallon séde, jos sen tilavuuden tarkka arvo on
4 3

a —zxm
3

b) 367 m’®

¢) 4z cm?

d) 10%72’ cm®?

298.
Puolipallon muotoisen rahin halkaisija on 64 cm. Mik& on rahin kokonaispinta-ala?

299.
Pata on puolipallon muotoinen. Laske padan tilavuus litroina, kun sen halkaisija on 90,0 cm.

300.
Riikalla on 2 litran kulhollinen tdynn& pullataikinaa. Kuinka monta pallon muotoista pullaa
hén saa taikinasta, kun yhden pullan halkaisija on 8,0 cm?

301.
Kuinka monta desilitraa mehua mahtuu kuvan puolipallon muotoiseen kulhoon?
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220 cm

302.
Pallon A pinta-ala on 2400 cm? ja pallon B tilavuus on 9200 cm®. Kumpi palloista on suu-
rempi?

vaatrvat tehtavat

303.
Appelsiinin halkaisija kuorineen on 9,5 cm ja kuoren paksuus on 1 cm. Kuinka monta pro-
senttia kuoren tilavuus on koko appelsiinin tilavuudesta?

304.
Neljéstéd desilitrasta savea muotoillaan kaksi palloa siten, ettd pienemmaén tilavuus on puolet
suuremman tilavuudesta. Mitkéa ovat pallojen séteet? (yo syksy 1999)

305.

Paavolla on kaksi palloa, joista isomman sédde on 15 % pienemmaén pallon sadettda isompi.
Kuinka monta prosenttia suurempi on isomman pallon

a) pinta-ala

b) tilavuus?

306.
Puolipallon, jonka tilavuus on 1 m?, sisaan on asetettu mahdollisimman suuri pallo. Miké on
tdman pallon tilavuus ?

307.

Jaatelototteré on muodoltaan ympyrékartio, jonka pohjan sade on 2,5 cm ja korkeus 12,0 cm.
Totterdssa olevan jaatelopallon séde on 3,0 cm. Mahtuisiko pallon sisaltdma jaatelomaara ko-
konaisuudessaan totteréon? (yo kevét 1992)

308.
Kuutiolla ja pallolla on yhta suuret tilavuudet. Kuinka monta prosenttia suurempi on kuution
pinta-ala kuin pallon pinta-ala? (yo kevét 1996)

309.

Pallon tilavuus madritettiin upottamalla pallo nesteeseen, jolloin tilavuudeksi saatiin
152+ 0,03 litraa. Missé rajoissa pallon halkaisija voi vaihdella? (yo syksy 1997)

310.
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Teraskuulilla, joiden halkaisija on 2,1 cm, taytetddn suoran ympyralierion muotoinen astia,
jonka pohjan halkaisija on 17 cm ja korkeus 20 cm. Osoita, ettd kuulia mahtuu astiaan va-
hemman kuin 940. (yo kevat 1998)

311.

Pisimman vélilaskuttoman lennon maapallon ympari tekivat 4.12.1958 — 7.2.1959 Robert
Timm ja John Cook lentokoneella Cessna 172 Hacienda. Matka kesti 64 vuorokautta 22 h 18
min 5 s. Matkan pituus vastasi kuutta kierosta maapallon ympéri. Jos he olisivat pystyneet
koko ajan lentdmaén isoympyrad pitkin, kuinka korkealla maanpinnasta he tuolloin olisivat
lenténeet?

312.

Nopeimman lennon maapallon ympari 31 tuntia 27 min 49 s tekivat Michel Dupont ja Claude
Hertu 15.-16.8.1995 Air France —yhtion Concordella. Koneessa oli yhteensd 80 matkustajaa ja
18 miehiston jasentd. FAI —sddnndn mukaan maapallonympérilennon tulee olla pidempi, kuin
Kravun tai Kauriin kaantopiirin pituus (36 787,6 km). Kuinka suuri keskimaarainen nopeus-
ero on sillg, lennettiinkd lento sallittua pikkuympyréé vai isoympyrad pitkin? Oleta lentokor-
keudeksi 17 km. Onko mahdollista, ettd ennétys tehtiin lentamaélla isoympyraa pitkin?
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13. Monitahokkaat

Monitahokkaat ovat aukottomia kappaleita, jotka muodostuvat monikulmioista.

Monikulmioita sanotaan monitahokkaan tahkoiksi. Séannéllisen monitahokkaan rajapintoina
voi olla my6s useita erilaisia sdanndllisia monikulmioita. Ns. Arkhimedeen kappaleissa yl&- ja
alapintana on jokin saannéllinen monikulmio ja sivut muodostuvat nelidista. Jos yksinkertai-
set sarmiot jatetddn pois laskuista, on erilaisia Arkhimedeen kappaleita 13.

Kaikkien monitahokkaiden kérkien k, tahkojen t ja sarmien s lukumaarien vélilla patee Eu-
lerin kaava

k+t=s+2.

Platonin kappaleet ovat sdannéllisia monitahokkaita, joiden kaikki sivutahkot ovat yhtene-
via sdannollisia monikulmioita.

Platonin kappaleita on olemassa ainoastaan viisi. Tunnetuin néista on nelidistd muodostuva
kuutio eli heksaedri. Kolmioista muodostuvat Platonin kappaleet ovat tetraedri (4-tahokas),
oktaedri (8-tahokas) ja Ikosaedri (20-tahokas).

Dodekaedri (12-tahokas) muodostuu viisikulmioista.
4

Jos sdaanndllisten monitahokkaiden sérmé on a, saadaan kappaleiden pinta-alat ja tilavuudet
lasketuksi oheisen taulukon kaavoilla.

Tetraedri Heksaedri Oktaedri Dodekaedri Ikosaedri
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pinta-ala | a’.3 6a’ 2a%./3 3a%/5(5+ 2/5) 5a2+/3

a2 ; a2 a®(15+7v5) | 5a°(3++/5)
12 3 4 12

tilavuus

Esimerkki 1.

Mausteseos on pakattu tetraedrin muotoiseen pakkaukseen, jonka sarman pituus on 3,8 cm.
Lasketaan pakkauksen

a) pinta-ala
A=a’V/3=(38cm)?+/3 ~25cm’

b) tilavuus

_a’J2 _(38cm)’V2

~6,5cm?
12 12

\Y

Vastaus: Pakkauksen pinta-ala on 25cm? ja tilavuus on 6,5cm?®.
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Tehtavia

313.
Nimeda kuution osat.

314.

Kuution s&rman pituus on t. Laske kuution
a) kokonaispinta-ala

b) tilavuus.

315.
Piirra kavaljeeriperspektiivissa kuva kuutiosta, joka sarmén pituus on 3,6 cm.

316.

Kuution sé&rman pituus on 5,5 cm. Laske kuution
a) kokonaispinta-ala

b) tilavuus.

317.

Tetraedrin sd&rmén pituus on 3,5 cm. Laske sen
a) kokonaispinta-ala

b) tilavuus.

318.

Oktaedrin s&rmén pituus on 2,0 cm. Laske sen
a) kokonaispinta-ala

b) tilavuus.

319.
Piirra kavaljeeriperspektiivissa kuva tetraedristd, jonka sarman pituus on 7,8 cm.

soveltavat tehtawvit

320.
Oheisesta kuviosta saadaan taittelemalla tetraedri, kun yhdistetaan pisteet D, E ja F.
D
A B
E C F
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Kuinka monta

a) tahkoa,

b) sarmaa,

c) karkea tetraedrissa on?

321.

Laske Eulerin teoreeman avulla, montako sarméa on
a) kuutiossa

b) tetraedrissa

c) oktaedrissa.

322.

Laske tetraedrin, jonka sivun pituus on 1,2 m,
a) pinta-ala

b) tilavuus.

323.

Laske oktaedrin, jonka sarman pituus on 15 cm,
a) pinta-ala

b) tilavuus.

324.

Seka dodekaedrin ettd ikosaedrin s&rmén pituus on 10 cm. Kumman
a) pinta-ala on suurempi

b) tilavuus on suurempi?

325.
Kuinka monta desilitraa mehua mahtuu mehutetraan, jonka sarmén pituus on 12 cm?

326.
Jos ikosaedrin pinta-ala on 850 cm?, mika on sen tilavuus kolmen merkitsevan numeron tark-
kuudella?

327.
Muodosta kaava oktaedrin korkeudelle h, kun sen sdrmén pituutta merkitaan a:lla.

328.
Muodosta kaava tetraedrin korkeudelle h, kun sen sarman pituutta merkitéén a:lla.

vaatrvat tehtavat

329.

Kuutio jaetaan kuuteenkymmeneenneljddn keskenddn samansuuruiseen kuutioon. Mika on
néin muodostuneiden pikkukuutioiden s&rmén pituus (cm), kun alkuperdisen kuution tilavuus
on 1,00 litraa? (yo kevét 1995)

330.

Kuution sisélle on laitettu mahdollisimman suuri pallo. Laske pallon tilavuuden suhde kuution
tilavuuteen verrattuna.
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331

Kuution sé&rmén pituus on 766,0 mm. Kuutio sahataan kuvion mukaisesti
kahdeksaan pikkukuutioon. Jokainen pikkukuutio sahataan edelleen kah-  &—< ]
deksaan osaan jne. Jokainen sahaus kuluttaa puuta 2,0 mm:n leveydelta.
Sahausta jatketaan, kunnes kuutioiden sarman pituus ensi kerran alittaa
25,0 mm. Mik& on talldin muodostuneiden pikkukuutioiden sdrmén pi-
tuus? (paasykoetehtéva teknikkokoulutukseen, kevat 1991)

332.

Kolmesta vahakuutiosta, joiden sarmét ovat 3 cm, 4 cm ja 5 cm leivotaan yksi ainoa kuutio.
Laske tdman kuution sdrmén pituus. Kuinka monta prosenttia tassé toimituksessa kokonais-
pinta-ala muuttuu? ( yo kevat 1994)
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14, Kappaleita ja tasoleikkauksia

Pythagoraan lause avaruudessa

Suorakulmaisen sarmion avaruuslavistajan nelié
on sarmien summa

d?=a%+b?+c?

Esimerkki 1.

Laske ympyrékartion tilavuus, kun tiedetdan, ettd sen sivuja-
nan pituus on 18,0 cm ja pohjaympyrén séde on 6,5 cm.

Ratkaisu:

Ensin selvitetddn kartion korkeus Pythagoraan lauseen avul-
la.

h? +(6,5cm)? = (18,0cm)’
h? =(18,0cm)’ —(6,5cm)?
18,0 Cii h2 = 281,75 sz
A h =4/281,75cm?
h ~ 16,7854 cm
o
6,5 cm

Sitten voidaan laskea tilavuus ympyrakartion tilavuuden laskukaavan avulla.

_ %ﬂ(a,s cm)? -16,7854 cm
~ 740 cm?

Vastaus: Ympyrakartion tilavuus on 740 cm?®.

Esimerkki 2.

Laske suorakulmaisen sarmion muotoisen laatikon siséll4 olevan levyn pinta-ala.
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15,0 cm

L 12,0 cm
30,0 cm

Ratkaisu:

Levyn leveys nédhdaan suoraan kuviosta eli se on 30,0 cm. Levyn korkeuden ratkaisemiseksi
piirretddn sdrmion paadystéd kuva, jonka perusteella voidaan Kirjoittaa yhtalo:

x? = (12,0cm)? + (15,0cm)?
x? =369 cm? X 15.0
X ~19,2094 cm o
- ]
Joten levyn pinta-ala on 12.0 cm

A=30,0cm-19,2094 cm ~ 576 cm?.

Vastaus: Levyn pinta-ala on 576 cm?.
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Tehtavia

333.
Kuution sérmé on 5,0 cm. Laske kuution avaruuslévistajan pituus.

334.
Laske laatikon avaruuslavistdjan pituus, kun sarmat ovat 32,0 cm, 12,5 cm ja 45,0 cm.

335.
Suorakulmion sarmat ovat 4,0 cm, 5,5 cm ja 8,0 cm. Laske suorakulmion avaruuslévistajan
pituus.

336.
Laske lierion sisalle asetetun tason pinta-ala.

337.

Suorakulmaisen laatikon sis&&n on laitettu kolmion muotoinen levy kuvan mukaisesti. Miké&
on

a) sivun AB pituus

b) sivun AC pituus

c) sivun BC pituus

d) kolmion pinta-ala?

o | 20 cm
B
a0 cm
& 10,0 cm
338.
Laske tummennetun tason pinta-ala.
Ecm

\

22 om

14 e

339.
Kuinka pitk& sateenvarjo mahtuu maksimissaan laukkuun, jonka koko on 5 ¢cm x 5 cm x 15
cm?
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soveltawat tehtévat

340.
Pyramidin pohjasarmien pituudet ovat 3 cm ja 4 cm ja sivusarméan 5 cm. Laske pyramidin
korkeus kahden desimaalin tarkkuudella.

341.

Ympyrakartion korkeus on 2,2 cm ja pohjaympyran séde 2,0 cm. Laske ympyrékartion
a) tilavuus

b) vaipan ala.

342.

Kartion pinta-ala kolminkertaistuu. Kuinka monta prosenttia (prosentin tarkkuudella) muuttuu
kartion

a) pohjan séde

b) korkeus

c) tilavuus?

vaatrvat tehtavat

343.

Harjakattoisen talon pituus on 12,0 m ja leveys 8,0 m. Talon paaty muodostuu 3,0 m x 8,0 m
suuruisesta suorakulmiosta ja tasakylkisesta kolmiosta, jonka kanta on 8,0 m. Katto jatkuu
seindn yli 0,5 m talon joka sivulla muodostaen rdaystaat. Suunnitteluvaiheessa péatyseinan
kolmio oli ajateltu 2,0 m korkeaksi, mutta rakennusvaiheessa siitd kuitenkin tehtiin 2,5-
metrinen. kuinka monta prosenttia katon pinta-ala muutoksen jalkeen kasvoi? (yo kevét 2000)

344.

Puoliympyrén muotoinen paperiarkki kierretddn kartion vaipaksi siten, ettd ¥ paperista kier-
tyy edellisen kierroksen paélle. Mé&éarita kulma o, jonka kartion akseli muodostaa sivujanan
kanssa ja huippukulma 2o, molemmat 0,01° tarkkuudella. (yo kevét 1995)

345.

Huoneen lattia on suorakulmion muotoinen, sen pituus on 6010 mm ja leveys 4100 mm,
Kuinka suuri on lattian keskipisteen ja katon nurkkapisteen véalinen etdisyys, kun huoneen
korkeus on 2520 mm? (padsykoetehtava insindorikoulutukseen, kevat 1992)

346.

Prisman sisadn on laitettu kolmion muotoinen levy siten, ettd kaikki levyn kulmat ovat kyseis-
ten sivujen puolivalissa. Laske levyn pinta-ala.
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347.

Kuinka monta prosenttia prisman sisain vinottain piirretyn levyn tilavuus on koko prisman

tilavuudesta?
T 30em

20 om
30 em

348.
Suorakulmion muotoisen pohjan péélle on asetettu kaksi kolmiota kuvan mukaisesti. Laske
rakennelman pinta-ala, kun sen korkeus on 5,0 cm.

“R

349.
Pohjaltaan neliomaisen pyramidin korkeus on 5,0 m ja sen sisadn kuvan mukaisesti asetetun
levyn pinta-ala on 6,5 m% Mika on pyramidin tilavuus?

350.
Huone on 4,0 m leved, 6,5 m pitka ja 3,5 m korkea. Kuinka pitkd matka on katon keskell&
olevasta lampusta lattian etdisimpaan nurkkaan? (yo kevat 1986)

351.
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Pallon sisélle on asetettu mahdollisimman suuri kuutio. Laske kuution tilavuuden suhde pal-
lon tilavuuteen.

352.

Suoraan ympyrékartioon, jonka korkeus ja pohjaympyréan halkaisija ovat yhté suuret, on ase-
tettu sisalle mahdollisimman suuri pallo. Laske pallon tilavuuden suhde kartion tilavuuteen.
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15. 'Yhdenmuotoisten kappaleiden pinta-alat ja tilavuudet

Kolme neliotd on muodostettu yhdenmuotoisista kuvioista. Sivujen pituuksien suhde on
1:2:3japinta-alojen suhde 1:4:9.

A E -

Pituuksien ja pinta-alojen suhteiden valilla on yhteys. Pinta-alojen suhteet voidaan Kirjoittaa
pituuksien suhteiden avulla seuraavasti: 1% : 2% : 3%

Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on verrannollinen pituuksien suhteiden
nelioon.

Yhdenmuotoisuus avaruudessa méaéritelladn vastaavasti kuin tasossa: kaksi kappaletta ovat
yhdenmuotoisia, jos niiden vastinjanat ovat verrannolliset. Kolme kuutiota on muodostettu
yhdenmuotoisista kappaleista. Sdrmien pituuksien suhde on

1:2:3jatilavuuksien suhde 1: 8 : 27.

A E Z

Pituuksien ja tilavuuksien suhteiden vélilla on myos selva yhteys. Tilavuuksien suhteet voi-
daan kirjoittaa pituuksien suhteiden avulla seuraavasti: 1°: 2° : 3°.

Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on verrannollinen pituuksien suhteiden
kuutioon.

Saannolliset monitahokkaat ovat keskendén yhdenmuotoisia: kaikki tetraedrit ovat kesken&én
yhdenmuotoisia, kaikki kuutiot ovat keskenddan yhdenmuotoisia jne.

Esimerkki 1.
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Lieriét A ja B ovat yhdenmuotoisia. Lierion A pinta-ala on Iy
15700 mm? ja tilavuus 145000 mm?®. Laske lierion A tietoja o
hyvaksi kayttaen lierion B

a) korkeus 20 mm
b) pinta-ala
c) tilavuus.
-
. 4% trun Al trur
Ratkaisu:

a) Yhdenmuotoisten kappaleiden pituuksien suhde on vakio.

80mm X
48mm 60mm’

josta ristiin kertomalla ja sieventdmélld saadaan x =100mm.

b) Yhdenmuotoisten kappaleiden pinta-alojen suhde on yhta suuri kuin pituuksien suhteiden
nelio.

2
X - [60 mmj Valitaan tarkastelupituuksiksi lierididen halkaisijat.
15700 mm 48 mm

Yleisié potenssisadntojd soveltaen saadaan yhtalé muotoon

X _ (60mm)’°
15700mm?®  (48mm)*

Ristiin kertomalla ja yhtalon ratkaisusdantoja soveltamalla saadaan x = 24500 mm?.

¢) Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on yhta suuri kuin pituuksien suhteiden
kuutio.

X _[6Ommj3 _ (60mm)’
145000 mm?® |\ 48 mm

(48 mm )’

Ratkaisuksi saadaan x = 283000 mm?3.

Vastaus: Lierién B korkeus on 100 mm, pinta-ala 245 cm? ja tilavuus 283 cm®.

Esimerkki 2.

Kuvan suorakulmaiset sarmiot ovat yhdenmuotoisia ja suuremman sarmion tilavuus on 36
cm®. Miké on pienemman sarmion tilavuus?
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6.0 cin 3.0 cm

Ratkaisu:

Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on yhta suuri kuin pituuksien suhteiden
kuutio. Olkoon pienemman séarmion tilavuus Xx.

x 3.0cm ?
26 om’ 6,0 cm

X (3,0cm ¥
36 I:I'ﬂ3 I6,|:| Ci1l |3

x 27 cm? .
T cmb{E 16 o kerrotaan ristin

216 em® 2 =36 cm® 27 cm? |3215 cm?
36cm” 27 o
x=
216 e’

x =4,5cm3

Vastaus: Pienemman sarmion tilavuus on 4,5 cm?®,
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Tehtavia

353.
Suuremman kartion korkeus on 14 cm ja séde 6 cm. Pienemman Kkartion vastaavat mitat ovat
8 cm ja 3 cm. Ovatko kartiot yhdenmuotoisia?

354.
Lierion A korkeus on 12 cm ja halkaisija 9 cm. Miké on lierion B korkeuden oltava, jotta se
olisi lierion A kanssa yhdenmuotoinen? B:n halkaisija on 12 cm.

355.

Suorakulmiot ovat yhdenmuotoisia. Mitka ovat kuvioiden
a) pohjien pituuksien suhteet

b) korkeuksien suhteet

c) pinta-alojen suhteet?

]

356.
Miké& on pienemman nelion sivun pituus, kun niiden pinta-alojen suhde on 5 : 4?

36 ome

357.
Mika seuraavista: a) lieriot, b) kartiot, c) pallot, sopii lauseeseen? Kaikki ovat kes-
kendan yhdenmuotoisia.

358.
Kuvassa on kaksi yhdenmuotoista suorakulmaista sarmi6té. Kirjoita kaikkien sivujen pituuk-
sien suhteet.

4 om

12 ot Eom

359.

Mika on edellisen tehtdvan suorakulmaisten sarmididen
a) pinta-alojen suhde

b) tilavuuksien suhde?

360.

Mika on ympyrdiden pinta-alojen suhde, jos sateiden suhde on
a) 1:3

b) 5:2?
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361.
The sides of two cubes are in the ratio 3 : 5. What is the ratio of their volumes?

362.

Kahden kartion tilavuuksien suhde on 27 : 64. Millainen suhde on kartioiden
a) korkeuksilla

b) sateilla?

soveltawat tehtéwat

363.

Maailman pisin auto on kalifornialaisen Jay Ohrbergin suunnittelema 30,5 metrid pitka limu-
siinin. Autosta 16ytyy kahden hengen vesisanky ja uima-allas ponnahduslautoineen. Jos autos-
ta valmistetaan pienoismalli, jonka pituus on 61 cm, missa suhteessa ovat kaikki autojen

a) pituusmitat

b) tilavuusmitat?

364.

Toronton CN Tower (Kanada) on maailman korkein vapaasti seisova rakennus. Se rakennet-
tiin vuosina 1973-75 ja se on 553,34 metria korkea. Jos rakennuksesta tehdaan pienoismalli
suhteessa 1 : 1500, kuinka korkea pienoismallista tulee kahden merkitsevan numeron tark-
kuudella?

365.

Kuvanveistgja sai tehtavékseen valmistaa 2 m korkean pronssisen patsaan. Aluksi han teki
savesta 40 cm korkean pienoismallin, jonka kokonaispinta-ala oli 380 cm? ja tilavuus 1050
cm®. Mika tuli olemaan patsaan

a) pinta-ala

b) tilavuus?

366.
Kolmen yhdenmuotoisen juomalasin korkeudet ovat 8 cm, 9 cm ja 12 cm. Laseista pienim-
padn mahtuu 2,5 dl vettd. Montako desilitraa vetta mahtuu isompiin laseihin?

367.
Leluvalmistaja tekee aivan identtisen nakaisia leikkiautoja vastaavien oikeiden autojen kans-

sa. Leikkiautojen mittojen pituudet ovat 20 oikeiden autojen koosta. Missé suhteessa ovat

autojen

a) konepeltien pinta-alat
b) takakonttien tilavuudet
c) pyorien lukuméaarat?

368.

Talopaketteja myyvé liike valmistaa myos julkisivultaan aivan oikeiden talojen kanssa ident-
tisid leikkimokkeja. Leikkimokin ja oikean talon ulko-ovien pinta-alojen suhteet ovat 1 :
2500. Miké on talojen

a) pituuksien suhde

b) lattiapinta-alojen suhde
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c¢) tilavuuksien suhde?

369.
Mitta-astiat ovat yhdenmuotoisia. Laske isomman astian halkaisija senttimetrin tarkkuudella,

kun pienemmaén sade on 4 cm.
—

T
370.

Suurin elé@in on vuonna 1947 pyydetty sinivalas. Sinivalasnaaraan massa oli 190 tonnia ja pi-
tuutta silla oli 27,6 m. Jos valaasta valmistettaisiin aivan aidon mukainen pienoismalli, joka
olisi 50 cm pitk&, mika olisi sen massa?

371.

Kuubassa eldva kimalaiskolibri on maailman pienin lintu. Koiraiden keskipituus, josta puolet
on nokkaa ja pyrstod, on 5,7 cm. Massaa linnuilla on 1,6 g. Jos kimalaiskolibrista valmistet-
taisiin aivan aidon mukainen suurennos, jonka massa olisi yhden kilon, kuinka pitka se olisi?

372.

Miksi kilon painoinen lintu, jolla olisi kimalaiskolibrin muoto ja mittasuhteet tuskin pystyisi
lentdmaan?

vaatrvat tehtivat

373.

Pallon pinta-ala on suoraan verrannollinen halkaisijan nelioon ja tilavuus suoraan verrannolli-
nen halkaisijan kuutioon. Kuinka moninkertaiseksi tulevat puhallettavan pallon pinta-ala ja
tilavuus, jos halkaisija tulee

a) kaksinkertaiseksi?

b) kymmenkertaiseksi?

374.

Kaksi pyramidia ovat yhdenmuotoiset. Suurempi on 10 % pienempaa korkeampi. Montako
prosenttia suurempi on suuremman pyramidin

a) pinta-ala

b) tilavuus?

375.

Lierion pinta-ala kaksinkertaistuu. Montako prosenttia (prosentin tarkkuudella) muuttuu lieri-
on

a) séde

b) korkeus

c) tilavuus?

376.
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Ympyrapohjaisen kartion korkeuden ja séteen pituuksien suhde on 5 : 2. Kartion tilavuus on
565 cm®. Mika on kartion kokonaispinta-ala?

377.

Huoneisto, jonka pinta-ala oli 96 m?, oli esitteessa kooltaan 40 mm x 60 mm. Esitteessé ole-
van keittion ala oli 3,0 cm?. Mika oli esitteen mittakaava ja mika keittion ala? (yo kevat 1993)
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Heureka

Sisiliassa Syrakusan siirtokunnassa noin 200 eKr eli kuningas nimeltd&n Hiero. Kuningas an-
toi kultasepélle tietyn maaran puhdasta kultaa, josta sepan oli maara tehda hénelle kruunu.
Kruunun saatuaan kuningas epéili sepén sotkeneen kullan sekaan hopeaa ja pimittaneen osan
kullasta itselleen. Kuninkaan ystdva Arkhimedes (287 - 212 eKr.) sai tehtdvakseen selvittaa
pitivatko kuninkaan epdilyt paikkaansa.

Tarina kertoo Arkhimedeen menneen erdéné paivéana laitoihin saakka taytettyyn kylpyammee-
seen. Ammeesta lattialle virtaavaa vetta katsellessaan Arkhimedes oivalsi hédnen kohonsa syr-
jayttavan oman tilavuutensa suuruisen vesiméaran. H&n oli saanut idean kruunun tilavuuden
selvittamiseksi. Han pystyi vertaamaan kruunun ja puhtaan kultapalan tilavuuksia sulattamatta
kruunua. Hén innostui niin, ettd juoksi pitkin Syrakusan katuja huutaen ”Heureka, heureka!”,
joka tarkoittaa Olen keksinyt sen!”.

Arkhimedes pudotti kruunun tdynna olevaan vesiastiaan ja mittasi astiasta yli valuvan veden
tilavuuden. Sitten han pudotti tdynna olevaan vesiastiaan juuri saman madran kultaa kuin mita
kruunun paino oli ja mittasi nyt yli valuvan veden tilavuuden. Jos kruunu oli puhdasta kultaa
yli valuvan veden maaran pitéisi olla molemmissa tapauksissa yhtd suuret. Ndin ei kuitenkaan
ollut. Kultaseppa oli todella varastanut osan kullasta. Epérehellinen kultaseppa menetti petok-
sestaan paansé. Ehk& héan kuitenkin kaytti vain ammattitaitoaan, sillé pelkasta kullasta valmis-
tettu kruunu ei olisi kestanyt kayton kolhuja.

Arkhimedes totesi poisvirranneen veden painaneen saman verran kuin upotettu kappale me-
netti painostaan vedessd. Painonmenetys johtui veden aiheuttamasta nosteesta eli voimasta,
jolla vesi tyontéa kappaletta kohti pintaa. Tama edelleen Arkhimeden lakina tunnettu ilmio
selittad, miksi teréksinen laiva pysyy veden pinnalla. Laivan veden alla oleva osa on niin iso,
ettd jos se tila taytettdisiin vedelld, painaisi vesimaara yhta paljon kuin koko laiva.

Roomalaiset valtasivat Syrakusan vuonna 212 eKr. Arkhimedes oli syventynyt piirtdimaan
hiekkaan geometrisia kuvioita, eik& noudattanut roomalaisen sotilaan kaskya lopettaa piirta-
misté, vaan huudahti hinelle ”Al4 sotke ympyrditéni!”. Sotilas suuttui tistd ja surmasi Ark-
himedeen miekallaan.
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16. Tiheys*

Kansankielessa painolla tarkoitetaan yleensd massaa. Massa ja paino ovat kuitenkin eri suu-
reita. Massan yksikko on kilogramma ja painon newton. Yhden kilogramman punnusta Maa
vetda puoleensa 9,8 newtonin voimalla. Joudumme siis tekemaan tdita 9,8 newtonin voimalla
pitdessimme punnusta kddessimme. Vaa’at mittaavat kappaleen painoa eikd massaa, vaikka
niissa kaytetadnkin massan yksikoita, kilogrammoja. Koska vetovoima on suunnilleen sama
kaikkialla Maapallon pinnalla, voidaan vaan asteikko kalibroida nayttam&&an suoraan kilo-
grammoja.

Kappaleen painolla on merkitystd vain, kun kappale sijaitsee jossakin vetovoimakentassa.
Painosi Kuussa on kuudesosa painostasi Maassa, koska Kuu pystyy vetdmé&an sinua puoleensa
vain kuudesosalla siitd voimasta, joka pitda sinut maapallon pinnalla. Olit sitten Kuussa tai
Maassa massasi pysyy kuitenkin samana. Koostut molemmissa paikoissa ihan samoista ai-
neista.

Kappaleen massa ei riipu pelkastaan kappaleen koosta, vaan myds siita, mista aineesta kappa-
le on tehty eli aineen tiheydestd, jota merkitéan kreikkalaisella kirjaimella o (lausutaan: roo).

Kun tiedetaan kappaleen massa m ja tilavuus V, voidaan sen tiheys laskea kaavalla

i
p=y

Sl-jarjestelman mukainen tiheyden yksikkd on kg/m®. Veden tiheys on 1000 kg/m® ja ilman
tiheys merenpinnan tasolla on 1,29 kg/m®.

Asukastiheys

Véeston lukumaaran eli vakiluvun suhteen asuma-alueeseen osoittaa vaestontiheys eli asukas-
tiheys, jonka yksikko on tavallisesti as/km?.

Asukastiheys kuvaa kuinka miehitetty alue on ja se lasketaan kaavalla

vakiluku
alueen pinta —ala

asukastiheys =

Esimerkki 1.

Mité ainetta on pallo, jonka massa on 21,7 kg ja sade 87 mm?
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Ratkaisu:

Jos laskemme pallon tiheyden, saamme tiheystaulukon avulla selville aineen, josta pallo on
valmistettu. Tiheystaulukossa on tiheydet annettu yksikdissa kg/dm?®. Jotta valtytadn myo-
hemmalta yksikéiden muuntamiselta, kannattaa pallon séde sijoittaa laskukaavaan desimet-
reissé.

Lasketaan ensiksi pallon tilavuus V = %m’a = %7[-(0,87 dm)® ~ 2,758dm?.

Tiheydeksi tallin saadaan
_Mm__2L7K9 ;68

_2L7kg kg
VvV~ 2,758dm’

dm?

Raudan tiheys on kirjan taulukko-osion Alkuaineiden ominaisuuksia -taulukon mukaan 7,87
kg/dm?, joka on hyvin lahella saamaamme tiheytta.

Vastaus: Pallo on rautaa.

Esimerkki 2.

Omakotitalon katolle, jonka pinta-ala on 150 m?, kertyy 15 cm paksu lumikerros. Likimaarin
1 cm lunta on sulatettuna 1 mm vetté. Paljonko on katolla olevan lumen massa?

Ratkaisu:

Lumen voidaan ajatella muodostavan katolle suorakulmaisen sarmion, jonka tilavuudeksi
saadaan V =150m?-0,015m = 2,25 m°,
Veden tiheys on 1000 kg/m®. Tiheyden kaavasta saadaan massa ratkaistua kaavalla

m=pV =1ooo%-2,25 m? = 2250 kg .

Vastaus: Lumen massa on 2300 kg

Esimerkki 3.

Paljgnko Ranskassa on asukkaita, kun sen asukastiheys on 107,2 as/km? ja pinta-ala 543 965
km “?

Ratkaisu:

Asukastiheyden yhtélostd, saadaan vékiluvun ratkaisukaavaksi:
vakiluku = asukastiheys - pinta-ala = 107,2 % 543965 km? = 58313048 as
m

Vastaus: 58,31 miljoonaa asukasta
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Tehtavia

378.

Taydenna taulukko.

maa pinta-ala [km?] vakiluku [milj. as] | asukastiheys [as/km’]
Suomi 338127 5,16
Ruotsi 449964 19,8
Norja 4,38 13,5
379.

Englannin asukastiheys on 15,7 kertainen Suomen asukastiheyteen verrattuna. Paljonko Eng-

lannissa on asukkaita, kun sen pinta-ala on 244 103 km??

380.

Tee tarvittavat mittaukset ja maarita luokkahuoneesi tilavuus. Laske paljonko luokassa oleva

ilma painaa, kun ilman tiheys on 1,2 kg/m?®.

381.

Tdydennd taulukko.

Planeetta | Massa [kg] | Tilavuus [m°] | Tiheys [kg/m’]
Merkurius 3,30-10% 6,11-10"°

Venus 9,37-10% 5200
Maa 1,08-10% 5517
Mars 6,42-10% 1,63-10%

Jupiter 1,90-10% 1,42-10%

Saturnus 5,69-10% 700
Uranus 7,.87-10% 1100
Neptunus 1,03-10% 1700
Pluto 15-10% 2100
382.

The moon is a sphere whose radius is 1,7-10° m.
a) What is the volume of moon?
b) The mass of the moon is 7,4-10% kg. What is the density of the moon?

383.

Jos kappaleen tiheys on suurempi kuin veden tiheys, voiko se kellua veden pinnalla?

384.

Paljonko painaa 20,0 dm?
a) alumiinia

b) hopeaa
¢) kultaa
d) lyijya?

385.
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Suomen suurimman I6ydetyn kultahipun massa on 392 g. Se l0ydettiin Lapista vuonna 1935.
Laske hipun tilavuus. (Todellisuudessa hippukullassa on usein mukana hopeaa 1- 20 %.)

386.
Maailman suurimman kultahipun massa on 71 kg. Se I0ydettiin Australiasta vuonna 18609.
Laske hipun tilavuus.

387.
Mika olisi kuution sivun pituus, jos kaikki ithmiskunnan kaytdssé oleva kulta (60 miljoonaa
kg) laitettaisiin samaan kuutioon?

388.
Kuvion muotoinen kappale on valmistettu tinasta. Mika on kappaleen massa?
30 om
a0 om
12,0 cm
T cm
389.

Mika olisi edellisen tehtdvan kappaleen massa, jos se olisi tehty
a) hopeasta
b) kullasta?

390.

Tiettdvasti maailman suurimman omenan, jonka massa oli 1,67 kg, on kasvattanut Alan
Smith (Linton, Iso-Britannia). Mik& oli omenan halkaisija, jos oletetaan sen tiheydeksi 1,5
kg/dm® ja muodoltaan pallomaiseksi.

391.
Matkalaukku, jonka mitat ovat 73 cm x 60 cm x 23 cm paksu, tdytetdan kullalla. Paljonko on
laukussa olevan kullan massa?

392.
Tynnyrin halkaisija on 54 cm ja korkeus 82 cm. Paljonko siind olevan 6ljyn massa on, kun
sen tiheys on 850 kg/m®?

393.
Kuvan tynnyri on valmistettu levysté, joka painaa 6 kg/m?. Laske tynnyrin massa.

(Ol

2.5m

394.
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Yhdysvallan pinta-ala on 9 363 121 km? ja vékiluku 266,48 miljoonaa. Kuinka monta pro-
senttia tiiviimmin asutaan Japanissa kuin Yhdysvalloissa? Japanin pinta-ala on 377 835 km?
ja asukasluku 125,45 miljoonaa.

395.
IIman tiheys pienenee yléspdin mentdessa. Jos ilman tiheys olisi kaikkialla sama, kuin meren-
pinnantasossa eli 1,2 kg/m?®, yltaisi ilmakeha 8 kilometrin korkeuteen. Arvioi kuinka suurta
massaa kannattelet paasi paalld. Oleta paasi ympyran muotoiseksi, jonka ymparysmitta on 57
cm.

396.
Miten voisit tarkistaa onko ostamasi luokkasormus todella hopeaa?

397.
Kuinka monta kilogrammaa ilmaa mahtuu ilmapalloon, jonka sade on 1,6 m? Litra ilmaa pai-
naa 1,29 g. (yo syksy 1988)

398.

Muuntajassa on 110 metri& poikkileikkaukseltaan pyoreéda halkaisijaltaan 2,0 mm olevaa ku-
parijohtoa. Kuinka paljon tdma johto painaa? Yksi kuutiosenttimetri kuparia painaa 8,92 g.
(yo kevét 1993)

399.

Lieribn muotoisesta puutangosta otetaan kartion muotoinen pala pois oheisen kuvan mukai-
sesti. Kartion s&de on sama kuin lierion, mutta sen korkeus on puolet lierion korkeudesta. Mi-
k& on puun tiheys, kun lopullisen kappaleen massa on 130 g?

400.
Tuoreen koivutukin pituus on nelja metrié ja sen keskiméérdinen halkaisija puoli metrid. Mika
on tukin massa, kun tuoreen koivun tiheys on noin 0,9 kg/dm®? (yo syksy 2001)

401.

Rakentaja valaa 5,0 m pitkan ja 5,0 m leveédn betonilaatan, jonka paksuus on 10 cm. Hén se-
koittaa betonin itse kayttden ohjetta: sementtia 1, hiekkaa 5 ja vetta 3 tilavuusosaa. Montako
40 kg:n sakkia sementtia han tarvitsee? Sementin ominaispaino on tassa 1,34 kg/dm®. (yo
syksy 1995)

402.

Yhdestd grammasta kultaa voidaan vetad 2,5 km kultalankaa. Miké& on tallgin poikkileikkauk-
seltaan ympyrdnmuotoisen langan halkaisija? Mika on kultalangan pituus, jos halkaisija on
0,10 mm? Kullan tiheys on 19,3 kg/dm®. (yo kevat 1999)

403.
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Arkhimedeen lain mukaan vedessé kelluvan kappaleen massa on sama kuin sen syrjayttdman
vesiméaran massa. Pallon muotoinen ontto rautapoiju, joka painaa 47 kg, uppoaa puoliksi ve-
teen. Kuinka paksusta rautalevysta se on valmistettu? Veden tiheys on 1,0 kg/dm? ja raudan
7,7 kg/dm?®. (yo kevat 2002)

404.
Paljonko painaa 30,0dm?®

a) elohopeaa
b) happea
c) kuparia?

405.
Suorakulmaisen sarmién muotoinen hautakivi on 80 cm korkea, 2,10 m pitké ja 32 cm leveé.
Voidaanko kivi nostaa nosturilla, joka pystyy nostamaan enintddn kahden tonnin painoisen

kuorman? Hautakiven tiheys on 2,7-10° % .(yo kevat 2000)
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17. Symmetria

Jokaisella kappaleella on olemassa painopiste. Jos kappaletta tuetaan sen painopisteestd, py-
Ssyy se tasapainossa missé asennossa hyvéansa. Kappaleen koko massan voidaan ajatella sijait-
sevan sen painopisteessa ja siksi sitd usein kutsutaankin massakeskipisteeksi.

kappaleen patnopiste

&

l

|

Symmetrisen kappaleen massakeskipiste sijaitsee sen symmetriakeskuksessa, symmetria-
akselilla tai symmetriatasossa, kun geometrisen muodon lisaksi myds massa on jakautunut
tasaisesti. Symmetria-akseli on se suora, jonka suhteen kuvio tai kappale kuvautuu itselleen
eli tasmélleen samaan paikkaan, jossa se alunperinkin oli. Pisteen suhteen symmetrinen kuvio
tai kappale kuvautuu itselleen, kun se peilataan keskipisteessa sijaitsevan symmetriakeskuk-
sen suhteen. Kolmiulotteisilla kappaleilla voi myds olla symmetriatasoja, jotka kuvaavat nor-
maalin peilin tavoin kappaleen toisen puolen.

Esimerkki 1.

Suorakulmaisella sa&rmiélla on kolme symmetria-akselia, jotka kulkevat vastakkaisten tahko-
jen symmetriakeskuksien kautta. Suorakulmaisen s&rmidn symmetriakeskus puolestaan sijait-
see symmetria-akselien leikkauspisteessa.

L=

suoraltulmalsen sarmién /‘
S |

|
f
symmetria-akselit r I ]
/' ‘ tahlcon suoralm]malsen sarmién
symmetniakeskus symmetnakeskus

Suorakulmaisen s&rmidn symmetriatasot ovat kappaleen symmetriakeskuksessa ja ne ovat
tahkojen kanssa yhdensuuntaisia.

Lol ]

R

\

El
L

b

:
|
L __ L

/

suorakulmaisen sarmuén symmetnatasot
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Tehtavia

406.
Piirrda kuviot vihkoosi ja tdydenna ne. Katkoviivalla piirretty suora on kuvion symmetria-
akseli.

) b) c)

407.

Mill& seuraavista kuvioista on olemassa
a) symmetria-akseli

b) symmetriakeskus?

A B C D E F
408.

Jaljenné kuviot vihkoosi ja merkitse niihin kunkin levyn painopiste.

a) O b) <> c) d@

409.
Piirrd tasojen symmetria-akselit.

a) b)

410.
Mitka kuvan saannollisistd monikulmioista ovat symmetrisié itsensa kanssa pisteen suhteen.

411.

For each shape state the number of lines of symmetry.

a) b) c) d)

412.
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Tiiliseind rakennetaan suorakulmaisen sarmion muotoisista tiilistd. Monellako eri tavalla tiili
voidaan sijoittaa paikalleen rakennustavasta riippuen? Selita miksi?

413.
Kuinka monikertainen kiertoakseli kuvioon on piirretty?

DA EL

kuntio neliépohjanen ympyraliend  ympyrakartio
prarmidi

414.

Kappale muodostuu kuvan mukaisesti neliopohjaisesta sarmiosta ja pyramidista.
a) Montako symmetria-akselia kappaleella on?

a) Montako kiertosymmetriaa kullakin symmetria-akselilla on?

|
.z'L____-_

415.
Onko mahdollista, ettd kappaleen painopiste on kappaleen ulkopuolella?

416.

Kuvassa on kolmesivuinen sarmid, jonka pohja on tasasivuinen kolmio. Montako
a) symmetria-akselia s&rmi6lla on

b) symmetriatasoa sarmiolla on?

417.
The diagram shows a cuboid, with a square base. On bottom of the cuboid is a square-based
pyramid. How many planes of symmetry has the figure?

1
1
I
1
1
!

418.
Kuinka monta symmetriatasoa on kuutiolla?
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419.
a) Onko Kartiolla muita symmetria-akseleita, kuin kuvaan piirretty?
b) Montako symmetria-tasoa kartiolla on?

420.
Onko ihminen mink&an tason suhteen symmetrinen?

421.
Piirrd vinoon sarmidon sen symmetria-akselit ja symmetriakeskus.

422.
Piirrd lierid ja siihen lierion symmetria-akseli, symmetriataso ja symmetriakeskus.
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18. Geometrian todistuksia*

Onko kolmion kulmien summa todella 180°? Voisimme piirtdd joukon erilaisia kolmiota ja
mitata kunkin kolmion kulmat erikseen ja laskea ne yhteen. Kolmion kulmien summaksi tulisi
ehka jotain 178 asteen ja 182 asteen valiltd. Voisimme olettaa vaitteen pitdvan aika hyvin
paikkaansa. Matematiikassa tallainen toiminta ei ole véitteen todistamista vaan pikemminkin
likimaaraista arviointia siité, voisiko vaite edes pitaa paikkaansa.

Vite pitda todistaa oikeaksi siten, ettéd se pitaa paikkansa milla tahansa lukuarvoilla eli todis-
tuksen on oltava yleispateva. Matematiikassa tarkeat todistetut faktat kirjataan lauseiksi. Lau-
seiden todistukset perustuvat aiempiin todistuksiin, joiden pohjana on ilman todistamista hy-
vaksytyt perustiedot, joita sanotaan aksioomiksi. Todistustehtdvassa on yleensé kolme osaa:
oletus, vaite ja todistus.

Esimerkki 1.

Todistetaan, etta kolmion kulmien summa on 180°.

Oletus: Kolmion ABC kulmien suuruudet a, S ja y.

Vaite: Kolmion kulmien summa on 180°.

Todistus: "

Piirretdan aluksi kolmio ABC ja merkitddn sen kulmia muuttujilla o, &
S ja y. Koska todistuksen pitéa olla yleispéatevé, ei voida valita joitain
tiettyja lukuarvoja kulmille.

A ¥
E C
Todistamisen ideana on hyddyntaa aikaisempia yleisia tietoja kulmista. Piirretddn kantasivun
BC kanssa yhdensuuntainen suora, joka kulkee pisteen A kautta. Piirretaan liséksi sivujen BA
ja CA jatkeet.

Eistikulmat owat amna keskenién
vhta suuret, joten kulman
ST 00 &
Eyseessa on fnlkanssa
Kyseessa on pon kanssa l samankohtainen kulma,

samankohtainen kulma, / joten kulman suuruue on 5.
P

joten kulman suurus on Tanan BC kanssa

vhdensuuntaimen suora.
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Kulma, joka muodostuu kulmista @, £ ja 7y, on oikokulma, jolloin véistamatta
a+ B+ y =180°". Vite on siis tosi.

Esimerkki 2.
Todistetaan Pythagoraan lause oikeaksi.

Oletus: Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat a ja b ja hypotenuusan pituus on c.

Vaite: a2 +b? =c?
Todistus:
[#3

[N

[

«
b [N
e &

Suuremman nelion pinta-ala on
(a+b)a+b)=a?+ab+ba+b?=a?+2ab+b?.

Toisaalta suuremman nelion pinta-ala saadaan laskemalla yhteen pienemman nelion pinta-ala
janeljan kolmion pinta-alat.

c’ +4-a?b:c2 +2ab

Edellisten pinta-alojen lausekkeiden on oltava yht4 suuret.
a’+2ab+b* =c® +2ab

a’+b%?=c?+2ab-2ab

a’+b?=c?

Vaite on siis tosi.

113



Tehtavia

423.
Todista, ettd ympyran kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta.

424,
Miten osoitat viivainta ja harppia kéyttamalla, ettei oheinen kuvio ole ympyra?

(

425,
Todista, etta (sina)* + (cosa)* =1. Vihje: Kayta todistamisessa apuna Pythagoraan lausetta.

426.
Osoita, ettd tasakylkisen kolmion kylkié vastaan piirretyt korkeusjanat ovat yhta pitkat.

427.
Todista, ettd kulman puolittajan jokainen piste on yhtd kaukana kulman kyljista.

B;;
O
A

428.
Osoita, ettd yhdenmuotoisten suorakulmioiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid.

429.
Kaksi suoraa leikkaavat toisensa. Osoita, ettd muodostuvat ristikulmat « ja £ ovat yhté suu-

ret.
>><<
430.
Osoita, ettd puoliympyran siséltdma kehékulma on suora (Thalesin lause).

7N
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431.
Osoita, ettd kulman « ja sen vieruskulman puolittaja ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

432.

Osoita, ettd mielivaltaisen nelikulmion kulmien summa on 360°. Nelikulmion kaksi kérkes,
jotka eivét ole vierekkaisid, yhdistetadn janalla. Kulkeeko tdma aina nelikulmion sisélla? (yo
syksy 1999)

433.
Osoita, etta jos nelikulmion ABCD lavistajat AC ja BD puolittavat toisensa, on nelikulmio
suunnikas.

£ D

L=

B c

434.
Todista, ettd tasakylkisessé kolmiossa ABC kantaa vastaan piirretty korkeusjana puolittaa
huippukulman.

C

A E

435.
Osoita, ettd kolmion kulmien vieruskulmien summa on 360°.

436.

Kehékulmalla tarkoitetaan kulmaa, jonka karki on ympyran kehélla ja kyljet ovat ympyréan
janteitd. Olkoot A ja B ympyran halkaisijan paatepisteitd sekd C kolmas ympyran kehapiste.
Olkoon O ympyrén keskipiste. Osoita, ettd kehdkulman ABC suuruus on puolet keskuskul-
man AOC suuruudesta. (yo kevat 2001)

437.

Jos nelion sivujen keskipisteet yhdistetaan nelion kérkiin, syntyy keskelle saannolliseltd nayt-
tava 8-kulmio. Osoita laskemalla, ettd se ei kuitenkaan ole s&&nnéllinen. (yo syksy 1993)
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19. Kertaustehtavia
Harpin kayton kertausta

438.
Piirrd 7,2 cm pituinen jana AB ja siihen harpin avulla sen keskinormaali n.

439.

Kolmio ABC on tasasivuinen. Piirrd kolmiosta kuva, kun sivujen pituudet ovat 4 cm. Maarita
alue, missa piste P sijaitsee. P toteuttaa seuraavat ehdot.

(1.) P on lahempdné sivua AB kuin sivua BC.

(2.) P onvéhemmaén kuin 3 cm kérjesta A.

(3.) Ponenintddn 2 cm péaassa sivusta BC.

Monikulmiot

440.
Piirra vihkoosi séannéllinen kuusikulmio, jonka sivun pituus on 3,0 cm.

441.

Lierion A korkeus on 24 cm ja halkaisija 18 cm. Miké& on lierion B korkeuden oltava, jotta se
olisi lierion A kanssa yhdenmuotoinen? B:n halkaisija on 24 cm.

Tangentti

442.
Nimed suorakulmaisen kolmion osat.

c Ja

443.
Miké& on suoran suuntakulma?

444,
Lentokone nousee lentokentéltd Iahdettyddn maan pintaan ndhden vakiokulmassa, jonka suu-

ruus on 9°. Kone aloittaa vaakalennon, kun se on saavuttanut korkeuden 4000 m. Kuinka
monen kilometrin etdisyydelle lentokentésta se on talldin lentdnyt maan pintaa pitkin mitattu-
na ? (paasykoetehtéva insindorikoulutukseen, kevat 1992)
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445,
Laske, kuinka korkealla lintu lentéa.

A

o

60
5.0m

446.

Kun suorakulmaisessa kolmiossa piirretddn suoran kulman kérjesta lahteva korkeusjana, ja-
kautuu kolmio kahteen osan, joiden alojen suhde on 1 : 2. Laske kolmion pienemman kulman
suuruus 0,1°:n tarkkuudella.

Sini ja kosini

447.
Laske laskimella

a) sin70°
b) cos70°
c) tan70°.

448.
Laske sivun x pituus yhden desimaalin tarkkuudella.

a) [2)] c)
3.5 cm (]
— ;
4.1
o d * 2,3 cm
[ ]
0 2.2 cm
x

449.
Laske edellisten tehtdvan kolmioiden pinta-alat.

450.
Onko kyseessa sini, kosini vai tangentti?
kulman viereinen sivu

kulman vastainen sivu
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kulman vas tainen sivu
hypotenuus a
kulman vastainen sivu

kulman viereinen sivu
kulman viereinen sivu

hypotenuus a

b)

c)

d)

451.

Madritd kulman o« suuruus asteen tarkkuudella, kun
a) sina =0,755

b) cosa =0,105

c) tana=0,424

452,
Tasakylkisen kolmion huippukulma on 75,0° ja kanta 8,00 cm. Laske kolmion kyljet ja pinta-
ala. (paasykoetehtéavéa teknikkokoulutukseen, kevét 1995)

453.
Tasakylkisen kolmion piiri on 15 cm. Sen kyljet ovat 1,5 cm pitemmét kuin kanta. Laske
kolmion ala. (yo kevat 2000)

Kappaleiden luokittelua ja piirtamista

454,
Tee tarvittavat mittaukset ja piirré tulitikkurasia luonnollisessa koossa kavaljeeriperspektiivis-
S4.

Kappaleiden pinta-aloja

455.

Kuution sarmé on 6,0 cm. Laske
a) vaipan pinta-ala

b) kokonaispinta-ala

Tilavuuden mittayksikot

456.

Taydennd lauseet sopivilla sanoilla.

a) Pituuden mittayksikodiden suhdeluku on
b) Pinta-alan mittayksikdiden suhdeluku on
¢) Tilavuuden mittayksikdiden suhdeluku on
d) Vetomittojen mittayksikodiden suhdeluku on
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457.

Laske kuution pinta-ala ja tilavuus, kun kuution sivun pituus on
a) 1,3m

b) 26 cm

c) 95 mm.

458.
Kuution muotoiseen kukkamaljakkoon mahtuu 8 litraa vettd. Laske maljakkoon tarvittavan
lasin pinta-ala?

459,
Ukkoskuuron aikana satoi vettd 5,0 mm. Paljonko vettd kertyi niitylle, jonka pinta-ala on 3,5
ha?

460.

Maaliskuussa 1989 Exxon Valdez -6ljytankkeri ajoi karille Prinssi Williamin salmessa Alas-
kassa. Mereen paasi 40 miljoonaa litraa 0ljyd, josta suuri osa ajautui rantaan tappaen satoja
tuhansia elaimia. Oljy ja vesi eivit sekoitu, vaan 6ljy jaa lautan tavoin kellumaan veden pin-
nalle. Jos 6ljy muodosti keskimaarin 1,0 mm paksuisen lautan, kuinka suuren alueen 6ljy peit-
ti?

Huom! Yksittaisia 6ljyonnettomuuksia enemman merien saastumiseen vaikuttavat jatkuvat
Oljypaéastot laivoista, satamista ja mantereilta. Oljyonnettomuudet ovat vain 5-10 prosenttia
maailman merien kokonaiséljykuormituksesta.

461.
Uima-altaan pituus on 25 m ja leveys 12 m. Sateen aikana altaan veden pinta nousee 3 mm,
Kuinka monta litraa altaan vesiméaara talloin lisaantyy? (yo syksy 1988)

462.

Muuttujat a, b ja ¢ ovat pituuksia yksikdissa metri. Tutki yksikkotarkastelun avulla lasketaan-
ko seuraavilla kaavoilla pituutta, pinta-alaa vai tilavuutta.

a) 2a+2b+c

b) 4a’+3b(a+c)

¢) 3a’c+2abc

d) a+2ab+c?

Lierion tilavuus

463.
Laske ympyrdlierion tilavuus, kun sen pohjan sade on 4,0 cm ja korkeus 3,0 cm.

464.

Kolme erimuotoista lieriota ovat pituudeltaan 12 cm. Laske lierididen tilavuudet kolmen nu-
meron tarkkuudella.

120



a) k) c)
leadkcded ristin 4 cm & cin

syt 3 cm

465.

Find the volume of the cuboid in each of the following cases.

a) The base has one side 12 cm, the other side 3 cm longer, and the height is 4 cm.
b) The area of the base is 40 cm? and the height is 6 cm.

c¢) The area of the top is 30 cm? and the depth is 4 cm.

466.
Vesiputken pituus on 13,5 m ja sisdhalkaisija 52 mm. Montako litraa vetta putkessa on, jos se
on taynna vetta?

467.
Oheiset kaavat kuvaavat joko pituutta, pinta-alaa tai tilavuutta. Yhdist4 kaavoihin oikeat ku-
viot.

a) x’y
b) xy

1
c) Ex(x+ y)
d) 2(x+Yy)
e) nx*
f) —xy

g) 27x
h) x*y

=
S A A
bA ¥ w
X
.C}E)/F\
¥ ¥
468.

Suorakaiteen muotoisen pahvin kulmista on poistettu nelion muotoiset palat, jolloin taittele-
malla voidaan muodostaa avonainen laatikko. Miké& on laatikon tilavuus?

H

H
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469.
Suorakulmaisen sarmion suhdeluvut ovat 2 : 1 : 1. Sarmién kokonaispinta-ala on 19,6 cm?.
Mika on sarmion tilavuus?

470.

Kuution sarman pituus on 766,0 mm. Kuutio sahataan kuvion mukaisesti kahdeksaan pikku-
kuutioon. Jokainen pikkukuutio sahataan edelleen kahdeksaan osaan jne. Jokainen sahaus ku-
luttaa puuta 2,0 mm:n leveydeltd. Sahausta jatketaan, kunnes kuutioiden sdrmén pituus ensi
kertaa alittaa 25,0 mm. Mika on talldin muodostuneiden pikkukuutioiden s&rmén pituus?
(padsykoetehtava teknikkokoulutukseen, kevét 1991)

LTS

Kartion tilavuus

471.

Ympyran muotoinen paperi, jonka sdde on 134 mm, leikataan kahta toisiaan vastaan koh-

tisuoraa halkaisijaa pitkin neljaan samanlaiseen osaan. Jokaisesta osasta taitetaan sitten suoran

ympyrakartion muotoisen jaateldtuutin suojapaperi (ilman kantta). Tehtavéssa ei oteta huomi-

00N saumojen taitevaraa tms.

a) Piirra mahdollisimman tarkasti yhden suojapaperin pienennetty kuva mittakaavassa 1:2
ennen taittamista.

b) Kuinka suuri on tuutin ylareunana olevan ympyran sade?

¢) Kuinka suuri on tuutin tilavuus kuutiomillimetreina? (paasykoetehtava insinéorikoulu-
tukseen, kevat 2003)

Pallo

472.
Kutsuilla on tarjolla kolmen eri mallisessa lasissa juotavaa. Kaikkien lasien suun halkaisijat ja
korkeudet ovat yhté suuret. Minka laseista valitset, jos haluat saada eniten juomaa?
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A B C
473.
Milla kappaleella on pienin pinta-ala tilavuuteen verrattuna?
474,
Golfpallon halkaisija on 4,3 cm. Laske golfpallon
a) pinta-ala
b) tilavuus.
475.

Taysindisessa tiiviisti pakatussa ympyrélierion muotoisessa séilytyskotelossa on nelja tennis-
palloa. Kuinka suuri osa pallojen tilavuus on kotelon tilavuudesta? (yo kevat 2001)

476.

Erds bakteeri on muodoltaan ympyralierid, jonka péissd on puolipallot. Lieridbn pituus on
4,0-10°m, ja pohjan halkaisija on 1,5 -10°m. Puolipallojen sade on sama kuin lierién poh-
jaympyran sade. Laske bakteerin tilavuus ja massa kéyttden tiheytend veden tiheytta. (yo ke-
vét 1989)

AT7.

Pallon séde on 3,0 cm. Laske pallon
a) pinta-ala

b) tilavuus.

478.

Pallonmuotoisia ja tasakokoisia appelsiineja pakataan kuution muotoiseen laatikkoon: riviin
perékkain, yhta pitkia riveja rinnakkain, samanlaisia kerroksia paéllekkdin. Hedelmét asete-
taan kohdakkain, ei lomittain. Laatikko on mitoitettu siten, ettd hedelmat eivét paase liikku-
maan. Samanlaiseen laatikkoon pakataan samalla tavoin pallonmuotoisia tasakokoisia manda-
riineja, joiden halkaisija on tasmalleen puolet appelsiinien halkaisijasta. Kuinka monta pro-
senttia enemman — kappalemaéraisesti laskettuna — mandariineja mahtuu laatikkoon kuin ap-
pelsiineja? Kumpaan laatikkoon jaad enemmaén tyhjaa tilaa? Kuinka monta prosenttia enem-
man? (yo kevat 1999)

479.
Onton metallipallon seindméan paksuus on 2,0 cm, ja pallo painaa puolet samansateisesta pal-
losta, joka on umpimetallia. Mé&éritd metallipallon sade. (yo syksy 1999)

480.

Kuution muotoiseen laatikkoon, jonka sérmé on 20 cm, pakataan kerroksittain pallon muotoi-
sia kovia karamelleja, joiden halkaisija on 2 cm. Pohjakerrokseen mahtuu tallgin 100 kara-
mellia ja laatikkoon siis yhteensd 1 000 kappaletta. Vastaava laatikon tayttdminen toistetaan
kayttden karamelleja, joiden halkaisija on 2/n cm (n kokonaisluku). Kuinka kéy laatikkoon
mahtuvien karamellien kokonaispainon? (yo kevét 1990)
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Monitahokkaat

481.
Nimed kappaleet.

a) b)

Kappaleita ja tasoleikkauksia

482.

Kuution s&rman pituus on 3,5 cm. Laske kuution
a) kokonaispinta-ala

b) tilavuus

c) lavistajan pituus.

Yhdenmuotoisten kappaleiden pinta-alat ja tilavuudet

483.

Kahden lierion tilavuuksien suhde on 125 : 64. Millainen suhde on lierididen
a) korkeuksilla

b) sateilla?

484.

Kolme kuutiota on muodostettu yhdenmuotoisista kappaleista. limoita kappaleiden
a) sarmien pituuksien suhde

b) tilavuuksien suhde.

A E i

485.

Kartion tilavuus kasvaa 80 %. Kuinka monta prosenttia (prosentin tarkkuudella) muuttuu kar-
tion

a) sade

b) korkeus

c) pinta-ala?
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Symmetria

486.
Suorakulmaisen sarmion paaty on nelid. Kuinka monikertainen kiertoakseli on symmetria-
akseli
a) a
b) b
c) c?

\III&
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Harjoituskoe

1.
Laske kulman o suuruus, kun kuvan monikulmiot on saannéllisid monikulmioita ja tiedetaan,
ettd n-kulmion kulmien summa on (n—2)-180°.

: ) : :
2.
a) Laske kolmiosta sivun x pituus.

3.6 o

1O
X
b) Laske kulman o suuruus.

L6 cm
41 cm

3.

Kartiot A ja B ovat yhdenmuotoisia. Kartion A kokonaispinta-ala on 21300 cm? ja tilavuus
193000 cm?®. Laske kartion B

a) korkeus

b) pinta-ala

c) tilavuus.

A
48 cm

4.
Ympyrékartion halkaisijaa suurennetaan 20 % ja korkeutta pienennetdin 20 %. Montako pro-
senttia alkuperdista kartiota pienempi tai suurempi kartio tilavuudeltaan saadaan?

60 cm
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5.
Laske lierion tilavuus ja kokonaispinta-ala.

5.0m
4.0 m

M om
20m

6.
liriksell& on 4 litran kulho tdynn& pullataikinaa. Montako pallon muotoista pullaa han saa lei-
vottua taikinasta, kun yhden pullan sade on 3,0 cm?
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Harjoituskokeen ratkaisut:

1.
Lasketaan ensin kuusikulmion kulmien summa (6 —2)-180°=4-180" = 720°.

Yksi kuusikulmion kulma on talléin suuruudeltaan % =120°.

Vastaavasti kahdeksankulmion kulmien summa on (8 —2)-180° =6-180° =1080° ja
1080°

yksi kahdeksankulmion kulma on suuruudeltaan =135".

Yksi kuusikulmion kulma, yksi kahdeksankulmion kulma ja kulma o muodostavat yhdessé
tdyden kulman, joten « =360° —120° —135° =105".

Vastaus: Kulman o, on 105°.

2.
a) Sivun pituus x ratkeaa kosinin avulla.

=cos31°

3,6cm
X =c0s31° -3,6cm
X~3,1cm

b) Kulman o suuruus ratkeaa sinin avulla.
51lcm

5,6cm
sina =0,9107...

o~ 66°

Sina =

Vastaus: Sivun x pituus on 3,1 cm ja kulman o suuruus 66°.

3.
a) Yhdenmuotoisten kappaleiden pituuksien suhde on vakio. Ennen kuin tatd paastaan sovel-
tamaan, on ratkaistava pienemman kartion korkeus kartion tilavuuden kaavan avulla

v=tan=Ltan.
3773

%ﬁ- (48 o) J = 193000 cm
_ 3193000 cm”

2304 cer®
ho=799919 cm = 20 cm

Merkitaan isomman kartion korkeutta x:11&, jolloin yhdenmuotoisuuden perusteella
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80cm X
48cm 60cm

Ristiin kertomalla ja yht&lon ratkaisusaéntdja soveltamalla saadaan x =100cm.

b) Yhdenmuotoisten kappaleiden pinta-alojen suhde on yhtd suuri kuin pituuksien suhteiden
nelio. Merkit4én kartion B pinta-alaa x:l&.

X (60 cm
21300cm? \ 48cm

2
j Valitaan tarkastelupituuksiksi kartioiden pohjien séteet.

Yleisid potenssiséantdjd soveltaen saadaan yhtalé muotoon
x _(60cm)
21300cm”  (48cmy

Ratkaisuksi saadaan x ~33300cm?.

¢) Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on yhta suuri kuin pituuksien suhteiden
kuutio. Merkitadn kartion B tilavuutta x:11&.

X (60 cmj3 _ (60cm)’
48cm)  (48cm)’

193000 cm?

Ratkaisuksi saadaan x ~377000cm?.
Vastaus: Kartion B korkeus on 100 cm, pinta-ala 33,3 dm? ja tilavuus 377 dm?.

4.
Merkitd&n alkuperéisen kartion pohjan sadettd r:114 ja korkeutta h:lla. Jos halkaisija kasvaa 20
%, kasvaa myds sade 20 %. Tallin uuden kartion séde on 1,2r ja korkeus 0,8h.

Alkuperdisen kartion tilavuus on V, = %ﬂfzh .

Uuden Kartion tilavuus on V, = %;;(1,202 .0,8h = %;;(1,2)2 .08-rh.
Verrataan uuden kartion tilavuutta alkuperéisen kartion tilavuuteen

y 127 -08-r*h
Y2 _3 =(1,2)*-08=1152.
Vl lﬂrzh

3

Vastaus: Uusi kartio on noin 15 % suurempi alkuperéisté kartiota.

5.
Lierion tilavuus lasketaan V = Ah. Pohjan pinta-ala A saadaan laskemalla kolmion ala ja

korkeus h on 1,0 m.
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V =Ah
~30m-40m
==
=6,0m3

10m

Lierion pinta muodostuu kahdesta kolmiosta ja kolmesta suorakulmiosta. Kartion kokonais-
pinta-ala saadaan laskemalla ndiden pinta-alojen summa.

A=2. 20M40m oy 0mT40m-10m+50m-1.0m

=12,0m?+3,0m?+4,0m? +5,0m?
=24,0m?

Vastaus. Kartion tilavuus on 6,0 m® ja kokonaispinta-ala on 24,0 m.

6.

. 4 . i
Pallon tilavuus lasketaan kaavalla V = §m3 , joten yhden pulla tilavuus on

V=2
3

_4 7(3,0cm)?
3
~113,097..cm?

Muunnetaan yksikot toisiaan vastaaviksi: 4 litraa = 4 dm® = 4000 cm?, joten pullataikinasta
saadaan leivotuksi

4000cm?

113007 .cm? > Pullaa

Vastaus. Pullataikinasta saa 35 pullaa.

130



Vastaukset:

1.
tasasivuisessa kolmiossa on kaikki sivut yhta pitkid, tasakylkisessa kolmiossa on kaksi yhté
pitk&a sivua

2.

1. Piirretddn kolmion yksi sivu eli jana AB.

2. Otetaan jana AB séteeksi ja piirretdan kaksi ympyran kaarta, joiden keskipistein ovat pis-
te A ja piste B. Merkitddn ympyrankaarien leikkauspistetté kirjaimella C.

3. Yhdistetd&dn ympyrankaarien leikkauspiste C janan AB paéatepisteisiin

8.

9.
Keskinormaalit leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

10.
Janteiden keskinormaalit kulkevat ympyrén keskipisteen kautta.

11.
Mediaanit leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

12.

13.

14.
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Keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessé.
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30m

4.0 m
b)

4 0m

20.

N
e

21.
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(2,-2)

22.

pisteen P o dostama ura

Y
D @P:n sijainti

: weritylesen jalkeen
|
I
I
A

23.

D C

T farteen paikdka (100 m

)
A " 160 B
24.
C
3 m 31
F
A 4 m B
25.
™ 1%V
a |
; vi=]
26.
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raketitinig
20m

40m

Ala on 28 m?

27.

a) puolisuunnikas
b) suunnikas

c) suorakulmio
d) neljakéas

e) nelid

28.

a) tasasivuinen kolmio

b) nelid

c¢) saanndllinen viisikulmio eli pentagon
d) saannollinen kuusikulmio eli heksagon

e) saanndllinen kahdeksankulmio eli oktagon

29.
323 cm? ja 3,23 dm?

30.
9,3 m?

31.
21,0 m?

32.
kaikissa summa 360°

33.
540°

34,
a) 20,0cm
b) 400 cm?

35.
a) 5cm
b) 20 cm

36.
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400 cm?

37.
1080°

38.
Monikulmion l&vistdja on jana, joka yhdistaa kaksi kéarked, mutta ei kuitenkaan ole sivu.

30.
kylla

40.
kyll

41.

42.
1,6 dm

43.

Madritetd&n sadnnollisen monikulmion vieruskulman suuruus. Piirretddn ympyré ja jaetaan se
sektoreihin, jotka ovat yhté suuria kuin monikulmion vieruskulma. Jatketaan sektoreita ympy-
ran kehén yli. Yhdistetddn “’sdteet” ympyrin ulkopuolelta siten, ettd suora hipaisee ympyran
kehaa.

44,
a =180°— 360 .
n

45.

a) 20
b) 15
c) 9
d) 4

46.

a) 5
b) 6
c) 20
d) 40

47.

a) a=90° pB=60° jay=210°
b) a=90° B =120° jay=150°
c) a=90° B =135° jay=135°

48.

a) 16x
b) 15x-5
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53.
3,1m

54.
a) 0,25 m?
b) 0,125 m?
¢) 0,25 m?
d) 0,25 m?
e) 0,125 m?

55.

Kuvio voidaan jakaa kahteen osaan, joiden alat ovat 3a-a=3a’ ja a-a=a’.
Annetun ehdon avulla voidaan muodostaa yhtélo

3a’ +a’ =100
22 100

4
a=+/25

a=5

Piirion 3a+2a+a+a+2a+a=10a=10-5=50
Vastaus: 50 m

56.
51m

57.

V3
2

58.
Merkitd&n nelion sivun pituutta a:lla ja ympyrén sédetta r:11a.

Nelion pinta-ala on a%, ympyran pinta-ala on zr?.
Pinta-alat ovat yht& suuret:
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a.2:721.2

a:\/;r

Nelién piiri on 4a = 4/zr . Ympyran piiri on 2ar.

— Lo Mgr=2mr 2Am-x 2
Nelion piiri on ympyran piirid pidempi = = -1~0128
P ympyran p p p o p N
Vastaus: 12,8 %
59.
Olkoon x palstan koko luonnossa, sille on voimassa
2 2
29¢m” _ [ 1 , josta saadaan x =11,6-10°cm? =11,6 ha
X 20000
Olkoon y maksimivirheen koko luonnossa, saadaan yhtalo
2 2
OLlcm :( L j , josta saadaan y = 0,4 ha
y 20000
Vastaus: Palstan koko luonnossa on 11,6 ha ja maksimivirhe on 0,4 ha.
60.
Merkitaan ympyran sadettd r:l14. Talloin 2r® =12 eli r? = 2 Ympéri piirretyn nelion sivun
T
: : ) 12 48 )
pituus on 2r, joten nelion ala on (2r)-(2r)=4r? =4.== = == ~15,28cm?®.
T T

Sisaan piirretyn nelion lavistasja on 2r, joten nelin sivu on ~2r ja nelion ala

Jor)-(Var )= 2r2 =2~E=%z7,64cm2.
T T

61.
Ei, ainoastaan suorakulmaisissa kolmioissa.

62.

a) CB
b) AC
c) CB
d) AB

63.
a) 0,176
b) 0,364
c) 0,577

64.

a) 0,017
b) 1,192
c) 57,290

65.
a) 45°
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b)
c)

66.

a)
b)

c)
67.
a)
c)

68.
a)
b)
c)
d)

71

27°

o54°

44°

65,6
29,1
13,4

45°
63"
34°
9,5°

45°
26,6°
71,6°

18,4°
71,6°
3,0cm
6,0 cm

5,§ km

72.

a)
b)

73.

a)
b)

74,
a)
b)
c)

d) y-akselin suuntaisella suoralla ei ole kulmakerrointa

75.

26,6°
26,6°

19 cm
5cm

0,5
5,7
1,1
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a) y=0.5x
b) y=57x
c) y=1,1x
d x=0

76.

a) x=4,2
b) x=19,3
c) x=394°

77.
14 m

78.
13 m

79.
90°, 50,6° ja 39,4°

80.
a) a=531" ja f=369°
b) «=589" ja =311

81.
21,2 m

82.
754 m

83.

Merkitaan laivan etaisyyttd havaitsijasta d:lla.
0 m

d

a
I
I
I
: 35"

7—0 =tan3,5°
d
d-tan35°=70
10
~ tan35°
d =1144,48...~1100
Vastaus: 1100 m

84.
Merkit4é&n leikkaamattoman aidan varjon pituutta x:114 (m) ja leikatun aidan korkeutta y:lI&.
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/

4 m

33%m.53

1m

kux__ﬂ_xv,J——u_J

X

i =tanb53°
X

4

X =
tan 53°
Leikatun aidan varjon pituus on x—-1=2,01(m).

~3,01(m)

Y _tans3e
201

y =2,01-tan53° =~ 2,7 (M)
Aitaa on leikattava 4 —2,7 =1,3(m).
Vastaus: 1,3 m

85.
325°

86.
Merkitaan etdisyytta x:11& (m) ja korkeutta h:lla (m).

) gjﬂnl ' ? x
Korkeus saadaan laskettua kahdella eri tavalla:
h =tan3°
X
h=tan3°-x
ja toisaalta
h
X+ 250
h = tan 2°-(x + 250)
Néiden perusteella saadaan yhtalo

=tan 2°

141



tan3°- x = tan 2°-(x + 250)

tan 3°- x =tan 2°- x + tan 2°- 250

tan3°-x—tan 2°- x =tan 2°- 250

(tan3°—tan 2°)- x = tan 2°- 250
tan 2°- 250

X=———//—/—=499,23... ~ 500 (m)
tan 3° —tan 2°

Jolloin
h=tan3°-x ~ 26 (M)
Vastaus: Etéisyys on 500 m ja majakan korkeus 26 m.

87.

Kuvassa on tilanne puun kaaduttua ylhaalta péin katsottuna. Henkild jaa puun alle, jos hén
seisoo kaatuneen puun muodostamassa ympyran sektorissa.

Merkitéén sektorin keskuskulman puolikasta a:lla.

19m

15m 32m

ana=22M_016s..
19m

a ~9,56°
Keskuskulma on 2o ~ 19,1°.

o

Todennékoisyys, ettd henkil® seisoo kyseisessé sektorissa on 132 ~ 0,053.

88.

a) 0,5
b) 0,643
c) 0,985

89.

a) 0,5
b) 0,342
c) 0,940

90.

a) 85°
b) 12°
c) 44°

91.
a) 0°
b) 78°
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c) 83°

92.

a) 63°
b) 42°
c) 45°

93.

a) 18cm
b) 37 cm
c) 47cm

94.
8m

95.
23,6° ja 66,4°

96.

a) -0,088
b) 0,45
c) 1,6

97.
58m

98.
28 cm?

99.
50 cm?

100.
26 cm?

101.
29°

102.
sivu AB=3,9cmjasivu BC=4,9cm

103.

104.

105.
Kuvaajat ovat samanmuotoiset ja niiden arvot vaihtelevat lukujen —1 ja 1 valissd. Kuvaajat
leikkaavat koordinaattiakselit eri kohdissa.
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106.

1410 km

107.

30 em 40 cim
X

i

50 cm

Madritetaddn aluksi kulma a tangentin avulla.
30cm

tana =
40cm

a ~ 36,87°

Merkitaan kérjen etdisyytta hypotenuusasta x:ll1a, joka voidaan ratkaista sinifunktiota kaytta-
en.

sina =

40cm
Xx=40cm-sina
X=24cm

Vastaus: 24 cm

X =5-s5in40°

Toisaalta sin g = ; .

Yhtélot yhdistamélla saadaan
. 5-sin40°
sinf=———
7
p~273°
a =2 ~54,6°
Vastaus: o =~ 55°

109.
Merkitaan 63. leveyspiirin sadetta r:114.
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s
636 0k |
61

L = C0S63°
6360
r =c0s63°-6360 ~ 2887

Leveyspiirin pituus on 27 ~1814C(km).
Koko leveyspiirin pituus vastaa vuorokauden aikaeroa 24 h. Vélimatka 330 km vastaa siten

.24 ~ 0,437 (h) eli 60-0,437 ~ 26 (min).

) 330
aikaeroa
18140
Vastaus: 26 min

110.
-7/9 eli noin —0,778

111.
.. 34
Matka A:sta B:hen kestaa 50 h.

matkan pituus AB :18-1,85%-%h =18,87 km .Merkitdan laivan kulkureitin ja majakalta

M kulkureitille piirretyn kohtisuoran leikkauspistetta C:lla. Merkitaan lisaksi, etta MC = b ja
BC =a.

%1

15° a0
I B @ C

Suorakulmaisesta kolmiosta BCM saadaan:
b

— =tan 30°

a

b=a-tan30°~0,577a
Kolmiosta ACM saadaan:

b tan15°
1887km +a

b=(1887 km + a)- tan15° ~ 5,056 km + 0,268a

Siis

0,577a =5,056 km + 0,268a

0,309a = 5,056 km

o 5056 km
0,309

AC = AB +a~18,87 km +16,36 km ~35,23km

~16,36 km
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Merkitddn majakan etéisyytta pisteesta A x:I14, jolloin kolmiosta ACM saadaan:
AC

—— =c0s15°
X
X -c0s15°= AC
AC  3523km

B c0s15°  cos15°
Vastaus: 36 km.

~36 km

112.

a) 56cm
b) 8,4m
c) 8,0cm

113.

a) 47cm
b) 58 cm
c) 12m

114,

a) 13,0
b) 3,5
c) 71

115.
a) ei
b) kylla
c) kylla

116.

Q) 52=42+3

b) 25% =15% +m?
c) y’=x*+12°

117.
96 cm?

118.
a) ei
b) on

119.

16 cm?

120.
5,2¢cm

121.
9,4
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122.
12,6

123.

Merkitaan pisteitd seuraavasti: O = (0, 0), A= (1, \/5) jaB =(2,0). Silloin kolmion sivujen
pituudet ovat

OA=2

seka pythagoraan lauseen perusteella

AB =1? +(+/3)? =\1+3=2
OB =412 +(/3)2 =1+3=2

Koska OA = AB = OB, on kolmio tasasivuinen.
by
E

a\,l"_“

@] 1 2

124.
Olkoon vaijerin ja pystysuunnan valistd kulmaa a ja vaijerin puolikkaan pituus d. Talojen vé-
linen puolikas on 17,25 m.

17,25 m

1,10 m
W

Pythagoraan lauseen avulla saadaan:
d?=(110m)* +(17,25m)*

d=@10m)’ +(17,25m)’ ~17,285m
vaijerin pituus on talléin 2d ~ 34,57 m.

Trigonometrian avulla saadaan:
~17,25m

~ 110m
o ~86,35°
Vaijerin puoliskojen valinen kulma on tallgin 2 ~173.

fan o

125.
Suorien leikkauspiste (—%,%) saadaan ratkaistua yhtélOparista. Pisteen etdisyys origosta

ratkaistaan pythagoraan lauseen avulla.

\/(—i)z (B - \/@ _4 2 ~189.
15" " '15 225 3

126.
Tiet eroavat pisteessd, joka koordinaatit saadaan yhtaloparista.
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2Xx—-3y+4=0
{x +2y-6=0
16
==
Pisteessa (4 , 1) olevan talon etdisyys tienhaarasta voidaan ratkaista pythagoraan lauseella.

\/(4—9)2 +(1—§)2 _9 B~287
7 77 7

Yhtéloparin ratkaisu on x = g y

Vastaus: Tiet eroavat pisteessa (?, ?) ja talon etdisyys tasta on 2,9 km.

127.

I-123
i-7a

174,0cm
27

(1-75)* =(1-183)* +r?

|2 1521 +5776 = 12 — 366l + 33489 + r*

_ 27713+76990

214
Joten lammikon syvyys on | —183cm =~ 305cm.

Lammikon séade r = ~ 27,69 cm . Pythagoraan lauseen avulla saadaan

| ~ 487,8645

128.
Tietd pitkin matka uimarantaan on 2400 m + 1300 m = 3700 m = 3,7 km. Matka kestaa

37 E:: ~0,617h.
6,0 —
h

Merkitadn suoran metsdmatkan pituutta x:114, A:lla taloa ja C:1la uimarantaa.

2400 m

Suorakulmaisesta kolmiosta DBC saadaan
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_C _sin75°

1300

¢ =1300-sin75°=1256 m
L =C0S75°

1300

b =1300-cos75° ~ 336 m
Suorakulmaisen kolmion ADC kateetit ovat ¢ ja a = 2400 m—b =~ 2064 m.
Pythagoraan lauseella saadaan

x?=a’+c?

x=+a’ +c? ~/(2064m)’ + (1256 m)’ ~ 2416 m = 2,416 km

Metséssd nopeudeksi saadaan, kun matkaan saa kulua aikaa 0,617 h,

2,416 km km

- ~39—.
0,617h h

132.
a) kylla
b) ei

c) kylla

133.
a) kylla
b) kylla
c) ei
d) kylla
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137.
a) 1

1
b =
) 7

c) 3

138.
a) 3,6cm
b) 20,8 cm?

139.
45 cm?

140.
45 cm?

141.

a) 31,2cm
b) 55cm
¢) 53,4 cm?

142.
43 cm?

143.
a) 8,0cm
b) 112 cm?

144,
110 cm?
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145.
2A

bsina

b) sing = 22
ab

a) a=

146.
85 cm?

147.

a) 44,4 cm?
b) 80,4 cm?
¢) 20,3cm?

148.
47° tai 133°

149.
6,6 cm?

150.

a) 30° tai 150°

b) 44,4° tai 135,6°
c) 0°tai 180°

d) 90°

151.
Joko 4,1 tai 6,4.

152.

-

) by

153.

a) b}

154.

a) suorakulmainen sarmio
b) suora ympyralierio

¢) kuutio

d) suora ympyrékartio

e) pyramidi

d)
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155.
a) a,bjac
b) djae

156.
a,b,cd

157.
a,b,cde

158.
c, siind on kaksi yhtenevaé ja yhdensuuntaista pohjaa ja vaippa

159.

a) tahko
b) pohja
c) sarma

160.

a) huippu eli karki
b) sivujana

c) pohja

161.

a) suorakulmainen sarmio
b) suora ympyrélierié

C) prisma, sarmio

162.

163.

164.

165.
a) suorakulmioista
b) suorakulmioista

166.
a) kolmioista
b) kolmioista

167.

168.
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172.
suora ympyralierio

173.

174.

175.
a) 200 00
b) 350

¢) 50000
d) 140000

176.
a) 5000 000 m?
b) 60 000 m?

c) 900 m?

d) 2,3m?

e) 3m?

f) 0,14 m?

177.
a) 500 ha

b) 1000 000 m?
¢) 2300m?

d) 1570 cm?

e) 5,6 dm?

f) 25a

178.

a) 1940 cm?
b) 13,5m?
c) 486 mm?

179.
1400 cm?
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180.
726 mm?

181.
112 cm?

182.
1900 cm?

183.

ananaspurkin valmistamiseen

184.
2120 cm?

185.
1590 m?

186.

a) 520 cm?
b) 330 cm?
c¢) 360 cm?

187.
a) A =4s’
b) A=6s’

188.
11 m?

189.
339 cm?

190.

a) 490 cm?
b) 610 cm?
¢) 310 cm?

191.

a) 10cm
b) 13cm
c) 7cm

192.

a) 26.cm

b) 23 cm

c¢) 2900 cm?

193.
a) 4
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b) 1,2
c) 65

194,
pienenee 1 %

195.

196.
a) 8cm®
b) 125 mm®
c) 3m?
d) 1730 dm?

197.
a) 200cm’
b) 19 m?

c) 38dm’

198.
2800 cm® eli 2,8 dm?®

199.
a) 2000 dm?®
b) 15000 mm?
c) 90cm?®

d) 0,1dm?

200.
a) 0,025m?
b) 0,0004 dm®
¢) 0,2cm?

d) 5m?

201.
a) 4000 dm?®
b) 1700 mm?
c) 110cm’®
d) 0,5dm?

202.
a) 0,065m?

b) 0,00044 dm?®
c) 0,82cm?

d) 1md

203.

a) 3cm®
b) 0,5dm?
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c) 1,62dm?
d) 70cm?

204.

a) 51

b) 50 I

c) 0,015 mi
d) 600 ml

205.

a) volume
b) area
c) length
d) volume
e) area
f) volume
g) area
h) length

206.

a) 40 ml

b) 0,12 dI
c) 0,3cl

d) 500 di

207.

a) 2,31

b) 41dl

c) 0,021
d) 20,2cl

208.
a) 43cm?®
b) 0,55 dm?®
¢) 3,60dm?
d) 80cm?

2009.

a) 281

b) 9501

c) 0,025 mi
d) 612 mi

210.

a) 4cm
b) 6cm
c) 10cm
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211.
17,5 gal

212.
14 pinttia

213.
191

214.
10000

215.
270 tonnia

216.
75

217.
8cm

218.
50 m

219.
75

220.

a) tilavuus
b) pinta-ala
c) pinta-ala
d) tilavuus
e) pituus
f) pinta-ala
g) pinta-ala
h) pinta-ala

221.

Kylmalaukun pohjan sisdmitat:

leveys: 27,5cm—-25cm—-25cm =225cm

pituus: 39,5cm-25cm—25cm=34,5cm

korkeus: 30,5cm—2,5cm—3,0cm =25,0cm

Laukun sisatilavuus on siten

V =225cm-34,5cm-25,0cm =19406,25cm?® =19,40625 dm?
Vastaus: noin 19,4 litraa.

222.
Astia voidaan tayttdd 9 cm:n korkeuteen.
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223.
Merkitaan kysyttya korkeutta x:114, jolloin voidaan muodostaa yht&lo
11(16cm-11cm-x) =16cm-11cm-10cm

193,6cm? - x =1760cm?®

3
x = 2100CM" _ 4 09090...cm
193,6cm
3
Yhden liidun tilavuus on 230cm =19,1666..cm>
3
Liidun pituus on 19.1666..cm™ =85cm.

(1,5cm)’

224.
Kuutioiden tilavuudet ovat 27 cm?®, 64 cm?® ja 125 cm® seka naiden summa 216 cm?. Vastaa-

van kokoisen kuution sérmé on ¥/216cm® =6cm. Annettujen kuutioiden pinta-alat ovat 54
cm?, 96 cm? ja 150 cm? seka naiden summa 300 cm?. Ison kuution pinta-ala on 216 cm?, joten
pinta-ala pienenee 28 %.

225.

a) 7,5cm
b) 45cm
c) 9,0cm
d) 7,2cm

N D NN

226.

a) 94cm’
b) 57 cm’
¢) 110cm?
d) 90 cm?

227.
a) 5700 cm®
b) 2000 cm?®

228.

a) 57cm’
b) 1970 cm®
c¢) 8140 cm®

229.
a) 110cm’®
b) 5300 cm®
c) 810cm®

230.
110 cm?®
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231.
44 |

232.

lierion pohjan pinta-ala
[cm’]

lierion korkeus [cm]

lierién tilavuus [cm’]

150,0

31,0

4650

67,0

12,0

804,0

18,0

20,0

360,0

2850

500,0

1425000

102,0

40,0

4080,0

233.
a) 1490 cm®
b) 2980 cm®

234.

235,
V = zr®h

236.

a) 105cm’
b) 6cm?
c¢) 200cm?

237.
4,7 ml

238.
a) 86100 cm?®
b) 0,63 m?
¢) 470 cm®

239.
V=5¢3

240.
8,84 cm

241.
45.10° m®

242.
162 cm?®

243.
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5

244,
7 munan taikina

245,
17 cm

246.

a) 12cm
b) 12 cm
c) 9cm

247.
980 |

248.
2,66 cm®

249.
2,7dl

250.
Vedestd muodostuvan jaan tilavuus on 1,08-0,9371=1,00441, joten jadtulpan tilavuus on
4,4cm?

0,0044 | = 4,4 cm®. Jaatulpan korkeus on = o’ =0,88cm.
cm

251.
Rullan ulkoséade on 6,0 cm ja siséséde 2,25 cm. Merkitaédn paperin leveytté a:lla (cm).

Rullalla olevan paperin tilavuus on 7 -6,0°a—-2,25°a ~ 97,193a.

Merkitaan paperin pituutta x:11a. Auki levitetty paperi on muodoltaan suorakulmainen sarmid,
jonka tilavuus on 0,01ax.

Tasta saadaan yhtalo

0,01xa =97193a

. 97,193a _ 97,193 ~ 9700
0,01a 0,01

Vastaus: 97 m

252.

Lierion tilavuus saadaan lasketuksi kaavalla zr*h, missd r on pohjan sade ja h korkeus.
Jos korkeus on 40 cm, pohjan piiri on 30 cm. Merkitd&n pohjan sadetta talloin x:11a.
22x =30

30 15
X=—=—
2r
Tilavuudeksi saadaan
2 2 2
V, = E(EJ .40 = n-%-m _15°-40 9000 5560 (cm?)
T T T T
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Jos korkeus on 30 cm, pohjan piiri on 40 cm. Merkitaan pohjan sédetta talloin y:114a.
27y =40

yo40_20

2r 7
Tilavuudeksi saadaan

2 2 2
V, = ﬂ(ﬁ) 30=1r- 202 .30=207:30 12000 005 (cm?)
T T T T
30 cm korkean lierion tilavuus on suurempi.
12000

Tilavuuksien suhde Vo x 12000 z 12000 4 .
v, 9000 7 9000 9000 3
T

Vastaus: 30 cm korkean lieridn tilavuus on suurempi. Tilavuuksien suhde on 3

253.

Merkit&&n pienoismallin pituutta x:11& (m).

Malli on yhdenmuotoinen veistoksen kanssa, joten pienoismallin leveys on 2x ja korkeus 3x.
Mallin tilavuudeksi saadaan x-2x-3x = 6x°.

Veistoksen tilavuus on 1,00-2,00-3,00 = 6 (m?), joten pienoismallin tilavuus on % =0,06
(m).

Saadaan yhtal6

6x°> = 0,06

= 0,06

6
x =3/0,01 = 0,2154

Pienoismallin pituus on x ~21,5cm, leveys 2x ~ 431cm ja korkeus 3x =~ 64,6 cm.
Vastaus: Pituus 21,5 cm, leveys 43,1 cm ja korkeus 63,6 cm.

254,
a) 4
b) 5

255.

a) 38cm?®
b) 1770 cm®
c) 270 cm®

256.
4700 cm®

257.
34 cm®
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258.

a) 19cm?
b) 656 cm®
¢) 2710 cm®

259.
Kappaleilla on sama tilavuus.

260.
9,3dl

261.

a) 42cm?’
b) 320 cm®
c) 48cm’

262.
38 md

263.
62 cm®

264.
a) 48cm’
b) 96 cm?

265.

a) 1cm
b) 3cm
c) 5cm

d) §(:m
4

266.
15dl

267.
103 m®

268.
112 cm?®

269.
15

270.
15cm

271.
0,56 m
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272.
a) 180cm®
b) 170 cm?

273.
23 cm®

274.
15%

275.
a) pienenee puoleen
b) pienenee neljasosaan

276.
Alkuperdinen tilavuus on V, = %72' -12% .1400 ~ 211115 (cm®).
Viiden vuoden kuluttua pituus on 1550 cm ja tyven lépimitta 26 cm seka vastaava tilavuus

V. = %72' -132 .1550 ~ 274131 (cm?®). Tilavuutta on talloin tullut lisaa

V, -V, =63198cm® ~ 63dm®.

277.
Yhdenmuotoisten kolmioiden avulla saadaan verranto, jolla voidaan laskea muodostuneen
vesikartion sade.

xX_T
19 20
19.7
X=—
20
X =6,65

Vesikartion tilavuus on V, = %ﬂfzh = % -7-(6,65cm)*-19cm ~ 879,88 cm?®.

Vesi laajenee 10 %, jolloin uusi tilavuus on 1,1-879,88 cm?® = 967,87 cm?.

Lasikartion tilavuus on V, = %ﬂfzh = % -7 (7¢cm)?-29cm ~1026,25cm?, joka on suurempi.
Vastaus: ei

278.

Merkitddn kysyttya veden korkeutta x:l14 ja talloin muodostuvan vesikartion sadettd y:lIa.
Verrannosta saadaan

y 7

x 20

y—lx
20

Laajeneminen huomioimalla voimme Kirjoittaa yhtalon

163



1,1-1-7r-(1x)2 -x =1026,25cm?,
3 20

josta ratkaisuksi saadaan x ~ 19,3745 cm.

Vastaus: 19,3 cm

279.

280.

281.

a) 4,2cm’
b) 65,0cm?
c) 620cm’

282.

a) 13cm?
b) 79 cm?
c¢) 350 cm?

283.
a) 5500 cm?
b) 39000 cm?

284.

a) 50 cm?
b) 110 cm?
c) 13cm?

285.

a) 34cm’
b) 110 cm®
¢) 42cm?

286.
a) kuutiolla
b) kuutiolla

287.
a) 80 m?

b) 19000 cm?
c¢) 13000 mm?

288.

a) 17000 cm®
b) 92m?

¢) 330000 mm?

289.
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a) 110 cm?
b) 110 cm®

290.

2140 cubic centimeters

201.
120 dm?®

292.
76m°

293.

294,
a) 4z m?

b) 167 m?
¢) 187 m?
d) 100z m?

295.
a) puolipallolla
b) puolipallolla

296.
5,4 dl

297.

a) 1m
b) 3m
c) ¥3m
d 2m

208.
9700 cm?

299.
1901

300.
7 pullaa

301.
2,8dl

302.
A

303.
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noin 51 %

304.
3,2cmja4,0cm

305.
a) 32%
b) 52 %

306.
0,25 m?
307.

Jaatelototteron tilavuus V = % --(25cm)?-12¢cm ~ 79cm?®

ja jaatelopallon tilavuus V :g-ﬂ-(&o cm)® ~113cm? eli jaateld ei mahdu totterdon.

308.
Merkitaan kuution sivun pituutta a:lla ja pallon sadetta r:l14. Kuution tilavuus on a® ja pallon

. 4 . ) .
tilavuus §m3. Tilavuudet ovat yhté suuret, joten

3 :fmﬂ
3

a:3/f7zr3
3

Kuution pinta-ala on 6a® ja pallon 4zr?. Kuution pinta-alan suhde pallon pinta-alaan on

2 2 2 2
63ﬂ7zf3 63ﬁ72-l‘ 63ﬂ72' r? 63ﬂ7r
6a’ 3 3 \'3 3
7 = 2 = 7 = 2 = z1,241
dnr 4nr 4 4 4r
Vastaus: Kuution pinta-ala on 24,1 % pallon pinta-alaa suurempi.

a

309.
Pallon pienin mahdollinen tilavuus on 1,52 — 0,03 =1,49 litraa eli 1,49 dm? ja vastaavasti suu-
rin 1,55 dm®.

. 4 - "
Pallon tilavuus saadaan laskettua kaavalla §m3, missa r on pallon séde.

Séade on pienin, kun tilavuus on pienin eli

ﬂyer =149
3
o 149-3

4

r= 3/1'49'3 ~ 0,7085 (dm)
A

Sade on suurin, kun tilavuus on suurin eli
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4

—ar3 =155

3

s 155-3

r#=""==
Ar

r= 3/1’55'3 ~ 0,7179 (dm)
dr

Talléin ~ pienin  halkaisija  on 2-0,7085dm ~1,42dm =14,2cm ja  suurin
2-0,7179dm ~1,44dm =14,4cm.
Vastaus: Halkaisija on 14,2 cm - 14,4 cm.

310.

Kuulan tilavuus on %nr“, missd r = 271 =1,05 (cm).
940:n kuulan yhteistilavuus on 940-%7[(1,05)3 ~ 4558 (cm®).

Lasketaan lierion tilavuus kaavalla zR*h, missd R = % =8,5(cm) jah =20 cm:

7R?*h = 7-(8,5)% - 20 ~ 4540 (cm®).
Kuulien yhteistilavuus on suurempi kuin lierion tilavuus, joten kuulat eivat mahdu astiaan.

311.
32000 km

312.
Isoympyréa pitkin olisi pitdnyt lentdd 100 km/h nopeammin. On mahdollista, silla Concorden
nopeus voi olla jopa 2300 km/h.

313.

a) karki
b) sarméa
c) tahko
d) pohja

314.
a) 6t
b)

315.

316.
a) 180 cm?
b) 170 cm®

317.

a) 21cm?
b) 5,1cm?®
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318.
a) 14cm?
b) 3,8cm?

310.

320.
a) 4
b) 6
c) 4

321.
a) 12
b) 6
c) 12

322.
a) 2,5m?
b) 0,2m?

323.
a) 780 cm?
b) 110 cm?

324.
a) dodekaedrin
b) dodekaedrin

325.
noin 2 dl

326.
2120 cm®

327.
h=a+y2

328.
a6
3

h

320.

Kuution tilavuus on 1,00 | = 1000 cm®.
3
Pikkukuution tilavuus on %zlS,GZSCW, jolloin  kuution s&rmd on

3/15,625cm® =2,5cm.
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330.
52 %

331.
22 mm

332.
6 cm, ala pienenee 28 %

333.
8,7 cm

334.
56,6 cm

335.
11 cm

336.
45 m?

337.

a) 11,7cm
b) 5,0cm
c) 12,7cm
d) 29,2 cm?

338.
330 cm?

339.
16 cm

340.
4.3 cm

341.
a) 9,2cm?
b) 19 cm?

342.

a) 73%
b) 73 %
c) 420 %

343.

Merkitadn paatykolmion korkeutta h:lla ja katon puolikkaan rakennuksen paalla olevan osan
leveytta a:lla.
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2

D’j\r/n/\ 4.0 m

20 m
Pythagoraan lauseen avulla saadaan
a® =4,0> +h?

a=+/4,0°> +h?
Suunnitteluvaiheessa h = 2,0 m, jolloin a = /4,0 + 2,02 =+/20 (m)
Rakennusvaiheessa h = 2,5 m, jolloin a=+/4,0° +2,5* =./22,25(m)

Katon pituus on kummassakin tapauksessa 12 +2-0,5 =13 (m).
Katon puolikkaan koko leveys on a+0,5 (m).

Katon pinta-ala suunnitteluvaiheessa oli Ay =2-13- (@ +0,5) £129,2755 (m?).
Katon pinta-ala rakennusvaiheessa oli A, =2-13-(,/22,25 +0,5) ~135,6418 (m?).

_ ) A . . _
Pinta-alojen suhde on ER ~ 1,049, joten pinta-ala kasvoi 4,9 %.
Vastaus: 4,9 %

344,
Merkitaan puoliympyrén sédettd (kartion sivujanan pituus) a:lla. Puoliympyran kaaren pituus
on t&llgin 7a. Kaaresta % eli 0,757a muodostaa kartion pohjaympyréan kehan.

Merkitaan kartion pohjan sédetté r:l1&, jolloin

27r =0,757za
r= 0,7572 = %a =0,375a
27 2
sina =" =237 _ 375
a a

jolloin @ =22,0243...° = 22,02° ja 2a = 44,0486...° ~ 44,05° .

345.
4,43 m

346.
20,9 cm?
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347.
17%

348.
100 cm?

349.
56m°

350.

3,5 m -

-

-~

4m

Merkitadn lampun etdisyytta katon nurkasta x:lla. Pythagoraan lauseen nojalla saadaan

2 2
(2 (52 -sass.

Merkitddn  kysyttya  etdisyyttd  y:lla&.  Pythagoraan  lauseen nojalla  saadaan

y =+/X* +35% =,/1456+12,25 ~52m.

351.
37%

352.
47 %

353.
ei

354,
16 cm

355.
a) 1:2:3
b) 1:2:3
c) 1:4:9
356.
5,4cm

357.
C

358.
3:2,3:2ja3:2

350.
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a) 9:4
b) 27:8

360.
a) 1:9
b) 25:4

361.
27 :125

362.
a) 3:4
b) 3:4

363.
a) 1:50
b) 1:125000

364.
37cm

365.
a) 9500 cm?
b) 130000 cm®

366.
3,6dljas4dl

367.

a) 1:400
b) 1:8000
c) 1:1

368.

a) 1:50

b) 1:2500
c) 1:125000

369.
14 cm

370.
1,1 kg

371.
49 cm

372.

Jos pituus kaksinkertaistuu ja siiven pituus siis myos kaksinkertaistuu, kasvaa siipipinta-ala
nelinkertaiseksi ja massa kahdeksankertaiseksi. Tallainen siipi ei anna tarpeeksi nostovoimaa,
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vaan isolla linnulla pit&& olla suhteellisestikin isommat siivet. Lintujen ja lentokoneiden nos-
tovoimat eivat ole yksinkertaisia ja niiden kasitteleminen vaatii korkeaa matematiikkaa.

373.

a) 4-ja 8-kertaiseksi

b) 100- ja 1000-kertaiseksi

374.
a) 21%
b) 33%

375.

a) 41%
b) 41 %
c) 183%

376.
418 cm?

377.

Esitteessa huone oli pinta-alaltaan 4cm-6cm=24cm? ja tama vastasi alaa 960000 cm?, jol-

loin esitteen mittakaavan k nelié k? =

oli 40000-3cm? =12m?.

24 1
960000 ~ 40000

ja mittakaava k = i Keittion ala
200

378.
maa pinta-ala [km?] vakiluku [milj. as] | asukastiheys [as/km’]
Suomi 338127 5,16 15,3
Ruotsi 449964 8,91 19,8
Norja 324000 4,38 13,5
379.
58,6 miljoonaa
380.
381.
Planeetta | Massa [kg] | Tilavuus [m°] | Tiheys [kg/m’]
Merkurius 3,30-10% 6,11-10% 5400
Venus 4,87 -10% 9,37-10% 5200
Maa 5,97-10% 1,08-10* 9517
Mars 6,42-10% 1,63-10% 3940
Jupiter 1,90-10% 1,42 -10% 1340
Saturnus 5.69.10% 813-10% 700
Uranus 8,66-10% 7.87-10% 1100
Neptunus 1,03-10% 6,06-10% 1700
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Pluto 15-10% 714-10"

2100

382.
a) 2,1.10°m?
b) 3600 kg/m®

383.
ei

384.

a) 54 kg
b) 210 kg
c) 386 kg
d) 227 kg

385.
20,3 cm®

386.
3,7dm®

387.
15m

388.
4,7 kg

380,
a) 6,8 kg
b) 13 kg

390.
13 cm

391,
1900 kg

392.
160 kg

393.
92 kg

394,
1067 %

395,
250 kg

396.
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Kéyttaen Arkhimeden lakia.

397.
lImapallon tilavuus V =%~7z (1,6 m)® ~17,157...m* =171571

ja sen sisaltdmén ilmamaaran massa 17157 | -1,29% ~ 221009=22,1Kkg .

398.
Johdon tilavuus on 7-(0,lcm)?-11000cm ~345575cm*®. Johto painaa  talldin

345,575cm* -892 2 ~ 308250 ~ 3,1kg .
cm

399.
0,69 g/cm®
400.
700 kg
401.
Laatan tilavuus on 50 dm-50dm-1dm = 2500 dm?®. Oletetaan etteivit tilavuudet missaan vai-
3
heessa muutu. Sementtia tarvitaan 1/9 tilavuudesta eli w ~277,8dm?®.
Kyseinen maard sementtid painaa 277,8dm°-1,34 dk93 =372kg . Sékkeja talldin tarvitaan
m

312k g3,

40 kg
Vastaus: Tarvitaan 10 sakkid sementtia.
402.

. 19 1 3
Yhden kultagramman tilavuus on = 1 dm®,
dm

Merkitaan 2,5 km pituisen langan sadetta r:ll4. Lankaa voidaan pitdd ympyrélieriond, jonka
korkeus h =2,5km =25000dm. Lierion tilavuus on zr*h, jollain saadaan
ar? - 25000 dm = Ldm3
19300
r’= L dm?®
7 -25000-19300

-z

r= dm

7 -25000-19300

r ~ 0,0000257 dm = 0,00257 mm
Langan halkaisija on 2r ~0,0051mm .

jos langan halkaisija on 0,10mm, sen sade on 0,05 mm = 0,0005 dm. Merkit&&n talldin langan
pituutta x:114.
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7-(0,0005dm)* - x = L g
19300
1

X = : dm?® ~66dm=6,6m
7 -(0,0005dm)? -19300

403.
Pallonpuolikkaan tilavuus on sama, kuin syrjaytetyn vesimaaran tilavuus, joka on
Vs = 2 = _ATKI 047 m?,
kg
P 1000 =
m

Koko pallon tilavuus on télléin V =2-0,047 m® = 0,094 m®. Taman tiedon avulla voimme

ratkaista pallon séteen

%721‘3 =0,094m?

/3-0,094m3
r=3=— "=
Ar

r ~0,28206 m
Toisaalta pallon rautakuoren tilavuus voidaan laskea, koska kappaleen paino tiedet&an.

v =M__4TKI 005972 m?

rauta k

78702
m

Tyhjan sisdpallon tilavuus on siten V —V_ . ~0,088027 m® ja vastaavasti sisapallon sade

saadaan ratkaistua pallon yhtalosta.

gmsis;’ =0,088027 m*

rauta

sisa

~ 3\/3~0,088027 m?
4
lees = 0,27595m
Rautalevyn paksuuson r —r.

s = 0,28206 m-0,27595m = 0,00611m
Vastaus: 6,1 mm

404.

a) 407 kg
b) 0,04 kg
c) 269 kg

405.
Kiven tilavuus on 0,80m-2,10m-0,32m =0,5376 m®.

Kivi painaa 0,5376m® -2,7-10° ¥4 1450 kg .
m

Vastaus: VVoidaan nostaa.

406.
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a)

\ -

407.
a) kaikilla
b) kaikilla

aJO b)<> ':3'. d@

) b)

410.
kolmio, nelid, sdanndllinen kuusikulmio ja séanndéllinen kahdeksankulmio

411.
a) 2
b) O
c) 1
d) 1

412.

Tiili voidaan sijoittaa paikoilleen rakennustavasta riippuen aina kahdella tavalla. Tiiliskivell&
on kolme eri symmetria-akselia, joista jokainen on symmetrisen kuvauksen kaksinkertainen
kiertoakseli.

413.
a) 4
b) 4
c) 2
d) &&rettdbman monta

414,
a) 1
b) 4

415.
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Kylla, esimerkiksi ympyrarenkaan painopiste.

416.
a) 4
b) 4

417.
4

418.
9

419.
a) ei
b) Kartion korkeusjanaa pitkin kulkevia on darettoman monta.

420.

Ainut varteenotettava vaihtoehto on keskeltd kulkeva paasta varpaisiin oleva taso, mutta ta-
méakaéan ei todellisuudessa pida paikkaansa. Edes ihmisen kasvot eivat ole molemmilta puolil-
ta symmetriset ja sisaelimet eivat ole symmetrisid mink&an suteen edes likimain.

421.

422.

423.

424,
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Piirretddn kolme satunnaista jannett4 ja havaitaan, etteivat ndiden keskinormaalit leikkaa sa-
massa pisteessa.

425.
si o
cos

426.

427.

Oletus: kulma AOP = kulma POB

Viite: AP = BP

Todistus: Kolmiot APO ja BOP ovat yhtenevat, koska niissé on kaksi yhta suurta kulmaa ja
yhteinen sivu OP. Yhtenevien kolmioiden vastinosina AP = BP.

428.
Olkoon yhdenmuotoisten suorakulmioiden kannat a ja a’ seké korkeudet b ja b’. Olkoon mit-
takaava m, vastinosille on tdlloin voimassa a’ = ma ja b’ = mb. Jos suorakulmioiden pinta-

algt ovat A ja A’, on edellisen nojalla voimassa A'=a'b'=ma-mb =m?ab=m’A eli A’ : A =
m-.

4209.

¥
a 8

Olkoon toinen kulmien « ja g véliin jaavé kulma y. Kulmat « ja y sekd g ja y ovat tois-

tensa vieruskulmia, joten niiden summa on 180°. Kun merkitddn kulmien mittalukuja samoja
Kirjaimilla, saadaan yhtalot

a+y =180° .
ja
a=180" -y
B+y=180°
B=180"—y
joten CZ:ﬂ.
430.

Puoliympyraa vastaava keskuskulma on oikokulma eli 180°, joten vastaava kehdkulma on
1 -180° =90°.
2

431.
Kulman « vieruskulma on 180° — « . Néiden kahden kulman puolittajien summa on
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%a + % (180° — ) = %a +90° — %a =90°, joten kulmien puolittajat ovat kohtisuorassa toisi-

aan vastaan.

432.

Nelikulmio voidaan jakaa kahdeksi kolmioksi yhdistamalla kaksi vastakkaista kérkipistetta.
Jos nelikulmion, esim. ABCD, kaikki kulmat ovat koveria, voidaan jako tehda yhdistamalla
joko kulmat A ja C tai B ja D. Jos nelikulmion yksi kulma on kupera, voidaan jako tehda vain
yhdella tavalla. Esimerkkikulmiossa EFGH yhdistamalla kulmat EG. Kuvioista havaitaan, etté
kahden muodostuneen kolmion kulmien summa on yhta suuri kuin nelién kulmien summa.
Koska kolmion kulmien summa on 180°, on kahden kolmion ja siis nelikulmion kulmien
summa 360°.

Nelikulmiosta EFGH havaitaan, ettei jana, jolla yhdistetadn kaksi nelikulmion kérked, jotka
eivat ole vierekkaiset, aina kulje nelikulmion sisalla.

433.

Koska lavistajat puolittavat toisensa, on AE = EC ja BE = ED. Kulmat AED ja BEC ovat tois-
tensa ristikulmia, joten ne ovat yhta suure Kolmiot AED ja BEC ovat yhtenevét ja vastinosina
sivut AD ja BC ovat yhdensuuntaiset. VVastaavasti osoitetaan sivujen AB ja CD yhdensuuntai-
suus. Talléin nelikulmio ABCD on méaritelman mukaan suunnikas.

434.

Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhtd suuret ja toisaalta kolmion korkeusjana on koh-
tisuorassa kantaa vastaan, joten kolmioissa ADC ja BCD on kaksi yht& suurat kulmaa. Niinpa
kolmansienkin kulmien on oltava yhta suuret eli puolet tasakylkisen kolmion huippukulmasta.

435.

436.
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Kolmio BCO on tasakylkinen. Merkitadan B:ssé sijaitsevaa kulmaa a:lla. Tasakylkisyyden pe-
rusteella myds C:ssé sijaitseva kulman on suuruudeltaan o.

Kolmion kulmien summa on 180°, jolloin kulma COB on 18(0° — 2« .

Keskuskulma AOC on kulman COB vieruskulma, jolloin kulman AOC suuruus on
180° - (180° - 2cx) = 2cx .

Siis kehdkulma ABC on puolet keskuskulmasta AOC.

437.
Koska kérjet on yhdistetty sivujen keskipisteeseen

tan o = % jolloin & ~ 2657°.

Kolmion kulmien summa on 180°, jolloin
p =180°—-2a ~126,87°.

et : o 360°
Saannollisen monikulmion vieruskulman suuruus on g = :
n

missé n on sivujen lukumé&éré, jolloin 8-kulmion vieruskulman suuruus on 45° ja siten kulman
S suuruus pitéisi olla 180° —45° =135°. Kyseessa ei siis ole s&anndllinen 8-kulmio.

438.

441.
32¢cm

442.

a) kateetti

b) kateetti

¢) hypotenuusa
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443.
Kulma, joka suora muodostaa x-akselin kanssa

444,
25 km

445,
8,7m

446.
Kolmiot ovat yhdenmuotoisia suorakulmaisia kolmioita, joiden hypotenuusat ovat alkuperai-
sen suorakulmaisen kolmion kateetit a ja b.

X

i
Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on verrannollinen hypotenuusien a ja b pi-
tuuksien suhteiden nelioon.

Kulma x saadaan tangentin avulla.

tanx:gzi

a 2
X =~ 35,3°
Vastaus: 35,3°

447,
a) 0,940
b) 0,342
c) 2,747

448.

a) 1,0cm
b) 3,5cm
c) 6,4cm
d) 4,0cm

449.

a) 2,1cm?
b) 6,1cm?
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c) 7,0cm?

d) 4,6 cm?
e)
450.
a) ei mikaan vaihtoehdoista
b) sini
c) tangentti
d) kosini
451.
a) 49°
b) 84°
c) 23°
452.
C
37,5°
& 5 —'|—| B
400 ctn
Suorakulmaisesta kolmiosta BDC saadaan
400em _ 3750
c-A00em 6 57cm

sin37,5°
Korkeusjana BD saadaan yhtalosta
4,00cm = tan 37,5°

= M ~ 5121 cm
tan 37,5°

Kolmion pinta-ala
A= % .8,00cm-5,21cm ~ 20,9 cm?

Vastaus: Kyljen pituus on 6,57 cm ja pinta-ala 20,9 cm?

453,
10,2 cm?

454.

455,
a) 140 cm?
b) 220 cm?
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456.

a) kymmenen
b) sata

c) tuhat

d) kymmenen

457.
a) 10m%22m’

b) 4100 cm?, 18000 cm®

¢) 54000 mm?, 860000 mm?®

458.
20 dm?

459.
175 m®

460.
40 km?

461.
900 |

462.
a) [a]+[b]+[c]=m+m+m=m, pituutta

o )bl
o) [a?[c]+[

d) [a]+ [a][b]+[ ] m +m-m+m?, mahdoton yhtalo

[a+c m +m(m+m)—m +m?+m? =m?, pinta-alaa
]+[a =m’>-m+m-m-m=m®+m®=m?, tilavuutta

463.
150 cm?®

464,

a) 540 cm’
b) 151 cm®
c) 324cm’
d)

465.
a) 140cm’
b) 240 cm®
c) 120cm?®

466.
29 |

467.
a) B
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b)
C)
d)
€)
f)
9)
h)

moOOoOX>»T>

468.
A =4x%(24-2x)

469,
5,5 cm’

470.
Jokaisessa sahauksessa osakuution sd&rmé pienenee 1 mm enemman kuin sahaamattoman sér-
man pituus jaettuna kahdella.

1. sahaus: s = 766 mm —1mm =382 mm
2.sahaus: s = 382 mm —1mm =190 mm
3. sahaus: s = 190 mm —1mm =94 mm

mm

4. sahaus: s = 94 —1mm =46 mm

46 mm

5. sahaus: s = —1mm =22 mm

Vastaus: 22 mm

471.

a) —

b) 33,5mm

¢) 152 000 mm?

472.
A

473.
pallolla

474,
a) 58cm?
b) 42cm?

475.
Olkoon tennispallon sade r. Talloin neljan tennispallon yhteistilavuus on 4- %ﬂr3 = %nﬁ :
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Sailidlierion sade on myos r ja korkeus 8r. Ja siten tilavuus ar?-8r =8zr?. Tilavuuksien

16 e

3 2
suhde on =—.

8m® 3

A76.
Lieridn pohjan sade on sama puolipallon sateen kanssa eli se on 0,75 -10°m. Bakteerin tila-
vuus on

V =[z(0,75-10°f -4-10°° +g7z(0,75-106)3] m® ~88-10"8m?® =8,8-10"dm?, joten mas-

saon 8,8-10"°kg.
vastaus: Tilavuus on 8,8-10°dm?® ja massa 8,8-10 °kg .

477.
a) 110 cm?
b) 110 cm?

478.

Yksi appelsiini vie kuution muotoisen tilan, jonka sarma on sama kuin appelsiinin halkaisija.
Vastaavasti yksi mandariini vie kuution muotoisen tilan, jonka sdrmé on puolet appelsiinin
halkaisijasta. Appelsiinin vaatimaan tilaan menee 2-2-2 =8mandariinia. Mandariineja mah-

tuu laatikkoon appelsiineihin verrattuna ST_l -100% = 700 % enemman.
Merkitd&dn mandariinin sadetta r:11a.
Yhden appelsiinin tilavuus on %7:-(2r)3 =g7z8r3 =8~§7z'r3 eli sama, kuin 8:n mandariinin

tilavuus. Samanlaiseen laatikkoon pakattujen appelsiinien ja mandariinien vieva tilavuus on
sama ja siten myos hukkatilavuus on sama ja hukkatilojen ero 0 %.

479.

Ontossa pallossa on puolet umpinaisen pallon metallima&rasta. Koska pallojen tilavuudet ovat
samat, on onton pallon tyhjan sisdosan tilavuus puolet pallon tilavuudesta.

Merkitaan koko pallon sadettd R:11& ja pallon sisdosan sadetta r:114.

r3:£R3

2
r= 31/E R® = 3\/1R ~0,794R
2 2

Onton pallon seindman paksuus on sateiden erotus.
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R-r=20
R-0,794R =20
0,206R =2,0

2,0

R= ~ 9,7 (cm)
0,206

Vastaus: 9,7 cm

480.

Jos pallon muotoisen karamellin halkaisija on 2/n cm on sen s&de 1/n cm ja tilavuus

4 (1

1

lien tilavuus yhteensa on V =1000-n® -%n—cm

n3

mellien kokonaispaino ei siis riipu n:sta.

481.

a) ikosaedri
b) tetraedri
c) dodekaedri
d) kuutio

e) oktaedri

482.

a) 74cm?
b) 43cm’
c) 6,1cm

483.
a) 5:4
b) 5:4

484.
a) 1:2:3
b) 1:8:27

485.

a) 22%
b) 22 %
c) 48%

486.
a) 4
b) 2
c) 2
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. 40007

3
\Y =—7z'[— cmj I%ﬂ'%CmS. Karamelleja mahtuu laatikkoon 1000-n® kpl, joten karamel-
n n

cm?®, joka ei riipu n:std. Kara-



