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1. Desimaaliluvut

Kun murtoluku muutetaan desimaaliluvuksi, saadaan joko paattyva desimaaluku tai paatty-
maton jaksollinen desimaaliluku, jossa sama desimaalien sarja toistuu loputtomiin. Paattymat-
tomaét jaksolliset desimaaliluvut esitetddn siten, ettd desimaaliluvun jakso kirjoitetaan naky-
viin vahintdan kaksi kertaa ja luvun loppuun laitetaan kolme pistettd. Vaihtoehtoisesti jakso
voidaan Kirjoittaa vain kerran ja laittaa sen péalle viiva.

21313... tai 2,13

Jokainen péattyva desimaaliluku tai paattymaton jaksollinen desimaaliluku voidaan muuntaa
murtoluvuksi. Sen sijaan jaksottomat paattymattoméat desimaaliluvut ovat irrationaalilukuja,
joita ei voi kirjoittaa murtolukumuodossa.

Kun desimaaliluvuilla suoritetaan laskutoimituksia, on vastausten tarkkuuteen Kiinnitettava
erityistd huomiota. Luvun merkitseviksi numeroiksi katsotaan kaikki muut paitsi desimaalilu-
vun alussa ja kokonaisluvun lopussa olevat nollat. Joissakin tapauksissa kokonaisluvun lopus-
sakin olevat nollat voivat olla merkitsevid, mik& ilmenee asiayhteydesta.

—— Thteen- ja vihentyslasku

®*  Vastaus annetaan vhid monen desimaalin tarkluudella kuin on
epatarkimmassa lahtdarvossa

®*  Jos vastaus vaaditaan tietylld tarkkuudella, on kaikda 1ahtéarv ot
varmuuden vuoks otettava vahintasn vhta vksikksa tarkemmin.

—— Eerto- ja jakolasku

®  Vastauksessa saa olla korkeintaan vhid monta meriitsevid numerad
kuin niita on epatarkimm assa ldhtéarvosza

®  Jos vastaus vaaditaan tietylld tarkluudella, on lahtéarvot varmuuden
vioksl otettava vahintaan vhta merkitsevid num eroa tatkemmin.

Esimerkki 1.

Esitetddn desimaaliluvut ylaviivan avulla.

a) 088..=0,8

b) 0,5454...=0,54
¢) 1,123123..=1,123 Luvun ensimmainen ykkonen ei kuulu jaksoon.



Esimerkki 2.

Muutetaan desimaaliluvut murtoluvuiksi.

07="
a) 10
(25
b) 025=2 =%
100 4
5
c) 8,05= 8i = 8i
100 20
d) 1,414213562... Jaksotonta paattyméatonta desimaalilukua ei voida esittad murtolukuna.
Esimerkki 3.

Muunnetaan luku x = 1,123123... murtoluvuksi.

Koska desimaalien sarja toistuu loputtomiin, ei desimaaleja voida tarkastella sellaisenaan. De-
simaaliluvun jaksossa on kolme lukua 123. Jos desimaaliluku kerrotaan 1000:1la, on uuden
luvun desimaaliosa samanlainen kuin alkuperdisen luvun desimaaliosa.

1000x = 1123,123123...

Kun vahennetddn luvut 1000x ja x toisistaan, paastddn lukujen desimaaliosista kokonaan
eroon.

1000x =1123123125 ..

_ x= 1123123 _
Wahennetdan vhtaléiden
999y = 1127 maolemmat puolet todsistaan.

x= EE suptstetaan kolmella
999
374
e ol p—
333

Vastaus: Luku 1,123123... on murtolukuna %

Esimerkki 4.
Tutkitaan eri lukujen merkitsevien numeroiden lukumaaraa.
a) Kokonaisluvussa 40 000 on yksi merkitseva numero.

b) Desimaaliluvussa 0,140 on kolme merkitsevad numeroa.
c) Desimaaliluvussa 0,02 on yksi merkitseva numero.



d) Desimaaliluvussa 79,10 on nelj&d merkitsevad numeroa.

e) Kokonaisluvussa 7001 on nelja merkitsevad numeroa.

f) Kokonaisluvussa 310 on kaksi tai kolme merkitsevdd numeroa riippuen siitd, onko luku
pyoristetty.



Tehtavia

1.

Onko luku rationaaliluku?
a) 89

b) 1,414213562...

c) 6,45

d) 1,123123...

e) 2,11...

2.

Pydristd yhden desimaalin tarkkuuteen.
a) 0,651

b) 2,445

c) 3,05

d) 100,12

3.

IImoita luvut kahden desimaalin tarkkuudella.
a) 2,7892

b) 0,1250

c) 800,0048

d) 45,123

4,

Laske ja kiinnitd huomiota vastauksen tarkkuuteen.
a) 5000g+0,5¢g

b) 0,002 mm + 0,5 mm + 0,00009 mm

c) 2,123 kg + 1,6 kg + 0,0003 kg + 7,08 kg

d) 12cm-3cm+190cm-8,5¢cm

5.

Laske ja anna vastaukset oikealla tarkkuudella.
a) 0,05-4,30

b; 101-12-10,6

c) 210-0,0006-89-13,04
d) 45-802

25

6.

Montako merkitsevaa numeroa luvuissa on?
a) 50001

b) 10000

c) 0,0004

d) 19,200

7.
Keksi luku, jossa merkitsevid numeroita on
a) kaksi



b) kolme
c) nelja.

8.
IImoita desimaalimuodossa.

a)
b)

c)

galw N dlw M-

d)

9.
IImoita murtoluvut desimaalilukuina.

13

a) —
20

3

b) 1-
)8

10.
Laske ilman laskinta.
1035+9,8+10

by 7440+1006+092+11
o) 965-878
d) 10-467

soveltawat tehtavat

11.

Kéteismaksut pyoristetddn lahimpaan viiteen senttiin eli 0,05 euroon. Pyorista annetut hinnat.
a) 50,28 €

b) 2,52 €

c) 32,27€

d) 5,53¢€

12.

Esitd murtolukuna sievennetyssa muodossa.
a) 0,12

b) 0,6

c) 0,45

d) 0,22

13.

Esitd murtolukuna sievennetyssa muodossa.
a) 0,202

b) 0,625



c) 0,84
d) 0,175

14.

Esitda murtolukuna.
a) 0,745

b) 0,056

c) 0,15

d) 0,046

15.

IiImoita prosenttiosuudet murtolukuina.
a) 80 %

b) 32%

c) 55%

d) 98 %

16.

Kirjoita lukujen k&éanteisluvut desimaalimuodossa kolmen desimaalin tarkkuudella.

a) 6
b) 11
c) 16
d) 40

17.
Téaydennd lause. Desimaaliluku on muotoa n,a,a,a,..., Missd n on

muodostavat

18.
Kirjoita desimaalimuodossa ilman viivamerkintéa.

a) 4,014
b) 0,0512
c) 2,05
d) 057434

19.

Kirjoita ylaviivan avulla.
a) 5,2525...

b) 0,031515...

c) 5,01630163...

d) 7,051414...

20.

Kirjoita desimaalilukuna kédyttden viivamerkintaa.
a) 2

9

5

b
)11

ja ajt



d) ==

vaativat tehtavat

21.
Laske lausekkeiden arvot kahden desimaalin tarkkuudella.
2) 3,46-0,95-2,13

2,40+0,75

b) %(«/23,55 ~356)

(paasykoetehtava teknikkokoulutukseen, kevét 1990)

22.

Esitd murtolukuna.
a) 0,25454...

b) 0,055...

c) 1,1818...

d) 4,833...

23.
Esitd murtolukuna.
a) 0,3

b) 0,06
c) 0,27
d) 0,54

24.
Esitd murtolukuna.

a) 0,1
b) 0,6
c) 0,303
d) 0,15

25.
Miké on se murtoluku, jonka desimaaliesitys on 5,212121...? (padsykoetehtdva insindorikou-
lutukseen, kevét 1991)

26.
Montako prosenttia suurempi on luku 0,2 kuin luku 0,2?



2. Tekijdihin jako

Tekija on yhteisnimitys kertolaskun kertojalle ja kerrottavalle. Kun luku esitetdén tulona, sa-
notaan sen olevan jaettu tekijoihin. Tekijoihin jakoa voidaan jatkaa aina alkutekijoihin asti,
jolloin luku esitetaan alkulukujen tulona.

Alkuluku on luku, joka on jaollinen ainoastaan luvulla 1 ja itselldaan. Alkuluvulla itselldan on
siis tasan kaksi tekijaad. Jos luku ei ole alkuluku, sanotaan sitd yhdistetyksi luvuksi. Jokainen

kokonaisluku (>2) voidaan esittdd ainoastaan yhdelld tavalla alkulukujen tulona. Yleensa
alkutekijat asetetaan suuruusjarjestykseen ja samat alkutekijat kootaan yhteen potenssiksi.

Esimerkki 1.

140 =14-10 jaethy teljsthin
=2:7:2:5
= 2257 jaetty alkutekijsihin

Lukujen a ja b suurin yhteinen tekija on suurin sellainen luonnollinen luku, jolla molemmat
luvuista ovat jaollisia. Se saadaan jakamalla luvut alkutekijoihinsa ja muodostamalla luku-
jen yhteisten tekijoiden tulo.

Lukujen a ja b pienin yhteinen jaettava on pienin luonnollinen luku, joka on jaollinen seka
luvulla a ettd b. Se saadaan jakamalla luvut alkutekijoihinsd ja muodostamalla lukujen kaik-
kien tekijoiden tulo.

Esimerkki 2.
Madritetd&n lukujen 140 ja 180 suurin yhteinen tekijé sek& pienin yhteinen jaettava.

Jaetaan luvut ensiksi alkutekijoihins.

140=14-10=2-7-2-5=2%.5.7
180=18-10=2-9-2-5=2-3-3.2.5=2%.3%.5

Suurin yhteinen tekija on 22.5=20
Pienin yhteinen jaettava on 2%-3%-.5.7 =1260

10



Huom! Pienimmaéssa yhteisessa jaettavassa yhteiset tekijat huomioidaan ainoastaan kerran.

Jakamalla murtoluvun nimittja ja osoittaja alkutekijéihin, ndhddan millainen desimaaliluku
on kyseessa. Paattyva desimaaliluku saadaan silloin, kun murtoluvun nimittajan alkutekijoiné
on murtoluvun supistetussa muodossa vain kakkosia tai viitosia. Jos nimittajan alkutekijoina
on muita lukuja, on kyseessa paattymaton jaksollinen desimaaliluku.

Esimerkki 3.

Tutkitaan alkutekijoiden avulla mink&laiset desimaaliluvut ovat kyseessa.

B == _ 1 IMNimittajassa ainoastaan lkmja 2 ja 5,
30 235 25 joten kyseessd on padttyva desunaalitulon

i i Paattymatén jakesolinen desimaalilulou,
30 235 2'3  lkoska mmittajassa on luku 3

11



Tehtavia

27.

Onko luku jaollinen kahdella?
a) 15

b) 800

c) 79

d) 32

e) 44

28.
Luvut jaetaan kolmella, miké on jakojaannos?
a) 300

b) 100

c) 23

d) 55

e) 78

29.

Paattele puuttuva tekija
a) 2- =6

by -5=25

c) 8._=72

d 11=44

30.

Keksi kaksi lukua, jotka ovat jaollisia
a) kolmella

b) kuudella

c) kahdeksalla

d) sadalla.

31.

Poimi luvuista kaikki viidella jaolliset luvut:
12, 15, 25, 30, 36, 58, 60, 85, 100

32.

Maarita luku, kun sen tekijat ovat
q) 2-12-42

b; 3-17

c) 5-22.

33.
Luettele kahdeksan ensimmaista alkulukua.

34.
Maéérita luku, kun sen alkutekijat ovat

) Se

12



) 2-3°-11

35.
Poimi luvuista kaikki kolmella jaolliset luvut:
9, 36, 102, 451, 822, 1000, 300, 4002

36.
Paattele puuttuva tekija
a) 5-_=75

b) 32 =63
) 2-5%.  =2250
d) _-6-11=198

soveltavat tehtévat

37.

Esitd luku 264 tulona, jonka toinen tekijd on
a) 2

b) 4

c) 12

d) 44

38.

Maarita kaikki ne positiiviset luvut, joilla luvut ovat jaollisia.
a) 12

b) 21

c) 32

d) 40

39.

Jaa luvut alkutekijoihin
a) 120

b) 150.

40.
a) Mika ero on alkuluvulla ja yhdistetylla luvulla?
b) Miksi luku 1 ei ole alkuluku?

41.

Onko luku yhdistetty luku?
a) 15

b) 11

c) 199

d) 245

e) 107

42.
Poimi luvuista kaikki alkuluvut: 55, 79, 98, 100, 101, 102, 150, 151, 240, 241, 242.

13



43.

Jaa alkutekijoihin oma
a) ikasi

b) pituutesi.

44,

Mita eri tekijoitd voidaan ottaa seuraavista luvuista?
a) 14

b) 28

c) 49

d) 50

45.

Anna esimerkki luvusta, jolla on eri tekijoitd ainoastaan
a) kaksi

b) kolme

c) nelja.

vaattvat tehtavit

46.

Eraat luvut jaettuna alkutekijoihin ovat 2-3 ja 3-5.
a) Mitka ovat ndma luvut?

c) Mika on lukujen suurin yhteinen tekija?

d) Mika on lukujen pienin yhteinen jaettava?

47.

Jaa luvut 100 ja 165 alkutekijoihin ja méarité lukujen
a) suurin yhteinen tekija

b) pienin yhteinen jaettava.

48.

Jaa luvut 1350 ja 520 alkutekijoihin ja maarita lukujen
a) suurin yhteinen tekija

b) pienin yhteinen jaettava.

49,
Paattele jakamalla sekd nimittaja ettd osoittaja alkutekijoihin, onko kyseessé paattyméton de-
simaaliluku.
1

2 12

3
12

p
140

25

180

b)

c)

d)

50.

14



Murtoluku halutaan ilmoittaa desimaalimuodossa. Havaitaan, ettd nimittdjassa on tekijoina
muitakin alkulukuja kuin kaksi ja viisi. Onko kyseessa paattymaton jaksollinen desimaaliluku
vai jaksoton paattyméaton desimaaliluku? Perustele vastauksesi.

51.

Eraét luvut jaettuna alkutekijoihin ovat 2°-3? ja 2°-3.7.
a) Mitka ovat ndma luvut?

b) Mika on lukujen suurin yhteinen tekija?

¢) Mika on lukujen pienin yhteinen jaettava?

52.

Maarité lukujen 84 ja 120
a) pienin yhteinen jaettava
b) suurin yhteinen tekija.

53.

Linja-autoasemalta lahtevat bussilinjat A sekd B 12 ja 30 minuutin vélein. Bussit lahtevat sa-
maan aikaan kello 7.00. Milloin ne lahtevét seuraavan kerran samaan aikaan?

15



3. Polynomit

Kertoimen ja muuttujaosan tuloa sanotaan termiksi.

tertm
oy
- ox
kerroin — L— muuttyjacsa el kirjainosa
Kun termejé lasketaan yhteen, muodostuu polynomi. Polynomia, jossa on vain yksi termi
sanotaan monomiksi, kaksitermista binomiksi ja kolmitermisté trinomiksi. Polynomin aste-
luvulla tarkoitetaan sen asteluvultaan korkeimman termin astelukua.

Polynomin termit jarjestetdan yleensa siten, ettd kirjainosien eksponentit pienenevat vasem-
malta oikealle. Termid, jossa ei ole muuttujaa, sanotaan vakioksi ja se Kirjoitetaan viimeiseksi.
Jos polynomissa on useita eri muuttujia, ne esitetdan aakkosjérjestyksessa.

Esimerkki 1.

a) Polynomi 2x® —x+5 on trinomi ja sen asteluku on 3.
b) Polynomi —2y on monomi ja sen asteluku on 1.

¢) Polynomi 4x?y+ X on binomi ja sen asteluku on 2.

Polynomin termit ovat samanmuotoisia, jos niilld on sama kirjainosa. Vain kesken&dan sa-
manmuotoiset termit voidaan yhdistad yhteen- ja vahennyslaskussa.

—— Folynomien vhteen- ja wahennyslaskou

®  Fhisenlasiussa polynomit kirjoitetaan etumerkkeineen perikkain ja
sam anmuoctoiset termit yhdistetaan keskenaan.

®  Polynomi wikennetddn toisesta polynomista siten, ettd jokainen termi
vihennetdan ertlzseen. Josg sullketden edesséd on munusmerldo, kaildoien termien
etumerkit vaithdetaan vastakliaisiksi sulkeita poistettaessa.

Kahta polynomia, joiden summa on nolla, sanotaan toistensa vastapolynomeiksi. Polynomin
vastapolynomi saadaan vaihtamalla polynomin jokaisen termin etumerkki.

Esimerkki 2.

16



Lasketaan polynomien 2x* —3x+3 ja —5x+1 erotus.

samanmuotolset termit vhdistetian siten, ettd lasketaan
kertotmien summa ja kirjainosa pysyy satnana.

Pxt - dx 43— (-Ox+ 0 =2x  —3x+3+5x-1=2x" +2x+2

Tas sulkerden edessa on munusmerkda, katdoen termien
etumerlait vathdetaan vastaldoasios, kun sullieet powstetaan.

Polynomien kertolaskussa kerrotaan termit kesken&an etumerkkeineen. Vélivaiheita kannattaa
merkitd nakyviin riittavasti.

—— Paolynoten kertolasku

* Monomien kerinlaskussa kertoimet kerrotaan keskendin ja muuttujacsat
keskenaan.

]

Folvnomi lerrataan monamilia siten | ettd polynomin jokainen termi kerrotaan
monomilla erikseen. Tulot lasketaan yvhteen etumerklkeineen.

alb+e)=ab+ac
*  Polyvrnomien kertolackussa jokaizella kertojan termilla kerrotaan jokainen

ketrottavan termi. Saadut tulot kirjoitetaan etumerklkeineen periaklkain ja
lasketaan vhteen.

(e + 2We+ d)=ac + ad + de + bd

Esimerkki 3.

Lasketaan monomien 3x* ja 4x* tulo.

kerrottavien patdoaa vordaan vathtaa

|
It dxt =320 4 2t =34 2 R =12 A =2t
kertoimien tulo — - tuttyjacsien tulo

Esimerkki 4.
Lasketaan monomin 3x ja binomin 2x—1 tulo.

I(2x -1 =3z 2x+3x (-1 =6z -3x

Iolernmat sullujen sisalla olevat termit kerrotaan
erikzeen ja lasketaan saadut terrmt vhieen.

Esimerkki 5.

Lasketaan polynomien 2x—1 ja —4x+1 tulo.

17



Jolratzella kertojan termills kerrotaan jokamnen
kerrottavan tenmi ja lasketaan saadut terrmit vhteen,

/%_\\ Tertrt on kerrottava etumerldeeineen

(Cx—Di-dx+1) = 2x (~4x)+2x 1+ (-1 (4 + (=11
-8x% +2x+4x-1
-2x% +6x-1

18



Tehtavia

54.
Ovatko vakiot keskendan samanmuotoisia?

55.

Jarjesta polynomit.

a) X—7+x?

b) 5b—5+a2

c) a®-3u+4u?-2u’
d) 5b+7+b°

56.

Keksi itse jokin
a) binomi

b) monomi

C) trinomi.

57.

Laske trinomin P(x) = x* +2x* +1 arvo, kun
a) x=1

b) x=-1

C) x=2

d) x=-3

58.

Tarkastellaan polynomia 2b* —5b* +7b+3.
a) Luettele polynomin termit.

b) Mitk& ovat termien asteluvut?

¢) Mika on polynomin aste?

59.

Sievenna.

a) x-5-x-4

b) y-2-x-(-2)

c) —4-b-2-a-(-a)

60.

Laske binomin P(a,b) = a* —3ab+1 arvo, kun
a) a=ljab=-1

b) a=-2jab=3.

61.

Poista sulkeet.

a) 8(a+hb)

b) —2(a-b)

c) 5(—3a-4b)
d) —2(—6a+5b)

19



62.

Sievenna.

a) ba-2a

b) 2b+3b-2

c) 8- (-c+5H)

d) (4d+6) + (-3d-3)

soveltavat tehtévat

63.

Muodosta polynomien vastapolynomit.
a) 10a-11

b) —a?+8a+7

c) —(%9a*+a-1)

64.

Sievenna.

a) (3a+4b)(a-b)
b) (a+b)(2a+8b)
c) (-a+3)(a+5)
d) (7+b)(@a+2)

65.

Kerro keskenaan binomit
a) Xx—2jax+6

b) 2x+1ljax-1

C) 7-xja3+x

d x-1ljax+2.

66.

Muodosta ja sievennd binomien 2x—1 ja 3x+2
a) summa

b) erotus

c) tulo

67.

Sievennd suorakulmion pinta-alan lauseke, kun sen sivujen pituudet ovat
a) X ja x+2

b) x—2ja 2x+1

c) 2x+2 jax-1

d) 3x-2 ja2x-1

68.
Milla a:n arvolla binomin P(a) =5a—3 arvo on

a) 12
b) -3°?

20



vaatrvat tehtavat

69.
Sievenna.
a) 1l+[a—(a+1)]

b) 2a®*+2-(3a-3)+(-a’+a)

70.
Laske P(3) — P(1), kun P(x) = x* +2x—1.

71.
Poista sulkeet ja sievenna.

a) (a+b)’
b) (x+3)°
c) (y-5)°

72.
Sievenna (2x —4)(x® +2x* —3x+1) .

73.
Muodosta ja sievenna kappaleiden tilavuuden lausekkeet.
a) b) c)
Ay +4
Zx xte - =+ 1
g 2E 5%+ 1 Y
74.

Muodosta ja sievennd monomien —3ab’ja 5ab’
a) erotuksen kuutio
b) kuutioiden erotus.

75.
Sievenna funktion f(X) = (x* —3x+2)(x—4) — (x* —=5x +4)(x—2) lauseke ja laske funktion
arvo pisteissé 0, 2 ja 4. (yo syksy 1996)
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4.  Polynomin esittaminen tulona

kahden tai useamman polynomin tulona. Polynomin ilmaiseminen tulona on erinomainen apu
ratkaistaessa tietyn tyyppisia toisen asteen yhtal6itd. Talldin ratkaisut 10ytyvét tuttujen en-
simmaéisen asteen yhtéldiden ratkaisuina.

Jos jokaisessa polynomin termissa on sama tekijé, se voidaan erottaa yhteiseksi tekijéksi
kayttamalla osittelulakia

ab+ac=a(b+c).

Tekijoihin jako on kaanteinen toiminta sulkeiden poistamiselle lausekkeesta.

sulkkeiden podstatminen —=
Hdx+l)=32x+31=6x+3
= telijditin jakarminen

Esimerkki 1.
Jaetaan binomi x® + x? tekijoihin.

fﬁjﬁ:’cemen teldja
3

x4t = i l=xt a1

Eun lanseklkeesta potstetaan kaikda yhteiset telyat,
mucdostuu townen telyd jalielle jAaneists tenmelsta,

Esimerkki 2.

Jaetaan trinomi 4a’b® +6a°b—2b tekijoihin.
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4a’b? +6a’h -2 =2h.2a b+ 20 3a% - 2b 1=0b (2ah+ 3at 1)

Esimerkki 3.

Esitetdan polynomi xy +3x+4y+12 tulomuodossa.

xp+Ex+4y +12 = (xy+ 3x) + Ay + 12) Evhmutelladn polynomi kahteen osaan.
= x(y+3) +d(y + 3 Tatkastellaan kumpaalin osaa erilesesn

ja jactaat ne teldjsihin,

\T/ ¥|_/ Idolempien osien todset teljat ovat samat,

jotlka voldaan ottaa koko lausekleen

={y+3x+4d vhteiselsi telojalost.
e e S——
yhteinen telijd  toinen teloji

¥ Xy dy
3 ax 12
x 4

Tekijoihin jakoa voidaan havainnollistaa pinta-alamallin
avulla. Jaetaan suorakulmion muotoinen alue neljdén osaan ja
sijoitetaan ndista kuhunkin yksi polynomin neljastéd termista.
Taman jalkeen tutkitaan mit4 yhteistd on vierekkaisilla ja
paallekkaisilla pinta-aloilla. Suorakulmion ala saadaan sivu-
jen tulona, joka vastaa polynomin tekijoihin jakoa.
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Tehtavia

76.

Milla monomi 3a on kerrottava, ettéd tuloksi saadaan
a) 6a

b) 3a’

c) 12a’

d) 30a°?

77.

Mika luku sopii x:n paikalle?
a) x(a+b)=4a+4b

b) x(a—3b)=-3a+9b

c) (5c+2d)x=25c+10d
d) (3c+7d)x=-18c—42d

78.
Muodosta kuvion pinta-alan lauseke ja esité se kahdessa eri muodossa.

3

79.

IiImoita yhteinen tekija.
a) bxja3x

b) 2ajadb

c) 7yja-8y
d) 3jal8c

80.

Taydenna.

a) 2X+2y=2(...+...)
b) 3a+6b=3(..+..)
c) 6x-8y=2(..—...)
d) 4a-2=2(..—-..)

81.

Milld binomi 2x + y on kerrottava, etta tuloksi saadaan
a) 10x + 5y

b) —8x -4y

c) 2x* +xy
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d) 2x°y+xy??

82.

Jaa tekijoihin.
a) 10x + 5y
b) —8x -4y
0 2x% + xy

d) 2X%y + xy?

83.

Jaa tekijoihin.
a) a’+a

b) 2a’+2a

c) —3a’+3a

84.

Jaa tekijoihin.
a) 5x+10
b) 5x-15
c) 6x+15
d) 14-7x

85.

Sovella osittelulakia.
a) 8y-10

b) —3y+9

c) —1lly-22

d) 15y* +24

86.

Jaa tekijoihin.
a) 6x+9y

b) 5x-5y

c) 8a-12

d) 5a-10b

87.
Muodosta kuvion pinta-alan lauseke ja esité se kahdessa eri muodossa.

! &

soveltavat tehtéwat

88.

25



Jaa tekijoihin.
a) 2X+Xxy
b) ab-—a?
c) 4ab+2b
d) 4x*-2x

89.

Jaa tekijoihin.
a) 3x?—-15x
b) 4x* —6x
c) —3y*-9y
d) 8y-12y?

90.

Esité tulomuodossa.
a) abc+a

b) xyz-—zab

c) abcd-cd

d) x*+x

91.

Jaa tekijoihin.
a) a—a’

b) t* -4t

c) 3d®-2d

d) 6m*—4mn

92.
Muodosta kuvion pinta-alan lauseke ja esité se kahdessa eri muodossa.

1

93.
Muodosta kuvion pinta-alan lauseke ja esité se kahdessa eri muodossa.
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vaativat tehtavat

94.
Tdydennd puuttuvat termit.
a) 2X—Yy+2=2x—( )

py X Xy +y =x"-y( )

95.

Jaa tekijoihin.

a) Xy+5y+6x+30
b) xy—4y+6x—24
c) xy—-5x-3y+15
d) 6Xx+6y+7x+7y

96.

Jaa tekijoihin.

a) ax+ay+bx+by
b) ax—bx—ay+hby
c) x*+ax+bx+ab
d) x*+ax—bx—ab

97.

Poista lausekkeista sulkeet. Keksitkd s&&dnnot, miten saat muutettua toisen asteen polynomin
tulomuotoon? Kiinnitd huomiota myds etumerkkeihin.

a) (x+2)(x+5)

b) (x—6)(x—2)
a) (x=2)(x+4)

98.
Kirjoita lausekkeet tulomuodossa edellisen tehtavan paattelytapoja kéayttaen.

a) Xx*+7x+12
b) X2 —8x+12
c) x*+4x-12
d) x*+3x-10

99.
Mika on puuttuva binomi?

a) x*+8x+15=(x+3)( )
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b) x®—10x+21=(x-3)(
c) X*+x-12=(x-3)(
d x®?—x—6=(x-3)(

100.

Jaa tekijoihin.

a) x°+7x+10
b) x*—-5x+6
c) X*+3x+2
d) x?-x-12

)
)

)

28



5.  Toisen asteen polynomifunktio

Toisen asteen polynomifunktio on muotoa
f(x)=ax’*+bx+c,

missd a, b ja c ovat vakioitaja a=0.
Toisen asteen polynomifunktion kuvaaja on paraabeli.

Esimerkki 1.

Yksinkertaisin toisen asteen polynomifunktio on muotoa f(X)=x". Lasketaan muutamia

kayran y = x* pisteitd, sijoitetaan ne koordinaatistoon ja yhdistetdan kuvaajaksi. Tatd paraa-
belia kutsutaan perusparaabeliksi.

by
9 _ 2
=R - ?f. L
7 1 symrmetria-alseli <—Pisteet %ﬁﬁ?ﬁ J;ﬁi@sa
B
5
4
3
2
1
T T T T X
3 -2 1 3

Huom! Pisteita ei saa yhdistaa toisiinsa janoilla eli suorilla viivoilla. Talldinhan olisi kyseessé
monesta eri ensimmaisen asteen yhtalostd muodostuva paloittain méaritelty funktio. Ensim-
maisen asteen funktion kuvaaja on suora, mutta korkeamman asteen funktioiden kuvaajat ovat
aina kayraviivaisia.

Kayra y = x> on symmetrinen y-akselin suhteen. Paraabelin ja sen symmetria-akselin leikka-

uspistettd kutsutaan huipuksi. Kohtia, jossa kuvaaja leikkaa x-akselin, sanotaan paraabelin
nollakohdiksi.

Esimerkki 2.
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Tutkitaan muotoa f(x) =ax* olevien funktioiden kuvaajia. Piirretddn muutama kayra koor-
dinaatistoon vaihdellen kertoimen a arvoa.

= M W k= M 00 - 00 @

Toisen asteen muuttujan kerroin ei vaikuta symmetria-akselin tai kdyran huippupisteen sijain-
tiin, mutta silld on selva vaikutus paraabelin leveyteen. Paraabelin y = —x* kuvaaja on puo-

lestaan paraabelin y = x* peilaus x-akselin suhteen.

Totsen asteen termin kertotmesta voidaan pastella

paraabelin aukearnssuinta ja muoto.

Josa = 0, paraabeli aukeaa vléspain.
Josa = 0, paraabell aukeaa alaspain.
Toz |a| on pient, paraabeli on leves
Jog || on suuri, paraabeli on kapea

Jos polynomifunktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, funktio saa pienimman arvonsa
paraabelin huipussa, mutta funktion suurinta arvoa ei voida maarittdd. Sen sijaan jos kuvaaja
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on alaspdin aukeava paraabeli, funktio saa suurimman arvonsa paraabelin huipussa, mutta
funktion pieninta arvoa ei voida maarittaa.

Esimerkki 3.

Esimerkin 2 funktioiden f(x)=2x?, f(x)=x?, f(x) = %xz pienin arvo on 0, mutta suurinta

arvoa ei voida maarittad. Sen sijaan funktion f(x)=—x*suurin arvo on 0, mutta pienint ar-
voa ei voida maarittaa.
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Tehtavia

101.
Mitka ovat paraabelin yhtal6ita?

a) y=-3x"+9x

b) y=025x2-0,73
c) y=x(3+Xx)

d) y=x(x*-2x)

102.

Keksi itse jokin polynomifunktio, joka on
a) ensimmaista astetta

b) toista astetta.

103.
Paattele, mihin suuntaan paraabelit aukeavat.

a) y=x"—-3x+2
b) y=2x(—x+1)
c) y=-4+3x°

d) y=(x-5@2-3x)

104.

Funktio on f(x)=3x*. Laske
a) (2)

b) f(-2)

c) f(5)
d) f(-6)

105.

Funktio on f(x) = x* —x+4. Laske funktion arvo kohdassa
a) x=0

b) x=2

c) x=-1

d) x=-2

106.
Montako nollakohtaa on kuvan paraabelilla?

a) b) . c)

d)

107.
Mité funktiolla tarkoitetaan?
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108.
Piirra funktioiden kuvaajat koordinaatistoon taulukoimalla arvoja.

a) f(x)=x°
by f(x)=x*+2

soveltavat tehtévat

109.
Piirra funktion f(x) = x* +x—2 kuvaaja, kun x saa arvoja vélilta —3 ja 3.

110.

Paéattele funktion kuvaajaparaabelin huipun koordinaatit.
a) f(x)=x°

b) f(x)=-9x?

c) f(x)=13x"
d) f(x)=-101x*

111.
Mihin suuntaan edellisten tehtédvan paraabelit aukeavat? Maaritd myos funktion suurin ja pie-
nin arvo.

112.
Maarita funktion kuvaajan perusteella sen suurin ja pienin arvo.
a) b)
. ¥
'B\yB x 0 : 2 : 4\ x
-3
113.

Ovatko termit paraabelin nollakohta ja paraabelin huippu synonyymeja?

114.
Piirra ylospain aukeava paraabeli, jonka huippu on pisteessa (4, -2) ja joka on yhtenevé pe-
rusparaabelin kanssa.

115.

Yhdista yhtalo6 ja sen kuvaaja.
a y=x+3

b) y=4x°

c) y=-3x*
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d) y=—x+2

P s
I 3

I 3
Py

116.

Piirrd funktion f(x) = %xz —2x+1 kuvaajaparaabeli ja maarita sen huipun koordinaatit.

117.
Montako nollakohtaa voi olla toisen asteen polynomifunktiolla?

118.
Piirra kdyra y = 2x?, kun x saa arvoja nollasta kolmeen. Keksitkd mika yhtald on kyseessa?

vaatrvat tehtavat

119.

Valitse kuvaajille oikeat yhtal6t, kun x saa positiivisia arvoja.

¥ y by

2) *op) o) 3
A: y=X+2

B: y=Xx-2

C: y =2X

D: y = 2x°

E: y =-2x°
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120.
Piirra koordinaatistoon paraabeli y = x* ja suora y = x. Ratkaise kuvaajan avulla yhtal6pari

y=x*
y=X
121.
Muppe-koiran aitausta varten on varattu verkkoa 50 m ja aitauksesta halutaan tehd4 suora-

kulmainen. Tutki kuvaajaa apuna kayttden miten aitaus kannattaa tehdd, jotta Mupella olisi
mahdollisimman paljon liikkumatilaa.
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6. Vaillinaiset toisen asteen yhtélot |

Toisen asteen yhtalon yleinen normaalimuoto on

ax> +bx+c=0.

Jos yhtdlossa esiintyy kaikki termit, sanotaan sita taydelliseksi toisen asteen yhtaloksi.
Jos termi bx tai vakiotermi ¢ puuttuu, on kyseessé vaillinainen toisen asteen yhtalo.

Vaillinaisille toisen asteen yhtal6ille on olemassa ratkaisutavat yhtalon tyypista riippuen. Tut-
kitaan aluksi muotoa ax? +c =0 olevia yhtalit. Piirretddn muutama funktion f(x)=x*+c
kuvaaja samaan koordinaatistoon vaihdellen vakion c arvoa.

y=x2+2
v =x?
y:x2—3
T T T T x
-3 1 2 3

Funktioiden kuvaajat ovat yhtenevét ja niiden symmetria-akselina on y-akseli. Vakio c ilmai-

see kohdan, jossa paraabelin huippu sijaitsee. Yhtdlon ax® +c =0 ratkaisut nihdéan kuvaa-
jasta nollakohtina, joissa kuvaaja leikkaa x-akselin. Nollakohtien méaara riippuu siitd, onko
funktiossa esiintyva vakio c positiivinen vai negatiivinen.

— Yhtalén ax?+ ¢ =0 ratkaisujen madra rippun vakiosta ¢,

®  Tose¢ onnegatitvinen, on vhtalslla kaksi ratkaizua, jotka ovat toistensa

vastalukuja
Jos e =0, on vhtalén atnoaratkaisu x =0

® Jose onpositiivinen, ei yvhtalslla ole ratkaisua.

Huom! Edellinen pétee ainoastaan ylospain aukeaviin paraabeleihin. Miten ratkaisujen méaara
riippuu vakiosta c, jos a on negatiivinen?
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— Muotea ax®+c =0 olevan yhtalén ratkaiseminen

2

E atkaistaan yhtalé ensin x“n suhteen.

®*  Otetaan vhtalén melemmailta puolilta nelidjuur.

Huom! Neligjuurta otettaessa on huomioitava sek& positiivinen etté negatiivinen tapaus, silla
negatiivinen kantaluku toiseen potenssiin korotettuna, on myds positiivinen.

Esimerkki 1.

Ratkaistaan yhtald x> —9 =0 ja hahmotellaan yhtilon maaraaman paraabelin kuvaaja.

2
x*-9=0
<=0 Otetaan vhtalén molemmilta puchlta nelid .
x=+.f9 Muista + merkintal |
=13
-3 3

Vastaus: x= 3 tai x = -3

Esimerkki 2.

Ratkaistaan yhtald 2x* +4 =0 ja hahmotellaan yhtalon maaradgméan paraabelin kuvaaja.

2xt+4=10
2xt=-4 |2
xt =2
2
x* = -2 HNegatiivisesta hrvusta ei voi ottaa neliéjurtal

Thtalslla er ole ratkaizua,

37



\

X

Vastaus: Yhtalolla ei ole ratkaisua.
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Tehtavia

122.

Tutki, onko x = -2 yhtal6n ratkaisu.

a) 2x*+5=0

b) x*-2=0

c) —2x*-8=0

d x*-4=0

123.

Ratkaise yhtalot.

a) x°=4

b) x*=16

c) x*=1

d x*=9

124.

Ratkaise yhtalot.

a) x*=25

b) x*=36

c) x*=81

d) x*=100

125.

Ratkaise yhtalot.

a) x*=3

b) x*=6

c) xX*=-4

d x*=7

126.

Ratkaise yhtalot.

a) 3x*=18

b) 4x2 =16

c) 9x*=81

d) 2x* =800
soveltavat tehtavat

127.

Hahmottele toisen asteen polynomifunktion kuvaaja, jonka nollakohdat ovat x = 3 ja x = -3 ja
huipun x-koordinaatti on 0.

128.
Paéattele huipun koordinaatit, kun paraabelin yht&l6 on
a) y=x"+1
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b) y=x*+8
c) y=x*-14
d) y=x*-100

129.

Muodosta yht&lo ja ratkaise sen avulla nelion sivun pituus X, kun nelion pinta-ala on
a) 25,0m°

b) 16,0 cm?

c) 49 mm?.

130.

Anna esimerkki

a) tdydellisestd toisen asteen yhtalostéa
b) vaillinaisesta toisen asteen yhtalosté.

131.
Yhtél6a ei ole ratkaistu oikein. Korjaa virhe.

2x2 -16=0
2x% =16
2X = +4 |: 2

i
2
X=12

132.
Ratkaise funktioiden nollakohdat ja piirra funktioiden kuvaajat.

a) f(x)=x°

by f(x)=x*-1
c) f(x)=4x*-16
d) f(x)=x>-49

133.
Ratkaise yhtalot.

a) 2x*—x?=100
b) 5x*—x*=100
c) 12x* —5x* =112

134.
Paattele piirtdamétta, mika on y-koordinaatin arvo pisteessd, jossa funktion kuvaaja leikkaa y-
akselin?

a) f(x)=x*-7
by f(X)=x*+4

, 1
c) f(x)=x —5

40



d) f(x)=3x*+6

135.
Ratkaise edellisten tehtavén funktioiden nollakohdat.

136.

Keksi jokin vaillinainen toisen asteen yhtélo, jolla
a) on kaksi ratkaisua

b) on yksi ratkaisu

c) ei ole ratkaisua.

137.
Ratkaise yhtald V = zr2h muuttujan r suhteen, kun V>0 jah > 0.

138.
Nelién muotoisen pdydan pinta-ala on 15 m?. Ratkaise pdydan yhden sivun pituus x, muodos-
tamalla ensin yhtalo.

139.
Mika on oltava ympyrén sateen, jotta sen pinta-ala on 19,6 cm?

140.
Mika on nelion lavistajan pituus, jos nelién pinta-ala on 1700 cm??

vaativat tehtavat

141.
Ratkaise yhtalot.
a) __2 — L
X -2

b) X_ ﬂ

3 X

-9 -5x
) —=——

2X 10
142.

Ratkaise yhtalé ax* —c =0 muuttujan x suhteen, kun a >0 jac > 0.

143.
Suoran ympyralierion tilavuus on 360,0 cm® ja korkeus 15,0 cm. Laske pohjaympyran séteen
pituus.

144,
Kun erdan luvun x nelion vastaluvusta vdhennetdan luku 1, saadaan tulokseksi luku —37.
Muodosta yhtalo ja ratkaise sen avulla, miké on luku x.

145,
Ratkaise yhtalot.
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a) x*=|al
b) 4x*=la
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7. Vaillinaiset toisen asteen yhtalot 11

Piirretaan kaksi muotoa f(X) = x*+bx olevaa vaillinaista toisen asteen polynomifunktiota
samaan koordinaatistoon.

¥ y=x2+2x
7 _ .2
5 ¥ =x* 3x
5_
4
3_
2_
T . . . g . . T x
4 3 2 4 1 2 3 4
2
3

Funktioiden kuvaajat ovat yhtenevét. Ensimmaisen asteen termin kertoimella b on selvasti
yhteys funktion toiseen nollakohtaan ja paraabelin symmetria-akselin sijaintiin.

— Vhtalén ax® + &x = 0 ratlaisut

®*  TYhtalélla on aina kalesi ratleatsua.
® Toinen ratlaizuista on atna x =0,

Muotoa y = ax® +bx olevat yhtalot ratkeavat kitevimmin tekijéihin jaon kautta.

— Muotoa ax®+bx=10 olevan vhtalén ratkaiserninen

Taetaan yhtals tekijéihin siten, ettd molemmizza tekijdissd on x.
®  Sovelletaan fulon nollasddntid. Tulo on nolla vain,
1oz jolan tulon tekijéistd on nolla

Esimerkki 1.

Ratkaistaan yhtald 2x* +6x =0 ja hahmotellaan yhtalon maaraan paraabelin kuvaaja.
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2x? +6x =0 Tactaan yhals telijsihin
2x(x+3 =10

Sovelletaan tulon nollasaantoa.

0 ta x+3=0
0 x=-3

Vastaus: x=0 tai x = -3

Esimerkki 2.
Ratkaistaan yhtalo 5x* —2x =0 ja hahmotellaan yhtalon maaradgméan paraabelin kuvaaja.

5x° —2x =0 Taetaan vhtals teldjsihin
xox-2)=0

Sovelletaan tulon nollasaantoa.

x=10 tan SGr—-2=10
S5x=2 ||5

2

P

5

Vastaus: x=0tai X = %
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Tehtavia

146.
Selita parillesi omin sanoin, miké on tulon nollasaanto.

147.
Tutki, onko x =9 yht&lon ratkaisu.

a) x°-9x=0
b) 3x*-3x=0
C) 6x*-54x=0

148.
Tutki, onko x = -3 yhtal6n ratkaisu.

a) x*=2x
b) —4x*-12x=0
) x(15+5x)=0

149.
Ratkaise yhtalé ab = 0.

150.

Ratkaise yhtalot kéyttden tulon nollasdéntoa.
a) x(x-2)=0

b) 5x(x+3)=0

c) (x-1)(x-5)=0

d) x(2x-4)=0

151.

Ratkaise yhtalot.
d) x(x+1)=0

e) 4x(x-1)=0

f) —x(4x+4)=0
g) 2x(5-x)=0

152.
Ratkaise yhtalot.

a) x*—x=0

b) 2x*—-2x=0
c) 6x*—-6x=0
d) —8x*+8x=0

153.
Ratkaise funktioiden nollakohdat.

a) f(X)=x*+x
b) f(x)=4x*-2x
c) f(x)=9x*+3x

45



d) f(x)=-5x*-x

154.
Ratkaise funktioiden nollakohdat ja hahmottele funktioiden kuvaajat.

a) f(x)=4x"+8x
b) f(x)=-6x*+6x

soveltavat tehtévat

155.

Minka& suoran suhteen esimerkin 1 funktio on symmetrinen?
156.

Ratkaise yhtalon juuret.

a) 5x* =bx

b) x*=-x

c) 2x* =4x

157.

Kun erds luku x korotetaan ensin nelioon ja sitten siihen lisatdan luku x kerrottuna luvulla 4,
saadaan summaksi nolla. Muodosta yhtalo ja ratkaise sen avulla luku x.

158.
Mill4 x:n arvoilla funktio f(x)=x? + 2Xx + 4 saa arvon 4?

159.
Ratkaise yhtalot.
a) 10x*-5x=0
b) 10x* -5=0
c) 10x-5=0
160.
Keksi vaillinainen toisen asteen yhtéld, jonka ratkaisut ovat x = 0 ja x = -5.
161.
Mitka ovat murtolausekkeiden madrittelyjoukot?
X

a —

) 4x% 16X

x-1

by —— —

) 5x° +25
162.

Ratkaise yhtalot kayttaden tulon nollasaantoa.
a) X(x+3)(2-x)=0

b) 7x(2x-6)(x-1)=0

c) (x+6)(x-9)=0

d) x(2x-8)(x-1)=0
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163.
Kun eras luku x korotetaan nelioon ja siitd vahennetdan luku x kerrottuna luvulla 7, saadaan
erotukseksi nolla. Muodosta yhtal6 ja ratkaise sen avulla luku x.

vaativat tehtavat

164.
Ratkaise yhtalé (3x —1)(2x+1) = (6x+3)(3x—1) . (yo kevat 1997)

165.
Kun kappale heitetddn suoraan yléspdin, on sen korkeus h lahtétasosta mitattuna
h=v,t -3 gt?, missd v, on alkunopeus, t on aika ja g putoamiskiihtyvyys.

a) Katso taulukko-osiosta putoamiskiihtyvyyden arvo.
b) Pallo heitetaan ylospéin alkunopeudella 8,0 m/s. Laske ajanhetki t, jolloin pallon korkeus
on 0 m.

166.

Ratkaise yhtalot.
a) x*—x=0

b) x*—4x*=0
167.

Ratkaise yhtalot.
a) x*-100x=0
b) x*-100=0

c) x*-100x* =0 (yo syksy 1992)

168.
Ratkaise taydelliset toisen asteen yhtalot. (Vihje: Katso ratkaisukaava taulukko-osiosta.)

a) x*+x-2=0
b) x*-2x-2=0

169.

Ratkaise yhtalo.

a) 3x+4=5-6x
b) 12x* -7x+1=0

170.

Lukion jazzyhtyeen konsertin tuotto 192 euroa on jaettava tasan yhtyeen jasenille. Jos jasenia
olisi 2 enemmaén, jokainen saisi 8 euroa vahemman. Montako jasenta yhtyessd on? (yo kevat
2000)
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8. Murtolauseke*

Jos P ja Q ovat polynomeja (Q #0), niin lauseketta, joka on muotoa tai joka voidaan
muuntaa muotoon

P
Q

sanotaan murtolausekkeeksi.

Murtolauseke muodostuu siis jaettaessa polynomi toisella polynomilla. Murtolausekkeet kayt-
taytyvat samoin kuin murtoluvut ja niille on voimassa samat laskusédannét. Osoittajassa ja ni-
mitt&jassa on vain yksittaisten lukuarvojen sijasta polynomit. Murtoluku on mahdoton, jos sen
nimittajassa on luku nolla, silla nollalla ei voi jakaa. Samasta syystd murtolauseke on maari-
telty muualla, paitsi nimitt&jan nollakohdissa.

— Nhutolauszeldeeiden laslousaannst

® Ennen kuin murtolausekkeita voi laskea yvhteen tail vahentdd toisistaan,
o ne muutettava sam anmmisiksi laventamalla ja'ta supistamalla.

i c=czc:t’+bc _ i r:=cx.:f—bc

A Y T

*  Murtolausekleet kerrotaan keskenfdn siten, ettd osoittajat kerrotaan
keskenasan janimittiajat kerrotaan keskenasn.

a ¢ _ac
b d  bd
*  Murtolauseke jastaan toisella murtolavseklreella siten, ettd se kerrotaan
jakajan kaanteiselld murtolavsekleella.

Esimerkki 1.

2 19291 5.243.1 13
a) —_t—— -4 —-—Y=— =

35 3 5 15 15
py XY 'x 7y _5x-3y

3 5 3 5 15
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o XY_Xy_x
35 3.5 15

d) X.Yy_X5_5X
35 3y 3y

Esimerkki 2.

Mill& x:n arvoilla murtolauseke on maaritelty?

—4x+8

Ratkaisu:

Murtolauseke on maééritelty muualla paitsi nimittdjan nollakohdissa. Selvitetddan nimittajan
nollakohta.

—-4x+8=0
—4x=-8 |: (-4)
-8
X=—
-4
X=2

Vastaus: Murtolauseke on madritelty, kun x # 2.
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Tehtavia

171.
Muunna sekaluvuksi.
a) §
3
12
by =<
) 5

100
C —_—
) 6

14
d —
) 3

173.

~NlwalNd Wik g s
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d) o

177.

Onko murtolauseke maaritelty kohdassa x = 1?

a) 2x -1

b)

c) —

179.

Laske lausekkeen arvo, kun x = 7.
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d)

180.
Mill& x:n arvolla murtolauseke on méaéritelty?

a) —

181.

—
b}
w
=
@D

&
R Wl oo

(=}
~

£ K2
o o
< |

182.
2a

- . . a .
Muodosta ja sievennd murtolausekkeiden ry ja 3
a) summa
b) erotus
c) tulo
d) osamaéara.

183.
Sievenna.

a)

< |k N X
Ao x|w

b)
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c)

©O|x < |0

d)

184.

Muodosta ja sievennd luvun a ja sen ké&anteisluvun
a) summa

b) erotus

c) tulo

d) osaméaéra.

185.
Millé x:n arvolla murtolauseke on méaéritelty?

2x% +x+3
Q) ————
X-5
b) 12-x
(x-1)?
_Ax
|2x—2|
5
2X—8

c)

d)

186.

Radioaktiivisen aineen ytimistd puolet hajoaa tietyn pituisen ajan kuluessa toisten aineiden
ytimiksi. Tét4 aikaa sanotaan puoliintumisajaksi. Maaperasta irtoavan radonkaasun, radon-
222:n, puoliintumisaika on 3,8 vuorokautta. Radon-222:ta on aluksi 1000 g, paljonko sité on
a) 3,8 vuorokauden kuluttua

b) 7,6 vuorokauden kuluttua

¢) 38 vuorokauden kuluttua?

187.
Nuotti Aika-arvo
o 1

J .

) i

;i :

; i

Laske taulukon tietojen perusteella nuottien yhteenlasketut aika-arvot.
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a) 444
) 4444

d) Jﬁ
188.

Nuotin perédssd oleva piste pidentdd aika-arvoa puolella nuotin omasta aika-arvosta. Laske
nuottien aika-arvot.

a)ﬁ-

J
by ~
C) J’-
d) J

189.
Sievenna.

2a-1 !
a) a+2 a+2
b) ba+1 a+3

a-1 a-1

190.
Maarita ne positiiviset, yksinkertaisimpaan muotoon supistetut murtoluvut, joiden osoittajan
ja nimittdjan summa on 10. (yo syksy 1992)

191.
Laske murtoluvuilla ilman laskinta ja anna tulokset murtolukumuodossa supistettuina.

5 31
__+___
6 2 3

a)
o=
b) 1 .1
4 2=
4 3
(paasykoetehtava teknikkokoulutukseen, kevét 1991)

192.

Lausu = mahdollisimman yksinkertaisena murtolukuna, kun x :E—E jay :ﬂ§ (yo
y 3 2 3 24
syksy 1974)

193.

Maarita 1 +£, kun x+y =52 ja xy =13. (yo syksy 1995)
Xy
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9.  Monomin jakaminen monomilla*

Kuten murtoluku, myds murtolauseke pyritdan esittdmaan mahdollisimman yksinkertaisessa
muodossa. Murtolauseke voidaan sieventéd, jos osoittajalla ja nimittajalla on yhteinen tekija.
Sievimmaéssa muodossaan murtolauseke on silloin, kun ainoa osoittajan ja nimittdjan yhteinen
tekijé on ykkonen.

— Murtolansekkeen sieventarmnen
®  Taetaan osoittaja ja nimittaga telgéihin,
®*  Supistetaan vhieizilla tekijsilla

Esimerkki 1.

. 4X-3y . ... . .
Sievennetaan murtolauseke > kayttden apuna pinta-alamallia.
Suuren suorakulmion pinta-ala on 4x-3y. Toisaalta suorakul- a4
mio muodostuu pienista xy-suorakulmioista, joita on 12 kappalet-
ta, tdssa niisté otetaan puolet
4x . dx

3y _ 12xy —6xy.
2
Esimerkki 2.
X2y3
Sievennetadn murtolauseke -
X"y

Tapa l

Monomi jaetaan monomilla siten, ettd kertoimet jaetaan kesken&én ja samankantaiset muuttu-
jat keskenadn. Samankantaisten potenssien arvo tulee sille murtoviivan puolelle, jossa on alun
perin korkeampi potenssi.

Daoittajassa suuretnpd ¥ potenss,
joten ¥ tulee osoittajaan.

Mirmittajassa suurempd xn potenss,
joten x tulee nimittaidan.
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Tapa 1l

Yleensd monomi jaetaan monomilla supistamalla osoittajan ja nimittdjan yhteisilla tekijoilla
ilman kertoimien ja kirjainosien erottamista.

Jaetaan osotttaja ja

nitnitti) 4 teld)éihin,

axty’ | sy o)y

12x3y/54,ﬁ~yj*- (3x) 3=
Supdstetaan vhieiset telojat
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Tehtavia

194.
Sievenna.

a)

10
5
2
b) 5
-11
-1
15
3

c)

d)

195.

Sievenna.
3

2) 18

12

8

-12

-16

9

d)%

b)

c)

196.
IImoita yksinkertaisesmmassa muodossa.

12a
a) —
6

8b
by =
) 4

18c
C R
) 6

d)@
7

197.

Keksi sellainen monomien jakolasku, jonka osamaaraksi tulee
a) 6

b) —3a

198.
Sievenna.
a) 8—X
X
18y

by ==X
)2y
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200.
Kirjoita potenssimuodossa.

a) —
b)
c)

d)

> -
><m|l—‘ N||—\><J>||—\><

201.
Sievenna.

a) 2
b)
c)

d)

><m| x, ><J>|>< ><w|><m < |><

202.
Sievenna.
4.5x%
a ——
4
b) 2-3a
3a
2X - 6X
3x
-5.3x
10x

c)
d)

203.
Sievenna.
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40x

5
9a

b) 3a
15
Sy
o
d) 3b?
204.
Sievenna.

a) 5x

b) X

205.
IImoita yksinkertaisemmassa muodossa.

X3

a) 7
3

b) %
n-n®
n

k®-k
k2

c)

d)

206.
Paattele puuttuva monomi.

207.
Sievenna.

2x% - X
a) 5
X
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by Y

C) tz .

d)

208.
IImoita yksinkertaisemmassa muodossa.

d =5

2009.
Laske.
a) 08a
0,2
4,90
0,07
64c?
12,8

b)

c)

210.
Paattele puuttuva monomi.
?
2
6a°b _1

b)

211.
Sievenna.

20a’b®
a) 215
5a‘h
6uv’
12u
36n°m
12n%m?

b)

c)
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212.
Laske suorakulmion kannan pituus, kun korkeus on 2x ja pinta-ala 18x°.

213.
Sievenna.

30x°
a)
10x
—15xy?
oXy
100x"y
10x%y

b)

c)

214,
Kolmion pinta-ala on 12a* ja korkeus 3a. Laske kolmion kannan pituus.

215.
Laske suorakulmion korkeus, kun tiedetadn sen pinta-ala ja toisen sivun pituus.

a) b) c)

124 7
108 a¢

EJ

ez

2h

216.

Laske.

7 14

y4 ) 2y2

c) 3xyz:%
y

a)

b)

2

4xyz = 3z
5y? 10xy

d)

217.
Sievenna.

a) (36122)2
ab
(a’bc)®
(2abc?)?

b)

218.
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Ympyran pinta-ala on 647a°b?. Maarita ympyran séde.

62



10. Polynomin jakaminen monomilla ja polynomilla*

Kun polynomeja kerrotaan keskendén, on kaikki sulkeiden sisalla olevat termit kerrottava
erikseen. Vastaavasti polynomin jakolaskussa on jokainen termi tultava jaetuksi erikseen.

Esimerkki 1.

2
Suoritetaan jakolasku 16x” —4x .
4x
Tapal
Jaetaan polynomin 16x> —4x jokainen termi erikseen monomilla 4x.

16x% —4x  16x%>  4x
= -—=4x-1
4x 4x  4X

Tapa ll

Jakolasku voidaan suorittaa myds siten, etta jaettava muunnetaan ensin tulomuotoon ja sen
jalkeen supistetaan osoittajan ja nimittajan yhteisilla termeill&.

Jaetaan osoittaja telodihin,
16x% —4x | 45(4x-1) _

i Z//% 4x -1

Thteiset telojat, jotka voidaan supistaa,
koska osotttaja on tulomuodossa,

Huom! Jos jaettavana on tulomuotoinen polynomi, saa ainoastaan kertojan tai kerrottavan
jakaa. Jos jakolasku tehtdisiin molempiin tekijoihin, tulisi jakolasku suoritettua kahdesti.

— FPolynomin jakarminen monotnilla

* Jos jaettava salytetisn summamuotoizsena, on jokainen termi
jaettava erikseen.

®  TJoz jacttava muutetaan tulomuotoon, anocastaan joko kertoja ta
kerrottava jactaan, mutta &1 molempia.
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Jos polynomi jaetaan polynomilla, jossa on vahintdan kaksi termid, ei esimerkin 1 ensimmais-
t4 ratkaisutapaa voida kayttada. Tallaisen murtolausekkeen sieventdminen vaatii aina osoittajan
ja nimittdjan jakamista sellaisiin tulomuotoisiin osiin, jotka voidaan supistaa pois.

Yleisin virhe polynomeja siséltdvien murtolausekkeiden sieventdmisessd on summamuotoi-
sesta polynomista yksittaisten termien poistaminen. Talléin jakolaskua ei ole suoritettu jokai-
seen jaettavan termiin. SUMMASTA EI SAA SUPISTAA!

Esimerkki 2.

Kun polynomi jaetaan polynomilla, on lausekkeet muutettava ensin tulomuotoon.

Taetaan osoittaja ja Wordaan supistaa, koska osottaja
nirnittaid telogddhin 12 fitrttAga ovat tulemucdossa,

ix-6 =| x-2) _ E ] =_E
—2x+4  2(-x+2) 2 0-1)(x—2T 2
—

Dzoittajalle ja niittagalle saadaan vhiemnen
telija kertomalla - x + 23 huwulla -1,

Huom! Jos nimittajan yhteiseksi tekijéaksi olisi valittu —2, olisi valittémasti saatu nimittajalle
ja osoittajalle yhteinen tekija.
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Tehtavia

219.

Sievenna.
10(2x-1)

a) 10
8(—x+6)

b) 8
-3(-4x-2)

) -3

220.

Sievenna.

a) 4(x+1)
5(x+1)
10(x+1)
5(x+1)
(x=D(x+1)
@+x)(x-1)

b)

221.
Sievenna.
30cm+5mm
a ——M
5
b) 10km —50m
10
0 12kg +60g
6
222.
Sievenna.
3X+6
a)
3
4x -6
2
8x+10y
2
9y -6

d) 3

b)

c)

223.

Sievenna.

a) (6x+3):3

b) (-8x-10):(-2)
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224.
Kirjoita yksinkertaisemmassa muodossa.
2) 4(a+Db)
4
12a+6

b)

8x+4y

c) >

225.
Sievenna.

8x% —4x
a)

4x
15a® —12a

3a
6ab +18b

3b

b)
c)

226.
Etsi yhteiset tekijat ja sievenna.
3x+9
a)
4x +12
6x—4
2X
3x-9

b)

c)
d) ay — by

227.
Sievenna.
4x+8
a)
3X+6
6 —3x
8—-4x
8y +10
4y+5
—-4y-8
-2y-4

b)

c)

d)

228.
Sievenna.

a) 2Xxy
X+Y
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b)

c) y—X

229.
Sievenna.
4a—4
a)
4a
6b
2b+6b
5a+4b

ba—-4b

b)

c)

230.
Paattele puuttuva monomi P(a).
2
a) 5a“ +10a 442
P(a)
_ 3 2
b) 13 -4a’+a _ —13a* —4a+1
P(a)
a’-a_ .5 4
P(a)

5

c)

231
Mika virhe on sievennyksessa?

2 _
6a’ 341 _ o,

~ e
232.
Kirjoita yksinkertaisemmassa muodossa.
a) 4a-4:1
b) (4a—4):4
c) (4a—-4):(a-1)
233.
Keksi sellainen polynomien jakolasku, josta osamééaraksi tulee a + b.
234,
Paéattele puuttuva polynomi P(a).
a) P@) _ a7 47
2
b) P@) 524
2a
c) % =-a’+5a*-1
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235.

Etsi yhteiset tekijat ja sievenna.
2a+2b

a)

a+b
b)

5a +5b

—15a -15b
5a+ab
a+b

c)

236.

Sievenna.

a) 5(a+b)
(a+b)*

b) (a - b)
2(a—b)®

237.
Laske ja anna vastaus sievennetyssa muodossa.

gab* 2b°
) T
14(bc)® 3a
8b°  (2b)?
5a’c  3a

b)

238.
Laske.

1 2 3
Q) —+—+—
Xy yz Xz
5 4 2
- +
X’yz  Xy’z  xyz

b)

2

239.

2\ 34,2 4,2 5,,3
Sievenna 2X°y —8x7y +10x y© +4x°y _
2X°y

240.

Kun erés trinomi jaetaan monomilla 3a saadaan osamaéariksi 10ab® —3b+1. Miki on tama
trinomi?

241.

. ) 3a’ 3a+3b
Sievenna lauseke :
a+b a'b

va insindorikoulutukseen, kevét 1997)

-(a%)? ja laske sen arvo, kun a = 2 ja b = -1. (paasykoetehti-

242.
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Sievenna lauseke (a?h? - a*b®) : (ab - a’b®) yksinkertaisimpaan muotoonsa ja laske sitten sen
tarkka arvo, kun a = 10" jab = 10, (yo syksy 1986)
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11. Murto- ja verrantomuotoisen yhtalon ratkaiseminen

Verrantomuotoisessa yhtaldssé kaksi murtolauseketta on merkitty yhta suuriksi.
Murtoyhtal6 on yhtéld, jossa tuntematon esiintyy nimittajassa.

Yhtélot, joissa esiintyy murtolauseke saadaan yleensé helpoiten ratkaistua ristiin kertomalla.
Ristiin kertominen on sallittua ainoastaan yhtasuuruusmerkin yli ja silloinkin ainoastaan, kun
yht&lén molemmat puolet ovat joko tulo- tai osamaardmuodossa. Yhteen- ja véhennyslaskuja
saa siis ainoastaan esiintya osoittajassa, nimittajassa tai sulkeiden sisalla.

Murtoyhtalon nimittdjan nollakohdat eivét kelpaa murtoyhtalon ratkaisuiksi, silla nollalla ei
voi jakaa. Tdman vuoksi ennen vastauksen antamista on tarkistettava, kelpaako saatu arvo
ratkaisuksi.

Esimerkki 1.

. . ax X X+1
Ratkaistaan verrantomuotoinen yhtal 3" 5

Murtolausekkeista paastaan eroon ristiin kertomalla.

x _x+1 Ristinkertominen voidaan suotittaa, koska
2 . 5 molemmat puclet ovat osamaaramuodossa.

Sx=3(x+1
Sx=3x+73
Sx—-3x=73
2x=3|2
3
r=—
2

Vastaus: X = g

Esimerkki 2.

Ratkaistaan murtoyhtéld 3 = i.
x—2 x-1
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Nimittajien nollakohdat ovat x = 2 ja x = 1, joten yht&l0 on méaritelty, kun x =2 ja x #1.
Kerrotaan lausekkeet ristiin.

3 y 4 Eistunlrertormnen woidaan suonttaa, koska
-2 x—1 molemmat puclet ovat osamaaramuodossa
Ax-D=4x-2)
3x—-3=4x-%
Ax—dx=-B+3
~x=-5 |
x=3

Tama kelpaa ratkaisuksi, silla kumpikaan nimittdjista ei saa talléin arvoa nolla.

Vastaus: x =5

Esimerkki 3.

Ratkaistaan yhtalo 3.1 =0.
X X=2

Nimittajien nollakohdat ovat x = 0 ja x = 2, joten yht&lo on maaritelty, kun x =0 ja x # 2.

E B 1 ~0 Fistunkcertormnen on sallittua amncastaan
x vhtasuunmsmerkin v

r—2
35(1
xS =2

0 1=3{x -2
x=3x—-6
x—2x=-%
—x=-6 |1
x=6
Esimerkki 4.

Ratkaistaan yhtalo % +2=5.

Nimittajan nollakohta on x = 0, joten yhtalé on maaritelty, kun x = 0.
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E +0=5 Eustunkertormsta e1 vol tehda, koska vhtaldn

Dy vasen puch on summatnustoinen|
18 _ 5-2
ax
18 Iyt ristunlk ertorminen on sallittua. Whontetaan ok 2 myds
ox =3 osamadramuctoon, jollein nstunkertorminen hahmottun paremmun.
E E kerrotaan ristiin
axd 1
2x3=18"1 t &
18
r=—
&
x=3

Tama kelpaa ratkaisuksi.

Vastaus: x = 3

72



Tehtavia

243.
Mité tarkoitetaan yhtalolla.

244,
Onko x =1 yht&lon ratkaisu?
a) x-1_
2X
3Xx-3
X
-2+2X
x—1
X —
—5+5X

b) 0

C) 0

d)

245.
Mitka yhtaloista ovat murtoyhtal6ita?
a) x+1_1

+ o

X+1

b)

D WwWlx N

c)

+

X
d) 8

X |—= B

246.
Mitka ovat edellisen tehtavan yhtaldiden maarittelyjoukot?

247.
Ratkaise yhtalot.

248.
Ratkaise.

X
Q) —=2
) 6
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(=)
~
Il
N

2]
~
Il
ol

X |© W|x x |00
1]
w

o
~

249.
Mitka edellisten tehtavén yhtéldista on murtoyhtaloita?

250.

Ratkaise yhtalot.
x 1

Q) —==
10 2

b) 3_x
2 4

2x 25
c) —=—
4 5

soveltavat tehtévat

251.

Piirrd kayra y = 1 koordinaatistoon.
X

252.
Ratkaise yhtalot.
X—2
b) 1-x_g
X+1
ax

c)

g 3-1 o
X

253.
Ratkaise murtoyhtaldt.
2) 2(2x-1)  4x-2
X+1 2Xx—x+1
b) 5x-10 0
2x—4

254.
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5x-8
3x+12

Milla x:n arvolla lauseke

) 1
on suoraan verrannollinen lukuun § ?

255.
Ratkaise yhtalosta x.

2+X 2
a) —=—
X

3
3
5x-1

b) -
X

256.
Ratkaise yhtalon juuri.

X
Q) 23-7)=5

b) 5(—§+2) —x

257.
2X+5 bx-1

2

Miké& on yhtalon = X —2 ratkaisu?

258.

Keksi murtoyhtélo,

a) jonka ratkaisu on x = -2
b) jolla ei ole ratkaisua.

259.
Ratkaise yhtalo —x+3 = (x+D(x=1)
x—-1

260.
Ratkaise yhtalo.

X X
6+—+—-=X

5 2
261.
Ratkaise yhtal6 muuttujan F suhteen.
C- 5(F -32)

9

262.

2

) . X
Sievenna murtolauseke ——: >
X+1 x° -1

ja ratkaise murtolausekkeen nollakohdat.

263.

: N V, —V.
Ratkaise yhtalosta a = %

2 1
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a) Vo
b) t.

vaativat tehtavat

264.
Kun erdéseen lukuun lis&tadan 12 ja summa jaetaan kolmella, saadaan alkuperéisen luvun puo-
likas. Kirjoita yhtald ja ratkaise sen avulla mika luku on kyseessa.

265.
_— 2X+4 A . 2
Milla x:n arvolla lauseke > on kaantéen verrannollinen lukuun § ?
X_
266.
Ratkaise yhtalo 1 + 1 = 2 :
X—2 X-3 X

267.
. .1 .
Kun kerrotaan erdan luvun kaanteisluku luvulla 3 saadaan tulokseksi rk Muodosta yhtélo ja

ratkaise sen avulla mikéa luku on.

268.
ax+b

cx+d
a) a=2,b=-3,c=0,d=-5
b) a=1b=2,c=4,d=5(yo kevat 1999)

Ratkaise x yhtélosta =3, kun

269.

Ratkaise yhtalé kysytyn muuttujan suhteen.

11 o

f a b

270.

Ratkaise a yhtalosta 360a 2 % (paasykoetehtéava insinddrikoulutukseen, kevét 1995)
271.

) . . ) . a-b o s
Sovitaan, ettd merkinta a‘b|c tarkoittaa samaa kuin lauseke b o’ Mika on talldin 2‘3|4?
-C

Ratkaise yhtalo 6[x4=2. (yo syksy 1996)

272.
. D ¢ X—3 "
Ratkaise yhtalé =3 % (yo kevit 1993)
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273.
T1 _Tz

Ratkaise T1 yhtélosta p, = P, - (padsykoetehtdva insindorikoulutukseen, kevat 1993)

1

274.
Laske suureen m arvo kaavasta p = ngh kun p =700, t = 45, g = 9,81 ja h = 4,5. (yo syksy
1997)
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12. Suoraan ja k&&ntéen verrannollisuus

Verrantoa voidaan hyddyntéa useiden ongelmien ratkaisemisessa. Ennen kahden suureen ver-
rannon muodostamista on paateltdvd, onko kysymyksessa suoraan- vai k&éntéen verrannolli-
suus. Suoraan verrannolliset suureet muuttuvat samassa suhteessa ja niitd voidaan havainnol-
listaa origon kautta kulkevalla suoralla.

Jos suureet x ja y ovat suoran verrannolliset, toteuttavat niiden lukuparit (1, y1) ja

. s . X
B Y . Tama voidaan kirjoittaa my6s muodossa K =+

(X2, Y2) verrannon
Xl XZ y2 XZ

Kéaantaen verrannolliset suureet muuttuvat niin, ettd toisen kasvaessa toinen pienenee. Suu-
reiden tulo pysyy kuitenkin suureiden muuttuessa aina samana.

Jos suureet x ja y ovat kdantaen verrannolliset, toteuttavat niiden lukuparit
(X1, y1) Ja (X2, y2) yhtalon Xy, =X,Y,.

. L ; X
Tama voidaan Kirjoittaa myds muodossa — = ﬁ.
X2 Wi

Huom! Sijoitettaessa suureen arvoja verrantoon on tarkead, ettd ne sijoitetaan laatuineen. Tal-
laisella suurelaskennalla on se etu, ettd tuloksen laadusta voidaan jo paatelld, onko tulos oi-
kein.

Esimerkki 1.

Susannelta kului viiden kilometrin matkan rullaluistelemiseen 12 min. Kauanko hanelta kesti
23 km matkan luisteleminen? Oletetaan hénen luistelevan samalla nopeudella.

Ratkaisu:

Verrannon muodostamisessa voidaan kéyttdd hyvéksi asetelmaa. Merkitdan kysyttya aikaa
x:114 ja paatelldan kasvaako vai pieneneeko kéytetty aika matkan kasvaessa.

mactica ke
Muolen suunta kertoo 5km 0,2k | DMuclen suunta kertoo
matkan kasvusuunnan 23 km x ajan kasvusuunnar.
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Koska nuolet ovat samansuuntaisia, on kyseesséa suoraan verrannolliset suureet. Kun verranto
muodostetaan asetelman pohjalta, on yhtalén molemmilla puolilla olevien nuolien oltava sa-

mansuuntaiset.
Skm _ 02h
23 lom x

Ratkaistaan yht&lo suorittamalla aluksi ristiin kertominen.

Sk x=23km 02h  |5km

= 23ksi-02h
0 kat

x=0%2h

% = 55 min

Vastaus: Susanne luistelee 23 km 55 minuutissa.

Esimerkki 2.

Jos Susanne luistelee nopeudella 20 km/h, matka kotoa mummolaan kestéa 45 min. Paljon-
ko aikaa s&asyy, jos hédnen nopeutensa olisi 25 km/h?

Ratkaisu:

Ratkaistaan aluksi kauanko aikaa kuluu matkaan nopeudella 25 km/h. Merkitadn matkaan ku-
luvaa aikaa x:lI4 ja laaditaan asetelma nopeuksista ja ajoista. Mitd suuremmalla nopeudella
mennaan, sitd vdhemman aikaa kuluu samanmittaiseen matkaan. Laskuissa on kaytettava sa-
moja yksikoitd, joten muutetaan aika tunneiksi.

HOpaus i
nopeuden 20kmb 075k ajan
leasvusmunta e 25 lomdh x leasvasuunta

Koska nuolet ovat erisuuntaisia on kyseessa kaantéen verrannolliset suureet. Jotta asetelmasta
voitaisiin muodostaa verranto, on toinen nuolista “kaddnnettava” samansuuntaiseksi.

20kmh _  x
25kmfh  0,75h

Ratkaistaan yhtélo suorittamalla aluksi ristiin kertominen.
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25kmh - x = 20kmm - 0750 |:25 kot
. 20k 0,75k
25 kraft
x=06h

x=36mn

Aikojen erotukseksi saadaan 45min—36min=9min.

Vastaus: Nopeudella 25 km/h matka kestédd 9 minuuttia vahemman.

80



Tehtavia

275.
Riippuvatko suoraan verrannolliset suureet lineaarisesti toisistaan?
276.
Mitka suorista kuvaavat suoraan verrannollisia suureita.
m E:” n
'y /
Klﬁ“ ;
. Lok
B <
B 5483 A/ T g 4§ F
V7, T
o }E; ;
7 4
-
&
277.
Taydenna taulukko niin, ettd a ja b ovat suoraan verrannollisia.
a)
a b
1 2
2
3
4
5
b)
a b
1
2
5 15
6
10
c)
a b
2
4 5
10
15
25
278.

Jaljenné taulukot vihkoosi ja tdydenna ne niin, ettd a ja b ovat kaantéen verrannollisia.
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a b
40 |2
20
10
5
b)
a b
1 12
1
4
3
c)
a b
8
16 |16
64
32
279.

Kartan mittakaava on 1 : 10 000. Laske matka luonnossa, kun se on kartalla 3,5 cm.

280.
Stella teki toitd 12 tuntia ja sai palkkaa 72 €. Vera tydskenteli puolestaan 20 tuntia palkalla
120 €. Osoita laskemalla ovatko tydaika ja palkka suoraan tai kddntéen verrannollisia?

281.
Lentokoneen nopeus oli menomatkalla 600 km/h, jolloin matka kesti 2,5 tuntia. Paluumatkalla
vastatuulesta johtuen nopeus oli 500 km/h. Kauanko paluumatka kesti?

282.

Virva on kesatoissé Englannissa. Neljélta tunnilta hén saa palkkaa £24. Paljonko Virva tienaa
a) yhdelta tunnilta

b) kymmenelta tunnilta?

283.
Leenan mummo neuloo villapaidan kahdessa viikossa, jos hdn neuloo sita nelja tuntia péivas-
sé. Missa ajassa Leenan paita olisi valmis, jos mummo jaksaisi ahertaa kuusi tuntia paivassa?

284,

Kilogramma makeisia maksaa 9,50 €. Laske hinta, kun makeisia ostetaan
a) 250¢

b) 500 g

c) 1,4kg

d) 4Kkg.

285.

3 litraan mehukeittoa tarvitaan 90 ml perunajauhoja. Paljonko perunajauhoja tarvitaan 1 lit-
raan mehukeittoa?
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286.
Termoskannusta saadaan kahdeksan mukillista kaakaota, kun mukin tilavuus on 1,5 dl. Mon-
tako 2 desilitran mukillista termoskannusta saadaan?

287.
Kartan mittakaava on 1 : 30 000. Kahden suunnistusrastin valimatka kartalla on 3,7 cm.
Kuinka pitké rastien valimatka on maastossa?

288.
Kaksi kiloa kastanjoita maksaa 5,90 €. Paljonko maksaa viisi kiloa kastanjoita?

289.
Vuokra-asunnon pinta-ala on 80 m? ja kuukausivuokra 530 €. Kuinka suuri olisi vuokra 32
m?:n suuruisessa asunnossa, jos vuokra olisi suoraan verrannollinen lattiapinta-alaan?

soveltavat tehtawat

290.

Mika seuraavista kuvaajista kuvaa
a) suoraan verrannollisuutta

b) kéaantaen verrannollisuutta

X X X X
291.

Piirra esimerkin 2 tilanteesta kuvaaja ja totea sen avulla, ettd esimerkissa on kyse suoraan ver-
rannollisuudesta.

292.

Millainen riippuvuus murtoluvun suuruudella on
a) osoittajan suuruuteen

e) nimittdjan suuruuteen?

293.

Mitka seuraavista ovat suoraan verrannollisia suureita?
a) ihmisen vy6taronymparys ja massa

b) ympyréan sdde ja pinta-ala

C) paino grammoina ja nauloina

d) Suomen aika ja Englannin aika

294.

Tynnyrissé, jonka korkeus on 150 cm on 1200 litraa vettd. Paljonko tynnyrissé on vettd, jos
veden korkeus vajoaa 60 cm?
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295.

Miten ovat verrannollisia

a) matka ja aika, jos nopeus on vakio
b) nopeus ja matka, jos aika on vakio
€) nopeus ja aika, jos matka on vakio?

296.

Miten ovat verrannollisia lierion
a) pohjan séde ja kehén pituus
b) pohjan halkaisija ja korkeus?

297.

Nopeus ja aika ovat kadntden verrannollisia suureita. Jos nopeus pienenee 15 %, montako
prosenttia matkaan kéytetty aika kasvaa?

vaatrvat tehtavat

298.
. s htala Y1 _ Y2 0 Yi _ %
Osoita, ettd yhtdlo — = == voidaan muuttaa muotoon — = —.
Xl X2 y2 X2
299.
Osoita, etta yhtald x,y, = X,Y, voidaan muuttaa muotoon % = %
2 1
300.
Kerro sanallisesti miten y riippuu x:sta.
a) y=x
b) y=-3x
1
c) y=<
X
d y=3x
6
e) y= Pl
1
f) y=-2x°
) ¥=-3
301.

Tiheys lasketaan kaavalla p = v’ missa p on tiheys, m massa ja V tilavuus. Miten ovat ver-

rannollisia

a) mjaV, jos p on vakio
b) mjap, jos V on vakio
c) pjaV,jos mon vakio?

302.
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Junalta kuluu kahden aseman valiseen matkaan aikaa 1 h 15 min nopeudella 100 km/h. Aikaa
séastyisi vartti, jos juna kulkisi nopeudella 125 km/h. Osoita laskemalla ovatko nopeus ja aika
suoraan tai kaantaen verrannollisia?

303.

Maalia kuluu 60 m*n maalaamiseen yhdeksan litraa. Paljonko maalia tarvitaan litran tark-
kuudella, jos maalattavana on

a) 45m?

b) 145 m*?

304.
Havainnollista edellisen tehtdvan tarvittavan maalin riippuvuutta pinta-alasta koordinaatistos-
sa.

305.

Tydmatkaan kului aamuruuhkassa 30 minuuttia. Paluumatka tehtiin 22 minuutissa nopeudella
80 km/h. Mill& nopeudella tyématka tehtiin aamulla? (yo syksy 1994)
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13. Potenssit ja juuret

Potenssi on kertolaskun lyhennetty merkintéatapa silloin, kun samaa lukua kerrotaan itselldén
useamman kerran.

elesponenth
I

2-2-2-2=|2* =16

kantalukn  potenssin arvo

Potenssin kantaluvun kanssa on oltava tarkkana. Jos sulkeita ei kéyteta, eksponentti vaikuttaa
vain siihen lukuun, joka on suoraan eksponentin alla.

Jos eksponenttina on nolla, on potenssin arvo aina 1. Kantalukuna ei kuitenkaan saa olla
nolla.

a’=1 kuna=0

Suuret ja pienet luvut merkitdan yleensa havainnollisuuden vuoksi kymmenpotenssimuodossa
a-10", missa kerroin a on yhden ja kymmenen valilla.

Potenssin negatiivinen eksponentti tarkoittaa kantaluvun k&énteisluvun vastaavaa positii-

vista potenssia.
a"= in ja (Ej = [Ej , kun a#0
a b a

Jos positiivisen kantaluvun eksponenttina on murtoluku, voidaan sama merkita myos juuri-
merkinnén avulla.

indelest  juunimerkla
1|

1257 = %f1|25 = 5—juuren arvo el i

juurrettava
Huom! Jos indeksi on luku 2, sit4 ei merkita nakyviin.

1
Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja a > 0. Talléin a" =%a.
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Potenssien laskusaanndt I6ytyvat kirjan taulukko-osiosta. Naitd tarvitaan etenkin sellaisten
potenssilausekkeiden sieventamisessd, jotka sisaltavat muuttujia. Laskusd&dnnét ovat voimassa
seka positiivisille ettd negatiivisille eksponenteille. Jos laskusédéntoja sovelletaan silloin, kun
eksponenttina on murtoluku, on kantaluvun oltava positiivinen.

Esimerkki 1.

Esitetdan luvut ilman kymmenenpotenssia.
a) 6-10* = 6000

b) 3,2-10° = 320000

c) 9-10™ =0,0004

d) 58-10"° =0,000058

Esimerkki 2.

Sievennetdan potenssin laskusaantoja kayttaen.
a) 2° =1
b) 53 A 54 — 53+4 — 57
69 9-2 7
C) g = 6 = 6
d) (42)3 :42-3 :46

Esimerkki 3.

Sievennetddn negatiiviset potenssit.
ol 1

a 20 2
o 1
b) 56:5—6

o

Esimerkki 4.

Sievennetdan murtopotenssit.
1
a) 362 =+/36 =6, koska 6% =36 “Neli6juuri luvusta 36 on 6.”

1
b) 2163 =3/216 =6, koska 6° =216  “Kuutiojuuri luvusta 216 on 6.”
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Esimerkki 5.

Sievennetaan juurilausekkeet.

a) /90 =+/9-10 =+/9-410 =310
b) +/20/5 =+/20-5 =/100 =10

J8 8
C) E:\/;Z\/ZZZ
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Tehtavia

306.
Onko potenssin arvo positiivinen vai negatiivinen, jos potenssin kantaluku on negatiivinen ja
eksponentti on

a) parillinen
b) pariton?
307.

Merkitse ja sievenna potenssi, jonka
a) kantaluku on 3x ja eksponentti 2
b) kantaluku on xy ja eksponentti 3
c) kantaluku on —2a ja eksponentti 3
d) kantaluku on —3b ja eksponentti 2.

308.
Laske.
a) (-3)°
b) -3
c) (-3)°
d) —(-3)°

309.

Kirjoita potenssimerkintaa kayttaen.
a) m-m

b) m-m-m

c) -10-10-10-10

d) -100-(-100)-(-100)

310.

Merkitse ja laske luvun
a) 7nelid

b) 100 kuutio

c) 36 nelidjuuri

d) 27 kuutiojuuri.

311.
Kirjoita ilman kymmenpotenssia ja laske

a) 4-10* +2-10° +2-10 +1-10" + 7-10°
b) 6-10°+4-10% +6-10"

¢) 5-10°+7-10° +1-10°

d) 1-10°+1-10%+9-10°

e) 3-10'+6-10"

f) 1,23-10°

312.

Montako numeroa luvuissa on?
a) 349

b) 258
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c) 4%
d) 541

313.

Kirjoita kymenpotenssimuodossa
a) 52100 000 000

b) 0,000 000 03

c) —100 000 000

d) —0,000 000 009

314.
Laske pééssa.

a) J1
b) V4
c)\/2_5
d) 100
e) -49
f) V81

315.
Kirjoita tulona.

a) (2x)*
b) 2x*

) (-20)°
d —2x*

316.

Kirjoita kymmenpotenssimuodossa.
a) 42300

b) 54 000 000

c) 0,12

d) 0,000025

317.
Milloin kymmenpotenssimuodot muodostetaan siten, ettd kertojaksi voi tulla myds suurempia
lukuja kuin kymmenen tai pienempida kuin ykkénen?

318.
Sievenna.

a) b-b®.b°
b) a-b*-c*-c*
b-b*

C) o2
a-b-c?.¢c?
a-c’

d)
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319.

Esitd juurimuodossa.
1

a) 82
1

b) 73

N

c) (2+x)
d) 2+x%

e) 4x3
f) (4x)3

320.
Esitd luvun 5 potenssina.

a) V5
b)%
C) {5

d VO

321.
Laske

5 V9416
b) \/§+\/E
o 10064
0 100 -4

322.
Merkitse yhtena potenssina.

a) —
b) =

c)

d) —
323.

Sievenna.

a) XZ.XS._
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1

(=)
~
>
S
>

'X5

|_\
X | =

X

3
2 4
d) x°-x v

soveltavat tehtéwat

324,

Kirjoita kymmenpotenssimuodossa.

a) tuhat

b) miljardi

¢) miljoona

d) biljoona

e) kymmenesosa
f) biljoonasosa

g) sadasosa

h) tuhannesosa

325.
Esita luvut potenssimuodossa.

a)
b)
c)

d)

c':||_\g;||_\ @l gk

326.

Mika luvun 3 potenssi on yhta suuri kuin luku 9°?

327.

Mika on luvun 5% likiarvo kahden numeron tarkkuudella? Montako numeroa luvussa 52°°

on?

328.
Taulukossa on potenssien 5* arvoja.

X 1 2 3 4

5

6

7

8

9

10

51 5 25 125 | 625

3125

15625

78125

390625

1953125

9765625

Paattele vastaukset taulukon avulla. Ala kayta laskinta.

b) 25-78125
9765625
c)
15625
d) 3125°
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329.
Miké luku sopii x:n paikalle?

48 «
a) E:4
Cor 1
V2
0 ()" =2"

d) (2x)* =10000

330.
Sievenna ilman laskinta.

4.10%
a) ———
2.10%
_1025
-2-10%
5.10°
(-1-10)*
2.10°
—-10*

b)
c)
d)

331.
Sievennd ottamalla juuren alta pois kaikki mahdolliset luvut.

a) J8
b) 18
c) /50
d) /80

332.
Muuta yksinkertaisempaan muotoon ilman laskinta.

a) /3-V12
b) +18-42
C) J5-410
d) 2.8

333.
Siirrd kaikki luvut saman juurimerkin alle.

a) 642
b) 245
c) NE
d) 55
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vaatrvat tehtavat

334.
Millé x:n arvoilla lausekkeet on maaritelty?

a) Jx-4
b) 2x+1
c) V3+x
d) Vx*+4

335.
Laske.

) (3

b) —10°

1 5

% [‘EJ
13
d) -5

336.
Muuta luvun a potensseiksi, kun a on positiivinen luku.
1
Q) —
Ja
b)
ava

C) azi

337.

Tuhansia vuosia sitten kaytetyn kaavan mukaan ympyran ala on likimain (g-halkaisija)z.

Mika luvun m likiarvo sijoitettuna kaavaan A= 7zr? antaa saman tuloksen? Vastaus kolmen
desimaalin tarkkuudella. (yo syksy 1995)
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Nuorten ylivelkaantuminen

Iso osa ylivelkaantuneista on alle 30-vuotiaita. L&hes joka toisella 29-34 —vuotiaalla suoma-
laisella on kulutusluottoja.

Usein nuorten ylivelkaantumisen syyna on ajattelemattomuus seka luotonsaannin helppous.
Etukéteen sddstaminen ei tunnu olevan muodikasta, vaan eletdin “nyt kaikki mulle heti” -
aikakautta. Lainoja ja luottoja suorastaan tyrkytetdan. Nuorten kompastuskiviksi koituvat eri-
tyisesti pienissé erissé otettavat kulutusluotot, joita otetaan yhtd aikaa monesta eri paikasta.
Talloin velkojen kokonaissumma korkoineen voi paisua yllattavan suureksi.

Pikavipit ovat ihmisen hadanalaisen tilan hyvéksikayttda. Velkojen antajat eivét tee hyvante-
kevéisyyttd. Mita pienemmilld kuukausierilld lainaa maksetaan pois, sitd kalliimmaksi lainan
ottaminen tulee. Esimerkiksi postimyyntiliikkeet tarjoavat helposti saatavia pienid luottoja,
joiden vuosikorot voivat lahennelld perati 30 prosenttia. Moni ei tule ajatelleeksi sitd, kuinka
kalliiksi ostokset lopulta tulevat, vaan sokaistuvat kuukausittain maksettavan laskun pienuu-
teen. Jos lainaa ottaa, kannattaa aina maksaa sitd kuukausittain enemmén pois kuin mité lai-
nanantaja minimissaan velvoittaa. Usein minimit on asetettu niin pieniksi, ettei laina lyhene
juuri lainkaan, vaan kaikki menevat lainan korkoihin.

Luottotietoja tallettava Asiakastieto Oy pitaa ylla mustaa listaa, jolle joutuu, kun mik& tahansa
lasku tai lyhennys on ollut maksamatta kuukausia ja sitd on karhuttu pariin otteeseen. Vel-
kasumman suuruus ei ratkaise rekisteriin joutumista. Noin kolmannes maksuhairiomerkintaén
johtavista tapauksista koskee puhelinlaskuja, kuudesosa tili- ja kertaluottoja. Muistutuskirjei-
den jalkeen velkoja siirtdd perinnan perintatoimistolle, ja pahimmassa tapauksessa perinté
etenee tuomioistuimen kautta ulosottoon. Ulosottoon menneiden kannykkévelkojen keskiarvo
on 500 euroa. Velan loppusumma kasvaa jokaisessa perintavaiheessa.

Jos yksityishenkilod uhkaa luottotietomerkintd, hanelle l&hetetddn ns. ensirekisterdinti-
ilmoitus. Maksuhairidmerkinta ei poistu vélittdmasti, vaikka velan maksaisikin. Nimi mustal-
la listalla sdilyy kaksi vuotta esimerkiksi laskunsa laiminlyéneelld ja viisi vuotta ulosotossa
varattomaksi todetulla. lkéva tosiasia on, ettd maksuvaikeuksista syntyy usein kierre, jossa
hairiot kasaantuvat samoille henkildille. Tilastojen mukaan aikaisemmin maksuhdirioita saa-
neista henkildista 42% saa uusia merkintdja kahden vuoden aikana.

Luottotiedoissa olevia merkintdja oikeasti katsotaan ja merkintd voi estda esimerkiksi asun-
non vuokraamisen tai tyopaikan saamisen. Merkintd luottotiedoissa varoittaa palveluntarjo-
ajaa, ettei tdhan nuoreen kannata luottaa. Monet palvelujen tarjoajat, esimerkiksi hammaslaa-
karit, velottavat mausuhairiomerkinnédn omaavilta maksun etukateen. Vaikka maksuhéiritisel-
le myonnettéisiin pankista lainaa, on hdnen lainansa korot varmasti korkeat, koska pankki kat-
s00 ottavansa suuren riskin myontaessaan hénelle lainaa.

Jos maksumuistutuskirje tipahtaa postiluukusta, kannattaa heti ottaa yhteytta suoraan velko-
jaan, mikali ei pysty maksamaan laskua. Usein neuvottelulla saa sovittua maksun uudelleen-
jarjestamisesta. Jos ei pysty selviytymaan veloistaan, on mahdollisuus ottaa yhteytta velka-
neuvojaan. Velkaneuvonta on maksutonta kuntien, seurakuntien ja eri jarjestéjen toimintaa.
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14.  Prosentti- ja promillelaskentaa

Suhteelliset osuudet ilmaistaan yleensa sadasosina eli prosentteina. Osuudet saadaan talléin
havainnollisiksi ja vertailukelpoisiksi.

Prosentti on sadasosa 1% = i =0,01
100

Jos prosenttiluvut tulevat kovin pieniksi, voidaan suhteet ilmaista myos promilleina, 10 pro-
millea = 1 prosentti. Promilleina ilmaistaan veren alkoholipitoisuutta, jalometalliseosten pitoi-
suuksia jne.

Promille on tuhannesosa 1 %o = i =0,001
1000

Perusarvoksi kutsutaan sitd lukua, josta prosentti otetaan. Perusarvon valinnassa pitéda olla
tarkkana. Perusarvona on yleensa alkuperdinen arvo, esim. vanha hinta, johon vertailu kohdis-
tuu. Kemian seoslaskuissa perusarvona on koko seoksen maara.

Prosenttiosuus % sadasosiksi muutettuna kertoo, kuinka monta prosenttia luku a on luvusta

b.

Edellisesséd maaritelméssa luku b kuvaa perusarvoa. Mité voit sanoa perusarvosta seuraavassa
maaritelmassa?

Kun lasketaan, kuinka paljon on p % luvusta a, niin p % ilmaistaan desimaalilukuna, jolla
kerrotaan luku a.

Esimerkki 1.

Henkilon veren alkoholipitoisuus on 3 %o. Tama tarkoittaa puhtaan alkoholin osuutta ithmisen
veriméarad kohden. Lasketaan, paljonko henkilon veressa on puhdasta alkoholia, kun hénessa
on verta 4700 grammaa.

0,003-4700g=14,1g
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Vastaus: Veressa on 14,2 g alkoholia.

Esimerkki 2.

200 grammaa 15-prosenttista ja 100 grammaa 40-prosenttista rikkihappoa sekoitetaan keske-
naan. Lasketaan kuinka moniprosenttista rikkihappoa saadaan.

2009-015+100g-0,4

=0,2333...# 23%
2009 +100g

Vastaus: Saadaan 23 prosenttista rikkihappoa.

Esimerkki 3.

Asiassa on 500 grammaa 25-prosenttista suolahappoa. Lasketaan, paljonko astiaan on lisatta-
va vettd, jotta saataisiin 15-prosenttitsa suolahappoa.

Merkitaan lisattavan veden maaraa x:114, talléin saadaan yhtalo

5009-0,25 _015.
5009 + x

Ratkaistaan yhtéalo normaaleja yht&lon ratkaisutapoja soveltaen.

500 g 0,25 _
S00 g+ x
500 g-0,25=015(500 g +x) poistetaan sulkeet

125g="5g+015x sirretdan termit, joissa on X yhtalén
vasemmalle puclelle ja muut cidcealle

0,15 (500 g+ %)

~015x=75g-125¢
-015x=-50g |:(-0,13)
= a0 g
- 015
X =333733 g
x =330

Vastaus: Astiaan on lisattdva 330 g vetta.
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Tehtavia

338.

Kirjoita desimaalilukuna.
a) 14%

b) 2,3%

c) 150 %

d) 39%

339.

Kirjoita desimaalilukuna.
a) 5300 %o

b) 83 %o

C) 2,3 %0

d) 160 %o

340.

Kirjoita desimaaliluvut promillelukuina.

a) 0,3
b) 0,009
c) 1,2
d) 0,0007

341.

Montako prosenttia on

a) luku 3 on luvusta 5

b) luku 6 on luvusta 80
c) luku 12 on luvusta 13?

342.

Montako promillea on

a) luku 2 on luvusta 500
b) luku 5 on luvusta 8000
¢) luku 0,5 on luvusta 19?

343.

Montako promillea on
a) 1%

b) 0,5%

c) 0,3%

d) 15 %?

344,

Montako prosenttia on
a) 1 %o

b) 12 %o

C) 50 %o

d) 100 %o

345.
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Paljonko syntyy kuorijatettd 5,0 kilogrammasta perunoita, jos kuorimishavikki on 20 %?

346.

Hintoja alennettiin 25 %. Laske tuotteiden uudet hinnat, kun alkuperéiset hinnat olivat
a) 55€

b) 12,50 €

c) 37,20 €.

347.
Montako prosenttia patongissa on suolaa, kun 1500 gramman patonkitaikina-annoksessa on
suolaa 20 grammaa?

348.
Gorgonzola-juuston suolapitoisuus on 1,5 %. Paljonko suolaa on 400 grammassa Kyseista
juustoa?

soveltavat tehtévat

349.
Ihmisesta on vettd 55 %, rasvaa 21 % ja proteiineja 12 %. Montako kiloa sinussa on kyseisia
aineita?

350.
Tarvitset illallista varten kalaa 150 grammaa henkil64 kohden. Paljonko ostat kalaa 50 henki-
I6lle, jos sen painohavid on 40 %?

351.
Keksi prosenttilaskentaan liittyvd sanallinen tehtdvd, jonka ratkaisu saadaan yhtalosta
X-0,6 =1540.

352.

Miké& on koko luku, jos 25 % jostakin luvusta on
a) 3

b) 6,4

c) 50

d) 1237

353.
Kuivaamoon viety puutavara painoi 4500 kg. Montako prosenttia puutavarassa oli vettd, kun
kuivauksen jalkeen puutavaran massa oli 4100 kg?

354.
Kultasormus painoi 20 g ja siind oli leima 750 %o. Paljonko puhdasta kultaa sormus sisdlsi?

355.

Misté luvusta

a) 230n100 %
b) 0,28 on 2 %
c) 12on5%
d) 44 0n25%

99



e) 18 0on 80 %?

356.
Henkild jai kiinni rattijuopumuksesta. Hanen humalatilansa oli 2,4 promillea. Laske, paljonko
henkilon veressé oli puhdasta alkoholia, jos hdnessa on verta noin 4,7 litraa.

357.
Mika on taytekakun myyntikateprosentti, jos tdytekakun myyntihinta on 25 € ja raaka-aineet
sithen maksavat 12 €?

358.
Kokki valmisti sokeriliuosta sekoittamalla 50 grammaa sokeria 500 grammaan vettd. Laske-
taan, montako prosenttia sokeriliuoksessa oli sokeria?

359.
Koulussa oli 148 tyttda. Paljonko oppilaita oli kaikkiaan, kun poikia oli 25 % vahemman kuin
tyttoja?

360.
Kuinka paljon vettd on haihdutettava 15 kilogrammasta 10 prosenttista suolaliuosta, jotta saa-
taisiin 14 prosenttinen liuos?

361.
100 grammaan vettd lisdtddn 20 g 80-prosenttista rikkihappoa. Kuinka moniprosenttista liuos
on?

vaattvat tehtavit

362.
Asiassa on 400 grammaa 40-prosenttista suolaliuosta. Paljonko astiaan on lisattdva 10-
prosenttista suolaliuosta, etta saataisiin 20-prosenttista suolaliuosta?

363.
Kultaseppa sulatti yhteen 300 grammaa metalliseosta, jonka kultapitoisuus oli 700 %o ja 500
grammaa metalliseosta, jonka kultapitoisuus oli 600 %o. Paljonko lopullinen seos sisélsi kul-
taa?

364.

Humalatilan mittana kaytetdan kehossa olevan nesteen alkoholipitoisuutta promilleina. Yleen-
s& méaritys tehdaan verestd. Ihmisen painosta noin 70 % on nestettd. 55 kg painava henkil
juo puoli pulloa védkevaa viinia, joka siséltda noin 60 g alkoholia. Kuinka korkeaksi veren al-
koholipitoisuus voi nousta promilleina?

365.

Rontgensateily vahenee suojaliiveissa puoleen jokaisessa 0,50 mm paksuisessa suojakerrok-
sessa. Kuinka monta 0,50 mm kerrosta liivissé taytyy olla, jotta alkuperéisesta sateilystd paa-
see lapi alle 10 %? (p&&sykoetehtavé insinddrikoulutukseen, Tampere 12.1996)

366.
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Tietokilpailussa vastaukset soitetaan palvelunumeroon. puhelun hinta on 0,65 €/min + paikal-
lispuhelumaksu. Kilpailun palkintojen yhteisarvo on 26700 € Oletetaan, etté kilpailun jérjesta-
ja saa itselleen 75 % edelld mainitusta maksusta 0,65 €/min ja ettd yksi puhelu kestda keski-
maarin 3 minuuttia. Kuinka monta soittoa jarjestdjan on saatava palkintojen arvon keraami-
seen? (yo syksy 1998)

367.

Suolavesi painaa 930 kg ja siind on 6,0 % suolaa. Suolapitoisuus on pienennettava 3,5 %:iin
vettd lisadamalla. Kuinka paljon vettd on lisattava? (paasykoetehtévé teknikkokoulutukseen,
syksy 1994)
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Indeksit

Indeksi on suhdeluku, joka kuvaa muutosta ajan kuluessa. Indeksiluvut voidaan ajatella pro-
senttiluvuiksi, joista on jatetty prosenttimerkki pois. Sana "indeksi" on alunperin latinaa ja
tarkoittaa osoittajaa, osoitinta, ilmaisinta, luetteloa tai rekisterid. Indeksid kaytetaan kuvaa-
maan esimerkiksi hintojen, kustannusten ja maérien kehitysté ajassa. Peruskaudeksi valitaan
usein se ajankohta, josta tarkastelu aloitetaan. Kun indekseilla kuvataan esimerkiksi koulun
oppilasmaarédn muutosta vuosittain, verrataan jokaisen vuoden oppilasmaaréa valittuun perus-
arvoon. Kuten prosenttilaskennassakin muutoksen alkukohteena oleva luku otetaan 100 pro-
senttisesti, on peruskauden indeksi 100. Jos peruskaudeksi valitaan esimerkiksi vuoden 2012
oppilasmaard, merkitaan se 2012 = 100.

Alkuperdisiin lukuihin verrattuna indeksiluvussa tulee selvemmin esille erojen suhteellinen
suuruus. Sen sijaan esimerkiksi koulun oppilasmééria kuvaavien indeksilukujen perusteella ei
voida paatelld onko kyseessa iso vai pieni koulu. Indeksiluvuista ndhdaan suoraan, montako
prosenttia oppilasmaaré on kasvanut tai vahentynyt siitd ajankohdasta, joka valittiin perus-
vuodeksi. Indeksiluvuista ei sitd vastoin nahdd prosentuaalista nousua suoraan, jos kumpi-
kaan luvuista ei ole perusarvo. Talloin ratkaisu kuitenkin 16ytyy tuttua prosenttilaskennan ta-
paa “Montako prosenttia jokin luku on suurempi kuin jokin toinen luku?” soveltamalla. Alku-
perdisia tietoja tarvitaan, jos halutaan ymmartaé kunkin indeksein tarkasteltavan asian merki-
tys. Kansantalouden kehitysta seurataan monilla erilaisilla indeksisarjoilla. Tarkeitd indek-
sisarjoja on muun muassa hintojen muutoksia havainnollistavat kuluttajaindeksi ja elinkus-
tannusindeksi seké asioiden kehitysta havainnollistava ansiotasoindeksi.

Jos kyseessa on samaan muuttujaan liittyvista peréattéisista havainnoista, indeksia kutsutaan
yksinkertaiseksi indeksiksi. Monet hintaindeksit ovat ryhméindekseja eli ne on yhdistetty use-
an hyodykkeen hintatiedoista. Esimerkiksi Tilastokeskuksen laatimaa kuluttajahintaindeksia
laskettaessa otetaan huomioon kunkin hyddykkeen arvioitu osuus keskiméardisen kotitalou-
den kaikista kokonaismenoista. Osuus ilmaistaan niin sanotun painokertoimen avulla. Yksin-
kertaiset indeksit ovat kayttokelpoisia sindnsd, mutta yhteiskunnan kannalta tarkeimmét in-
deksit ovat ryhmaindeksejé, koska ne kuvaavat yleista hintatasoa tai tuotantoméaarien kehitys-
t4. Esimerkiksi kuluttajahintaindeksia laskettaessa mukana ovat mm. elintarvikkeiden, vaat-
teiden, asumisen, terveydenhoidon, liikkumisen ja koulutuksen hinnat.

Suomessa kuluttajahintaindeksid on laskettu vuodesta 1921 lahtien. Kuluttajahintaindeksi,
jonka perusajankohdaksi on valittu vuosi 2000, sisaltdd noin 490 tavaraa ja palvelua seka néi-
hin liittyen yli 50 000 hintaa. Tietoja keratdan yhteensa 100 kunnasta ja noin 3 500 liikkeesta.
Kuluttajaindeksi seuraa keskimaardisen kotitalouden kulutusmenoja ja se lasketaan menetel-
malla, jossa eri hyodykkeiden hinnat painotetaan niiden kulutusosuuksilla. Kuluttajahintain-
deksi on virallinen hintojen nousun eli inflaation mittari. Inflaatio eli rahan arvon heikkene-
minen tarkoittaa sitd, ettd hinnat nousevat ja samalla rahamaarélla saa entistd vahemman tava-
roita ja palveluja. Deflaatio eli rahan arvon vahvistuminen tarkoittaa sitd, etta hinnat laskevat
ja samalla rahamaaralld saa entistd enemman tavaroita ja palveluja.

Kuluttajahintaindeksin laskentaperusteet uusitaan viiden vuoden valein. Taman vuoksi se so-
pii hyvin lyhyen aikavélin tarkasteluihin. Esimerkiksi elédkkeet, palkat tai asuntojen vuokrat
voidaan sitoa kuluttajahintaindeksiin. Elinkustannusindeksien sarjaa sitd vastoin yllapidetdan
jatkuvasti, siksi sitd kannattaa kayttad pidempiaikaisten sopimusten indeksiehdoissa.
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15. Muutos- ja vertailuprosentti

Esimerkki 1.

Taulukkoon on koottu erédan peruskoulun oppilasméérat vuosina 1999-2003. Miten oppilas-
madrat ovat muuttuneet vuodesta 1999?

vuosi 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003

oppilasmaara | 420 443 411 430 448

Muutoksia on helppo havainnollistaa prosenttilukujen avulla. Valitaan tarkastelun l1&htokoh-
daksi vuoden 1999 oppilasmééra 420 ja lasketaan jokaisen vuoden oppilasmaaran suhde vuo-
den 1999 oppilasmaaréan.

vuosi | oppilasméaara suhde vuoden 1999 oppilasméaéaraan

1999 420 420 4 _100%
420
2000 443 443 1,055 -105,5%
420
2001 411 AL 0979-97,9%
420
2002 430 430

——=1024=102,4%
420

2003 448 448 1067 =106,7%
420

Taulukosta nahdéén, ettd vuonna 2000 oppilasméara kasvoi 5,5 %, vuonna 2001 oppilasmaara
oli pienentynyt 2,1 % vuoden 1999 oppilasmaarésté jne.

Indeksiluvut kuvaavat prosentuaalista muutosta valittuun vertailuajankohtaan. Indeksiluvut
ovat periaatteessa prosenttilukuja, jotka merkitd&n ilman prosenttimerkintad. Mitka ovat edel-
lisen esimerkin oppilasméaarien indeksiluvut vuosittain ja miten perusvuoden valinta merki-
tddn? Indeksilukuja tarkasteltaessa pitdd muistaa, ettd niistd nahddén suoraan prosentuaalinen
muutos ainoastaan perusvuoteen verrattuna. Jos halutaan vertailla muita indeksiarvoja keske-
nadn, on laskettava lukujen vélinen muutosprosentti.

—  Nluutosprosenth

Eun laketaan, kuinka monta prosenttia jokin on mumttant, lasketaan ensin muntoksen
suurois ja sen jalkeen, kuinlkea monta prozenttia muntes on allkuperiisesta arvosta,
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Wertalluprosentt

Eun halutaan imaista kahden lovun suuriusers prosenttemna, lasketaan luinkea monta
prosenttia hiloyen erotius on siitd lovasta johon verrataan, Vertalluprosenttia laskettaessa
nirmittdjakest tulee se uloy, johon verrataan, Vertalu itnastaan kysymylesessd usein kuin-sanalla.

Muutoksiin liittyy my0ds prosenttiyksikko, joka tarkoittaa kahden prosenttiluvun erotusta.

Esimerkki 2.

Kuluttajahintaindeksi perusvuotena on kaytetty vuotta 1995. Montako prosenttia kuluttajahin-
nat nousivat

a) vuodesta 1995 vuoteen 1996

b) vuodesta 1995 vuoteen 2000

c) vuodesta 1999 vuoteen 2002?

VUuosi kuluttajahintaindeksi
1995 100

1996 100,6

1997 101,8

1998 103,2

1999 104,4

2000 108,0

2001 110,8

2002 112,5

(L&hde: Tilastokeskus)
Ratkaisu:

a) Jos muutosta verrataan perusajankohtaan, ndhdaan indeksiluvusta suoraan prosentuaalinen
nousu. Koska vuoden 1996 indeksiluku on 100,6, ovat kuluttajahinnat nousseet 0,6 %.

b) Koska vuoden 2000 indeksiluku on 108,0, ovat kuluttajahinnat nousseet 8,0 %.

c) Vuoden 1999 indeksiluku on 104,4 ja vuoden 2002 indeksiluku on 112,5. Nyt indeksilu-
vusta ei ndhda prosentuaalista nousua suoraan, koska ei verrata perusarvoon. Vastausta
haetaan kysymykseen: ”Montako prosenttia luku 112,5 on suurempi kuin 104,4?”

1125-1044 0,07759 ~ 7,8%
104,4

Vastaus: Vuosina 1995-1996 kuluttajahinnat nousivat 0,6 %, vuosina 1995-2000 nousua oli
8,0 % ja vuosina 1999-2002 nousua oli 7,8 %.
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Tehtavia

368.
Mihinka liittyvat muutokset ainoastaan nahdaan indeksin arvoista suoraan?

369.
Mika tulee aina perusvuoden indeksiluvuksi?

370.
Mika on viimeisin kuluttajahintaindeksin perusvuosi?

371.

Montako prosenttia

a) luku 5 on pienempi kuin luku 8
b) luku 8 on suurempi kuin luku 5?

372.
Montako prosenttia saat alennusta, jos joudut maksamaan 64 euron housuista 19,20 euroa?

373.

Erddn puolueen kannatus nousi 20 prosentista 30 prosenttiin. Paljonko kannatus kasvoi
a) prosenttiyksikkdina

b) prosentteina?

374.

Montako prosenttia

a) painavampi on 85 kg kuin 68 kg
b) kevyempi on 68 kg kuin 85 kg?

soveltavat tehtawat

375.

Perint6- ja lahjaveroasteikko (vuonna 2002)

perinndn verotettava | vero alarajalla [€] vero alarajan ylittavasta
arvo [€] osasta [%]

3400 -17 000 85 10

17 000 — 50 000 1445 13

50 000 - 5735 16

Rintaperilliset (vanhemmat, puolisot, lapset ja lapsenlapset) maksavat perintéveroa taulukon
mukaisesti. Vero on kaksinkertainen sivuperillisille (esim. sisarukset ja sisarusten lapset) ja
muille vero on kolminkertainen. Paljonko perintdveroa joutuu maksamaan

a) Elli, jolle mummo on testamentannut 39 000 €

b) Jyri, jolle isé on lahjoittanut 3 000 €

¢) Jenny, jolle isdn pikkuserkku on testamentannut 62 000 €:n arvoisen asunnon?

376.
Mika luku on 5 % pienempi kuin luku 600?

377.
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Mika luku on 7 % suurempi kuin 8007

378.
Hinta nousi 21 eurosta 25 euroon. Montako prosenttia hinta kasvoi?

379.
Suklaalevyn hinta nousee 1,50 eurosta 2,10 euroon ja television hinta 790 eurosta 950 euroon.
Kumpi hinta nousee suhteellisesti enemmaéan?

380.
Palkka nousi 2450 eurosta 2990 euroon. Montako prosenttia oli palkankorotus?

381.

Amandan kehon rasvaprosentti putosi 33 prosentista 24 prosenttiin. Paljonko rasvaprosentin
lasku oli

a) prosenttiyksikkoina?

b) prosentteina?

vaattvat tehtavit

382.
Maérita sellaisen nelidn sivun pituus, jonka pinta-ala kasvaa 32,0 m?, kun sivu kasvaa 50,0 %.
(padsykoetehtava insindérikoulutukseen, kevét 1996)

383.

Koulutuslinjalle hyvéksytyista 207 opiskelijasta oli naisopiskelijoita 25 % enemman kuin
miesopiskelijoita. Maarité nais- ja miesopiskelijoiden méarat muodostamalla sopiva yhtélo ja
ratkaisemalla tdma. (yo kevét 2004)

106



16. Prosenttilausekkeet

Tutkittaessa miten jokin prosentuaalinen muutos vaikuttaa yleisesti, ei voida valita muutosten
kohteeksi yksittdista lukuarvoa. Tall6in muutokset on kohdistettava muuttujaan, jonka paikal-
le voidaan halutessa sijoittaa miké tahansa lukuarvo. Prosenttilaskuissa vakiintunut kaytanto
on merkitd muuttujia aakkosten alkupaan kirjaimilla a, b, ....

——  Monta perakleiista prosentuaalista muntosta

®  Jokatsen muutoksen vakutusta prosenttilukuun tutkitaan aluksi
erillizend, jolloin jokaisen muutoksen lahtélohtana on 100 %o,

*  Eaiklki saadut prosenttiluvut muuntetaan desitnaaliluvuils eld
prosenttikertoimikos

®*  Prozentuaalizet muutolkset saadaan voimaan, kun kerrotaan valittu
muuttuja erikseen kaikilla saaduilla prosenttikertoimilla

Jos laskut sisaltavat esimerkiksi kaksi eri muuttujaa, on pyrittava 16ytdmaan jokin yhteys eri
muuttujien vélille. N&in paastdan eroon toisesta muuttujasta.

Esimerkki 1.

Kirjoita tuotteen uusi hinta lausekkeena, kun vanhaa hintaa a
a) korotetaan 32 %

b) alennetaan 12 %.

Ratkaisu:

a) Hinta kasvaa 132 %:iin eli tulee 1,32-kertaiseksi. Uusi hinta on 1,32a.
b) Hinta alenee 88 %:iin eli tulee 0,88-kertaiseksi. Uusi hinta on 0,88a.

Esimerkki 2.

Lukuun lisataan ensin 15 % ja sitten siita vahennetdan 35 %. Montako prosenttia saatu luku
on alkuperéisesta luvusta?

Ratkaisu:

Ensimmainen muutos:
100 % + 15 % = 115 % eli saadaan prosenttikerroin 1,15.

Toinen muutos:
100 % - 35 % = 65 % eli saadaan prosenttikerroin 0,65.
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Koska lukua ei ole annettu, merkitdén sitd muuttujalla a.
Muutetaan lukua vaadittujen prosenttien verran:

kasvaa 1,25 kertaizeles
@ 115065 =07475a
| |

alluperamen uku pienenee 0,5 kertaiselos
Lasketaan lopuksi, montako prosenttia tima on alkuperdisesta luvusta

0,7475a
a

=0,7475~75%

Vastaus: Luku on 75 % alkuperéisesté luvusta.

Esimerkki 3.

Aurinkokuivatuksella haihdutetaan tomaatista vettd. Tuoreen tomaatin vesipitoisuus on 80 %
ja aurinkokuivatetun tomaatin 25 %. Montako prosenttia vedestéd on haihdutettava?

Ratkaisu:
Merkitaan tuoreen tomaatin massaa a:lla ja kuivatetun tomaatin massaa b:11a. Lasketaan mui-

den aineiden mé&éarat vahentamalla 100 %:sta veden osuus ja taulukoidaan molempien tomaat-
tien veden ja muiden aineiden osuudet.

tuore aurinkokuivattu
tomaatin massa a b
veden massa 0,80a 0,25b
muita aineita 0,20a 0,75b

Haihdutuksessa ainoastaan veden maara vahenee. Muiden aineiden maaré pysyy samana. Té-
man tiedon perusteella voimme muodostaa muita aineita koskevan yhtalon ja ratkaista sen a:n
suhteen.

0,202 =075 |:0,20
0,758

=
0,20

a = 3750  Tata yhtalda hyddynnetaan sund vaheessa,
kun halutaan paasta tetzesta munthyasta eroon.

Jaljella olevan veden osuus alkuperdisesta vedestd on
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Woldaan supdstaa, koska sekd nimittda ettd osoittaja owvat tilomuoedosa.

0,25 _ 025

= 0,05353.
0,80z 080375

Sijottetaan an pakalle 3,728, jolloin padstian eroon todsesta munthyjasta.
Vetté on siis haihtunut 1—0,08333... = 0,9166...~92%.

Vastaus: Tomaatin vedesta on haihdutettava 92 %.
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Tehtavia

384.

Mika on uusi hinta, kun hintaa x
a) alennetaan 15 %

b) alennetaan 45 %

c) korotetaan 12,5 %

d) korotetaan 60 %?

385.

Paljonko on

a) yksi prosentti luvusta a
b) p prosenttia luvusta a?

386.

Montako prosenttia

a) luku aon luvusta b

b) luku a on suurempi kuin b
c) luku b on pienempi kuin a?

387.

Mika luku on p prosenttia
a) suurempi kuin luku a
b) pienempi kuin luku b?

388.

Montako prosenttia luku
a) 0,25aon luvusta a
b) 1,13a on luvusta a
c) aon luvusta 1,04a
d) 0,66a on luvusta 4a?

389.

Montako prosenttia luku

a) 0,852a on lukua a pienempi

b) 0,14a on lukua 0,58a pienempi
c) 1,23aon lukua a suurempi

d) 1,45a on lukua 0,7a suurempi?

soveltavat tehtawat

390.

Miten mehun litrahinta muuttuu, jos uuteen pulloon mahtuu
a) mehua 20 % enemman ja hintaa nostetaan 10 %

b) mehua 20 % véhemman ja hintaa lasketaan 10 %?

391.

Bensiinin hinta nousi 20 %. Ossi paatti vahentdad mopoilua 20 %, koska kuvitteli talléin polt-
toainekulujen pysyvan samana. Miten Ossin polttoainemenot talléin muuttuivat?
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392.
Paljonko mopoilua pitdisi edellisessé tehtavassa vahentdd, jotta polttoainemenot pysyisivat
samana bensiinin hinnannousun jalkeenkin?

393.

Suomen EU-&anestyksessa annettiin KYgLA-éénié 57 % ja El-aania 43 % aanestysprosentin
ollessa 71 %. Montako prosenttia KYLLA-&4nien maara oli danioikeutettujen maarasta?

vaatrvat tehtavat

394.

Autoilija, jolla on 70 % bonus (eli alennus vakuutusmaksuista), maksoi liikennevakuutusmak-
sua 107,10 € vuodessa. Kuinka paljon hin olisi joutunut maksamaan, ellei hénelld olisi ollut
lainkaan bonuksia? (yo syksy 1994)

395.

Karamellipakkausta muutettiin siten, etta siséltda vahennettiin neljanneksella. Samalla pakka-
uksen hintaa alennettiin kolmanneksella. Kuinka monta prosenttia karamellien kilohinta tal-
[6in aleni? (yo syksy 1987)

396.
Tuotteen hintaa korotetaan kolmesti p %, mika nostaa hinnan kaksinkertaisesti. Mé&arita koro-
tusprosentti p. (yo syksy 1998)

397.

Rusinoita saadaan viinirypaleista kuivattamalla. Kuinka monta prosenttia rypéleiden vedesta
haihtuu kuivatuksessa, kun rypéleiden vesipitoisuus on 82 painoprosenttia ja rusinoiden 24
painoprosenttia? (yo kevét 1997)

398.
Eraalla laivalinjalla matkustajaméaéara vaheni 23 % edellisvuodesta. Kuinka monta prosenttia
matkustajaméaéran pitéisi kasvaa, jotta paastaisiin entiseen maaraan? (yo kevat 1995)
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17. Binomin neli0 ja nelididen erotus*

Jos jokin binomi eli polynomi, jossa on kaksi termid, korotetaan toiseen potenssiin, muodos-
tuu binomin nelié. Binomin nelid voidaan ratkaista polynomien kertolaskun avulla eli kerto-
malla kantaluku itselldan.

(x+ D% =(x+ 2+ =x" +3x+3x+9=x* +6x+9

Helpommalla kuitenkin paastaan kayttamalla binomin nelididen laskukaavaa.

2 Enstrmatnen tertmt - toinen tertm

(x+3 =z +2x3+3 =z  +6x+9
ensitnmaisen termmin nelié L todsen termin nelis

Binomien nelididen laskukaavat ovat

(a+b)® =a*+2ab+b’ja (a—-b)*> =a® —2ab+b’.

Sovelletaan polynomien kertolaskua tilanteeseen, jossa kahden termin summa kerrotaan vas-
taavien termien erotuksella. Tulos voidaan péaatella myos kayttdmalla nelididen erotuksen las-
kukaavaa.

t%:\ ensiruméisen termn nelid

(x+H(x-3) =2 -3x+3x-9 =22 -9 = k2 32
miinusterldci — |
tolsen termin nelid

Kahden nelion erotus on yhté suuri kuin termien nelidjuurien summa kerrottuna niiden ero-
tuksella.
a’-b*=(a+b)(a-b)

Huom! Vastaavaa kaavaa nelididen summalle ei ole.
Esimerkki 1.
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Kirjoitetaan binomien neliot auki kayttéden laskukaavoja.

a) (x=3)°=x*-2-x-3+3%=x*-6x+9
b) (Bx—2y)* =(3x)* —2-3x-2y + (2y)* = 9x* —12xy + 4y*
Muista huomioida koko kantaluku!

Esimerkki 2.

a) ¥ -4=x'-2% c(x4+2)x-2)
by 9% = 2=(3% - (V2% = By ++2)3y - 2

Binomin nelion laskukaavaa voidaan soveltaa myds toisinpdin eli toisen asteen polynomien
termien perusteella voidaan paatelld, saadaanko se jonkin binomin neligsta.

Polymotd on jonkin bitotmin nelié, jos

*  ensimméiinen ja vittmmeinen termi ovat posibivisiaja
tarkasti jonlan termin nelisitd

® jakeskimmainen termi on * (2 ~/ensimmainen termi * ~/viimeinen terrmi )

Esimerkki 3.
Onko polynomi 9% +6x+1 jonkin binomin nelig?

Ratkaisu:

Polynomin ensimmaéinen ja viimeinen termi ovat positiivisia. Ensimmainen termi on 3x:n ne-
li6 ja viimeinen luvun 1 nelio.

Tutkitaan mika olisi keskimmaisen termin oltava, jotta kyseessa olisi binomin nelid.

2.49x2 -\1=2-3x-1=6X.

Se, onko binomissa kyseessd vahennys- vai yhteenlasku, selvidd keskimmaisen termin etu-
merkistéa.

Ox* +Ex+1=(3x+1)°

merlat oltava samat
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Vastaus: Polynomi 9x* +6x+1 on binomin 3x+1 nelio.
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Tehtavia

399.
Sievenna

a) (x+4)x—4)
b) (x—4)(x-4)
) (x+4)(x+4)

400.

Poista sulkeet.

a) (x=1(x-1)
b) (3x+3)(3x+3)
c) (x=4)(x-4)
d) (6x+2)(6x+2)

401.
Poista sulkeet.

a) (x+1)?
b) (x-4)?
c) (x-6)°
d) (2-x)°

402.
Poista sulkeet.

a) (bx-1)°
b) (x+2)°
c) (2x—4)°
d) (x+y)°

403.
Poista sulkeet.

a) (x+6y
b) (2x+1)
¢) (x-5)
d) (3x-2)

404.
Mink& binomin neli6 on kyseess&?

a) x*+4x+4

b) x*—10x+25
c) 4x*+12x+9
d) 9x*-6x+1

405.
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Esitd kuvion pinta-alan lauseke kolmessa eri muodossa.

406.
Poista sulkeet.

a) x+£]
b) x+—}

C) E_EJ

d) i_%)

407.
Sievenna.

a) (x+Yy)’—(x-y)’
b) (x—y)*—(x+Yy)’

408.
Kirjoita lauseke (x+ y)* — (x* +y?) yksinkertaisemmassa muodossa.

409.
Poista sulkeet ja sievenna.

a) (x—2)x+2)
b) (x+1)(x-1)
c) (x—8)x+8)
d) (x+yXy-x)

410.
Onko trinomi 4x? +6x+9 jonkin binomin nelié?

411.
Osoita, ettd (a+b)(a—b)=a?—b?.

116



412.

Jaa tekijoihin.
a) 9x*—49
b) x*-2

c) x*—-x*
d) 4x*>-36

413.

Ratkaise yhtalot hyodyntamalld tekijoihinjakoa.
a) x*-25=0

b) 3x*-27=0

c) 2x*-10x=0

d) 5x?+15x=0

414,
Kirjoita tulomuodossa.

a) x°-9
b) 4x*—-100
c) 16x*-1
d) x-2

415.
Jaa tekijoihin ja ratkaise lausekkeen nollakohdat.

a) x*-25
b) 9—x?

c) y’-16
d) 100-y?

416.
Sievenna murtolausekkeet.
a+b
2) a? —b?
X -4
X+2

b)

417.

Kirjoita ilman sulkeita.
a) (a-2)(a+2)

b) (3a—-1)(3a+1)

c) (2a—+/2)2a++/2)
d) (7a-8)(7a+38)

418.
Sievenna lauseke (x+10)% —(x—10)2.

4109.

117



Jaa tekijoihin.
a) (a+b)*-c?
b) (a+b)*—(c—a)?

420.
Selitd kuvaajaa apuna kayttden, miksi kahden nelién summaa ei voi jakaa tekij6ihin.

421.

Sievenna lauseke (X - y™2) : (y - x) ja laske sen arvo, kun x = 3/4 ja 'y = - 2/3. (yo kevat
1986)
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18. Vektorin kasite*

Vektoreilla eli nuolilla kuvataan suureita, joihin liittyy suuruuden lisdksi myos suunta. Nuolen
pituus kuvaa suureen suuruutta ja nuolen kérki osoittaa suunnan. Vektorisuureita ovat esimer-
kiksi nopeus ja voima. Jos auto ajaa tietylla nopeudella, voidaan aina ilmoittaa mihin suun-
taan se on ajamassa. Nopeutta ei voi olla olemassa ilman suuntaa. Skalaarisuureilla puoles-
taan on ainoastaan suuruus ja ne ilmoitetaan mittaluvun seka yksikon avulla. Skalaarisuureita
ovat esimerkiksi massa, aika ja pinta-ala. Vektoreita kaytetaan erityisen paljon fysiikassa.

Jos kahta pistettd A ja B yhdistdvalle janalle AB annetaan suunta eli sovitaan, ettd toinen pis-
teistd on janan alkupiste ja toinen sen loppupiste eli karki, saadaan suuntajana. Vektoriksi kut-
sutaan mité tahansa edellisen suuntajanan pituista ja suuntaista nuolta.

Vektorit voidaan nimet4 kahdella eri tavalla: Jos vektorin nimedmiseen kéaytetddn alku- ja
loppupistettd, merkittddn ndma isoilla kirjaimilla, joiden paalla on nuoli. Nuoli piirretdan va-
semmalta oikealle, jolloin loogisesti ensiksi mainitaan alkupiste ja seuraavaksi loppupiste.
Vakiintunut kaytanté on myos nimeté vektorit pienelld kirjaimella, jonka paalla on joko nuoli
tai pelkka viiva. Vektorin pituus ilmaistaan joko laittamalla vektorisymboli itseisarvomerk-
keihin tai jattdmalla symbolista nuoli tai viiva pois.

B

—* _
veltort AR ell veldton a

" vektorin pituus on |@| =4

Vektorit voivat olla yhdensuuntaisia tai erisuuntaisia. Yhdensuuntaiset vektorit voivat lisaksi
olla samansuuntaisia tai vastakkaissuuntaisia. Kaksi vektoria ovat samat, kun ne ovat yhté
pitkat ja samansuuntaiset. Vektorit, jotka ovat yhta pitkét ja vastakkaissuuntaiset, ovat toisten-
sa vastavektoreita. Jos vektorin alkupiste ja loppupiste yhtyvét, kutsutaan vektoria nollavekto-

riksi ja sitd merkitaan 0. Nollavektorin pituus on nolla ja sen suunta on maéritteleméaton.
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iy
vhdensuuntaiset AR I CD erisuuntaiset A5 } co
A A D

B /D/C o

i
catnansiuntaiset &8 1T CD. vastaldeaissuuntaiset AF T OD

vastavelttorit

Vektoreita kuvataan yleensa koordinaatistossa. Samoin kun pituudessa tutkitaan, montako
kertaa tietty mitta sisaltyy tutkittavaan kohteeseen, on vektoriesityksenkin pohjauduttava jo-
honkin mittaan. Koordinaatistossa vektoriesitys perustuu yksikkovektoreihin i ja j, joiden

pituudet ovat 1. Yksikkdvektori i on x-akselin suuntainen ja j y-akselin suuntainen. Molem-
pien vektoreiden karjet osoittavat akseleiden positiiviseen suuntaan.

Vektori voidaan kertoa reaaliluvulla, jolloin saadaan alkuperaisen vektorin kanssa yhdensuun-
tainen vektori. Jos vektori kerrotaan negatiivisella luvulla, muodostuu alkuperdisen vektorin
kanssa vastakkaissuuntainen vektori eli vastavektori.

Welkton on kolme kertaa
vkl évektonn ; pitunen, X
trutta suunta on vastal-loainen,
jesta seuraa mtinusmerklo,

e Weltoretta voidaan surtiad
koordinaatistossa, koska
4 A7 merkitystd on anoastaan
*-yektorerden suunnalla ja
pitudella, el patlealla

e

45
Y-alzeln suuntamen
ylestldedvelton J :) F‘“
T x
x-alcselin suuntainen
vlesikldvekton
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Esimerkki 1.

Piirrd vektori BA , kun A = (2, 4) ja B = (-2, 1) ja mé&aritd vektorin pituus.
Ratkaisu:

Sijoitetaan pisteet koordinaatistoon. Vektorin nimesta voidaan tulkita, ettd vektorin alkupiste
on B ja loppupiste A.

A
B
. A
Ole tarklcana vektonn Pitms saadaan pythagoraan
suunnan kanssa lauzeen avulla.
e 0
A
x

Vektorin pituus

B_A‘:\/42+32 —J25=5

Esimerkki 2.

Sievennetdan vektorilausekkeet.

a) 4a+b)—-3a=4a+4b-3a=a+4b

b) —3(a-b)—(-a—b)=-3a+3b+a+b=-2a+4b

Huom! Yhdensuuntaisten vektoreiden laskeminen yhteen ja vahentdminen toisistaan vastaa
reaaliluvuilla laskemista. Erisuuntaisten vektoreiden yhdistamisessd on oltava tarkkana, silla

talléin on huomioitava myos vektoreiden suunnat. Tahan perehdytdén seuraavassa kappalees-
sa.
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Tehtavia

422.
Jos vektori nimetaan pienelld kirjaimella, miksi kirjaimen paalla oleva nuoli voidaan korvata
pelkélla viivalla?

423.
Onko suuntajana myos vektori?

424,
Nimeda kuvan vektorit.

a) b} c d)

A q
&_—
\ C D F

B 3

425.
Nimed edellisen tehtavén vektoreiden karjet.

426.
Mitka seuraavista kuvaavat vektorin pituutta?

a) |AB|
b) a

c) -A_:B
d) a

427.

Onko kyseessa vektori- vai skalaarisuure?
a) lampdotila

b) kiihtyvyys

c) tilavuus

d) energia

e) voima

428.
Muodosta vektoreiden vastavektorit.

a) a

b) —a

) AB

d) —AB

e) CD

429.

Piirra samaan koordinaatistoon seuraavat vektorit.
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a) alkupiste on (-5, 0) ja loppupiste on (1, 4)
b) alkupiste on (5, 3) ja loppupiste on (1, 3)
c) alkupiste on (-1, 1) ja loppupiste on (-4, -1)
d) alkupiste on (-3, 5) ja loppupiste on (4, 5)
e) alkupiste on (-1, 1) ja loppupiste on (4, -1).

430.
Tarkastellaan edellisen tehtavén vektoreita. Mitka niista ovat

a) vektorin a kanssa vastakkaissuuntaisia
b) vektorin b kanssa vastakkaissuuntaisia
c) vektorin e kanssa erisuuntaisia

d) vektorin ¢ kanssa samansuuntaisia

e) vektorin a kanssa yhdensuuntaisia?

431.

Laske edellisen tehtavén vektoreiden pituudet.
432.

Esité yksinkertaisemmassa muodossa.

a) —(-a)

b) —(—(-a))

) —(=(-(-2)))

433.

Onko vdite totta?

a) Vektori ja sen vastavektori ovat yhta pitkét.

b) Yhdensuuntaiset vektorit tarkoittaa samaa kuin samansuuntaiset vektorit.
¢) Yhdensuuntaiset vektorit voivat olla vastakkaissuuntaisia.

d) Vektorin alkupistettd sanotaan myos vektorin karjeksi.

434.
Laske vektoreiden pituudet.

3 b

e

435.
Sievenna vektorilausekkeet.

2) —3(a—b)+3a
b) —2(-a—b)—(a-b)
0 5(a—2b) + 2b

436.
Sievenna.

a) 2(@a+b)+3(b-a)
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b) 2(a—b)+4(a—b)
c) —2(a-2b)
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19. Vektoreiden yhteenlasku*

Vektoreille merkitsevdad ovat ainoastaan niiden pituus
ja suunta, ei se, missa ne ovat. Siksi vektoreiden
paikkaa voidaan vaihtaa kunhan niiden pituus ja suun-
ta sdilytetddn. Vektoreita lasketaan yhteen siten, ettd
vektorit asetetaan perakkain suuntansa ja suuruutensa
séilyttden. Summavektori on lyhyin reitti ensimmai-
sen vektorin alkupisteestd viimeisen vektorin loppu-
pisteeseen. Vektorit voidaan asettaa perakkdin missa jarjestyksessé tahansa, silla vektorien
yhteenlasku noudattaa vaihdantalakia.

surmmaelton

Vektorien a ja b summa a+b on se vektori, joka alkaa an alkupisteestd ja paatyy b :n
loppupisteeseen, kun a ja b on asetettu suuntansa ja suuruutensa sailyttaen perakkain.

ath b

]|

Kun tarkastellaan vektoreiden avulla esimerkiksi nopeuksia, on tehtdva aluksi suuntasopimus.
Laskuissa varustetaan valittuun suuntaan osoittavan vektorisuureen arvo plusmerkillé ja vas-
takkaiseen suuntaan osoittavan miinusmerkilld. Suuntasopimus tehd&an yleensa siten, ettd
laskut voidaan suorittaa positiivisilla luvuilla.

Suuntasopimus - S——— =

A T
55
QO a

Traktor, jonka nopeus kasvaa.

—_ y —_
= ! ¥ N

Trakton, jonka nopeus pienenee.

Kiihtyvyys on vektorisuure, joka suoraviivaisessa liikkeessd on samansuuntainen tai vastak-
kaissuuntainen nopeuteen n&hden. Nopeuttaan lisddvan traktorin Kiihtyvyys on nopeuden
suuntainen, mutta hidastuvan traktorin kiihtyvyys on nopeudelle vastakkainen.
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Esimerkki 1.

Laiva seilaa kohti lantta nopeudella 60 km/h. Yllattden siihen vaikuttaa etelatuuli, jonka no-
peus on 20 km/h. Mika on laivan uusi kulkusuunta ja nopeus?

Ratkaisu:

Tilannetta voidaan havainnollistaa vektoreilla. Valitaan positiivisiksi suunnat etel&sté pohjoi-
seen ja idasté lanteen. Vektoreiden pituudet kuvaavat nopeuden suuruutta.

suUntasops

60 kemih +

20 kmih -

N&ma kaksi vektoria vaikuttavat siis laivan nopeuteen ja kulkusuuntaan. Yhteisvaikutus saa-
daan laskemalla vektorit yhteen.

20 ke

/] o
<
&0 kmth

Kuvan punainen vektori kuvaa kysyttyd nopeutta, sen pituus saadaan selville Pythagoraan
lauseen avulla

km km km
20—)? +(60—)% ~ 63—
\/( h) ( h) h

ja kulma o tangentin avulla

fang =——
(;,okim
h
a~18°

Vastaus: Laivan uusi nopeus on 63 km/h ja suunta muuttuu alkuperéisesta 18° kohti pohjois-
fa.
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Tehtavia

437.
Piirra vihkoosi kuvan vektoreiden summavektori.

il
-

|

1|

438.
Osoita vektoreiden avulla, ettei silla ole valid, missé jarjestyksessé vektoreiden summavektori
muodostetaan.

b e

Gl
el

439.
Mika on edellisen tehtdvan summavektorin pituus desimaalin tarkkuudella?

440.
Lentokone lentad pohjoiseen nopeudella 300 km/h. Siihen vaikuttaa voimakas tuulenpuuska
ldnnestd, jonka nopeus on 80 km/h. Mika on lentokoneen uusi nopeus ja kulkusuunta?

441.

Kylpyldssa on renkaan muotoinen uimarata, jonka pituus on 80 m. Uimaradassa veden vir-
taamisnopeus on 0,4 m/s. Jos tyynessa vedessa Anna Uimarin uintinopeus on 0,8 m/s, kauan-
ko kest&a uimaradan uiminen

a) myotavirtaan

b) vastavirtaan?

442.
Helikopterin nopeus tyynelld ilmalla on 160 km/h. Helikopterin on maara lentdaa 55 km poh-
joiseen. Kuinka kauan matka kestaa, kun pohjoistuulen voimakkuus on 10 m/s.

443.
Keksitkd, miten vektoreita voidaan vahentéa toisistaan?

444,
Keksitko selitysta sille, miksi hidastuvuus on yleensa laskuissa negatiivinen?

445,
Mita voit sanoa jarruttavan auton nopeus- ja kiihtyvyysvektorien suunnista toisiinsa ndéhden?

446.
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Kappaleeseen vaikuttavat voimat F, , F, jaF, . Piirrd voimavektorien summa.

F,

447,
Perustele, miksi summa a +b saadaan my®s vektoreiden a ja b muodostaman suunnikkaan
lavistajana.

b ath

|

448.
Muodosta vektorien avulla lauseke, jonka vastauksena saat vektorin a. M&aritd a myaos piir-
tamalla.

b T+

jn |

449.
Laske vektorin 2a —3b pituus, kun @=4i +3j ja b =i —2]. (yo syksy 1994)
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20. Kertaustehtavia

Desimaaliluvut

450.
Esita desimaalilukuna.
a) E
10
2
b -
) 9
1
c) 5=
) 3

d) 10>
6

451.

Esitd murtolukuna sievennetyssa muodossa.
a) 0,15

b) 0,8

c) 512

d) 7,55

452.

Esita murtolukuna.
a) 0,8

b) 0,63

453.

Suomen valtion budjetti on ollut useita vuosia noin 30 miljardia euroa. Jos tdmé rahasumma
jaettaisiin tasan kaikille suomalaisille, kuinka paljon kukin saisi? Suomen vakiluku on noin
viisi miljoonaa. (yo kevat 2002)

Tekijoihin jako

454,

Jaa luvut 256 ja 216 alkutekijoihin ja méaarita lukujen
a) pienin yhteinen jaettava

b) suurin yhteinen tekija.

455.

Maarita lukujen 45 ja 54

a) alkutekijat

b) suurin yhteinen tekija

C) pienin yhteinen jaettava.
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Polynomit

456.

Montako termié on
a) binomissa

b) trinomissa

C) monomissa?

457.

Viahenna binomista 16a° —4b
a) monomi 7b

b) binomi 8a® -9

c) trinomi —a®+6b—5

458.
Sievenna.

a) a-a

b) 2b-b’

c) 4c-6c

d) d+3d+c?

459.
Sievenna.
a) (a+l(@+2)

b) (b+5)(-b+3)
c) (c—6)(c+2)

460.
Sievenna lausekkeet.

a) a—fo-[a—2(@+Db)]}
b) —2ab”-(-3a’b)-a’b®
(paasykoetehtava teknikkokoulutukseen, kevét 1996)

Polynomin esittdminen tulona

461.
Mika on osittelulaki?

462.

Jaa tekijoihin.
a) 2a+4
b) a’+a
c) xy+3y
d) 8x*+4y

463.
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Esita tulomuodossa.
a) ay + by

b) 8xy + 4y

c) x*+4x

d) 4x® —5x+x?

Toisen asteen polynomifunktio

464.

Pgéttele huipun koordinaatit, kun paraabelin yhtalo on
a) y=x?

b) y=x*-1

c) y=x’+4

d y=x*-9

465.

Maarita x-koordinaatin arvo, jossa edellisen tehtdvan paraabelit leikkaavat x-akselin.

466.
Piirra samaan koordinaatistoon paraabelit y = —x* ja y = —x* + 4.

Vaillinaiset toisen asteen yhtalot |

467.
Mihin suuntaan paraabelit aukeavat?

a) y=5x"-2x+1
b) y=-4x"+x
c) y=-8x*+8
d) y=9x2-3x—4

468.
Mitka edellisten tehtavén yhtéldista ovat vaillinaisia toisen asteen yhtaloita?

469.
Ratkaise yhtalot.

a) x2-49=0
b) 10x*> —1000=0
c) x*+1=0

470.
Mill4 x:n arvoilla funktio f(x) = x*> —5x +3 saa arvon 3?

Vaillinaiset toisen asteen yhtalot 11
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471.

Ratkaise.

a) x*—-x=0

b) 10x* —5x=0
C) 4x?=-2x
472.

Toisen asteen yhtalén yleinen muoto on ax® +bx+c¢ =0. Miki vaikutus arvoilla a, b ja ¢ on
funktion kuvaajaan?

473.
Ratkaise tulon nollasaannon avulla yhtalo 6x* =3x.

474.
Kun erds luku x korotetaan ensin nelidon ja sitten siitd vahennetddn luku x kerrottuna luvulla
6, saadaan erotukseksi nolla. Muodosta yhtalo ja ratkaise sen avulla luku x.

Murto- ja verrantomuotoisen yhtalon ratkaiseminen

475.
Laske.
3 1
_+_
a) 4 4
b) ﬂ_g
6 6
2 4
c) —+—
3 6
d) 1_2_
5 15
476.
Laske.
2 3
_+_
a) a a
p 9.6
b b
3
c) —-1
)b
d) ll+E
2a a
477.
Laske.
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®© N0l bdlw

Blo wirno Nia o

d)

478.

Onko murtolauseke madritelty kohdassa x = 0?
2x

a) 2
-6+Xx

b) X
2X+5

C) 8x

d) X +X

479.
Ratkaise edellisen tehtavan murtolausekkeiden nollakohdat.

480.
Sievenna.
4x — 4
a)
Xx-1
a’-2a+1
a’-1

b)

481.

Murtolukuja ei pidd laskea yhteen seuraavasti: g+%:%. Milld a:n arvolla kuitenkin
_l_

saadaan oikea tulos? (yo syksy 1993)

482.

Ratkaise yhtalo
X_X_\ho-3.
6 8

(Tarkka arvo ja likiarvo kolmen desimaalin tarkkuudella.) (yo kevat 1992)
Suoraan ja kdantéen verrannollisuus

483.
Paéattele onko x:n ja y:n vélill& sdannollista riippuvuutta.
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484.
Kartan mittakaava on 1 : 10 000. Kuinka pitk& matka on luonnossa, kun se kartalla on 5,0 cm?

485.
150 eurolla saa 1085 Norjan kruunua. Montako euroa saa 520 kruunulla?

486.
Auton jarrutusmatka on suoraan verrannollinen nopeuden neliton. Jos auto vaatii soratiell&

pysahtydkseen nopeudesta 20 km/h 2,7 m, kuinka pitkd on jarrutusmatka nopeudesta 80
km/h?

487.

Suureiden o, p, q ja r valilla on voimassa verranto 9 _9 Mmilainen riippuvuussuhde on
p r

a) o:njaq:nvalilla

b) p:njaq:nvililla

Potenssit ja juuret

488.
Sievenna.

10a?

a)

2a
8a*
2a’
12a’b

6ab
2a’b*
6ab®

b)

c)

d)

489.
Mina vuonna tayttaa 1983 syntynyt henkild yhden gigasekunnin (= 10° sekuntia)? Laskussa ei
tarvitse ottaa huomioon karkausvuosia. (yo kevat 2002)

Prosentti- ja promillelaskentaa
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490.

Hintoja korotettiin 15 %. Laske tuotteiden uudet hinnat, kun alkuperéiset hinnat olivat
a) 40€

b) 20,50 €

c) 151,40 €.

491.
Pyry valmistaa mansikkahilloa sekoittamalla 2 kg mansikoita 800 g sokeria. Mik& on hillon
sokeripitoisuus?

492.

Tarvitset 4,0 kg 20-prosenttista sokeriliuosta. Paljonko laitat siihen
a) vetta

b) sokeria?

493.
Autossa on 10 litraa 27 % pakkasnestetta. Siitd haihtuu 1 litra vettd. Moniko prosenttista pak-
kasneste on tamén jalkeen? (paésykoetehtavé teknikkokoulutukseen, kevét 1995)

494,
Kuution sisalle asetetaan mahdollisimman suuri pallo. Montako prosenttia laatikon tilavuu-
desta j&a tyhjaksi?

495.

Kameran valmistaja ilmoitti erddn kameran lyhimmaéksi valotusajaksi %s. Tarkistusmitta-

uksessa osoittautui todelliseksi valotusajaksi &s. Maarita virheprosentti. (yo kevat 1985)

Muutos- ja vertailuprosentti

496.
Montako prosenttiyksikkoa tyottomyysaste muuttuu, kun se vahenee 5,8 prosentista 4,1 pro-
senttiin?

497.
Mehun sokeripitoisuutta véhennetddn 2,5 prosentista 2,0 prosenttiin. Paljonko véhennys on
prosentteina?

498.
Marko painaa 75 kg ja Annika 58 kg. Kuinka monta prosenttia painavampi on Marko kuin
Annika?

Prosenttilausekkeet

499.
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Erddn lainan vuotuinen korko nousi 11 prosentista 12,5 prosenttiin. Kuinka monta prosenttia
lainan korkokulut talléin nousivat? (yo kevét 1990)

500.

Vuonna 1981 oli maamme korkeakouluissa jokaista opettajaa kohti keskimé&éarin 13 opiskeli-
jaa. Vuoteen 1991 mennessé oli opiskelijoiden maara kasvanut 37,3 % ja opettajien mééara
20,6 %. Kuinka monta opiskelijaa oli vuonna 1991 jokaista opettajaa kohti? (yo kevét 1994)

501.

Seuramatkan hinnasta lennon osuus on 50 %. Lennon hinnasta 30 % on polttoainekustannuk-
sia. Polttoaine kallistuu 10 %. Kuinka monen prosentin nousun tdma aiheuttaa matkan koko-
naishintaan? (yo kevat 1991)

502.

Desinfiointiliuosta siséltdvan astian kyljessa on ohje: Vékevyys 40 % - laimenna ennen kayt-
toa 5-prosenttiseksi liuokseksi. Missa suhteessa liuosta ja vettd on sekoitettava ja kuinka pal-
jon néité on kaadettava 10 litran sankoon, ettd sanko tulisi tdyteen 5-prosenttista liuosta? (yo
syksy 1997)

503.

Pankkilainaa hoidetaan kuukausittain maksamalla korkoa ja tuhannen markan lyhennys.
Syyskuussa 1997 lainan hoitokulut ovat 1308 mk. Vuotuinen korkoprosentti on 8,59. Milloin
laina on kokonaan maksettu? (yo syksy 1997)
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Harjoituskoe

1.
Ratkaise yhtalo 4x* —16=0.

2.
Ratkaise yhtalo 2x* —4x=0.

3.

Sievenna.

a) J2a -+/8ab
b) (x—4)(x+4)
c) (x+3)°

4.
Ratkaise yhtalo 2(—x+9) = 2x(x —1).

5.
Ratkaise yhtalo 3 = 4 :
Xx-1 X
6.
. ) 2X2 42Xy . "
Sievenn& murtolauseke YV Milla x:n ja y:n arvoilla murtolauseke on méaaritelty?
—4ay

137



Harjoituskokeen ratkaisut

1.
4x% -16=10
4x* =16 |: 4
-1
5 4
=4 Otetaan vhtalén molemmilta puolita neho UL
x=+.f4  Nuista T metlcintal
x=1x2

Vastaus: Xx=-2 tai x=2

2.
2x* —4x=0 Taetaan yhtals teldisihin.
2xiz—21=10

Tula on nolla, kun toinen tekijéistd on nolla

2x=

0 tal x-2=10
=10 =2

Vastaus: Xx=0 tai x=2

3.
a) /2a-+/8ab =+/2a-8ab =+/16a%h =4a'b

b) Kyseessa on summan ja erotuksen tulo, joka voidaan Kirjoittaa nelididen erotuksena:
(x—4)(x+4)=x>-16
¢) Kyseessa on binomin nelié: (x+3)? = x* +6x+9

4.
Kerrotaan yhtélon 2(—x +9) = 2x(x —1) sulkeet auki.

2i-x)+ 29 =2xx+2x (-1 Polynomin jokanen termu

oy +12= 258 0y kerrotaan monotmilla erdeseen.
-2x-2x% +2x=-18
-2x* =-18
a - 18
<%=
-2
x* =9 Chtetaan yhtalén molemmilta puclita nelid juurt,
x=+.9 Iuista + merkontal |
x=13

Vastaus: x = 3 tai x = -3

5.
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Murtoyhtal il _4 on maéritelty, kun x=1 ja x=0.
X— X
34 Mirnittajista padstisn eroon
x =1 ristunlertorsella.
Ax=4{x-1
dx=4x-4
Ax—dxr=-4
-x=-4 -1
-4
x =
-1
x=4 Eelpaa vhtalsn rathkaisulkost

Vastaus: x=4

6.
Esitetddn seka osoittajassa etta nimittajassa olevat polynomit tuloina ja supistetaan yhteisilla
tekijoilla.

molemmizsa 2 ja x

N
2x% + 2xy _ex(x+y) _ 2x(x + ) _ xxty)
dxy—dy®  Ay(x-y) 2 2p(x-y) 2p(x-y)
w . Iinittajasta ja osoittajasta on
molemmissa 4 ja y supistettava vhtd monta kaldeosta,

Murtolauseke on maaritelty muualla paitsi nimittdjan nollakohdissa. Sovelletaan tulon nolla-
séantoa sievennetyssd muodossa olevaan murtolausekkeeseen. Nimittdja on nolla, jos

2y=[]|:2 tal x-y
y=0 x

0
¥

Vastaus: Murtolauseke on madritelty, kun y =0 ja X # Y.
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Vastaukset

1.
a)
b)
c)
d)
e)

2.
a)
b)
c)
d)

3.
a)
b)
c)
d)

4.
a)
b)
c)
d)

S.
a)
b)
c)
d)

6.
a)
b)
c)
d)

7.

8.
a)
b)
c)
d)

2

on
ei

on
on
on

0,7
2,4
3,1
100

2,79
0,13
800,00
45,12

5000 g
0,5mm
10,8 kg
191 cm

0,22
13000
150
14000

viisi
yksi
yksi
viisi

0,25
0,75
0,4
0,6

0,65
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b) 1,375

10.
a) 20
b) 180
) 0,87
d) 5

11.

a) 50,30 €
b) 2,50 €
c) 32,25€
d) 555¢€

12.

a)
b)

c)

d —
13.

a) 500
b) =

c) —

d =

14,
149
a) =
200

b) —
)125

C _
) 20
23

d) ==
)500
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8
25
11
20
49
50

b)

c)

d)

16.
a) 0,167
b) 0,091
c) 0,063
d) 0,025

17.

kokonaisosa, desimaaliosan

18.

a) 4,014014...
b) 0,0512512...

c) 2,055...

d) 0,57434434...

19.

a) 525
b) 0,035
c) 5,0163
d) 7,0514

20.
a) 0,2
b) 0,45
c) 05
d) 0,51
21.

a) 0,46
b) 1,75
22.

a) —

b) —
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11%

27.

a) ei
b) on
c) ei
d) on
e) on

28.
a) 0
b) 1
c) 2
d) 1
e) 0

29.
a) 3
b) 5
c) 9
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d) 4

30.

31.
15, 25, 30, 60, 85, 100

32.
a) 1008
b) 51

c) 110

33.
2,3,5,7,11,13,17,19

34.

a) 6

b) 105
c) 198

35.
9, 36, 102, 822, 300, 4002

36.

a) 15
b) 7
c) 9
d) 3

37.
a) 2.132
b) 4-66
¢) 12-22
d) 44-6

a) 2°.3.5
b) 2-3.52

40.

a) Yhdistetty luku voidaan jakaa tekijoihin, alkulukua ei.
b) Alkuluvulla on kaksi tekijaa ja luvulla yksi on ainoastaan yksi tekija.
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41.

a) on
b) ei
c) ei
d) on
e) ei

42.
79,101, 151, 241

43.

46.

a) 6jals
b) 3

c) 30

47.

alkutekijit ovat2? -5%, 3-5-11
a) 5

b) 3300

48.

alkutekijat ovat 2-3%-5% ja 2°.5.13
a) 10

b) 70200

49,

a) kylla
b) ei
c) ei
d) kylla

50.
Kyseessa on paattyméaton jaksollinen desimaaliluku. Jaksoton paattymaton desimaaliluku ei
voi olla murtolukumuodossa.

51.

a) 576 ja 168
b) 24
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c) 4032

52.
a) 840
b) 12

53.
Lukujen 12 =273 ja 30=2-3-5 pienin yhteinen jaettava on 2°-3-5=60. Bussit lahtevat
samaan aikaan 60 min lahdon jalkeen eli 8.00.

54,
kylla

55.

a) X +x-7

b) a’—-5b2-5

c) —2u*+a’*+4u®-3u
d) b®+5b+7

c) 17
d) -8

58.
a) 2b* -5b% 7b, 3
b) 4,2,1,0

c) 4

59.

a) 20x°
b) —4xy
c) 8a’b

60.
a) 5
b) 11

61.

a) 8a+8b

b) —2a+2b
c) —15a-20b
d) 12a-10b

62.
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a)
b)

c)
d)

63.
a)
b)
c)

64.
a)
b)

c)
d)

65.
a)
b)
c)
d)

66.
a)
b)

c)

67.
a)
b)
c)
d)

68.

a)
b)

69.
a)
b)

70.
12

71.

a)
b)

3a

5b -2
9¢c -5
d+3

-10a +11
a’-8a-7
9a’+a-1

3a’ +ab—4b’
2a? +10ab +8b?
—a’-2a+15
7a+ab+2b+14

X% +4x-12
2x% —x-1
—x*+4x+21
X2 +x-2

5x+1
]
6X2 +x—2

X% +2x
2x? —3x—2
2x% =2
6Xx2 —7X+2

a=3
a=0

0
a’—-2a+5

a’+2ab+b?
X2 +6X+9
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c) y>-10y+25

72.
2x* —14x% +14x—4

73.

a) 2x-2x-2x=8x°

b) X-(Xx+2)-(5x+1) =5x+11x* + 2x

c) y-(By+4)-(x+1) =3xy? +3y? +4xy +4y

74,
a) (-3ab®—-5ab?)® = (-8ab?)® = -512a°b®
b) (-3ab?)® —(5ab?)® = -27a%b® —125a°h® = —152a°h®

75.

f(X) = (x> =3x+2)(x—4) — (x> =5x+4)(x - 2)

= (x® —4x® —3x® +12x +2x —8) — (x* —2x* —5x* +10x + 4x —8)
=(x®-7x* +14x-8) — (x* —=7x* +14x-8)

=x®—7x* +14x -8 - x> +7x* -14x+8

Fu(r)1ktio on vakiofunktio 0, joten sen kaikki arvot ovat nollia.
Vastaus: f(x) =0 jaarvot kohdissa 0, 2 ja 4 ovat nollia.

76.
a) 2
b) a
c) 4a’
d) 10a°

77.

a) 4
b) -3
c) 5
d) -6

78.
3a+15=3(a+5)

79.

a) X

b) 2

c)y

d) 3

80.

a) 2(x+vy)
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b) 3(a+ 2b)
c) 2(3x-—4y)
d) 2(2a-1)

81.

a) 5
b) 4
C) X
d) xy

82.
a) 5(2x+Yy)
b) —4(2x +vy)
C) X (2x+Yy)
d) xy(2x+y)

83.

a) a(a+1l)
b) 2a(a+1)
c) -3a(a-1)

84.

a) 5(x+2)

b) 5(x-3)

c) 3(2x+5)
d) 7(2-x)

85.

a) 2(4y-5)
b) -3(y-3)
c) —-1iy+2)
d) 3(5y*+8)

86.

a) 3(2x+3y)
b) 5(x-y)
c) 4(2a-3)
d) 5(a-—2b)

87.
ac+bc=c(a+hb)

88.

a) x(2+y)
b) a(b—a)
c) 2b(2a+1)
d) 2x(2x-1)
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89.

a) 3x(x-5)

b) 2x(2x-3)
c) —3y(y+3)
d) 4y(2-3y)

90.

a) a(bc+1)
b) z(xy - ab)
c) cd(ab-1)
d) x(x+1)

91.

a) a(l-a)

b) t(t—4)

¢) d(3d*-2)
d) 2m(3m-2n)

92.

3+3x+y+xy=(1+x)(3+Yy)

93.

ac+bc+ad+hbd=(a+b)(c+d)

94.

a)
b)

X <
[
< N

95.

a) (x+5)(y+6)
b) (x—4)(y+6)
c) (y-9(x-3)
d) 13(x+Y)

96.

a) (x+y) (a+b)
b) (a—b) (x-y)
c) (x+a) (x+hb)
d) (x+a) (x—b)

97.

a) x*+7x+10
b) x*—8x+12
c) x*+2x-8

98.
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q) (x+3)(x+4)
b; (Xx—6)(x—2)
c) (x—2)(x+6)
d) (x+5)((x-2)

99.

a) X+5
b) x-7
c) x+4
d) x+2

100.
a) (x+2)(x+5)

b) (x-2)(x-3)
c) (x+D)(x+2)
d) (x—=4)(x+3)

101.
a,b,c

102.

103.

a) ylospain
b) alaspéin
c) yloéspain
d) alaspain

104.

a) 12
a) 12
b) 75
c) 108

105.
a) 4
b) 6
c) 6
d) 10

106.

a) kaksi
b) nolla
c) yksi
d) kaksi

107.
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Funktio on saanto, joka liittd4 jokaiseen muuttujan x arvoon tdsmalleen yhden funktion arvon

().
108,

.o-"'-'-'-'-
R R
'\-\.\_\_\_\_

'
—_—

109.

—ta

[ I = 1 I xR

|
b

110.

a) (0,0)
b) (0, 0)
c) (0,0)
d) (0, 0)

111.

a) ylospain, funktion suurinta arvoa ei voi méérittaa, pienin arvo on 0
b) alaspdin, funktion pieninté arvoa ei voi méaarittad, suurin arvo on 0
c) ylospain, funktion suurinta arvoa ei voi méarittaa, pienin arvo on 0
d) alaspain, funktion pieninta arvoa ei voi maarittad, suurin arvo on 0

112.
a) suurinta arvoa ei voi maarittad, pienin arvo on —3
b) suurin arvo on 3, pieninta arvoa ei voi maarittaa

113.
ei

114.

115.
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20 ~

14

10

A 4

1] T T T T T T X
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Kyseessa on ympyran pinta-alan yhtalo.

119.
a) F
b) D
c) A

120.
Xx=0jay=0taix=1jay=1

121.
(50-25)/2

—2X

Yhtélo suorakulmion alalle on y = >0 X =25x - X°.

Lasketaan muutamia x:n ja y:n arvoja ja piirretddn pisteiden avulla kuvaaja.
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o & 10 15 o 5
siwan pitos
Kuvaajasta ndhdaan milla x:n arvolla saavutetaan suurin y:n arvo. Tdmé saavutetaan kun x =
12,5 m, jolloin toisenkin sivun pituudeksi tulee sama.
Vastaus: Suurin pinta-ala on nelién muotoisella aitauksella, jonka sivun pituus on 12,5 m.

122.
a) ei
b) ei
c) ei
d) on

123.

a) Xx=12
b) x=44
c) x=%1
d) x=43

124,

a) x=15
b) x=16
c) x=19
d) x==£10

125.

a) x=+3

b) x=+.6

c) ei ratkaisua

d) x=17

126.

a) x=23
b) x=42
c) x=43
d) x=%20

127.
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107

128.

a) (0,1)
b) (0, 8)
c) (0,-14)
d) (0,-100)

129.

a) 50m
b) 4,0cm
c) 7,0mm

130.

131.

132.

a) x=0
b) x=#1
c) x=12
d) x==7

133.

a) x==10
b) x=45
c) x=#4

134.

a) y=—7

by y=4
1

c) y__E

d y=6

135.
a) X= +7

b) ei nollakohtia

1
) x=+r—
) 2
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d) ei nollakohtia

136.

137.

138.
x2 =15,x = /15

139.
2,5¢cm

140.
58 cm

141.
a) x=%2

b) x=+412

c) x=43
142.

X=1

C
a

143.
2,76 cm

144,
—x*-1=-37, x=16

145.
a) x:iﬂa
b) x= +ﬁ

146.

147.
a) on
b) ei
c) on

148.
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a) ei
b) on
C) on

149.
a=0taib=0

150.

a) x=0taix=2
b) x=0taix=-3
c) x=1taix=5
d) x=0taix=2

151.

a) x=0taix=-1
b) x=0taix=1
c) x=0taix=-1
d) x=0taix=5

152.

a) x=0taix=1
b) x=0taix=1
c) x=0taix=1
d x=0taix=1

153.
a) x=0taix=-1

b) x=0taix=1
2
c) x=0tai x:—l
3

d) x=0tai x=—1
5

154,
a) x=0taix=-2
b) x=0taix=1
155.

3
X=-=

2
156.

a) x=0taix=1
b) x=0taix=-1
c) x=0taix=-2

157.

x> +4x=0, x=0 tai x=—-4
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158.
Xx=0taix=-2

159.

a) X:Otaix:1
2
1
b) x=+—
N

1
c) Xx==
) 2

160.

161.
a) x=0jax=4
b) maaritelty kaikilla x:n arvoilla

162.

a) x=0,x=-3,x=2
b) x=0,x=3,x=1
C) x=-6,x=9

d x=0,x=4,x=1

163.
x?—7x=0, x=0 tai x=7

164.
(Bx-1)(2x+1) = (6x+3)(3x—1)

(3x—-1)(2x+1) — (6x+3)(3x—-1) =0
(Bx-1)(2x+1-6x-3)=0
Bx-1D(-4x-2)=0
3x—1=0 tai —4x-2=0
Vastaus: X = —1 tai X = l
2 3

165.

m
a) 9,818—2

b) t=0stait=1,6s
166.

a) x=0taix=1taix=-1
b) x=0taix=2taix=-2

167.
a) x=0taix=100
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b) x=10taix=-10

c) x=0
168.
a) x=1taix=-2
b) Xx=1+ \/§
169.
1
a) X==
) 9
b) x= 1 tai x = 1
3 4
170.
Olkoon jasenten lukumaéra x, saadaan yhtalo
192 _ 192\ g|x(x+2)
X X+2

192(x +2) =192x +8x(x+2)  oltava x #0,x = -2

8x* +16x —384 =0
X = 6 tai x = -8, joista ainoastaan positiivinen ratkaisu kelpaa lukuméaaraksi.
Vastaus: Jasenia on 6.

171.
2

a) 2—
)3
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Nl o ol

d —

177.
a) on
b) ei
c) on
d) ei

178.

160



11x
30

15

3y +4x
Xy

bx —ay
by

180.

a) x=0
b) x=-1
c) x=0
d) x#3

181.

d —

182.

b)

d)

183.
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N U1l oco o1 >
\l|><~<|><~<|4>c”| N

188.

&lw BB
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d >

189.

a) a-1
a+2
6a+4

a-1

b)

190.

Positiiviset murtoluvut, joiden summa on 10 ovat 1234567 §sek&ig. Naéista kaikki

9'8'7'6'5'4'3'2

. . .. 13. 7
muut voidaan supistaa, paitsi 97 Jag.

O
—
DN|lwWwDN|IWOO|RT

o
~
1
-

196.
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a) 2a
b) 2b
c) 3c
d) 4d

197.

198.
a) 8
b) 9
c) 5
d) 2

199.
11x

18y

200.
a) X
b) x™*
c) X
d x?°

-1

201.
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206.

a) 4x*
b) 2x°
c) 15x°

207.

NARS)
S5 <
w

o
N
|

2009.

a) 4a
b) 70b
c) 5¢?

210.

a) 10b

b) 2ab

c) eiratkaisua
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211.
a) 4a’b’

212.

213.
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221.

a) 6cm+1mm
b) 1km—-5m
c) 2kg+10g

222.

a) X+2
b) 2x-3
c) 4x+5y
d) 3y-2

223.
a) 2x+1
b) 4x+5

224,

a) atb
b) 2a+1
c) 4x+2y

225.

a) 2x-1
b) 5a-4
c) 2a+6

226.
3
a) 2
b) 3Xx—2
c) 3
d) a-b

227.

N

O
N
NN ANlww|d

ee

228.
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a) eisievene
b) 1
c) -1

229.
a) a-1

3
b _
) 4
C) eisievene

230.

a) ba

b) a

c) ei ratkaisua

231.
termeja —3a ei voi supistaa

232.
a) 4da-1
b) a-1
c) 4

233.

234,

a) 8a’+14

b) 2a°®-2a

c) —8a®+40a’-8

235.
a) 2
1
b) -=
) 3

Cc) eisievene

236.

5

a R

) (a+b)°
1

)y — —
) 2(a—b)?
237.
2b°
a ——
) 7a’c?

5ac
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238.
a) 2X+3y+12
Xyz
2Xy —4xz +5yz

X2y222

b)

239.
1-4xy +5x%y + 2x°%y?

240.
30a’h® —9ab+3a

241.
9—a,18

b
242.

212 A4n6 2h2(1— a2b* —ab? ?

a’b 6212 _ab’@ a?):ab(l ab )(12+ab)=ab(1+ab2)
ab—a%b ab(1— ab?) (1-ab%)

Lasketaan sitten lausekkeen arvo:
ab(l+ab?) =10°-10°(1+10°-(10™°f) =1- (1+10%°) =1+10™

243.
Yhtalossa kaksi lauseketta on merkitty yhta suuriksi.

244,
a) on
b) on
c) ei
d) ei

245.
b,cjad

246.

a) kaikki reaaliluvut
b) x=0

c) x=-1

d) x=0

247.

a) x=12
b) y=-16
c) z=27

169



d) x=-32
e) ei ratkaisua

248.

a) x=12
b) x=4
c) x=15
d x=3

249,
bjad

250.

a) x=5
b) x=6
c) x=10

251.

20

Z0

.

—Z0|F

=200

252.

&
>
I

O

N

>

Il
Wolkr Owlul

e Lo
x x
I

253.
a) ratkaisuksi kelpaavat kaikki muut luvut paitsi x = -1
b) ei ratkaisua

254.
X=3
255.
a) x=-6
1
b) x==
) 2
256.
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259.
ei ratkaisua

260.
x=20

261.
= 9C +160

5

262.

X—_l, ei nollakohtia
X

263.
a) v,=a(,-t)+v,

v, —v, —at
b) tl= 2 _la 2

264.
24

265.
x=-14

268.

Sijoitetaan yhtal66n muuttujien arvot.

a)
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2X—3 _3 | (-5)
-5
2x—3=-15
2x=-12
X=-6
b)
x+2:3
4x+5
X+2 3
4x+5 1
X+2=3(4x+5)
X+2=12x+15
-11x =13

13 2

X:——:—l—
11 11

Vastaus: a) x =-6 jab) x = —1131

270.
a=80

271.

=231
3-4 -1

6[x|4 =2

6-—X . e

—=2 Kerrotaan ristiin.

X—4

6—-x=2(x—-4)
6-Xx=2x-8
—-X—2X=-8-6
-3x=-14

-14
X=——

-3

2

X=4—
3

\Mﬁw&ZH4=1hx=4§

272.
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273.
Tl _ T2 Po
Po — Py

274.

m =710

275.

kyll&

276.

suorat n ja k

277.

a)
a b
1 2
2 4
3 6
4 8
5 10

b)
a b
1 3
2 6
5 15
6 18
10 |30

c)
a b
2 2,5
4 5
8 10
12 |15
20 |25

278.

a)
a b
40 |2
20 |4
10 |8
5 16

b)
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16 |16

4 64

32 |8

279.
350m

280.

suoraan verrannollisia

281.
3h

282.
a) £6
b) £60

283.
8 péivassa

284.
a) 2,40 €
b) 4,75 €
c) 13,30€
d) 38¢€

285.
30 ml

286.
6

287.
1,1 km

288.
14,75 €

289.
212 €

290.
a) D
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b) C

291.

292.
a) suoraan verrannollisuus
b) ké&antden verrannollisuus

293.
bjac

294.
720 litraa

295.

a) suoraan
b) suoraan
c) kaantaen

296.
a) suoraan
b) ei mitenkaan

297.
18 %

298.

299.

300.

a) suoraan verrannollinen

b) suoraan verrannollinen

c) kaantéen verrannollinen

d) suoraan verrannollinen neliéon
e) kaantéen verrannollinen nelioon
f) suoraan verrannollinen kuutioon

301.

a) suoraan
b) suoraan
c) kaantaen

302.
kaantaen verrannollisia

303.
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a) 7 litraa
b) 22 litraa

304.

305.
59 km/h

306.
a) positiivinen
b) negatiivinen

307.
a) (3x)*=9x°

b) (xy)®=x’y’
¢) (-2a)’=-8a’
d) (=3b)% =9b?

308.
a) 9
b) -9
c) 27
d) 27

309.

a) m?
b) m®

c) -10*
d) (-100)°

310.
a) 49
b) 1000000
c) 6
d) 3

311.
a) 42217
b) 600460
c) 5007001
d) 1,019
e) 0,3006
f) 0,00123

312.

a) 24
b) 18
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c) 22
d) 29

313.

a) 521.10°
b) 3-10°
c) —-10°

d) -9.10°

314.
a) 1
b) 2
c) 5
d) 10
e) eivoi laskea
f) 9

315.

a) 2X-2X-2X-2X

b) 2-X-X-X-X

€) —2x-(=2x)-(=2x)-(-2x)
d —2-X-X-X-X

316.
a) 4,23-10"
b) 54-107
¢) 12-10*
d) 25-10°

317.
Jos halutaan kayttaa kerrannaisyksikoiden etuliitteitd.

318.

a) b’
b) ab’c’
c) b’
d) bc

319.
a) J8
b) 7
0) V2+x
d) 2++/x
e) 4/x
f) 4ax
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d) 102
e) 10"
f) 10
g) 107
h) 107

325.

a) 5
b) 8+
c) a™
d) b

326.
310
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327.
Likiarvo on 5,5-10" ja luvussa on 175 numeroa.

328.

a) 78125
b) 1953125
c) 625

d) 9765625

329.
a) 3
b) 4
c) 2tai-2
d) 5

330.
a) 20000
b) 5000
c) 5000
d) -200000

331.
a) 242
b) 32
c) 5.2
d) 445

332.
a) 6
b) 6

c) 5.2
d) 4

333,
a) J72
b) /20
c) J64
d) 125

334.
a) x>4

1
b) x>-=
) 2

c) x>-3
d) kaikilla x:n arvoilla

335.
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1
a RE—

) "6
b) —10000
c) —0,00001

1

d) -=

) 73

b) a2
3
c) a2
5

d) a2

337.
Kaavassa A=zr? on r ympyran side. Ympyran halkaisija on talloin 2r, jolloin saadaan

8 ) 8 2 16 2 16 2 2
—-halkaisija)“ =(=-2r) =(—n)“=(—)"r".
(9 ja) (9 ) (9 ) (9)
Kaavassa lukua n vastaa (%)2 ~3,160.

338.

a) 0,14
b) 0,023
c) 15
d) 0,39

339.

a) 53

b) 0,083
c) 0,0023
d) 0,16

340.
a) 300 %o

b) 9 %

c) 1200 %o
d) 0,7 %o

341.

a) 60%

b) 7,5%
c) 923%

342.

a) 4 %o
b) 0,625 %o
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c) 26,3 %o

343.
a) 10
b) 5
c) 3
d) 150

344.

a) 0,1
b) 1,2
c) 50
d) 10

345.
1,0 kg

346.

a) 4125€
b) 9,40 €
c) 27,90 €

347.
1,3%

348,
69

349.

350.
12,5 kg

351.

352.
a) 12
b) 24,6
c) 200
d) 492

353.
9%

354.
15¢

355.
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a) 23
b) 14
c) 240
d) 176
e) 22,5

356.
113 ¢

357.
52 %

358.
10 %

350.
259

360.
4,3 kg

361.
9%

362.
800 g

363.
Kultaa on vyhteensé 0,7-300g+0,6-5009g=510g ja seosta on

300 g +500 g =800 g . Kullan osuus on gég 9_ 0,6375 =~ 638 %o.
g

364.
Ihmisessé olevan nesteen maara 0,70-55kg =38,5kg .

Alkoholin osuus 0,060 kg

=0,001558...~1,6 %o .

365.
nelja kerrosta

366.

yhteensa

Yhdella puhelulla saadaan keskimé&arin rahaa 3-0,65€ =1,95€, josta kilpailun jérjestaja saa

0,75-1,95€ =1,4625€ .

Palkintokustannukset tulevat katetuksi, kun soittoja on
26700€ 18056

1,4625 €

Soittoja tarvitaan noin 18300 kappaletta.
Vastaus: 18300 kappaletta
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367.
Alkuperaisessé suolavedessa on suolaa % -930 kg =55,8Kkg .

Merkitaan lisattavéad vesimaarad x:11&. Suolapitoisuus uudessa suolavedessd on 3,5 % ja suo-
lan maaré sailyy samana, joten

35
22 (930 kg + X) = 55,8 ki
100 ( g +X) g
930 kg+)(:55,8 kg -100
35
x:w_ggokg
3,5

X = 664 kg ~ 660 kg
Vastaus: Vetté on lisattava 660 kg.

368.
perusajankohtaan

3609.
100

370.
Kuluttajahintaindeksin laskentaperusteet uusitaan viiden vuoden vélein.

371.
a) 37,5%
b) 0,6 %

372.
70 %

373.
a) 10 prosenttiyksikkoa
b) 50 %

374.

a) 25%

b) 20 %
375.

a) 4305€
b) ei yhtéén
c) 7655€

376.
570

377.
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856

378.
19%

379.
suklaalevyn hinta

380.
22 %

381.
a) 9 prosenttiyksikkoa
b) 27 %

382.
51m

383.
Jos miesten lukumaara on x, niin naisten lukumaaré on 1,25x. Saadaan yhtélo x + 1,25x = 207,
josta saadaan ratkaisuksi x = 92. Miehia on siis 92 ja naisia 115.

384.

a) 0,85x
b) 0,55x
c) 1,125x
d) 1,60x

385.

a) —-a

b) L.a

386.
a) %-100 %

b) ""T‘b-mO%

o 2=P.100%
a

387.

a) a+——-a
100

b) a———-a
100
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388,
a) 25%

b) 113 %
c) 96,2%
d) 16,5 %

380.
a) 14,8 %
b) 75,9 %
c) 23%

d) 107 %

390.
a) laskee 8,3 %
b) nousee 13 %

391.
pienenivat 4 %

392.
17 %

393.
40 %

394,
357€

395.
11,1 %

396.
Olkoon tuotteen hinta a. Jos tuotteen hinta yhdelld korotuksella tulee n-kertaiseksi, niin kol-
men korotuksen jalkeen se on n®-kertainen.

n®.a=2a
n®=2
n=32~126

Vastaus: p = 26

397.
Olkoon rypéleiden paino y ja rusinoiden paino x. Rypaleissa on vettd 0,82y ja muita aineita
0,18y, jotka séilyy kuivatuksessa.
0,76y =0,18x
~ 018x

——=0,237x
0,76

Haihtuneen veden méérd on x —y = 0,763x, joka on rypéleiden vesimaarésta

0,7632x _ 093 — 93%
0,82x
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Vastaus: 93 %

398.

Jos edellisvuoden matkustajamadré on a, on nykyinen matkustajaméarda 0,77a. Seuraavan
vuoden matkustajamadran pitdisi olla taas a, jolloin matkustajamaaran pitad kasvaa 0,23a.
Kasvu prosentteina tdmén vuoden matkustajamaarésta on silloin

023 _023 4 2987.
0,77a 0,77

Vastaus: 30 %

399.

a) x*-16

b) x*—-8x+16

c) x*+8x+16

400.

a) x*-—2x+1
b) 9x* +18x+9
c) x*—8x+16
d) 25x*+20x+4

401.

a) x°+2x+1

b) x*-8x+16
c) x*-12x+36
d) x*—4x+2

402.

a) 25x*-10x+1
b) x*+2x+4

c) 4x*-16x+16
d) x*+2xy+y?

403.

a) x*+12x+36
b) 4x® +4x+1
c) x*—10x+25
d) 9x2-12x+4

404.

a) (x+2)
b) (x-5)
c) (2x+3)
d) (3x-1)
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405.
(a+3)(a+3)=(a+3)*=a’+6a+9

406.
a) x2+§+i2
y
b) NG
3
C) i_£+i
x> xy y?
2
d) 1 3x 9x*
4 4 16
407.
a) 4xy
b) —4xy
408.
2Xy
409.
a) x°-4
b) x*-1
C) x*—64
d) XZ_yZ
410.
ei
411.

(a+b)(@a—b)=a’—ab+ab—b?* =a® —b?

412.

a) (3x-7)3x+7)
b) (X—\/EXX+\/§)
c) Ex —xXx2+x)

d) (2x—6)2x+86)

413.

a) x=15

b) x=43

c) x=0tai x=5
d) x=0tai x=-3

414,
a) (x=3)(x+3)
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b) (2x-10)(2x+10)
c) (4x-1)(4x+1)
6) (Vx -2 )vx +2)

415.
a) x=5taix=-5
b) x=3taix=-3

C) x=4taix=-4
d) x=10taix=-10

416.

1
a—
)ab

b) x—2

417.

a) a*-4

b) 9a*-1
) 4a’—+2
d) 49a-64

418.
40x

419.
a) (a+b+c)(a+b-c)

b) (b+c)(2a—b—c)

420.
421.
1 1 2 _x? XNy + X
(X?—y?)(y-%)= (—2 —zj:(y—x)zy (y-x =YX
X°y x%y? x%y?
Y+ X
:XZyZ
Sijoitetaan sitten x:n ja y:n paikalle annetut arvot:
3 2
y+x_ 4 3 _1
X2y2 _(sz ( 2)2 _3
4 3

422.
Koska vektorimerkinndsta ei voida paatellad vektorin suuntaa.
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423,
kyll

424,
%
a) AB
-
b) DC
%
a) EF
%
b) GH
425.
a) B
b) C

c) F
d) H

426.
cjad

427.

a) skalaarisuure
b) vektorisuure
c) skalaarisuure
d) skalaarisuure
e) vektorisuure

428,

a) —a

b) a

C) —KBtai BTA
d) AB

e) —CD tai DC

429,
a, T
-
l_._.--""ﬂ-,r ;f"’/
iy &
ey
£
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b) 4
c) J13
d) 7
e) V13

432.
a) a
b) -a
) —(-a)

433.
a) kylla
b) ei
c) kylla
d) ei

434,
a:npituus on 4

b : n pituus on /18

c: n pituus on +/13

435.

a) 3b

b) a+3b

c) 5a + 8
436.

a) —a+5b
b) 6a—6b
c) —2a+4b
437.
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438.

439.
9,8

440.
310 km/h, suunta on 15 astetta pohjoisesta itaan

441.
a) 67s
b) 200s

442,
27 min

443.
lisaamalla vastavektori

444,
Nopeuden suunta valitaan positiiviseksi ja hidastuvan auton kiihtyvyys on nopeuden suunnal-
le vastakkainen.

445,

Ne ovat vastakkaissuuntaisia.
446.

F,
Fy
F

447.

448.

a+b-b=a
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449,
13

450.

a) 0,8

b) 0,22...
c) 5,33...
d) 10,833...

451.
3
a _
) 20

4
by —
) 5

c) 5i
25
) 71
20

452.
8
a —
) 9

b) 22
88

453.
6000 €

454,

alkutekijat ovat 2° ja 2°-3°
a) 6912

b) 8

455.
a) alkutekijat 45=5-3% ja 54=2-3°
b) Suurin yhteinen tekija saadaan muodostamalla lukujen yhteisten alkutekijoiden tulo. Téassa

tapauksessa yhteisid tekijoitd on ainoastaan yksi, joka on luku 3? =9, joten se on suurin
yhteinen tekija.
c) Pienin yhteinen jaettava saadaan muodostamalla lukujen kaikkien alkutekijéiden tulo.

2-3°.5=270.

456.
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a) kaksi
b) kolme
c) yksi

457,

a) 16a’-11b

b) 8a?—4b+9
¢) 17a®-10b+5

458.

a) a’

b) 2b®

c) 24c¢?
d) 4d+c?

459,

a) a®+3a+2

b) —b?—2b+15
c) c*—4c-12

460.
a) —3b
b) 5a’b’

461.
Jos jokaisessa polynomin termissa on sama tekijé, se voidaan erottaa yhteiseksi tekijaksi kéayt-
tamalla osittelulakia ab + ac =a (b + c).

462.
q) 2(@+2)
b; a(a+1)
c) y(x+3)

d) 4(2x* +y)

463.

a) y(a+b)

b) 4y(2x +1)

c) x(x+4)

d) Xx(4x* -5+Xx)
464.

a) (0,0)

b) (0, -1)

c) (0,4)
d) (0,-9)

465.
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a) x=0

b) x=-1taix=1

c) ei leikkauspisteité
d) x=-3taix=3

466.

467.

a) ylospéain
b) alaspdin
c) alaspain
d) yléspéain
468.

bjac

469.

a) X=%7

b) x=+10
c) ei ratkaisua
470.
x=0taix=5
471.

a) x=0taix=1
b) x =0 tai x:1
2

c) x=0tai x=—l
2

472.
Kerroin a vaikuttaa paraabelin kaarevuuteen, kertoimella b on selvésti yhteys kuvaajan toi-
seen nollakohtaan ja c ilmaisee kohdan, jossa kuvaaja leikkaa y-akselin.

473.

x =0 tai x=1
2

474.
x> —=6x=0, x=0 tai x=6

475.
a) 1

b)

W|lh Wik

c)
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d)

&=

476.

WoT|wo|u

d —

N
QJHU‘

477.

&
&1

o e

d) 8

© | o

478.

a) on
b) ei
c) ei
d) ei

479.
a) x=0
b) x=6
5
X:__

Cc 2
d; ei nollakohtia

480.

a) 4

b) a-1
a+1

481.
a=-12

482.
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X X \/—
2_2-J10-3 |24
6 8 |

4%-3x = 24(~/10 - 3)
X = 24(-/10 — 3) ~ 3,895

483.
a) ei
b) kylla, kaantéen verrannollisuus
c) kylla, suoraan verrannollisuus
d) ei

484.
500 m

485.
71,90 €

486.
43 m

487.
a) suoraan verrannollisuus
e) kaantaen verrannollisuus

488.
a) ba

4
b_
)a

c) 2a’

a6
d =—
) 3b

489.
Jos henkil6 on syntynyt ennen huhtikuun puolivalid, vuonna 2014, muutoin vuonna 2015.

490.

a) 46 €

b) 23,60 €
c) 174,10 €

491.
29 %

492.
a) 3,2Kkg
b) 0,8 kg

493.
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10 litraa liuosta sisaltdd pakkasnestettd maaran 120—70 101=2,71.

Merkitaan uuden liuoksen pitoisuutta x:114. Haihtumisen jalkeen liuosta on 9 I, jolloin saadaan
yhtalo

X 91=271
100
2,71-100
X=——
91
Vastaus: 30 %:sta

=30

494,
48 %

495.
15%

496.
1,7 prosenttiyksikkoa

497.
20 %

498.
23 %

499.
Olkoon lainan maara 100a. Kun vuotuinen korko on 11 %, on koron madaré 11a ja koron 12,5
% mukainen koron méé&rd on 12,5a. Koron nousu prosentteina on tallgin

12,5a—-11a

~13,6%
11a
Vastaus: 13,6 %
500.
noin 15
501.

Olkoon matkan hinta 100a. Lennon osuus on télléin 50a ja siitd polttoainekustannuksia on
15a, jokaon 2 —15%
100a
Vastaus: 1,5 %
502.
Merkitadn 40 % liuoksen maaréé a:lla. Liuoksessa on talléin desinfiointiainetta 0,40a.

Merkitd&n 5 % liuoksen maaraa x:11a.
Desinfiointiaineen maara sdilyy laimennettaessa, joten

0,05x = 0,40a
0,40a 0,40

X= =——a=8a
0,05 0,05
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Vettd on lisattdva 8a—a = 7a. siis sekoitussuhde on 1:7.

10 litraan tarvitaan kahdeksasosa eli 1,25 | liuosta ja 7/8 eli 8,75 | vetta.

Vastaus: Sekoitussuhde on 1 osa liuosta ja 7 osaa vettd. Sankoon tarvitaan liuosta 1,25 | ja
vettd 8,75 1.

503.

8,59 %

Kuukausikorko on p = ~0,7158 %.

Syyskuussa korkoihin meni 1308 —1000 = 308 (mk) .

Merkitadn pdédomaa syyskuun alussa x:l1a.
Korko 308 mk on kuukausikoron verran x:std, jolloin saadaan yht&lo
0,007158- x =308

o 308

0,007158
Koska lainaa lyhennetdén 1000 km kuukaudessa, on lyhennyksia (syyskuun lyhennys mukaan
lukien) jaljella 44. Laina on maksettu 43 kuukauden (= 3 vuotta ja 7 kuukautta) kuluttua eli
vuoden 2001 huhtikuussa.

Vastaus: vuoden 2001 huhtikuussa (Edella jaa viimeiseksi eréksi vain noin 30 mk + korot.
kaytannodssa laina maksettaneen loppuun jo edellisessa kuussa.)

~ 43030 (MK)
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Taulukko-osio

Reaalilukujen laskulait

a+b=b+a, ab=ba vaihdantalaki
a+(+c)=(a+b)+c, albc)=(ab)c liitantalaki
alb+c)=ab+ac osittelulaki

a+(-a)=0 luvun a vas-
taluku —a

ai:l luvun a kaanteisluku l
a a

(@a=0)

g itseisarvo
Graafinen tulkinta:|a| = luvun a vastinpisteiden
etaisyys nollasta

|e H = H

Murtolukujen laskutoimitukset

% = %, missa k =0 laventaminen (—) ja supistaminen («—)
a,t. ad +bc yhteenlasku (lavennus samannimisiksi)

b d bd

a_c _ad-he véahennyslasku (lavennus samannimisiksi)

b d bd

ac_a kertolasku

b d bd

a.c_ad jakolasku

b d bc

Potenssi

a"=a-a-..-a n tekijaa, a = kantaluku, n = eksponentti
a’ =1 a#0, 0° ei ole maaritelty
a’= ai" a#0
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OfH

Laskus&antoja
a"a"=a™" samankantaisten potenssien tulo
a N . . e
—=a"" samankantaisten potenssien osamaara
a
(ab)" =a"b" tulon potenssi
n n

a a . :

—| =— osamaaran potenssi

b b
(a”‘)n =a™ = (a”)m potenssin potenssi

ab+ac=a(b+c)
yhteinen tekija
ac+ad+bc+bd =a(c+d)+b(c+d)=(a+b)(c+d) ryhmittely

a’+2ab+b*=(a+b)?
a®—2ab+b*=(a-h)’
a’-b®=(a—-b)(a+h)

muistikaavat

Nelidjuuri
Jos v/a =D, niin b? =a jab >0 (patee myds toisinpain).

Laskuséantoja
() -

Ja? =[a

\f Ja

J_zJ_JB
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Lukujonot
Aritmeettinen lukujono

d=ay—a; erotusluku
a,=a,+(n-1d yleinen termi

Geometrinen lukujono

a
=2 suhdeluku

a‘l
a,=aq"" yleinen termi
Toisen asteen yhtalo
Normaalimuoto ax’ +bx+c=0, a=1

. _ —b++/b®-4ac

Ratkaisukaava: x = >3

Paraabelin aukamissuunta ja muoto:
Jos a > 0, paraabeli aukeaa ylospain.

a. Jos a < 0, paraabeli aukeaa alaspain.
b. Jos [a on pieni, paraabeli on leved.
c. Jos |a| on suuri, paraabeli on kapea.

Vaillinaiset toisen asteen yhtalot

Yhtalén ax® +c¢ =0 ratkaisujen maara riippuu vakiosta c:

o ¢ < 0: kaksi ratkaisua, ratkaisut toistensa vastalukuja
o ¢ = 0: ainoa ratkaisu x = 0
o ¢ > 0: ei ratkaisua

Yhtalén ax? +bx =0 ratkaisut:
. aina kaksi ratkaisua, toinen on aina x =0

Suorakulmaisen kolmion trigonometria

: a’® +b? =c? (Pythagoraan lause)
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Trigonometriset funktiot

) a b a
sina=—, COSa =—, tana = —
c C b

Suora

Pisteiden (x,,y, ) ja (x,,y,) kautta kulkevan suoran kulmakerroin:

k=tang =2~ %1

X, =X

Suoraon

nouseva, jos k >0

laskeva, jos k < 0

x-akselin suuntainen, jos k =0

y-akselin suuntainen, jos k:ta ei voida maarittaa.

Tarkastellaan suoria s; ja s, joiden kulmakertoimet ovat k; ja k.
e Suorat ovat yhdensuuntaiset eli S,|s, , jos k, =k, tai suorat ovat y-akselin
suuntaiset.
e Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan elis, L s,, jos k, -k, =—1 tai toi-
nen suora on x-akselin ja toinen y-akselin suuntainen.

Suoran yhtélon yleinen muoto:
ax+by+c=0

Suoran yhtélon ratkaistu muoto:
y =kx+b, missd k on kulmakerroin ja b vakiotermi (suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-

koordinaatti).

X- akselin suuntaisen suoran yhtalo:
y =1, misséd t on suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti

y-akselin suuntaisen suoran yhtalo:
X =U, mMissa u on suoran ja x-akselin leikkauspisteen x-koordinaatti
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Tasokuvioita

Nelio
]
)
@ d A_j_
d =+2a
5
3
Suorakulmio
L A=ab

B d d=+a? +b?

Neljékéas
al |, A=ah
o
Suunnikas
5/, A=ah=absina
“4 N

3

Puolisuunnikas

&

7 |k 1 1 .
/g A_E(a+b)h_§(a+b)ssma
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Kolmio

N :

73

lahzlabsinoe
2 2

Ympyra
7 A
/) :
v p=2ar = d
ra
Sektori
b b=-% 2ar (kaaren pituus)
S 360°
_a ., _br
360° 2
Avaruuskappaleita
Kuutio
a=sv2,d =53
A a A =6s?
V=5’

B

Suorakulmainen sarmio

d =+va®*+b® +c?
d : A= 2(ab+ac+hc)
b V =abc

Suora ympyrékartio
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A, =nars
V ==7ar’h
3

Suora ympyrélierio

A, =2arh
Ay Ao = A +2ar° =27r(r +h)
_ Irr V =7Zf2h
Pallo
A=A4ar?
4 3

. . V = —
v 37:1’

7t:n likiarvo 500 ensimmaisen desimaalin tarkkuudella

3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128
48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091
45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273
72456 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436
78925 90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951 94151 16094
33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548
07446 23799 62749 56735 188857 52724 89122 79381 83011 94912

Tilastomatematiikka

Keskilukuja
. — X X, F Xy X
keskiarvo x=-1-"2 °3 n
n
. . 0% +Q,X, +. (X . . .
painotettu keskiarvo x = X+ 9% G X, , Misséd 01,02,...,Qn Ovat painokertoi-

q,+0, +...+0,
mia

Moodi eli tyyppiarvo tarkoittaa yleisintd, useimmin esiintyva& muuttujan arvoa.
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Mediaani tarkoittaa keskimmaistd arvoa (tai kahden keskimmaisen arvon keskiarvoa), kun
aineisto on jarjestetty suuruusjarjestykseen.

Hajontalukuja

Keskihajonta ilmoittaa, kuinka kaukana muuttujan arvot ovat keskiméaarin keskiarvosta.
Vaihteluvéli kertoo mill& valilla havainnot vaihtelevat.

Vaihteluvélin pituus on muuttujan suurimman ja pienimman arvon erotus.

Todennékoisyyslaskenta

suotuisten tapausten lukuméaara
kaikkien tapausten lukuméaaré

Klassinen todennakoisyys P(A) =

Vastatapahtuman todennédkoisyys P(A) = P(Aei tapahdu) =1— P(A)

(4 )

Y hteenlaskusaanto

Kun A ja B erillisid tapauksia ~ P(Atai B) = P(A) + P(B)

®®

Kun A ja B eivét ole erillisia P(Atai B)=P(A)+P(B)—P(AjaB)
AaB

Kertolaskusaanto

Kun A ja B ovat riippumattomia P(A ja B)=P(A)- P(B)

Kun A ja B ovat riippuvia (yleinen kertosaanto)
P(ensin A jasitten B) = P(A) - P(B, kun A on tapahtu nut)
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Sl-jarjestelméa

Kerrannaisyksikdiden etuliitteet

Nimi | Tunnus | Kerroin | Nimi Tunnus | Kerroin

eksa E 10 | desi d 10*

peta P 10" | sentti c 10

tera T 107 | milli m 107

giga G 10° | mikro M 10°

mega M 10° | nano n 10°

kilo K 10° | piko p 10"

hehto h 10° | femto f 10"

deka da 100 | atto a 10™"®

Lisayksikoita

Suure Yksikko Tunnus | Vastaavuus

aika minuutti min 1min=60s
tunti h 1 h=60min
vuorokausi d 1d=24h
vUuosi a la=365d

tasokulma | aste ° 1° =60
minuutti ' 1'=60"
sekunti "

tilavuus | litra [ 11=1dm?

massa tonni t 11t=1000 kg
atomimassayksikkd u 1 u=1,6605402-10"" kg

pituus tahtitieteellinen yksikko AU |1AU=0,1495979-10“ m
parsek pc | 1pc=30,85678-10"" m

Muuntokertoimia

Pituus

1”=11in=1 tuuma = 25,40 mm

1'=1ft=1jalka=0,3048 m

1yd =1 jaardi =0,9144 m

1 mi =1 maili =1,609344 km

1 mpk =1 M =1 meripeninkulma = 1852 m

1 vv = 1 valovuosi = 9,46055-10 m

1 AU = tahtitieteellinen yksikkd = 149,5979-10° m

Massa

1 ka =1 karaatti =0,2 ¢

1 u=1,6605402-10" kg

11b =1 naula = 0,4536 kg

10z =1 unssi =28,35 ¢

Tasokulma

1° =2n/360 rad
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Pinta-ala 1b=1barn=10%m?

1 acre = 1 eekkeri = 4,0469-10° m*

Tilavuus 11=1dm®*=0,001 m*

1 bbl = 1 barreli = 0,1589873 m*

1 gal = 1 gallona (UK) = 4,546092 |

1 gal = 1 gallona (US) = 3,785412 |

Nopeus 1 solmu = 1 mpk/h = 1,852 km/h = 0,5144 m/s

Luonnonvakioita

Nimi Tunnus | Lukuarvo ja yksikko
putoamiskiihtyvyys g 9,80665 m/s”

valon nopeus c 2,99792458-10° m/s
elektronin massa me | 9,1093897-10°" kg
protonin massa m, 1,6726231-10°" kg
neutronin massa m, 1,6749286-107 kg
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