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octave:2> norm(a)
ans = 3.6056

VERIKR

octave:3> a'
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Viikko 1 (vektorin esitystavat, pituus ja yksikkovektori)
1. Esitd muodossa (a, b, ¢) vektori

o 7' NV

(a) 2i+ 3j+ 4k
I}{,MS}IL)

(

(c

(l} —J
2. Es
(a

(¢) (=1,0.3)
3. Olkoon @ = (2,1) ja© = (1, —1). Laske

(a) 7]
(kY =5l
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3. Olkoon @ = (2,1) ja© = (1, —1). Laske

(a) |ul

(b) 9]

(c) [u+ 7]

(d) |z —7|

(e) @+ 7|+ |u—v|> - 2|a|? - 2[7]?
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perjantai 3. marraskuuta 2023 8.05

Viikko 1 (vektorin esitystavat, pituus ja yksikkovektori)

1. Esitd muodossa (a, b, ¢) vektori
(a) 20+ 37+ 4k \( 1 3
(b) 5(2) + i+ 4k)
(¢) 27+ 4k
) i-j
2. Esitd muodossa ai + bj + ck vektori

(a) (1,2.3)

4 )

0

() —2 (2
3

(¢) (—1,0,3)

3. Olkoon 7 = (2,1) ja¥ = L'mke

13+|’

() fa] 2

(b) [7]

e ,1\\; T L

(e) [@+7v>+ [u—v? —2u? - 272

S

. Madrita vektorin 37 — 4j suuntaine

2]

. Esitd vektori 37 — 47 muodossa rii,

). Esitd vektori 3i — 4) muodossa r (
dinaattiesitys.
Vihje

Tiissi r = /22 + 42 ja 0

7. Mairitd vektorin 2i

9. Olkoon A = (1,5) ja B = (3.3). Mairita vektori AB. N
Mairita piste E, kun DE = —AB. Piirrda kuvaan kaikki mainitut pis

i piste
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1j + 4k suuntainen yksikkovektori.

T Aaulo

JATKW
'G—A’N

[ § s
9. 40

= (3,2,):

_)=G0

I}

N I
134 -'q')\

N

missd 7 > 0 ja @ on jokin sopiva kulma. Taméa on ns. napakoo

0 = areta. (=

- iy,

—

n yksikkévektori. —_—

missia r > 0 ja u on yksikkovektori.
cos(f)
sin(f) )’

arctan(x/y)

C, kun AC = 2AB Olkoon D = (2,1).
teet ja vektorit.

|

1) = ( 2)

-




perjantai 3. marraskuuta 2023 9.41

Viikko 1 (vektorin esitystavat, pituus ja yksikkovektori)
1. Esitd muodossa (a, b, ¢) vektori q )

(a) 2i+ 37+ 4k ’.[2 ( 3

) {
(b) 5(27 + 3i + 4k) _(lo + 'S-"' +20k)

(€) 2i+4k = -4 +1]+Qk\.<‘5 IO ZO )

(@) i-j
= (o 2 Ol)

2. Esitd muodossa ai + b7 + ck vektori

w029z |14 ¢ Lp+ 3R
(b) —2 (g) = A<+ 7-} 3k
3 l . + 0 - k

1,0,3) = \',{ - |
/ \'-(-?'3 o

(18
1" -0-&"1)°GK ;(\\-\‘D)
:-4'\’§K qz bk

‘l
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perjantai 3. marraskuuta 2023 9.41

L (3 -4j) =

3 -
4. Maarita vektorin 3i — 4j suuntainen yksikkovektori. 34 - q ? \
5. Esita vektori 31 — 47 muodossa ri, missa r > 0 ja u on yksikkovektori.

cos(f)

6. Esita vektori 37 — 47 muodossa r ( il 0)). missd 7 > 0 ja 6 on jokin sopiva kulma. Tamé on ns. napakoor- m
s

dinaattiesitys. z

Vihje. Tissd r = /22 + y* ja 0 - nn'l:m(.\'_l/). (—\4
0 = it =

. Madrita vektorin 27 — 47 + 4k suuntainen vksikkévektori.

N
®¢

-1

}
1+

-yT o

(i
e ol G+
\_,-/""—J 34 - 3
r AN

;‘l‘

- 3n-4g

New Section 1 Page 13



WKSIK ks VERTORI % ~afa -

A IROINVAA TTimyo T0 4T

B — |- S-g—'lozq "1—

& =) =R

Ay 0.4s |
. A I Ty 4 |
PITWS | w = (x| 09 ' 9)(
e L (21)) %@
A vaN-D‘-(NCJN _ 2 \ ) 1
ve K TO ﬁ,\' 2.24 | 1.2 _)o//ﬂ

l.a0 IZA o~ A Ocqg\ -1



ve K 1o~ \ €¢<v v - : —0 | vT

.J()Nlo4r P 9
~ o\ 0.
( \ g/J’P"wug l

pitvvs ¢
(s(26) S ()

TASON
W KS ko vexkToRe (L on  Se
HYVA amina(Suv :
S ETU  wnE
e / 7 nvNE Vol
mug OD0SSA

2 |
O« tb ’&‘(COS(G\, Sw(é“

wiesh 0 = ahetin ()= 2k (3)
= 26°



/34’, ——"{)/,I :\/?Z'l'('q)ZI =9

perjantai 3. marraskuuta 2023 11.08

4
| . A\ , g )
4. Mairita vektorin 37 — 4j suuntainen yksikkovektori. ? ( 3 A l" 7) ‘(O ‘ 6 4 - O ‘ a’

5. Esita vektori 37 — 4) muodossa i, missa r > () ja u on yksikkovektori.

gl L - . cos(f) I X i1 X I
). Esitd vektori 3i — 47 muodossa r ( ill(((N)' missd r > () ja # on jokin sopiva kulma. Taméa on ns. napakoor- / 3
S
dinaattiesitys. k— 19 /
Vihje. Téssi 1 vVri+y®jal JI'x!,;!H\,‘ ;
X -
7. Mairita vektorin 27 — 4j + 4k suuntainen yksikkovektori. b 3 .

? 2;-'—{&25(0:5«’-0,?3’)-" .
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tiistai 7. marraskuuta 2023 14.59

YouTube

https:/fiwww youtube com » watch 3

A Ridiculous Approximation - YouTube

We prove that sqrt{x*2 + y*2} can be approximated by 0.96x + 0.4y, with a
VI + i o6r + 0,4y  Surprisingly small percentage error of 4%, where x 2y 2 0.

Ty 1% error! YouTube - Dr Barker - 21.10.2022

H 4 avainkohdat tissa videossa W
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Vektorien pistetulo, vektorien valinen kulma

\\[?,s) TS
B 1
A AT = [253'(5/’3()
\ J

VEKToRIEAN Ko HTI SUORVUS
—  OVAT koHTIiSUQRASSA

W A A g
ELl MIDEN VALINVE NV U (ma
In Qo°
Ku n/ o =0
N
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Esimerkki

torstai 9. marraskuuta 2023 14.02

Esimerkki. Vektorien % = (3,4) ja ¥ = (4,4) pistetulo on (3,4) - (4,4) =3-4+4-4=12+ 16 = 28.
(Siis vektorien pistetulossa lasketut “alkioittaiset tulot” lasketaan lopuksi yhteen.)

Vektorien u = (3,4) ja 7 = (4,4) vilinen kulma on

T 71 2 1 P
(v = arccos — = “ = arccos(0,98994...=0,1418... =

|| o] - 4y/2
/I
arecd) Wala

~ 8,13°.

?)

[@+ 9| + [& —v|® — 2[u® - 2|v|?
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Lasketaan

torstai 9. marraskuuta 2023 14.00

Viikko 2 (uusi menetelmi: vektorien pistetulo ja vektorien vilinen kulma)

Esimerkki. Vektorien @ = (3,4) ja 7 = (4,4) pistetulo on (3,4) - (4,4) =3-4+4-4=12+ 16 = 28.
(Siis vektorien pistetulossa lasketut “alkioittaiset tulot” lasketaan lopuksi yhteen.)

Vektorien u = (3,4) ja v = (4,4) véilix}@\n kuiﬁla on

(x = arccos lii} :N = = arccos(0,98994 ... =0,1418... s
[@llv]  5-4v2

8. Laske vektorien (1,—2,—3) ja (2,4, —2) pistetulo. Ovatko vektorit toisiaan vastaan kohtisuorassa?

8137

(
9. Laske vektorien (1,2, —3) ja (4,1,1) pistetulo. Ovatko vektorit toisiaan vastaan kohtisuorassa?
10. Laske vektorien (1,2,2) ja (1,2, —2) vilinen kulma. (Koetehtéavi?)
(

11. Laske vektorien (1,5,0) ja (3,3,0) véilinen kulma. (**)

¢ (-2 3\ (2,4,-2)

2+ )Y+ (-2) ()
= ) — ¢ +é:o S VEK e T

ovaT ¢
Q, PisTeTvld =3 UaHTI suofASSA

< EWAT  [GHTISv(~4LSSA
= o
>, (12,2) Je (nlz'-z)
4:"\1' = ‘/, '('2:2‘(‘ 2'(-7/) MFLKC—"V

= +y -4y=| =0 go°

| &= \ﬂz+ 221-227=\ﬁ1-t4+‘/7=\)\9': S
(%= [ 22+ €2)? K Sl u+ P =J3=3

—

c—— W‘;\J'
V/g(\ . (0 S A= '\P:—‘\-‘

— = - N T T
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Lasketaan lisaa

torstai 9. marraskuuta 2023 14.01

\V)

—_——

SLOoRA Vo IDAA

Viikko 2 (vektoreita geometrisesti ja sovelluksissa)

. Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Maarita vektori AB. Maarita piste C', kun AC = 2AB Olkoon D = (2,1).

Madrita piste E, kun DE = —AB. Piirrd kuvaan kaikki mainitut pisteet ja vektorit.

. Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Esiti pisteiden A ja B kautta kulkeva suora muodossa ¢(t) = p + tu. (Téssi
e

U on suoran suuntavektori.)
#

. Olkoon A = (1,0,-1), B =(2,4,3) ja C = (4,2,1). Esité pisteiden A, B ja C kautta kulkeva taso muodossa

q(t)=p+tyl+_sg.

.
. Soutuveneen (m; = 100kg) nopeusvektori on ¥, = (2,5)m/s. Vesijetin (my = 500kg) nopeusvektori on

U2 = (10,0)m/s. Alukset tormadvit pisteessi (0,0) tarttuen toisiinsa kiinni.

(a) laske kummallekin aluksien liikeméérivektorit p; = m,7; ja P,maTs ennen torméysti

(b) laske yhteen tarttuneiden alusten liikeméérdavektori ps = mavs. Téssid m3z = my + mo. (Fysiikasta
tiedetédn, ettd litkemédrd siilyy torméyksissi, eli py = p; + Ps)

(c) laske kyseisen litkkeméérévektorin pituus [p

(d) laske yhteen tarttuneiden alusten nopeusvektorin pituus |v3|
mg|vz|?
my|v1|? + molvg|?

(e) kuinka suuri osuus liike-energiasta siilyi torl_Eyk‘ ssi? Siis suhde
\ SN P Tei OFAN

P
AGL) 4

J -_r )
7 SE R
d -

/ {

oV

B =(3.Z)

FS;"BA muyog ) 05A

prhm Wk SiorA ~(2) (1)

\JoKw

guuN‘DFVFK—‘:O'{/ £ el

Jo K\~
S woRAv  PiS TE

—, _ ,)Q,Z)

£ =\ __>(z"§)
A =2 (3.4)

New Section 1 Page 25



perjantai 10. marraskuuta 2023 8.05

Ve KTo ' T Ja KamPLERSILvveT
T\)T)_/S’S?O' TRAINEVN  TaPAAMIVEN

TANAAN T LASKeTAAY Tehavid €a5-11,158

1. Esitd muodossa (a, b, ¢) vektori
(a) 2i+3j+ 4k
(b) 5(2] + 3i + 4k)

(c) 25+ 4k
(d) i—3j
2. Esitii muodossa ai + bj + ck vektori - ‘2 e lz'
(a) (1,2,3)
0 ! g‘ ~ 2,1‘“
(b) —2|2 =
3

(c) (=1,0,3)
3. Olkoon @ = (2,1) ja 7 = (1, —1). Laske

- Rit0=
’\(1\\\”.‘-.\\4(3.‘7)\' > L= z-= (.‘7,)

)|

) o = _L

@ Bonl = AN

) et _/_L .L\
2 a(h .C) (72! 52

*(ab , aC) {3 9, 5w 0)

Ratkaisuja.

1.(a) (2,3,4)

(b) (15,1e,20)

(c) (e,2,4)

(d) (1,-1) tai (1,-1,8)

2.(a) i+2j+3k
(b) -4j-s6k
(c) -i+3k

3.(a) sqrt(s)
(b) sqrt(2)

(c) 3
(d) sqrt(s)
(e) @
4. Madéritd vektorin 7 = 37 — 4] suuntainen yksikkovektori u = r'lnﬁ.
N —— ———
5. Esita vektori 7 = 37 — 47 muodossa u = [u]i.
W A - . e _, [cos(8) S iy . .
6. Esita vektori # = 3i — 4) muodossa u = |u| in(0) )’ missid # on jokin sopiva kulma. Muoto r(cos(#),sin(@))
— S
on ns. napakoordinaattiesitys. - Ratkaisuja.
Vihje. Tassi |u] = /2?2 + y? ja 0 = arctan(y/x). 4. \hat{u}-0.6i-0.8j
- 5. \bar{u}=5(@.6i-0.83)
7. Madrita vektorin 7 = 2i — 4j + 4k suuntainen yksikkovektori. (Koetehtévia?) 6. \bar{u}=5(cos(-537),sin(-537))

7. \hat{u}=0.33i-0.66j+0.66k

23 14
- —>x PR -
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el R =72, -U\z' = § (Los (’S‘é°>‘§w{-r3"

/ -

12.

o
]

- (3,-4) ok

Esimerkki. Vektorien 7 = (3,4) ja 7 = (4,4) pistetulo on (3.4) - (4.4) =3-4+4-4 =12+ 16 = 28.
(Siis vektorien pistetulossa lasketut “alkioittaiset tulot” lasketaan lopuksi yhteen.)

Vektorien @ = (3,4) ja 7 = (4,4) vilinen kulma on

a7 28 180°
@ = arccos I_li—ll-i_l = arceos ——= = arccos0,98994... = 0, 1418... — ~ 8,13".
uie

5-4v/2

. Laske vektorien (1, -2, —-3) ja (2,4, —2) pistetulo. Ovatko vektorit toisiaan vastaan kohtisuorassa?

Ratkaisu: ovat

. Laske vektorien (1,2, —3) ja (4,1, 1) pistetulo. Ovatko vektorit toisiaan vastaan kohtisuorassa?

Ratkaisu: eivit ole

Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Miiiriti vektori @ = AB = B — A. Miiriti piste C', kun AC' = 248 Olkoon
D = (2,1). Méiirité piste E, kun £ — D = DE = —AB = —(B — A). Piirrii kuvaan kaikki mainitut pisteet
ja vektorit.

. Olkoon A = (1,2) ja B = (2,3). Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora on muotoa

Qt)=P+ti=A+t(B—-A)=(1,2)+t(1,1).

Miiiiriti suoralla olevat pisteet Q(2), Q(3). Q(%). Q(-1).

Vihje. Sijoita luvun ¢ eri arvoja kaavaan (1.2) + #(1,1).

. Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Esiti pisteiden A ja B kautta kulkeva suora muodossa Q(t) = P+tu. (Téssd

u on suoran suuntavektori.)

5. Olkoon A = (1,0,0), B = (0.2,0) ja C = (0,0,3). Pisteiden A, B ja C' kautta kulkeva taso voidaan esittia

muodossa

Ot sV =P4+tu+sn=A+HB - AV + s — AV =(1.0.00 + #1200 + s(—1.0.3).

New Section 1 Page 27



12.

13.

15.

16.

Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Mairita vektori @ = AB = B — A. Maidritd piste C', kun AC = 2AB Olkoon
D = (2,1). Méiriti piste E, kun E — D = DE = —AB = —(B — A). Piirrd kuvaan kaikki mainitut pisteet
ja vektorit.

Olkoon A = (1,2) ja B = (2,3). Pisteiden A ja B kautta kulkeva suora on muotoa
Q(t)=P+tu=A+tB - A)=(1,2) +¢(1.1).

Miiiiriti suoralla olevat pisteet Q(2), Q(3). Q(%). Q(-1).

Vihje. Sijoita luvun ¢ eri arvoja kaavaan (1.2) + #(1,1).

. Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Esiti pisteiden A ja B kautta kulkeva suora muodossa Q(t) = P+ tu. (Téssd

u on suoran suuntavektori.)

Olkoon A = (1,0,0), B = (0.2,0) ja C' = (0,0,3). Pisteiden A, B ja ' kautta kulkeva taso voidaan esittéi
muodossa

Q(t,s) = P+ tu+sv=A+t(B—A) +s(C — A) = (1,0,0) + £(~1,2.0) + s(~1,0,3).
Miiiiriti suoralla olevat pisteet Q(2,2), Q(2.—1), ja Q(%.1).

Vihje. Sijoita lukujen ¢ ja s eri arvoja pisteen (1, s) kaavaan.

Olkoon A = (1,0,-1), B =(2,4.3) ja C = (4,2,1). Esiti pisteiden A, B ja C kautta kulkeva taso muodossa
Qt) = P+ tu + sv.
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VEK TR EN  PISTeTU WO

LY A’L;(l%\ ) A I (R
= x :<L\\‘—|\ = (=

o — NA'|Denv PISTETULO 9N
AN ) e ,ﬁ—z(l\g)'(q‘ﬂ)
IR =24 + 3()

o
pRwm ST PAYS — x 033¢
N T m
o= M@.%é\’“% —
— = VKT RT K JA N %
(oceo N = 0= e = | T TisuorateA Cad
| e & w=0

8. Laske vektorien (1,2, —3) ja (2,4, —2) pistetulo. Ovatko vektorit toisiaan vastaan kohtisuorassa?
Ratkaisu: ovat

9. Laske vektorien (1,2, —3) ja (4,1,1) pistetulo. Ovatko vektorit toisiaan vastaan kohtisuorassa?
Ratkaisu: eivit ole

10. Laske vektorien (1,2,2) ja (1,2, —2) vilinen kulma. (Koetehtava?) Ratkaisu: noin 83, 6°
11. Laske vektorien (1,5,0) ja (3,3,0) vilinen kulma. (*¥) Ratkaisu: noin 33°

T HT Y/ ) v VA

") (33 hitpsy//www.geogebra.org/3d

] Vanhat ) Seka s ~juhamahu o« OAMK [B] Peppi ) BaMaSo h Tip T Vek Th Tod G Google [3 DIN23_phys_exercis..

seeGebra 3D Calculator

R

+ Input...
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keskiviikko 15. marraskuuta 2023 12.20

Luento 3 (TVT235P0) 249 j\/ - s
TANKAAN © SUcPAT

(1o TasoT) B!

2\
)

=3
>
>

ENSI vaKkola

Ak
(o MU TA SeVELLUSLAS KU 14D

KoRSSIN LoPpu:  omp LEKSI Luktu 4

T 7T oV
\lﬁré\(mo,o f‘l ENEM M a N TEDRIAA

Viikko 3 (suorat) \

Olkoon A = (1,1) ja B = (3,2). Pisteiden A jB kautta kulkeva suora on muotoa

16.

Qt)=A+ti=A+t(B-A)=(1,1)+#2.1). (1)

Tassd u = (2, 1) on suoran suuntavektori. Esimerkiksi piste Q(10) = (1,1) + 10(2,1) = (21, 11) on suoralla. - '\
pista @ e -Q.

Miiritd suoralla olevat pisteet Q(2), Q(3), Q( i ), Q(—1). Piirrd kuva. —_— \o
Ratkaisu: Q(2) = (5,3), Q(3) = (7,4), Q( 1) = (2,1.5), Q(-1) =(~1,0) % — a
; — \

17. Suoran (1) pisteen A kautta kulkeva normaalisuora on muotoa

aA US
Fi) = A4 tm= 2 l/l§~ \\M
N(t) = A+ t7 = (1,1) + (1, -2). Jﬁ:—(“\ M - — —{_1 U\\
Tarkista pistetulon avulla, ettii suoran ja sen normaalisnoran suuntavektorit @ = (2,1) ja i = (1, —2) ovat kohtisuorassa. /Y\) ‘
Piirrii edellisen tehtiviin kuvaan normaalisuoran pisteet N(1) ja N(2). ’z) _ (_,lQ\ ‘k n~
- Rl . ,-1)'-|‘l+|'( <M =% =
18. Suoran (1) yhtélé on muotoa (z,y)-n=A- -7 eli )( ‘ + Y ’\ﬁ. /

eli # — 2y = —1. Tarkista, etti pisteet (z,y) = (5,3) ja (z,y) = (7,4) toteuttavat suoran yhtélén.

(z,y)- (1,-2) = (1,1) - (1, =2) = X —143, = \'7-2—‘\ \ I:(l ‘ ’2/>
= X - "a"

19.

Olkoon A = (1,5) ja B = (3,3). Esité pisteiden A ja B kautta kulkeva suora muodossa Q(t) = A + tu.
Ratkaisu: -

20. Etsi edellisen tehtiviin suoralle jokid pisteen A kautta kulkeva normaalisuora. Ratkaisfi: Nn t) =(1,5) + (2, 2)
J I ——

Vb\DAAV \/AL\—O“'
R TAVALLAKIV
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Luento ja laskuharjoitukset 3 (TVT23SPL)
k cRTAUS TA
re =
£ ime R KK, (VERToR IV p 1 Tuvs)
=2 —23

BN RO
w—
|

3 mE KV»%\ . (YKSIK%O «/cmo/u)

2eLlam=Lin, )= (553

VEKTARIE NV VA LIVEN KV

K,mﬂ%%l .
s

(o L EE S &
1 I N R S
bl A L T
A& = (esx=T=H D -
J2' o Moc{)[}lz_'s): Yo
VEK T RIEY
o =)0 1) PLsTETU Lo
=34 + 1. 2
= 3+41=

|&l = § <t WJ—‘J?
:\-rﬁ’az”‘@
LU AsIA T NAAN

mem Ve KT REN AVILLA,

2p-A=(38) -6V cvorr
y pPISTE
w Q('L\ Al Ja B

B= (Q_ s\ KAV TTA' 16. Olkoon A = (1,1) ja B = (3,2). Pisteiden A jB kautta kulkeva suora on muotoa
: EgKlﬁ'A-/U Q) = A+ = A+ t(B — A) = (1.1)+ ((2.1).
. - Tiiss 2.1) on suoran sountwvltor, Esucrdst piste Q(IO) (1,1) +10(2,1) = (21,11) on suoralla
= 5‘3 \ "
\ 1 Ja S [,(,q S B ) istect Q(2), 1). Piirr kuva.
[q; | L Q( : 5), q( 1 [ 1,0)
N 4 — . C {
P X / = 17. Suoran (1) pisteen A kautta kulkeva nor:
N("k\/ b \\- t { T\>)( 1L1)+ (1, -2).
Q & Tarkista pistetulon avulla, etti suoran ja s wektorit @ = (2,1) ja 7 = (1, ~2) ovat kohtis
( -3 —\ r 3 (\ S 6 X 8 N 9 s Pnrmok‘-’lll son tehtiivin bvaan nomalisuoran pisteet N(1) \ ) "
= 5‘334\'4(1 .7) Q( ) ~N 18. Suoran (1) yhtéils on muotoa (z,y) -7 = A -7 eli
- 7T T SAADAA )
1 Suo RAN pis €t (#9) - (1,-2) = (1,1) - (1,-2)
Kﬁ A VA L LA é l R eli 2 — 2y = —1. Tarkista, etté pisteet (z,y) = (5,3) ja (z,y) = (7.4) toteuttavat suoran yhtilén.
A _Q: N{ 19. Olkoon A = (1.5) ja B = (3,3). Esiti pisteiden A ja B kautta kulkeva suora muodossa Q(f) = A + f.
- Q (-L\ = ‘t Ratkaisu: Q(t) =
s1)+ *(Z‘Z) 20. Etsi edellisen tehtiiviin suoralle jokin pisteen A kautta kulkeva normaalisuora. Ratkaisu: Q(t) =
oM -G 2y, . S
<
— .
_ /
Q(-2)= (53\+(—1)1\L\ Ve ot S SOORAN MmSTH  TuL| 2
\ LY KT pisTe :

\%

= (1 ,-)
®(1\1(§\3\+1{2\1) =(§|33 "Q‘llq\ :(9 :I') I‘-‘- (G 1312)
|
(LeiSTYS  TASo PISTEIDEAN A B Un & KwTT

s

> _

(1,5) +¢(2,~

(L.5) + (2,2

2)

)



Q(ﬁ\S\: A ct& <5
QHHS\:QO.D\ +JL’(-\,2‘03+5(—|(0(33 :("IZ,OJ
Q2D = (Lo d) + 2(-120) < | (-108) =(CL M l%}

NoPe ¢S (b‘/ GPS>

[ (A MA SSAV
SyH TFEN

LeNTI WoNEE o Pl UUA =105 KuwT w7t

A N %ZZIUW* +t’?b€wTOWV€




16. Olkoon A = (1.1) ja B = (3,2). Pisteiden A jB kautta kulkeva suora on muotoa
Q)= A+ti=A+t(B—A)=(1,1) +t(2.1). )

Téssd @ = (2,1) on suoran suuntavektori. Esimerkiksi piste Q(10) = (1,1) + 10(2,1) = (21, 11) on suoralla.
Miidiriti suoralla olevat pisteet Q(2), Q(3), Q{é) Q(—1). Piirrd kuva.
Ratkaisu:  Q(2) = (5,3), Q(3) = (7.4), Q() = (2,1.5), Q(—1) = (—1,0)

17. Suoran (1) pisteen A kautta kulkeva normaalisuora on muotoa

N(t)=A+thw=(1,1)+(1,-2). <!

Tarkista pistetulon avulla, etti suoran ja sen normaalisuoran suuntavektorit @ = (2,1) ja . = (1, —2) ovat kohtisuorassa. & 7/&4,, _ﬂ:’
Piirri edellisen tehtéiviin kuvaan normaalisuoran pisteet N(1) ja N(2). —

18. Suoran (1) yhtilé on muotoa (x,y) -7 = A -7 eli /;- X . l-l. '\g/'[‘z> = /' | + | /—'LJ L{ X = é

@y -=01-0-2 )/ Y JU
eli & — 2y = —1. Tarkista, ettd pisteet (z,y) = (5,3) ja (x,y) = (7,4) toteuttavat suoran vhtilon. - 1 ?2
19. Olkoon A = (1,3) ja B = (3,3). Esiti pisteiden A ja B kautta kulkeva suora muodossa Q(t) = A + ti. ETIm 7l P
597

Ratkaisu: Q(t) = (1,5) + ¢(2, —2}/
= =
20. Etsi edellisen tehtéiviin suoralle jokin pisteen A kautta kulkeva normaalisuora. Ra.tkai:-;u:( Q(t) = (1,5) + (2,2

Qla)=(1,r)+2(2,)
=0, ) +/1,-4)
= (fl |)

2T

N T
Samar

m=N-A
=(0,4) ~(15) = (=1,~) oK

21. Olkoon A = (1,0,0), B = (0,2.0) ja C = (0,0, 3). Pisteiden A, B ja C kautta kulkeva taso on muotoa

Qt,s) =A+tu+st=A+t(B—-A)+s(C—-A)=(1,0,0) +t(-1.2,0) + s(—1,0,3). (2)
- ¢S F S
Téssid 7 ja U = ovat tason suuntavektorit. Esimerkiksi piste TS ;\7— o ( -
/\/ T)=l/,5 )

Q(10,10) = (1,0,0) + 10(—1,2.0) + 10(—1,0,3) = (—19, 20, 30)

-ZT["/')

:(/l§J+T(-l)(4/‘ﬂ
= (15) + TCZ2)

on tasolla.
Miiritd tasolla olevat pisteet Q(2,2), Q(2.—1), ja Q(3, 3).

22. Tason (2) pisteen A kautta kulkeva normaalisuora on
N(t)=A+tn=(1,0,0)+ (6, 3,2).

Téssd = u x U = (6,3,2) on eriis tason normaalivektori. Tarkista, ettd 7 L @ jan L 0. (***)Vihje. Kiiyti pistetuloa.

\_

23. Tason (2) yhtild on muotoa (z,y,z)-7n=A-neli

(z,9.2) - (6,3,2) = (1,0,0) - (6,3,2)

eli 6z + 3y + 22 = 6. Tarkista, yhtiloon sijoittamalla, ettéd pisteet A, B ja C seki piste Q(2,2) ovat tasolla.
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Kysymyksia ja vastauksia

tttttt i 16. marraskuuta 2023 14.06

N/ /\IB(UN\AMVV/KT“C‘N
M | €

<Ll

New Section 1 Page 35

R = (3|1')

V)

A ”b/" (2\)
v
g W
C

®
Ao =
Mo



Ristitulo

torstai 16. marraskuuta 2023 14.44

22. Tason (2) pisteen A kautta kulkeva normaalisuora on
N(t) = A +tn = (1,0,0) + £(6, 3, 2).
Téassda n =u x v = (6,3,2) on erds tason normaalivektori. Tarkista, etti m L 7 ja7n L 7. ’L
N
A IRAK] ARN pn = (621)
miTen SAA -
;E=GH°3\ Az NV . RV
P S S
- N 2. R
17\
-,V 3.k

—7/

AN
46'3?\
AR
my, AU

M Ny
.3 -0"0 é

= O'é’\\]"en'/S | 3
//-‘,.% \(L\ e\\.o — 1' ('\) 2.

-\'M‘),CM’“ £3)
+ 4'%(4«\*&-”““/1""’3 -0

J
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Kurssin ulkopuolista asiaa

torstai 16. marraskuuta 2023 15.05

CUTLA RISTIPule

\ | \ |
camnw T
\|
SARRYSW SARNTO
NAN TTW €N
PALLO = be TebM Las ke miseE N
\

S I

guipso:01, V= |Al
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Ristitulo

torstai 30. marraskuuta 2023 11.55

HALUTAAN X —oPERAATIO  JoLlE
/\N.:MX’\!- _.>o A'c v = — W
aro)xC =@ x ) 7 (69
N Lo
/\ } AN A A
= /\
4
{—, .l 2 /\”’
Ao
KCAN
Se U Rax o (= €W 0! Ne N
‘ KA
NN oy & Te€
A.X?S R Nr - Pevikaw
’% X/E = A
A
RxR =7
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Ristitulo (TVT23SPO)

torstai 23. marraskuuta 2023 12.18

Méaaritelma 1.5.1

Vektorien v = (vi, v2,v3) € R jaw=(wy, wa,w3) € R? ristitulo on vektori

VX W= (Vw3 — vawa, V3w — Vw3, Viwz — Vawp).

>(LK€KMM‘“
(AA”ML,"%) X("".l“"‘l\""Z)l 2, Riv|

In 0eK S\

( N T VUDE T - ——
BN AN KAHTISQORVUDE T @
Q"W\"\ '(" '%}q\

_ , 9 Quql“\ 1 )
= H-(—\\-\'(::\’S :l'("\)* g -4 +(-|\A|9
:——-rq +Y4 ~ = —__—l-{-)/o’\9 -0

> o & hitps//www.geogebra.org/3d

) vannat ) Seka - pnamahu oMk [ repl [T BaMaSo M TP Mh Vet Th Tod

G Google [ DM23physexercis.. Th ope  fh Pre

GeoGebra 3D Calculator
) A (41,0
B=(15-1)

1419
& ('5'5’5)

= (-02,08, 38)

)  0=(0,00)
u = Vector(O,A)
@ 4
= |1
0,
v = Vector(0,B)
[ ] 1
- (%)
-1/
w = Vector(0,C)

® 0.2
= ( oa)
38

0 Q
| [
= (tzws - V3W_2’, Viw| — Vw3, Vw2 — V2WI)-

5. vxv=0 ’V\fﬁL{JS‘—/V.S ’X'F

6. 0xv=0ja vx0=0 = (NN 3\ [0
) 0]

7. u-(vxw)=(uxv)- -w. . 0
. /~ n\ I
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7.u-(vxw)=(uxv)-w. ( 6
o-0
TEKISTS 7 x000)= 0 -0
o -0
Ca. b o) i
( X ’P\_f/ KAt kKL REAALI (ko)A
\
m
Oletetaan, etti v, w € R>. Jos v # 0 ja w # 0, niin
[lvx wll = [Ivl[[wl| sin,
w| ON
missi @ on vektorien v ja w viilinen kulma. ‘\ A ma LY &
- . — 1\ — N RN
VE'RV‘“%«A( ;(MHT\COS"L SPU\LM ~AlA
NI e 1 k=ms|~°‘
<SS (S =/ 4
»’1\\*\ i
L/-;:\_ﬁr
AN =, _ =\l s @)
SveRA VWM 0 §uv~~|mS
a1 el
a_ &

v Xw

- 1
i"‘ @ sina
o )

il

Kuva 1.5.4. Ristitulovektorin v X w pituus on yhtd suuri kuin vektorien v ja w mddrdadamdan
suunnikkaan ala.

cS
W Wikisanakirja:Etusivu

suuntaissarmié — Wikisanakirja ( l |
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Ristitulon laskemista

torstai 23. marraskuuta 2023 12.19

Ristitulo

24. Vektorien ristitulo méaaritellaan kaavalla

U2V3 — U3V2
(U1-.U2,1£3) X (1113'02103) = | usv1 —u1v3
ULV — U

Laske (—1,2,0) x (—1,0,3). Ratkaisu: (6,3, 2)
95. Tarkista, etti (—1,2,0) - (6,3,2) = 0 ja (~1,0,3) - (6,3,2) = 0.

26. Laske
(a) (2,—1,1) x (—1,2,1) Ratkaisu: (—3,—3,3)
(b) (1,2,0) x (2,1,1) Ratkaisu: (2,—1,-3)
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Lackuia kolmioista kaist WV A
23 / / l«xr\

27. Pisteet A = (3,1,4), B =(2,3,5) ja C = (—1,1,0) muodostavat kolmion. A’ 4*_ B )\

(a) Laske kolmion kahdelle sivulle suuntavektorit. Esimerkiksi 1 = B — A ja v = C — A.
Ratkaisu: B—A=(-1,2,1),C - A=(-4,0,-4),C - B =(-3,-2,-5)

(b) Laske kolmion pinta-ala.

RIN
RIS T TuloVEKTE 35

pi1 TVY

Vihje. Pinta-alalle on useita kaavoja, esimerkiksi Ala = l|ﬁ x 7| ja Ala = ]_,|E || sin «v, missé ev on vektorien @ i(l, v

vilinen kulma. Voit kiiyttdd jompaa kumpaa néiistd kaavoista. Ratkaisu: Ala =
28. Eriillda suunnikkaalla on kiirkipisteet A = (1,0, —1), B = (2,4,3) ja C = (4,2,1). Laske suunnikkaan pinta-ala. L‘ J
Vihje. Voit laskea kolmion ABC pinta-alan ja kertoa sen kahdella. Ratkaisu: Ala = 10v/2
@Kumk& suuri on suunnikkaan ABCD pinta-ala, kun sen kolme kirked ovat pmtelssa A=(2,1), B=(0,0) jaC=(2,-3)7

- ~n
Ratkaisu: Ala =8 & \ ﬁSV‘Q’ﬂ“‘\) \(HDESSQ TunN L‘ P
(3] https;//octave-online.net

R\STT W ocTavellk —

octave:1> cross([-1,2,0],[-1,0,3])
ans =

- W SWA KT
N e w =l s ) | | cos(R)

Uy Uz U3
= | v1 U2 U3
wyp wWo Ws

ML VU MaKSi Mot Tuy, Kun
O = 90° => s ()=

u Yy A Mo
= =y Pon da Suok
Pt = 00 < -
© => CoY(R) =
> (oeweus L PoHIA
28. Eraalla suunnikkaalla on kirkipisteet A = (1,0,—1), B = (2,4.3) ja C = (4,2,1). Laske suunnikkaan pinta-ala. 23 \'_ S
Vihje. Voit laskea kolmion ABC' pinta-alan ja kertoa sen kahdella. Ratkaisu: Ala = 101/2

®\,
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Laskuja 3d-kappaleista mn = €-A N Q -A o

torstai 23. kuuta 2023 12.20 -
orstai 23. marraskuuta - C —- A

s

30. Laske tetraedrin tilavuus, kun sen kirjet ovat pisteissi A = (2,1,—-1), B = (1,0,2), C = (-1,-2,2) ja D = (—1,2,-1).
Vihje. Tilavuuden voi laskea kaavalla V = :té(ﬂ X T) - W, missa vektorit @, T ja W ovat tetraedrin kolmen sérméé.
Ratkaisu: (u x ¥) -w = —24, joten V = 4 (Koetehtavi?)

31. Laittamalla kolme edellisen tehtéiviin tetraedria (tai niiden peilikuvaa) vierekkiiin saadaan prisma. (Prismalla on tahkoina
kaksi kolmiota ja kolme suunnikasta.) Laske priman tilavuus. Ratkaisu: V =12

32. Laittamalla kaksi edellisen tehtidvin prismaa vierekkiin saadaan suuntaissirmio. (Suuntaissiarmiolld on tahkoina kuusi
suunnikasta.) Laske suuntaissirmion tilavuus. Ratkaisu: V =24

bt

33. Suuntaisséirmion sirmit ovat @ =i+ 2k, b=2i+j—kjac=i+j+

(a) Misritd suuntaissirmion tilavuus. Ratkaisu: W=axb=—-2i+5j+k V=

| , TR H AN "’

mEAe

-\A'kN
Jaikea YhvmvasT
Ted T'vAa
A= L‘( Agqu""KAS;
AY /A’SWN"’\KASz T Ksuuw Mk»s—;\
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\R LuK(/SUOKA’V PSS teeT
Y + + ‘wn >~
[} "(2 '3 7

'3
VEKTRT (1‘ | ‘3 ) € I3

2 —w = (Q+2<)-(+4)

< _ (A CImaA R TRSIHKS , -2 44
A SIvSEANTO Ak =4%= - ,
2= Re2)(144) = 434 + 24 27

= 3435 24 =0

Jakala SV {Z ) Nim, TTE Jg 7V
- 21
e VR Q*/T——g 2 - 3424
2z h A 31‘2\ g 2 LilTTpcovulla €Ty
%+2 ( > Kk i MJUDG Aa 77 ( (A
VAN bé'm\/

-2
3-24 +’%’C B S+ S+ 4 5 (
9%4«}/«/—125' Q4+ 3 I3 Ttz
Y

- ~ 0 38 +0.0F++/
AHnAT 0,28 001




Kehtaigitompleksiluvuista

keskiviikko 29. marraskuuta 2023 12.23

Kompleksiluvuilla voi laskea kuten reaaliluvuilla, mutta tiytyy ottaa huomioon i = —1.
35. Olkoon z =3 — 47 ja w = 1 + 2i. Laske KA NM A m A q _2{
(a) z+w P I R 1;& KVVA Ratkaisu:’é
(b) z—w Ratkaisu: 2-6i
(¢) zw (Koetehtivi) Ratkaisu: 11 + 2i

Kompleksilukujen jakolaskussa lavennetaan nimittdjin z = a + ib liittoluvulla eli konjugaatilla z* = a — ib seuraavasti

c+di  (c+di)(a—bi) (c+di)(a—b) (c+di)(a— bi).

a+bi (a+bi)a—bi)  a2—-b%2 a® + b?

Hydty on siind, ettd nimittédjistd saatiin pois imaginaariyksikot ¢ ja voidaan taas laskea kuten reaaliluvuilla. Nimittédjain

tuli AW
2

22t =a? 4+ =vVa2+ b2 =22 RA’ TK‘ ‘—’?

s = -0.2 +0.4<
zzl 23/ 26

eli luvun z modulin eli itseisarvon |z| nelio.

36. Olkoon z = 3 — 47 ja w = 1 + 2i. Laske = ylld kuvatulla menetelmélld. Piirrd kuva.

VAN HOISTY TFHTGUS T Soeivia MM,

22. Laske 26. Jos z; =3+ 2i,20 = 1 — 2i ja z3 = 1 + 24, niin esitd summamuodossa seuraavien laskujen tulokset
(a) it (a) 21 + 20
(b) i® (b) z1 — 22
(c) 7 (c) z122
(d) i (d) 21+ 22 — 322
(e) 97 (e) 2(z1 +322) — 529

)
(f) —i'o7 (f) 21 (22 + 23)
23. Sievenni (&)
(a) i— (2 + 5i)(—1 + 2i)
(b) (1 —2i)(1 +14)* —i(—2+ 3i)?
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37. Kompleksiluvulle z = z + iy saadaan napakoordinaattiesitys z = |z|(cos(f) + isin(f)) = |z|£0, missé |z| = /2% +y? ja

6 = arctan(y/x). Madritd napakoordinaattiesitys luvuille

(a) z=3—4i

(b) w=1+2i

(¢) zw=11+2i

(d) w/z=—-02+0.4i

Tarkista, ettd kulmat vastaavat piirroksissa esiintyneitd arvoja.

Kompleksiluvuille saadaan napakoordinaattiesitys

2 = |z|£0 = |z|(cos(f) + isin(f)) = |z|e™.

38. Muunna summamuotoon z = 6e'27 . (Koeteht#vii)

39. Muunna eksponenttimuotoon z = 2 + 2i.

39.

40.
41.
42.

Muunna eksponenttimuotoon z = 2 + 2i.

Toisen asteen yhtéaloita ratkaistiin kaavalla

—b+Vb? — 4ac

ar’ +br+c=0 & z=
2a

aiemmalla kurssilla. Saadaan kompleksiratkaisuja, kun kirjoitetaan esim.
V=16 = V=1V16 = 4i.

Ratkaise 22 — 4z + 13 = 0. (Koetehtivi)

Ratkaise 22 — 6z + 10 = 0.

Ratkaise 22 — z + % =0.

Kaipaatko lisida harjoitusta? Katso vanhat tehtéivit Moodlesta.
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Ratkaisu: z =52 —53,130°
Ratkaisu: w = /5263, 435°
Ratkaisu: 2w = 5v/5210, 305°
it oy = L o
Ratkaisuw: w/z = 5 £116,57°.

Ratkaisu: z1 =2+ 3i, 20 =2 —3i
Ratkaisu: zy =3+14, 29 =3 —1i

Ratkaisu: zy = § + i
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Kuinka suuri on suunnikkaan ABCD pinta-ala, kun sen kolme kiirkeéi ovat pisteissi A = (2,1), B = (0,0) ja
C = (2,-3). Voitko méarittad myos suunnikkaan neljannen kirjen D pisteen?

LIS Taa N
Tabn £ y
t; = 4’/:, -~ A -k = {2\'1 OS

Aa gy ECoE()

-4
TA SSA

U2V3 — U3V2
(w1, u2,uz) X (v1,v2,v3) = | uzv1 — U1V3

U1V — U2V

SUS A =|ixw ;1[0 0, -g)l’—* T

01 "TytL e
\J,V EEA MIINVID MERKK ISE VA
21 V=(uxv) w

up U2 u

’Ui ’Uj v§| \7; é’/;X”\—['>V‘V_J
wp w2 Wz

Pa aTeLlAa N

V= €10

———



torstai 30. marraskuuta 2023 13.18

A\
UoV3 — U3V A,

(w1, uz,uz) X (v1,v2,v3) = k’us’b‘l — ‘ul’vs) .

U1V — U

/(AAVAN AMH DMNE N o
h :‘\‘x'\
A _ ( = PeviAw
y YT e )
2 Rx2=3 (6=3<2=477"
A
A A kR
\ A\ +
ot s medr ) (w8 e wad v s
- 4/\3'{‘1
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Teoriaa: toisen asteen yhtdlo, napakoordinaatit
tiistai 5. joulukuuta 2023 12.20

RTAUS T
KerTAUS T& ol,

ALLS 7
6. Laske kompleksilukujen tulo N 0 W N . 2
(3 + 4)(1 + 5i) Mulgr(:‘m*\ <~

Ratkaisu: —17+ 1%

[ASHE Taan

7. Kirjoita kc:mp][k ilukn z = 5% summamuodossa z = x + iy, (Luvuille o ja y riittii likiarvo.)
Ratkaisu: =z = 2.50 + 4.33i — ,
N— = s'(cog(’r/;) + 4 S'N(%) -
8. Etsi toisen asteen yhtilin

ot —2r+2=1.
\
kompleksiset ratkaisut. Ratkaisu: z=1+i tai x=1—1i
Yhtiilé on ar® + br + ¢ =0, missii a = 1, b= =2 ja ¢ = 2. Ratkaisukaavalla saadaan
—bE VB —dae _2£V-d 2 VAVET 242 Vi
= = = =——= i
2a 2 2 2 [y "

U\IS‘ ASIA ¢ ;__(_4 = J=1-4 :pﬁ/\/:H.;

TARKISTUS x = |+ 4 - X

Xe-2x+2 = (|+4\1—1[\+4) +2

oI e

NARAKIOR SN AA T T

S~

cos UnS T#i A A 2
W/Q) = :—/

Vig REINFA S

arelon (
AL (BRI = ahcton (2

O = ahetin(E) = 32

T

. =3+¢2x
M"‘-‘H% 3 * N (AS Kinv

N

\\4

Y Al koLl Ky (VAT d 2

2 13 690
F’%B ’v_;—;()/gg +0.0F%;
0°

2| 3969 Jeam PLERS) LU kudEV

~N _ .
= | e - TULo LLE
—
ﬁ_‘l’ﬂ; « TUWN VAIHEKU( A

- 7 A€

~33 ,é%o
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SommAa — EKS,OO/V(;'U ‘r—l? Ja7y
219070 4 33° L yse
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= (360 « LU1) gt > prueT

tN

a =Aa

| ——

"
‘(322+45°)  rape

- 0
= 5,0 99 " +E

$095 (cosGe’) *<5u(339))
5099 (0,2 + 0,97 o)

( + 5. 4 — SAanwu
/A ¢ W $ kviN
AleEm miry

7. Kirjoita kompleksiluku z = 5¢e

/3 summamuodossa z = = + iy. (Luvuille  ja y riittdé likiarvo.)
Ratkaisu: 2z ~ 2.50 + 4.33:

RaTAISO.  Ka¥YTe TAANV culerlT kA laA
¢ T
“ 4
e % Z cog(T) + i Sw(F)
l__.,,—\_/ L_’.\/
= 0,5 = 0,766
ﬂ
(AS kv
- T
AL 3 )
%: S@, :S(Olgf 0/?6613
s
(A S KV

2,5+ U85

——
E— =




Tehtavia

tiistai 5. joulukuuta 2023 12.20

39. Muunna eksponenttimuotoon z = 2 + 2i.

( |
Toisen asteen yhtéloitéd ratkaistiin kaavalla P

ar’ +br+c=0 & z=

< VAIHEKAma

|2\ =

Vi H\—.IK.VW

Ig{u Kuv A

PR
—b+ Vb? — 4ac 2 *

'0(5
2a \r-\e

aiemmalla kurssilla. Saadaan kompleksiratkaisuja, kun kirjoitetaan esim.

40. Ratkaise 22 — 4z + 13 = 0. (Koetehtiivi)

41. Ratkaise 22 — 6z + 10 = 0.

42. Ratkaise 22 —z + § = 0.

37. Kompleksiluvulle z = z + iy saadaan napakoordinaattiesitys z =

V=16 = V=1V16 = 4i.

Ratkaisu: 21 =24+ 3i, 20 =2 —3i
Ratkaisu: z1 =3+i, 29 =3—1

Ratkaisu: z; = § + i

VETE ja

|z|(cos(8) + isin(0)) = |z|£60, missi |z| =

0 = arctan(y/x). Mééritd napakoordinaattiesitys luvuille

(a) 2=3—4i

(b) w=1+2i

(¢) zw=11+2i

(d) w/z=-02+0.4i

Ratkaisu: z =5/ —53,130°
Ratkaisu: w = /5463, 435°
Ratkaisu: zw = 5v/5210, 305°

atkaicire 1z = 1 s Ero
Ratkaisu: w \/3411().07.

Tarkista, ettd kulmat vastaavat piirroksissa esiintyneité arvoja.

Kompleksiluvuille saadaan napakoordinaattiesitys

z = |2]£0 = |z|(cos(8) + isin()) = |z|e™.

38. Muunna summamuotoon z = 6¢'27 . (Koetehtvi)

LiSan  HaRdo1tTusTa 2

31. Esitd kulmamuodossa

VANV HAT TeH@ VA 7
<1-33

34. Muunna luvut eksponenttimuotoon

KaTS0
ES( M,

(a] z1=3-5i (8.)2= 41

(b) zo=-24+4 (b) z=—4i

(c) 23 =2—3i (¢c) 2=3+3V3i

(d) za=—-14+2 d) 2=7

(€) 25 =4+ 2i () &=—1—i

(f) z6 = =3+ 5i (£) z=2%

, - N _— (8) z=—-V6+iv2

32. Laske edellisen tehtiviin kompleksiluvuilla kulmamuotoa kiyttien

(a) z324 .

(b) = 35. Esitd luvut summamuodossa

4
[;} 226 9z (a) z = 2%t
D= (b) z=e™
2

(e) (25)" z6 (c) 2 =3¢

33. Muunna summamuotoon (d) z=2e¥
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(e) (25) 2
33. Muunna summamuotoon
(a) 3/20°
(b) 7/ —35°
(¢) 2/10° +2/—10°
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z = 2e7!

Smw .
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Kompleksiluvut 1

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

AR LN famtLEKs €T

. . NSTEER R A TUAISUT

. ASKY To | M\ TukKSeT
. Ko MP LeKs T LYW

ESITYS  KuvanNA JA EKSPONE’VT7IMU0DOSSA

b ocoveo wsla (s min)
e LS ke TAa

F<im, RATKAISE [XT=2x +2=0

FATK Kaava )
-b i'ﬂ1 -Yac

a x’+bx+c=0 =>x-=

VAT (fa= ] )+ [P 2
b - — = X =
2 >
= 2
2+ (- 2+ 24
= - 2)‘L4
2 2

{-¢= inr_?r —
- ICY: = |

[4
~ = 4°

YHT Lo'Lle Yl=-2x +7 =
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THTA Lo LLE 3(7-—2(4-2 = ¢ '
SAATIHIN RATKAISU T X = |[+4 A X=l-4

TARKISTUS % = |+

.—?/,/

ol 2 = (N - 2le) 2

- i X8 Ao w2
@*L’)Z:&z-l-Zn‘o{-Qz \‘\+Z‘~+:&XA 1

=0

Kwa  kamPleksi covvl ST

N\
v T
T2
RNV o
AR
- T
~3 T ,
_q;--/ =3-{- )
= 5(0,6-0,¢<
E Sty ——— .
ORIGOSTA= =S(Cos(—ss°\ + {.S"V/‘SS ))
- (20
E—v(q\ :5.6‘(53)
,S_? 5 (Voidaw / Y
Sg ) RAAVALLA

4'0 Py S Ay (-
Ko RSSILLA) e = (o589 t4 S
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Kompleksiluvut 2

torstai 7. joulukuuta 2023 13.50

6. Laske kompleksilukujen tulo
(3+44)(1 4+ 5i)

Ratkaisu: —17 + 19¢

im/3

7. Kirjoita kompleksiluku z = 5e summamuodossa 2z = x + iy. (Luvuille z ja y riittda likiarvo.)

Ratkaisu: 2z =~ 2.50 +4.33:

8. Etsi toisen asteen yhtalon
22 —-22+2=0.

kompleksiset ratkaisut. Ratkaisw: z =14+ tai 2 =1—1
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Kompleksiluvut 3
torstai 7. joulukuuta 2023 13.56
Toisen asteen yhtilo

Toisen asteen yhtiloiti ratkaistiin kaavalla

—b+ Vb? — 4ac

ar’ +br+e=0 & =

2a
aiemmalla kurssilla. Saadaan kompleksiratkaisuja, kun kirjoitetaan esim.
V=16 = V=1V16 = 4i.

35. Ratkaise 2% — 4z + 13 = 0. (Koetehtivi?) Ratkaisu: 7 =2+ 3i, 2o =2 — 3i
36. Ratkaise 2% — 6z + 10 = 0. Ratkaisu: 2y =3+i, 22 =3—1
37. Ratkaise 2°> —z + § = 0. Ratkaisu: = + i

Kompleksilukujen laskutoimitukset

Kompleksiluvuilla voi laskea kuten reaaliluvuilla, mutta tiytyy ottaa huomioon i? = —1. .
38. Olkoon z = 3 — 4i ja w = 1 + 2i. Laske u -2 1

(a) z4+w \L 2 + = Ll Ratkaisu: 320

(b) z2—w Ratkaisu: 2-6i

(¢) zw (Koetehtavia?) Ratkaisu: 11+ 2i

Kompleksilukujen jakolaskussa lavennetaan nimittdjin z = a + @b liittoluvulla eli konjugaatilla 2* = a — ib seuraavasti

c+di _ (c+di)(a—bi) (c+di)(a—bi) (c+di)(a— bi)

a+bi  (a+bi)(a— bi) a? — b2 a? + b?

Hyo6ty on siind, ettd nimittijiasti saatiin pois imaginaariyksikot ¢ ja voidaan taas laskea kuten reaaliluvuilla. Nimittéijian

tuli
2
22 =a? + ¥ =vVa2+ b =z

eli luvun 2 modulin eli itseisarvon |z| nelio.

39. Olkoon z =3 — 4i ja w = 1 + 2i. Laske 1; ylla kuvatulla menetelmélld. Piirrd kuva.

New Section 1 Page 60



40.

41.
42.

Kompleksiluvun esitystavat

Y

2

6 —53 |z = /32 +(-4)2=5

0 = arctan(y/z) ~ —53°

z=3—4i="5(0,6—0,8i)
= 5(cos(—53°) + isin(—53°))

— 5ei(—53°)

Piirrd kompleksiluvut ja méériti niille napakoordinaattiesitykset

(a) 2=3—-4i Ratkaisu: z =54 — 53,130°
(b) w=1+2i Ratkaisu: w = /5263, 435°
(c) zw=11+2i Ratkaisu: zw = 55210, 305°
(d) w/z=-02+0.4: Ratkaisu: w/z = 71-;)4116. 57°.

Kaava 6 = arctan(y/r) antaa vastauksen suoraan vain, jos —90° < # < 90°. Siispa tarkista, ettd kulmat vastaavat
piirroksissa esiintyneitd arvoja.

Kompleksiluvuille saadaan napakoordinaattiesitys

z = |2|£0 = |z|(cos(0) + isin(h)) = |z|e™®.

' ° . as
Muunna summamuotoon z = 6¢>” . (Koetehtiivii?)

Muunna eksponenttimuotoon z = 2 + 2i.

Kaipaatko lisda harjoitusta? Katso vanhat tehtédvit Moodlesta.
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