48 Mitta ja integraali

3.13 Lebesguen integraali, f > 0

Lause 3.14. Olkoon f: R" — R mitallinen ja f > 0. Talléin 3 nouseva jono 1-kertaisia funktioita
fieY, i<fo< ) se f(x) =limj . fj(z) Vo € R™

Tod. Madéritellaan f;: R" — R seuraavasti: Jaetaan [0,j) erillisiin puoliavoimiin véleihin
Ii,..., I, joiden pituus on 1/27, t.s.

L=[(i—-1)27,4277), i=1,...,k=j2.
Maaritellaan

filz) = {(1 —1)279, kunz e f7L,  (eli (i —1)277 < f(z) <i277)
’ Js kun x € f~1j, +o0] (eli f(z) > j).

f mitallinen = f~!(I;) mitallinen ja
f7Yj, +o0o] mitallinen. L feY j=12,...
fj = 0, saa vain aarellisen monta arvoa

Konstruktio = f; < fj11 (katso kuva).

Viite: fj(z) — f(x) Vo € R™.
(a): f(z) <400 = Fjo > f(z). Kun j > jp, niin
(i —1)277 < f(z) <3277 jollakin i € {1,..., 52’}
= file)= (127 < fx) <2 = fi(x) + 277 = f(z) —277 < fi(x) < f(z)
= lim fi(2) = f(a).
(b): f(z) =400 = fi(z) =7V = fj(x) = +oo= f(x). O

Maéaritelmé 3.15. Olkoon f: R” — R mitallinen ja f > 0. Silloin fm (Lebesquen) integraali yli
R™:n on

/fzsup{f(cp): peY, o< f}.

Jos £ C R™ on mitallinen, niin f:n integraali yli E:n on

(3.16) /E r= [ e



