Mitta- ja integroimisteoria: osa a
Harjoitus 1/2019 (Ratkaisut)

1. Olkoot A, B C R epityhjid. Osoita, ettd inf A > inf B jos A C B.

Ratkaisu: Voidaan olettaa, ettd inf B > —o0, ts. B on alhaalta rajoitettu. Tall6in myos A
on alhaalta rajoitettu. Jos a € A, niin a > inf B, silld inf B on eréds B:n alarajaja A C B.
Siis inf B on erds A:n alaraja. Mutta inf A on A:n suurin alaraja, joten inf A > inf B.

2. Olkoot A, B C R epityhjid. Osoita, ettd

inf(A+ B) < inf A + inf B.

Ratkaisu: Viite on triviaali, jos A+ B ei ole alhaalta rajoitettu. Ndin on, jos joko A ei ole
alhaalta rajoitettu tai B ei ole alhaalta rajoitettu. Voidaan siis olettaa, ettd inf A > —oo ja
ettd inf B > —oo.

Olkoon € > 0. T4lloin on olemassa a € A siten, ettd a < inf A + % jaonolemassab € B
siten, ettd b < inf B + 5. Nyt

a+b<inf A+inf B + ¢,

joten inf A + inf B + ¢ ei ole A + B:n alaraja. Ndin ollen inf(A 4+ B) < inf A + inf B.

3. Olkoon A mielivaltainen indeksijoukko. Osoita, etti:
Jos U, on avoin kaikilla o € A, niin UaE 4 Uy on avoin.

Ratkaisu: Olkoon U, avoin kaikilla o € A ja olkoon = € Uae 4 Uq. Tilloin z € U,,
jollekin « € A. Koska U,,, on avoin, on olemassa > 0 siten, ettd

B(z,r) C U, C U Uy.
acA

Siis |, 4 Ua on avoin.

4. Olkoon A mielivaltainen indeksijoukko. Osoita, etti:
Jos V,, on suljettu kaikilla o € A, niin (1), 4 Vi, on suljettu.

Ratkaisu: Olkoon V, suljettu kaikilla o € A. Siis X \ V,, on avoin kaikilla o € A.
Tehtivin 3 perusteella | . ,(X \ V,) on avoin. Toisaalta de Morganin lain perusteella

U\ V) =X\ () Ve

acA acA

joten X \ (1,4 Vo on avoin. Niin ollen (), . 4 Vi, on suljettu.



5. Todista seuraava reaalilukujonoja koskeva aputulos raja-arvon méiéritelmien ja tdaydelli-
syysaksioman avulla:

(1) Jos (x,)nen on kasvava ja ylh#dltd rajoitettu, niin

lim z, =sup{z, |n e N} ecR.
n—oo

(2) Jos (x,)nen On kasvava ja ei ole ylhailtd rajoitettu, niin

lim z, =sup{z, | n € N} = +o0.
n—o0

Ratkaisu: (1) Tdydellisyysaksioman nojalla luku @ := sup{z, | n € N} € R on
olemassa. Olkoon € > (. Supremumin médritelmén (ks. Lemma 1.2.2) on olemassa n. €
N siten, ettd x,,, > a — <. Kasvavuuden ja supremumin méiritelmin perusteella kaikilla
n > n. patee

a> Ty > Ty >a—E.

Siis |z, — a| < € kaikilla n > n., joten médritelméan mukaan lim,,_,, x,, = a.

(2) Jos (z,,)nen ei ole ylhéilté rajoitettu, niin sup{ z,, | n € N } = 400 (sopimus). On
siis osoitettava, ettd lim,, ,., ©, = +oc. Tité varten, olkoon M > 0. Koska (x,,),en €i
ole ylhiiltd rajoitettu, on olemassa ny; € N, jolle z,,, > M. Kasvavuuden perusteella
kaikilla n > nj; pitee

Ty > Ty, > M.

Miiritelmén mukaan lim,, .., x,, = +o00.



