Mitta- ja integroimisteoria: osa a
Harjoitus 2/2019 (Ratkaisut)

1. Osoita: Jos I C R" on n-vili, niin

my, (1) < (1),

n

Ratkaisu: Olkoon ¢ > 0. Tilloin on olemassa avoin n-vili J, joka sisdltdd vilin [, ja
jolle £(J) < £(I) + €. Nyt F = {J} muodostaa I:n Lebesguen peitteen, jolle

my (1) < S(F) J) < lI)+e.

=4
Koska £ > 0 on mielivaltainen, niin m};, (1) < ¢(I)

2. Olkoon ¢ > 0 ja A C R"™. Osoita, ettd on olemassa avoin joukko B C R" siten, ettid
A C Bjami(B) <m:i(A)+e.

Ratkaisu: Jos m (A) = +o0, voidaan valita B = R". Voidaan siis olettaa, ettd m; (A) <
+00. Olkoon ¢ > 0. Télldin on olemassa jono avoimia n-vilejd (1;) siten, ettd

ACUenI; ja Y UI) <mi(A)+e.
ieEN
(Ts. F :={I; : i € N} on joukon A Lebesguen peite.) Valitaan B = U;en/;. Tdlloin B
on avoin avointen joukkojen yhdisteend. Koska F := {[; : i« € N } on myds joukon B
Lebesguen peite, on

my(B) <Y U(I;) < mi(A) +e.

1€EN

3. Osoita, ettd ulkomitta on siirtoinvariantti, ts. kaikilla A C R" jax € R" piitee
my(z+ A) =m;(A),
missiz+A={z+a:a€ A}

Ratkaisu: Olkoon F := (I;);en mielivaltainen joukon x + A Lebesguen peite. Siis /;:t
ovat avoimia n-vileji siten, ettd x + A C Ujen ;. Télloin A C Ugen(—z + I;), silld jos
alkiota a € A vastaa y; € [; siten, ettd x + a = y;, niina = —x +y; € —x + [;. Néin
ollen avoimet n-vilit —x + [; muodostavat joukon A Lebesguen peitteen, joten

mi(A) <Y U—w+ L) = > ().
iEN iEN
Infimumin mééritelmén perusteella

my(A) <m;(x+ A).

n

Koska tdmai pitee kaikille A, x, voidaan edellisessd A korvata x 4+ A:lla ja z alkiolla —x,
jolloin saadaan

my(x+A) <m,(—z+x+A) =m,(A).

<
Niin saadaan yhtdsuuruus m (z + A) = m} (A).



4. Osoita, ettd jokaiselle numeroituvalle joukolle A C R" pitee m (A) = 0.
Ratkaisu: Olkoon A = {@a; : i € N} numeroituva ja merkitdén a; = (ay, ..., ap;).
Olkoon € > 0 ja
e\1/n e\1/n e\1/n e\1/n
o (5) e+ () b Xl — () + 1 (2)
Télloin £(1;) = 5 ja (I;)ien on joukon A Lebesguen peite. Edelleen

o0 o0

dun<d —=e,

=1 =1

l\Dlm

joten ulkomitan miéritelmidn mukaan m;(A) < e. Koska ¢ > 0 on mielivaltainen,
m(A) = 0.

n

5. Osoita, ettd R on ylinumeroituva.

Ratkaisu: Antiteesi: Oletetaan, ettd R on numeroituva. Tehtdvin 4 nojalla mj(R) = 0.
Toisaalta Lauseen 2.3.4 mukaan mj ([0, 1]) = 1 ja monotonisuuden (Lause 2.3.2) nojalla

mi(R) = mi((0,1]) = 1.

Ristiriita, joten viite seuraa.

6. Olkoon m(A) = 0 joukolle A C R™. Osoita, ettd kaikille B C R" pitee

m, (AU B) =m)(B).

Ratkaisu: Monotonisuuden perusteella pétee
m;(B) <m)(AUB).
Toisaalta subadditiivisuuden (ja oletuksen) perusteella

(AU B) < mi(A) 4+ mi(B) = mi(B).

n



