Mitta- ja integroimisteoria: osa a
Harjoitus 3/2019 (Ratkaisut)

1. Olkoon A C R™ mitallinen. Osoita, ettd © + A on mitallinen kaikilla x € R"™.

Ratkaisu: Koska A C R”™ on mitallinen, niin kaikilla B C R" pitee (testijoukkona
—x+ B)
m*(—z+ B) =m*((—z+ B)NA) + m*((—z + B) \ A).

Toisaalta m* on siirtoinvariantti (Harjoitus 2), joten
m*(—x + B) = m*(B),

m*((—z + B)NA) =m*(z+ ((—x + B) N A))
ja

m*((—x+ B)\A) =m"(z+ ((—x+ B) \ A)).
Yhdistamilld yhtdlot saadaan

m*(B) =m*(z + ((—z+ B)NA)) + m*(z + ((—x + B) \ A)).

Helposti nihddin, ettd

r+ ((—z+B)NA)=Bn(x+A)jaz+ ((—x+ B)\ A) = B\ (z + A).

Niin ollen
m*(B) =m*(BN(x+ A))+m*(B\ (z+ A)),

ts. z + A on mitallinen.

2. Olkoon A C R™ mitallinen ja B C R" ei-mitallinen siten, etti A N B = (). Osoita, ettd
A U B ei ole mitallinen.

Ratkaisu: Olkoon vastoin viitettd A U B mitallinen. Koska A N B = (), niin
B=(AUB)\A=(AUB)N A°

on mitallinen (lemmat 2.4.3 ja 2.4.4). Ristiriita, joten viite pétee.

3. Olkoot A C R" ja B C R™ mitallisia. Osoita, ettd
m(AUB) +m(AN B) =m(A) + m(B).
Ratkaisu: Joukko A U B voidaan esittié erillisten joukkojen yhdisteend muodossa
AUB=(ANB)U((A\ B)U(B\ A),
joten additiivisuuden nojalla

m(AUB) =m(ANB) +m(A\ B) +m(B\ A).



Toisaalta additiivisuuden perusteella
m(A) =m(ANB)+m(A\ B)jam(B) =m(ANB)+m(B\ A),
joten yhdistamailld yhtdlot saadaan

m(A)+m(B) = m(ANB)+m(A\ B)+m(ANB)+m(B\ A) = m(ANB)+m(AUB).

. Todista Lemma 2.4.6: Olkoot £; mitallisia kaikilla : € N ja olkoon £ = U2, E;. Télloin
on olemassa erilliset ja mitalliset joukot F; C Fj siten, ettd

E:GE
=1

(Vihje! Valitse Fy = Ey, Fy = Ey \ By, ..., F, = E; \ U._, Ex.)

Ratkaisu: Lemmojen 2.4.3 ja 2.4.4 perusteella on selvéd, ettd joukot F; ovat mitallisia.
Toisaalta F; C L, joten U;2, I; C E. Kéidnteisen inkluusion £/ C U;2, F; toteamiseksi
osoitetaan induktiolla, ettd

kaikilla k£ € N:
(1) Viite on selvi tapauksessa k = 1.

(2) Oletetaan, ettd UY_, F; = UY_| F; kun k € N. Osoitetaan, etti

k+1 k+1

Jr-Ur
=1 =1

Oikeanpuolen yhdiste sisdltyy vasemmanpuolen yhdisteeseen koska F; C ;. Kééntei-
sen inkluusion todistamiseksi olkoon z € U/T!'E;. Jos € U E;, niin x € UF_ | F;
(induktio-oletus). Jos taas = ¢ UleEi, niin maaritelmén mukaan x € Fj 4.

Lopuksi osoitetaan, ettd joukot F; ovat pistevieraita.

AT: On olemassa j < i siten, ettd F; N F; # (). Siis on olemassa x € F; N F;. Talléin
x € F;, muttatoisaaltaz € F; = F;\|J._| E}. Timi on ristiriita, silli j € {1,...,i—1}.

. Todista Lindelfin lause: Olkoon (U, ).c4 mielivaltainen kokoelma avoimia joukkoja.
Téll6in on olemassa numeroituva indeksijoukko { o; : i € N } C A, jolle

U Ue=U0..
acA ieEN

(Vihje! Avointen n-vilien perhe { I(z,7) : x € Q", r > 0,7 € Q} on numeroituva.
Téssa
I(z,r) =]y —r,xy +7r[x - X]z, =12, + 7]
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on z-keskinen n-vili, jolle kaikkien sivujen pituus on 2r.)

Ratkaisu: Merkitiian
IT={Il(z,r):2€Q", r>0,reQ}.

Tilloin Z on numeroituva, silli se voidaan kuvata bijektiivisesti Q"':n osajoukolle ja
Q"' on numeroituva numeroituvien joukkojen #irellisenii karteesisena tulona (olennai-
sesti sama asia kuin N x IN:n numeroituvuus).

Olkoon U = U,ecaU, ja olkoon z € U. Télloin on olemassa «, siten, ettd = € U,,.
Koska U, on avoin, on olemassa avoin pallo B(x, r,), jolle pitee © € B(x,r,) C U,,.
Koska Q™ on tihed avaruudessa R", 16ydetdédn I, € 7 siten, ettd z € I, C B(x,r,).
Olkoon
I'={I,:z€U}
Koska Z' C Z, niin Z’ on numeroituva. Merkitddn 7' = { I; : ¢ € N }. Valitaan jokaista
joukkoa I; € Z' kohti jokin U,, siten, ettd I; C U,,. Télléin kokoelma (U,,);cn On
numeroituva ja
vclLclJv. cu
ieN ieN

Viite seuraa.

. Osoita, ettd kaikilla A C R"™ on olemassa mitallinen joukko B C R", jolle A C B ja
m*(A) = m(B). (Vihje! Harjoitus 2;tehtdvi 2.)
Ratkaisu: Harjoituksen 2; tehtdvi 2 nojalla kaikilla « € N on olemassa avoin joukko G;
siten, ettd A C G; jam(G;) < m*(A)+ % Olkoon G = N;enG;. Télloin G on mitallinen
mitallisten joukkojen numeroituvana leikkauksena ja
. 1
m(G) <m(G;) <m*(A) + =
?
kaikilla ¢ € N. Télloin vilttaméttd m(G) < m*(A). Kéinteinen epidyhtilo m*(A) <
m(G) pitee silld A C G.



