Mitta- ja integroimisteoria: osa a
Harjoitus 6/2019 (Ratkaisut)

1. Olkoon f € Y jaolkoon E; C Fy C --- C R" kasvava jono mitallisia joukkoja. Osoita,
ettda

/ fdm = lim fdm.
UieN E; i

1—00 E;
(Vihje! Lemma 3.1.7 ja Lause 2.5.1.)

Ratkaisu: Kirjoitetaan U, F; pareittain pistevieraana yhdisteend muodossa
UienEi = Uien(E; \ Ei—1),
missi asetetaan Fjy = (). Tdlloin Lemman 3.1.7 nojalla
k
/uieNEi fdm = EZN/EZ-\Ei_l fdm = ’}ggO;/fE\E_l fdm

= lim / fdm = lim fdm.
k—o0 Ule(Ez\El—l) k—o0 Ek

2. Olkoon f : A — R mitallinen funktio siten, ettd 0 < f < M joukossa A C R" vakiolle
M > 0. Osoita, etti

/A Fdm < Mm(A).

Ratkaisu. Olkoon ¢ € Y siten, ettd ¢ < fyx 4. Télloin ¢ < M x4 ja integraalin monoto-
nisuuden nojalla (Lemma 3.1.9 (1))

/gbdm < /MXA dm = Mm(A).
Tissd yksinkertaisen funktion My 4 integraali saadaan esityksestid
Mxa=Mxa+0-xrm\4-

Ottamalla supremum yli funktioiden ¢ saadaan

/Afdm < Mm(A).

3. Olkoon f : A — [0, +o00] mitallinen funktio siten, etti m({z € A : f(z) > 0}) > 0.
Osoita, ettd [ 1/ > 0. (Vihje! Osoita mitan konvergenssia kiyttden, etti m({x € A :
f(x) > 1}) > 0jollekini € N.)

Ratkaisu. Olkoon £ = {z € A: f(z) > 0}jaE, ={x e A: f(z) > 1}, ie N
Koska I/ = U;enF; ja B; C E;yq kaikilla s € N, niin Lauseen 2.5.1 nojalla
0 <m(E) = lim m(E;).

1—00



Raja-arvon midritelmén nojalla on olemassa iy € N siten, ettd m(E;) > 0 kaikilla ¢ > 4.
(Jos m(FE) € R, niin esimerkiksi m(FE;) > @ kaikilla ¢ > 4. Jos taas m(E) = oo,
niin esimerkiksi m(F;) > 100 kaikilla i > i,.)

Olkoon ¢ € Y siten, ettd ¢ = - joukossa E;, ja ¢ = 0 komplementissa R" \ E;,. T4llgin
10
¢ < fxa, joten integraalin [, f dm miéritelmén nojalla

fdm > (bdm:M>O.
Jypanz fomn =0

Huomaa, etti tehtdvan viite voidaan ekvivalentisti ilmaista muodossa: Jos f A f =0, niin
f = 0 m.k. joukossa A.

4. Olkoon f : A — [0, +oc] mitallinen funktio siten, ettd [, f dm < oco. Osoita, ettd f < oo

m.k. joukossa A.

Ratkaisu: Tehdéin antiteesi m(E) > 0 joukolle £ = {z € A : f(z) = oo }. Olkoon
¢; € Y siten, ettd funktio ¢; = 7 joukossa E' ja 0 muualla. T#lloin ¢; < fxa ja

[ 6idm = im(E)

kaikilla 2 € IN. Ndin ollen joukko
{ [oamisevinosu]

ei ole ylhdilti rajoitettu, joten | 4 f dm = oo. Ristiriita.

5. Olkoon £ C R" jaolkoot f; : E — [0, +oo] mitallisia kaikilla ¢ € N. Osoita, etti

/jsg;fidm:g;éfidm.

(Vihje! Lauseet 3.2.4 ja 3.2.7.)

Ratkaisu: Osasummat Zle fi; muodostavat kasvavan jonon joukossa F. Niin ollen lausei-
den 3.2.4 ja 3.2.7 nojalla

[Sror vt e
~ i 3 [ an =3 [ gan

6. Olkoon E C R"jaolkoot f,g : E — [0, +occ] mitallisia. Osoita: Jos f = g m.k. joukossa

F, niin
/fdm:/gdm.
E E



Ratkaisu: Olkoon A = {z € E : f(x) # g(x)}. Oletuksen mukaan m(A) = 0.
Integraalin additiivisuuden nojalla voidaan kirjoittaa

/fdm:/fdm—i—/ fdm:()—l—/ gdm:/gdm+/ gdm:/gdm.
E A E\A E\A A E\A E

. Olkoot joukot £; C R™ mitallisia ja pareittain pistevieraita sekd olkoon f : U, E; —
[0, +00] mitallinen. Todista Lemman 3.1.7 avulla Lauseen 3.2.10 viitteen epéyhtilo

fdm < / fdm.

Ratkaisu: Olkoon £/ = U, F; ja olkoon ¢ € Y siten, ettd ¢ < fyp. Lemman 3.1.7

mukaan . .
odm = / opdm < / fdm,

silld ¢ kelpaa "testifunktioksi"integraalin [ B, f dm madritelmdin. Ottamalla supremum

yli funktioiden ¢ saadaan
fdm < / fdm.

. Olkoon A =|0,1[ ja
filz) = N
Osoita, ettd lim; o [, fidm = [, lim;_, fidm = 0.

Ratkaisu: Jos x € A, niin f;(z) — 0 kun ¢ — oo. Siis pisteittdinen rajafunktio on f = 0
joukossa A. Toisaalta kaikilla x € A jai € N pitee
1
()] < —
@)l <
joten viite seuraa dominoidun konvergenssin lauseesta kunhan osoitetaan, ettd funktio
g(x) = \/LE on integroituva joukossa A. Merkitdidn

9i =9gxp1a, €N

Jono (g;) on kasvava ja g(x) = lim;_,, g;(z) kaikillaz € A. Monotonisen konvergenssin
lauseen nojalla

/gdm = lim [ g;dm.
A

1—00 A

Ude 1
gidm = 0dm + gdm = — =2—-24/- =2,
A o1 ] L VI i

kun 7 — oo. Siis ngdm = 2 ja viite seuraa.

Toisaalta



