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Lukijalle

Lebesguen integrointiteoriaa voi pitdd modernin analyysin tutkimuksen kulmakivena. Teo-
riassa integroituvuuden kisite on laajempi kuin vanhemmassa Riemannin integraalin ta-
pauksessa. Tamén seurauksena voidaan mm. tdsmélleen karakterisoida niiden funktioi-
den luokka, joille analyysin peruslause on voimassa. Edelleen erilaiset konvergenssilauseet
voidaan esittda yleisessa kayttokelpoisessa muodossa.

Kurssin tarkoituksena on esittdd huolella Lebesguen integrointiteorian perusteet avaruu-
dessa R™. Varsinainen kurssi alkaa luvusta 2; lukuun 1 on koottu keskeiset taustatiedot,
jotka voidaan pitdd tunnettuna aiemmilta kursseilta. Témén vuoksi luvun 1 viitteitd on
perusteltu vain esimerkin omaisesti.

1 Kertausta: merkintoja, kisitteiti ja aputuloksia

1.1 Joukkokokoelmat
Olkoon X mielivaltainen joukko. T&ll6in
PX)={A:ACX}

on X:m potenssijoukko. Joukon X joukkoperhe (joukkokokoelma) F on miki tahansa
P(X):n osajoukko, ts. F C P(X). Perheen F yhdiste on

JA={zeX:zeAjollekin Ac F}
AeF

ja letkkaus on

(JA={z€X:2 € Akaikilla A€ F}.
AeF

Olkoon edelleen A indeksijoukko ja oletetaan, etté jokaista o € A vastaa yksikéisitteinen
X:m osajoukko V, C X. Télloin kokoelma

F={Vo:ac A}
on X:n indeksoity joukkoperhe. Indeksimerkintdd kdyttden yhdiste ja leikkaus ovat

UVa:{xeX:xGVajollekinozeA}

acA
ja
([ Va={z€X: :xeV,kaikillaa € A}.
acA
Jos indeksijoukko on tiedossa, se jatetdan usein pois. Siis esimerkiksi merkitdan U,V,.



Lemma 1.1.1. Olkoon {V, : &« € A} joukon X joukkoperhe. T#lloin ovat voimassa de
Morganin lait

X\JVa=X\Va)

ja
X\ (Ve =X\ V).

«

Edelleen, jos £ C X, niin yhdisteelle ja leikkaukselle ovat voimassa distributiivisuuslait
En(Jva) =UEnV,)

ja

EU((\Va) = [EUV.).

Esimerkki. Tarkastellaan malliksi ensimméistd de Morganin lakia

X\ JVa= (X \ Vo)

acA acA

Jos v € X \ Uyeq Vo, niin @ ¢ J,c 4 Voo Yhdisteen médritelmén mukaan kaikilla o € A
pétee x ¢ V,, joten kaikilla o € A pétee x € X \ V,,. Leikkauksen maaritelmén mukaan

x e naeA(X \ Va).
Kadnteinen implikaatio ndhdaén edellisestd padttelemilld toiseen suuntaan.

1.2 Supremum ja infimum

Maaritelmi 1.2.1. Olkoon A C R. Luku a € R on joukon A pienin yldraja, merkitdin
a = sup A, jos se toteuttaa ehdot (1) ja (2):

(1) @ on joukon A yliraja eli x < a kaikilla x € A;

(2) Jos b€ R jax <bkaikilla x € A, niin a < b.

Huomautus. Ehto (1) sanoo, ettd A on ylh#élta rajoitettu. Ehto (2) puolestaan sanoo,
ettd jokainen A:n yldraja on vihintdin a. Sovitaan siité, ettd sup A = +o00 jos A C R ei
ole ylh&alta rajoitettu.

Lemma 1.2.2. Olkoon A C R ja a € R. Télléin a = sup A, jos ja vain jos a toteuttaa
ehdot (1) ja (2):

(1) @ on joukon A yliraja;
(2) Kaikilla € > 0 on olemassa = € A, jolle a — ¢ < .

Maaritelma 1.2.3. Olkoon A C R. Luku a € R on joukon A suurin alaraja, merkitdin
a = inf A, jos se toteuttaa ehdot (1) ja (2):



(1) @ on joukon A alaraja eli a < x kaikilla = € A;
(2) Jos b€ Rjab <z kaikilla x € A, niin b < a.

Huomautus. Ehto (1) sanoo, ettd A on alhaalta rajoitettu. Ehto (2) puolestaan sanoo,
ettd jokainen A:n alaraja on korkeintaan a. Sovitaan siité, ettd inf A = —oo jos A C R ei
ole alhaalta rajoitettu.

Lemma 1.2.4. Olkoon A C R ja a € R. Télléin a = inf A, jos ja vain jos se toteuttaa
ehdot (1) ja (2):
(1) @ on joukon A alaraja;

(2) Kaikilla ¢ > 0 on olemassa x € A, jolle a + ¢ > z.

Huomautus 1.2.5. Méaaritelmistd seuraa helposti:

(1) Jos joukolla A C R on suurin alkio max A, niin sup A = max A.

(2) Jos joukolla A C R on pienin alkio min A, niin inf A = min A.
Reaalilukujen tiydellisyysaksioma Jokaisella ylhaélta rajoitetulla joukolla A C R on
sup A € R ja jokaisella alhaalta rajoitetulla joukolla A C R on inf A € R.
Téaydellisyysaksiomasta seuraa raja-arvon méaéritelmien avulla:

Lause 1.2.6. Olkoon reaalilukujono (z,),en kasvava.

(1) Jos (x,)nen on ylhddltéd rajoitettu, niin

lim z, =sup{z, |n e N} €R.
n—oo

(2) Jos (xp)nen €l ole ylhadltd rajoitettu, niin

lim z, =sup{z, | n € N} = 4o0.
n—o0

Luonnollisesti vastaava viite patee viheneville jonolle ja infimumille.
Esimerkki. Olkoot A, B C R epatyhjia. Talloin

(1) sup A <sup B jainf A > inf B jos A C B;
(2) sup(A+ B) <sup A +sup B ja inf(A+ B) > inf A + inf B.

Todistetaan malliksi kohdan (1) supremumia koskeva viite. Voidaan olettaa, ettd B on
ylhaalta rajoitettu. Talloin myos A on ylhaalta rajoitettu. Olkoon a € A. Koska a € B
(oletus) ja sup B on erds B:n yldraja, niin a < sup B. Supremumin mééritelmén ehdon
(2) mukaan sup A < sup B.

Todistetaan malliksi kohdan (2) infimumia koskeva viite. Voidaan olettaa, ettd inf A >
—o0 ja inf B > —o0, ts. joukot A ja B ovat alhaalta rajoitettuja. Téalloin myos joukko

A+B:={a+b:ac A be B}
on alhaalta rajoitettu. Jos a € A ja b € B, niin inf A < a ja inf B < b koska infimum
on aina ko. joukon alaraja. Siispd inf A + inf B < a + b kaikilla a € A, b € B. Néin

ollen inf A + inf B on eridis joukon A + B alaraja. Téstd seuraa epiyhtélo inf(A + B) >
inf A + inf B.



1.3 Numeroituvat joukot

Numeroituvuudella on tarked rooli mittateoriassal

Maiiritelma 1.3.1. Joukko A on numeroituva, jos A = () tai on olemassa injektio f :
A — N (ekvivalentisti: on olemassa surjektio g : N — A). Joukko A on ylinumeroituva,
jos se ei ole numeroituva.

Huomautus 1.3.2. Maaritelmésta voidaan helposti paatella:

(1) Joukko A on numeroituva jos ja vain jos A on &érellinen (mukaan luettuna ) tai
numeroituvasti ddretén (jolloin on olemassa bijektio f: A — N).

(2) Jos A on numeroituva ja B C A, niin B on numeroituva.

(3) Jos A # () on numeroituva, kirjoitetaan A = {z, : n € N } ja ymmaérretdén, etti eri
n:m arvoilla voidaan saada sama alkio. Erityisesti merkinnéssd A = {x, : n € N } joukko
A voi olla aéarellinen.

Lause 1.3.3. Jos joukot A, ovat numeroituvia kaikilla n € N, niin yhdiste U,enA,, on
numeroituva.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd A, # () kaikilla n. Talloin A, = { @@, : m € N}
Maéritelladn kuvaus f : N x N — U,enA,, yhtalolld

f(m,n) = T (m,m)-

Talldin f on surjektio. Mutta tunnetusti (ks. Johdantokurssi) N ja N x N ovat yhté
mahtavat, joten on olemassa surjektio (itseasiassa bijektio) g : N — N x N. Nyt kuvaus
fog: N — U,enA, on surjektio, joten viite seuraa. O

Seuraus 1.3.4. Rationaalilukujen joukko Q = {™ : m,n € Z, n # 0} on numeroituva.

Esimerkki. Osoitetaan: Jos A on numeroituva, niin A on &direllinen tai on olemassa
bijektio f : A — N.

Oletetaan, ettd A on numeroituva ja epityhja. Talloin on olemassa injektio f : A — N,
ts. f: A— f(A) on bijektio. Jos f(A) C N on rajoitettu, niin A on dérellinen. Jos f(A)
ei ole rajoitettu, voidaan f(A):n pienin alkio kuvata luvulle 1, toiseksi pienin alkio luvulle
2, jne. Niin tulee madritellyksi bijektio g : f(A) — N. Yhdistetty kuvaus g o f on tilldin
bijektio A — N.

1.4 Avoimet ja suljetut joukot avaruudessa R"

Olkoon n € N. Talloin euklidinen avaruus R™ médiritelladn n-kertaisena karteesisena

tulona
R"=Rx---xR.

Avaruuden R™ alkiota x = (z1,...,z,) kutsutaan pisteeksi tai vektoriksi. Avaruuden
euklidinen normi | - | mééritellddn yhtalolld

|ZL‘|:w/(L‘-$: x%+$%



ja euklidinen metriikka (etdisyys) d yhtalolla
d(z,y) = & —y|
kaikilla z,y € R"™.
Olkoon z € R™ ja r > 0. Joukko
B(z,r)={yeR": |z —y|<r}
on avoin (x-keskinen, r-sdteinen) pallo ja joukko
Bla,r)={yeR": |z —y|<r}
on suljettu (r-keskinen, r-sdteinen) pallo.

Maaritelmi 1.4.1. Joukko U C R" on avoin, jos jokaista x € U vastaa r > 0 siten, etté
B(z,r) C U. Joukko V on suljettu, jos R™ \ V on avoin.

Maaritelmasti seuraa valittomasti, ettd R” ja () ovat seki avoimia ettd suljettuja! Tunne-
tusti avoin pallo B(z,7) on avoin joukko ja suljettu pallo B(x,r) on suljettu joukko.

Lemma 1.4.2. Olkoon A mielivaltainen indeksijoukko.

1) Jos U, on avoin kaikilla o € A, niin (J,. 4 U, on avoin.

2) Jos joukot Uy, . ..Uy ovat avoimia, niin (),_, U; on avoin.

(1)
(2)
(3) Jos V,, on suljettu kaikilla o € A, niin (1), 4 Vo on suljettu.
(4) Jos joukot Vi, ...V} ovat suljettuja, niin Ule V; on suljettu.

Esimerkki. Todistetaan malliksi edellisen lemman kohta (2): Jos joukot Uy, ... Uy ovat
avoimia, niin ﬂle U; on avoin.

Voidaan olettaa, etti ﬂle U; on epiatyhja. Olkoon x € ﬂle U;. Koska U; on avoin, on
olemassa r; > 0 siten, ettd B(x,r;) C U;, i = 1,..., k. Valitaan r = min{r,... 7 }.
Téllsin B(z,r) C B(z,r;) C U kaikillai = 1,.. ., k, joten B(z,r) C (-, U;. Maritelmén
mukaan ()_, U; on avoin.

Lemman kohta (1) pditelldén vastaavasti yhdisteen mééritelmén avulla. Kohdat (3) ja
(4) seuraavat de Morganin laeista.

Lause 1.4.3 (Heine-Borelin lause). Olkoon V' C R" suljettu ja rajoitettu. Olkoon edelleen
F ={U, : a € A} kokoelma avoimia joukkoja (A jokin indeksijoukko) siten, etta

Vel

Té&lloin on olemassa aarellinen osakokoelma U,,, ... U,, € F siten, ettd

k
V C U

i=1



2 Lebesguen mitta euklidisessa avaruudessa

2.1 A#retontd koskevia sopimuksia

Mittateoriassa joudutaan usein tilanteeseen, jossa reaalilukujen yhteen- ja kertolasku on
laajennettava joukkoon R := RU{+o00}U{—o00}. Merkitdin lyhyesti +00 = 0o. Seuraavat
sopimukset ovat ddrettomid raja-arvoja koskevien laskulakien mukaiset:

e Kaikilla a # —oo pétee a + 00 = 00 + a = oc:
e Kaikilla a # +oo pitee a — 00 = —00 + a = —0o0;
o —(+00) = —00 ja —(—00) = o0;
® 0000 = (—00) - (—00) = 00;
o (—00)oo = oo(—00) = —o0;
e 00 -a=a-o0o= o0 kaikilla a > 0;
e 00 -a=a-00=—0o0 kaikilla a < 0;
e (—o0)a = a(—o0) = —oo kaikilla a > 0;
e (—o0)a = a(—o0) = oo kaikilla a < 0;
e Kaikilla a € R pitee = = - =10.
Lisdksi sovitaan laskusdannostéi
o (-Foo0=0.

Tihdn ei pdddytd ddrettomien raja-arvojen tulkinnasta!

Huomautus. Lausekkeet

. 0 +o00
o —o00, —00+4o00, =, —
0 +o00

ovat maarittelemattomia!

2.2 Johdanto

Jos I = [a,b] C R on rajoitettu véli, niin sen pituus ¢(I) on
UI)=">b-a.
Vastaavasti tasossa R? rajoitetun suorakulmion I = [a,b] x [c, d] pinta-ala ¢(I) on
UI)=(b—a)(d—rc)
ja avaruuden R? "laatikon"I = [a, b] x [c,d] x [e, f] tilavuus £(I) on
(1) = (b—a)d—)(f —e).

Seuraavassa laajennetaan pituuden (vast. pinta-alan, tilavuuden) késitteet mahdollisim-
man yleisille joukoille.



Maéaritelma 2.2.1. Olkoon n € N. Joukko I C R"™ on n-vdli jos se on muotoa
=1 x---x1I,,

missa kukin 7; on rajoitettu vili (avoin, suljettu tai puoliavoin) joukossa R. Jos vilin [;
pédtepisteet ovat a; < b;, niin n-vilin I geometrinen mitta ¢(I) mééritellddn lukuna

(1) = (by = a1) -+ (b — an) = [ [ (b — a2).

i=1

Luonnollisena tavoitteena on maaritelld n-ulotteinen "mitta"m,, kuvauksena m,, : P(R") —
[0, +00], joka toteuttaa ehdot:

(1) m,(FE) on maaritelty kaikille £ C R™;
(2) Jos I on n-vali, niin m,(I) = ¢(I);

(3) Jos (E;)ien on jono erillisid (ts. £; N E; = () aina kun i # j) R™m joukkoja, niin

my, (U, B;) = Z mn(E;) (Numeroituva additiivisuus);
i=1

(4) m,, on siirtoinvariantti, ts.
mn(E + ) = m,(F)
ainakun EC R"jax € R". (Téassa E+z:={zx+y:yc E})

Valitettavasti kaikkia vaatimuksia (1)—(4) ei voida samanaikaisesti toteuttaa. Lebesguen
integrointiteoriassa on paadytty luopumaan ehdosta (1), silld (kuten myShemmin n#h-
dddn) mitta tulee joka tapauksessa maaritellyksi riittdvin suurelle méérille joukkoja.

2.3 Lebesguen ulkomitta

Sanotaan, ettd n-vali I = I; x - - - X I,, on avoin, jos I; C R on avoin vili kaikilla 7. Edelleen
n-vali [ = I x --- x I, on suljettu, jos I; C R on suljettu kaikilla 7.

Olkoon A C R" ja olkoon
]::{]1,]2,...}

numeroituva joukko avoimia n-vileji. Téssa myos tapaus I; = () sallitaan ja erityisesti F
voi koostua ddrellisestd madrasta n-vileja. Jos lisdksi pétee

AC DD,
=1

sanotaan, ettd F on joukon A Lebesguen peite.



Maéritelma 2.3.1. Joukon A C R" n-ulotteinen (Lebesguen) ulkomitta m;(A) on luku

m, (A) = inf { ZE([i) : F={1,1, ...} on joukon A Lebesguen peite } :
i=1

Merkinta. Lyhyyden vuoksi Méaaritelmén 2.3.1 yhteydessd merkitddn myos
S(F) =) uL).
i=1

Huomautus. Tutkitaan Mairitelmia .31t
(1) Merkitdén J; = {x € R" : |zx| < i kaikilla k = 1,...,n}, missd ¢ = 1,2,.... Selviisti

patee
o0
R" = /i,
=1

joten kaikilla A C R™ on ainakin Lebesguen peite F = {J; : i € N }.
(2) Jos I; on avoin n-vili, niin 0 < ¢(I;) < oco. Niin ollen Médritelméin sarjan
S°2 U(I;) osasummat muodostavat kasvavan jonon. Lauseen nojalla Y o7, ¢(1;) on

i=1
olemassa reaalilukuna tai lukuna “+oo.

(3) Kohdista (1) ja (2) seuraa, ettd kaikilla A C R™ ulkomitta m}(A) on olemassa joko
ei-negatiivisena reaalilukuna tai lukuna +oo.

(4) Infimumin mééritelmésta seuraa: Kaikilla A C R" jae > 0 on olemassa A:n Lebesguen
peite F, jolle
S(F)<mp(A) +e.

(Téssé epéayhtild on aito jos m(A) < 400.) Sen sijaan vdlttdmdttd ei ole olemassa Le-
besguen peitettd F siten, etta

Esimerkki. (1) Olkoon A C R™ rajoitettu joukko. Maéritelméin mukaan on olemassa
R > 0 siten, ettd A C B(0, R). T4lloin A C I, missé

I =]—R,R[x---x]— R,R[C R".

Saadaan arvio
m(A) < L(I) = (2R)".

n

(2) Olkoon n = 2 ja olkoon A = {(z,0): a <z < b} C R? ts. A on suljettu jana tasossa.
Viite: m5(A) = 0.
Todistus. Olkoon € > 0 ja I. =]a — €,b+ ¢[x] — ¢,e[C R? avoin 2-vili. Nyt A C I, joten

0 <m3(A) <U(I.) =2e(b—a+2e).

Koska epsilon on mielivaltainen, on valttdmattd m3(A) = 0 (seuraa kuristusperiaatteesta
kun e — 07).
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(3) Olkoon n = 1. Tarkastellaan rationaalilukujen joukkoa Q C R.
Viite: mi(Q) = 0.
Todistus. Q on numeroituva, joten Q = {¢; : i € N } Olkoon € > 0 ja olkoon
5
I =lq; — BYESERL + 507 21+1 CR

kaikilla i € N. Talldin £(I;) = 5% = 5. Nyt Q C Ujen; (ts. vilit I; muodostavat Q:n
Lebesguen peitteen). Koska

o0

0<miQ) < ie(m - Z% :gizi —¢
=1 =1 =1

ja € > 0 on mielivaltainen, on mj(Q) = 0.

(4) Olkoon A C R™ numeroituva. Olennaisesti samalla tavoin kuin kohdassa (2) todetaan,
ettd m*(A) = 0.

Lause 2.3.2. Ulkomitalla on perusominaisuudet:
(1) my(0) = 0;
(2) Jos A C B C R", niin m},(A) <m}(B); (Monotonisuus)

(3) Jos (4;)ien on jono R™ osajoukkoja, niin

r(URA;) < Z m;(A;).  (Subadditiivisuus)

(1) Triviaali.

(2) Olkoon F mv. joukon B Lebesguen peite. Koska A C B, F on myos joukon A Lebes-
guen peite. Joukon A ulkomitan mééritelmén mukaan

m,,(A) < 5(F).

Siispd m? (A) on erids alaraja joukolle, joka esiintyy B:n ulkomitan méaaritelméssé. Infi-
mumin maaritelman mukaan

my,(A) < my(B).

(3) Merkitaan A = U;enA;. Olkoon € > 0. Kullakin ¢ valitaan joukon A; Lebesguen peite
Fi ={1u, Lo, ...} siten, etti

Zf Iiy) < mi(4) + 5.

Nyt F = UsenF; on erés yhdisteen A Lebesguen peite (Lause 1.3.3), joten

<X ilh) =33 0,) £ Y4

7,]) i=1 j5=1
DI ZOES SE Sy
i=1 i=1 =1

11



Yhtélossi >, o 0(1;) = D202, D252, £(15;) kéiytettiin hyviksi Lemmaa 2.3.3.

Esimerkki. Lauseesta 2.3.2 seuraa aiemman esimerkin avulla, ettd m5(A) = 0 joukolle
A = R x {0}. Aiemman esimerkin perusteella m5(A;) = 0 joukolle A; = [—i,4] x {0}.
Toisaalta A = U;enA;, joten subadditiivisuuden perusteella

0 <mj(A) <Y mi(A) =0.

Lemman todistamiseksi laajennetaan summan méairitelméa.

Yleinen summan méiiritelmi. Maéritelliin ei-negatiivisten lukujen (44reton sallitaan)
yleinen summaus seuraavasti: Jos A on mielivaltainen indeksijoukko ja b; € [0, +o0] kai-
killa 7 € A, asetetaan

Zbi = sup { Zbi : I C A aarellinen } )
icA il
Lemma 2.3.3. Olkoon a;; € [0, +00] jokaisella (¢,7) € N x N. Téll6in

2. w=) > w=) ) ay

(4,7)ENXN i€N jeN jEN ieN

Todistus. Tarkastellaan lemman vasemmanpuoleista vaitettd. Summausmaééritelman mu-
kaan

Z a;j = sup Z a;j : I C N x N on dérellinen

(1,j) ENXN (ig)el

Olkoon I C N x N &érellinen. Talloin I C I; X I, missé I, I, C N ovat darellisid. Koska
summaus on direllinen, voidaan kirjoittaa

doag< D ag=) Y a; <y Y ay <)Y a

(3,9)el (i,7)€l1 X I2 i€l jela i€l; jeN i€N jeN

Ottamalla supremum yli kaikkien &irellisten joukkojen I saadaan

Z a;; < ZZaij.

(i,j)eENXN iEN jEN
Kédnteinen epiyhtilo todistetaan vastaavaan tapaan. O

Lause 2.3.4. Jos I C R" on n-vili, niin

ts. n-vilin geometrinen mitta yhtyy ulkomittaan.

Todistus. Olkoon aluksi I suljettu n-vili. Epayhtdlo m}(I) < ¢(I) jatetadn harjoitus-
tehtaviksi. Vaitteen m; (1) > ¢(I) todistamiseksi olkoon F = (I;);en vélin I Lebesguen
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peite. Koska I on suljettu ja rajoitettu (eli kompakti), Heine-Borelin lauseen mukaan on

olemassa adrellinen osapeite, so. joillekin I;1, ..., I;;, € F pitee
k
rc|Jr;.
j=1
Lemman nojalla

k 00
UI) <D U(I;) <D L) = S(F).

j:
Ottamalla infimum yli kaikkien vélin I Lebesguen peitteiden F saadaan haluttu epayhtalo
1) <mi(I).

Oletetaan lopuksi, ettéd I ei ole suljettu. Olkoon £ > 0. Talloin on olemassa suljettu n-vili
J C I siten, ettd ¢(J) > ¢(I) — e. Ulkomitan monotonisuuden ja todistuksen alkuosan

nojalla
mr (1) >m)(J)=4(J) > L) —e.

Koska € > 0 on mielivaltainen, saadaan m? () > ¢(I). O

Lauseen todistus perustui seuraavaan intuitiivisesti ilmeiseen aputulokseen. Sivuu-
tamme aputuloksen todistuksen.

Lemma 2.3.5. Olkoot [ ja Iy, ..., I, n-vileja siten, ettd I C Ulelj. Télloin

GESIIN

Oletetaan lisdksi, ettéd leikkauksilla I; N I;, i # j, ei ole siséipisteitd, ts. [; N I; ei sisalld
yhtdéan avointa palloa, ja ettd I = Ub_, I;. Talloin

k
oIy =" uI)
j=1
Esimerkki. Olkoon I = [} x --- x I, rajoittamaton n-dimensionaalinen vili, ts. jo-

kin vileistd I; C R on rajoittamaton. T&lloin ulkomitan monotonisuudesta seuraa, ettd

m; () = 4oo. Esimerkiksi, jos n = 1 ja [ = [0, +o00], niin vilit I; = [0,4] ovat vilin [

osajoukkoja ja siten
mi(D) = mi(l) =i

kaikilla 7 € N. Talloin vilttdmattd mj(I) = +oo. Sama idea toimii yleisessd tapauksessa.

2.4 Mitalliset joukot

Oletetaan, ettd dimensio n on kiinnitetty ja merkitdén lyhyemmin m*(A) = m(A). Seu-
raavan madritelmian ominaisuutta kutsutaan Caratheodory’n ehdoksi.

13



Maéiritelma 2.4.1. Joukko £ C R™ on (Lebesgue) mitallinen, jos
m*(A) =m*(ANE)+m*"(A\ E)
kaikilla A C R™.

Huomautus. Olkoon E C R". Koska kaikilla A C R" pétee A= (ANE)U(A\ E), niin
ulkomitan subadditiivisuudesta seuraa

m*(A) =m*(ANE)U(A\ E)) <m* (AN E) + m*(A\ E).

Siis epiyhtdlo < Madritelméssa pitee vaikka F ei olisi mitallinen. Mitallisuuden
todistamiseksi riittaé siis osoittaa, etta

m*(A) >m" (ANE)+m"(A\ E)

kaikilla A C R"™. Edelleen voidaan olettaa, ettd m*(A) < +oo.

Merkinti. Jos joukko E on mitallinen, merkitaan m(E) := m*(E).

Lause 2.4.2 (Vitali (1905)). On olemassa ei-mitallisia joukkoja.

Jatkossa ndhdddn, ettd Lebesguen ulkomitta toteuttaa mitallisten joukkojen luokassa
kaikki luvussa esitetyt vaatimukset (2)—(4). Niin ollen Lebesguen ulkomitta on mi-
tallisten joukkojen luokassa "jarkeva'"mitta edellyttéen, ettd mitallisten joukkojen luokka
todetaan tarpeeksi kattavaksi. Seuraavaksi tutkitaankin sitd, mitké joukot ovat mitallisia.

Lemma 2.4.3. Jos joukolle E C R™ pétee m*(E) = 0, niin F on mitallinen.

Todistus. Oletetaan, ettd m*(E) = 0. Olkoon A C R™ mv. testijoukko. Koska ANE C E,
niin monotonisuuden nojalla m*(AN E) = 0. Toisaalta A\ E C A, joten monotonisuuden
nojalla

m*(A) >m* (A\E)=m"(A\ E)+ m" (AN E).
Niin ollen £ on mitallinen. O
Nimitys. Jos joukolle £ C R™ pitee m*(E) = 0, joukkoa E sanotaan nollamittaiseksi.

Tiedetddn, ettd numeroituvat joukot ovat nollamittaisia. Toisaalta:

Esimerkki.(a) Niin sanottu Cantorin 1/3-joukko on nollamittainen, mutta ylinumeroi-
tuva.

(b) Olkoon A C R? siten, ettd
m*(AN B(x,r)) < |z

kaikilla = € R? ja r > 0. Télléin m*(A) = 0.
Jatkossa kdytetdan lyhyyden vuoksi my6s merkintdd E¢ joukon E komplementille R™\ E.

Lemma 2.4.4. Jos £ C R" on mitallinen, niin £ = R" \ E on mitallinen.
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Todistus. Olkoon E mitallinen ja A C R". Koska A\ £ = AN E°, saadaan
m*(A) =m* (AN E)+m" (AN E) =m" (AN (E°)°) +m" (AN E°).

Testijoukko A on mielivaltainen, joten E° on mitallinen. O

Seuraavana tavoitteena on osoittaa, ettd mitallisten joukkojen numeroituvat leikkaukset
ja yhdisteet ovat mitallisia. Tahédn paidstdan vaiheittain aputulosten kautta.

Lemma 2.4.5. Olkoot E1,..., F;, C R"™ mitallisia. Tall6in joukot Uf’:lEi ja ﬂleEi ovat
mitallisia.

Lemma 2.4.6. Olkoot F,..., Ey C R" mitallisia ja erillisid (ts. pareittain pistevieraita
eli E; N E; = () aina kun ¢ # j). Télloin kaikilla A C R™ pétee

m* (AN (UL E))) Zm (ANE)).

Kirjallinen harjoitustehtédvi. Todista kirjallisuutta hyodyntien lemmat 2.4.4 ja 2.4.5,
ks. esimerkiksi Royden: Real Analysis (1988), s. 59-60.

Lemma 2.4.7. Olkoot E; mitallisia kaikilla 7 € N ja olkoon F = U2, F;. Tilloin on
olemassa erilliset ja mitalliset joukot F; C E; siten, etté

- Jn
=1

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 2.4.8. Olkoot E; mitallisia kaikilla ¢ € N. Téalloin joukot

GEi ja ﬁEZ-
=1 =1

ovat mitallisia. Lisdksi, jos joukot E; ovat erillisid, niin

m (U El) = Z m(E;). (Numeroituva additiivisuus)
i=1 i=1
Todistus. Lemman nojalla

S = [j E; = GFm
i=1 i=1

missé joukot F; ovat erillisid ja mitallisia. Olkoon

k
Sk:UFi, k € N.
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Talloin S, C S ja Lemman nojalla joukot Sy ovat mitallisia. Olkoon A C R™ mv.
Mitallisuuden mééritelmén, monotonisuuden ja Lemman [2.4.6] seurauksena saadaan

m*(A) = m* (AN Sp) +m*(A\ Sp) > m* (AN S,) +m*(A\ S)
=Y m(ANE)+m*(A\S)

kaikilla £ € N. Antamalla £ — oo saadaan subadditiivisuuden nojalla

A) > im*(A NE) +m*(A\S)

- 1

> m* (U2, (AN E)) +m*(A\ 5) W
=m"(ANS)+m*(A\S).

Koska A on mielivaltainen, on todistettu ettd S = U°, E; on mitallinen. Néin ollen (De

Morgan ja Lemma myos
E = (U E>
i=1 i=1

on mitallinen.

Jos joukot FE; ovat erillisid, voidaan edelld F; korvata joukolla E;. Valitsemalla A = S
epayhtalon ensimmaiselld rivilld saadaan subadditiivisuuden nojalla

im(Ei)Zm >Zm (SNE)+m*(S\9) = Zm

Vaite seuraa. O

T&han mennessa tiedimme mitallisista joukoista eksplisiittisesti vain sen, ettd nollamit-
taiset joukot ovat mitallisia. Seuraavana tavoitteena on osoittaa, ettd kaikki avoimet (ja
siten myos suljetut) joukot ovat mitallisia.

Lause 2.4.9. Jos [ on n-vili, niin / on mitallinen ja

Todistus. Riittda osoittaa (Lause ), ettd I on mitallinen. Todistetaan viite tapauk-
sessa n = 1; yleisen tapauksen idea sama (ks. esim. Lehto: Differentiaali- ja integraalilas-
kenta IIT).

Olkoon A C R testijoukko. On osoitettava, etti
m*(A) >m*(ANI)+m*"(A\I).

Voidaan olettaa, ettd m*(A) < +oo. Téll6in jokaista lukua € > 0 vastaa joukon A Lebes-
guen peite F = { Iy, I5,...} (avoimilla vileilld) siten, ettd

ieuj) <m*(A) +e.
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Merkitdén [} := I;\ I ja I} := I;N 1. Téllgin I} on joko tyhjé joukko tai vili ja I} on joko
tyhjd joukko, vili tai kahden pistevieraan vilin yhdiste. Merkitdén edelleen I} := I}, U T’,,

missd [7, on joko vili tai tyhja joukko ja I}, N I}, = 0. Lemman ja Lauseen
nojalla (kdyttden sopimusta £(()) = 0) voidaan kirjoittaa

(1) = C(I7) + U(Ty) + U(IGy) = m* (L) + m" (L) + m*([5).

Summaamalla yli indeksien j ja kiyttdmalld subadditiivisuutta ja monotonisuutta saa-
daan

mi(A)+e > L) =Y m I+ mt (L) + Y m (1)
j=1 j=1 j=1 j=1
2W<U5>+W<UQ¢QJ%>
JEN JEN JEN

>m*(ANT)+m"(A\I).
Koska ¢ > 0 on mv., niin m*(A4) > m*(ANI)+m*(A\ ), ts. I on mitallinen. O

Lemma 2.4.10 (Lindel6fin lause). Olkoon (U,)ae4 mielivaltainen kokoelma avoimia
joukkoja. Télléin on olemassa numeroituva indeksijoukko {a; € A :i € N} jolle

U Ue=U0..

acA 1€EN

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 2.4.11. Avaruuden R avoimet ja suljetut joukot ovat mitallisia.

Todistus. Olkoon U C R™ avoin. Jokaista x € U vastaa avoimen joukon miaritelmén
nojalla avoin pallo B(z,r,) siten, ettd B(z,r,) C U. Edelleen 16ydetdin avoin n-vili I(x),
jolle z € I(x) C B(x,r,). Tilléin kokoelma

F={Il(x):z€U}

on joukon U avoin peite ja Lindel6fin lauseen nojalla F sisdltdd numeroituvan osakokoel-
man

Fo=A{1(x1), I(x2),...},
jolle péatee
ve | JI@)cu
1€EN
Siis U = UjenI (z;) on mitallinen lauseiden ja nojalla.
Jos V' C R™ on suljettu, niin V¢ on avoin ja siten V¢ on mitallinen. Edelleen V' = (V)¢
on mitallinen Lemman nojalla. O

Maééiritelma 2.4.12. Olkoon X joukko. Kokoelma I' C P(X) on joukon X o-algebra, jos
I' toteuttaa ehdot (1)—(3):

(1) 0 eTy
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(2) Jos A€, niin X\ Ael}
(3) Jos A; € T kaikilla ¢ € N, niin U;enA; € T.
Huomautus 2.4.13. (1) Edelld on osoitettu, ettd avaruuden R™ mitalliset joukot muo-

dostavat joukon R" o-algebran.

(2) Jos T on joukon X c-algebra ja A; € T kaikilla ¢ € N, niin myos NjenA4; € T'. Tadmé
seuraa maaritelméstd de Morganin lain avulla, silla

M A= (A9 = (U Af)cef.

1€EN 1€EN 1€EN

(3) Jokaisella joukolla X on ainakin o-algebrat I'y = P(X) ja I'y = {0, X }. Edelleen, jos
AC X, niinT3={0,X,A, X\ A} on X:n o-algebra.

Maédritelmd 2.4.14. Borel-joukkojen kokoelma B(R™) on avaruuden R™ suppein o-
algebra, joka sisdltdd avoimet joukot.

Huomautus. Maaritelman [2.4.14] mielekkyyden toteamiseksi tarkastellaan perhetta
A=({I:T eSO}

missd S(O) tarkoittaa niiden o-algebrojen C P(R") joukkoa, jotka sisdltdvit R™:n avoi-
met joukot.

Riittdd osoittaa, ettd A on o-algebra, silld méadritelmésti johtuen A on télldin suppein
S(O):n joukkoperhe.

(1) 0 € A, silli § € I kaikilla T € S(O).

(2) Jos A € A, niin A € I kaikille I' € S(O). Edelleen A¢ € T" kaikille I' € S(O) koska I'
on o-algebra. Siis A° € A.

(3) Jos A; € A, niin A; € T kaikille I' € S(O), i € N. Edelleen U;enA; € T kaikille
[' € S(O) koska I" on o-algebra. Siis U;enA4; € A.

Huomautus 2.4.15. (a) Olkoon M(R™) avaruuden R"™ mitallisten joukkojen kokoelma.
Edelld on osoitettu, etta

B(R") c M(R"),
ts. Borelin joukkojen o-algebra sisiltyy Lebesgue-mitallisten joukkojen o-algebraan.

(b) Jokaisella R™mn joukolla A on mitallinen peite, so. on olemassa mitallinen joukko
B C R", jolle A C B ja m*(A) = m(B) (harjoitustehtivi). Yleisessi mittateoriassa
ulkomittaa, jolla on vastaava ominaisuus, nimitetdan sddanndolliseksi.

(c) Luokka M(R™) on laajin R™n o-algebra, johon rajoitettuna ulkomitta m* on addi-
tiivinen joukkofunktio. Tamén todistamiseksi olkoon I' O M(R") o-algebra siten, etté

m*(Ey U Ey) = m*(Ey) + m*(Es)

aina kun Ey, Ey € T ja B, N Ey, = (.
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Olkoon edelleen E € T" seki A C R™ mielivaltainen. Kohdan (b) nojalla on olemassa
mitallinen B C R", jolle m*(A) = m(B). Koska BNE €' ja BN E® €T (' o-algebra),
niin

m*(A) =m*(B) =m"(BNE)+m"(B\E) >m*(ANE)+m"(A\ E).
Niin ollen E on mitallinen ja siis ' € M(R").

2.5 Mitan konvergenssi

Lebesguen integrointiteoriassa keskeiset konvergenssilauseet perustuvat seuraaviin kah-
teen mitan konvergenssilauseeseen.

Lause 2.5.1. Olkoon (4;)en kasvava jono (ts. A; C A; kaikilla ¢ < j) R™n mitallisia

joukkoja. Téalloin
m (U Aj> = le%lom(Aj).

JEN

Todistus. Huomaa, ettd UjeN A; on mitallinen. Viite seuraa helposti, kun esitetdén

yhdiste muodossa
U4 =J@\ 4,00,
jeN jeN

missi Ag := (). Nyt mitan additiivisuuden (Lause [2.4.8)) nojalla voidaan kirjoittaa

m (U Aj) =m (U(Aj\Aj—1)>

:Zm i \Aj-1)

k
= lim m(A; \ A;_1)

k—o0
7=1

k
= lim m (U(Aj \ Aj—l))

= lim m(Ag),

k—o0
silla Ak = U?:l(Aj \ Ajfl). a

Lause 2.5.2. Olkoon (A;)jen vihenevi jono (ts. A; C A; kaikilla ¢ > j) R™m mitallisia
joukkoja. Jos lisiksi m(Ay) < +oo jollakin k£ € N, niin

m <ﬂ Aj> = Jlggom(A ).

Todistus. Huomaa, ettd ;o A; on mitallinen. Voidaan olettaa, ettd m(A;) < +oo, silld
adrelliselld méaaralla jonon alkupéédn termeja ei ole merkitystd viitteen kannalta. Merki-
taan

A= ()4; ja Bj:=A\A;

JEN
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Talléin (B;);en on kasvava jono mitallisia joukkoja, joten Lauseen mukaan
m (jg Bj> = jli)rglo m(B;).

Esitetdan joukko A; kahden joukon erillisend yhdisteend muodossa

A=A U(A\4;) ja Ai=AU(A\A).
Mitan additiivisuuden perusteella saadaan yhtalot

m(A1) = m(A4;) +m(B;) ja m(A1) =m(A) +m(A;\ A).
Koska m(A;) < 400, voidaan kirjoittaa
m(A) =m(A;) —m(A; \ A)

=m(A;) — thglo m(Bj)
= m(Ar) = lim (m(4) = m(4;))
= lim m(A;).

O
Esimerkki. Ehto m(Aj;) < 400 Lauseessa on valttaméaton. Esimerkiksi, jos valitaan

Aj={(z,y) eR*:x>j},

niin joukot A; muodostavat vihenevdn jonon, jolle mq(A4;) = +oo kaikilla j, mutta
ﬁjGNAj = @, ja siis TTLQ(ﬂjeNAj) = 0.

2.6 Mitalliset funktiot

Merkitiizin R := R U {+o00} U {—oc}.

Médéritelmd 2.6.1. Olkoon A C R". Kuvaus f : A — R™ on mitallinen, jos f~'(U) on
mitallinen kaikille avoimille joukoille U C R™. Edelleen, funktio f : A — R on mitallinen,
jos se toteuttaa ehdot (1)—(3):

(1) f~'(U) on mitallinen kaikille avoimille joukoille U C R;
(2) f~(+o0) on mitallinen;
(3) f~'(—o0) on mitallinen.

Huomautus. Maaritelma pitad sisilladn oletuksen joukon A mitallisuudesta, silla
tapauksessa f : A — R pétee
A= fT(R™)
ja tapauksessa f: A — R pitee
A= [T R)U [ (+o0) U fH(—00).
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Huomautus 2.6.2. Olkoon G C R™ avoin. Palautetaan mieleen, ettd kuvaus f : G —
R™ on jatkuva pisteessi x € G jos jokaista € > 0 vastaa § > 0 siten, ettd |f(z)— f(y)| <e
aina kun |z —y| < 0. Kuvaus f : G — R™ on jatkuva jos se on jatkuva jokaisessa pisteessé
xeqG.

Tunnetusti kuvaus f : G — R™ on jatkuva (tdssi G C R™ on avoin) jos ja vain jos
f7HU) on avoin kaikille avoimille joukoille U C R™. Koska Borelin joukot ovat mitallisia,
jatkuva kuvaus f : G — R™ on mitallinen.

Yleisemmin pétee: Jos A C R™ on mielivaltainen joukko, niin kuvaus f : A — R™ on
jatkuva jos ja vain jos f~(U) on A relatiivitopologiassa avoin kaikille avoimille joukoille
U c R™. Joukko V' C A on A:n relatiivitopologiassa avoin jos ja vain jos V = ANG
jollekin avoimelle joukolle G C R".

Lemma 2.6.3. Olkoon A C R"™ mitallinen ja kuvaus f : A — R™ jatkuva. Télloin f on
mitallinen.

Todistus. Jos f : A — R™ on jatkuva (A C R" mitallinen), niin (Huomautus 2.6.2)
kaikille avoimille U C R™ pitee f~1(U) = ANG, missi G C R™ on avoin. Tallsin f~1(U)
on mitallisten joukkojen yhdisteend mitallinen ja siis f : A — R on mitallinen. O

Lemma 2.6.4. Olkoon f : A — R™ mitallinen, A C R, ja olkoon ¢ : B — R jatkuva,
siten, ettd f(A) C B € R™. Téllsin yhdistetty kuvaus g o f on mitallinen.

Todistus. Harjoitustehtdava. O

Esimerkki. (a) Olkoon f : A — R™ vakiofunktio mitallisessa joukossa A C R", ts.
f(z) = ¢ € R™ kaikilla x € A. Talléin f on mitallinen, silld kaikilla avoimilla joukoilla

UcCR™
A, jos ceU,

JH(U):{ 0, jos c¢U

Yhté, lailla vakiofunktiot f : A — R mitallisessa joukossa A C R" ovat mitallisia.
(b) Olkoon E C R" ja xg : R — R joukon E karakteristinen funktio

() = 1, kun =z€F,
XS =0, kun z ¢ E.

Viite: yp on mitallinen funktio jos ja vain jos E on mitallinen joukko.

Perustelu: Jos xx on mitallinen, niin £ = x3'(]2, 2[) on mitallinen.

Olkoon kdintden E mitallinen ja G C R avoin. Tall6in
R", jos {0,1} C G,
ECER U ¥ S
E°¢, jos {0,1} NG = {0}.
Koska kaikki mahdolliset alkukuvajoukot y ' (G) ovat mitallisia, x z on mitallinen funktio.
Esimerkiksi funktio f : R* — R,

/1, kun 2e€Q",
f(w){(), kan z € R™\ Q",
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on mitallinen, silli Q" on numeroituva ja siten nollamittaisena mitallinen. Huomaa, etté
funktio f ei ole jatkuva yhdessidkiin pisteessi.

Jatkossa tarkastellaan p#dasiassa (laajennetusti) reaaliarvoisia funktioita. Naiden mital-
lisuus voidaan karakterisoida seuraavasti.

Lause 2.6.5. Olkoon A C R™ mitallinen ja olkoon f : A — R. Téllsin ehdot (1)—(5)
ovat ekvivalentteja:

(1) {z € A: f(x) > a} on mitallinen kaikille o € R;
(2) {z € A: f(x) > o} on mitallinen kaikille o € R;
(3) {z € A: f(x) < a} on mitallinen kaikille o € R;
(4) {z € A: f(x) < o} on mitallinen kaikille o € R;;
(5) f on mitallinen.

Todistus. Todistetaan ensin implikaatioketju

()= (2)=B)= @ = (1)

(1) = (2) : Olkoon (1) voimassa ja olkoon « € R. Kirjoittamalla
{reA:f@)>a}=({zeA: fz) >a-1
i=1

huomataan, ettd oikeanpuoleinen leikkaus on mitallisten joukkojen numeroituvana leik-
kauksena mitallinen. Siis (2) pétee.

(2) = (3) : Olkoon (2) voimassa ja olkoon a € R. Kirjoittamalla

{zeA: flz)<alt=A\{zeA: f(z)>a}
huomataan, ettd oikeanpuoleinen joukko on mitallisen joukon komplementtina mitallinen.
Siis (3) pétee.
Implikaatioiden (3) = (4) = (1) todistukset ovat analogisia edelld olevien kanssa.
Lopuksi todistetaan, ettd ehto (5) on ekvivalentti ehdon (1) kanssa.

Oletetaan, ettd (5) pétee, eli f on mitallinen. Olkoon a € R. Téll6in
{reA: flx)>a}=f"(a,+oo]) U f(c0)

on mitallinen, joten (1) pétee.

Oletetaan kédéntden, ettd (1) patee. Tallsin myds ehdot (2), (3) ja (4) ovat voimassa
todistuksen alkuosan nojalla. Olkoon G C R avoin. Télloin G = Ujen/;, missd [; =
Jaj, b;[ on avoin rajoitettu véli. Nimittédin jokaista € G kohti I6ydetddn avoimen joukon
madritelmén nojalla x-keskinen rajoitettu avoin vali I, C G, jolloin

G=J{z} c (L} c@a

zeG zeG
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Siis (I;)zec on joukon G avoin peite ja Lindel6fin lauseen nojalla voidaan poimia nume-
roituva osapeite (I;);jen. Nyt

@ =)
i) ={z€A:aq;< fla)<bj}={xcA:aq;< flx)}N{xz € A: f(x) <b;}

on mitallinen mitallisten joukkojen leikkauksena (ehdot (1) ja (3)). Siispa f~'(G) on
mitallinen mitallisten joukkojen numeroituvana yhdisteené. Toisaalta

fHHo0) = (V{zeA: f2) >4} ja fl(—o0)=[{zeA: flx) <—j}
jEN jEN
ovat mitallisia. Yhdistdmailld ehdot todetaan, ettd f on mitallinen. O
Esimerkki. Olkoon A C R" ja f : A — R mitallinen. Osoitetaan, ettd f2 on mitallinen.
Olkoon « € R.. Jos a > 0, niin
{zeA:f(2)>a}={acA: f(z)>ValU{xcA: flx) < —a}.

Koska oikeanpuolen joukot ovat mitallisia Lauseen nojalla, my6s vasemmanpuolen
joukko on mitallinen. Toisaalta, jos a < 0, niin

{zeA:f x)>a}=A
ja siis mitallinen. Lauseen mukaan f2 on mitallinen.
Lause 2.6.6. Olkoot f,¢: A — R mitallisia ja ¢ € R. Talléin f +g, fg, cf ja f — g ovat

mitallisia.

Todistus. Todistetaan viitteet yksinkertaisuuden vuoksi vain kuvauksille f, g : A — R.
Osoitetaan ensin, ettd cf on mitallinen kaikilla ¢ € R. Olkoon a € R.. Jos ¢ = 0, niin ¢f
on vakiofunktiona mitallinen. Jos taas ¢ # 0, niin kaikilla o € R pétee

' CJ{rzeA:f(x) <2}, jos ¢>0,
{“A'Cﬂ”’)“‘}—{{a;eA;f(x)>%}, jos c<0

Koska oikeanpuolen joukot ovat Lauseen [2.6.5] ja f:n mitallisuuden nojalla mitallisia,
funktio c¢f on Lauseen nojalla mitallinen.

Funktion f + g mitallisuuden toteamiseksi olkoon a € R. Talloin
{zeA: flx)+gx)<al={xzecA: f(z)<a—g(x)}

= U{mEA:f(x)<7’}ﬂ{I€A304—g(x)>r}'
reQ

Koska oikeanpuolen joukot ovat mitallisia Lauseen nojalla, my6s vasen puoli on
mitallinen. Lauseen mukaan f + g on mitallinen.

Funktion f — ¢ mitallisuus seuraa edelldolevasta, silld valitsemalla ¢ = —1 havaitaan —g
mitalliseksi ja f — g = f + (—¢) on mitallisten summana mitallinen.

Lopuksi funktion fg mitallisuus seuraa yhtalosté

fgzé((f+g)2—f2—92),

silld f2 on mitallinen edellisen esimerkin nojalla. O
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Limes superior ja limes inferior

Huomautus 2.6.7. Olkoon (a;)ien lukujono laajennetussa reaalilukujoukossa R. Merki-
taan
by =sup{a;:i >k}, c¢.=inf{a;:i>k}
kaikilla £ € N. Koska
by >2by>bg>---
ja
<< c3< -

Y

so. jono (bx) on vihenevd ja jono (c¢x) on kasvava, Lauseen nojalla on olemassa
reaaliset tai ddrettoméit raja-arvot

£ := lim b, = inf by

k—oo keN

ja
~v:= lim ¢, = sup ¢.

k—o0 keEN

Merkitaan
g =limsupa; (yldraja-arvo eli limes superior)
1—00

ja

v =liminfa; (alaraja-arvo eli limes inferior).
1—00

Esimerkki. (a) Olkoon (a;) vuorotteleva lukujono a; = (—1), ts. jono —1,1,—1,1,....
Talloin b, = 1 ja ¢, = —1 kaikilla £ € N. Néin ollen

g =limsupa; = lim by =1 ja -~ =Iliminfa; = lim ¢, = —1.
i—00 k—o0 1—00 k—ro0

(b) Olkoon (a;) lukujono 1,2,3,4,.... Télloin by = oo ja ¢ = k kaikilla & € N. Néin ollen

g =limsupa; = lim by =00 ja ~ =liminfa; = lim ¢, = oo.
i—00 k—o0 1—00 k—ro0

Lemma 2.6.8. Olkoon (a;)en lukujono joukossa R. Télloin
(1) liminf; o a; < limsup,_, . a;;
(2) Jos a; < M kaikille i > iy jollekin M € R, niin limsup, ,._a; < M;
(3) Jos a; > m kaikille i > iy jollekin m € R, niin liminf; o a; > m.

Todistus. Todistukset perustuvat epdyhtdlon sailymiseen raja-arvoissa: Jos a; < b; kaikilla
1 > 10, niin lim; o a; < lim;_,o b; jos raja-arvot ovat olemassa adérellisend tai &arettomana.

Epédyhtalon sidilymisperiaatteen perustelu lyhyesti: Jos tehddin antiteesi a := lim; o, a; >
lim; . b; =: b, niin raja-arvon maaritelmia kiyttden 16ydetddn kaikissa tapauksissa in-
deksi i1 > 1g, jolle a; > b; kaikilla ¢ > 4;. Ristiriita.
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(1) Koska
bp =sup{a;:i >k}, cx=inf{a;:1>k},

niin kaikilla k patee by > c. Ey:n sdilymisen seurauksena

£ = lim by > lim ¢, = 7.
k—o0 k—o0

(2) Jos a; < M kaikilla ¢ > ig, niin by = sup{a; : i > k} < M kaikilla k& > iy. Ey:n
sdilymisen seurauksena [ = limy_,o, b < M.

(3) Jos a; > m kaikilla @ > g, niin ¢ = inf{a; : ¢ > k} > m kaikilla £ > 5. Eymn
sdilymisen seurauksena v = limy oo cx > m. O

Seuraava lause kertoo yla- ja alaraja-arvojen yhteyden raja-arvoon.

Lause 2.6.9. Olkoon (a;);en lukujono joukossa R. Téllsin raja-arvo lim; .. a; € R on
olemassa jos ja vain jos liminf; ,, a; = limsup,_, a;. Téassd tapauksessa

lim a; = liminf a; = lim sup a;.
1—00 1—00 =00

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa a := lim;_,, a;. Oletetaan ensin, ettd a € R.
T&lloin kaikilla € > 0 on olemassa iy siten, ettd a — ¢ < a; < a + ¢ kaikilla ¢ > 73. Niin
ollen

a—e<cy <y <, <a+te.

Koska taméa patee kaikilla € > 0, on valttamattd v = § = a.

Olkoon seuraavaksi a = oo. Télloin kaikilla M > 0 on olemassa iq siten, ettd a; > M kun
i > ip. Lemman [2.6.8] (3) mukaan M < liminf; ,. a; < limsup,_,. a;. Koska M > 0 on
mielivaltainen, on v = = oo. Tapaus a = —oo kisitellidn vastaavasti.

Kaanteinen vaite harjoitustehtdava. O
Integroimisteorian konvergenssituloksien kannalta on tarpeellista tietdd, ettd mitallisten

funktioiden rajafunktiot ovat mitallisia:

Lause 2.6.10. Olkoot funktiot f; : A — R mitallisia, missd j € N ja A C R". Talloin
funktiot

sup f;, inf f;, limsup f;, liminf f;
jEN JjeN j—o0 J—roo

ovat mitallisia. Erityisesti, jos rajafunktio f = lim;_,,, f; on olemassa, se on mitallinen.

Todistus. Olkoon g(z) = sup;en fj(7), missid 2 € A. Tillin kaikilla o € R péitee
{xEA:g(x)>a}:U{xeA:fj(x)>oz}. (2)
jEN
Perustelu: Jos g(z) = sup{ f;(z) : j € N} > «, niin jollekin j pétee f;(z) > . Kééntéen,
jos fij(z) > « jollekin j, niin g(x) > f;(z) > «a.

Yhtalossa oikeanpuoleinen joukko on mitallisten joukkojen yhdisteend mitallinen, jo-
ten ¢ on mitallinen (Lause [2.6.5]).
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Funktion inf;en f;(2) mitallisuus pédtelldén vastaavasti tai vaihtoehtoisesti yht&losta

inf f; = —sup(—f;).
Il i = —sup(=i)
Funktiot

gr =sup f; ja hy=inf f;
>k izk

ovat alkuosan nojalla mitallisia kaikilla k € N ja siten edelleen funktiot

limsup f; = inf (sup ;) = inf
j_}oop f] k‘GN(ng fj) keN Ik
ja
liminf f; = sup(inf f;) = sup hy
J—o0 keN J=k keN

ovat mitallisia. O

Huomautus 2.6.11. (a) Lauseessa [2.6.10| funktiot sup,cn fj, liminf; .o f; etc. mééri-
telladn pisteittiin, ts.

(sup f;)(z) := sup f;(x)

jEN jeEN
ja
(lim inf f;)(z) := liminf f;(z)
j—o0 j—o0
kaikilla x € A.

(b) Lause [2.6.10| sanoo erityisesti sen, ettd max(fi,..., fi) ja min(fi,..., fi) ovat mital-
lisia jos f; : A — R on mitallinen kun i =1,... k.

Esimerkki. Olkoon I C R avoin vili ja f : I — R funktio, jolla on olemassa derivaatta
f'(x) kaikilla = € I. T&lloin f’ on mitallinen.

Perustelu: Olkoon g, : I — R funktio

jolloin f(z) = lim,_, g,(z) kaikilla z € I. Koska f on derivoituva, se on jatkuva ja siis
mitallinen. Koska kuvaus

n

1

T+ — = flr+ 1)
n

on kahden jatkuvan funktion yhdistettyné funktiona mitallinen (Lemma [2.6.4)), on g,, mi-
tallinen Lauseen mukaan. Siis f’ on mitallinen Lauseen [2.6.10| mukaan.

Sanonta. Sanomme, ettd ominaisuus patee melkein kaikkialla (lyhyesti m.k.) jos se pétee
nollamittaisen joukon ulkopuolella.

Esimerkiksi, funktio f : R® — R,

oo, kun =z € Q"
z, kun xzeR"\Q"

26



on direllinen melkein kaikkialla (joukossa R"), silld m({z € R" : f(x) = o0 }) = 0.

Nollamittaiset joukot ovat integrointiteoriassa monessa mielessd merkityksettomid. En-
simmaisend esimerkkind téstd todistetaan lause, jonka mukaan mitallista funktiota voi-
daan nollamittaisessa joukossa muuttaa mielivaltaisesti mitallisuutta menettidmatta.

Lause 2.6.12. Olkoot f,g: A — R funktioita siten, ettd f = g m.k. joukossa A C R".
Talléin g on mitallinen jos f on mitallinen.

Todistus. Olkoon f mitallinen ja Ay := {x € A : f(zx) # g(z)}. Oletuksen mukaan
m(Ap) = 0. Olkoon « € R ja merkitddn

E,={zeA: f(x)<a}, F,={zecA:g(x)<a}l.
Riittdd osoittaa, ettd F,, on mitallinen. Nyt
F,=(F,NAy) U (F,\ Ap).
Tassd m*(F, N Ag) < m*(Ap) =0, joten F, N Ay on mitallinen. Toisaalta
F,\ Ay = E, \ 4o

on mitallinen, silld E, ja Ag ovat mitallisia oletusten perusteella. Viite seuraa. 0O
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3 Lebesguen integraali

3.1 Yksinkertaiset funktiot

Maéaritelma 3.1.1. Funktio f : R™ — R on yksinkertainen, jos
(1) f on mitallinen;
(2) f on ei-negatiivinen (f(x) > 0 kaikilla z € R");
(3) f saa vain &dérellisen monta arvoa.

Merkitdén Y := {f | f : R® — R, yksinkertainen }.

Huomautus 3.1.2. Jos f,g € Y, niin f + ¢, fg € V. Nimittdin f + g ja fg ovat reaa-
liarvoisia, ei-negatiivisia, mitallisia (Lause 2.6.6) ja ne saavat vain ddrellisen méaéran eri
arvoja.

Nimitys. Joukot Ei,..., E; muodostavat joukon E C R" osituksen, jos joukot F; ovat
pareittain pistevieraita ja £ = UleEi.

Olkoon f € )Y ja olkoot aq,...,a; € R funktion f saamat eri arvot. Talloin joukot
A; = f~Ya;) ovat mitallisia (ks. harjoitustehtivi) ja ne muodostavat avaruuden R
osituksen. Edelleen péitee

k
f = Z AiXA,;- (*)
i=1
Kédntden jokainen muotoa (x) oleva funktio f, missd A;:t muodostavat R"™:mn osituksen,

on yksinkertainen.

Maéaritelma 3.1.3. Olkoon [ = Zle a;xa, € Y, missd joukot A, muodostavat R™:n
osituksen ja a; € R, kaikilla ¢ = 1,... k. Talloin funktion f integraali (yli joukon R™)

on luku .
/fdm = Zaim(Ai).
i=1

Huomautus Midritelméssé sovelletaan sédéntod 0 - oo = 0 mikéli a; = 0 ja m(A;) = oo.
Huomaa, ettd [ fdm = oo jos a; > 0 ja m(4;) = oo jollekin 4.

Esimerkki. Funktio f : R* — R,

/1, kun 2e€Qm",
f) = { 0, kun x€R"\Q",

on yksinkertainen, silli Q™ on numeroituvana mitallinen.
Yleisesti yp on yksinkertainen jos £ C R™ on mitallinen. Esityksestd
Xe=1-xg+0 - xrn£

saadaan
/XEdm: L m(E) +0-m(R"\ E) = m(E).
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Huomautus 3.1.4. Osoitetaan, ettd yksinkertaisen funktion f integraali ei riipu f:n

esityksesti. Olkoon
l m
f=> axa = bixs,
i=1 j=1

missd a;, b; € Ry, joukot A; muodostavat R"m osituksen ja joukot B; muodostavat R™:n
osituksen. Huomaa, etté tallainen f:n esitys ei ole yksikésitteinen!

Kaikilla ¢ voidaan muodostaa joukon A; ositus

m

A= JAin By)

J=1

ja lisaksi a;x 4, () = bjx,(x) aina kun x € A;NB;. Siis a; = b; mikéli A;N B; # (). Mitan
additiivisuuden (ks. Lause 2.4.8) perusteella

l ! m ! m m !
Zai :ZalZmA-ﬂBj):ZZaim(AiﬂB ZZCLJHAQB
=1 =1 J=1 =1 j=1 7j=1 =1
m l m l m
=> ) bm(ANB) = by m(AnNB) Z
=1 i=1 j=1 =1 =1

Téssi viimeinen yhtdsuuruus seuraa mitan additiivisuudesta, silli B; = U._;(A; N B;) on
pistevieras yhdiste. Siis integraalin arvo ei riipu valitusta esityksesta.

Maéaritelma 3.1.5. Olkoon f € Y. Télloin funktion f integraali yli mitallisen joukon

E c R" on luku
/fdm—/fXEdm.
E

Lemma 3.1.6. Olkoon f = Zle a;x 4, €Y, missd joukot A; muodostavat R™:n osituksen
jaa; € Ry kaikilla 7 = 1,... k. Talloin kaikille mitallisille joukoille £ C R"™ pétee

k
/ fdm= Zaim(Ai NE).
E i=1

Todistus. Suoralla laskulla saadaan

k

A i
fXE=XEY  @iXa, = Y GXAXE= Y GiXAnE
=1 i=1

i=1

Merkitsemilla A, = A; N E ja a; = a; kaikilla i = 1,..., k sekd lisddmalla indeksi k + 1,
jolle aj, ., = 0 ja A}, = R"\ E saadaan esitys

k+1

Ixe = Z AiXANE = Z apx Ay,
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missd summaus ymmaérretddn yli epétyhjien joukkojen A.. Tlldin oikealla puolella joukot
A’ muodostavat R":n osituksen, joten

k+1

/fdm /fXEdm ZamA’ ZamA NE).

Téssd kiytettiin hyviksi tietoa aj, m(A} ;) =0. O

Esimerkki. Olkoon f : [a,b] — R suljetulla vililld jatkuva funktio. Muodostetaan vilin
la,b] jako a = zp < 1 < -+ < Tp_1 < x = b osavileihin, joita on k kappaletta.
Riemannin integraalin maaritelmassa lukua fab f(z) dx approksimoidaan alasummilla

Zmin f(wicy, @) - (2 — i),

Namé voidaan tulkita yksinkertaisen funktion integraaleiksi, silld jatkuvuuden seurauk-
sena alasumma voidaan kirjoittaa esimerkiksi muodossa

k

Zmin Fllic, i)) - (= 2m0) = Y inf f([zimr, i) - (20— 220) + f(0) -0

i=1

jolloin oikealla puolella esiintyy Lemman mukainen yksinkertaisen funktion integ-
raali.

Seuraavassa integraalin keskeiset ominaisuudet (additiivisuus, lineaarisuus ja monotoni-
suus) todistetaan ensin yksinkertaisille funktioille.

Lemma 3.1.7. Olkoot E; C R", j € N, mitallisia ja pareittain pistevieraita. Talloin
kaikilla f € )Y pitee
/ fdm = / fdm.
UjENEj JEN

Todistus. Olkoon E = UenE; ja olkoon

k
f=Y aixa,
=1

missa a; € R, ja joukot A; muodostavat R™:n osituksen. Lemman mukaan

k
/ fdm = Zaim(Al- NE).
E i=1

Koska
ANE = (A NE)
jEN
ja oikealla puolella yhdiste on pareittain pistevieras, mitan numeroituvasta additiivisuu-

desta seuraa (ks. Lause [2.4.8)), etti
m(AiNE)=> m(ANE), i=1,..k

JEN
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Néain ollen

k

/fdm: m(A;NE) = Zalzmz‘l N Ej;) ZZ@Z (A, N E;)
E -

= JEN i=1 jEN

_ZZamA N E;) /fdm

jeEN i=1 JEN

Lemman nojalla. O
Lemma 3.1.8. Olkoot f,¢g € V ja E C R" mitallinen. Té&ll6in

D [p(f +g)dm = [ fdm+ [;gdm;
2) [pafdm =« [, fdmn kaikilla o € Ry.

Todistus. (1) Olkoon aluksi F = R"™. Merkitdén

l m
= Z aixa, ja g= Z biXB;:
i=1 J=1

missé a;, b; € R4, joukot A; muodostavat R™:n osituksen ja joukot B; muodostavat R™:n
osituksen. Muodostamalla ositus joukoilla A; N B; yli indeksien ¢ ja j saadaan summalle

esitys
l m

FH9=>Y (ai+b)xans,

i=1 j=1

Néain ollen

/(f +g)dm = Z Z(ai + b;)m(A; N By)

i=1 j=1

=3 am(AnB)) +ZmeA N B;)

i=1 j=1 Jj=1 =1

:Zaz Y mA-ﬂBj)—i-ijZm(AimBj)
1 j=1 Jj=1 =1
+me /fdm+/gdm.

Téissi toiseksi viimeinen yht&lo perustuu mitan additiivisuuteen silld A; = U7, (A4; N B;)
ja B; = UL_;(A; N B;) (erilliset yhdisteet).

3

o~

I
IMs

Jos £ C R" on mielivaltainen mitallinen, niin alkuosan nojalla

[+ ayan= [ +oxedn = [+ gxe) n

:/fXEdm—i—/ngdm:/fdm+/gdm.
E E
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(2) Harjoitustehtdva. O

Merkintd. Jatkossa merkitdin esimerkiksi f < g (vast. f < g m.k.) jos funktiot ovat
médriteltyjd samassa joukossa ja kaikille (vast. melkein kaikille) méaarittelyjoukon pisteille

© piitee f(z) < g(a).

Lemma 3.1.9. Olkoot f,g € Y ja olkoot E, F' C R" mitallisia. T&ll6in

(1) [, fdm < [, gdm aina kun f < g joukossa F;
(2) [, fdm < [, fdm aina kun E C F;
(3) J5 fdm =0 aina kun m(E) = 0.

Todistus. (1) Kirjoittamalla g = f + (g — f) saadaan (koska g — f € ) ja yksinkertaisen
funktion integraali on ei-negatiivinen) Lemman nojalla

/Egdm—/EfﬂL(g—f)dm—/Efder/E(g_f)E/Efdm'

(2) Koska £ C F, niin xg < xr, ja edelleen fxg < fxrp. Kohdan (1) nojalla

/jEdeZ/fXEde/fXdez/Ffdm.

k
f - Z Qi X Ay s
=1

missd a; € Ry ja joukot A; muodostavat R™:n osituksen. Lemman nojalla

(3) Olkoon

k
/ fdm = Zaim(Ai NE)=0,
E i=1

silli A,NE C Fjam(E)=0. O

3.2 Ei-negatiivisen funktion integraali

Seuraavaksi yleistimme integraalin maéritelméan kaikille mitallisille funktioille. Tarkastel-
laan ensin ei-negatiivisia funktioita.

Maégritelm 3.2.1. Jos funktio f : R" — [0, +00] on mitallinen, sen integraali mééritel-

ladn lukuna
/fdm:sw{/¢dm\¢€yja¢§f}~

Mitallisen funktion f : E — [0, 400] integraali yli mitallisen joukon E C R™ mééritellddn

lukuna
/fdm:/fXEdm.
E
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Tissé ja jatkossa aina fyg on funktion f nollajatko, ts. fn arvoiksi joukossa R™ \ E
asetetaan 0. Mitallista funktiota f : E — [0, +o0] sanotaan integroituvaksi joukossa E C

R™, jos
/ fdm < oco.
E

Huomautus. (a) On helppo osoittaa, ettd nollajatko fxr : R" — R on mitallinen, jos
E Cc R"ja f: F — R mitallinen (harjoitustehtév).

(b) Integraali [, f dm € [0,40c0] on siis olemassa jokaiselle mitalliselle funktiolle f : E —
[0, 4+00], missd £ C R™.

Sopimus. Jatkossa puhuttaessa integraalista (tai integroituvuudesta) oletetaan ilman
mainintaa, ettd tarkasteltavat joukot ja funktiot ovat mitallisia.

Lemma 3.2.2. Olkoon f : R™ — [0, +o0o] mitallinen. T#ll6in on olemassa kasvava jono
(¢;)ien yksinkertaisia funktioita siten, ettd f = lim; . ¢;.

Todistus. Madritellddn funktiot ¢; : R" — [0, +00| seuraavasti: Jaetaan [0,7) erillisiin
puoliavoimiin véleihin

L=[i-1)27i277), i=1,...,52,
ja madritellaan

[ (G—-127, kun =z € fN),
o= {6 B e

T&llsin ¢; € Y, jono (¢;) on kasvava ja f(z) = lim;_, ¢;(2), ks. Ilkka Holopainen: Mitta
ja integraali, Helsingin yliopisto (2002), s.48. O

Sopimus. Ellei erikseen muuta mainita, merkintd f := lim;_, f; tarkoittaa aina pisteit-
tdistd rajafunktiota, so. f(z) = lim;_, f;(x) kaikille méérittelyjoukon pisteille z.

Lause 3.2.3. Olkoon E C R" mitallinen ja olkoot f,g: E — [0, +o00] mitallisia. T&ll6in
1) [, fdm < [, gdm aina kun f < g joukossa E;
2) [p fdm < [, fdm aina kun E' C E on mitallinen;

3) [ fdm =0 aina kun m(E) = 0;

(1)
(2)
(3)
(4) [yafdm =a [, fdm kaikilla a € R,.

Todistus. (1) Olkoon aluksi E = R" ja ¢ € Y, ¢ < f. Télloin ¢ < g oletuksen seurauk-

sena, joten
Joam< [ g,

silld kaikki [ f dm:n "testifunktiot"ovat | gdm:n "testifunktioita". Koska

/fdm:sup{/qﬁdm\qbeyjaqbgf},
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supremumin médritelméstd seuraa, ettd [ fdm < [ gdm.

Olkoon E C R" mielivaltainen. Koska fxg < gxg joukossa R", niin alkuosan nojalla

/Efdm:/fXEdmﬁ/gXEdmZ/Egdm.

(2) Jos E' C E, niin fxp < fxg ja siten kohdan (1) nojalla

[ gin= [ pwan< [ fean= [ san

3) Olkoon ¢ € Y, ¢ < fxp. Télléin ¢ = 0 joukossa R™ \ E, joten ¢ = ¢xg. Lemman

1
3.1.9[ (3) nojalla
dm = dm = dm = 0.
Joam = [ oxpan= [ odm

/f:sup{/¢dm|q§eyja¢§fXE}:sup{o}:()_

E

Na&in ollen

(4) Jos a = 0, viite patee koska kummatkin puolet ovat = 0. Olkoon a > 0, ¢ € ),
¢ < fxp. Talloin ag < afxg ja ap € Y, joten (Lemma [3.1.8) (2))

/EafdmZ/a¢dm:a/¢dm.

Supremumin méairitelmén nojalla

é/Eafde/Efdm eli a/Efdmg/Eafdm.

1
Toisaalta f = —(af), joten alkuosan nojalla
a

/EfZ/E%(af)dmZ%/Eafdm.

Néin ollen fEafdm < afEfdm. O

Lebesguen integroimisteorian toimivuus kiteytyy tyylikkiissd konvergenssilauseissa. En-
simmaisend konvergenssilauseena todistetaan monotonisen konvergenssin lause.

Lause 3.2.4 (Monotonisen konvergenssin lause). Olkoon f; : £ — [0, +0o0] kasvava jono
mitallisia funktioita (ts. f; < fi1 kaikilla ¢ € N) joukossa F C R". Télloin

lim | fidm = [ lim f;dm.

1— 00 E E 11— 00

Lauseen todistamiseksi tarvitaan seuraava yksinkertaisia funktioita koskeva aputu-
los:
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Lemma 3.2.5. Olkoon f € Y ja olkoon E; C Ey; C --- C R" kasvava jono mitallisia
joukkoja. T&lloin

/ fdm = lim fdm.
Uien E; i

1—00 E
1

Todistus. Harjoitustehtdava. O

Todistus. (Lause Koska f; < fis1, niin (Lause B.2.3) (1)) [, fidm < [ fizndm

kaikilla 7 € N. Néin ollen raja-arvo

a:=lim [ fidm € [0,+o0]

1—00 E

on olemassa (Lause [1.2.6). Samoin on olemassa mitallinen raja-funktio f := lim; . f;

(Lause [2.6.10). Koska f; < f, niin [, fidm < [, f dm, ja siten

ag/Efdm.

Osoitetaan, etti fEfdm < a. Korvaamalla f, f; funktioilla fxg, fixg voidaan olettaa,
ettdi £ =R". Olkoon 0 <b < 1lja¢ e ), ¢ < f. Merkitddn

B ={z€R": fi(z) > bd(a) } = {z € R" : fi(z) — bo(x) > 0}.

Joukko E; on mitallinen Lauseen nojalla. Toisaalta E; C E;,q, silld f;(x) < fii1(x)
kaikilla x € R"™.

Osoitetaan, etta
R"=UX,E;. (%)

Olkoon z € R". Jos ¢(x) = 0, niin « € E;. Voidaan siis olettaa, ettd ¢(x) > 0. Tilloin
bp < ¢(x) < f(x), silld ¢(z) < co. Raja-arvon mééritelmésté seuraa, ettd jollekin i, € N
pétee bo(x) < f;, (x). Siis © € E;,, joten (x) pétee.

Koska f; > fixg, > boxg,, niin (Lause |3.2.3)

fidmZ/ bngEidm:b/ ¢ dm.
R” n E:

k3

Lemman mukaan (jono (F;) on kasvava)

1imb/ gbdm:b/ opdm=1> ¢ dm.
1— 00 E; UibilEi R"

Koska epayhtilo siilyy raja-arvossa, niin

a = lim fidm >b ¢ dm

1—>00 R~ Rn

kaikilla ¢ € Y, ¢ < f. Ottamalla supremum yli funktioiden ¢, saadaan

a>b fdm.
Rn
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Viite
a > fdm
Rn

seuraa antamalla b — 1-. O

Lause sanoo siis, ettéd kasvavan ja ei-negatiivisen jonon tapauksessa integraalien raja-
arvo on aina rajafunktion integraali.

Huomautus. Huomaa, ettd Lauseessa raja-arvo lim; ., f;(z) € [0,4+00] on aina
olemassa Lauseen nojalla.

Esimerkki. Monotonisen konvergenssin ideaa ei voi soveltaa viheneville funktiojonoille!

Olkoon f; = X[;eo[- Téll6in (f;) on vihenevé jono yksinkertaisia funktioita ja

[ i = i o = oo

kaikilla 7 € IN. Toisaalta lim; ., fi(z) = 0 kaikilla = € R, joten
/lim fydm = 0.
1— 00

Huomautus 3.2.6. (a) Voidaan osoittaa, ettd jos rajoitettu funktio f : [a,b] — Ry
on Riemann-integroituva, niin se on Lebesgue-integroituva joukossa [a, b] ja integraalien
arvot ovat samat, Rudin: Principles of Mathematical Analysis, 3rd edition, s. 322-324
(Kirjallinen harjoitustehtiva 2).

(b) Tunnetusti funktio f : R — R,

/1, kun 2ze€Q,
f(m)_{O, kin z e R\ Q,

ei ole Riemann-integroituva yli minkéén vélin [a, b] C R. Sen sijaan Lebesguen integraalille
pitee f[a s/ dm =0 kaikilla (ks. esimerkki).

Siis Lebesguen integroituvuuden késite on yleisempi kuin Riemannin-integroituvuuden
kasite.

Lause 3.2.7. Olkoon E C R™ mitallinen ja olkoot fi,..., fx : £ — [0,4o0c] mitallisia.
Talloin

Todistus. Korvaamalla funktiot f; funktioilla f;x g voidaan olettaa, ettd £ = R". Edelleen
voidaan olettaa, ettd k = 2, silla yleistys saadaan induktiolla. Lemman nojalla on
olemassa kasvavat jonot (¢;) ja (1;) yksinkertaisia funktioita siten, etté

1—00 1—00

Lemman [3.1.8] (1) mukaan

[ o+ vidm= [ oudm [ vidm.
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Monotonisen konvergenssin lauseen mukaan

lim qbidm:/fldm ja hm/%dmz/ﬁdm.
i—00 100

Vastaavasti lim; . (¢; +1;) = f1+ f ja siten monotonisen konvergenssin lauseen mukaan

1—00

lim ¢i+widm:/f1+f2dm.
Viite

/f1+f2dm:1im/(bi+widm:hm/qbidmﬁ—1im/¢idm:/f1dm+/f2dm
1—00 1—00 1—00

saadaan yhdistamalld yhtalot. O
Lauseen ja monotonisen konvergenssin lauseen seurauksena saadaan helposti ns.
Beppo Levin lause:

Seuraus 3.2.8. Olkoon E' C R" mitallinen ja olkoot f; : E — [0, +o00] mitallisia kaikilla
1 € N. Talloin

[ pm=3" [ fam
i=1 i=1 7 E

ts. positiivitermisen sarjan voi integroida termeittdin.
Todistus. Harjoitustehtava. O
Seuraava konvergenssitulos on myos erittdin keskeinen:

Lause 3.2.9 (Fatoun lemma). Olkoon £ C R" ja f; : E — [0,00] mitallisia, i € N.
Talloin
1—00 1—+00

/ liminf f; dm < liminf / fidm.
E E

Todistus. Olkoon gy : E — [0, +00] funktio

ge(z) :=inf fi(z), ze€E.

i>k

Télloin (gx) on kasvava jono mitallisia funktioita (Lause [2.6.10)). Liséksi g, < fi joukossa
E ja

lim g = liminf f;.

k—o00 i—00
Monotonisen konvergenssin lauseen mukaan

/liminf fidm :/ lim g dm = lim /g;g dm
g o0 g k—oo k—oo J B
= lim inf/ grdm < lim inf/ frdm.
k—o0 I k—o00 E

Téssd kolmas yhtélo perustuu Lauseeseen 2.6.90 O

37



Huomautus. Toisaalta monotonisen konvergenssin lause seuraa helposti Fatoun lem-
masta. Jos nimittdin (f;) on monotonisen konvergenssin lauseessa esiintyvé kasvava ei-
negatiivinen funktiojono, niin kasvavuuden perusteella lim; . f; ja lim; o [ g Jidm ovat
olemassa. Lauseen ja Fatoun lemman mukaan

/ lim f;dm = | liminf f;dm < lim inf/ fidm = lim [ f;dm.
E E E

1—00 E 1—00 1—00 1—00

Néin monotonisen konvergenssin lauseen ei-triviaali epayhtdlo on saatu perusteltua Fa-
toun lemman avulla.

Esimerkki. Olkoon f; = x;2;. Talloin (Lause [2.6.9)
liminf f;(z) = lim fj(x) =0
1— 00 1—00
kaikilla x € R ja siten

/lim inf f; dm = 0.

1—00
Toisaalta
/fi dm = m([i, 20]]) = i,
joten (Lause [2.6.9)

1—00 1— 00

lim inf/fi dm = liminf i = oco.

Siis Fatoun lemma pétee muodossa 0 < oo.

Lause 3.2.10. Olkoot joukot E; C R™ mitallisia ja pareittain pistevieraita sekéd olkoon
[ U2 E; — [0, +00] mitallinen. Téll6in

fdm = / fdm.
/UioolEi zzl Ei

Todistus. Olkoon E = U2, E;. Epayhtalo

/Efdmgif;/&fdm

jitetddn harjoitustehtéviksi. Siis lauseen viite pitee jos fE fdm = 4o00.

Todistetaan kiiénteinen epéyhtild olettaen, ettd [ 5 J dm < oo. Supremumin méaritelmén
seurauksena kaikilla € > 0 ja k € N on olemassa ¢; < fxpg,, 1 =1,...,k, siten, ettd

/fdm—%ﬁ/ &; dm.
Ez‘ Ez‘

Olkoon ¢}, := max{ ¢1,..., ¢}, jolloin ¢} on yksinkertainen funktio. Koska ¢; < ¢,
kaikilla 2 =1, ... k, niin

/Eifdm‘%ﬁf&‘z”fdm (+)
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kaikilla i =1,..., k. Koska ¢}, < fxyr g, niin Lauseen m (2) ja Lemman nojalla

k
/fdmz/ fdmzf ¢;dm:2/ ¢, dm.
E U?:lEi Ui.“: E; i=1 E;

Yhdistdmalla saatu epayhtdlo (x):n kanssa saadaan

/]Efdmzé;/jfi¢kdngéifdm—s.

Tama patee kaikille k£ € N, joten ottamalla raja-arvot puolittain (kK — 0o) saadaan

/Efdmzi/ﬁfdm—e.

1

Viite .
fdm > / fdm

seuraa antamalla e — 07. O

Seuraus 3.2.11. Olkoon F C R" ja olkoot f,g: E — [0, 00| mitallisia. Jos f = g m.k.

joukossa F, niin
/ fdm = / gdm.
E E

Seuraus 3.2.12. Olkoon F; C E; C --- C R" kasvava jono mitallisia joukkoja seké
olkoon f: U, E; — [0, +oo] mitallinen. Télloin

Todistus. Harjoitustehtdava. O

1—00 E

/ fdm = lim fdm.
UiENEi i

Todistus. Viite seuraa Lauseesta |3.2.10|aivan kuten Lemma seuraa Lemmasta|3.1.7
ks. harjoitustehtavi. O
3.3 Lebesguen integraali vaihtuvamerkkiselle funktiolle

Lopuksi yleistdmme integraalin méiritelmén kaikille mitallisille funktioille.

Olkoon E C R™ ja olkoon f: E — R. Merkit#in
[T =max(f,0) ja [~ =—min(f,0).

Télloin f* ja f~ ovat ei-negatiivisia. Lisaksi patee

fr=501f1+ 1) ja fr=5f-1),

N | —

1
2
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eli toisin sanoen

f=1"=f Ja lfl=f"+f"

Esimerkki. Perustellaan malliksi yht&lo

_ 1
F=g =0 )
1) Jos f(x) > 0, niin |f(x)| = f(x) ja
Fo@) = —min(f(x),0) = ~0=0, 2 (f(x)] ~ f(x)) = 3 (@) ~ f(x)) =0

2) f(x) <0, niin |f(z)] = —f(z) ja
(If ()] = f(2)) =

DN | —

f~(z) = —min(f(x),0) = — f(x),

Yhtild
fr=

perustellaan samalla tavoin. Yhtalot
f=1"=f da lfl=f"+f"

saadaan yhtaloista (%) ja (x*) vihentdmalld puolittain ja laskemalla puolittain yhteen.

(IF1+1) (o)

N | —

Miéritelmi 3.3.1. Jos £ C R" ja f : £ — R on mitallinen, niin funktio f on integroi-
tuva joukossa F mikali fE ftdm < oo ja fE f~dm < oco. Tall6in funktion f integraali yli

joukon E on luku
/fdm::/f+dm—/f_dm.
E E E

Huomautus. (a) Mééritelméista on selvid, ettd jos f on integroituva joukossa F, niin f
on integroituva jokaisessa E'n mitallisessa osajoukossa (Lause [3.2.3(2)).

(b) Jos f on integroituva joukossa E, niin |f(z)| < oo m.k. joukossa F. Nimittéin ei-
negatiivisille funktioille f* ja f~ ko. viite pétee harjoitustehtivin nojalla. Toisaalta

{zeB:|flz)l=c0}={aeE: fT()+f (v) =00}
={zeFl:ff(z)=cc}U{z€F: f(x)=00},

joten viite seuraa mitan subadditiivisuudesta.

Lause 3.3.2. Olkoon £ C R" ja f : E — R funktio. T#llin f on integroituva joukossa
E jos ja vain jos f on mitallinen joukossa E ja |f| on integroituva joukossa F. Edelleen

/Efdm' < [\l
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Todistus. Jos f on integroituva joukossa F, se on madritelmén mukaan mitallinen. Koska

|fl = f*+ f~, niin Lauseen nojalla

[istan= [ grame [ gam <o

Siis | f| on integroituva joukossa E.

Kédnteinen viite ja epayhtilo harjoitustehtivia. O

Lemma 3.3.3 (Majoranttiperiaate). Olkoon £ C R" ja f : £ — R mitallinen. Jos
|f| < g joukossa F ja g on integroituva joukossa E, niin f on integroituva joukossa F.

Todistus. Lauseen [3.2.3] (1) mukaan

/[f|dm§/gdm<oo.
E E

Siis |f| on integroituva ja Lauseen mukaan f on integroituva. O
Huomautus 3.3.4. Lemmassa riittdd olettaa, ettd |f| < ¢ m.k. joukossa E. Jos
nimittain

A={zeE:|f(x)]>g(r)}

Aﬁwm—AMVMm+AUWm—AMUWm

silla [, |fldm = 0 (Lause [3.2.3)(3)). Lemmaa voli nyt soveltaa joukossa E \ A.

Huomautus 3.3.5. (a) Jos f : [a,b] — R on rajoitettu Riemann-integroituva funktio
rajoitetulla valilli [a,b], niin f on Lebesgue-integroituva joukossa [a, b] ja

ja m(A) = 0, niin

b
/ f(z)dx = fdm.
a [a,b]

Tésséa vasemmalla puolella on Riemann-integraali ja oikealla puolella on Lebesgue-integraali.

Jos nimittdin f on rajoitettu Riemann-integroituva funktio vililla [a, b], niin tunnetusti
T ja f~ ovat Riemann-integroituvia vililli [a, b]. Huomautuksen nojalla f* ja f~
ovat Lebesgue-integroituvia ja niiden Riemannin integraalien arvot yhtyvit Lebesguen
integraalien arvoon. Néiin ollen

Lb]fdm:/[a,b}erdm—/[a’b]f_dm:/abf+(a:)dx—/abf_(:v)da::/abf(x)dx.

Kirjallisuudessa merkintaa fab f(z) dzx kiiytetddn yleisesti myds Lebesguen integraalille!

(b) Riemann-integroituva rajoitettu funktio f : [a, ] — R on siis aina Lebesgue-integroituva.
Tama kuitenkin pétee epdoleelliselle Riemannin integraalille vain ei-negatiivisessa tapauk-
sessa, so. tapauksessa, jossa funktio ei vaihda merkkidan.

41



Olkoon esimerkiksi f : E — R,
f(z) =2 'sinw,

missd ' = [1,00). Osoitetaan, ettd f ei ole Lebesgue-integroituva joukossa F. Lauseiden
13.2.3) ja [3.2.10| sekéd kohdan (a) nojalla

/Ifldm /M|f|dm+;/m Ll

U““”\smx\
)| dx + /
= [ Zk ]
> de + — —
> [ 1@l W;Ml

silld sinin jaksollisuuden perusteella

(k+1)7T | Slnl’| 1 (k+1)ﬂ” 1 T 2
/ dx > / |sina:|dx:—/ |sinz|dr = ———
- ] (k+ D7 Jir (k+ 17 Jo (k+ 1)

Koska Y7 | 77 = oo, funktio |f] ei ole integroituva joukossa .

Sen toteaminen, ettid epdoleellinen integraali

o .
sin x
dx
1 T

Esimerkki. Olkoon F = [1,00) ja f : E — R funktio f(z) = 272 Koska f on jatkuva,
se on mitallinen. Toisaalta jatkuva funktio on Riemann-integroituva, joten (Huomautus
3.2.6))

suppenee, sivuutetaan tassi.

/fdmzlim fdm = lim Zf(ac)dx
E

1—00 [172] 1—00 1

! 1
=lim [ 27 %dr = lim(—~+1)=1.

1—00 1 1—00 I3

Ensimmaéisen yhtdlon perustelee Seuraus |3.2.12|tai monotonisen konvergenssin lause, kun

fiz) = f@)xpa, 1€N.

Olkoon edelleen E = [1,00) ja g : E — R funktio g(z) = x 2sinz. Myds g on mitallinen
jatkuvana. Koska

9(2)] < f(z), w€E,

g on integroituva joukossa F majoranttiperiaatteen nojalla.

Luvussa 3.2 esitettyjen integraalin perusominaisuuksien laajentaminen Médritelmén [3.3.]]
tilanteeseen on rutiininomaista. Ensimmaéisend esimerkkind téstd tarkastellaan additiivi-
suutta integroimisjoukon suhteen.
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Lause 3.3.6. Olkoot E; C R™ mitallisia ja pareittain pistevieraita, kun ¢ € N. Jos f on
integroituva joukossa F := U2, E;, niin f on integroituva jokaisessa joukossa E; ja

émmagéﬁmk@>

Kédntéen, jos f on integroituva joukossa F; kaikilla ¢ € N ja

Z/ |f] dm < oo,
i=1 7 Fi

niin f on integroituva joukossa F ja kaava (x) pétee.

Todistus. Jos f on integroituva joukossa F, niin f* ja f~ ovat integroituvia joukossa E
(Maaritelmé [3.3.1). Lauseen 3.2.10 mukaan

[ =S i [ ran-3 [ i

Toisaalta Lauseen [3.2.3] (2) nojalla

/f+dm§/f+dm<oo
Ei E

kaikilla i € N ja vastaavasti [ 5./ dm < ookaikillas € N. Siis f on integroituva jokaisessa
joukossa Fj; ja

/Efdmz/Eﬁdm—/Efdm:;éif+dm—;/]2ifdm

(o o) -5 o

ieN iEN
Toiseksi viimeinen yhtalo pétee silla sarjojen summat ovat dérellisid.

Kéaéntéaen, olkoon f integroituva joukossa F; kaikilla i € IN. Koska f on mitallinen joukossa
E; kaikilla ¢ € N, niin f on mitallinen yhdisteessd F. Nimittdin kaikilla o € R pétee

{xGE:f(x)>a}:U{eri:f(a:)>oz}.

1EN

éWM=Z@mm.

1€EN

Lauseen [3.2.10l mukaan

Oletuksen mukaan oikeanpuoleinen summa on &dérellinen, joten |f| on integroituva jou-
kossa F. Siis my6s f on integroituva joukossa F ja kaava (x) patee. O

Seuraava lause sisdltdd muut integraalin perusominaisuudet yleisessd tapauksessa:

Lause 3.3.7. Olkoon E C R" ja olkoot f,g: E — R integroituvia joukossa E. Télléin
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(1) funktio f + ¢ on integroituva joukossa E ja

/Ef—i—gdm:/Efdm—i-/Egdm;

(2) funktio Af on integroituva joukossa F kaikilla A € R ja

/E/\fdm:/\/Efdm;

(3) Jz fdm < [, gdm aina kun f < g joukossa E;
(4) [ fdm =0 aina kun m(E) = 0;

(5) [, fdm = [,gdm aina kun f = g m.k. joukossa E.

Todistus. (1) Koska f ja g ovat integroituvia joukossa F, niin |f| < oo m.k. joukossa E
ja |g| < oo m.k. joukossa. Erityisesti summa h := f + ¢g on mééritelty m.k. joukossa E
(ainoastaan nollamittaisessa joukossa summa voi olla muotoa oo — 00). Laajennetaan h
nollana joukkoon, jossa se ei a priori ole méaritelty. Talléin

|h] < |f] + |g| joukossa F,

joten (Lause [3.2.3] (1) ja Lause [3.2.7)

/\h\dmg/\fmg\dm:/rf\dm+/\g\dm<oo.
E E E E

Siis h on integroituva Lemman nojalla. Toisaalta m.k. joukossa F (so. joukossa, jossa
f + g on médritelty) pitee

h=ht—h"=f+g=f"—f+g"—g"
Néin ollen m.k. joukossa E
WP+ f +g =h +ft4+g".

Integroimalla puolittain ja kiyttamailld Lausetta saadaan

/h*dm—%/f‘dm—%/g_dm:/h_dm+/f+dm+/g+dm-
E E E E E E

Koska kaikki integraalit ovat darellisid, niin

/h+dm—/h_dm:/f+dm—/f_dm+/g+dm—/g_dm.
E E E E E E

Madritelméin mukaan
/hdmz/fdm—f—/gdm.
E E E
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(2) i) Olkoon A > 0. Talloin (Af)" = Af* ja (Af)” = Af~, joten

/EAfdm:[E(Af)wm—/E(Af)—dm:/EAfwm—/EAf—dm

:)\(/Eerdm—/Ef_dm):)\/Efdm.

ii) Olkoon A < 0. Talloin (Af)T = (=) f~ ja (A\f)” = (=A)fT, joten

Jaran= [ apram= [ opdm= [y = [ (2pdm

:)\(/EfJ“dm—/Ef‘dm):/\/Efdm.

(3) Kohtien (1) ja (2) nojalla g — f on integroituva ja

/Egdmz/Ef+(g—f)dm=/Ef+/Eg—fdm2/Ef,

silla g — f > 0 joukossa F.
(4) Koska m(F) = 0, niin Lauseenm (3) nojalla [, f*dm =0ja [, f~ dm = 0. Siispa

/Efdm—/Ef+dm—/Efdm—o.

(5) Jos f = g m.k. joukossa F, niin fT = g™ m.k. joukossa E ja f~ = ¢~ m.k. joukossa
E. Harjoitustehtiavin nojalla

/f+dm:/g+dm ja /f_dm:/g_dm.
E E E E

Viite seuraa Madritelmésta B.3.11 O

Yleisessa tapauksessa konvergenssilauseiden kirjo laajenee. Seuraava dominoidun konver-
genssin lause on keskeinen.

Lause 3.3.8. [Dominoidun konvergenssin lause] Olkoon E C R" ja olkoot f; : B — R
mitallisia funktioita siten, etté

f(w) = Jim fi(x)

m.k. x € E. Jos on olemassa joukossa E integroituva funktio g siten, ettd

sup | fi(x)| < g(x)
1€EN

m.k. x € F, niin f on integroituva joukossa FE ja

1—00

lim [ |f— f;|dm = 0.
E

Erityisesti patee
/ fdm=lim [ f;dm.
E E

1— 00
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Todistus. Maarittelemalld f;, f ja g esimerkiksi nollana sopivasti valitussa nollamittaisessa
joukossa voidaan olettaa, etta
f(z) = lim f;(z)
1—r 00
kaikilla x € E ja

sup | fi(z)| < g(z)
€N

kaikilla x € E. Koska epdyhtilo siilyy raja-arvossa, on
[f(@)] < g(x)

kaikilla z € E. Nain ollen

|f(z) = filx)] < |f(@)] + | filz)] < 29(2)
kaikilla z € F.

Koska g on integroituva joukossa E, majoranttiperiaatteen nojalla |f|, |f — fi| ja f ovat
integroituvia joukossa E. Soveltamalla Fatoun lemmaa ei-negatiiviseen funktiojonoon 2¢g—
|f — fil, jonka rajafunktio on 2g, saadaan

/dim:/liminf@g—|f—fi|)dm
B E 1— 00
gliminf/@g— |f = fil) dm
E

1—00

(3)
:hgglf(/EQQdm—/E|f—fi|dm)

:/QQdm—limsup/|f—fi|dm.
E 1—00 E

Téssé toiseksi viimeinen yhtélo péatee Lauseen nojalla ja viimeinen yhtald perustuu
ominaisuuteen
liminf(a — a;) = a — limsup a;,
1—00 1—00

miké pétee kaikille a,a; € R (harjoitustehtéva).
Epéyhtalossi ([3) [, 2g dm voidaan supistaa, joten Lemman nojalla

Ogliminf/\f—fﬂdmﬁlimsup/ \f — fildm <0.
71— 00 E E

1—00
Lauseen nojalla

1—00

lim [ |f— fildm =0.
E
Viite
/ fdm=1lim [ f;dm
E E

1—00

seuraa epayhtélosta (ks. lauseet ja [3.3.7)

/Efdm—/Efidm‘: /E<f—fi>dm's/E|f—fi|dm
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ottamalla raja-arvot ¢ — oo puolittain. O
Esimerkki. (a) Madratian
1
x

lim iz~ 2 sin = da.

71— 00 0 7
Téssi (ja muissa esimerkeissd) integraali tulkitaan Lebesguen mielessé ellei erikseen muuta
mainita. Olkoon E =]0, 1] ja merkitdéin

filz) = iz sin= =172 —, 1€N.
1 =
Talloin )
f(z) = lim fi(z) = 272,
1—00
Edelleen . '
sin 2
sup Ll < sup smaj‘ < max |g(z)| = M,
zeE | 7§ z€E| T z€[0,1]

silld funktio g(x) = 2% on jatkuva myos origossa jos asetetaan g(0) = 1. Siis

|fi(x)] < M f(x)
kaikilla x € F ja ¢ € N.

Toisaalta monotonisen konvergenssin lauseen nojalla

1 1 :
[ = i [ 10 = e[ =2

Toiseksi viimeisessd yhtédlosséd integraali on laskettu analyysin peruslauseen avulla Huo-
mautukseen |3.3.5| nojaten.

Dominoidun konvergenssin lauseen mukaan

lim fZ )dx = / f(x

1—00

(b) Olkoon f integroituva joukossa [—1, 1] ja olkoon
1
:/ f(t)sinztdt, =€ R.
-1

Madratadn ¢'(x). Olkoon € R ja olkoon (h;) jono positiivisia reaalilukuja siten, etti
lim;_, h; = 0. Lauseen nojalla

(I—i—hf} (/f )sin(z + h;) tdt—/f smxtdt>

:/ f(t)sin(z + h;)t — f(t)sinxt

dt
hi

-1
_ /1 i) (sin(:p - h;l)t — sin xt) it
-1 7
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Viliarvolauseen nojalla

sin(x + h;)t —sinat  cos& - hit
h; o

= tcosé.

Néin ollen
sin(z + h;)t — sinxt

h;

<1

kaikilla ¢ ja t € [—1, 1], joten funktiolla |f(t) <w> | on integroituva majorantti
|f(t)]. Koska

lim ¢ f(¢)

1—00

(sln(a? + f;}zt — sin 175) — ££(t) cos at

kaikilla t € [—1,1], t # 0, niin dominoidun konvergenssin lauseen mukaan

AN 1 . ) o 1
lim @) =9@) [ (Sm(x i Ii}zt Smxt) dt :/ t£(t) cos at dt.
1 7 —1

1—00 hz i—oo [

Taméi patee kaikille jonoille h; — 07, joten oikeanpuoleiselle derivaatalle pétee
1
g (z) = / tf(t) cosxt dt
~1

kaikilla = € R. Nimittain jos vastoin viitettd luku a := f_ll f(t)cosxtdt ei ole g:n oi-
keanpuoleinen derivaatta pisteessid x, niin on olemassa € > 0 ja jono h; — 0T siten,
etta
g(x + hi) — g(x)
hi

Tama on ristiriidassa edelld todetun kanssa.

¢la —e,a+ €.

Vasemmanpuoleinen derivaatta kisitelladn samalla tavalla.
Dominoidun konvergenssin lauseen erikoistapauksena todistetaan tasaisesti rajoitetun kon-
vergenssin lause:

Lause 3.3.9. |Tasaisesti rajoitetun konvergenssin lause| Olkoon m(E) < oo ja olkoon
fi - E — R jono joukossa F integroituvia funktioita siten, ettéd

f(x) = lim fi(z)

1—00

m.k. x € E. Jos on olemassa reaaliluku M > 0 siten, etté
sup | fi(z)| < M
iEN

kaikilla x € F, niin
/ fdm=1lim [ f;dm.
E 1—00 E
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Todistus. Olkoon g = M joukossa E. Télléin oletuksen m(E) < oo nojalla
/ gdm = Mm(E) < .
E

Siis g on integroituva joukossa E ja viite seuraa dominoidun konvergenssin lauseesta. O

Tarkastellaan lopuksi paria esimerkkid Lebesguen integrointiteorian yhteydestd Riemannin-
integraaleihin.

Seuraus 3.3.10. Olkoon m(F) < oo ja olkoon (f;) jono joukossa £ C R" integroituvia
funktioita siten, ettd f; — f tasaisesti joukossa E. Tlloin f on integroituva ja

/ fdm=1lim [ f;dm.
E E

i—00

Todistus. Harjoitustehtava. O

Huomautus. Esimerkiksi Taylorin sarjojen tarkastelu perustuu Seurausta vastaa-
vaan tasaisen konvergenssin tulokseen kun E = [a,b] ja (f;) on jono Riemannin mielessi
integroituvia funktioita vililld [a, b]. Riemannin integrointiteoriassa joudutaan olettamaan
my0s rajafunktion Riemann-integroituvuus.

Tasaisesti rajoitetun konvergenssin avulla saadaan helposti seuraava Riemannin integraa-
lia koskeva tulos.

Seuraus 3.3.11. Olkoon f; : [a,b] — R jono vilillé [a, b] Riemann-integroituvia funktioita
siten, etti

(i) |fi(z)| < M kaikilla i € N ja x € [a, b] jollekin M € R
(ii) Kaikilla = € [a,b] on olemassa f(x) := lim; , f;(x);
(iii) Raja-funktio f on Riemann-integroituva vélilld [a, b].

Tall6in
b b
/ f(z)dx = lim [ fi(x)dz.
a 1— 00 a

Todistus. Koska funktiot f ja f; ovat rajoitettuja ja Riemann-integroituvia, niin Huo-
mautuksen nojalla ne ovat Lebesgue-integroituvia vélilla [a, b] ja

/abf(:p)dx:/[a’b]fdm

b
/ fi(z)dx = fidm
a [a,b]

kaikilla 7 € N. Lauseen mukaan

seka

fdm = lim fidm,

[a,] =0 Jla,p)
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joten viite seuraa. O

Huomautus. Seurauksen |3.3.11|todistaminen ilman Lebesguen integrointiteoriaa on han-
kalaa.

Lisétieto: Yleisen mittateorian idea. Olkoon X # () mielivaltainen joukko ja I" joukon
X o-algebra. Kokoelman I' joukkoja sanotaan mitallisiksi joukoiksi.

Funktio p : T' — [0, +00] on mitta joukossa X, jos

(i) p(@) = 0;
(i) (U A;) =7, u(A;) aina kun joukot A; € I' ovat pareittain pistevieraita.

Jos lisdksi p(X) = 1, mittaa p sanotaan todenndkdisyysmitaksi. Kolmikko (X,T', ) on
mitta-avaruus, jos I' on o-algebra joukossa X ja p on mitta joukossa X.

Huomautus. (a) Ehdosta (ii) seuraa heti, ettd © on monotoninen, ts. u(A) < u(B) jos
A,B €T ja AC B. Nimittain tilloin A ja B\ A € T ovat erillisid, joten

u(B) = (AU (B\ A)) = u(A) + u(B\ A) = p(A).

(b) Useimmiten (esim. R"™:m osajoukoille) ldhtokohtana on o-algebra I, joka siséltiad Bo-
relin o-algebran.

Mitallisten joukkojen avulla mitalliset funktiot f : X — R ja integraali médritellisin
aivan kuten edelli.

Kaikki kurssilla esitetyt mitallisten funktioiden ja integraalin ominaisuudet (lukuun ot-
tamatta yhteyksid Riemannin integraaliin) voidaan todistaa olennaisesti samalla tavalla
yleisen mitta-avaruuden tilanteessal!
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