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1. JohdantoPuolalaisen matemaatikon Benoît Mandelbrotin (1924 − 2010) [7, s. 4℄ mukaannimetty Mandelbrotin joukko on eräs kompleksitason osajoukko. Joukko määritel-lään kuvauksen fc : C → C, fc(z) = z2 + c, missä c ∈ C, avulla. Joukosta voidaanpiirtää kuva, katso Kuva 8. Joukon reuna on kaoottinen ja siinä voi nähdä erikoisiailmiöitä, katso Kuvat 9 ja 10.Mandelbrotin joukolle voidaan antaa yleistyksiä. Eräs yleistys ovat niinsanotutmultibrotjoukot, katso Luku 5.Ryhdyin tutkimaan Mandelbrotin joukkoa Internetin ja kirjallisuuden avulla.Monet aihetta käsittelevät kirjat olivat vaikeaselkoisia, joten luin paljon asiaaInternetistä ymmärtääkseni aihetta.Keksin oman todistuksen artikkelin [5, s. 18℄ väitteelle, joka esitetään Seu-rauksessa 4.14. Vaiheittaiseen todistukseen sisältyvät Lauseet 4.10 ja 4.13 sekäSeuraukset 4.12 ja 4.14 todistuksineen.Innostuneena oman todistuksen keksimisestä Seuraukselle 4.14 lisäsin Lukuun4 muita tuloksia, jotka pystyin todistamaan kolmioepäyhtälöä ja induktioperi-aatetta käyttämällä. Oli mukavaa keksiä joitakin todistuksia itse. Edelleen Luku5 sisältää pääasiassa Luvun 4 tuloksille analogisia tuloksia tai niiden yleistyksiä.Tehdessäni tutkielmaa opettelin käyttämään dynaamista geometriaohjelmaaGeoGebra ja laskentaohjelmaa Matlab, jolla opettelin piirtämään kuvia. Kaikkitämän tutkielman kuvat on piirretty Matlabilla. Kuvat 7-10 on piirretty Matlab-funktiolla [11℄, jota muokkasin hieman.
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2. IteroinnistaIteroinnilla tarkoitetaan yleensä jonkin toimenpiteen toistamista monta kertaaperäkkäin. Jos X on epätyhjä joukko ja f : X → X on funktio, voidaan es-imerkiksi määritellä rekursiivisesti jono joukon X alkioita asettamalla x0 = ajollekin kiinnitetylle a ∈ X ja
xn = f(xn−1), kaikilla n ∈ N.Nyt siis esimerkiksi x0 = a, x1 = f(a), x2 = f(f(a)) ja x3 = f(f(f(a))).Monet numeeriset menetelmät perustuvat siihen, että iteroimalla saatu luku-jono suppenee jotakin haluttua lukua kohti. Otetaan esimerkki tällaisesta iterati-ivisesta menetelmästä [6, s. 214℄. Vastaava esimerkki on kirjassa [6, ss. 230-231℄.Esimerkki 2.1. Lasketaan luvulle√2 likiarvo eli ratkaistaan likimääräisesti yhtälö

x2 = 2. Tätä varten etsitään lukua x ∈ R, jolle g(x) = x2 − 2 = 0. Newtoninmenetelmässä iteraatiofunktioksi valitaan funktio
f(x) = x− g(x)

g′(x)
.Koska g′(x) = 2x, saadaan

f(x) = x− x2 − 2

2x
=

2x2 − x2 + 2

2x
=

x2 + 2

2x
=

1

2

(

x+
2

x

)

.Tämän jälkeen valitaan alkuarvaus x0 niin, että se on �lähellä� lukua √
2,esimerkiksi x0 = 1. Nyt saadaan lukujono (xn)n∈N, missä

x0 = 1;

x1 = f(1) =
1

2

(

1 +
2

1

)

=
3

2
;

x2 = f

(
3

2

)

=
1

2

(
3

2
+ 2 · 2

3

)

=
17

12
;

x3 = f

(
17

12

)

=
1

2

(
17

12
+ 2 · 12

17

)

=
577

408
.Nyt (577

408
)2 ≈ 2, 000006007, joten √

2 ≈ 577
408

. Desimaaliluvuilla ilmaistuna2



577

408
≈ 1, 414215686;

√
2 ≈ 1, 414213562.Saatu likiarvo on tarkkaa arvoa suurempi, mutta siinä on peräti viisi oikeaadesimaalia.Käytämme merkintöjä N = {1, 2, 3, . . .} ja N0 = {0, 1, 2, 3, . . .}.Määritelmä 2.2. Olkoon X epätyhjä joukko ja f : X → X funktio. Määritelläänfunktion f ei-negatiiviset kokonaislukupotenssit asettamalla(i) f 0 = id;(ii) fn = f ◦ fn−1, kaikilla n ∈ N.Olkoon lisäksi a ∈ X ja A ⊂ X. Alkion a alkukuva kuvauksessa f on joukko

f−1(a) = {x ∈ X : f(x) = a}ja joukon A alkukuva on joukko
f−1(A) = {x ∈ X : f(x) ∈ A}.Määritellään funktion f negatiiviset kokonaislukupotenssit asettamalla(iii) f−(n+1) = f−1 ◦ f−n, kaikilla n ∈ N.Tässä ◦ on relaatioiden yhdistämisoperaatio. Jos f on kääntyvä eli käänteisrelaatio

f−1 on funktio, on fn : X → X funktio olipa n mikä tahansa kokonaisluku.Määritelmä 2.2 on hieman eri muodossa kirjassa [7, s. 10℄.Olkoon n ∈ N. Määritelmän 2.2 mukaan x ∈ f−n(a), jos ja vain jos fn(x) = a.Esimerkki 2.3. Olkoon f : R → R, f(x) = x2. Määritelmän 2.2 mukaan kaikilla
x ∈ R

f 0(x) = x;

f 1(x) = f(x) = x2;

f 2(x) = f(f(x)) = (x2)2 = x4;

fn(x) = x2n , kun n ∈ N.3



Lisäksi
f−1(4) = {−2, 2};

f−1(−2) = ∅;
f−2(4) = f−1({−2, 2}) = {−

√
2,
√
2}.Palataan takaisin Esimerkin 2.1 tilanteeseen. Kuvassa 1 on Esimerkin 2.1 funk-tion f potenssien fn kuvaajat arvoilla n = 1, 2, 3, 4. Kuvasta 1 nähdään, että kun

n kasvaa, funktiot fn �lähestyvät� funktiota f∞ : R \ {0} → {−
√
2,
√
2},

f∞(x) =

{
−
√
2, kun x < 0, ja√

2, kun x > 0.Funktio f∞ on esitetty Kuvassa 2.
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Kuva 1: Esimerkin 2.1 funktion f potensseja fn4
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Kuva 2: Esimerkin 2.1 funktion f potenssien fn �rajafunktio� f∞Esimerkistä 2.1 voi herätä kysymys, miten alkuarvauksen x0 valinta vaikuttaasaatavaan lukujonoon (xn)n∈N. Kuvan 2 perusteella voi arvella, että
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

fn(x0) = f∞(x0) =

{√
2, kun x0 > 0, ja

−
√
2, kun x0 < 0.Siis alkuarvauksesta x0 riippuen saadaan jompi kumpi yhtälön x2 = 2 juurista

−
√
2 tai√2. Lisäksi Kuvan 1 perusteella voi arvella, että jos |x0| on suuri, halutuntarkkuuden saaminen likiarvolle vaatii useampien lukujen xn laskemista, kuin josvalittaisiin esimerkiksi x0 = 1.Esimerkki 2.4. Olkoon f : R → R, f(x) = −x3 + 1. Kuvassa 3 on funktion fensimmäisiä potensseja.Kuvan 3 perusteella vaikuttaa siltä, että kaikkien funktion f potenssien ku-vaajat kulkevat pisteen (x, y) ≈ (0.8, 0.8) kautta. Lisäksi Kuvasta 3 voi havaita,5



−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

 

 

PSfrag replaements

f 1

f 2

f 3

f 4

Kuva 3: Esimerkin 2.4 funktion f potensseja fnettä funktiot f 1+2n, missä n ∈ N0, muistuttavat toisiaan. Jos n kasvaa, funktiot
f 1+2n �lähestyvät� erästä funktiota. Merkitään tätä funktiota f∞,1.Funktioiden f 2+2n, missä n ∈ N0, tilanne on vastaava. Funktiot muistuttavattoisiaan ja �lähestyvät� erästä toista funktiota. Merkitään funktiota f∞,2. Kuvassa4 on funktio f 101 ja Kuvassa 5 on funktio f 102. Kuvassa 6 on esitetty mainitut raja-funktiot f∞,1 ja f∞,2. Potenssien fn, n ∈ N, kuvaajien yhteinen piste on merkittyKuvaan 6 rastilla. Se on yhteinen myös rajafunktioiden f∞,1 ja f∞,2 kuvaajille.
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Kuva 4: Esimerkin 2.4 funktion f potenssi f 101
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Kuva 5: Esimerkin 2.4 funktion f potenssi f 102
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Kuva 6: Esimerkin 2.4 �rajafunktiot� f∞,1 ja f∞,2.Määritelmä 2.5. Olkoon n ∈ N0, X joukko, a ∈ X ja f : X → X funktio.Käytämme seuraavia nimityksiä:(i) Alkio fn(a) on alkion a n:s iteraatti kuvauksessa f . [7, s. 6℄(ii) Joukko {a, f(a), f 2(a), . . . } on alkion a rata kuvauksessa f . [7, s. 10℄Esimerkin 2.4 ja Kuviin 3-6 liittyvä tarkastelu voi olla hyödyllinen, jos ollaankiinnostuneita siitä, milloin lähtöpisteen rata kuvauksessa on rajoitettu. Kuvasta 6nähdään, että pisteen x ∈ R rata on rajoitettu Esimerkin 2.4 kuvauksessa f, jos xkuuluu tietylle välille, Kuvasta 6 luettuna välille [−0.5, 1.1]. Tein vastaavia reaali-funktioiden potenssien kuvaajien piirtämiseen perustuvia tarkasteluja tutkiessaniMandelbrotin joukkoa (katso Määritelmä 4.8). Tarkastelut eivät kuitenkaan oletarpeeksi kypsässä muodossa, jotta ne voisi esittää tässä.Lauseet 2.6 ja 2.7 sisältävät ajatuksen: �jos jokin iteraatti on sama kuin toinenaiemmin saatu iteraatti, niin iteraatit alkavat toistumaan�.8



Lause 2.6. Olkoon X epätyhjä joukko, f : X → X funktio ja a ∈ X. Olkoonlisäksi fn(a) = a jollekin n ∈ N. Tällöin a rata kuvauksessa f sisältyy joukkoon
{a, f(a), f 2(a), . . . , fn−1(a)}.Todistus. Olkoon k ∈ N0 mielivaltainen. Voidaan kirjoittaa

k = qn+ rjoillekin q, r ∈ N0, 0 ≤ r ≤ n− 1. Nyt
a = fn(a) = fn(fn(a)) = f 2n(a) = . . . = f qn(a).Siis yhtäsuuruus a = f qn(a) saadaan soveltamalla oletusta a = fn(a) q kertaa.Nyt

f r(a) = f r(f qn(a)) = f qn+r(a) = fk(a).Väite seuraa. �Lause 2.7. Olkoon X epätyhjä joukko, f : X → X funktio ja a ∈ X. Olkoonlisäksi fn+m(a) = fn(a) joillekin n,m ∈ N. Tällöin alkion a rata kuvauksessa fsisältyy joukkoon
{a, f(a), f 2(a), . . . , fn+m−1(a)}.Todistus. Olkoon k ∈ N0 mielivaltainen. Osoitetaan, että

fk(a) ∈ {a, f(a), f 2(a), . . . , fn+m−1(a)} = A.Koska n+m− 1 ≥ n, niin ehdosta 0 ≤ k ≤ n seuraa
fk(a) ∈ {a, f(a), f 2(a), . . . , fn(a)} ⊂ A.Oletetaan, että k ≥ n + 1. Nyt voidaan kirjoittaa

k = n+ qm+ rjoillekin q, r ∈ N0, 0 ≤ r ≤ m − 1. Oletus fn+m(a) = fn(a) voidaan kirjoittaamuodossa fn(a) = fm(fn(a)). Soveltamalla oletusta q kertaa saadaan9



fn(a) = fm(fn(a)) = fm(fm(fn(a))) = f 2m(fn(a)) = . . . = f qm(fn(a)) = fn+qm(a).Nyt
fk(a) = fn+qm+r(a) = f r(fn+qm(a)) = f r(fn(a)) = fn+r(a).Väite seuraa. �Määritelmä 2.8. Käytämme seuraavia nimityksiä:(i) Lauseen 2.6 tilanteessa a on kuvauksessa f n-jaksollinen. Tällöin pienintälukua k, jolle fk(a) = a, sanotaan alkion a jaksoksi ja joukkoa

{a, f(a), . . . , fk−1(a)}sanotaan alkion a sykliksi kuvauksessa f tai kuvauksen f k−sykliksi.(ii) Lauseen 2.7 tilanteessa alkio a on kuvauksessa f lopulta n-jaksollinen. Täl-löin pienintä lukua k, jolla fn+k(a) = fn(a), sanotaan alkion a lopulta alka-van syklin jaksoksi ja joukkoa
{fn(a), fn+1(a), . . . , fm+k−1(a)}kutsutaan alkion a lopulta alkavaksi k-sykliksi kuvauksessa f tai kuvauksen

f lopulta alkavaksi k-sykliksi.Sanomme lisäksi, että joukko f−n(a) (vastaavasti f−n(A)) on alkion a (vastaavastijoukon A) n−juuri kuvauksessa f .Määritelmän 2.8 nimitykset ovat peräisin lähteistä [3℄ ja [7, s. 11℄, tosin niitäon muokattu hieman. Kirjoittaja keksi itse nimityksen n−juuri.Jos a on n−jaksollinen kuvauksessa f, niin Määritelmän 2.8 mukaan a onlopulta n−jaksollinen kuvauksessa f .
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3. Kompleksilukujen perusominaisuuksiaTämän luvun asioista voi lukea suomenkielisistä kirjoista [1℄ ja [9℄.Kompleksiluvut ovat muotoa z = x + iy, missä x, y ∈ R ja i2 = −1. Luvun
i määritelmästä ja reaalilukujen laskusäännöistä seuraa, että kompleksiluvut to-teuttavat useimmat tavallisimmista reaalilukujen laskusäännöistä. Lisäksi voidaannäyttää, että kompleksilukujen joukko C on kunta.Olkoot jatkossa x, y, a, b ∈ R mielivaltaisia ja z = x+iy, w = a+ib. Käytämmeseuraavia nimityksiä:(i) luku x on luvun z reaaliosa, x = Re(z);(ii) luku y on luvun z imaginaariosa, y = Im(z);(iii) luku i on imaginaariyksikkö.Asetetaan z = w, jos ja vain jos x = a ja y = b. Nyt kuvaus s : C → R

2, s(z) =
(Re(z), Im(z)) on bijektio. Siis jokaista kompleksilukua vastaa täsmälleen yksireaalitason R2 piste.Kompleksiluvut voidaan siis esittää tason pisteinä. Iteroimalla saatavan kom-pleksilukujonon pisteet tasoon piirtämällä voi saada mielenkiintoisia kuvioita.Mielenkiintoisia kuvioita voi myös saada etsimällä kompleksiluvut, joilla on jokinominaisuus, esimerkiksi ne luvut, jotka käyttäytyvät jossakin iteraatiossa tietyllätavalla.Kompleksiluvun z moduli on reaaliluku

|z| =
√

x2 + y2.Luvun z moduli vastaa siis tason R2 euklidista normia. Jos y = 0 eli z = x ∈ R,niin |z| =
√
x2 on luvun z itseisarvo. Moduli on siis reaalilukujen itseisarvonyleistys.Luvulla z ∈ C on napakoordinaattiesitys
z = (x, y) = (r cos θ, r sin θ), missä r ≥ 0 ja θ ∈ R.Jos z 6= 0, niin kulma θ voidaan määritellä täysiä kierroksia lukuunottamattayksikäsitteisesti. Sanotaan, että origon ja pisteen z kautta kulkevan suoran sekäreaaliakselin välinen kulma on luvun z 6= 0 argumentti eli vaihekulma θ = arg(z).11



Vaihekulmasta saadaan yksikäsitteinen, jos annetaan lisärajoite, esimerkiksi vaati-malla, että θ ∈ [0, 2π[. Sanotaan, että tämän ehdon toteuttava luvun z vaihekulma
θ kuuluu argumentin päähaaraan ja merkitään Arg(z) = θ.Kompleksiluvun z = x+ iy liittoluku eli kompleksikonjugaatti on

z = x− iy.Suoralla laskulla nähdään, että
zz = (x+ iy)(x− iy) = x2 − i2y2 = x2 − (−1)y2 = x2 + y2 = |z|2.Lause 3.1. Olkoot z, w ∈ C. Modulille pätee(i) |z| = 0, jos ja vain jos z = 0;(ii) |z| = |z|;(ii) |zw| = |z||w|;(iv) |z|+ |w| ≥ |z + w| ≥ ||z| − |w|| ≥

{
|z| − |w|
|w| − |z|.Lause 3.2. Olkoot z, w ∈ C sekä c ∈ R. Konjugaatille pätee(i) c = c;(ii) z = z;(iii) z + w = z + w;(iv) z · w = z · w;Olkoot x, y ∈ R ja z = x + iy. Koska ehto |z| = 0 on yhtäpitävä ehdon

|z|2 = x2 + y2 = 0 kanssa ja x2 + y2 = 0, jos ja vain jos x = y = 0, niin |z| = 0,jos ja vain jos z = x+ iy = 0+ i · 0 = 0. Tämä perustelee Lauseen 3.1 kohdan (i).Lauseiden 3.1 ja 3.2 muut kohdat löytyvät kirjasta [1, ss. 7− 10℄.
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4. Mandelbrotin joukkoOlkoon jatkossa c ∈ C, n ∈ Z sekä fc : C → C, fc(z) = z2 + c. Merkintätapa onperäisin kirjasta [10℄. Nyt esimerkiksi
f 0
c (z) = z;

f 1
c (z) = z2 + c;

f 2
c (z) = (z2 + c)2 + c = z4 + 2z2c+ c2 + c;

f 0
c (0) = 0;

f 1
c (0) = c;

f 2
c (0) = c2 + c;

f 3
c (0) = (c2 + c)2 + c = c4 + 2c3 + c2 + c.Nähdään, että kun n ∈ N, niin fn

c (0) on kompleksimuuttujan c reaalikertoiminenpolynomi, jonka aste on 2n−1.Tarkastellaan seuraavaksi origon rataa kuvauksessa fc vakion c eri arvoilla.Esimerkkien 4.1-4.6 kaltaisia laskuja on esimerkiksi pdf-tiedostossa [8℄.Esimerkki 4.1. Olkoon c = 0. Triviaalisti luvun c arvosta riippumatta f 0
c (0) = 0.Lisäksi tässä tapauksessa f 1

c (0) = 0. Koska f 1
c (0) = f 0

c (0), niin origo on kuvaukses-sa fc 1-jaksollinen ja Lauseen 2.6 nojalla origon rata kuvauksessa fc on äärellinenjoukko {0}.Esimerkki 4.2. Olkoon c = 1. Nyt
f 1
c (0) = 1;

f 2
c (0) = 12 + 1 = 1 = 2;

f 3
c (0) = 22 + 1 = 5;

f 4
c (0) = 52 + 1 = 26;

f 5
c (0) = 262 + 1 = 677;

f 6
c (0) = 6772 + 1 = 458330.Luvut fn

c (0) etääntyvät origosta nopeasti luvun n kasvaessa. Osoitetaan, että
fn
c (0) → ∞, kun n → ∞. Tätä varten todistetaan Lause 4.3.13



Lause 4.3. Olkoon c, z ∈ R, c ≥ 0. Tällöin
fn
c (z) ≥ z2

n (4.1)kaikilla n ∈ N.Todistus. Oletuksista seuraa, että
f 1
c (z) = z2 + c ≥ z2 = z2

1

. (4.2)Siis epäyhtälö (4.1) pätee arvolla n = 1. Oletetaan, että (4.1) pätee jollakin n ∈ N.Koska kuvaus z 7→ z2 on kasvava kaikilla z ≥ 0 ja fn
c (z) ≥ z2

n ≥ 0, saadaan
(fn

c (z))
2 ≥ (z2

n

)2 = z2
n+1

. (4.3)Toisaalta sijoittamalla fn
c (z) luvun z paikalle epäyhtälöön (4.2) saadaan
fn+1
c (z) = f 1

c (f
n
c (z)) ≥ (fn

c (z))
2. (4.4)Yhdistämällä epäyhtälöt (4.3) ja (4.4) saadaan

fn+1
c (z) ≥ z2

n+1

.Induktioperiaatteen nojalla epäyhtälö (4.1) pätee kaikilla n ∈ N.
�Palataan Esimerkkiin 4.2. Koska c = 1 ≥ 0, niin Lauseen 4.3 nojalla

fn
c (z) ≥ z2

n kaikilla n ∈ N, z ∈ R. Nyt
fn+2
c (0) = fn

c (f
2
c (0)) = fn

c (2) ≥ 22
n

.Näin ollen fn
c (0) → ∞, kun n → ∞.Esimerkki 4.4. Olkoon c = −2. Nyt

f 1
c (0) = −2;

f 2
c (0) = (−2)2 − 2 = 4− 2 = 2;

f 3
c (0) = 22 − 2 = 4− 2 = 2.Koska f 3

c (0) = f 2
c (0), niin origo on kuvauksessa fc lopulta 1-jaksollinen ja Lauseen2.7 nojalla origon rata kuvauksessa fc on äärellinen joukko {0,−2, 2}.14



Esimerkki 4.5. Olkoon c = i. Nyt
f 1
c (0) = i;

f 2
c (0) = (i)2 + i = −1 + i;

f 3
c (0) = (−1 + i)2 + i = (1− 2i+ i2) + i = −i;

f 4
c (0) = (−i)2 + i = −1 + i.Koska f 4

c (0) = f 2
c (0), niin origo on kuvauksessa fc lopulta 2-jaksollinen ja Lauseen2.7 nojalla origon rata kuvauksessa fc on äärellinen joukko

{0, i,−1 + i,−i}.Esimerkki 4.6. Olkoon c = −i. Nyt
f 1
c (0) = −i;

f 2
c (0) = (−i)2 − i = −1 − i;

f 3
c (0) = (−1− i)2 − i = (1 + 2i+ (−i)2)− i = i;

f 4
c (0) = i2 − i = −1− i.Koska f 4

c (0) = f 2
c (0), niin origo on kuvauksessa fc lopulta 2-jaksollinen ja Lauseen2.7 nojalla origon rata kuvauksessa fc on äärellinen joukko

{0,−i,−1− i, i}.Verrataan Esimerkkejä 4.5 ja 4.6. Luvun c arvoiksi asetetut luvut i ja −iovat toistensa konjugaatteja. Toisaalta radan {0, i,−1 + i,−i} luvut ovat radan
{0,−i,−1− i, i} lukujen konjugaatteja. Tämä pätee yleisesti liittolukuparille.Lause 4.7. Olkoon P (z) reaalikertoiminen polynomi. Tällön P (z) = P (z).Todistus. Oletuksen mukaan P (z) =

∑n

k=0 akz
k, jollekin n ∈ N0 ja joillekin

ak ∈ R, k = 0, . . . , n. Konjugaatin ominaisuuksista seuraa
P (z) =

n∑

k=0

ak(z)
k =

n∑

k=0

akzk =
n∑

k=0

akzk =
n∑

k=0

akzk = P (z)

�Lauseen 4.7 väite löytyy yleisemmässä muodossa kirjasta [1, s.7℄.Koska fn
c (0) on reaalikertoiminen kompleksimuuttujan c polynomi, niin fn

c (0) =
fn
c (0) kaikilla c ∈ C, n ∈ N. Siis origon rata kuvauksessa fc saadaan origon radastakuvauksessa fc konjugoimalla. 15



Määritelmä 4.8. Mandelbrotin joukko M ⊂ C koostuu niistä pisteistä c ∈ C,joille origon rata kuvauksessa fc on rajoitettu. Siis
M = {c ∈ C : |fn

c (0)| ≤ s kaikilla n ∈ N jollekin s ∈ (0,∞)}.Esimerkeissä 4.1-4.6 nähtiin, että 0,−2, i,−i ∈ M ja että 1 /∈ M. LisäksiLauseen 4.7 seurauksena saadaan:Seuraus 4.9. Mandelbrotin joukko on symmetrinen reaaliakselin suhteen. Siis,jos c ∈ M, niin c ∈ M.Jos luku c on kaukana origosta, voidaan ajatella, että |c2| ≫ |c| ja siten
f 1
c (0) = c;

f 2
c (0) = c2 + c ≈ c2;

f 3
c (0) = (f 1

c )
2 + c ≈ (c2)2 + c ≈ c4.Luvut fn

c (0) vaikuttaisivat tällöin etääntyvän origosta nopeasti. Saadaan arvio
|fn

c (0)| ≈ |c|2n−1kaikilla n ∈ N. Lauseessa 4.10 on täsmällisempi väite.Seuraus 4.14 löytyy artikkelista [5, s. 18℄. Kirjoittajan muotoilemat Lauseet4.10 ja 4.13 sekä Seuraus 4.12 tähtäävät tämän tuloksen todistamiseen.Lause 4.10. Olkoon c ∈ C siten, että |c| > 2. Tällöin
|fn

c (0)| ≥ (|c| − 1)2
n−2 |c| (4.5)kaikilla n ≥ 2.Todistus. Todistetaan väite induktiolla. Modulin laskusääntöjen (katso Lause 3.1)nojalla saadaan

|f 2
c (0)| = |c2 + c| ≥ |c2| − |c| = |c|2 − |c| = |c|(|c| − 1) = |c|(|c| − 1)2

2−2

.Siis epäyhtälö (4.5) pätee, kun n = 2. Oletetaan toisaalta, että epäyhtälö (4.5)pätee jollakin n ≥ 2. Nyt 16



|fn+1
c (0)| = |(fn

c (0))
2 + c| ≥ |(fn

c (0))
2| − |c| = |fn

c (0)|2 − |c|. (4.6)Koska |c| > 2, niin
|c| − 1 > 1. (4.7)Korottamalla puolittain potenssiin 2n−2 saadaan edelleen

(|c| − 1)2
n−2

> 1. (4.8)Nyt epäyhtälön (4.5) luvuille saadaan arvio
|fn

c (0)| ≥ (|c| − 1)2
n−2 |c| > |c| ≥ 0.Näin ollen korottamalla yhtälö (4.5) puolittain neliöön saadaan

|fn
c (0)|2 ≥ ((|c| − 1)2

n−2 |c|)2.Vähentämällä puolittain |c| saadaan
|fn

c (0)|2 − |c| ≥ ((|c| − 1)2
n−2 |c|)2 − |c| = (|c| − 1)2

(n+1)−2 |c|2 − |c|. (4.9)Huomaamalla, että |c|2 = |c|+ |c|(|c| − 1), saadaan
(|c| − 1)2

(n+1)−2 |c|2 − |c| = (|c| − 1)2
(n+1)−2

[|c|+ |c|(|c| − 1)]− |c|
= (|c| − 1)2

(n+1)−2 |c|+ (|c| − 1)2
(n+1)−2

︸ ︷︷ ︸

>1

|c| (|c| − 1)
︸ ︷︷ ︸

>1

−|c|

> (|c| − 1)2
(n+1)−2 |c|. (4.10)Viimeinen epäyhtälö perustuu epäyhtälöihin (4.7) ja (4.8). Yhdistämällä epäy-htälöt (4.6), (4.9) ja (4.10) saadaan

|fn+1
c (0)| ≥ (|c| − 1)2

(n+1)−2 |c|ja induktioperiaatteen nojalla väite on todistettu. �

17



Määritelmä 4.11. Olkoon z = x+ iy ∈ C ja r > 0. Sanotaan, että joukko
B(z, r) = {w ∈ C : |z − w| < r} = {a+ ib ∈ C : (x− a)2 + (x− b)2 < r2}on z−keskinen r−säteinen avoin kiekko. Vastaavasti

B(z, r) = {w ∈ C : |z − w| ≤ r}on z−keskinen r−säteinen suljettu kiekko. Yleisemmin joukko U ⊂ C on avoin,jos kaikilla z ∈ U on olemassa r > 0 siten, että B(z, r) ⊂ U. Joukko U on suljettu,jos sen komplementti C \ U on avoin.Jos |c| > 2, niin antamalla epäyhtälössä (4.5) luvun n kasvaa nähdään, että
|fn

c (0)| → ∞, kun n → ∞. Määritelmän 4.11 nimityksin Lauseesta 4.10 seuraa:Seuraus 4.12. Mandelbrotin joukko sisältyy origokeskiseen 2−säteiseen suljet-tuun kiekkoon.Tästä lähtien tutkittaessa kuuluuko piste c Mandelbrotin joukkoon, voidaansiis rajoittua tapaukseen |c| ≤ 2. Lisäksi, koska Esimerkin 4.4 nojalla −2 ∈ M,niin B(0, 2) on pienin origokeskinen kiekko, joka sisältää joukon M. Siis
min{r > 0 : M ⊂ B(0, r)} = 2. (4.11)Jos c on lähellä origoa, mutta iteraatit fn

c (0) menevät jossakin vaiheessa kauasorigosta, niin iteraatit alkavat etääntymään origosta, eivätkä enää palaa. Täsmäl-lisemmin ajatus on esitetty Lauseessa 4.13Lause 4.13. Oletetaan, että |c| ≤ 2 ja että |fn0
c (0)| > 2 jollakin n0 ∈ N. Tällöin

|fn0+n
c (0)| ≥ 4n(|fn0

c (0)| − 2) + 2 (4.12)kaikilla n ∈ N0.Todistus. Todistetaan väite induktiolla. Jos n = 0, niin suoralla sijoituksellanähdään, että epäyhtälö (4.12) pätee. Oletetaan, että epäyhtälö 4.12 pätee jollakin
n ∈ N0. Tiedetään, että

|fn0+n+1
c (0)| ≥ |fn0+n

c (0)|2 − |c|. (4.13)Koska |fn0+n
c (0)| ≥ 4n(|fn0

c (0)| − 2) + 2 > 2 ≥ 0, saadaan18



|fn0+n
c (0)|2 − |c| ≥ (4n(|fn0

c (0)| − 2) + 2)2 − |c|
= (4n(|fn0

c (0)| − 2))2 + 2 · 4n(|fn0
c (0)| − 2) · 2 + 22 − 2

= (4n(|fn0
c (0)| − 2))2 + 4n+1(|fn0

c (0)| − 2) + 2

> 4n+1(|fn0
c (0)| − 2) + 2 (4.14)Yhdistämällä epäyhtälöt (4.13) ja (4.14) saadaan

|fn0+n+1
c (0)| > 4n+1(|fn0

c (0)| − 2) + 2.Induktioperiaatteen nojalla epäyhtälö (4.12) pätee kaikilla n ∈ N0. �Epäyhtälöstä (4.12) nähdään, että |fn
c (0)| > 2 kaikilla n ≥ n0. Siis, jos iteraatit

fn
c (0) käyvät origokeskisen 2−säteisen kiekon ulkopuolella, ne eivät voi palatakiekkoon. Lisäksi, jos epäyhtälössä (4.12) annetaan luvun n kasvaa, nähdään, että
|fn

c (0)| → ∞, kun n → ∞. Saadaan Seuraus 4.14.Seuraus 4.14. Jos fn
c (0) käy origokeskisen 2−säteisen kiekon ulkopuolella jol-lakin n ∈ N, niin c /∈ M.Seuraus 4.14 antaa keinon piirtää kuvia Mandelbrotin joukosta tietokoneella.Seurauksen 4.12 nojalla pisteet c, joille |c| > 2, eivät kuulu joukkoon. Alue |c| ≤ 2voidaan puolestaan peittää ruudukolla. Valitaan tämän jälkeen luku m ∈ N, jokamäärää iteraatioiden lukumäärän. Valitaan jokaisesta ruudusta kompleksiluku c,esimerkiksi ruudun keskipiste, ja lasketaan tälle iteraatioita fn

c (0), n = 1, . . . , m.Jos jokin iteraatio fn
c (0), n = 1, . . . , m menee kiekon B(0, 2) ulkopuolelle, niinSeurauksen 4.14 nojalla piste c ei kuulu joukkoon ja tarkastelu voidaan tämänpisteen osalta lopettaa. Mahdollisesti joukkoon kuuluviksi pisteiksi jäävät ne, joilleviimeinen iteraatio fm

c (0) on kiekossa B(0, 2). Väritetään nämä pisteet sisältävätruudut mustiksi ja muut ruudut valkoisiksi. Näin saadaan kuva joukosta M. Mitäsuurempi m on, sitä tarkempi kuvasta tulee. Kuvassa 7 on luvun m arvoja 1 − 8vastaavat kuvat. Suhteellisen tarkassa Kuvassa 8 on m = 50.

19



PSfrag replaements
m = 1

m = 2 m = 3 m = 4

m = 5 m = 6 m = 7 m = 8Kuva 7: Joukkoja f
−(m−1)
c (B(0, 2)) luvun m eri arvoillaKuviin 7 ja 8 tulevat mustalla ne pisteet, joille fm

c (0) = fm−1
c (c) ∈ B(0, 2) eli

c ∈ f
−(m−1)
c (B(0, 2)). Siis Kuvan 7 kuvat esittävät joukon B(0, 2) (m− 1)−juuriakuvauksessa fc.Kuvasta 7 voi aavistaa, että f

−((m+1)−1)
c (B(0, 2)) ⊂ f

−(m−1)
c (B(0, 2)) kaikilla

m ∈ N. Tämä johtuu siitä, että jos fm
c (0) /∈ B(0, 2), niin fm+1

c (0) /∈ B(0, 2).Merkitään
Ak = f−(k−1)

c (B(0, 2)) \ f−((k+1)−1)
c (B(0, 2))kaikilla k ∈ N. Joukot Ak, k = 1, . . . , m−1 ja Bm = f

−(m−1)
c (B(0, 2)) ovat erillisiäja niiden yhdiste on B(0, 2). Kuvassa 9 on m = 50. Joukot Ak, k = 1, . . . , 49 onväritetty harmaalla, kun k on pariton, ja valkealla, kun k on parillinen. Joukko B50on sen sijaan väritetty mustalla. Joukko Ak on sitä kaoottisempi, mitä suurempi

k on.
20



Kuva 8: Joukko f
−(50−1)
c (B(0, 2)).

21



Kuva 9: Joukot A1, A2, . . . , A49 sekä joukko B50 = f
−(50−1)
c (B(0, 2))Valitsemalla Kuvaan 9 sellaiset asteittain muuttuvat värit, että vierekkäistenalueiden värit ovat lähellä toisiaan, saadaan kauniita kuvia. Tällöin eri värit kuvas-tavat sitä, miten nopeasti näillä väreillä väritetyistä alueista otettujen pisteideniteraatit pakenevat kiekosta B(0, 2). 22



Kuva 10: Zoomaus kohti pistettä c ≈ −0, 15285 + 1, 03968iRajaamalla tarkastelualuetta pienemmäksi ja suurentamalla kuvaa päästäänMandelbrotin joukkoa katsomaan tarkemmin. Kuvassa 10 on tällä tavalla zoomat-tu Mandelbrotin joukon kuvaa. Aluksi on otettu kuva Mandelbrotin joukosta.Tästä kuvasta on rajattu keskeltä alue (merkitty valkoisella kehyksellä), joka on23



leveydeltään ja korkeudeltaan puolet alkuperäisestä kuvasta. Tämän jälkeen tästäalueesta on piirretty alkuperäisen kuvan kokoinen kuva. Tällaisia zoomauksia ontehty 15. Näin muodostuneet 16 kuvaa on ladottu vierekkäin siten, että ensim-mäiset neljä kuvaa ovat ylärivissä järjestyksessä vasemmalta oikealle, seuraavatneljä kuvaa ovat toiseksi ylimmässä rivissä järjestyksessä vasemmalta oikealle jne.Ensimmäisen kuvan esittämän alueen leveys (vasemman alanurkan kompleksilu-vun ja oikean alanurkan kompleksiluvun erotuksen moduli) on 2. Koska kuvanmittakaava kasvaa kaksinkertaiseksi joka zoomauksella, on viimeisen kuvan esit-tämän alueen leveys 2·2−15 = 2−13 ≈ 0, 00012. Kuvat on piirretty siten, että kuvatesittävät neliön muotoisia kompleksitason alueita.Kuvassa 10 näkyy, että kun Mandelbrotin joukkoa katsotaan tarkemmin, nähdäänuusia yksityiskohtia. Lisäksi Mandelbrotin joukossa on sellaisia osia, jotka näyt-tävät Mandelbrotin joukolta, ks. Kuvan 10 toisen rivin oikeanpuoleisin kuva.Internetistä löytyy paljon sivustoja, joilla voi zoomata tällä tavalla. Yksi help-pokäyttöinen on [12℄. Kuvat 7-10 on piirretty Matlab-funktiolla [11℄, jota on hie-man muokattu.Lauseen 4.15 väite löytyy julkaisusta [4, s. 10℄, jossa sanotaan, että Mandel-brotin joukko on kompakti. Tämä tarkoittaa sitä, ettäM on suljettu ja rajoitettu.Lause 4.15. Mandelbrotin joukko on suljettu.Todistus. Olkoon c ∈ C \ M. Siis |fn0
c (0)| > 2 jollakin n0 ∈ N. Toisaalta

P (c) : C → C, P (c) = fn0
c (0) on polynomi, jonka aste on 2n0−1. Polynom-ina P on jatkuva, eli avoimen joukon C \ B(0, 2) alkukuva on avoin. Koska

P (c) = fn0
c (0) ∈ C \B(0, 2) eli c ∈ P−1(C \B(0, 2)), niin on olemassa r > 0 siten,että kaikille w ∈ B(c, r), pätee w ∈ P−1(C \ B(0, 2)). Siis kaikille w ∈ B(c, r)pätee P (w) = fn0

w (0) ∈ C \B(0, 2) eli w ∈ C \M. Näin ollen C \M on avoin, eli
M on suljettu. �Lauseen 4.16 väitteen voi keksiä kuvista tai esimerkiksi työkalulla [12℄.Lause 4.16. Origokeskinen 1

4
−säteinen suljettu kiekko sisältyy Mandelbrotin joukkoon.Todistus. Olkoon |c| ≤ 1

4
. Osoitetaan induktiolla, että

|fn
c (0)| <

1

2
(4.15)kaikilla n ∈ N0. Selvästi |f 0

c (0)| = |0| < 1
2
. Oletetaan, että epäyhtälö (4.15) päteejollakin n ∈ N0. Nyt 24



|fn+1
c (0)| = |(fn

c (0))
2 + c| ≤ |(fn

c )
2|+ |c| < 1

4
+

1

4
=

1

2
.Siis epäyhtälö (4.15) pätee myös arvolla n+1. Induktioperiaatteen nojalla se päteekaikilla n ∈ N0. Origon rata kuvauksessa fc sisältyy siis origokeskiseen 1

2
−säteiseenavoimeen kiekkoon ja siten c ∈ M. Väite seuraa. �Lause 4.17. Olkoon c ∈ R ja c > 1

4
. Tällöin c /∈ M.Todistus. Olkoon n ∈ N. Neliöksi täydentämällä nähdään, että

fn
c (0)− fn

c (0) = ((fn−1
c (0))2 + c)− fn−1

c

= (fn−1
c (0))2 − fn−1

c (0) + c

= (fn−1
c (0))2 − 2 · fn−1

c (0) · 1
2
+

(
1

2

)2

−
(
1

2

)2

+ c

=

(

fn−1
c (0)− 1

2

)2

− 1

4
+ c ≥ c− 1

4ja siis
fn
c (0) ≥ fn−1

c (0) + c− 1

4
. (4.16)Arvio (4.16) pätee kaikilla luonnollisilla luvuilla n. Käyttämällä arviota (4.16) kkertaa (k ≤ n) saadaan

fn
c (0) ≥ fn−k

c (0) + k

(

c− 1

4

)

.Erityisesti arvolla k = n saadaan
fn
c (0) ≥ f 0

c (0) + n

(

c− 1

4

)

= n

(

c− 1

4

)

. (4.17)Koska c− 1
4
> 0, niin antamalla epäyhtälössä (4.17) luvun n kasvaa nähdään, että

|fn
c (0)| → ∞, kun n → ∞. �Lauseiden 4.16 ja 4.17 perusteella voidaan todeta, että

max{r > 0 : B(0, r) ⊂ M} =
1

4
. (4.18)25



5. MultibrotjoukotKuvausta fc : C → C, fc(z) = z2 + c on helppo tutkia, koska yhden iteraa-tion laskemiseen tarvitaan vain yksi kertolasku ja yksi yhteenlasku. Yleisemmin,jos b ∈ N, niin lausekkeen zb + c laskemiseen tarvitaan b − 1 kertolaskua ja yk-si yhteenlasku. Annetaan seuraavaksi muuttujan z eksponentille muita arvoja.Koska ei-kokonaislukupotenssien laskeminen kompleksiluvuilla ei välttämättä oleyksinkertaista, rajoitutaan tilanteeseen, jossa b ∈ N0.Olkoon jatkossa b ∈ N0, c ∈ C, n ∈ N0 sekä fb,c : C → C, fb,c(z) = zb + c. Näinollen kaikilla n ∈ N fn
b,c(0) on muuttujan c polynomi, jonka aste on bn−1.Määritelmä 5.1. Olkoon b ∈ N0. Sanomme, että kompleksilukujen osajoukko

b−multibrot, merkitään Mb, koostuu niistä pisteistä c ∈ C, joille origon ratakuvauksessa fb,c on rajoitettu. Siis
Mb = {c ∈ C : |fn

b,c(0)| ≤ s kaikilla n ∈ N jollekin s ∈ (0,∞)}.Määritelmä 5.1 on peräisin lähteestä [2℄. Määritelmän 5.1 mukaan Mandel-brotin joukko on 2−multibrot eli M = M2.Asetetaan c0 = 1 kaikilla c ∈ C.Esimerkki 5.2. Olkoon b = 0 ja c ∈ C mielivaltainen. Koska
|fn

b,c(0)| = |(fn−1
b,c (0))b + c| = |(fn−1

b,c (0))0 + c| = |1 + c| ≤ 1 + |c|kaikilla n ∈ N niin origon rata kuvauksessa fb,c on rajoitettu. Näin ollen M0 = C.Olkoon b = 1. Oletetaan, että c = 0. Tällöin fb,c(0) = 0 kaikilla n ∈ N0 jaorigon rata kuvauksessa fb,c on rajoitettu. Oletetaan toisaalta, että c 6= 0. Nyt
f 0
b,c(0) = 0;

f 1
b,c(0) = 01 + c;

f 2
b,c(0) = c1 + c = 2c;

f 3
b,c(0) = (2c)1 + c = 3c;

fn
b,c(0) = nc, kun n ∈ N0. (5.1)Yhtälön (5.1) nojalla |fn

b,c(0)| = n|c| kaikilla n ∈ N0. Näin ollen, koska c 6= 0, niin
|fn

b,c(0)| → ∞, kun n → ∞. Siis c /∈ M1. Näin ollen M1 = {0}.26



Olkoon jatkossa b ≥ 2.Esimerkki 5.3. Olkoon b ∈ N0 ja c = 0. Triviaalisti f 0
b,c(0) = 0. Nyt lisäksi

f 1
b,c(0) = 0b + 0 = 0. Koska f 1

b,c(0) = f 0
b,c(0), niin origo on kuvauksessa fb,c(0)

1−jaksollinen ja Lauseen 2.6 nojalla origon rata kuvausessa fb,c on äärellinenjoukko {0}. Siis 0 ∈ Mb.Kirjoittaja onnistui itsenäisesti tekemään todistukset monille Luvun 4 Mandel-brotin joukkoa koskeneille lauseille. Käsillä olevan Luvun 5 tulokset ovat pääosinanalogisia Luvun 4 tulosten kanssa. Joku toinen on luultavasti todistanut nämätulokset jo aiemmin. Todistetaan ensiksi Lauseen 4.10 vastine Lause 5.4.Esimerkissä 4.4 voidaan ajatella, että jos c = −2, niin �juuri ja juuri� c ∈ M.Toisaalta yhtälössä (4.11) esiintyy luku 2 = | − 2|. Vastaavan luvun löytäminentapauksessa b ≥ 3 voi onnistua tarkastelemalla listaajos |c| = 2, niin |c2| = |c||c| = 2|c|;jos |c| = √
2, niin |c3| = |c|2|c| = 2|c|;jos |c| = 3

√
2, niin |c4| = |c|3|c| = 2|c|;jos |c| = b−1

√
2, niin |cb| = |c|b−1|c| = 2|c|. (5.2)(5.3)Siis, jos valitaan |c| = 2

1
b−1 , niin

|cb| =
(

2
1

b−1

)b

= 2
b

b−1 = 2
b−1+1
b−1 = 21+

1
b−1 = 2 · 2 1

b−1 = 2|c|.Näin päädytään Lauseeseen 5.4, joka on Lauseelle 4.10 analoginen.Lause 5.4. Olkoon |c| > 2
1

b−1 . Tällöin
|fn

b,c(0)| ≥ 2
1

b−1

( |c|
2

1
b−1

)(b−1)n−1 (5.4)kaikilla n ∈ N.Todistus. Merkitään lyhyemmin
a :=

|c|
2

1
b−1

> 1,27



jolloin epäyhtälö (5.4) saa muodon
|fn

b,c(0)| ≥ 2
1

b−1a(b−1)n−1

. (5.5)Osoitetaan induktiolla, että epäyhtälö (5.5) pätee kaikilla n ∈ N. Ensiksi nähdään,että
|f 1

b,c(0)| = |0b + c| = |c| = 2
1

b−1a = 2
1

b−1a(b−1)1−1

.Siis epäyhtälö (5.5) pätee arvolla n = 1. Oletetaan toisaalta, että epäyhtälö (5.5)pätee jollakin n ∈ N. Nyt
|fn+1

b,c (0)| = |(fb,c(0))b + c| ≥ |fb,c(0)|b − |c|. (5.6)Koska |fn
b,c(0)| ≥ 2

1
b−1a(b−1)n−1

> 1 > 0, niin |fn
b,c(0)|b ≥

(

2
1

b−1a(b−1)n−1
)b

. Näinollen saadaan
|fb,c(0)|b − |c| ≥

(

2
1

b−1a(b−1)n−1
)b

− 2
1

b−1a. (5.7)Oikean puolen erotuksen ensimmäisen termin aukaisemiseksi voidaan ensiksi sieven-tää
(

2
1

b−1

)b

= 2
b

b−1 = 2
b−1+1
b−1 = 21+

1
b−1 = 2 · 2 1

b−1ja
(

a(b−1)n−1
)b

= ab(b−1)n−1

> a > 1.Näin ollen saadaan
(

2
1

b−1a(b−1)n−1
)b

− 2
1

b−1a = 2 · 2 1
b−1ab(b−1)n−1 − 2

1
b−1a

≥ 2
1

b−1ab(b−1)n−1

= 2
1

b−1a(b−1+1)(b−1)n−1

= 2
1

b−1a(b−1)n+(b−1)n−1

= 2
1

b−1a(b−1)na(b−1)n−1

≥ 2
1

b−1a(b−1)n

= 2
1

b−1a(b−1)(n+1)−1

. (5.8)28



Yhdistämällä epäyhtälöt (5.6)-(5.8) saadaan
|fn+1

b,c (0)| ≥ 2
1

b−1a(b−1)(n+1)−1

.Näin ollen epäyhtälö (5.5) pätee myös arvolla n + 1. Induktioperiaatteen nojallaväite on todistettu. �Lauseesta 5.4 saadaan Seuraukselle 4.12 analoginen Seuraus 5.5.Seuraus 5.5. Olkoon b ≥ 3. Tällöin b−multibrot sisältyy origokeskiseen kiekkoon,jonka säde on 2
1

b−1 .Todistus. Olkoon |c| > 2
1

b−1 . Koska b− 1 > 1 ja
|c|
2

1
b−1

> 1,niin antamalla epäyhtälössä (5.4) n → ∞ nähdään, että (b − 1)n−1 → ∞, jaedelleen, että |fn
b,c(0)| → ∞. Siis c /∈ Mb. �Koska Seurauksen 5.5 todistuksessa ehto b−1 > 1 on välttämätön, niin Seuraus4.12 ei seuraa Lauseesta 5.4. Etsitään seuraavaksi epäyhtälölle (4.11) yleistys. Tätävarten todistetaan Lause 5.6.Lause 5.6. Olkoon b parillinen. Tällöin −2

1
b−1 ∈ Mb.Todistus. Olkoon c = −2

1
b−1 . Nyt

f 1
b,c(0) = −2

1
b−1 ;

f 2
b,c(0) =

(

−2
1

b−1

)b

− 2
1

b−1 =
(

2
1

b−1

)b

− 2
1

b−1 = 2 · 2 1
b−1 − 2

1
b−1 = 2

1
b−1 ;

f 3
b,c(0) =

(

2
1

b−1

)b

− 2
1

b−1 = 2
1

b−1 .Koska f 3
b,c(0) = f 2

b,c(0), niin origo on kuvauksessa fb,c lopulta 1−jaksollinen jaLauseen 2.7 nojalla origon rata kuvauksessa fb,c on äärellinen joukko {0,−2
1

b−1 , 2
1

b−1}.Väite seuraa. �Olkoon b ≥ 3 parillinen. Nyt Seurauksen 5.5 ja Lauseen 5.6 nojalla
min{r > 0 : Mb ⊂ B(0, r)} = 2

1
b−1 . (5.9)29



Epäyhtälö (5.9) pätee epäyhtälön (4.11) nojalla myös arvolla b = 2. Siis epäy-htälö (5.9) on epäyhtälön (4.11) yleistys. Jos b on pariton, luvun
inf{r > 0 : Mb ⊂ B(0, r)} ≤ 2

1
b−1löytäminen voi olla hankalaa.Lause 5.7. Oletetaan, että |c| ≤ 2

1
b−1 ja että |fn0

b,c (0)| > 2
1

b−1 jollakin n0 ∈ N.Tällöin
|fn0+n

b,c (0)| ≥ 2
1

b−1

( |fn0

b,c (0)|
2

1
b−1

)bn

. (5.10)kaikilla n ∈ N0.Todistus. Merkitään lyhyemmin
a :=

|fn0
b,c (0)|
2

1
b−1

> 1,jolloin epäyhtälö (5.10) saa muodon
|fn0+n

b,c (0)| ≥ 2
1

b−1ab
n

. (5.11)Osoitetaan induktiolla, että epäyhtälö (5.11) pätee kaikilla n ∈ N. Ensiksi nähdään,että
|fn0+0

b,c (0)| = 2
1

b−1a = 2
1

b−1ab
0

.Siis epäyhtälö (5.11) pätee arvolla n = 0. Oletetaan toisaalta, että epäyhtälö (5.11)pätee jollakin n ∈ N0. Tällöin, koska |fn0+n
b,c (0)| ≥ 2

1
b−1ab

n

> 1 ja a > 1, niin
|fn0+n+1

b,c (0)| ≥ |fn0+n
b,c |b − |c|

≥
(

2
1

b−1ab
n

)b

− 2
1

b−1

= 2 · 2 1
b−1ab

n+1 − 2
1

b−1

≥ 2
1

b−1ab
n+1

.Siis epäyhtälö (5.11) pätee myös arvolla n + 1. Induktioperiaatteen nojalla väiteseuraa. �30



Epäyhtälöstä (5.10) nähdään, että Lauseen 5.7 tilanteessa |f b
b,c(0)| ≥ 2

1
b−1kaikilla n ≥ n0. Siis, jos iteraatit fn

b,c(0) käyvät origokeskisen 2
1

b−1−säteisen sul-jetun kiekon ulkopuolella, ne eivät voi palata kiekkoon. Lisäksi, jos b ≥ 2 jaepäyhtälössä (5.10) annetaan luvun n kasvaa, nähdään, että |fn
b,c(0)| → ∞, kun

n → ∞. Saadaan Seuraukselle 4.14 analoginen Seuraus 5.8.Seuraus 5.8. Jos fn
b,c(0) käy origokeskisen 2

1
b−1−säteisen suljetun kiekon ulkop-uolella, niin c /∈ Mb.Seurauksen 5.8 perusteella joukoista Mb voidaan yrittää piirtää kuvia vas-taavalla tavalla kuin Mandelbrotin joukosta. Näin saataisiin Kuvien 7-10 kaltaisiakuvia.Lause 5.9 on Lauseen 4.15 yleistys.Lause 5.9. Joukko Mb on suljettu, kun b ∈ N0.Todistus. Esimerkin 5.2 nojallaM0 = C jaM1 = {0}. Nämä joukot ovat suljettu-ja. Se, että Mb on suljettu, kun b ≥ 2, voidaan todistaa polynomien jatkuvuuteenperustuen, kuten Lauseen 4.15 todistuksessa. �Lause 5.10 on analoginen Lauseelle 4.16 ja voidaan keksiä vastaavalla tavallakuvista katsomalla. Toisaalta päättelyn 5.2 kaltainen päättely voi myös johtaaLauseen 5.10 keksimiseen.Lause 5.10. Olkoon |c| ≤ 2−

b

b−1 . Tällöin c ∈ Mb.Todistus. Osoitetaan, että
|fn

b,c(0)| < 2−
1

b−1 (5.12)kaikilla n ∈ N. Ensiksi nähdään, että
|f 1

b,c(0)| = |c| ≤ 2−
1

b−1 = 2−
b−1+1
b−1 =

1

2
· 2− 1

b−1 < 2−
1

b−1 . (5.13)Siis epäyhtälö (5.12) pätee arvolla n = 1. Oletetaan toisaalta, että epäyhtälö (5.12)pätee jollakin n ∈ N. Nyt
|fn+1

b,c (0)| ≤ |fn
b,c(0)|+ |c| < 2−

1
b−1 + 2−

b

b−1 =
1

2
· 2− 1

b−1 +
1

2
· 2− 1

b−1 = 2−
1

b−1 .31



Siis epäyhtälö (5.12) pätee myös arvolla n+1. Induktioperiaatteen nojalla se päteekaikilla n ∈ N ja siis jono (fn
b,c(0))n∈N on rajoitettu. �Lauseessa 5.10 oletusta voitaisiin lieventää, eli luvun c voitaisiin sallia olevankauempana origosta. Epäyhtälössä (5.13) tehdään nimittäin �karkea� arvio

1

2
· 2− 1

b−1 < 2−
1

b−1 .Lauseen 5.10 ja Seurauksen 5.5 mukaan
2

1
b−1 ≥ sup{r > 0 : B(0, r) ⊂ Mb} ≥ 2−

b

b−1 .Luvun
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