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Johdanto

Tama kirjoitus sisaltaé kirjallisia harjoitustoita kurssiin Mitta- ja integroimisteo-
ria a. Kurssia pidetddn Itd-Suomen yliopistossa, Joensuun kampuksella. Kurssin
luentomonisteena toimii [1].

1. Mitallisia joukkoja koskevat lemmat

Huomautus 1.1. Merkitddn mitallisten joukkojen E C R™ kokoelmaa kirjaimella
M. Tamén lisdksi merkitdén joukon £ C R™ komplementtia £¢ = R"\ E.

Lemma 1.2. Jos Ey, Es € M, niin (E; U Ey) € M

Todistus. Olkoon A C R™ mielivaltainen testijoukko. Koska F, € M, niin M&é-
ritelmén |1, Maéritelmi 2.4.1] mukaan FEj toteuttaa Caratheodory’n ehdon erityi-
sesti siind tapauksessa, jossa testijoukoksi valitaan A N EY. Siis pitee

m (ANEY) =m"(ANE{N Ey) +m* (AN E{N ES). (1.1)
Koska

AN(ELUEy)) = (AUE)U(ANEyNEY),

niin ulkomitan subadditiivisuuden [1, Lause 2.3.2 (3)] nojalla

m* (AN [Ey U Ey)) <m* (AU Ey) + m*" (AN EyN EY). (1.2)

Néin ollen
m* (AN [Ey U Ey]) +m* (AN [E U Es9)
(de Morgan) = m"(AN[E,U Es])+m* (AN E;N ES)
(1.2) <m*(ANE)+m" (AN EyNE]) +m* (AN EfN EY)
(1.1) =m* (AN Ey) +m"(ANEY)
(EyeM) =m"(A).

Maaritelmén [1, Maéritelma 2.4.1] mukaan (E; U Ey) € M. O

Seuraavat lemmat ovat luentomonisteen |1, ss. 14-15] lemmat 2.4.4 ja 2.4.5.



Lemma 1.3. Olkoot Ey,. .., E, C R" mitallisia. Tdllgin joukot UF_, E; ja NE_| E;
ovat mutallisia.

Todistus.

Olkoot F; C R™ mitallisia kaikilla ¢+ € N. Osoitetaan aluksi induktiolla, etté
Uk | E; € M kaikilla k € N.

Jos k = 1, viite on triviaali. Oletetaan toisaalta, etti U, E; € M jollakin
k € N. Tallsin, koska myds By, € M, niin UM E; = UF_ | B,UE,,; € M Lemman
(1.2) perusteella. Induktioperiaatteen nojalla U¥_, E; € M kaikilla k € N.

Viitteen N¥_ F; € M todistaminen onnistuu nyt Lemman [1, Lemma 2.4.3]
sekd de Morganin lain avulla. Lemman 2.4.3 mukaan komplementin ottaminen ei
vaikuta joukon mitallisuuteen eli £ € M = E° € M. Nyt

Ei,....,E,eM
(L24.3) = E,....ESe M
(L.12) = (U, E9)eM
(1.2.4.3, de Morgan) = (U Ef)° =Nk, E; € M.

OJ

Lemma 1.4. Olkoot Ey, ..., E, C R™ mitallisia ja erillisia (ts. pareittain piste-
vieraita eli E; N E; = 0 aina kun i # j.) Talldin kaikilla A C R™ patee

m* (AN (U E;)) Zm (ANE,.)

Todistus.
Osoitetaan viite induktiolla luvun k suhteen. Jos k = 1, asia on selvé. Induktio-
oletus: oletetaan, etta viite patee jollekin £ —1 € N. Koska joukot E; ovat erillisia,

patee
ANV E)NE,=ANE,
ja
ANV BN E; = AnN[UZLE)).

Kéyttamalla lisdksi joukon Ej mitallisuutta saadaan
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m* (AN [V E]) = m* (AN [U B N Ey) +m* (AN U E)] N Ef)
=m* (AN Ey) +m* (AN UL E))
k—1
=m"(ANEy) + Z m* (AN E;.

i=1
Viimeinen yhtisuuruus pétee induktio-oletuksen perusteella. Viite seuraa.

2. Riemannin integraalin yhteys Lebesguen integraaliin

Viite. Jos rajoitettu funktio f : [a,b] — R, on Riemann-integroituva, niin se on
Lebesgue-integroituva joukossa [a, b] ja integraalien arvot ovat samat.

Viitteen todistamiseksi palautamme mieleen Riemannin integraalin méaritel-
mén. Madritelmét 2.1 ja 2.2 sekd Lause 2.3 ovat perdisin kirjasta [3, ss. 120-
123]. Merkinnét noudattavat suurimmaksi osaksi kirjan merkint6jd, mutta niitd
on muokattu hieman.

Maaritelmé 2.1. Olkoon [a,b] vili. Vilin [a,b] jako P on &&rellinen joukko pis-
teitd xq, 9, ..., x, siten, etta

a=21<z29< ... <zp1 <z, =0

Kaikilla 7 = 1, ..., n merkitsemme
AZL’Z‘ = T; — Tj—1-

Olkoon f : [a,b] — R, rajoitettu. Jokaisella vilin [a,b] jaolla P kiytdmme
merkint6ja

M; = sup{f(z) 1 xi1 <@ < 2y
m; = inf{f(z):z,01 <z <uz;};
k

QJ(P, f) = ZMiASUi;



Lisaksi merkitsemme

b
2]/ f(z)dz = inf{QY(P, f) : P on vilin [a, b] jako}
b
Q(/ f(z)dx = sup{Q (P, f) : P on vilin [a, b] jako}.
Nimityksié:
e (P, f) on funktioon f, viliin [a, b] ja sen jakoon P liittyva ylisumma;
e (P, f) on vastaava alasumma;
o g)f: f(z)dz on funktion f yldintegraali yli valin [a, b];
o Q(fabf(x)dx on vastaava alaintegraali.

Jos

P / ) at/ ey

niin merkitsemme

%/abf(x)dx - ag/ab f(@)de = Ql/abf(x)dx

ja sanomme, ettd funktio f on Riemann-integroituva valilld [a,b]. Lukua

‘ﬁ/ab f(z)dx

kutsutaan funktion f Riemannin integraaliksi yli vilin [a,b]. Jos asiayhteydes-
td on selvdd, ettd tarkoitamme funktion f Riemannin integraalia merkitsemme

lyhyemmin
b b
/f(a:)da::ﬂ{/ f(z)dz.



Maidritelma 2.2. Sanomme, ettd jako P* on tihedmp: kuin jako P, jos P* D P.
Lisdksi jos P ja P ovat saman vilin jakoja, sanomme joukko-opin nimitysten
mukaisesti, ettd P; U P, on jakojen yhdiste.

Lause 2.3. Jos P* on tihedmpi, kuin P, niin

D(P*, f) <D(P,f) ja AP, f) = AP, f).

Todistus.
Oletetaan aluksi, ettd P* = PU{z*}. Siis jako P* siséltdd jakoon P verrattuna
yvhden yliméaériisen pisteen. Olkoon

Timg < < Z;,

missé x;_q ja x; ovat jaon P kaksi peridkkiistd pistettd. Merkitdin

wy = inf{f(x) 2,1 <z <z"}
wy = inf{f(z) : 2" <x <z}

Nyt wy, we > m; = inf{f(x) : ;01 <z < x;}, koska

{f@) iz <z <z} C{f(x):zi1 <z <z} ja

Nain ollen

AP, f) = AP, f) = wiz” — xia] + walz; — 7] — my[w; — 25-4]

= (wy —my)[x* — z;_q] + (wy — my)[x; — 2] > 0.

Siis jos jakoon P lisiatddn yksi piste, alasumma ei pienene. Yleisessi tapaukses-
sa lisdtaan k pistettd, #P* — #P = k € N. Toistamalla yllaoleva paittely k
kertaa nihd&din, ettd alasumma ei pienene tissikddn tapauksessa. Ndin saadaan
alasummia koskeva viite. Ylasummia koskeva viite todistetaan vastaavasti. [

Siis jos jakoa tihennetdin, ylisumma pysyy samana tai pienenee ja alasum-
ma pysyy samana tai kasvaa. Nyt voimme todistaa tdméan luvun alussa esite-
tyn viitteen, joka esitetddn luentomonisteessa [1, Huomautus 3.2.6 (a)|. Todistus
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on poimittu lihes suoraan kirjasta [3, ss. 322-324]. Esitys on muutettu aiempien
merkintéjen mukaiseksi ja jos sanamuotoa vaihtamalla kirjoittaja on saanut to-
distuksesta itselleen selvemmén, sanamuotoa on vaihdettu. Huonosti suunnitellun
aikataulun takia todistuksen yksityiskohdat ovat jadneet purkamatta auki.

Lause 2.4. Jos rajoitettu funktio f : [a,b] — R, on Riemann-integroituva, niin
se on Lebesgue-integroituva joukossa |a,b] ja integraalien arvot ovat samat.

Todistus. Olkoon f : [a,b] — R, rajoitettu. Mééritelmén 2.1 ja Lauseen 2.3
mukaan on olemassa jono (Py)ren vélin [a, b] jakoja siten, etta

1. jako Py on tihedmpi kuin P, kaikilla k£ € N;
2. Ax; < 1/k kaikillai =1,... ,#P, — 1;

3. pétee

khm A( Py, f) / f(z)dz ja hm D (P, f 2)/ f(x
—00
Jos P, = xg, 21, ..., Ty, missd x; < x; kaikilla ¢ < j sekd 2y = a, x, = b, merkitdan

Vi(a) = Ap(a) = f(a).
Olkoon lisaksi Yy (z) = M;, Ax(x) = m; kaikilla ;1 < x < z; (missd M; ja m;
ovat kuten edelld). Nyt

AP, ) = / Wedm, D(Po f) = [ Dydm,

[a,b] [a,b]

ja

Ap (1) < Ws(z) < ... < f(a) < ... < V() < V:i(2) (2.1)

kaikilla x € [a, b], koska Py, on tiheimpi kuin P;. Epéyhtéloketjun (2.1) nojalla
on olemassa raja-arvot

A(w) = Jim We(w), D) = lim Di(w).

Téssd 2 ja Q) ovat rajoitettuja mitallisia funktioita vililti [a, b] reaalilukujen
joukkoon ja kaikilla = € [a, b] pétee



Axr) < f(x) <Y().

Lisaksi

b b
dm = d dm = d
/Mmm af x,/[a’b]mm @/ f(z)dz

edellisten kohtien ja Monotonisen konvergenssin lauseen [1, Lause 3.2.4] nojalla.

Tésséa funktiosta f ei ole oletettu muuta kuin se, ettd f : [a,b] — R, on ra-
joitettu. Jotta f olisi Riemann-integroituva, alaintegraalin ja yldintegraalin tulee
olla yhtasuuria, jolloin siis pétee

/ Adm = Ddm.
[a.b]

[a,]

Koska 20 < 9), niin tdmé pitee tésmailleen silloin, kun A(x) = P (z) m.k.
x € [a,b]. Talloin A(z) = f(z) =Y (x) m.k. z € [a,b] ja siten f on mitallinen ja

/[a’b] fdm = %/abf(m)dm.
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