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1 Johdanto

Tutkielman kirjoittaja tutustui téssi tyossi Bergmanin avaruuksiin ja niiden nollakohtien
ominaisuuksiin.

Tyo6ssa todistetuista tuloksista tarkeimmét ovat Lemma 6.3 ja Lause 6.5, jotka ovat
kaksi tulosta avaruuden AP nollakohtajonoista ja -joukoista. Tuloksissa seurataan Ho-
rowitzia [3, 5, 6]. Klassisen Bergmanin avaruuden funktioiden nollakohtajoukkojen ka-
rakterisointi on osoittautunut hankalaksi ongelmaksi ja on edelleen ratkaisematta. Tut-
kielman tulokset kattavat vain pienen osan karakterisoinnista. Katso Huomautus 6.6.

Tyo6ssa todistetut Lause 5.2 ja Lause 5.3 ovat kaksi tulosta avaruuden BN, nollakoh-
tajonoista ja -joukoista. Avaruuden BN, nollakohtajoukot voidaan karakterisoida ty-
dellisesti. Tosin karakterisoinnin toinen osa jia tamaén tyon ulkopuolelle. Katso Huomau-
tus 5.4.

Kirjoittajan tdytyi ottaa tunnettuna Lemma 3.3, jonka todistaminen olisi vaatinut
tuntemusta hyperbolisesta metriikasta.

Monet muut esitiedot (katso esimerkiksi Luku 4) on todistettu matematiikan kurs-
seilla Joensuussa. Tdméan vuoksi niiden todistuksia ei ole kirjoitettu tahdn, mutta kirjal-
lisuusviitteet on annettu.

2 Perusmaaritelmat ja merkinnat

Merkintitavat noudattelevat ldhdettd [10, s.5] tai ovat muuten yleisesti kiytossé.
Olkoot a,b € R, a < b. Nyt kidytetddn merkintoji

o [a,b)={reR:a<z<b};
o (a,b)={reR:a<x<b};
o [a,00)={zeR:a<z}
e (a,00) ={z €R:a<z}.

Muita vilejd merkitddn vastaavasti. Integroitaessa kiytetddn suomalaisten sijoitusmerk-
kien sijaan hakasulkuja, esimerkiksi

/7r |:T2:|7" 7.(.2 02 T
rdr = | — === == —.
0 2] 2 2 2

D={zeC:|z| <1}

Joukko

on yksikkékiekko. Joukko
D(a,r)={2€C:|z—a|<r}, r>0,a€cC,
on a-keskinen r-sdteinen euklidinen kiekko. Funktio
w:D— (0,00)
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on paino, mikili w on integroituva. Talloin, mikali

w(z) = w(|z])
kaikilla z € D, niin w on radiaalinen. Mitta

_ rdrdd  dxdy

™ ™

dA(z)

on normalisoitu joukon I Lebesguen pinta-alamitta. Nyt

/DdA(z) _ %/OQW/OlrdrdQ _1 (2.1)

Yleisemmin, jos do(z) = a(re®)rdrdd jollakin funktiolla a : D — [0, ) ja

2m 1
/da(z) = / / a(re®)rdrdf =1,
D o Jo

niin mittaa do(z) kutsutaan joukon D todenndkdisyysmitaksi.
Olkoot A C Rja f,g: A — R. Jos on olemassa C' > 0 siten, ettd

f(z) < Cy(x)

kaikilla z € A, niin merkitddn f(x) < g(z),z € A. Jos A = (a,b), missd a,b € R, ja on
olemassa c € (a, b) siten, ettd f(x) < g(x),x € [, b), niin merkitddn f(z) < g(z), 2 — b~.
Jos f(x) < g(z) ja f(x) 2 g(x), niin merkitddn f(z) < g(x).

Kirjain C' = C(-) tarkoittaa vakiota, jonka suuruus riippuu suluissa olevista paramet-
reista.

Miéritelmi 2.1. Asetetaan log" : [0,00) — [0,00), log" 0 = 0, log" # = max(0, log ).

Maaritelma 2.2. [10, sivut 5, 30 ja 47] Olkoon 0 < p < oo ja w paino.
(i) Asetetaan

1111, = / F()Pw(z)dA(2)
kaikilla f € H(D) ja edelleen
AP = {f € HD) : ||f]a < o0}

Avaruutta AP kutsutaan painotetuksi Bergmanin avaruudeksi.

Jos w(z) = (1 — |2[*)* jollakin —1 < a < oo, niin merkitdén || - [|4» = || - |42z ja
AP = AP ja kiytetddn nimitystd klassinen painotettu Bergmanin avaruus. Erityisesti siis
esimerkiksi tilanteessa a = 0 pétee

111 = [ 1P @ = 1Praae) = [ 1fG)Paae).

(i) Asetetaan
1l = / log* | (=) w(2)dA(2)
D
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kaikilla f € H(DD) ja edelleen
BN, :={f e HD) :||f||lzn, < oo}

Avaruutta BN, kutsutaan w-Bergman-Nevanlinnan luokaks:.

Jos w(z) = (1 — |z[*)* jollakin —1 < a < oo, niin merkitéddn || - |[zn, = || - |l5N,
ja BN, = BN, ja kdytetadn nimitystd a-Bergman-Nevanlinnan luokka. Erityisesti siis
esimerkiksi tilanteessa a = 0 pétee

111500 = / log* | £(2)|(1 - |2[2)°dA(z) = / log* | £(2)|dA(2).

(iii) Asetetaan

171 = [ 1FPalAe)
kaikilla joukossa ID Lebesguen mielessd mitallisilla funktioilla f ja edelleen
LP = {f mitallinen joukossa I : || f||» < oco}.
(iv) Asetetaan LP = LP kun w = 1.

Lause 2.3. Olkoon 1 < p < oco. TéllGin kuvaus || -||zz : LP, — [0, 00) toteuttaa seuraavat
ehdot:

(i) |fllzr = 0 jos ja wvain jos on olemassa nollamittainen joukko E C I siten, ettd

f(z) =0 kaikilla D\ E;
(i) NSl = lal - 11l Raiilla f € I2;
(i) [If + gllze < ez + lglly kaikilla f, g € L.

Lauseen 2.3 kohdan (a) ehdot (i) ja (ii) ovat triviaaleja ja (iii) seuraa Minkowskin
epayhtalosta.

Kun 1 < p < oo, niin || - ||z on normi avaruudessa L? / ~, joka koostuu ekvivalenssi-
luokista, jotka médrid relaatio ~, jolle f ~ g, jos ja vain jos ||f — g||zz = 0.

Maééritelma 2.4. Olkoon 0 < p < oo ja olkoon (f,)nen jono avaruuden LP funktioita.
Jono (fn)nen on Cauchy-jono, jos jokaisella € > 0 on olemassa N(g) € N siten, ettd

[ fn — fm”ig <é
aina kun n,m > N(e).

Lause 2.5. [8, The Riesz-Fischer Theorem, s.398] Olkoon 1 < p < 00 (fn)nen avaruuden
LP Cauchy-jono. Tdlloin on olemassa f € LP siten, ettd

an_fH]/zﬁ — 07

kun n — oo. Toisin sanoen avaruus LP on taydellinen.



Huomautus 2.6. Lauseen 2.5 funktion f ei tarvitse olla yksikésitteinen. Funktioille f,, = %
patee
[ fn = gillze =0,

kun n — oo, esimerkiksi funktioilla gy =0 ja g : D — R,

92(0) = 1;
92(2) =0, z#0. (2.2)

Seuraus 2.7. Olkoon (f,)nen avaruuden LP Cauchy-jono. Tdlloin on olemassa f € LP
siten, etta

1 = £II2, = 0,

kun n — oo. Toisin sanoen avaruus LP on tdydellinen.

Todistus. Olkoon € > 0. Nyt w on paino eli w : D — (0,00) on integroituva. Oletuksen
nojalla on olemassa N (¢) € N siten, etta

/D fu(2) = fn(2)[Pw(2)dA(z) = / fa(2)w(2)7 = frn(2)w(2)7 [PAA(2) < &

aina, kun n,m > N(e). Siis jono (fnw%)neN on avaruuden LP Cauchy-jono. Lauseen 2.5
nojalla on olemassa g € LP siten, etta

1
| faw? — g7 = 0,

kun n — oco. Nyt, koska w(z) > 0 kaikilla z € D, voidaan asettaa f = g/w% € LP. Siis

o = flln = /D [fn(2) = f(2)[Pw(2)dA(z) = /D Fal2)w(2)P = g(2)PdA(z) — 0,

kun n — oo. O

Lemma 2.8 on jatkuvaa painoa koskeva mukaelma tuloksesta |2, Proposition 1.1., s.2].

Lemma 2.8. Olkoon p > 0, w jatkuva paino ja K C D kompakti. Tdlloin on olemassa
C =C(p,w,K) >0 siten, ettd

sup [ f(2)] < Cl[f].az (2:3)
z€K

kaikilla f € AP.

Todistus. Olkoon f € AP mielivaltainen. Funktion |f|? subharmonisuuden nojalla

’ 2 ’ 2

EPE [ VP2 s( i w<s>) [ 0P8 23

142 14|2|
gl < Lelel Lzl

Tassa

(IEinligz w<s>) < O(K)
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kaikilla z € K jollakin C'(K) > 0. Minimi

min w(&
| < ©

on olemassa ja positiivinen, koska D <O7 1+T|Z‘> on kompakti, w on jatkuva ja w saa painona

positiivisia arvoja. Toisaalta

/D<O ) | (w)[PdA(w) < [ fI[F-

Siis
‘f(Z)‘ S C(pawaK)Hinﬁ

kaikilla z € K, joten
sup | f(2)] < Clp,w, K)||f[[%)

zeK

patee. ]

Lause 2.9. Olkoon p > 0 ja w jatkuva paino. Tdlléin avaruus AP on avaruuden LP
suljettu lineaarinen aliavaruus.

Todistus. Olkoon (f,)nen jono avaruudessa AP ja oletetaan, ettd on olemassa f € LP
siten, etta

o = fllez, =0,

kun n — oo. Lemman 2.8 nojalla

sup [ fu(2) — f(2)] = 0,

zeK

kun n — oo kaikilla joukon D kompakteilla osajoukoilla K. Siis (f,,)nen Suppenee tasai-
sesti joukon D kompakteissa osajoukoissa funktiota f kohti. Koska funktiot f,, ovat ana-
lyyttisid, niin Weierstrassin lauseen nojalla ne suppenevat kohti analyyttistd funktiota f.
Siis f € AP, O

Lause 2.9 on todistettu tilanteessa 0 < p < co jaw = (a+1)(1—z*)*, -1 < a < oo,
lahteessa |2, Proposition 1.2., s.3].

Lause 2.10. Olkoon p > 0 ja w jatkuva paino. Olkoon (f,)nen avaruuden AP Cauchy-
jono. Tdllin on olemassa f € AP siten, etld

an - infJ - 07
kun n — oo. Toisin sanoen avaruus AP on taydellinen.

Todistus. Avaruuden AP Cauchy-jonot ovat avaruuden LP Cauchy-jonoja ja suppenevat
Lauseen 2.7 nojalla avaruudessa LP. Nyt Lauseen 2.9 nojalla ndm& jonot suppenevat
kohti avaruuden AP alkioita. O



Seuraus 2.11. Olkoon w jatkuva paino. Tdlloin pari (AP, || -||az) on Banachin avaruus,
kun 1 < p < oo.

Maiédritelmd 2.12. [10, s. 30] Olkoon f € H(D) ja olkoon r € (0,1). Nyt luku n(r)
on funktion f nollakohtien lukuméira kiekossa D(0,r) monikerrat laskien. Toisaalta
n(0) € NU {0} on funktion f nollakohdan kertaluku origossa. Jos halutaan tdsmentéa,
mistd funktiosta on kyse, merkitddn n(r) = n(r, f). Funktiota n : [0,1) — Z kutsutaan

lukumadrdfunktioksi.
Edelleen N : (0,1) — [0, 00)

N(r)= /07" Mds +n(0,7)logr

S

on integroitu lukumddrdfunktio ja kiytetddn merkintdd N(r) = N(r, f). (Nevanlinnan
luokkaa koskevissa kirjoissa funktio N laskee meromorfisen funktion f napoja. Talloin
funktion f nollakohtia laskee funktio N (r, %))

Jos f(0) # 0, niin

n(0,r) = 0 kaikilla r € [0, 7] jollakin rg > 0. (2.5)
T&ll6in nahdaan, etta
N(r) = / n(s)
0o S
Maaritelma 2.13. [1, s.172| Maéritelladan kaikilla ¢ € D funktio ¢, asettamalla ¢, :
D — C,
a—z
#al(2) = 1—az

Lemma 2.14. Olkoon a € D mielivaltainen. Tdlléin funktiolla v, on seuraavat ominai-
suudet:

(i) ¢q : D — D on analyyttinen bijektio eli konformikuvaus;
(i) va' = i

(ili) a(0) = a ja pu(a) =0 eli ¢, kuvaa pisteet 0 ja a toisilleen;

. / o |CL|2 -1 .
(IV) SOCL(Z) - (1 —52’)27

/ o 1— ‘CL|2 .
(V) |90a(2)‘ - ’1 —62‘27

(V) 1= Jea(2)]* = (1 = |2[*) el (2)];

Funktiota ¢, késitellidn muun muassa ldhteessd |1, s. 173|. Lihteessd todistetaan
kohdat (i) ja (ii). Kohdat (iii)-(vi) ovat suoria laskuja.



3 Invariantit painot

Maégritelmi 3.1. [10, s.8] Olkoon a € D ja r € (0,1). Joukko
Aa,z) ={z €D :|p.(z)| <r}

on a-keskinen r-sdateinen pseudohyperbolinen kiekko

Maégritelmd 3.2. [10, s.8] Funktio w : D — (0,00) on invariantti paino, jos w on in-
tegroituva ja kaikilla » € (0,1) on olemassa C' = C(r) > 0 siten, ettd kaikilla a € D

éw(a) <w(z) < Cwl(a)

kaikilla z € A(a,r). Kaikkien invarianttien painojen joukkoa merkitdin Zno.

Lemma 3.3. [10, Lemma 1.8., s.15] Olkoon w € Inv. Tdlloin on olemassa C : D —
[1,00) siten, ettd

w(u) < C(2)wlpu(z)), (3.1)
kaikilla z,u € D, missd

/Dlog C(2)dA(z) < 0. (3.2)

Maéritelmén 3.2 ja Lemman 3.3 viitteen sisdllon ymmartamiseksi tarkastellaan
Lauseita 3.4 ja 3.5, jotka kertovat, mitd pseudohyperboliset kiekot ovat.

Lause 3.4. Olkoon a € D ja r € (0,1). Pseudohyperbolinen kiekko A(a,r) on euklidinen
kiekko, jonka keskipiste ja sdde ovat

vastaavasti.

Lause 3.5. Fuklidisen kiekon D(C, R) C D pseudohyperbolinen keskipiste ja side ovat

(1+ R~ |C2) - /(L + R — [OF)% — 4]CP

2|C
ja
A+ R (CP) - O+ R —|CP) — iR
N 2R
vastaavasti.

Lauseen 3.4 todistus. Johdetaan aluksi kaksi yhtdlod, nimittdin (3.3) ja (3.4). Olkoot
a, B € C. Nyt

o = B = (a = B)(a = B) = |af* = (aB + fa) + |BI*.



Koska z +Z = 2R(z) = 2R(Z) kaikilla z € C, saadaan
|a? + 18] — | = B” = 2R(aB) = 2R(@). (3.3)

Taméi on kosinilause. Nimittiin, jos o = ae® ja B = be®, missi a, b, t, s € R, ja merkitiin
v =s—tjac=|a— 3| niin saadaan ¢ = a® + b*> — 2abcos(7).
Sijoittamalla o = 1 ja § = @z yhtéloon (3.3) saadaan

1+ |a?|z]? — |1 — az|* = 2R(az).

Sijoittamalla o = z ja § = a yhtélo6n (3.3) saadaan

12> + |a]® — |z — a|* = 2R(a@z).
Vihentdmalld kaksi viimeisintd yhtalod toisistaan saadaan

L= 2" = laf* +|al?|2* = |1 = @z|* + |2 — a]* = 0,
mikd sievenee muotoon
1 =@z’ = |z —af* + (1= [al*)(1 = [2*). (3.4)

Olkoon r > 0 ja a € D mielivaltainen. Nyt yhtélon (3.4) nojalla

2 |Z_a|2_ |Z_a|2 2

@ (a2 + e —alr

|pa(2)]

Tamaé voidaan ekvivalentisti kirjoittaa
2 = al’(1 =r%) = (r* —|alr*)(1 - |2?),
mistd saadaan
T L
1—r2  1—g2 2

|z —af* =

Nyt yhtélon (3.3) nojalla

r2 _ |a|27‘2 r2_ |a|2r2

[2* + |af® — 2R(az) = |2

Y

—T2 1—7“2

mista saadaan

|2T2

2 (1 N r? — |a r? — |a|*r?

N 2
2 )—2%(@2)——1_T2 — lal?,

miki sievenee muotoon

1—1r2 1—1r2

1 — 2,.2 2 2
|2I? (—|“’ ' ) oz =~
Kertomalla tdméa puolittain tekijalla
1= r?
1 al?r2

A >0
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saadaan

2 1.2
2? — 2R(Aaz) = - | ';'2
— |al?r
Né&in ollen ) )
r* — la
|Z’2 — 2§R(Aa2) + ’ACZP = ?@HQ‘?& + A2|a|2

ja yhtdlon (3.3) perusteella saadaan

r? — |al?

2 20,12
|z—Aa| —W—i—AM
Siis 2 2 2,.2 2\2]| 12
2 — Aaf? = (r* —]al*)(X —[a[*r?) + (1 —r%)%|a|
(1= faPr?)2 |
joten

o Aqt = T2 laPrt —laP +lal'r® + laf? = 2afr? + rtjal?

(1 —[af?r?)

miki sievenee muotoon
(1= [af?)?
(T —TaPr??

Nyt C = Aa, oikea puoli on R? ja todistus on valmis.

|z — Aa|* =

Lauseen 3.5 todistus. Olkoon C' € [0, 1) siten, ettd a € [0, 1). Kaavoista

1—72 , 1—a?
C(_1—7"2a20l 1 R_l—r2a2r’
saadaan
C+R:a—r2a+r—m2: (@a+7)(1—ra) _a+tr
1 —r2a? (I1—-ra)(14+ra) 14ra
ja
o Ria—TQa—r%—raQi (a—=r)(1+ra) a—r
B 1 —1r2a? C (1—ra)(14+ra) 1—ra’
Néin ollen
a+r=C+R+raC+raR
ja

a—r=C—R—raC +raR.

Laskemalla ndma yhtilot puolittain yhteen ja jakamalla luvulla 2 saadaan
a=C+raR.
Vastaavasti erotuksella ja jakamalla luvulla 2 saadaan

r=R+raC.
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Nama yhtilot ovat jossain mielessd symmetrisid. Olkoon nimittain P(xq, xo, 23, 14) =
To+x3w124 —21. Nyt yhtdls (3.5) on P(a,C,r, R) = 0 ja yhtélo (3.6) on P(r, R,a,C) = 0.
Ratkaisemalla r yhtilostd (3.6) saadaan
R
"T1 a0
Sijoittamalla tdmé yhtdloon (3.5) saadaan

Kertomalla tdméa puolittain luvulla 1 — aC' saadaan
a—a’C =C —aC? + R,
mistd saadaan keskipisteelle a toisen asteen yhtilo
0=Ca®>—(1+R*—C?%a+C.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaava antaa

(1 + R? — CQ) + \/(1 + R2 — C2)2 — 402
2C '

Jos C' = 0, niin osoittaja on 1+ R* 4 (1 + R?) = 0. Taméan vuoksi tiytyy olla

(1+R*—C* — /(1+ R?— (C?)2 — 4C?
2C '

Ratkaisemalla a yht&lostd (3.5) saadaan

C
a= .
1—-rR
Sijoittamalla tdm& yhtdloon (3.6) saadaan

C?r
1—rR
Kertomalla tdmé puolittain luvulla 1 — r R saadaan

r—r’R=R—rR?>+ C?%,

r=R+

mistid saadaan siteelle r toisen asteen yhtalo
0=Rr’—(1+R* - C*r+R.

Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaava antaa
(1+R*—C*H+/(1+ R —(C2)2 — 4R?

2R ‘
Jos C' = 0, niin osoittaja on 1 + R? + (1 — R?). Nyt, koska R € [0, 1), niin osoittajan
tiytyy olla 1 + R? — (1 — R?) = 2R?. Niin ollen
(1+R*—C* — /(14 R?—C?)2 — 4R?

2R '

Yleinen tapaus saadaan kiertdmailla tarkasteltavana olevan euklidisen kiekon keskipiste
janalle [0, 1]. O
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4 Esitietoja

Maéritelmi 4.1. Olkoon [a,b] C R vili ja n € N. Olkoot a; € R,0 < j < n + 1, siten,
etta
a=ag<a; <ay<...<a,<a,y =Do

Tallsin joukko
P={a;:0<j<n+1}

on vilin [a, b] ositus. Osituksen P karkeus on luku

IP| = max |a.;

0<j<n aj]

eli suurin osituksen pisteiden vélinen etdisyys.
Maégritelmi 4.2. Olkoon [a,b] C R vili, f, g : [a,b] — R funktioita ja
P={a;eR:0<j<n+1}

vilin [a, b] ositus. Télloin kdytetddn merkintaé

S(f.9,P Zf 9(aj11) — glay)),

missd t; € (a;,a;41) kaikilla j. Mikdli on olemassa luku A siten, ettd kaikilla ¢ > 0 on
olemassa ¢ > 0 siten, ettd

sup |S(f,g,P,[a,b])—A|<€

tj€(aj,aj+1)

kaikilla vilin [a, b] osituksilla P, joille patee | P| < d, niin sanotaan, ettd f on g- Riemann-
Stieltjes-integroituva vdlilla [a, b] ja lukua A merkitaéin

- [ @)

Lause 4.3 (Riemann-Stieltjes-integraalin ominaisuuksia).
[11, Examples 1.2.2, s.8; Theorem 1.2.7., 5.9/

(i) Jos f € C(la,b]) ja g € C*([a,b]), niin

[/~ [ s

(ii) Jos on olemassa pisteet a = ay < a1 < ... < apy1 = b siten, eltd g on vakio
vileilld (aj,aj41), niin jokainen f € C([a,b]) on g-Riemann-Stieltjes-integroituva

valilld [a, b] ja
b n+1
| #aig(o) = raas
a =0
missi do = g(a*)—g(a), d; = g(a]) —g(a;), kun 1 < j <n, ja dnpq = g(b) —g(b™).
Tassi g(x™) ja g(xz™) tarkoittavat funktion g oikean ja vasemmanpuoleisia raja-

arvoja pisteessd x vastaavasti.
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(ii) Oletetaan, etti f on g-Riemann-integroituva vililld [a,b]. Tdlldin g on f-Riemann-
integroituva vdlilla [a, b] ja

[ r@ste) = f@@li, - | g@do)

Esimerkki 4.4. Yhtélossd 5.2 funktio n (Méadritelmé 2.12) toteuttaa Lauseen 4.3 ehdon
(ii) valilla [0,7] C (0,1) ja funktio log 7 on jatkuva, joten voidaan péitelld

1 1 r
/ Z log Lrw(r)dr = / / log Crw(r)dn(t)dr. (4.1)
Ul | 2] 0 Jo t

Lause 4.5 (Fubinin lause). [11, Theorem 4.1.6., 5.69/
Olkoot (E4, By, 1) ja (Eo, Ba, o) o-darellisia mitta-avarvuksia ja olkoon f mitallinen
funktio parissa (Ey x Ey, By x By). Tdlldin seuraavat ehdot ovat ekvivalentteja:

(1) f on puy X ps-integroituva;

(ii) /E ( : | f(21, 22)| po(d2) ) p(dxy) < oo;

(iii) /E ( . |f(551,352 ’Hl dxl

Asetetaan seuraavaksi

M2 dﬂ?Q

A = {xl S : | f(x1, )| pa(dzy) < oo}
>
Jja
Ay = {xz € FEy: : | f(x1, )| pur(dzy) < oo}
ja mddritellidn f; joukossa E;, j € {1,2}1, asettamalla
filzy) = : f(@1, m2)pa(des), jos x1 € Ay
fi(z1) =0 ;nuutom, (4.2)
ja
falx2) = ; f(ar, ma)p(dey), jos xa € Ag;
fa(z2) =0 Tlnuutom. (4.3)

Tdlloin f; on mitallinen R-arvoinen funktio parissa (E;, B;). Edelleen, jos f on py X pig-
integroituva, niin p;(E; \ Aj) =0, f; € LY (u;) ja

/ i) (da;) = / [, z2) (X p2)(day x das)
Ej FE1xFEo
arvoilla j € {1,2}.

14



Fubinin lauseen mukaan yhtasuuruudet

[ ([ 1001 aao) = [ ( [ 10040 ) aace
[ ([ )= [ ([ s.m)ar

missi a, b, ¢, d € R, patevit, kun kaikki integraalit suppenevat. T&ll6in siis integrointijér-
jestysté voi vaihtaa.

Kun integrointirajat eivat ole vakioita, Fubinin lausetta sovellettaessa rajat luonnol-
lisesti muuttuvat. Jos esimerkiksi f : R*> — R on integroituva, esimerkiksi f(r,t) =

rt +r? — 2, niin
1 r r 1
/ / f(r,t)dtdr:/ / f(r, t)drdt.
o Jo o Jt

Nimittdin vasemmalla puolella piatee 0 <t < r < 1, joten oikealla puolella t < r <1 ja
0<t<r.

ja

Lemma 4.6 (Jensenin epiyhtilo vilille). Olkoon ¢ : (—oo,00) — R konveksi ja f :
[0,1] = R integroituva. Talldin

o ([ ) < [ otrna (14)

a= /Olf(t)dt

y =m(z—a)+ep(a)

Todistus. Olkoon
ja

suora, joka leikkaa funktion ¢ kuvaajan pisteessd («, ¢(a)) ja on kuvaajan alapuolella.
Nyt funktion ¢ konveksisuuden nojalla

p(f(t) = m(f(t) — o) + (),
kaikilla ¢ € [0, 1], joten ottamalla puolittain méaritty integraali talld vililla saadaan
1 1 1
[ etsndezm [ g amev ota) = o ([ s10t).
0 0 0
O

Lemma 4.7 (Jensenin epiyhtilo). Olkoon ¢ : (—oo,00) — R konveksi, du todenndkdi-
syysmitta joukossa D ja f : D — R p-integroituva. Tdlloin

0 ( / f(t)dum) < [ s @ndutt) (45)

15



Todistus. Olkoon

azéj@ww

y=m(z—a)+p(a)
suora, joka leikkaa funktion ¢ kuvaajan pisteessi (o, ¢(«)) ja on kuvaajan alapuolella.
Nyt funktion ¢ konveksisuuden nojalla

p(f(1) Zm(f(t) — @) + ¢(a),

kaikilla ¢ € D, joten ottamalla puolittain méaratty integraali yksikkokiekon yli saadaan

/f )y >m/f )dp(t) — am + (o (/f du)

Lemma 4.8 (Jensenin kaava). [9, Theorem 15.18., s.807] Olkoon f € H(D) ja olkoon
£(0) #0. Talldin

ja

g

1 2 ]
o2 | (0)] + 3 tox L = = [ 1w e,
0

zk| 2w
|zk|<r
missd pisteet zy, ovat funktion f nollakohdat monikerrat laskien kiekossa D(0,7), kaikilla
€ (0,1).
Lemma 4.9. [7, Lemma 2.23, s.16] Olkoon a,, € D\{0} kaikillan € N. Tdllsin seuraavat

vditteet ovat ekvivalentteja:
() S (1— Jaal) < 00;
(ii) tulo [, |an| suppenee;
(iii) >°>7, logla,| > —oo.

Lemma 4.10. [1, Theorem 8.1.9., s.261] Olkoon U C C awoin. Olkoot f; : U — C
analyyttisid siten, ettd

> 1Al

j=1

suppenee tasaisests joukon U kompakteissa osajoukoissa. Tdlloin osatulojen

Fy(z) =[]0+ fi(2)

j=1

jono suppenee tasaisesti joukon U kompakteissa osajoukoissa. Erityisesti ndaiden osatulo-
jen jonon raja-funktio F' on joukossa analyyttinen funktio.

Funktio F hdvidd pisteessi zo € U, jos ja vain jos f;(z) = —1 jollakin j. Tdssd tilan-
teessa nollakohdalle zy funktion F' kertaluku on funktioiden 1 + f; kertalukujen summa.

16



Lemma 4.11. [7, Lause 2.21, s.12] Olkoon

2w d@
h = —_—
) /0 1 —re et

missa r € [0,1) ja A € R. Talléin
(i) A(r) =<1, kun A <0 jar — 17;
(ii) h(r) <log =, kun A =0 jar — 17
(iii) h(r) < ﬁ, kun A >0 jar — 17.
Lemma 4.12. Funktioille log ja log® (Mddritelmd 2.1) pitee

(i

logt x =0, kun z € [0,1];

+

(ii) log" z =logz, kun x > 1;

(iii) log™ on kasvava;
tay <log"x+logty, kun z,y € [0, 00);
(v) log™ <z, kun x > 0;

(vi) 1 -1 <logz, kun = > 1;

)
)
)
(iv) log
)
)
(vii) 1 —z <log: < i(1—z), kun0 <z <1

Todistus. Kohdat (i)-(iii) ovat triviaaleja.
Kohdan (iv) todistamiseksi olkoot x,y € (0,1) mielivaltaisia. Logaritmille pétee

log xy = logx + log y.

Jos x,y > 1, niin saadaan
log™ zy = log™ x + log™ .

Jos taas x > 1,y < 1, niin saadaan
log™ zy < log™ x = log™ x + logty
funktion log* kasvavuuden nojalla. Jos taas ,y < 1, niin
log" 2y =0 <0 =1log"z +1log"y.

Kohta (v) pétee tilanteessa = € [0,1] muodossa 0 < z. Toisaalta tilanteessa x >
1 ndhdadn eksponenttifunktion sarjakehitelmén avulla, ettd x < e®. Ottamalla téista
puolittain logaritmi, saadaan log™ z = logx < .

Kohta (vi) seuraa kohdasta (vii) muuttujanvaihdolla x = i

Kohdan (vii) todistamiseksi tarkastellaan funktioita

1
hz)=log—+z—1=—logx+z—1
x

17



ja

1 1 1
glxr)=—(1—2)—log— =——1+logz.
x r

Nyt h'(z) = =2 +1 < 0, kun 0 < = < 1. Siis vililli (0,1] funktio & on vihenevi ja
h(1) =0, joten h(z) > 0, kun 0 < 2 < 1. Tésté seuraa ensimméinen epédyhtilo. Toisaalta

1 1 1
g/<x>:—x2+—:—(1——) <0,
X xr xr

kun 0 < = < 1. Siis valilla (0, 1] funktio g on vdhenevé ja g(1) = 0, joten g(x) > 0, kun
0 < x < 1. Tastd seuraa toinen epayhtalo. U

5 Avaruuden BN, funktioiden nollakohdista

Maiéritelmé 5.1. [10, s.14] Olkoon w radiaalinen paino. Tall6in sen liittopaino w* : D —
(0, 00) médritellddn asettamalla

w(z) = /| w(s) log isds7 ze D\ {0}.

2| |Z’

Lause 5.2. [10, Proposition 3.16., s.47] Olkoon w radiaalinen paino, f € BN, f(0) # 0
ja {zx} funktion f nollakohtajoukko. Tdlldin

Zw*(zk) < 00. (5.1)

Lauseen 5.2 epayhtéloé (5.1) on Lemman 5.3 mukaan ekvivalentti ehtojen 2. ja 3.
kanssa.

Lemma 5.3. [10, Lemma 3.17., s.48] Olkoon w radiaalinen paino ja merkitidin w(r) =
frlw(s)ds. Olkoon f € H(D), f(0) # 0 ja olkoon (zx) funktion f nollakohtajono. Tdlloin

seuraavat ehdot ovat ekvivalentteja:

1. Zw*(zk) < 005
2. /0 N(r)w(r)dr < oo

3. / n(r)w(r)dr < oo.
0
Huomautus 5.4. Jos w on radiaalinen, avaruuden BN, nollakohtajoukot voidaan karak-
terisoida téydellisesti. Nimittdin, mikéli ehto (5.1) on voimassa, voidaan kontstruoida
f € BN,, joka hivida pisteissi z, eikd muualla. Tulos on ldhteessé [10, Proposition 3.16.
todistus, s.47|. Konstruktio perustuu l&hteisiin |2, s. 131-132] ja |10, Lemma 2.3., s.21] .
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Lauseen 5.2 todistus. Riemann-Stieltjes-integraalin ominaisuuksien ja Fubinin lauseen

nojalla
/ Zlog dr—/ / log —rw(r)dn(t)dr
0

|z | <r
/ / log - reo(r)drdn (1)
= [ w@antt

= wr(|aul). (5.2)
|2k |<r
Toisaalta Jensenin kaavan nojalla
! r
/ Z log —rw(r)dr
0 |z |<r | k|
1 1 2
= [ (G [ 1oslrtreas ~ og 00 ) rer
27
:—/ / log | f(re®®)|rw(r)dfdr — log | f(0 |/ rw(r)dr. (5.3)

Koska w on radiaalinen

i/1 /27r log | f(re)|rw(r)dfdr
/ /2wlog|f (re)|w(re’ >7"d0d7“

~5 [ T8l w()AC)
<3 [ (AR

1
= SlIflls (5-4)
Koska f(0) # 0, niin yhdistamélla epdyhtalot (5.2), (5.3) ja (5.4) saadaan
* 1 !
> w(lad) < lfllaw, — g 5 O)] [ rwlrydr < o (5.5
|zk|<r 0

Lemman 5.3 todistus. Olkoon py € (0,1) kiinnitetty ja p € (po, 1). Osittaisintegroinnilla

saadaan
o]~ s

r= 0

= —N(p)w(p) + N(po)w(po) + /

PO

hs)

19



Oletetaan, etté pg > . Tallsin pitee L < 2 kaikilla r € (po, r). Olettaen, etté (3) on
voimassa, yhtélostd (5.6) saadaan

vamwz—Nwwm+Nmm@@+f@@bmw

PO r

jolloin
/ N(r)w(r)dr < oo
eli (2) on voimassa.

Toisaalta + > 1 kaikilla 7 € (po, p). Olettaen, ettd (2) on voimassa, yhtilosti (5.6)
saadaan

1

00 > Clpo,w) = [ N(r)w(r)dr

/ N(r

z—N@mm+/%vmmm- (53)

Ehdosta (2) seuraa, ettd N(p)w(p) — 0, kun p — 17. Nimittéin, koska N(r) on kasvava
funktio, niin

OSN(p)@(p):N()/ dr</N r)dr — 0, p—0.

Néin ollen antamalla p — 1~ epéyhtélossi (5.8) saadaan

oo > C(po,w) > / n(r)w(r)dr,

PO

joten



eli (3) on voimassa. Siis ehdot (2) ja (3) ovat ekvivalentteja.
Toisaalta osittaisintegroimalla ndhdéaan, etta

/p p n(P)O(r)dr = [n(r) /1 ' 1 / / s)dsdn(r

= —n(p) /pl@(S)dHn(po)/ sids+ ) - (59)

po<|zi|<p Zkl

Téssé osittaisintegroimalla ja koska w(1) = 0 saadaan

| @60 = B~ iy — [ ()0~ s

2|
1

:/| w(s)(s — |zk|)ds. (5.10)

2

Toisaalta

/| B(s)ds = W (z), |l — 1. (5.11)

2k

Téamin tarkastamiseksi olkoon ¢ = |z;|. Nyt yhtélo (5.11) on

/t w(s)(s —t)ds < /t w(s) log isds, t— 1", (5.12)

Voidaan olettaa, etta t > % Nyt % <t<s<1 Arvollaz = ﬁ € [%7 1] saadaan Lemmasta
4.12 (vii) epayhtild
t S t

1——§1og—§§<1——) (5.13)

S t S

Kertomalla tdmé puolittain luvulla s ja ottamalla huomioon, ettd 7 < 2, saadaan
s—t§310g§§2(s—t). (5.14)
Siis
1 1 s 1
/ w(s)(s —t)ds < / w(s) log sts < 2/ w(s)(s — t)ds, (5.15)
t t t

kun ¢ € (3,1], ja ehto (5.12) eli (5.11) seuraa.
Nyt yhtdlosta (5.9) ndhddin, ettd (1) ja (3) ovat ekvivalentteja. Tarkastetaan tdma.
Oletetaan, ettd (3) on voimassa. Nyt, koska n(r) on kasvava,

0 <n(p) /pl@(s)ds < /pl n(s)w(s)ds — 0,

kun p — 17. Siis, kun yhtélossd (5.9) annetaan p — 1, niin néhd&én, ettd

oo>/1 n(r\odr = n(po) /1@(s)ds+ > /1 &(s)ds.

po po po<lz| ¥ 17!
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Niin ollen (1) on voimassa.
Oletetaan, ettd (1) on voimassa. Nyt yhtéloiden (5.9) ja (5.11) nojalla

1

/ pn(r)&}(r)dr < n(po) / 1@(3)ds+ > &(s)ds

PO PO P0<|Zk‘<,0 |Zk|

< n(po) /1@(s)ds+2/1 o(s)ds

PO k |2k

= n(pg)/ W(s)ds + Zw*(zk) = C(po,w) < 0.

Antamalla p — 1~ ndhdéén, ettd (3) on voimassa.

6 Avaruuden A’ funktioiden nollakohdista

Lemma 6.1. Olkoon 0 < p < o0 ja w € Inv. Tdlloin AP C BNj.
[10, Lemma 3.2, s.30]

Todistus. Olkoon f € AP mielivaltainen. Lemman 4.12 (iv) nojalla

1 1 1

log* || = —log™ (If"2) < —log*(|fPw) + - log* w.

p w p p

Néin ollen
1
/log+ |f(2)|dA(2) < —/logJr |f(2)[Pw(2)dA(z)
D DJp

1 1
+ ’ /]D)log+ w(z)dA(Z)'

Nyt, koska logt x < 2, > 0, (Lemma 4.12 (v)), niin

A}ymmwmmwséuwm@M@:wmg

Koska w on invariantti, niin 16ytyy Lemman 3.3 mukainen C : D — [1, 00), jolle

/D log C/(2)dA(2) < oo
ja

eli
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kaikilla u,w € . Asettamalla p,(w) = z eli w = ¢, (z) saadaan

)
o(2) = wlu)

kaikilla w,w € D. Nyt Lemman 4.12 (iv) nojalla

log™ ﬁ < log* ﬁ +1log" C(pu(2)) = log" ﬁ +1log Clpu(z)),

koska C': D — [1, 00), joten

/D log" ——dA() < /D log™ ——dA(z) + /D log C(pu(2))dA(2).

w(z) w(u)

Nyt muuttujanvaihdolla z = ¢, (w) eli w = ¢, (2), jolla on Jakobin determinantti ¢! (w)],
saadaan

/D log C(pu(2))dA(z) = / log C(w) |, (w) PdA(w).

Téssi Lemman 2.14 (v) nojalla

1—_W)2 (L1~ ) _ (14l

el = ( =Tl B Ta)? ~ (=Tl

|1 — uwl|?
koska |1 —uw| > 1 — |[uw| > 1 — |u|. Niin ollen

/D log C(ipu(2))dA(2) < % /D log C'(w)dA(w).

Siis
fllw, = / log* | £(2)|dA(z) < %HfHZg (6.2)

L1 / log" ——dA(2)
PJp

w(u)
(1 + [ul)”

1
o (= Ju])? /DlogC(w)dA(w) < 00.

U
Lemma 6.2. Olkoon h : (0,1) — [0,00) kasvava ja olkoot a,b : (0,1) — [0,00) siten,

etta ) )
/0 a(r)dr :/0 b(r)dr = 1.

Oletetaan, ettd on olemassa x € (0,1) siten, ettd a(r) < b(r),r € (0,z) jaa(r) > b(r),r €
(z,1). Télldin

/01 a(r)h(r)dr > /01 b(r)h(r)dr.

23



Todistus. Koska a(r) —b(r) <0, re€ (0,2),ja a(r) —b(r) >0, 7€ (z,1), niin
/0 o)) dr — /0 b)) dr
= [ tatr) ~ bt
- [t = bente >dr-+»]£1< (1) = b)) h(r)dr
> bz / (a(r) = b(r))dr + h(x )/;(a(r) — b(r))dr

(0/01a o [ w0)
(6.3)
[

Lemma 6.3. [10, Lemma 3.5., s.31] Olkoon 0 < p < q < 00, w € Inv ja {z} funktion
f € AP nollakohtajoukko monikerrat laskien. Olkoon

1 =242, (2)]
9) = 1P ﬂ;ggn

Tdlloin on olemassa C' = C(p, q,w) > 0 siten, ettd

gllze, = /D |9(2)w(z)dA(z) < ClI ][} (6.4)
Edelleen pitee seuraavaa.
(i) Jos 0 <p<q<2, niin C =C(w).
(i) Jos2 < q< o0 ja % > 1+¢, niin C = C1qe“'?, missi Cy(g,w).

Todistus. Tarkastellaan lukua ¢(0). Oletetaan, ettd f(0) # 0. Lemman 6.1 nojalla f €
BNy. Lemman 4.8 nojalla

2
> lor iy = 5 [ g e a0  log | (0).

Na&in ollen

/0 Z log Zerr = /Dlog |f(2)|dA(z) — /0 log | f(0)|rdr (6.5)

|z <r
1 1 0
<3 [1og" I2aace) - 2ELO
< Sl — 2O < o
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Toisaalta Lemman 4.12 (vii) nojalla

/01 Zlog—rdr>/ Z( W) rdr —/ > (r=laldr. (66)

[z |<r |z <r |zk|<r

Nyt Riemann-Stieltjes-integraalin ominaisuuksien ja Fubinin lauseen nojalla

/0 S (- lahdr= [ [ G Danar

Siis yhdistdmalla epédyhtélot (6.5) — (6.7) saadaan

> (= [z)* < |Ifllsn, —log | £(0)] < oo (6.8)

k

Tarkastellaan funktiota
l——n n
rP

missd n > 1. L’Hospitalin lauseen nojalla

l——n_n /—(1—r)2

rp

pron TP — (1 — L4 Lppm)
= — sz 2(]_ — T)

p—1—2p 1 1
:p?“T (rp"—1+ﬁ—ﬁrp”) /(T—l)
P -1 _

X € (0, 00), (6.9)
kun r — 1~. Siis N
-5 +ar 2
1- rp - _(1 - 7’) )
kun r — 1~. Siis koska
> (1= |zl
k



suppenee, niin

> (s 1—%+%\zk\m)
|2 [P

k
suppenee, joten Lemman 4.9 nojalla

)
|2 [P

k

suppenee. Nyt Riemann-Stieltjes integraalin ominaisuuksien nojalla

1 — 2 4 2l o 1 12 pp
Z Og( |Zk’p| k| ) :/0 log (%) dn(r)
1P 4 Ppa ! 1
= llog <qr—:—q) n(?“)] _/o a(r)n(r)dr

r=0

= —/0 a(r)n(r)dr, (6.10)

missa sijoitustermi hiviaa yhtilon (2.5) nojalla, koska f(0) # 0, ja

d p+prq
ar) = %log ( log 2; + grq) — plog T:|
prit p_p
1 §+§rq r r\l p+ rd

g ' g
i(w-wg-gw):E<grq—§+1—rq>
) q _

T 1 g T gl r . 1+ 79

il el (6.11)
P
Siis
S g (e tall) / LG VA= (), (6.12)
p |2 [ 0o pTlEr o
Olkoon

. re(01). (6.13)
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W (r) = — (q B 1) —qri! (g — 1+ 7"‘1> ~ (1= g

2
(%—14—”)
q—1
:(z_l)LZ(g_HrqH_rq)
p (g—l—l—rq) p

qg—1
_ 4 (Q _ 1) LQ (6.14)
PP (% -1+ 7“1>

Nyt )
/0 —u'(r)dr =u(0) —u(l)=1-0=1.

Lisdksi —u/(r) > 0, kun r € (0,1). Siis —u/(r)dr on vilin (0, 1) todenndkdisyysmitta.
Olkoon nyt
dA(z)

2lz|

do(z) = —u/(|z])

Niihdéin, etti

o
)
5
3

_ (% /0 " d(p) < /0 1 —u’(r)dr) —1 (6.15)

Funktion —u’ positiivisuuden nojalla do on positiivinen yksikkokiekossa ja siten toden-
nikdéisyysmitta.
Nyt yhtélosta (6.12) saadaan yht&lon (6.14) nojalla osittaisintegroimalla

oy L1y et G T
& |25 |P A L—1+rd r

k

= —/0 o' (r)pN (r)dr. (6.16)

Koska f(0) # 0, niin osittaisintegroimalla, Riemann-Stieltjes-integraalin ominaisuuksien
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ja Lemman 4.8 nojalla

N(r):/or Mds—{—n@)logr

:LATﬁgﬁds

=~ [los "n(s)] +?4ng§dn@>

_ /0 Tloggdn(s)

:%)%éﬁ

=5 [ roslse a0~ 10g17 0

Siis
- [Fwownmar= [T [ Dol

~log | FO) / —d(r)dr
~ [1oglse)Pao )~ og O

Yhdistdmalla (6.16) ja (6.18) péadtellddn, etta

1—2 Bl |?
log(g(0)) = log <|f(0)|pH <%Q|k|>)

k

1-— Ié + §|Zk’q

(6.17)

(6.18)

= log|f(0)|” + Zlog <T> = /Dlog |f(2)[Pdo(z). (6.19)

Korvataan nyt f funktiolla f o .. Funktion f nollakohdat olivat jonossa (z;). Olkoon
wyp = @c(2) kaikilla k. Nyt funktion f o ¢, nollakohdat ovat jonossa (wy). Uudeksi

funktioksi g saadaan

— &+ Clow (2)]
[fu (2)[7

1
(=) = [fecDP [T
k

Edelleen arvolla z = 0 saadaan, koska ¢.(0) = (,

AL

|wy |P

g0 =1rOr]]

k

Nyt Jun] = g (20)] = |, (€)] aikilla , joten

— ¢ gl (O
|02, (O

1
g0 =1rOF]1 = 9(C)
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Siis yhtélostd (6.19) saadaan

log(9(¢)) = log(3(0)) = / log | (e (2))Pdo(z),  F(C) #0. (6.20)

Oletetaan, ettd 0 < ¢ < 2. Viitetddn, ettd on olemassa yksikésitteinen piste z = x(p, q) €
(0,1) siten, ettd —u'(x) = 2z,2r < —u/(r) valilld (0,z], ja 2r > —d/(r) vililld [z, 1).
Ensiksi huomataan, etta

qg—1
iy = 1 (z _ 1) I,
p

2
(%—1+rq>

) 2
£ (g _ 1) _ 9p2-4 (g — 1) + 492 (Q — 1) + 2r7t2, (6.21)
P \P p p

Oletetaan, ettd ¢ < 2. Nyt oikea puoli on kasvava, hévidi origossa ja saa pisteessa 1

arvon 9 9 9
2(@_1> +4(g_1)+2:2<g_1+1) ZQ(Q) .
p p p b
2 2 2 2 _
Q(Q) _q_(z_l):q_(g_zﬂ):q_(m%()_
p P \Pp p\Pp P p p

Siis tilanteessa ¢ < 2 yhtalolld (6.21) on tdsmélleen yksi ratkaisu valilla (0, 1) eli vditetyn
pisteen z olemassaolo seuraa.
Oletetaan, ettd ¢ = 2. Nyt yhtélo (6.21) on muotoa

42 (2 2 ? 2 2 ?
—(——1) :2(——1) + 4r? (——1) +2r4:2<——1+r2) : (6.22)
p AP p p p

Oikea puoli on kasvava. Jos r = 0, niin vasen puoli on oikeaa suurempi muodossa

Jos ja vain jos

Nyt

2 2
->—-—1
p P

Jos r = 1, niin vasen puoli on oikeaa pienempi muodossa
2 2
-—1<-.
p p

Siis my0s tilanteessa ¢ = 2 yhtalolla (6.21) on tdsmaélleen yksi ratkaisu valilla (0,1) eli
véitetyn pisteen x olemassaolo seuraa arvoilla ¢ < 2.
Nyt Lemman 6.2 nojalla

/01 h(r)(—=u'(r))dr < /01 h(r) - 2rdr
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kaikilla kasvavilla funktioilla h(r) : (0,1) — [0, 00). Koska Jensenin kaavan nojalla

2T
Abwmw%we

on kasvava, kun r € (0,1), niin

/01 /027T log|f(<,0§(7“ew))’PdQ(—u’(T))dr < /01 /027T log yf(gpc(rewmpdg - Ordr

el

1
1 p2r 0\ [p —u/(r) dordr Lopem i\ pd0Tdr
[ roelstectrenie (Z5) < [ g et
i

[roelrteconraos) < [ toglf(ecPaac), (6.23)

Yhdistamalld yhtélo (6.20) ja epayhtilo (6.23) saadaan

el

log(¢(¢)) < /log(lf(wc(Z))!”)dA(Z), f(¢) #0. (6.24)

D

Kertomalla tdmé puolittain luvulla logw(z) saadaan

log(g(C)w(C)) fé(Aglog(lf(¢k(2))VQU(C))df4(Z) (6.25)

1— |z

= [1ox (1o g5 ) aa e 20

missd C' on funktio Lemmasta 3.3 ja siten

C1 = Oy (w) = /D log (ﬁ(fz)'?) dA(z)

- /D log(C(2))dA(2) — /D log(1 — |2[2)dA() € (0, 0). (6.27)

Tarkistetaan, ettd todella C; € (0,00). Ensimmdiinen integraali on #érellinen ei-
negatiivinen luku. Nimittdin C(z) > 1 kaikilla z € D ja epéyhtalo (3.2) pitee.

Tarkastellaan jalkimmaistd integraalia kohdassa (6.27). Olkoon h(x) = zlogz — x.
Nyt

d
Edelleen h(1) = —1 ja
1 1
lim h(z) = lim zlogx = lim O%x = lim /z = lim —z = 0.
x—0 x—0 x—0 p x—0 —]_/;L’2 x—0
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Siis

o drdf
/logl—]z\ JdA(z / /logl—r TT
D

= —/ —2rlog(1 — r*)dr
0

= — /1 —2rh/(1 —r?)
= — lim h(1—7%) +h(1 —0%) = —1. (6.28)

r—1—

Nyt Jensenin epdyhtélon ja epayhtélon (3.1) nojalla

O Pu(C |Z|2
/u% DP(O) e dA()

_ﬁ@Au%zww%@m—mmmm (6.29)

kun ( ei ole funktion f nollakohta. Integroimalla tatd epayhtiloa pastelladn, ettéd

lgllzy =/DQ(C)W(C)dCSeCl/D/le(soc(Z))l”w(%(Z))(l—IZIQ)dA(Z)dA(C)- (6.30)

Tehdddn muuttujanvaihto ¢ (z) = u eli z = @¢(u). Nyt Jakobin determinantiksi saadaan
| (u)|*. Fubinin lauseella saadaan

llgllzy Seol/@/@lf(?t)\pw(w(l— o (u)[*) el (u) *d A(C)dA(u) (6.31)

Nyt (1= e ()?) = (1 = [u)lgt(w)] ja [, ()] = (1= [¢P)/|1 — Cuf?, joten kiyttimalla
Lemmaa 4.11 (iii) saadaan

loll < e [ [ 17 Rat ~ )P dA iAW)
=&//uwww“”$§%mwmmmw

e [t - up) [ S=Ebaaqiaw

2m do
SJHWIRAG—MA)A(-—ffA B A—

SRy | (= [uf?) (1—SIUI)3%d8dA(U)
D 0 (1 — sful)

:m&Auwwéa¥ﬁ§wwam&. (6.32)

kaikilla u € D. Nyt kohta (i) on todistettu.
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Olkoon ¢ > 2. Nyt

q—1 2 2
—u'(r) = ; (g - 1) - 7 S T e Ly o<r<t (6.33)
P AP (g_1+m> q—0p q—0p
p
ja siten
dA 2 dA 2
do () = —u'(|2)) T2E) o 4 () __ 9 44uz), zeD. (6.34)

< z
2|2| q—p“ﬂﬂ 2(¢ —p)
Epéyhtilostd (6.20) seuraa

l029(0)(6) = [ log (1 (pe() () do(2)
p 1= 3P
< [1og (Iftectanpaa) 55 ) aoto

+ /D log (ﬁ(‘?’?) do(2). (6.35)

Téassé C on funktio Lemmasta 3.3. Nyt epdyhtélon (6.34) nojalla

/log () do(z) < q—Z/log () dA(z) = C1(q,p,w) < 0.

1— |z 2(q —p) 1— [z
Siis
029(0)(0) < [ 10g (11w G Jastar+ e (630)
joten
() < “exp [[1og (1 GpelNPul0 G5 aota). (ea)

Koska do(z) on todennikoisyysmitta joukossa D ja eksponenttifunktio on konveksi, niin
Jensenin epdyhtédlon nojalla

0(610(6) = < exp [1og (11Nl 5L ) dote)

< e [[exptog (If(eclonrw0) oL ) dote

= [P g5 doto), (6.39)
Nyt epéyhtélon (6.34) nojalla muistaen, ettd C' on funktio Lemmasta 3.3, saadaan
0(0) = gre® [ 1Pt G dAC)
q2 1 p 2
< 2(q___p>667!A;|f(¢k(2))|év(wc(Z))(l-—!Z\)6L4(Z)a (6.39)
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kun f(¢) # 0. Epayhtélosta (6.29) seurasi

gllzy, < Cl)If]].az,

joten epéyhtilosté (6.39) seuraa

4q c
1 < e C(w .
lgllzy < ) (@) f]laz,

Siis
gllzy, < Collfllaz,
missi
Cy = Cy(gq,p,w) = s eCalape) > )
2 2\4, P, 2(q —p)
on vakio.

Nyt on tarkasteltu tapaukset 0 < ¢ < 2 ja ¢ > 2. Siis (6.4) pétee kaikilla 0 < p < ¢ <
oo. Todistetaan vield viite (ii). Oletetaan, ettd 2 < ¢ < oo ja £ >1+4¢c> 1. Nyt

q—1
() = ¢ (z - 1) e
P \P (% -1+ rq)

G065y

< ——qr (6.40)

Viimeisen epédyhtilon nikemiseksi tarkastellaan funktiota h(z) : [1+¢,00) — (1, 00),

x 1
h(z) = =1
(z) r—1 + r—1
Nyt
-1
W(r)=———<0
kaikilla x > 1, joten h on vdheneva ja siten
1
h(z) < h(l+¢) = 15

kaikilla 2 € [14-¢, 00). Sijoittamalla x = I% tdstd saadaan epayhtiloketjun (6.40) viimeinen
epayhtdlo. Nyt epédyhtiloketjun (6.40) nojalla

dA(z) < 1 +€q]z|dA(Z) _1+e

do(2) = —u/(J2]) o] = = oz 2

qdA(z), zeD. (6.41)
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Epéyhtélostd (6.20) seuraa

log g(¢)w(¢) = / log (| f(pe(2))Pw(¢)) do(2)
AP
< [1og (Iftectanpaa) 555 ) aoto

+ /Dlog (1(1(2'2) do(2). (6.42)

Téassé C on funktio Lemmasta 3.3. Nyt epdyhtélon (6.41) nojalla

/1og&da(z) < 1—’—Eq/log ¢) ———=dA(z) = C}(e,w) < 0.

—p"7¥) = e
Siis
o8(0(0) < [ 10g (15ecnPuto G s w0 o
joten
((6) = @ e [ 108 (1ecno@ D o). e

Koska do(z) on todennékéisyysmitta joukossa D ja eksponenttifunktio on konveksi, niin
Jensenin epdyhtédlon nojalla

0((6) = < exp [ 10g (1f(eclDPu0 5 5L ) aota

1— |2

<@ [ oo (IfpelNPeto) 5 5 ) dote)

= [1#ecNPul0) 5 5ol (6.49)

Nyt epéyhtélon (6.41) nojalla muistaen, ettd C' on funktio Lemmasta 3.3, saadaan

1—|—6 e Pu(C 1—|z|2
9(Qw /\f NP0 5 -dA)

/le pe(2)Pwlec(2)) (1 — [2*)dA(z), (6.46)

1+5 Ch
- 2 ¢

kun f(¢) # 0. Epayhtélosta (6.29) seurasi

gllzy, < Cl)If]az,

joten epayhtalostéd (6.39) seuraa

1+¢
gl < e

e C(w)|1f]az.
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Siis
gl < Call ] az,

missa

1
= 04(5,(0) = ;—:quqcs(a,w) >0

on vakio. Tah&n padttyy todistus. Il

Miééritelmd 6.4. Olkoon X avaruus joukon D analyyttisid funktioita. Joukko {z;} on
X-nollakohtajoukko, jos on olemassa f € X siten, ettd f havidd tdsmilleen pisteissd zj
eikd muualla.

Lause 6.5. [10, Theorem 3.5., s.38] Olkoon 0 < p < o0 ja w € Znv. Olkoon (z)
mielivaltainen funktion f € AP nollakohta-joukon osajoukko ja olkoon

L]

H(z) = ][ Bu(2)(2 = Bi(2)), B = e (6.47)

missd |zk|/z = 1, jos z = 0. Silloin on olemassa vakio C' = C(w) > 0 siten, ettd
Lf/H[ < ClIf[[%yp - Erityisesti jokaisen AL —nollakohtajoukon osajoukko on
AP —nollakohtajoukko.

Huomautus 6.6. Lause 6.5 kertoo, ettd jokaisen AP — nollakohtajoukon osajoukko on
AP —nollakohtajoukko. Liséksi, jos halutaan faktoroida f muotoon

f=+H,

I
H
niin tiedetdén, ettd jos f € AP, niin myos % € AP. Kuitenkaan Lauseen 6.5 perusteella
ei vield tiedetd, pateekd H € AP.
Avaruuden AP = AP nollakohtien karakterisointi on avoin ongelma. [10, s.37]
Lahteessd [10] Lauseen 6.5 todistuksessa seurataan Horowitzia [3, 5, 6.

Huomautus 6.7. Léhteessa [10, Theorem 3.5., s.38| valittiin Lauseen 6.5 funktiot By eri
tavalla: ;
By=-"to,.

Valitsemalla kuten yht#lossd (6.47) voidaan funktion H analyyttisyyden todistuksessa
toimia, kuten lihteessd [3, Lemma 7.5.].

Todistus. Tarkastellaan aluksi funktion H analyyttisyyttd ldhteen [3, Lemma 7.5.] mu-
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kaisesti. Nyt
1= By(2)(2 = Bi(2)) < 11— [Bi(2)(2 — Bi(2))]]
< |1 = By(2)(2 — Bi(2))]
= [1 - B(2)|?

ala-ef

2 1 —Zpz

2k — 2]z — |2] 2k + |26 2|

2k(1 — Zx2)
] = Tzl G+ 2] [
zk(1 — Zgz2)
_
= (1= 2 2k
(1 — |zxl) T

d

1+
I

7|

)
<=l (2

<=l (1)

kun |z| < r. Olettaen, ettd f(0) # 0, yhtdlon (6.8) nojalla

Z(l —|z])? < o0

k

su—rzkr?( i
2
2

)
2

(6.48)

ja siten Weierstrassin M-testin nojalla

Y (1= Bi(2)(2 = Bi(2))) (6.49)

k

suppenee tasaisesti kiekossa z € D(0,r) ja siten Lemman 4.10 nojalla

[10 - Bu(2)(2 - Bi(2)))

k

suppenee tasaisesti kiekossa z € D(0,7). Téssd r € (0,1) oli mielivaltainen, joten sarja
(6.49) suppenee tasaisesti yksikkokiekon kompakteissa osajoukoissa. Lemman 4.10 nojalla
H suppenee tasaisesti yksikkckiekon kompakteissa osajoukoissa ja H on yksikkokiekossa
analyyttinen funktio.

Koska kolmioepéyhtélén nojalla |2 — By(z)| > 2 — |Bi(2)| = 2 — |¢2, ()], niin

L ez (212 = 2, (2)]) — [H(z)
Kun huomioidaan epayhtélo (6.50), niin Lause 6.5 seuraa Lemmasta 6.8. U

36



Lemma 6.8. [10, Lemma 3.6., 5.38] Olkoon 0 < p < o0 ja w € Inv. Olkoon {z}
mielivaltainen funktion f € AP nollakohtajoukon osajoukko ja asetetaan

. £(2)]
U AP S TeE e )k

Tallgin on olemassa vakio C = C(w) > 0 siten, ettd

A7 < ClfIG
Todistus. Oletetaan, ettd f(0) # 0. Nyt

dlo 1
dr gr(2—r) B

log r + log(2 —r))

d(
{2
__2=-nld (6.51)

2—r 7°

Nyt Riemann-Stieltjes-integraalin ominaisuuksien nojalla
Z log ———— / log ;dn(r)
Al 2— ) Jo T r(2=7)

RN O SN
_ /0 1 2(21__:> nir)dr. (6.52)

dA(z)
(2= 1z)?l2]

drdf L dr 1!
[ doto / /om—r | a5 h—rh - (659)

joten, koska doo(z) on positiivinen kaikilla z € I, doy on todennékéisyysmitta joukossa D.

Merkitaan
dos(z) =

Nyt
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Siis

/D log | £(2)|daw(z) — log | £(0)

1 27
_ / 1 / 10g|f re)|df frr)2—10g|f(0)|
_ { " log | (re") a0 — loglf(O)q 2
N

2-r?
_ /0 (r 2d7"

(6.54)

Siis yhtéloiden (6.52) ja (6.54) nojalla

S tor it = [ s f IGO0 (659)

Nyt
dA(z)

il 6.56
EE (6.56)

doy(2) = —uy(|z])

missé

on funktion

derivaatta. Nyt

—uh(r) = PRSP =27,

jos ja vain jos
1=(?—4r+4)-r

eli

4t dr — 1= -1 =3r+1)=(r—1) (r—3+2\/5> <r—3_\/3> = 0.
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Tama toteutuu arvoilla r; =~ 0,38, ro = 1 ja r3 =~ 2,61. Lisiksi
, 1
—u2(0):§>0:2-0
ja
—up(l)=2<2=2-1.

Loytyy siis yksikésitteinen piste x € (0,1) siten, ettd —u)(z) = 2z,2r < —uj(r) vililld
(0,z], ja 2r > —ub(r) valilld [z, 1). Lisdksi

/1 —uy(r)dr = —us(1) + u2(0) = 1 +0.

Siis —ub(r)dr on vélin (0,1) todenndkdisyysmitta, kuten 2rdr. Nyt Lemman 6.2 nojalla

1
/ h(r ))dr </ h(r) - 2rdr
0 0

kaikilla h(r) : (0,1) — [0, 1), jotka ovat kasvavia. Koska Jensenin kaavan nojalla

27T
/0 log | f(pc (rei®))Pdo

on kasvava, kun r € (0, 1), niin

/01 /0277 log | f (e (re®)) [PdO(—u (r))drr < /01 /027r log | f (0 (re™))|Pd8 - 2rdr

e . ! dord Lo o pd0Td
[ [ oststectreone (F52) < [ ol stecrenp

/D log |£(2)]doa(z) < / log |f(2)]dA(2).

Siis yhtélon (6.55) nojalla

1
> 108 o = J, o G Ndate) — ol 0)

eli

< [ Jog (2)1dA(2) ~ log | 0)] (6.:57)
D
kun f(0) # 0.
Korvaamalla yhtdlossd (6.57) funktio f funktiolla f o ¢, saadaan
= /(O]
= A .
o (O = o8 T < Jp SR 63
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kaikilla ¢, jotka ovat funktion f nollakohtien ulkopuolella. Siis

~

log F(¢) < / log | F(pe(2))|dA(2),  f(C) #0. (6.59)

Kertomalla puolittain luvulla p > 0 ja kidyttamalld logaritmin laskusaidntoja saadaan

~

log F(O) < / log |/ (e (2)IPAA(z),  F(C) #0. (6.60)

Koska yhtélosta (6.24) seurasi
gllzy < ClIFIp

missi C' = C'(w) > 0, niin yhtélosté (6.60) seuraa
171y, < ClIAII,-
Siis R R
AT = 71y < CllAlle
jollakin C' = C(w) > 0. O
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