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1. Johdanto

Puolalaisen matemaatikon Benoit Mandelbrotin (1924 — 2010) [7, s. 4] mukaan
nimetty Mandelbrotin joukko on erds kompleksitason osajoukko. Joukko méaritel-
ldin kuvauksen f.: C — C, f.(2) = 22 + ¢, missil ¢ € C, avulla. Joukosta voidaan
piirtad kuva, katso Kuva 8. Joukon reuna on kaoottinen ja siind voi nahda erikoisia
ilmio6ita, katso Kuvat 9 ja 10.

Mandelbrotin joukolle voidaan antaa yleistyksid. Erés yleistys ovat niinsanotut
multibrotjoukot, katso Luku 5.

Ryhdyin tutkimaan Mandelbrotin joukkoa Internetin ja kirjallisuuden avulla.
Monet aihetta kisittelevit kirjat olivat vaikeaselkoisia, joten luin paljon asiaa
Internetistd ymmartadkseni aihetta.

Keksin oman todistuksen artikkelin [5, s. 18| viitteelle, joka esitetdin Seu-
rauksessa 4.14. Vaiheittaiseen todistukseen sisdltyvit Lauseet 4.10 ja 4.13 seki
Seuraukset 4.12 ja 4.14 todistuksineen.

Innostuneena oman todistuksen keksimisestd Seuraukselle 4.14 lisdsin Lukuun
4 muita tuloksia, jotka pystyin todistamaan kolmioepayhtilod ja induktioperi-
aatetta kiyttdmaélla. Oli mukavaa keksié joitakin todistuksia itse. Edelleen Luku
b sisdltad padasiassa Luvun 4 tuloksille analogisia tuloksia tai niiden yleistyksia.

Tehdessini tutkielmaa opettelin kiyttdméan dynaamista geometriaohjelmaa
GeoGebra ja laskentaohjelmaa Matlab, jolla opettelin piirtdméan kuvia. Kaikki
tdman tutkielman kuvat on piirretty Matlabilla. Kuvat 7-10 on piirretty Matlab-
funktiolla [11], jota muokkasin hieman.



2. Iteroinnista

Iteroinnilla tarkoitetaan yleensd jonkin toimenpiteen toistamista monta kertaa
perdkkdin. Jos X on epityhja joukko ja f : X — X on funktio, voidaan es-
imerkiksi méaaritelld rekursiivisesti jono joukon X alkioita asettamalla xo = a
jollekin kiinnitetylle a € X ja

xn, = f(x,_1), kaikilla n € N.
Nyt siis esimerkiksi g = a, 21 = f(a),zo = f(f(a)) ja x5 = f(f(f(a))).

Monet numeeriset menetelmét perustuvat siihen, etté iteroimalla saatu luku-
jono suppenee jotakin haluttua lukua kohti. Otetaan esimerkki téllaisesta iterati-
ivisesta menetelmisté |6, s. 214]. Vastaava esimerkki on kirjassa |6, ss. 230-231].

Esimerkki 2.1. Lasketaan luvulle v/2 likiarvo eli ratkaistaan likim&sriisesti yht#lo
x? = 2. Titd varten etsitdéin lukua x € R, jolle g(z) = 2? — 2 = 0. Newtonin
menetelméssi iteraatiofunktioksi valitaan funktio

2z 2z 2z

2 =2 2P —224+2 2242 1( 2)
= =—-\|lz+—).
2 T

Tamén jilkeen valitaan alkuarvaus zo niin, ettd se on “lihelld” lukua /2,
esimerkiksi o = 1. Nyt saadaan lukujono (z,),cn, missé

3\ 1/3 _ 2\ 17

= — = — — 2. — _

=1 (2) 2 (2 * 3) 12’
17\ 1/17 _ 12\ 577
= _ = — JE— 2. R = —
=1 (12) 2 (12 * 17) 408

Nyt (30)% & 2,000006007, joten v/2 &~ 3L Desimaaliluvuilla ilmaistuna



S77
— =~ 1,41421 ;
108 , 5686;

V2 ~ 1,414213562.

Saatu likiarvo on tarkkaa arvoa suurempi, mutta siind on periti viisi oikeaa
desimaalia.

Kéytdmme merkint6ja N = {1,2,3,...} jaNy=4{0,1,2,3,...}.

Madritelma3 2.2. Olkoon X epiatyhja joukko ja f : X — X funktio. Maéaritellaan
funktion f ei-negatitviset kokonaislukupotenssit asettamalla

(i) f°=id;
(i) f*= fo f* !, kaikilla n € N.
Olkoon lisdksi a € X ja A C X. Alkion a alkukuva kuvauksessa f on joukko
Fla={reX:f@) =a)
ja joukon A alkukuva on joukko
fHA) ={reX: flx) € A}
Maaritelldaan funktion f negatitviset kokonaislukupotenssit asettamalla
(iii) f~*) = f=1o f kaikillan € N.

Téssé o on relaatioiden yhdistdmisoperaatio. Jos f on kddntyva eli kddnteisrelaatio
f~1 on funktio, on f*: X — X funktio olipa n miki tahansa kokonaisluku.

Madritelmé 2.2 on hieman eri muodossa kirjassa |7, s. 10].
Olkoon n € N. Madritelmén 2.2 mukaan x € f~"(a), jos ja vain jos f™(z) = a.

Esimerkki 2.3. Olkoon f: R — R, f(z) = 2. Miiritelmiin 2.2 mukaan kaikilla

reR
fola) =
fl(z) = f(z) = %
fi(x) = f(f(2) = (%) = a¥;
f(z) =2*, kunn €N



Lisaksi

FH4) = {-2,2}
fH(=2) = 0;
F724) = 1 ({-2,2}) = {-v2,v2}.

Palataan takaisin Esimerkin 2.1 tilanteeseen. Kuvassa 1 on Esimerkin 2.1 funk-
tion f potenssien f" kuvaajat arvoilla n = 1,2, 3,4. Kuvasta 1 ndhd&aan, ettd kun
n kasvaa, funktiot f™ "lihestyviit” funktiota f : R\ {0} — {—v/2,v/2},

£(z) = —V/2, kun z < 0, ja
- \/§, kun = > 0.

Funktio f*° on esitetty Kuvassa 2.

100
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Kuva 1: Esimerkin 2.1 funktion f potensseja f”
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Kuva 2: Esimerkin 2.1 funktion f potenssien f" "rajafunktio” f*°

Esimerkista 2.1 voi herdta kysymys, miten alkuarvauksen xy valinta vaikuttaa
saatavaan lukujonoon (z,),en. Kuvan 2 perusteella voi arvella, etté

V2, kun zo > 0, ja
—\/§, kun z¢ < 0.

n—o0 n—oo

lim z, = lim f"(xg) = f>(xo) = {

Siis alkuarvauksesta zo riippuen saadaan jompi kumpi yhtilon 22 = 2 juurista
—/2 tai v/2. Lisiksi Kuvan 1 perusteella voi arvella, et jos |xo| on suuri, halutun
tarkkuuden saaminen likiarvolle vaatii useampien lukujen x,, laskemista, kuin jos
valittaisiin esimerkiksi zo = 1.

Esimerkki 2.4. Olkoon f : R — R, f(z) = —2® + 1. Kuvassa 3 on funktion f
ensimmaisia potensseja.

Kuvan 3 perusteella vaikuttaa siltd, ettd kaikkien funktion f potenssien ku-
vaajat kulkevat pisteen (z,y) ~ (0.8,0.8) kautta. Lisdksi Kuvasta 3 voi havaita,



Kuva 3: Esimerkin 2.4 funktion f potensseja f"

ettd funktiot f12" missi n € Ny, muistuttavat toisiaan. Jos n kasvaa, funktiot
F27 "5hestyvit” erdstd funktiota. Merkitdéin titd funktiota foo!.

Funktioiden f2*2" missi n € Ny, tilanne on vastaava. Funktiot muistuttavat
toisiaan ja "lihestyvit” eriistd toista funktiota. Merkitdin funktiota f°°2. Kuvassa
4 on funktio f1°! ja Kuvassa 5 on funktio f1°2. Kuvassa 6 on esitetty mainitut raja-
funktiot f°>! ja f°>2. Potenssien ™, n € N, kuvaajien yhteinen piste on merkitty
Kuvaan 6 rastilla. Se on yhteinen myds rajafunktioiden f°! ja f°>2? kuvaajille.
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Kuva 4: Esimerkin 2.4 funktion f potenssi f'°!
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Kuva 5: Esimerkin 2.4 funktion f potenssi f!°2
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Kuva 6: Esimerkin 2.4 "rajafunktiot” f°>! ja f°2.

Maéritelma 2.5. Olkoon n € Ny, X joukko, a € X ja f : X — X funktio.
Kéaytdmme seuraavia nimityksié:

(i) Alkio f"(a) on alkion a n:s iteraatti kuvauksessa f. |7, s. 6]

(ii) Joukko {a, f(a), f*(a),...} on alkion a rata kuvauksessa f. |7, s. 10|

Esimerkin 2.4 ja Kuviin 3-6 liittyva tarkastelu voi olla hyddyllinen, jos ollaan
kiinnostuneita siitd, milloin lahtopisteen rata kuvauksessa on rajoitettu. Kuvasta 6
nihdaén, ettd pisteen x € R rata on rajoitettu Esimerkin 2.4 kuvauksessa f, jos
kuuluu tietylle vélille, Kuvasta 6 luettuna valille [—0.5, 1.1]. Tein vastaavia reaali-
funktioiden potenssien kuvaajien piirtdmiseen perustuvia tarkasteluja tutkiessani
Mandelbrotin joukkoa (katso Madritelmé 4.8). Tarkastelut eivit kuitenkaan ole
tarpeeksi kypséssd muodossa, jotta ne voisi esittad tassa.

Lauseet 2.6 ja 2.7 sisdltavat ajatuksen: ”jos jokin iteraatti on sama kuin toinen
aiemmin saatu iteraatti, niin iteraatit alkavat toistumaan”.



Lause 2.6. Olkoon X epdtyhjd joukko, f : X — X funktio ja a € X. Olkoon
lisiksi f™(a) = a jollekin n € N. Tdlldin a rata kuvauksessa f sisdltyy joukkoon

{CL, f(CL)v f2(CL), R fn_l(a)}‘
Todistus. Olkoon k € Ny mielivaltainen. Voidaan kirjoittaa

k=qgn+r
joillekin ¢, 7 € Ny, 0 <r < n — 1. Nyt

a= f'(a) = f*(f*(a)) = f"(a) = ... = ["(a).

Siis yhtdsuuruus a = f%(a) saadaan soveltamalla oletusta a = f"(a) ¢ kertaa.
Nyt

fr(a) = fr(f™(a)) = [ (a) = f*(a).

Viite seuraa. O

Lause 2.7. Olkoon X epdtyhji joukko, f : X — X funktio ja a € X. Olkoon
lisiksi f"*™(a) = f™(a) joillekin n,m € N. Tdlloin alkion a rata kuvauksessa f
sisaltyy joukkoon

{a, f(a), f*(a), ..., " Ha)}
Todistus. Olkoon k € Ny mielivaltainen. Osoitetaan, etta

f*(a) € {a, f(a), f*(a),.... [T Ha)} = A.

Koska n +m — 1 > n, niin ehdosta 0 < k < n seuraa

f*a) € {a, f(a), f*(a), ..., f"(a)} C A.
Oletetaan, ettd k£ > n + 1. Nyt voidaan kirjoittaa

kE=n+4+qgn+r

joillekin ¢, € Nyg,0 < r < m — 1. Oletus f"*(a) = f™(a) voidaan kirjoittaa
muodossa f"(a) = f™(f"(a)). Soveltamalla oletusta g kertaa saadaan



fHa) = (@) = () = (@) = o= fT(f(a) = T a).
Nyt

fra) = frHm(a) = (@) = £ (f(a) = 7 (a).
Viite seuraa. ]

Maéaritelma 2.8. Kédytidmme seuraavia nimityksia:

(i) Lauseen 2.6 tilanteessa a on kuvauksessa f n-jaksollinen. Talloin pieninta
lukua k, jolle f*(a) = a, sanotaan alkion a jaksoksi ja joukkoa

{a, f(a), ..., f*"H(a)}
sanotaan alkion a sykliksi kuvauksessa f tai kuvauksen f k—sykliksi.

(ii) Lauseen 2.7 tilanteessa alkio a on kuvauksessa f lopulta n-jaksollinen. T4l-
16in pieninti lukua k, jolla f"**(a) = f"(a), sanotaan alkion a lopulta alka-
van syklin jaksokst ja joukkoa

{f"(a), fNa),..., N a)}

kutsutaan alkion a lopulta alkavaksi k-sykliksi kuvauksessa f tai kuvauksen
f lopulta alkavaksi k-sykliksi.

Sanomme liséksi, ettd joukko f~"(a) (vastaavasti f~"(A)) on alkion a (vastaavasti
joukon A) n—juuri kuvauksessa f.

Médritelméan 2.8 nimitykset ovat perdisin lahteista [3] ja |7, s. 11], tosin niita
on muokattu hieman. Kirjoittaja keksi itse nimityksen n—juuri.

Jos a on n—jaksollinen kuvauksessa f, niin Maaritelmén 2.8 mukaan a on
lopulta n—jaksollinen kuvauksessa f.
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3. Kompleksilukujen perusominaisuuksia

Tamén luvun asioista voi lukea suomenkielisista kirjoista [1] ja [9].
Kompleksiluvut ovat muotoa z = x + iy, missi z,y € R ja i> = —1. Luvun
¢ madritelmésta ja reaalilukujen laskusddnnoista seuraa, ettd kompleksiluvut to-
teuttavat useimmat tavallisimmista reaalilukujen laskusddnnoista. Lisdksi voidaan
nédyttad, ettd kompleksilukujen joukko C on kunta.
Olkoot jatkossa x,y, a,b € R mielivaltaisia ja z = x+iy, w = a+1b. Kdytamme
seuraavia nimityksié:

(i) luku z on luvun z reaaliosa, x = Re(z);
(ii) luku y on luvun z imaginaariosa, y = Im(z);
(iii) luku i on imaginaariyksikko.

Asetetaan z = w, jos ja vain jos © = a ja y = b. Nyt kuvaus s : C — R? s(2) =
(Re(z),Im(z)) on bijektio. Siis jokaista kompleksilukua vastaa tdsmélleen yksi
reaalitason R? piste.

Kompleksiluvut voidaan siis esittdéd tason pisteina. [teroimalla saatavan kom-
pleksilukujonon pisteet tasoon piirtdmaélla voi saada mielenkiintoisia kuvioita.
Mielenkiintoisia kuvioita voi myos saada etsimélld kompleksiluvut, joilla on jokin
ominaisuus, esimerkiksi ne luvut, jotka kdyttaytyvit jossakin iteraatiossa tietylla
tavalla.

Kompleksiluvun z moduli on reaaliluku

|z| = V22 + y2.

Luvun z moduli vastaa siis tason R? euklidista normia. Jos y = 0 eli 2 = z € R,
niin |z| = V22 on luvun z itseisarvo. Moduli on siis reaalilukujen itseisarvon
yleistys.

Luvulla z € C on napakoordinaattiesitys

z=(z,y) = (rcosf,rsinf), missi r > 0 ja 0 € R.

Jos z # 0, niin kulma 6 voidaan maéaritella taysid kierroksia lukuunottamatta
yksikésitteisesti. Sanotaan, ettd origon ja pisteen z kautta kulkevan suoran seki
reaaliakselin villinen kulma on luvun z # 0 argumentti eli vaihekulma 0 = arg(z).
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Vaihekulmasta saadaan yksikésitteinen, jos annetaan lisidrajoite, esimerkiksi vaati-
malla, ettd 0 € [0, 27[. Sanotaan, ettd tdméan ehdon toteuttava luvun z vaihekulma
0 kuuluu argumentin padhaaraan ja merkitdén Arg(z) = 6.

Kompleksiluvun z = x + iy listtoluku eli kompleksikonjugaatti on

zZ=x—1y.

Suoralla laskulla ndhdaan, ettéd

2Z=(z+iy)(z —iy) =2° —i%y* =2* — (1) = 2> +y* = |2~
Lause 3.1. Olkoot z,w € C. Modulille pditee

(i) |z] =0, jos ja vain jos z = 0;

(i) [zw]| = |z[[w];

2] = |w]

iv) |z| + |lw| > |z +w| > ||z| — |w|| >
@) Jel 4l > e+l 2 [ = ol = { 2 2]

Lause 3.2. Olkoot z,w € C seki c € R. Konjugaatille pdtee

(i) e=c;

(ii) z = 2;
(iii) 2z +w=Zz+w;
(iv) z-w =z - w;

Olkoot z,y € R ja z = x + iy. Koska ehto |z|] = 0 on yhtépitdvd ehdon
|2]?2 = 2% + % = 0 kanssa ja 2% + y? = 0, jos ja vain jos z = y = 0, niin |z| = 0,
jos ja vain jos z = z +iy = 0+14-0 = 0. Tama perustelee Lauseen 3.1 kohdan (i).
Lauseiden 3.1 ja 3.2 muut kohdat 16ytyvét kirjasta [1, ss. 7 — 10].

12



4. Mandelbrotin joukko

Olkoon jatkossa ¢ € C,n € Z sekii f. : C — C, f.(z) = 2% + c. Merkintéitapa on
periisin kirjasta [10]. Nyt esimerkiksi

(2) = 2
fo(z) =22 +¢
2(2) = (24P te=2+222c+ A+
f(0) =0
fe(0) = ¢
f0) =+
20)=(E+e)+c=ct+28 + 2+ e

Nihdéén, ettd kun n € N, niin f7(0) on kompleksimuuttujan ¢ reaalikertoiminen
polynomi, jonka aste on 2" 1.

Tarkastellaan seuraavaksi origon rataa kuvauksessa f. vakion c eri arvoilla.
Esimerkkien 4.1-4.6 kaltaisia laskuja on esimerkiksi pdf-tiedostossa [8|.

Esimerkki 4.1. Olkoon ¢ = 0. Triviaalisti luvun ¢ arvosta riippumatta f°(0) = 0.
Lisiiksi téssi tapauksessa f!(0) = 0. Koska f!(0) = f2(0), niin origo on kuvaukses-
sa f. 1-jaksollinen ja Lauseen 2.6 nojalla origon rata kuvauksessa f. on déarellinen
joukko {0}.

Esimerkki 4.2. Olkoon ¢ = 1. Nyt

f(0) =15
20)=1+1=1=2;
f3(0) =22 +1 =15

f2(0) = 52+ 1 = 26;

f2(0) = 26 + 1 = 677;
f5(0) = 6777 + 1 = 458330.

Luvut f7(0) etdéntyvit origosta nopeasti luvun n kasvaessa. Osoitetaan, etti
f(0) = oo, kun n — oco. Tata varten todistetaan Lause 4.3.

13



Lause 4.3. Olkoon c,z € R,c > 0. Tdlloin
fo(z) =2 (4.1)
kaikilla n € N.

Todistus. Oletuksista seuraa, etta

) =2 +c> 22 =27, (4.2)

C

Siis epiyhtilo (4.1) patee arvolla n = 1. Oletetaan, ettd (4.1) pétee jollakin n € N.
Koska kuvaus z — 22 on kasvava kaikilla z > 0 ja fi(z) > 22" > 0, saadaan

(frz) = (%) =2 (4.3)

Toisaalta sijoittamalla f(z) luvun z paikalle epdyht&loon (4.2) saadaan

fo(2) = £ (f2(2) = (£2(2))*. (4.4)
Yhdistamaélla epayhtalot (4.3) ja (4.4) saadaan

frz) = 2

Induktioperiaatteen nojalla epayhtilo (4.1) pétee kaikilla n € N.

Palataan Esimerkkiin 4.2. Koska ¢ = 1 > 0, niin Lauseen 4.3 nojalla
f7(2) > 2%" kaikillan € N,z € R. Nyt

F20) = f2(f2(0) = f2(2) = 2.

Niin ollen f(0) — oo, kun n — oo.

Esimerkki 4.4. Olkoon ¢ = —2. Nyt

Koska f2(0) = f2(0), niin origo on kuvauksessa f, lopulta 1-jaksollinen ja Lauseen
2.7 nojalla origon rata kuvauksessa f. on déarellinen joukko {0, —2,2}.

14



Esimerkki 4.5. Olkoon ¢ = 7. Nyt

f2(0) = 4;

F20) = (i) +i=—1+i;

F20) = (—14+ i) +i= (1 -2 +i%) +i = —i;
fA0) = (=i)? +i=—-1+i.

Koska f1(0) = £2(0), niin origo on kuvauksessa f. lopulta 2-jaksollinen ja Lauseen
2.7 nojalla origon rata kuvauksessa f. on dérellinen joukko

{0,4,—1 + i, —i}.

Esimerkki 4.6. Olkoon ¢ = —i. Nyt

f2(0) = —i;

f20) = (=) —i= -1 —4;
30)=(-1-0i)?—i= 142+ (=)} —i =1
20) =% —i=—1—1.

Koska f1(0) = f2(0), niin origo on kuvauksessa f. lopulta 2-jaksollinen ja Lauseen
2.7 nojalla origon rata kuvauksessa f. on darellinen joukko
{0, —i,—1 —i,i}.

Verrataan Esimerkkejd 4.5 ja 4.6. Luvun c arvoiksi asetetut luvut ¢ ja —i

ovat toistensa konjugaatteja. Toisaalta radan {0,4, —1 + ¢, —i} luvut ovat radan
{0, —i,—1 — 4,4} lukujen konjugaatteja. TAma pétee yleisesti liittolukuparille.

Lause 4.7. Olkoon P(z) reaalikertoiminen polynomi. Tdllon P(Z) = P(z).

Todistus. Oletuksen mukaan P(z) = Y ,_,axz®, jollekin n € Ny ja joillekin
ap € R,k =0,...,n. Konjugaatin ominaisuuksista seuraa

PE =S 0@ =Y 0 F =S aF = et = P
k=0 k=0 k=0 k=0
0]

Lauseen 4.7 viite 16ytyy yleisemmésséd muodossa kirjasta [1, s.7].

Koska f'(0) on reaalikertoiminen kompleksimuuttujan ¢ polynomi, niin f2(0) =
f(0) kaikilla ¢ € C,n € N. Siis origon rata kuvauksessa fz saadaan origon radasta
kuvauksessa f. konjugoimalla.

15



Maaritelma 4.8. Mandelbrotin joukko M C C koostuu niisté pisteistd ¢ € C,
joille origon rata kuvauksessa f. on rajoitettu. Siis
M ={ceC:|fl0)] < s kaikilla n € N jollekin s € (0,00)}.

Esimerkeissd 4.1-4.6 néhtiin, ettd 0, —2,7,—1 € M ja ettd 1 ¢ M. Liséksi
Lauseen 4.7 seurauksena saadaan:

Seuraus 4.9. Mandelbrotin joukko on symmetrinen reaaliakselin suhteen. Siis,
jos ¢ € M, niinc € M.

Jos luku ¢ on kaukana origosta, voidaan ajatella, ettd |c?| > |c| ja siten

Luvut f7(0) vaikuttaisivat tilloin etddntyvin origosta nopeasti. Saadaan arvio

n n—1
|f2(0)] = |ef?
kaikilla n € N. Lauseessa 4.10 on tdsmallisempi viite.
Seuraus 4.14 16ytyy artikkelista |5, s. 18|. Kirjoittajan muotoilemat Lauseet
4.10 ja 4.13 sekéd Seuraus 4.12 tdhtadvat tdméan tuloksen todistamiseen.

Lause 4.10. Olkoon c € C siten, ettd |c| > 2. Talloin

n n—2
1£20)] = (le] = 1)*" [¢] (4.5)
kaikilla n > 2.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Modulin laskusééntojen (katso Lause 3.1)
nojalla saadaan

F2O =1+l = || = Je| = |ef = |e| = le|(el = 1) = |e|(|el = 1)*.

Siis epayhtélo (4.5) patee, kun n = 2. Oletetaan toisaalta, ettd epéayhtdlo (4.5)
patee jollakin n > 2. Nyt
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LFEEHO) = 1(£2(0)) + e 2 [(f2(0))?] = lef = | £2(0)]* — |e]. (4.6)
Koska |c¢| > 2, niin
le] = 1> 1. (4.7)
Korottamalla puolittain potenssiin 2" 2 saadaan edelleen
(I = 1) > 1. (4.8)
Nyt epédyhtélon (4.5) luvuille saadaan arvio
£2(0)] = (Jel = )" "Je] > |¢] > 0.

Niin ollen korottamalla yhtdlo (4.5) puolittain neli6on saadaan

LFEO)F = (e = 1))

Vihentdmélld puolittain |c| saadaan

F2OP = el = (el = 1" el = el = (el = )*" ™ e = el (4.9)

Huomaamalla, etti |c|* = |c| + |c|(]c| — 1), saadaan

(n4+1)—2 (n4+1)—2
(Je| = 1)? e e = (e| = 1)? [lel + lel(le] = 1] = e]
(n+1)-2 (n+1)—2
= (Je| - 1)? el + (Je] = 1) lef (le] = 1) =]
~——

-~

>1 >1

2(n+1)72 |C| .

> (|e| = 1) (4.10)

Viimeinen epéyhtdlé perustuu epayhtiloihin (4.7) ja (4.8). Yhdistdmalla epéy-
htélot (4.6), (4.9) ja (4.10) saadaan

n (n4+1)—2
AN = (el = 1)* e

ja induktioperiaatteen nojalla viite on todistettu. ([
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Maaritelma 4.11. Olkoon z = x + iy € C ja r > 0. Sanotaan, ettd joukko

B(z,r)={weC:|lz—w|<r}={a+ibcC: (x—a)+ (z —b)?* < r?}

on z—keskinen r—sdteinen avoin kiekko. Vastaavasti

B(z,r)={weC:|z—w| <r}

on z—keskinen r—sdateinen suljettu kiekko. Yleisemmin joukko U C C on awvoin,
jos kaikilla z € U on olemassa r > 0 siten, ettd B(z,r) C U. Joukko U on suljettu,
jos sen komplementti C\ U on avoin.

Jos |c| > 2, niin antamalla epdyhtélossd (4.5) luvun n kasvaa ndhdéén, etti
| f2(0)] — oo, kun n — co. Madritelmén 4.11 nimityksin Lauseesta 4.10 seuraa:

Seuraus 4.12. Mandelbrotin joukko sisdltyy origokeskiseen 2—sdteiseen suljet-
tuun kiekkoon.

Tasta lahtien tutkittaessa kuuluuko piste ¢ Mandelbrotin joukkoon, voidaan
siis rajoittua tapaukseen |c[ < 2. Lisiksi, koska Esimerkin 4.4 nojalla —2 € M,
niin B(0,2) on pienin origokeskinen kiekko, joka sisiltaé joukon M. Siis

min{r > 0: M C B(0,r)} = 2. (4.11)

Jos c on lihelld origoa, mutta iteraatit f(0) menevét jossakin vaiheessa kauas
origosta, niin iteraatit alkavat etdantymaan origosta, eivatkd enda palaa. Tasmal-
lisemmin ajatus on esitetty Lauseessa 4.13

Lause 4.13. Oletetaan, ettd |c| < 2 ja etta | f°(0)| > 2 jollakin ng € N. Tdlldin
[feo T (0)] = 4™ ([ £ (0)] — 2) + 2 (4.12)
kaikilla n € Ny.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Jos n = 0, niin suoralla sijoituksella
néhdadin, ettd epayhtilo (4.12) pétee. Oletetaan, ettd epayhtalo 4.12 pétee jollakin
n € Ny. Tiedetdan, etté

[fEm )] = £ (0)]* — el (4.13)
Koska |frot(0)] > 4™(|f(0)| — 2) +2 > 2 > 0, saadaan
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| foF(0) = Je| = (47(|f2°(0)] — 2) +2)* — |¢|
= (4"(If2(0)] = 2))2 +2-4"(|f2°(0)| = 2) -2+ 22 = 2
= (4*(|f200)] = 2))> + 4™ (| £ (0)] — 2) + 2
> 4" fr0(0)] — 2) 42 (4.14)

Yhdistdmalla epayhtélot (4.13) ja (4.14) saadaan

| f2mHH0)] > 4 (| £20(0)] = 2) + 2.
Induktioperiaatteen nojalla epayhtilo (4.12) patee kaikilla n € Ny. O

Epéyhtélostd (4.12) nahdaén, ettd | f7(0)| > 2 kaikillan > ng. Siis, jos iteraatit
f™(0) kayvat origokeskisen 2—séteisen kiekon ulkopuolella, ne eivét voi palata
kiekkoon. Liséksi, jos epdyhtélossé (4.12) annetaan luvun n kasvaa, ndhdain, etta
| f2(0)] = oo, kun n — oco. Saadaan Seuraus 4.14.

Seuraus 4.14. Jos f*(0) kay origokeskisen 2—sdateisen kiekon ulkopuolella jol-
lakin n € N, niin ¢ ¢ M.

Seuraus 4.14 antaa keinon piirtdd kuvia Mandelbrotin joukosta tietokoneella.
Seurauksen 4.12 nojalla pisteet ¢, joille |c| > 2, eiviit kuulu joukkoon. Alue |¢| < 2
voidaan puolestaan peittdda ruudukolla. Valitaan tdmaén jalkeen luku m € N, joka
mairia iteraatioiden lukuméaran. Valitaan jokaisesta ruudusta kompleksiluku c,
esimerkiksi ruudun keskipiste, ja lasketaan télle iteraatioita f'(0),n =1,...,m.

Jos jokin iteraatio f*(0),n = 1,...,m menee kiekon B(0,2) ulkopuolelle, niin
Seurauksen 4.14 nojalla piste ¢ ei kuulu joukkoon ja tarkastelu voidaan tdméan
pisteen osalta lopettaa. Mahdollisesti joukkoon kuuluviksi pisteiksi jaavat ne, joille
viimeinen iteraatio f™(0) on kiekossa B(0,2). Viritetiiin nimi pisteet sisiltiviit
ruudut mustiksi ja muut ruudut valkoisiksi. Ndin saadaan kuva joukosta M. Mita
suurempi m on, sitd tarkempi kuvasta tulee. Kuvassa 7 on luvun m arvoja 1 — 8
vastaavat kuvat. Suhteellisen tarkassa Kuvassa 8 on m = 50.
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Kuva 7: Joukkoja fo ™ (B(0,2)) luvun m eri arvoilla

Kuviin 7 ja 8 tulevat mustalla ne pisteet, joille f7(0) = f™ !(c) € B(0,2) eli
ce fc_(m_l)(E(O, 2)). Siis Kuvan 7 kuvat esittiviit joukon B(0,2) (m — 1)—juuria
kuvauksessa f..

Kuvasta 7 voi aavistaa, ettd fo ™" ™(B(0,2)) ¢ f- ™V (B(0,2)) kaikilla
m € N. Tami johtuu siiti, ettd jos f7(0) ¢ B(0,2), niin f™+1(0) ¢ B(0,2).

Merkitaan

Ay = f7*D(B(0,2)) \ £ *FV7Y(B(0,2))

[

kaikilla k € N. Joukot A,k =1,...,m—1ja By, = fo " Y(B(0,2)) ovat erillisis
ja niiden yhdiste on B(0,2). Kuvassa 9 on m = 50. Joukot Ay, k = 1,...,49 on
véritetty harmaalla, kun k£ on pariton, ja valkealla, kun k£ on parillinen. Joukko Bsg
on sen sijaan varitetty mustalla. Joukko Ay on sitd kaoottisempi, mitd suurempi
k on.
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Kuva 8: Joukko fcf(w*l)(E(O, 2)).
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Kuva 9: Joukot Aj, Ag, ..., Ay seké joukko By = fc_(50_1) (B(0,2))

Valitsemalla Kuvaan 9 sellaiset asteittain muuttuvat vérit, ettda vierekkiisten
alueiden varit ovat lahelld toisiaan, saadaan kauniita kuvia. T&lloin eri virit kuvas-
tavat sitd, miten nopeasti nailla vareilld varitetyistd alueista otettujen pisteiden
iteraatit pakenevat kiekosta B(0,2).
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Kuva 10: Zoomaus kohti pistettd ¢ ~ —0, 15285 + 1, 03968

Rajaamalla tarkastelualuetta pienemmaiksi ja suurentamalla kuvaa paastaan
Mandelbrotin joukkoa katsomaan tarkemmin. Kuvassa 10 on talld tavalla zoomat-
tu Mandelbrotin joukon kuvaa. Aluksi on otettu kuva Mandelbrotin joukosta.
Téstd kuvasta on rajattu keskeltd alue (merkitty valkoisella kehykselld), joka on

23



leveydeltdén ja korkeudeltaan puolet alkuperiisestd kuvasta. Tamén jalkeen tasté
alueesta on piirretty alkuperdisen kuvan kokoinen kuva. Téllaisia zoomauksia on
tehty 15. Néin muodostuneet 16 kuvaa on ladottu vierekkiin siten, ettd ensim-
maéiset neljd kuvaa ovat ylarivissa jarjestyksessia vasemmalta oikealle, seuraavat
nelja kuvaa ovat toiseksi ylimmaéssé rivissa jarjestyksessd vasemmalta oikealle jne.
Ensimmaisen kuvan esittimén alueen leveys (vasemman alanurkan kompleksilu-
vun ja oikean alanurkan kompleksiluvun erotuksen moduli) on 2. Koska kuvan
mittakaava kasvaa kaksinkertaiseksi joka zoomauksella, on viimeisen kuvan esit-
taman alueen leveys 2-271° = 2713 & 0, 00012. Kuvat on piirretty siten, etti kuvat
esittavit nelion muotoisia kompleksitason alueita.

Kuvassa 10 nakyy, ettd kun Mandelbrotin joukkoa katsotaan tarkemmin, ndhdaan
uusia yksityiskohtia. Lisiksi Mandelbrotin joukossa on sellaisia osia, jotka nayt-
tavat Mandelbrotin joukolta, ks. Kuvan 10 toisen rivin oikeanpuoleisin kuva.

Internetisté 10ytyy paljon sivustoja, joilla voi zoomata talla tavalla. Yksi help-
pokdyttoinen on [12]. Kuvat 7-10 on piirretty Matlab-funktiolla [11], jota on hie-
man muokattu.

Lauseen 4.15 viite 16ytyy julkaisusta |4, s. 10], jossa sanotaan, ettd Mandel-
brotin joukko on kompakti. Tamé tarkoittaa sité, ettd M on suljettu ja rajoitettu.

Lause 4.15. Mandelbrotin joukko on suljettu.

Todistus. Olkoon ¢ € C\ M. Siis [f(0)] > 2 jollakin ny € N. Toisaalta
P(c) : C = C,P(c) = f™(0) on polynomi, jonka aste on 2™~ Polynom-
ina P on jatkuva, eli avoimen joukon C \ B(0,2) alkukuva on avoin. Koska
P(c) = fm(0) € C\ B(0,2) eli c € P~Y(C\ B(0,2)), niin on olemassa r > 0 siten,
ettdi kaikille w € B(c,r), pitee w € P~YC \ B(0,2)). Siis kaikille w € B(c,r)
pitee P(w) = f(0) € C\ B(0,2) eli w € C\ M. Niin ollen C\ M on avoin, eli
M on suljettu. O

Lauseen 4.16 viitteen voi keksid kuvista tai esimerkiksi tyokalulla [12].

1

1—sdateinen suljettu kiekko sisaltyy Mandelbrotin joukkoon.

Lause 4.16. Origokeskinen

Todistus. Olkoon |c| < 1. Osoitetaan induktiolla, etté

710 < (1.15)

kaikilla n € Ny. Selvisti | f2(0)| = [0] < 1. Oletetaan, ettd epayhtild (4.15) pitee
jollakin n € Ny. Nyt
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1 1

RO = RO +dl < [0 +ld < 3+ = 5

Siis epayhtalo (4.15) péatee myos arvolla n+ 1. Induktioperiaatteen nojalla se pétee
kaikillan € Ny. Origon rata kuvauksessa f, siséiltyy siis origokeskiseen %—séteiseen
avoimeen kiekkoon ja siten ¢ € M. Viite seuraa. O

Lause 4.17. Olkoon ¢ € R ja ¢ > 1. Téllgin c ¢ M.
Todistus. Olkoon n € N. Nelioksi tdydentamalld ndhdaan, ettd

F2(0) = f2(0) = ((S&7H(0)* 4+ ¢) — fo7
= (f&7H0)* = f&7H0) + ¢

(O -2 ) (g)_ (§)+
- (f:*@)—%)z—}czc_i
ja siis

1

f0) > f27H0) + ¢ — T (4.16)

Arvio (4.16) pétee kaikilla luonnollisilla luvuilla n. Kayttamalla arviota (4.16) &
kertaa (k < n) saadaan

£7(0) > f275(0) + b ( _ %) |

Erityisesti arvolla k = n saadaan

£2(0) > £2(0) +n <c— i) —n (c— i) | (4.17)

Koska ¢ — i > 0, niin antamalla epayhtélossa (4.17) luvun n kasvaa nahdaén, etta
| f2(0)] — oo, kun n — oo. O

Lauseiden 4.16 ja 4.17 perusteella voidaan todeta, etté

max{r > 0: B(0,r) C M} = i (4.18)
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5. Multibrotjoukot

Kuvausta f. : C — C, f.(2) = 2% + ¢ on helppo tutkia, koska yhden iteraa-
tion laskemiseen tarvitaan vain yksi kertolasku ja yksi yhteenlasku. Yleisemmin,
jos b € N, niin lausekkeen 2° + ¢ laskemiseen tarvitaan b — 1 kertolaskua ja yk-
si yhteenlasku. Annetaan seuraavaksi muuttujan z eksponentille muita arvoja.
Koska ei-kokonaislukupotenssien laskeminen kompleksiluvuilla ei valttamatta ole
yksinkertaista, rajoitutaan tilanteeseen, jossa b € Nj.

Olkoon jatkossa b € Nyg,c € C,n € Ny sekii fi,.: C — C, fy(2) = 2° + c. Niin
ollen kaikilla n € N f{,(0) on muuttujan ¢ polynomi, jonka aste on b"~'.

Maéritelma 5.1. Olkoon b € Ny. Sanomme, ettd kompleksilukujen osajoukko
b—multibrot, merkitddn M,, koostuu niistd pisteistd ¢ € C, joille origon rata
kuvauksessa f, . on rajoitettu. Siis

My ={ceC:|f'.(0)] < s kaikilla n € N jollekin s € (0,00)}.

Madritelméa 5.1 on perdisin ldhteestd [2|. Mééritelmén 5.1 mukaan Mandel-
brotin joukko on 2—multibrot eli M = M,.
Asetetaan ¢® = 1 kaikilla ¢ € C.

Esimerkki 5.2. Olkoon b = 0 ja ¢ € C mielivaltainen. Koska

[fore O = 1(f5(0)" + el = (5 (0)" + el = [1+ | <1+ ]c]

kaikilla » € N niin origon rata kuvauksessa f, . on rajoitettu. Néin ollen M, = C.
Olkoon b = 1. Oletetaan, ettd ¢ = 0. Talloin f,.(0) = 0 kaikilla n € Ny ja
origon rata kuvauksessa f, . on rajoitettu. Oletetaan toisaalta, ettd ¢ # 0. Nyt

0) = nc, kun n € Ny. (5.1)

Yhtdlon (5.1) nojalla |f;.(0)] = n|c| kaikilla n € No. Néin ollen, koska ¢ # 0, niin
| f5.(0)] = oo, kun n — oo. Siis ¢ ¢ M. Néin ollen M, = {0}.
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Olkoon jatkossa b > 2.

Esimerkki 5.3. Olkoon b € Ny ja ¢ = 0. Triviaalisti fy.(0) = 0. Nyt liséksi
fp(0) = 0°+0 = 0. Koska f;.(0) = f;.(0), niin origo on kuvauksessa fp(0)
1—jaksollinen ja Lauseen 2.6 nojalla origon rata kuvausessa f;,. on ddrellinen
joukko {0}. Siis 0 € M,.

Kirjoittaja onnistui itsenaisesti tekemaédn todistukset monille Luvun 4 Mandel-
brotin joukkoa koskeneille lauseille. Késilla olevan Luvun 5 tulokset ovat pddosin
analogisia Luvun 4 tulosten kanssa. Joku toinen on luultavasti todistanut nama
tulokset jo aiemmin. Todistetaan ensiksi Lauseen 4.10 vastine Lause 5.4.

Esimerkissa 4.4 voidaan ajatella, ettd jos ¢ = —2, niin ”juuri ja juuri” ¢ € M.
Toisaalta yhtélossa (4.11) esiintyy luku 2 = | — 2|. Vastaavan luvun 16ytdminen
tapauksessa b > 3 voi onnistua tarkastelemalla listaa

jos |c| = 2, niin |¢?| = |¢||c| = 2|¢];

jos || = v/2, niin |¢*] = |cf*|c| = 2]¢];

jos |e| = V2, niin |¢'| = [¢]’e| = 2]c];
jos |¢] = "V/2, niin || = |¢|*7t¢| = 2]¢]. (5.2)

.. . . 1 ..
Siis, jos valitaan |c| = 2%=T, niin

b —
‘cb\: <2ﬁ) :2%:2bj1 :21+ﬁ —=9.9%1 :2‘0"
Niin padadytidin Lauseeseen 5.4, joka on Lauseelle 4.10 analoginen.

Lause 5.4. Olkoon |c| > 251, Tillin

AN
o z 20 () (5.4
kaikilla n € N.

Todistus. Merkitdan lyhyemmin




jolloin epéyhtélo (5.4) saa muodon

[fre(0)] = 27 a0 (5.5)
Osoitetaan induktiolla, etté epayhtalo (5.5) pétee kaikilla n € N. Ensiksi ndhdéén,
etta
|fI;l,C(O)| = |Ob _I_ C| - |C| - Qﬁa = 2%&(17_1)171‘

Siis epéyhtilo (5.5) pétee arvolla n = 1. Oletetaan toisaalta, ettd epayhtélo (5.5)
patee jollakin n € N. Nyt

[fod (0)] = 1(£5.c(0))" + el > [ fo.c(0)[" = Ie]. (5.6)

1 n— .. _1 n— b .
Koska |f7.(0)] > 26-1a®=D"" > 1 > 0, niin |f7,(0)]" > <2b71a(b_1) 1) . Niin
ollen saadaan

b

| f5.e(0)]" = |e] > <2ﬁa(b_1)"71) — 27 1q. (5.7)

Oikean puolen erotuksen ensimméisen termin aukaisemiseksi voidaan ensiksi sieven-
taa

b
<2ﬁ> 950 — 955 —9ltetr — 9. 95T
ja
<a(b_1)"1>b ="V s > 1.

Nain ollen saadaan

b
<2ﬁa<b—1>"’1) _ i = 2. 27 gD _ owtig

> 9527 -1

— 951 g0+ D=1

— 951 D"+ (-D)" !

gt b= g1

> 2510~ 1"

= 251D (5.8)



Yhdistdmalla epayhtélot (5.6)-(5.8) saadaan

(n4+1)—1

()] = 25 a®

Niin ollen epayhtilo (5.5) pitee myos arvolla n + 1. Induktioperiaatteen nojalla
véite on todistettu. 0]

Lauseesta 5.4 saadaan Seuraukselle 4.12 analoginen Seuraus 5.5.

Seuraus 5.5. Olkoon b > 3. Tdlloin b—multibrot sisdltyy origokeskiseen kiekkoon,
1
jonka sdde on 27T,

Todistus. Olkoon |c| > 257, Koska b — 1> 1 ja

|cl| 1,

=
niin antamalla epiyhtilossid (5.4) n — oo nihdidn, ettd (b — 1)" 1 — oo, ja
edelleen, ettd [ f7'.(0)| — oo. Siis ¢ € M, O

Koska Seurauksen 5.5 todistuksessa ehto b—1 > 1 on vélttdmaton, niin Seuraus
4.12 ei seuraa Lauseesta 5.4. Etsitaan seuraavaksi epayhtélolle (4.11) yleistys. Tété
varten todistetaan Lause 5.6.

Lause 5.6. Olkoon b parillinen. Tdllgin —251 € My,

Todistus. Olkoon ¢ = —25T. Nyt

fi.(0) = =251,

fﬁc(O) = <—2b1>b —2%1 = <2b11)b_ Qﬁ =221 — 2b-1 = 2b-1;
1 \b i 1

£2.(0) = (2f1> _ortt ot

Koska flic(()) = fﬁc(O), niin origo on kuvauksessa f; . lopulta 1—jaksollinen ja

Lauseen 2.7 nojalla origon rata kuvauksessa f;, . on dérellinen joukko {0, —Qﬁ, 251 }.
Viite seuraa. O

Olkoon b > 3 parillinen. Nyt Seurauksen 5.5 ja Lauseen 5.6 nojalla
min{r > 0: M, C B(0,r)} = 25T, (5.9)
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Epayhtalo (5.9) pétee epiyhtilon (4.11) nojalla my6s arvolla b = 2. Siis epéy-
htdlo (5.9) on epéyhtilon (4.11) yleistys. Jos b on pariton, luvun

inf{r >0: M, C B(0,r)} < 251
l6ytaminen voi olla hankalaa.

Lause 5.7. Oletetaan, etti |c| < 21 ja ettd | f;'2(0)] > 251 jollakin no € N.
Tdllown

. L (RO
o) 20k () (5.10)
katkilla n € Ng.
Todistus. Merkitdan lyhyemmin
O
251
jolloin epéyht&ls (5.10) saa muodon
frotn () > 251" 5.11
b,c =

Osoitetaan induktiolla, ettd epayhtilo (5.11) patee kaikillan € N. Ensiksi nahdéén,
ettd

|70%0(0)] = 26710 = 2510

Siis epayhtalo (5.11) pitee arvollan = 0. Oletetaan toisaalta, etti epayhtilo (5.11)
pitee jollakin n € No. Télloin, koska | f;2™"(0)] > 2" > 1 jaa > 1, niin

| fratHH0)] > | — e
b
> <2ﬁab”) _ o

1 n 1
—=92.9m1g"" — 251

1 pntl
> 21",

Siis epayhtdlo (5.11) pitee myos arvolla n + 1. Induktioperiaatteen nojalla véite
seuraa. 0
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Epéyhtilostd (5.10) néhdédén, ettd Lauseen 5.7 tilanteessa |ff (0)] > 251
kaikilla n > ng. Siis, jos iteraatit f;'.(0) kiyvit origokeskisen 2i-1 —siiteisen sul-
jetun kiekon ulkopuolella, ne eivit voi palata kiekkoon. Lisdksi, jos b > 2 ja
epdyhtélossd (5.10) annetaan luvun n kasvaa, ndhdéén, ettd |f;'.(0)| — oo, kun
n — oo. Saadaan Seuraukselle 4.14 analoginen Seuraus 5.8.

Seuraus 5.8. Jos fgfc(()) kdy origokeskisen 95T —giiteisen suljetun kiekon ulkop-
uolella, niin ¢ ¢ My,

Seurauksen 5.8 perusteella joukoista M, voidaan yrittdd piirtdd kuvia vas-
taavalla tavalla kuin Mandelbrotin joukosta. Ndin saataisiin Kuvien 7-10 kaltaisia
kuvia.

Lause 5.9 on Lauseen 4.15 yleistys.

Lause 5.9. Joukko M, on suljettu, kun b € Nj.

Todistus. Esimerkin 5.2 nojalla My = C ja M; = {0}. Namai joukot ovat suljettu-
ja. Se, ettd M, on suljettu, kun b > 2, voidaan todistaa polynomien jatkuvuuteen
perustuen, kuten Lauseen 4.15 todistuksessa. 0]

Lause 5.10 on analoginen Lauseelle 4.16 ja voidaan keksid vastaavalla tavalla
kuvista katsomalla. Toisaalta padttelyn 5.2 kaltainen paéttely voi myos johtaa
Lauseen 5.10 keksimiseen.

Lause 5.10. Olkoon |c| < 2771, Tilloin ¢ € M,.

Todistus. Osoitetaan, ettd

[fra(0) <275 (5.12)
kaikilla n € N. Ensiksi nihdédan, etta

- 1 1
FeO) = e S27P1 =27 = 22T <2 (5.13)

Siis epéyhtélo (5.12) pétee arvollan = 1. Oletetaan toisaalta, ettd epayhtélo (5.12)
péatee jollakin n € N. Nyt

1 1
O < O]+ el <275 4275 = 227w
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Siis epayhtdlo (5.12) péatee myos arvolla n+1. Induktioperiaatteen nojalla se pétee
kaikilla n € N ja siis jono (f;!.(0))nen on rajoitettu. O

Lauseessa 5.10 oletusta voitaisiin lieventad, eli luvun ¢ voitaisiin sallia olevan
kauempana origosta. Epédyhtélossé (5.13) tehdddn nimittédin "karkea” arvio

1 1 1
Z .97l < 27T,
2

Lauseen 5.10 ja Seurauksen 5.5 mukaan

21 > sup{r > 0: B(0,r) C M} > 27T,

Luvun

sup{r > 0: B(0,7) C M,}

arviointi voi kuitenkin olla vaikeaa. Niin ollen yhtélolle (4.18) voi olla vaikea
keksiéd vastinetta tapauksessa b > 2.
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