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1. TASOGEOMETRIAN PERUSKASITTEITA JA NIIHIN
LITTYVIA TULOKSIA

Tassa luvussa lahdemme liikkeelle geometrian perusteistmalla kayttoon
muutamiaalkeiskasitteitga niiden valisia suhteitendarittavidgaksioomia

1.1. Alkeiskasitteita

Matematiikassa pyritddn siihen, ettd kaikki ké&sitteet muodostavat
kasitehierarkian, jossa alkeiskasitteet oletetaan tunnetuiksi ja muut Kasittee
maaritellaan niiden avulla. Esimerkiksi ympyra maaritelladn seuraavasti:

Ympyrd on niiden tason pisteiden joukko, jotka ovat yhta etaalla annetusta
pisteesta O.

Tassa maaritelmassa kaytetaan siis kasitteita taso, piste, joukko ja yhta etaalla.
Nama kadteet tulee siten esittaa kasitehierarkiassa ennen ympyran kasitetta.

Geometrian perusk@seet ovatlkeiskasitteitajoita ei maaritella. Naita ovat:

1 piste
1 viiva
9 suora
i taso

Eukleides tosin yritti maaritelltnm. pisteen ja suoran kasittseturaavasti

"Piste on se, jolla ei ol e osaa.

"Viiva on |l eveydetodon pituus

Nai ssa maaritel missa on kuitenkin se
ole maaritelty.

Geometriset kasitteet voivat siis olla joko alkeiskasitteita tai maariteltyja
kasitteitd. K&itteiden edustajia (yksittdistapauksia) voidaan kutsua ylakasitteella
geometrinen objektiEsimerkiksi yksittiset pisteet, suorat, tasot, kolmiot ja
ympyrat ovat kaikki geometrisia objekteja.



1.2. Alkeiskasitteisiin liittyvia aksioomia

Aksioomat ovat vaittam, jotka oletetaan tosiksi. Yleensa ne kertovat
alkeiskasitteiden valisista suhteista. Koska alkeiskasitteilla ei ole maaritelmia,
aksioomia on mahdoton todistaa.

Kaikki aksioomat yhdessd muodostasksioomajarjestelman
Aksioomajarjestelméan mahdollistaminaisuuksia ovat seuraavat:

N Ristiriidattomuus:Aksioomat eivat ole keskenaan ristiriidassa eika
niista voida johtaa keskenaan ristiriidassa olevia vaittamia.

RiippumattomuusMikaan aksiooma ei seuraa muista aksioomista.
TaydellisyysKaikki mahdollisetaksioomajarjestelmééa koskevat
vaittamat voidaan osoittaa joko tosiksi tai epatosiksi.

)l
)l

Yleensa aksioomajarjestelmét ovat ristiriidattomia ja rippumattomia. Sen sijaan
taydellisyysvaatimus on vaikeampi: Esimerkiksi Godelin
epataydellisyyslauseen mukaan kei mahdollista konstruoida reaalilukuja
sisaltavaa aksioomajarjestelmaa, joka olisi taydellinen.

Aksiooma 1:Jokaista kahta pistetfija B kohti on olemassa tasmalleen yksi
suoral niin, ettaA¢ | jaB¢ |. Talldin sanotaan, ettéon pisteiderA ja B kautta
kulkeva suora. Merkitaagm 0 @

Aksiooma 2:Jokaisella suoralla on ainakin kaksi pistettd. Lisaksi tasossa on
ainakin kolme pistettd, jotka eivat ole samalla suoralla.

Myos olla valissaon alkeiskasite. Aksioomat3 maaradvat sen ominaisuudet.

Aksiooma 3:Jos pisteéB on pisteiderA ja C valissa, niin pistd on myos
pisteidenC ja A valissa. Liséksi piste#, B ja C ovat suoram Oeri pisteita.

Aksiooma 4:JosA ja B ovat eri pisteil, niin suoralla 6on sellainen pist€,
etta pisteB on pisteiderA ja C valissa.

Aksiooma 5: Kolmesta saman suoran pisteesta enintaan yksi on kahden muun
pisteen valissa.

Naiden aksioomien perusteella voidaan osoittaa esimerkiksi seuraavat
vaittamat

1. Tason kaksi eri suoraa leikkaavat korkeintaan yhdessa pisteessa.

Antiteesi: Tason kaksi suoraa | ja m leikkaavat ainakin kahdessa pisteessa.
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Olkoot nama leikkauspisteet A ja B. Aksiooman 1 nojalla pisteiden A ja
B kautta kulkee tdsmalleen yksi suora.ngi | ja m ovat samat suorat,
mik& on ristiriita oletuksen kanssa.

2. Jokaisen suoran ulkopuolella on ainakin yksi piste.

Olkoonl tarkasteltava suora. Aksiooman 2 nojalla on olemassa kolme
pistettéA, B ja C, jotka eivat ole samalla suoralla. Niinpa &imayksi
pisteistdA, B ja C ei ole suoralld.

1.3. Jana, etaisyys ja leikkauspiste

Maaritelm& 1.1. Olkoot A ja B eri pisteitd. Talloin pistee ja B sekésuoralla
0 OpisteidenA ja B valissa olevat pisteet muodostajatano & PisteitdA ja B
kutsuhian jana® BpaatepisteiksiJoukond B 6hH pisteita kutsutaan janan
0 Bsisapisteiksi

Aksiooma 6: PisteiderA ja B valinenetaisyysmerkitaangd & on
yksikasitteiden reaalilukyoka toteuttaa seuraavat ehdot:

1) 08 1
2) 0 B Tjos javain josAja B ovat sama piste.
3y 08 068

Maaritelma 1.2. Janard Bpituuson reaaliluku, joka on yhta suuri kuin
pisteidenA ja B valinen etaisyys.

Aksiooma 7.Jos pisteC on janand Bsisapiste, nino® 08 0 B.

Maaritelma 1.3 Geometriset objektif ja B leikkaavatpisteess#, josja vain
josbN 0jau N 08

1.4. Kolmio

Maaritelméa 1.4. Olkoot A, B ja C pisteitd, jotka eivat ole samalla suoralla.
Janojerd 8 0 ®ja 0 ®yhdistetta kutsutaakolmioksi ABCmerkitéan gABC.
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Janab 8 0 ®ja 0 Bovat kolmionABCsivuja(sivujanoja) ja pisteed, BjaC
kyseisen kolmiorkarkia.

Huom! Nain maariteltyna jana ja siten myos kolmio ovat pistejoukkoja. Sen
sijaan edella esitetyista aksioomi4té ei seuraa, ettéusra ja taso olisivat
pistejoukkoja. Aksioomista-b kuitenkin seuraa, ettd suoralla on aina pisteita.
Siihen, voidaanko pisteita joukiapillisessa mielessé ajatella suoran tai janan
alkioiksi tai osajoukoiksi, ei kuitenkaan oteta kantaa.

Jatkossa joukicopin perusteet oletetaan tunnetuiksi.
Kolmioiden luokittelua:

Maaritelmé 1.5.

Kolmio ontasakylkinenjos kaksi sen sivuista ovat yhta pitkat.

Kolmio ontasasivuinenjos sen kaikki sivut ovat yhta pitkat.
1.5. Paschin aksioomga siita johdettavia tuloksia

Aksiooma 8: OlkootA, B ja C pisteita, jotka eivat ole samalla suoralla eivatka
suorallal. Jos suoréleikkaa janard 8 se leikkaa ainakin toisen janoisid®ja
0®

Aksiooma8 tunnetaarPaschin aksiooman&aytannéssa se sanoo, etta jos
suoramenee kolmion sisdan yhden sivujanan lapi, se tulee sieltd ulos jonkun
toisen sivun l&pi.



Lause 16. JosA ja B ovat eri pisteitaon olemassa ainakin yksi piste, joka
onA:n jaB:n valissa.

Todistus:

Ideana on pyrkia ldytamaan janalta® jonkun suoran leikkauspiste. Tama
tehdaan Paschin aksioomaa soveltaen. On siis I0ydettava sopiva suora ja sopiva

kolmio, jonka yhtena sivujanana on jan&

Aksiooman 2 nojalla on olemassa piste C, joka ei ole suavaflaEdelleen
Aksiooman 4 nojall suorallad 0on pisteD siten, etta pist€ on pisteiderA ja

D valissa. Nain muodostuu kolmmaBD. Edelleen Aksiooman 4 nojalla suoralla
0 Oon pisteE siten, etta pist® on pisteiderD ja E valissa.

Tarkastellaan kolmiot&BD ja suoraa CPaschin aksiooman valossa. Selvasti
tama suora leikkaa kolmiohBD sivujanand @pisteess&. Se ei kuitenkaan voi
leikata sivujana® ©) koska kahdella eri suoralla ekuten edella Aksiooman 1
nojalla paateltiin korkeintaan yksi leikkauspiste ja tyuoratd Oja ‘OO
leikkaavat pisteesdd joka ei ole janallé ®Niinpa Paschin aksioomasta seuraa,

ettd suora® ‘n leikattava jana & Leikkauspiste ei mydskaan voi oleeika
B, koska talldin kaikki mainitut pisteet olisivat samaaguorallaC




Lause 17. Jos eri pistee, Bja C ovat samalla suoralla, niistasmalleernyksi
on kahden muun valissa.

Todistus:

Aksiooma 5 takaa, ettd kolmesta saman suoran pisteesta enintdén yksi on
kahden muun valissa. Nyt osoitetaan, etta ek pistetta ovat samalla
suoralla, niin niista todella myds joku on kahden muun valissa.

Olkoot pisteefd, Bja C kaikki samalla suoralla. Oletetaan, ettia C eivat
kumpikaan ole muiden kahden valissa. Osoitetaan, etta talloin pitaen
oltava piseidenA ja C valissa. Tehdaan tama muodostamalla kolmio, jonka

yhtena sivujanana on jaga® Sovelletaan Paschin aksioomaa tahan kolmioon
ja sopivasti valittuun pistedd kautta kulkevaan suoraan.

Aksiooman 2 nojalla on olemassa piBtsuorand oulkopuolella. Edelleen
Aksiooman 4 nojalla suoralfa Qon pisteE siten, etta pist® on pisteiderB ja

E valissa Etsitdan ensin piste janatie®@ovetamallaPaschin aksioomaa
suoraard Ga kolmioonBCE Suorad Qeikkaa kolmiostaBCE sivujanand ©

pisteess®, mutta se ei leikkaa sivujanadd) koska oletuksen nojalkuorien
0 'Ga 0 oleikkauspisteA ei ole pisteiderB ja C valissa. Nyt Paschin
aksioomasta seuraa, ettd suor@leikkaa kolmionBCE sivujanand ©DOlkoon
F tdma leikkauspiste. N ei voi ollaE, koska téll6irD, Eja F olisivat sama

piste.Se ei voi olla mydskaa@, koska talléind Ga o oOolisivat sama suora.
Niinpé pisteF on pisteiderC ja E vélissa.

Jotta voidaan soveltdaschin aksioomaa suoraarQa kolmioonACF, on
varmistuttava siita, etta pisiztodellakin on pisteidn A ja F valissa. Tehdaan
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tdma soveltamalla Paschin aksioomaa suoba@)a kolmioonABE. Koska

tiedetaan, etta piste on janallad @a suorad ‘Qeikkaa suoram Ojanano ©
ulkopuolella pisteessd, tulee Pashin aksiooman nojalla sundaQeikata jana

0 ®O0Ikoon pisteG tama leikkauspiste. Koska pidieei ole suorallad Oeika
suorallad Qei pisteG voi olla A eikaE. Niinpa pisteG on pisteiderA ja E
vélissa. Edelleen sovellettaessa Paschin aksioomaa so@arkolmioon

AEF havaitaan, etta suor@n'Qn leikattava jana B@en sisapisteessa ja siten
pisteenD on oltava pisteideA ja F valissa. Lopuksi sovelletaan Paschin

aksioomaa suoraan Ga kolmioonACF. Nahdaan, etta piston janand ®
sispi ste. O

Lause 18. Jos suoraleikkaa kolmionABCsivujanato 8ja 6 ®muualla kuin
kolmion karkipisteissa, niin s& leikkaa sivipna 6 &

Todistus:

Antiteesi: Suora leikkaa kolmion kaikki kolme sivujanaa pisteid3aE ja F
siten, ettd @teD on A:n jaB:n valissa, pist& B:n jaC:n valissa ja pisté A:n
ja C:n valissa.

PisteistéD, Eja F tasan yksi on kahden muun valissalikel.), olkoon se
pisteD. PisteC ei oletuksen nojalla ole suorallgoten pisteeE, FjaC
muodostavat &dmion EFC. Sovelletaan Paschin aksioomaa tahan kolmioon ja
suoraard G Nyt suorad Oleikkaa kolmionEFC sivujananO "Qisteess®,

joten sen on leikattava joko sivuja@edtai "O0 Oletetaan, etta se leikkaa
sivujananO Opisteess&. Nyt siis'ON ‘OO0 0 @Suoratd 0ja o Oleikkaavat

nyt sis seka pisteesdietta pisteess@, joten ne ovasamat. Siten pisteét, B

ja C ovat kaikki samalla suoralla, mika on ristiriidassa oletuksen kanssa.



Paschin aksiooma siis sanoo, etta jos suora leikkaa yhden kolmion sivujanoista,
se leikkaa myoOainakin toisenkahdeta muusta sivujanasta. Laus8.ken

sijaan takaa, ettd suora ei voi leikata kuin korkeintaan kahta kolmion
sivujanoista. Niinpa saadaan seuraava lause:

Lause 19. Jos suor# ja kolmio ABCleikkaavat siten, ettd pistegtBjaC
eivat de suoralld, niin suord leikkaa kolmionABC sivujanoista tasmalleen
kahta.

Huom! Seuraavat kaksi sivua (Lause 13éuraus 1.16) ovat ns. ylikurssiainesta.
Niiden hallintaa ei edellyteta Euklidisen geometrian kurssilla.

Lause 110. Neljasta samalla saralla olevasta pisteesté voidaan valita kaksi ulointa pistetta siten,
etta kaksi muuta ovat naiden valissa. Valinta on lisaksi yksikasitteinen.

Taodistus:Ks. Lehtinen (2013, s. 6).

Lause 1.1. Olkoon J &éarellinen joukko suoran | pisteita siten ettd cgrd(JO 2 . T211°%in
voidaan valita kaksi ulointa pistetta siten, ettéd kaikki muut joukon J pisteet ovat naiden kahden vélissa.

Todistus:

Tapaus card(J)=2 on triviaali, tapaus card&B seuraa Lauseesta 1j& tapaus card(J)=4 Lauseesta
1.10

Induktio-oletus: Suoran | pisteidei ity 8 h) joukosta voidaan valita kaksi pistetta siten, ettd muut
ovat niiden valissa. Olkoot pisteetjp pn tallaiset pisteet.

Tapaus card(J)=n+1: Oletetaan, ettd) i) B ) M O 8 Induktio-oletuksen nojalla joukosta

n M B M joukosta voidaan valita kaksi pistetta siten, ettd muut ovat niiden vélissa. Olkoot pisteet
p1ja pntallaiset pisteet. Jos piste.p on pisteiden pja p, valissa, pisteetyja p, ovat ubimpia pisteita,
joiden vélissa muut ovat. Oletetaan, ettéop pisteiden pja pn+1 valissa. (Tapausyon valissa oleva
piste menee vastaavasti.) Olkoampka tahansa pisteistd 8 ) . Nyt pistenelikostaipps, p» ja
pn+1 Voidaan Lausee 110 nojalla valita tAsmaélleen kaksi ulointa pistetta siten, ettd muut kaksi ovat
naiden valissa. yei voi olla kumpikaan uloimmista pisteisté, koska se:onja p.:n valissa. Myodskaan
pn ei voi olla kumpikaan uloimmista pisteistd, koska se on pa&tgidja pn+1 valissa. Siispa ga pn+1
ovat pisteita, joiden vélissa pisteatjg p, ovat. Koska pvoi olla mika tahansa pisteista 8 ),
vaite on todistettu.

Lause 1.2. Jos pisteet C ja D ovat janalta @ niind @P o @

Todistus:
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Todistetaan seuraavassa tapaus, missa kaikki nelja pistettd A, B, C ja D ovat eri pisteitd. Muut
tapaukset ovat yksinkertaisempia.

Oletetaan, etta pist®N ¢ @a osoitetaan, etta talloin E on pisteiden A ja B valissa. Asia on selva, jos

piste E on jompikumpi janai ‘Qpaatepisteista. Oletetaan, ettd nain ei ole, ts pisteet A, B, C, D ja E
ovatkaikki eri pisteita. Lauseen 1lnoj al | a pi st ei st & A, B, C, D ja |
pistetta siten, ettd kaksi muuta ovat niiden valissa. Koska pisteet C ja D ovat A:n ja B:n vélissa, ne eivat

voi olla uloimpia pisteitd. Mytskaan piste E ei voi olla uloin piste, koska sestaiden C ja D valissa

Niinpa uloimmat pisteet ovat A ja B. Siten mghs 6 &

Lause 1.B. Olkoon C janard Bsiséapiste. Talldin janoilla Bja 6 Bei ole yhteisia sisapisteita ja kaikki
janano Bsisapisteet kuuluvat joko janalie®tai janalle 6 &

Todistus: Harjoitustehtava. Todistuksessa kannatithtel antiteesista ja soveltaa Paschin aksioomaa.

Lauseet 1.2 ja 1.13 siis tarkoittavat, ettd janan sisépiste jakaa janan kahteen osaan siten, ettd
ainoastaan paatepiste sisaltyy molempiin osiin.

Lause 1.%. Olkoot pisteed B B D janan 6 Bsisapisteita. Talldin ne jakavat jangan®n+1:en
osajanaan, joilla ei ole yhteisia sisapisteita.

Todistus:

Induktio: Lauseen 13 nojalla vaite on totta tapauksessa n=1. Tehddan induiétus, etta vaite
patee, kun n=k. Tapauksessa n=k+1 tatm ensin tarkasteluun pisteét b 8 F5 8Induktio-
oletuksen nojalla ne jakavat janad ® sisapisteiden suhteen pistevieraisiin osiin, joita of k
kappaletta. Niinpa pisté on jonkunosajanan sisapiste. Lauseen 1.1®jalla piste0  jakaa
taman janan kahteen sisapisteiden suhteen pistevieraaseen osaan. Siten kak® fale® jaettua
yhteensa k+2 kappaleeseen sisapisteiden suhteen pistevieraita osia.

Jarjestysrelaatio

Lause 1.l4takaa, ettd janan ja sitd kautta @y suoran pisteiden joukossa voidaan méaéaritella
jarjestysrelaatio.

Jarjestysrelaation ehdot ovat seuraavat:

Jarjestysrelaatio on jossakin joukossa méaadritelty relaatio, joka jarjestdd sen alkiot
suuruusjarjestykseen. Jarjestysrelaatiolle kaytetdan mejkint& y (x on pienempi kuin y) tai y > x

(y on suurempi kuin x). Joukossa E maaritelty relaatio on jarjestysrelaatio, jos se toteuttaa seuraavat
ehdot:

1. Mille tahansa alkioillew™ ‘Oja wM ‘Oon seuraavista vaihtoehdoista voimassa tdsmalleen yksi:
jokox<y,x=ytaiy<x.
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2. Josx<yjay <z, niinx <z, eli jarjestysrelaatio on transitiivinen.
Joukko, jossa on maaritelty jarjestysrelaatio, on jarjestetty joukko.
Lause 1.5. Jokaisella janalla on &arettéman monta pistetta.
Todistus:Seuraa Lauseista@..ja 1.14

Seuraus 1.6. Jokaisella suoralla on &arettdmé&n monta pistetta.

1.6.  Puolisuora ja puolitaso

Maaritelma 1.17. Olkoot pisteeD ja A suorallal. Puolisuora) Bkooguu niista
pisteistaX, jotka ovat joko janalla Btai joille patee, etta pist& on janalla) &
PisteO on talléin puolisuoram Bpaatepiste.

Maaritelma 1.18. Olkoon pisteA suoran ulkopuolella.Puolitaso T A koostuu
niista tason pistetaX, joille patee, etta jana dei leikkaa suorah
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Maaritelméa 1.19. Olkoot pisteefA ja B suoran ulkopuolella. Pisteeh ja B
ovatsamalla puolella suoraa jos jana Bei leikkaa suorahja eri puolilla
suoraa | jos jana0 Bleikkaa suorar.

Lause 1.200lkoon pisteO suorallal ja pisteP suoran ulkopuolella. Talldin

puolisuoran) Bkaikki pisteet pistett® lukuun ottamatta ovat samalla puolella
suorad kuin pisteP.

Todistus: Jos puolisuoralla Dolisi pisteA, jokaolisi eri puolella suorabkuin
pisteP, olisi Maaritelman 1.190jalla pisteider ja P valissa suorahpisteB.
Puolisuoran méaaritelman nojalla on mahdotonta,Bj#0 olisivat sama piste.
Niinpa suorillal ja 0 Dolisi talldin kaksi yhteista gtetta, pisteed ja B, joten
ne olisivat Asiooman 1 nojalla sama suora ja siten myos pistisi suorallal.
Tama on oletuksen nojalla mahdotonta.

Lause 1.210lkoonC janand BsisapisteTalldin janoillad Bjao Bei ole yhteisia
sisapistei ja jokainen janano Bpiste kuuluu joko janallé Btai janalled &

Todistus: Harjoitustehtava.

Lause 1.22 Jokainen suorallboleva piste jakaa suordikahteen puolisuoraan
siten, etta kyseinen piste kuuluu kummallekin puolisuoralle.

Todidus:Oletetaan, ettpisteo ¥ & Aksiooman 2 nojalla suorallaon vahintaan
kaksi eri pistettd, joten on olemassa piste & Edelleen Asiooman 4 nojalla
suorallal on olemassa pist€ siten, ettdA on B:n ja C:n valissd. Niinpa

puolisuorat Bja 0 ®Bovat hyvin maariteltyja.

Olkoon'ON & Osoitetaan, ett® kuuluu puolisuorall® Btai puolisuoralle &
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JosD on joku pisteistd, Btai C, vaite on selva. Oletetaan seuraavassaDetia
ole mikaan naista.

Lauseen 1.hojalla tiedetaanettd kolmesta saman suoran pisteesta tdsmalleen
yksi on muiden kahden valissa. Tarkastellaan pisizi@ja A.

JosD tai C on vélissa oleva piste, puolisuoran maaritelman mukaaro &

Oletetaan, etta pist#eon pisteiderD ja C valissa ja tarkastelbn kolmikkoa&, B
ja D. JosD tai B on naista kolmesta valissé oleva piste, ptn puolisuoralla

0 @ Nyt pitaa viela tarkastella tapausta, mipsie A on seka pisteided ja C
valissa ettd pisteideld ja B valissa. Tall6in pist® ei puolisuoramaaritelman

nojalla ole puolisuoralla Beika mydskaan puolisuorakia® Jos nyt pist® olisi
pisteidenB ja C valissa, s®lisi Lauseen 1.2hojalla joko janallad Btai janalla
0 ¥ koska pisteA on pisteiderB ja C valissa. Niinpa pisteglikostaA, B, CjaD
uloimmat pisteet, joiden valissd muut kaksi ovat, d¥ga joko pisteB tai C.
Oletetaan seuraavassa, &t B ovat ndméa uloimmat pisteet. Talldin siis piste

C on pisteiderB ja D valissa. Nyt kuitenkin pist& on seka janan Betta janan

0 @xisapiste, mika on mahtbnta Lauseen 1.21ojalla Vastaava ristiriitatilanne
syntyy myos, joP ja C ovat uloimmat pisteet.

Lause 1.23Jokainersuora jakaa tason tdsmalleen kahteen puolitasoon.
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Todistus:

Olkoon| suora. Aksioomar2 nojalla on olemassa pisBesuorallal ja pisteA
suoran ulkopuolella. Lisaksi Asiooman 4 nojalla suoralfa 6on pisteC siten,
ettaB onA:n jaC:n vélissa. Suorahnja pisteiderA ja C avulla voidaan méaaritella
kaksi puolitasoa. Naméa puolitasovat ole samat, koska pisteAda C yhdistava
jana leikkaa suorahn

Olkoon nytOe & Osoitetaan, ettB kuuluu toiseen ja vain toiseen edella
maaritellyistéd puolitasoista.

JosD=A tai D=C, véite on ok. Oletetaan seuraavassa,@ttal jaD\ . C
Lauseen 1.Mojalla tiedetdéan, etté suora, joka ei kulje kolmion paatepisteiden
kautta leikkaa kolmion sivuista kaksi tai ei yhtddn. Sovelletaan tata tulosta
kolmioonACD ja suoraan.

Koska tiedetaan, etta sudreikkaa sivujanam @ suoran tulee leilata
jompikumpi sivujanoist® 0ja 0 ‘OJosl leikkaa’O Gn, mutta ed ‘Tta, pisteD
kuuluu samalle puolelle suorbluin pisteA. Jos taasleikkaad ‘tn, mutta ei
O ata, pisteD kuuluu samalle puolelle suorakuin pisteC.

1.7. Kulma

Seuraavaan maaritelméan kannattaa suhtautua kriittisesti. Mitd ongelmia
havaitset siina?

Maaritelma 1.24 Oletetaan, ettd piste€; A ja B eivat ole samalla suoralla.
Tall6in puolisuorien) Bja 0 Byhdistetta kutsutaakulmaksiAOB, merkitaan

0 . Puolisuorat Bja b Bovat kulmanAOBKkylkiaja pisteO on serkarki.
Kulman AOB aukeam&oostuu niistd tason pisteidij joille patee, etta 1) piste
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D on samalla puolella suoraaokuin pisteB, ja 2) pisteD on samalla puolella
suorad) 6 kuin pisteA.

Aksiooma9: Kulman 0 0 &Guuruuson yksikasitteinemeaaliluku.

Aksiooma 10. Jos pisteC on janard Bsisapiste ja pistP ei ole suoralld § niin
"000 000 0 0OdLisdksi 0 OO0 mja” 0 06 T

Aksiooma 11. Olkoot psteetA, Bja C samalla suoralla siten, etta pi€eon
pisteidenA ja C vélissa ja olkoon pist® tdman suoran ulkopuolella. Tallbin

"000" 000" 0006 py&EO

D

Aksiooman 1ltapauksessa kulmiad 6 @A 6 ®anotaawvieruskulmiksi
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Kulmien luoki ttelua

Seuraava maaritelmé& maarittelee kulman eri tyyppeja.

Maaritelma 1.25.

Oikokulmaon kulma, jonka kyljet muodostavat suoran.

Suorakulmaon puolet oikokulmasta.

Yhdenasteersuuruinen kulma on 1/180 oikokulmasta eli 1/90 suorastakulmasta.
Taysikulmaon kaksi oikokulmaa.

Kulma onkoverg jos se on pienempi kuin oikokulma.

Kulma onkupera jos se on suurempi kuin oikokulma, mutta pienempi kuin kaksi
oikokulmaa.

Kulma onteréavg jos se on pienempi kuin suorakulma.

Kulma ontylppg jos se on suurempi kuirugrakulma, mutta pienempi kuin
oikokulma.

Lause 1.8. Ristikulmatovat yhta suuret.
Todistus: Harjoitustehtava. Myos ristikulmien maarittely on harjoitustehtavana.

Lause 1.27.Jos psteD on kulmanAOBaukeamassa, niin puolisudd
leikkaa janan AB

Todistus: Harjoitustehtava.
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1.8.  Suorien yhdensuuntaisuus

Aksiooma 12: OlkoonA, B, D ja E eri pisteita siten, ettB ja E ovat samalla
puolella suora@é @ Jos kulmierBAD ja ABEsumma on all@  jstoratb ‘Ja
0 ‘Qeikkaavat ja leikkauspiste on samalla puolella suOra&uin pisteeD ja
E.

Aksioomaa 2 sanotaanyhdensuuntaisuusaksioomak§8en ehka tunnetumpi
muoto toteaa, ettd suoranlkopuolella olevan pisteen kautta kulkee tasmalleen
yksi suora, joka ei leikkaa suorbdvlybhemmin osoitamme, etta tamétedon
ekvivalentti Aksiooman 1Ranssa.

Maaritelma 1.28. Suoratl ja m ovatyhdensuuntaisgjos ja vain jos ne eivat
leikkaa tosiaan.

1.9. Ympyra

Maaritelma 1.29. Ympyray, jonka keskipiste o® ja sade (r > 0), merkitdan
Y(O,r), on niiden tason pisteidefjoukko, joille 0 & 1.

Huomaa, etta tdma maaritelma ei viela takaa, ettd ymf{@a)on olemassa: Se
ei nimittain selitd, miksi etaisyydellapisteestédO on ylipdansa yhtaan pistetta.
Taman osoittamiseen tarvitaan Aksioomaa 13.

Aksiooma 13. Olkoon pituusr > 0 amettu ja olkoon p puolisuora, jonka
paatepiste oA. Talldin puolisuorallg on pisteB siten, ettdd 8 18
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Aksioomassa 13 ei oteta kantaa, onko pitauannettu janan pituutena vai
reaalilukuna. Tasséa vaiheessa ei ole valttamatpohtia, onko jokaien aidosti
positiivinen reaaliluku jonkun janan pituus.

Lause 1.300lkoonpituusr > 0 annettu ja olkoom puolisuora, jonka paatepiste
onA. Talléin puolisuorallg on tdsmalleen yksi pistsiten, ettddo 8 18

Todistus:

Aksiooma 13 takaa, ettarakin yksi ehdot tayttava piste on olemassa. Jos seka
pisteB etta pisteC olisivat etaisyydelld pisteestd puolisuorallgp, olisi Lauseen

1.7 nojallanaista toinen valissad oleva piste pistekolmikossaB ja C. Jos
esimerkiksi pisteB olisi pisteidenA ja C valissa, olisi Aksiooman 7 nojalla
seuraava epayhtalo tosi:

o 0 0B 089.
Tama on kuitenkin mahdotonta, koska oletettiin,etta 0 8 0 B. O

Lause1.31 Olkoon pisteA suorallal jar > 0. Talldin ympyréom 6h  leikkaa
suoran tasmaélleen kahdessa pisteessa ja piste naiden pi®iden valissa
yhta kaukana molemmista niista.

Todistus:

Lauseen 1.2Perusteella tiedetaan, ettd suorala olemassa tasmalleen kaksi
puolisuoraa, joiden paatepisteendfohauseen 1.3@0jalla nailla kummallakin
puolisuoralla on olemassa tasmallg&si piste etdisyydellé pisteesta.

Olkoot ndma pisted? ja C. Puolisuoran maaritelméastéa seuraa, ettéd koska pisteet
B ja C ovat eivét ole samalla pisteegtd&htevalla puolisuoralla, on piste@n

oltava pisteideB ja C valissa.

II:I=|
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Aksiooma 14.0lkoot Y ja Y, ovat ympyroitad. Jos on olemassa ympyyan
pisteetA ja B siten, ettédA on ympyrany- sisalla jaB ulkopuolella, ympyrav; ja
Y, leikkaavat.

Tama aksiooma kaytdnnossa takaa sen, etta ympyran kehd on jatkuva.
My6hemmin osoitetaan, ettampyroiden leikkauspiste ei Aksiooman 14
tilanteessa voi olla ympyroiden keskipisteiden kautta kulkevalla suoralla.

Aksiooma 15. Jos ympyratYy(Os,r1) ja Y2(Oor2) leikkaavat suorand U
ulkopuolella, niilla on olemassa leikkauspiste kummallakin puolella suioraa

Aksiooma 16:Oletetaan, etté ja B ovat eri pisteita suorallga etta pisteO ei
ole suoralld. Jos ympyrdd Gh leikkaa suoram pisteessa siten, etta

"0 0 6 w1 oiin ympyrallaY ja suoralld on toinenkin leikkauspist€
puolisuorallad §

Y

Aksioomia 15 ja 16 tarvitaan harpypivain-konstruktioissa.
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2. KOLMIOIDEN Y HTENEVYYS JA YHTENEVYYTEEN
PERUSTUVAT KONSTRUKT IOT

2.1. Konstruktiot harpill a ja viivaimella

Konstruktioissa harpilla ja viivaimella noudatetaan seuraavia perusperiaatteita:

1. Kun kaksi eri pistettd, pisteétja B, ovat annetut, niin suo@ g janad 8

ja puolisuorad Bovatkonstruoitavissaiivaimella
2. Kun ympyran keskiisteO ja yksi kehan pisté& ovat annetytniin ympyra

® U Bs on konstruoitavissharpilla.

3. Geometrinen objekti on konstruoitavissa, jos ja vain joskeestuu
viivaimella ja harpilla konstruoitavissa olevista geometrisista objekteista
tai jos sesaadaan leikkaamalla viivaimella ja harpilla konstruoitavia
objekteja

Aksi omaattisest.i ajateltaessa kasitte:
on tulkittava alkeiskasitteiksi ja yll& listatut periaatteet niihin liittyviksi
aksioomiksi. Ensimmainenperusperiaate perustiiksioomaan Jja janan ja
puolisuoran maaritelmiin. dinen perusperiaatpuolestaan perustugmpyran
maaritelmaan(Maaritelma 1.29 Aksiooma 1takaa kahden pisteen kautta
kulkevan suoran olemassaol@janan ja puolisuoran maaritelméat takaavat, etta
ainakin niitd maaraavat pisteet sisaltyvat niindimpyran olemassaolo voidaan
osoittaa ympyran maaritelman ja Aksiooman 13jalter Aksiooman 13
perusteellanimittéin voidaan paatella, etta ympyrallda on ainakin joku pislie
ettd ympyra ei ole ainakaan tyhja joukk@mnstruoitavissa olevat suorat, janat,
puolisuorat ja ympyréatvat liséksi yksikasitteisia. Niinpa kaikki konstruoitavissa
olevat gemetriset kasitteet ovat olemassa ja ovat yksikasitteisia.

Konstruktioprosessisstauotetaan viivaimella ja harpilla konstruoitavissa olevia
geometrisia objekteja (eli siis suoria, janoja, puolisuoria ja ympyroita) maaratyssa
jarjestyksessé periaatteita 13anoudattaen.Konstruktiotodistuksebsoittavat,

ettd konstruktioprosessiraineet ovat sallittujperusperiaatteiden nojalja etta

ne johtavat haluttuun lopputulokseeionstruktiotodistugoimii samalla myds
olemassaolotodistuksa konstruoitavke geometriske objekille. On kuitenkin
huomattava, ettd geometrisen objektin olemassaolon todistaminen ei vield takaa
sen konstruoitavuutta: On nimittdin olemassa geometrisia objekteja, joita ei voi
konstruoida harpilla ja viivaimella.

Lause 2.1 Harpillaja viivaimellavoidaan konstruoidesasivuinen kolmiokun
sen yksi sivu on annettu
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Todistus: Harjoitustehtava.

Lause 2.2.0lkoon annettuna jana Bja pisteC. Harpillaja viivaimellavoidaan
konstruoida sellainen jana, jonka toinen paatepiste on @igtgonka pituus on

O &

Todistus:

NN
£

Piirretadn harpilla ympyrdd 6h B ja viivaimella janad & Konstruoidaan

tasasivuinen kolm. jonka yhtend sivuna on jama® Tama voidaan tehda
Lauseen 2.1 nojalla. Olkodntaman kolmion kolmas karkipiste pisteidéfa C
liséksi. Piirretaan viivaimella suor&@ 6ja O @ Lauseen 1.B nojallasuoraO 0

leikkaa ympyrand ord&s kahdessa pisteessd. Olkoon piBtéoinen naista
pisteistésiten, etta piste® ja E ovat eri puolilla pistettd suoralldO a Piirretaan

ympyra® OhgO ® . Edelleen Lauseen 1.3mjalla suordO 6 leikkaa ympyrén

® OO ® kahdessaisteessa, jotka ovat eri puolella pist@tdOlkoonF néista
kahdesta leikkauspisteesté se, joka on samalla puolella pi3tetia pisteC.

Konstruktion nojalla seuraavat yhtadsuuruudet ovat voimassa:
oL 0B 0D

OO 0B 09O
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o 0O
KoskagOB d0©5 saadaan, etth ® D B

Koska pisteeB ja E ovat ympyralla®d 6f® B, saadaan, ettd 8 D B
O O

Lause 2.2 kaytannossdkaa, ettd voidaan olettaa kaytossa olevan harppi, jonka
kérjet voidaan nostaa paperista ilman, ettéd harpin karkivali muuttuu.

2.2. SKSlause ja kantakulmalause

Maaritelmé 2.3. Kolmiot ABCja DEF ovatyhtenevidjos 6 8 'O®ho ®
OIMG® OB 6066~ O0M6 66~ 0O0PAd 66~ 008
Yhtenevyyslauseet osoittavat, ettd pienempikin maara ehtoja riittaa

yhtenevyyteen. Itse asiassa useimmiten riittda, etta kolme ehtoa, joista vahintaan
yksi koskee sivujen pituuksia, tayttyvat.

Lause 2.4 (SKSlause) Jos kolmioilleABC ja DEF patee, ettda®d &8 0§
DE OWa 6 0 0 ~ 'O0,;®olmiot ABCja DEF ovatyhtenevat.

Eukleideen Alkeissa Skfauseelle esitetty todistus perustuu toisen kolmion
siirtoon toisen paalle. Tatda ei voida kuitenkaan pitdd hyvaksyttavana
nykyaikaigesta  aksiomaattisesta  ndkokulmasta  katsottundNiinpa
aksiomaattisesti tulkittuna SKl8use tai vaihtoehtoisesti joku muu
yhtenevyyslause tuleekin ottaa aksioomana. Nimedmme kuitenkiddbis&en
lauseeksi.

Lause 2.5 (Kantakulmalause) Kolmio on tasakylken, jos ja vain jos kaksi sen
kulmaa (kantakulmat) ovat yhta suuret.

Todistus:

= > Ol et et aAB@ on tasakylkiden kitenl, etttbd® 0 B3
Puolisuorillad Bja 0 Bon olemassa pisteBtja E siten, etta pist® on pisteiden
A ja D valissa, pisteC on pisteidenA ja E vélissda jado ©® 0 @8Nyt kolmiot
DAC ja EABovat SKSlauseen nojalla yhtenevia, joten niiderstiasivuto @a

0 @ovat yhta pitkat ja vastinkulmatADC ja~ AEB yhta suuret. Tarkastellaan
seuraavaksi kolmioit8DC ja CEB. Nama ovat SK$auseen nojalla yhtenevia,
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joten niiden vastinkulmat DBC ja~ ‘'O0 6ovat yhtd suuret. Nyt 0 6 O
"T000" 00060600 0606008

< =Harjoitustehtava.

Lause 2.6 Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat yhta suuret.

Todistus:

Olkoon kolmio qABC tasasivuinen. Talloin siig0 & D & D & Koska
D B DB kantakulmalauseen ndal™ 6 6 6 ~ 0 6 O Edelleen koska
O & O ¥ kantakulmalauseen nojallamyéé 6 6 06 6 O

2.3. Normaali

Maaritelma 2.7. Suoranl normaali on suora, joka leikkaa suoramsuorassa
kulmassa.

Maaritelma 2.8. Janand Bkeskipisteon sellainen janan BpisteC, jolle patee,
etta o ® 0 8.

Maaritelma 2.9. Janano Bkeskinormaalion suorard dnormaali, joka kulkee
janano Bkeskipisteen kautta.
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Lause 2.10Janalle voidaan konstruoida harpilla ja viivaimella keskinormaali.

Todigdus:

E

Olkoon0 Bjana, jolle keskinormaali halutaan konstruoida.

Kondgruktioprosessin vaiheet:

1) Konstruoidaan harpillgmpyratY,(A,0 & ja Yo(B,0 6.

2) Konstruoidaan viivaimella naiden ympyroiden leikkauspistelegnF kautta
kulkeva siora. Tama suora on janar@keskinormaali.

Konstruktioprosessin todistaminen oikeaksi:

Osoitetaan aluksi, ettd ympyrétja Y- leikkaavat kahdessa pisteessa suodran
eri puolilla. Lauseen.B1nojalla ympyradY: leikkaa suora® Okahdessaipteessa
pisteenB eri puolilla. Toinen naista pisteista on pigiga toinen olkoon pist€.
Nyt piste A on ympyranY; sisdpuolella ja koska pist® on pisteidenA ja C
valissd, 0 ® D & Niinpa piste C on ympyranY; ulkopuolella. Siispa
ympyrallaY, on pisteita sekd ympyrafi sisa ettaulkopuolella, joten Aksiooman
14 nojalla ympyratY: ja Y. leikkaavat. Leikkauspiste ei kuitenkaamle
kumpikaan pisteista ja C, jotka ovat Lauseen 1.31 nojalla ainoat ympyyaja
suorano OleikkauspisteetNiinpa ympyrdideny; ja Y, leikkauspiste on suoran
0 Oulkopuolella.Aksiooman 150jalla leikkauspisteita on kummallakin puolella
suoraa @Siten ovat olemassa ympyroid¥nja Y, leikkauspisteeb ja E siten
ettd ne ovat eri puolilla suora® . KoskaD ja E ovat eri puolilla suoraa g jana
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O @eikkaa suora G OlkoonFkyseinen leikkauspiste. (Huom! Tassa vaiheessa
ei viela tiedetd, onko pisté pisteidenA ja B vélissa, mutta tiedetdan, ettéa se on
pisteidenE ja F valissa, keka pisteeE ja F ovat eri puolilla suoraa Q)

Pyritddn osoittamaan kolmioADF ja BDF yhteneviksi. Kolmio DAB on
tasakylkinen, joten kantakulmalD 0 ga” O 0 ®vat yhta suuret. Samoin kolmio
EAB on tasakylkinen, jotenO0 &~ 'O 0 0Nyt koska piste- on pisteiderD ja

E vélissa, AksioomadOnojalla™ O6 ‘O~ ‘00 'O 00 0" 0066 "000
"000 " 060 000 000" O6 BNyt SKSlauseesta seuraa, etta
kolmiot DAE ja DBE ovat yhtenevat. Siten myos kulmiab OO~ 60 O"@a

“ 0 00" 60 vat yhta suuret. Niinpa SKlduseen nojalla kolmiofADF ja
BDF ovat yhtenevat. Tasta seuraa, ettd vastinsvija 0 Byvat yhta pitkat,
joten pisteF on janano Bkeskipiste. (Mieti vield, miksi endosta BO 6 EO
seuraa, ettd pis F on pisteidenA ja B vélissa, kun tiedetaan, ettd pisteon
suorallad @ My0s vastinkulmat 6 "O@~ 6 "O0vat yhta suuret. Koska naiden
summa on Aksiooman 11noj al | a 180° , on Kummanl

suur uudel t aanOCeikkaa janasdi Bkobtisuomgli pisteas$a O

Huomaa, ettd janan keskinormaalia konstruoitaessa ympyrdidary, sateeksi
olisi my®ds muitakin vaihtoehtoja kugd &

Lause 2.110lkoon pisteA suorallal. Harpilla javiivaimella on konstruoitavissa
suoran normaali, joka kulkee pisteghkautta.

Todistus:Harjoitustehtava.

2.4. Kulman siirto

Lause 2.12 (Teravan kiman siirto) Olkoot pisteB pisteestdA lahtevalla
puolisuorallgja pisteet ja F pisteestd lahtevilla puolisuorilla siten, ettd kulma
~ '0O0'0on terava. Talléin voidaan konstruoidesteetC, ja C; siten, etta ne ovat
suoran eri puolillajaetti 6 06 “"0006 ~ 008

Todistus:
Konstruktioprosessin vaiheet:

1) Konstruoidaan normaah; puolisuoralleO Opisteeseert Lauseen 2.11
menetelmaa soveltaen.

2) Olkoon pisteG normaalinn; ja puolisuoranO EQeikkauspiste. Valitaan
puolisuoraltad BpisteH siten, ettddo © 0.
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3) Konstruoidaan normaaln, suoralle 0 0 pisteeseenH Lauseen 2.11
menetelmaa soveltaen

4) Konstruadaan harpilla ympyrao 'O8089. Tama ympyra leikkaa
normaalinn, kahdessa pisteessa. Nama pisteet ovat etsityt piGteC.,.

Konstruktioprosessin todistus:

Vaihe 2: Leikkauspistee® olemassaolon perustelitoska™ OO0 w 1Tja
normaali n; leikkaa suoranO ‘Osuorassa kulmassaksiooman 2 nojalla
normaalin; leikkaa suorarO "Gamalla puolella suord@ Okuin missa pistd-
sijaitsee eli siis puolisuorall@ EO

Vaihe 4: Pisteidel; ja C; olemassaolon perusteluauseen 1.3hojallaympyra
& "OBO BY leikkaanormaali n, tasmaélleen kahdessa pisteessa siten, etté ne ovat
normaalillan, pisteerH eri puolilla. Lisdksi ' O® sO&s SOBB

Kulmien" 0 6 §~ 60 0 g ja ~ OO"@htasuuruuden perustelSKSlauseen
nojalla kolmiotd © jao "© ovat yhtenevia ja yhtenevia myos kolmibiEG
kanssa. Niinpa vastinkulmaté 6 O ~6 6 &1 6 6 'O ~ 6 6 6ja” "O00

~ "0O0 Ovat yhta suuretl]




2.5. SSSlause, KSK-lause ja KKS-lause

Lause 2.B. (SSSlause) Oletetaan, etta kolmioillaBC ja DEF péatee, ettd
6B 0Voho® 'OMWja 6B OBBTAll6in kolmiot ABC ja DEF ovat
yhtenevat.

Todistus:
Lauseen 2.180jalla pisteeseefA voidaan konstruoida kulma, joka on yhtéa suuri
kuin kulma ‘OO jajonka toinen kylki on suoralia 6ja toinen kylki eri puolella

suoraa Okuin pisteC. Valitaan jalkimmaiselta kyljelta pistésiten, ettad EO
‘O EO Nyt kolmiotDEF ja ABGovat SKSlauseen nojalla yhtenevat. Sitediiee,

etta 6 BO 'OBO 6 ®. Olkoon H suoran0 6 ja janan 0 BQeikkauspiste.
Kolmio ACGon tasakylkinen, jotend 6 'O" 6 6 'O~ 6 "O'0~ 0 "OdSamoin
kolmio BCG on tasakylkinen, jotend 6 'O" 6 6 'O~ 6 'O0~ 6 "OdJosH
on pisteidenA ja B valissa, Aksiooman@nojalla" 0 6 6 "0 00" 6060 O

" 000" 600" 0 "0O0bJos taas piste B olen jaH:n valissa, saadaan, etta
T0006 000600 000" 6 OO0 0 "0ObJos taaskonB:n jaH:n
valissd, " 000 06060000 600" 0G0 ~ 0 "06 Nyt koska

T 000 0 "OpSKSlauseesta seuraa, etta kolnAdiBja AGBovat yhtenevat.
Koska kolmiotAGB ja DEF ovat yhtenevia, myods kolmicACB ja DEF ovat
yhtenevialO
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Lause 2.14 (KSK-lause) Jos kolmioilldBCja DEF patee, ett@®ds 0
"000 0O00T1a 060 00,®olmiotABCjaDEF ovatyhtenevét.

Todistus:

Osoitetaan ensin, ett®d & <SOB® Taman jalkeen voidaan yhtenevyyden
osoittamiseksi soveltaa SK&usetta.

Oletetaan, ettdd B SO B9 Talléin voidaan Aksioomandnojalla puolisuoralta

0 Bvalita pisteG siten, ettad B OB Nyt koska 6 BO 0 & pisteG on
pisteidenA ja C valissa. Siten AksioomarDInojalla™ 0 6 6 ~ 0 6 'O” "00 0
SKSlauseen nojalla kolmioABG ja DEF ovat yhtenevid, joten vastinkulmat
" 00 (xa” O0"0Ovat yhta suuret. Oletuksen nojallad 6 6 ~ O'0;Qoten
0 0 'O 0 0 ONyt saadaan siis, eftédd 6 0 ~ 0 0 0 ~ "O0 Pmista seuraisi,
ettd "O6 0 m8Tama ei ole kuitenkaan mahdollista, silla pist8eB ja C eivat
ole samalla suoralla (ks. Perusmaéarittelyja, kohta 4).

—

Tapauksessad ® SO Bpiste G voidaan konstruoida puolisuoral@EGiten,
ettasdO B O & Ristiriitaan paadytaan vastaavasti kuin edella. Siispa on oltava,

ettand®s OBO

Lause 2.15 (KKS-lause)Joskolmioille ABCja DEF patee, etta ® 0 0
TO0Md 66 00T 6B  0BHkolmiot ABCja DEF ovat yhtenevét.

Todistus:

Harjoitustehtava.
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Yhtenevyyslauseita tarvitaan muun muassa seuraavien fkatriaksen

perustelemiseen.

Lause 2.16.Tasakylkisenkolmion kannalle piirretty keskijangeli kannan
keskipistetta ja kolmion karkea yhdistava jpaa kannarkesknormaalilla.

Todistus:

Olkoon kolmioABCtasakylkinen siten, ett® ® 0 &ja pise D kannano 8
keskipiste. Kannall@ Bpiirretty keskijana on siis jan@ & SSSlauseen nojalla
kolmiot ACD ja BCD ovat yhtenevia, joteh'06 6 06 6 — °w Tt Biten

siis janaO Bon kannard Bkeskinormaalilla]

Cc

o
o

Lause2.17. Olkoon pisteA suoran ulkopuolella.On olemassaumran |
normaali, joka kulkee pisteehkautta.

Todistus:

Olkoon pisteB suoralla. Jos jan@ Bleikkaa suorahkohtisuorasti, on suora 6
etsitty normaali. Muussa tapauksessa Aksiooman @éjalla sioralla | ja

ympyralla® o hed 8 toinenkin leikkauspiste pistedliséksi. OlkoonC tamé
leikkauspiste. Olkooml janan®d ®keskipiste. Koskad 8 9 ¥ kolmio ABC

on tasakylkinen ja sitebauseen 2.160jalla keskijan@ @on suorar® o eli siis
suoran normaalilla. Niinpa suora ‘Qon etsitty normaali
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Huomaa, ettd Lauseen 2.17 todistom vain olemassaolotodistus suoran
ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkevalle normaalille. Se ei viela todista
normaalin  konstruoitavuwtt vaikka todistus antaakin vihjetta myds
konstruktioprosessiinKonstruktioprosessi esitetaan trdistetaan myéhemmin
kayttaen hyvaksi tietoa kolmion kulmien summasta.

Lause2.18 Olkoon pisteA suoranl ulkopuolella.On olemassaisteenA kautta
kulkevasuora, joka on yhdensuuntainen sudrkanssa.

Todistus: Harjoitustehtava.

2.6. Samankohtaiset kulmat

Lause 2.19 Oletetaan, etta suoraleikkaa suorass pisteess@A ja suoraat
pisteessB. Oletetaan myds, ettd pistéet i ja'ON i ovat eri puolilla suorag
pisteON 0 on samalla puolella suord&uin pisteC ja piste™O" 0 on samalla
puolella suoradkuin pisteE. Oletetaan vield, etta pist&on suoralld siten etta
piste A on pisteiderB ja G vélissa. Jos suadra ja t ovat yhdensuuntaiset, niin
"T"00 0" 060
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Todistus:
Jos olisi” 00 O~ 0 0 ;Oolisi“ 60 0" 06 Opymd" ! % I " &
pymo! " & I " &p Pmjoten Aksiooman 2 nojalla suorats ja t

leikkaisivat suoram silla puolella, missa pisteé&tja F ova.

Jos taas olisic OO0 O" 00 .0olisi " 600 000" "000pyYmo
T000OT000pYPm0oO 6 Op Y maten Aksooman P nojalla suoras
jat leikkaisivat suoram silla puolella, missa piste€tja D ovat.

Koska suorasjat eivét leikkaa, ainoa mabdélisuus on, etta "O0 O~ 0 60 &

Lauseen 29 tilanteessa kulmia "06 '8 A0 6 "Rutsutaansamankohtaisiksi
kulmiksi.
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2.7. Kolmion kulmien summa

Lause2.20Kol mi on kul mien summa on 180°

Todistus:

OlkoonABCkolmio. Lauseerf.18nojallaon olemassgisteenC kautta kulkeva
suoras, joka on yhdensuuntainen suoran0 kanssa. Puolisuoralléa ® on
olemassa pist® siten, ettd pist€ on pisteiderA ja D vélissa ja puolisuoralla
0 Bpuolestaan on pistesiten, etta pist€ on pisteiderB ja E vélissa. Merkitaan
| T60B TO606d@ 06 B80lkoon piste suorallas samalla puolella
suoraa@ Okuin pisteA ja pisteG suorallas samalla puolella suoraa Okuin piste
B. Talldin kulmat™ 6 6 & AO 6 "Ovat samankohtaisina kulmindtj suuret,
samoin myods kulmat 6 6 & A0 6 @istikulmat™ & 6 & AO 6 @vat myds
yhta suuret. Nyt kolmiodBCkulmien summaksisaadaan 1 | p ¢ 1o

Lause2.21 Kolmiossa on aina vahintaan kaksi teravaa kulmaa.

Todistus:
Jos kolmiossa olisilkmat| wnid owmar molisifi T | pyYmo
miké& olisi ristiriidassa LauseenZd kanssa.

2.8. Suorien yhdensuuntaisuus
Seuraavassa lauseessa palataan ea@sg9tilanteeseen.
Lause 2.22 Oletetaan, etta suoraleikkaa suoraas pisteess@A ja suoraat

pisteess®. Oletetaan myds, ettad pistéet i ja'ON i ovat eri puolilla suorah
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pisteON 0 on samalla puolella suora&uin pisteC ja piste"O" 0 on samalla
puolella suoradkuin pisteE. Oletetaan viela, etta pisteon suoralld siten etta
piste A on pisteiderB ja G valissa. Jos kulmat"’06 @7A6 6 "@vat yhta suuret,
niin suorats ja t ovat yhdensuuntaiset.

Todistus:
Harjoitustehtava.

2.9. Kolmioepayhtalo ja siihen perustuvia tuloksia
Lause 223. Olkoot pisteetA, Bja C siten, etta ne eivatle samalla suoralla.
Talldin 0% P BgjosjavainjoS0 060 600
Todistus:

1) 7" =>"": Ol ce#t egh & &alitaan sivtulta@® piste D siten, etta

0B 9 & Talloin kolmio ACD on tasakylkinen ja sen kantakulmah 0 (@&
~ § 'O vat kantakulmalauseen nojalla yhta suuret. Merkitaan™ 6 6 &

T00@ T 000" 0 OoKoska kolmioiderCABja CAD kulmien summat
ovat samat ja kulmao 60 6 ~ 0 0 On yhteinen,onoltavgg | T .Niinpa
[ ——. Nytsaadaan
N |
T
| — T
C
T
— T
C
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A
AN
7€ D
4B
2) 7"<=7:. Kaytetaan kulmille edegll a
T .Josnytolisio® 9 ¥ seuraisi kantakulmalauseesta, gtta 1 . Jos taas
olisi 0 ® < ¥ seuraisi della todistetusta, etfa | . Niinpajos] f,on

oltava 0 ® D &

Lause 2.24 (Kolmioepayhtal®)Olkoot pisteetA, Bja C siten, etta ne eivat ole
samalla suoralla. Talldindkmion ABC sivujen pituuksille patee, ett® 8
0B 08.

Todistus: Harjoitustehtava.

Lause 2.250lkoot0 ja 0 eripisteitd ja jai aidosti positiivisia reaalilukija.
Jos ympyalla Y;(O.,r;)) on pisteita seka ympyranys(O,rp) sisélla etta
ulkopuolella, niin ympyratY; ja Y, leikkaavat sin, ettaleikkauspiste ei ole
suorallab 0 .

Todistus: Leikkauspisteenaemassaolo seuraa Aksioomasth Oletetaan, etta
ympyratY; ja Y, leikkaavat pisteesda

Tehdaan antiteesPisteP on suorallal 0 . Tarkastellaan seuraavassikseen

tapaukset, missa kukin naista pisteista on vuorollaan muiden kahden valissa.

1) Oletetaan, ettd piste on pisteidenO; ja O, valissa. Talloin Aksiooman 9
nojalla O 6P O ® 00P 1 i .Olkoon nytAympyranY; piste, joka
on ympyranY; sisélla.Lausea 1.31nojalla suoralla 0 on kaksi pistettd, jotka
ovat etaisyydell&; pisteestdO;. Naista toinen orP, joka ei ole ympyrari>
sisalla. Toinen ndista pisteistd,6on toisella puolella pistett®;, joten se on
etaisyydelld ¢i pisteestdD,. Siten sekaan ei ole ympyraasisalla. Siispa
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pisteA ei voi olla suoralla) 0 , joten pistee©;, O, ja A muodostavat kolmion.
Nyt 0 ® ijal0® 1i,joten0O® o® 1 i 0 0P, mika on
kuitenkin ristiriidassa kolmioepayhtalon kanssa.

|0,A =, |O,A <1y

~

2) Oletetaan, etta pis@, on pisteiderP ja O, valissa. Tallbin sii$ 0o ®
O6P O® OOP i,joteni 1 ja 0 0P i 1. OlkoonB
ympyran Y; piste, joka on ympyrary, ulkopuolella. OlkoonP @piste, jossa
ympyraY; leikkaa suoram 0 pisteerP lisdksi. Nyt siis pist® @n puolisuoralla
O 0B koska se onrepuolella pistettdD; kuin pisteP. Jos pistd® @n pisteiden
O:jaO,vélissd, onl 0P § 6P O ® 1 ,joten piste® &i ole ympyrén
Y, ulkopuolella. Jos taas pis® on pisteiderD; ja P &élissa, saadaan 0P

O 0B i 1 . Niinpa tassakaan tapauksesfabei ole ympyran Y
ulkopuolella. Niinp& pist8 ei voi olla kumpikaan pisteistatai P fjoten voidaan
olettaa, etta pistB ei ole suoralla) U . Tarkastellaan syntyvaa kolmiataO,B.
Kolmioepayhtéalon nojalla 0 &@& 0 0P 0 & 1 i 0.

Kuitenkin koska pist® on ympyranY- ulkopuolella, pitaa olla, ettdd & i .
Niinpa tilanne johtaa ristiriitaan.
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10,0,=r5-r, O |O,Pl=r,

3) Oletetaan, ettpiste O, on pisteiderD, ja P valissaTama on harjoitustehtava.

Lause 2.26 Jospiste A on suoranl ulkopuolellg niin lyhin etéisyys pisteestéd
suorallel on kohtisuora etaisyys.

Todistus: Harjoitustehtava.
Lause 2.27 Suoralla ja ympyralla voi olla korkdi@man kaksi leikkauspistetta.

Todistus: Harjoitustehtava.

2.10. Ympyran tangentti

Maaritelma 2.28. OlkoonY ympyra, jonka keskipiste dD ja joka kulkee pisteen
v 0 kautta YmpyranY pisteeseef® piirretty tangenttion suora, joka leikkaa
suoran) vpisteeséd P kohtisuorasti.
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Lause 2.29 Suora on ympyran tangentti jos ja vain jos se leikkaa ympyran
tasmaélleen yhdesséa pisteessa.

Todistus: Harjoitustehtava.

Lause 2.30Jos kaksi ympyraa leikkaavat niiden keskipisteiden kautta kulkevalla
suoralla, niilld on &in yksi leikkauspiste.

Todistus:

Olkoot ympyrat® 0 h  ja @ 0 A ja dkoon P naiden ympyrdiden
leikkauspiste suoralla U . Lauseen B1lnojalla tiedetdan, etta ympyrétja Y
leikkaavat kumpikin suorain 0 kahdessa pisteessa, joista siis gfsta toinen.
Toinen piste, missa ympyM leikkaa suoram 0 , on toisella puolella pistetta

0 kuin pisteP siten, etta sen etaisyys pisteastéoni . Oletetaan nyt, etta on
olemassa talinen pisté® 6Jos ympyrd, kulkisi seka pisteeP etté pisteer® 0
kautta, olisi sen keskipistee®, oltava Lauseen .21 nojalla janan0 0P
keskipisteessa eli piste&; ja O, olisivat samoja. Tallin olisi myds i .
Siten ympyraty; ja Y, olisivat samoja. On siis mahdotonta, etta kaksi eri ympyraa
leikkaisivat keskipisteita yhdistavalla suoralla kahdessa eri pisteessa.

Tutkitaan sitten tapausta, missa ympyroidena Y, toinen leikkauspist® on
suorallab 0 ja toinen leikauspiste® @n tdman suoran ulkopuolella. Jos piste

P on pisteidenO; ja O, vélissa, nin 0 66§ ® 00P 1 .
Sovelletaan kolmioepéayhtélod kolmio@O,P 6
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606D O 0% DaP

Tama on ristiriita.

Jos taas pist®,; on pisteiderP ja O, vélissa, nin b 6P 0 ® O ®
i 1 .Nytsoveltamalla kolmioepayhtaldéa kolmio@rO,P &aadaan

60 00RO OB

Tamakin johtaa siis ristiriitaan.
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MyoOs tapauksessa, missa pishe on pisteidenP ja O, vélissg paadytaan
ristiriitaan vastaavasti.

Lause 2.31Kahdella eri ympyralla voi olla korkeintaan kaksi leikkauspistetta.

Todistus: Harjoitustehtava.

2.11. Thaleen lause ja kehdkulmalause

Lause 2.32 Thaleen lause: Jos pisgon janand Bkeskipiste ja pisté® (0
6 &) on ympyrallat OFe) B, niin" 6 0 6 WTd

Todistus:
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Tarkastellaan kolmioiden AOP, BOP ja ABP kulni{aska piste P on ympyralla

® U B, ovat kolmiot AOP ja BOP tasakylkisia, joten niiden kantakulmat
ovat yhtd suuret. Merkitédn 000 "0 0@ ~ 0060 ~ 0 U OKoska
kol mi on ABP kul mien summa on 180°

] ® T pymd
¢l 1 pY T O
| i W TCO

Lause 233. Kehakulmalausedlkoot C, D ja E ympyraiY (A,r)pisteita siten, etta
piste E ei ole kulman 6 6 ‘Gukeamassa. Talléin kulmad ‘O '@n puolet
kulmasta 6 6 O

Todistus:

Tapaus AOletetaan, etté keskuskulm& A D O elile®aairi on korkeintaan
puoliympyran mittainen. Tallin kasittely jakautuu kolmeen alitapaukseen sen
mukaan, missé piste E sijaitsee suhteessa ympyran keskipistdeseen
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Jatketaan janab ®ja ‘OB ympyran halkaisijoiksi. Olkoon pist& janastaO®

jatketun halkaisijan toinen paatepiste ja pldt@nastad ® jatketun halkaisijan
toinen paatepiste. Nyt pitka ka&yC jakautuu kolmeen osaan, nimittain kaariksi
DH, HG jaGC.

Tapaus AlOQletetaan, etta piste on kaarellaHG.

Nyt janatd & 'O Bja OBovat ympyran sateitd, joten ne ovat yhta pitkia. Niinpa
kolmiot ACE ja ADE ovat tasakylkisia, ja siten niiden kantakulmat ovat yhta
suuret. Merkitédh ~0 0O~ 0 Ogal ~ 0 OO~ 0 O8Nyt kehakulma
"0 00| 1 8Koska kolmion kimien summa on 180°, saadaa® 0 ‘O
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pyYmE ja 000 pyYmI . Ninpd keskuskulma 6 0 O o ¢ mJ
p YT I P YT ¢ & ¢l T 8

Tapaus A20letetaan etta piste on kaarellaHD.

—

Taman todistus on harjoitustehtavana.
Tapaus A30letetaan, ettpisteE on kaarellaGC.
Taman todistus on harjoitustehtavana.

Huom! Periaatteessa tapaukset Al ja A2 Kkattavat kumpikin myos sen
vaihtoehdon, etta pisteon pisteesshBl. Vastaavasti tapaukset A2 ja A3 kattavat
kumpikin tapauksen, jossa pidkeon pisteess&. Naissa tilanteissa joko 1t

taif TBNama tapaukset voisi toki kasitella erikseenkin.

Tapaus B: Oletetaan, ettd keskuskulmad 0 ‘O> 180°, ts. kaari on Vyli
puoliympyréan mittainen.
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Tamankin todistus on harjoitustehtavana.

2.12. Suunnikas

Maaritelma 2.34 Suunnikason nelikulmio, jossa vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaiset.

Lause 2.35 Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhta pitkat ja vastakkaiset
kulmat yhté& suuret.

Todistus: Harjoitustehtava.
Lause 2.36 Suunnikkaan lavistajat puolittavat toisensa.

Todistus: Harjoitustehtava.

44



2.13. Pinta-alatarkasteluja

Suorakulmaisen kolmion pini@a otetaan aksioomana. Sen pohjalta johdetaan
tulokset suoraulmion ja suunnikkaan pirtaloille. Tarkasteluissa oletetaan
tunnetuksi, ettd mikali tasokuvio voidaan jakaa kolmioiksi, sen 4alataon
naiden kolmioiden pintalojen summa.

Aksiooma 17.Suorakulmaisen Kmion rajaamapinta-ala onsen suoran kulman
kyljilla olevien sivujanojen (eli katéten) pituuksien tulo jaettuna kahdella

Seuraavaksi maaritelladn korkeusjanan kasite. Sita tarvitaan kolmioralaata
koskevassa yleisessa tuloksessa.

Maaritelma 2.37. Olkoon ABC kolmio, suoran suoran® 0O pisteenA kautta
kulkeva normaali ja pist® suorienn ja 6 Oleikkauspiste. Talldin jana @on
kolmion ABCsivun 0 ®kanssa kohtisuorassa olekarkeusjana

Lause 2.38 Kolmion ABC rajaama pintala on puolet janao B pituuden ja
sivuno Bkanssa kohtisuorassa olewarkeusjana pituuden tulosta.

Todistus:

Olkoon ABC mielivaltainen kolmio. Piirretdan suoralfe 0 pisteenC kautta
kulkeva normaali. OlkoorD tdman normaalin ja suoram 0 leikkauspiste.

MerkitadanQ 9 & JosO 0 tai’O 0, kolmio ABC on suoakulmainen g
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Aksiooman 17nojalla kolmion ABC rajaaman tasokuvion pintla onT =2

Muutoin pisteistéA, B ja D mika tahansa voi olla muiden kahden vélissa ja
kolmiot ADC ja BDC ovat suorakulmaisiaSeuraavassa merkinnadao 0 0
tarkoitetaan kolmionABC rajaaman tasokuvion pintaa ja vastaavasti
merkinngilla 6 6 OO0 ja © 6 OO0 kolmioiden ADC ja BDC rajaamien
tasokuvioiden pintaloja.Jos pistéD on pisteiderA ja B valissa, niind 0 0 0

o e g e o g e b b D
5006 060 ¥ X 20
C
A 1D B

Jos taas pistB on pisteiderA ja D valissd kolmion ADC rajaama tasokuvio on
kolmioiden ABC ja BDC rajaamien tasokuvioiden yhdiste, joténo O 0

50606 006086 Sitend 066 6006 0605 L2 X

) P D

P MyOs tapaus, jossa piste on pisteidenD ja B valissa,
menee vastaavadii.
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Lause 2.39.Yhtenevien kolmioiden pintalat ovat yhta suuret.
Todistus:
Harjoitustehtava.

Lause 2.40 Suunnikkaarrgjaama pintaala onsuunnikkaan yhdesivujanan ja
kyseisen sivujanakanssa kohtisuorassa oleuankeusjanan pituksientulo.

Todistus: HarjoitustehtdvaHarjoitustehtavdna on myds esittaa maaritelma
suunnikkaarkorkeusjanalle.

2.14. Ympyran keha ja pinta-ala

Kolmioepayhtalén nojalla nahdaan helposti, etta jos pigt¢geB ovat ympyran
®OR (r>0) kehdlla, niin® B  ¢i 8KeskipisteenO siséltavaa janaa, jonka
pituus on2r, kutsutaan ympyras halkaisijaksi

Mybhemmin seuraavassauvussa osoitetaan, ettd kaikki ympyrat ovat
yhdenmuotoisia. Niinpa ympyran kehan pituuden (mpyka halkaisijan suhde

on vakio. Tata vakiota kutsutaan luvukdija merkitaan . Siispa* —.
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Lause 2.41Ympyrand Oh  (r > 0) pintaala on luvin ~ ja sateem nelion tulo.
Siis6 ®Oh “q

Todistuksen idea:

Jaetaan ympyrdn keha ensin kuuteen yhta suureen osaan (vrt. sd&nndllisen
kuusikulmion konstruointi). Taman jalkeen puolitetaan kukin kahta ympyréan
kehalla olevaa vierekkaista p#ta yhdistava kaari. (Mieti, miten tama tehdaan.)
Nain saadaan 6-2 eli 12 tasavalista pistetta ympyran kehalle. Nain jatkettaessa
vaiheessan kehalla on @ pistetta tasaisin valein. Jokaisessa vaiheessa
jokainen ndista pisteesta yhdistetdan ympymskipisteesee®. Nain saadaan

@ X, kappaletta yhtenevia tasakylkisia kolmioita.

Olkoonk(n)vaiheessa muodostuvan tasakylkisen kolmion kannan pitulgma
kyseiselle kannalle piirretyn korkeusjanan pituus. Nyt vaiheessaodostuvan
monikulmion pintaalaA(n) saadaan seuraavasti:

Q& JQ¢
C
Nyt Edx J0t ¢ ijal EDE i

0¢ ©¢¢

Niinpal Ed ¢ “i &7

Edella esitettyjenrajankayntien tasmallinen perustelu vaatiginitesimaalisa
tarkastelua Lisaksi perustelua vaatisi myds se, ettd miksiiheessan
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muodostuvan monikulmion pini@aA(n) todella Iahesty ympyran pintlaan:n
kasvaessa. Nama tarkastelut sivuutetaan talla kurssilla.

2.15. Pythagoraan lause

Lause 2.42 (Pythagoraan laey OlkoonABC kolmio siten, ettda 6 0 0 w T J
Talldin® 8 DB D .

Todistus: Harjoitustehtava. Todista vaite oheista kuvaa hyddyntaen.

AcT

2.16. SSK-lause

Kolmioiden yhtenevyyslauseista olemme tdh&n mennessa kasitelleet SKS
SSS, KSK-, ja KKSlauseita. Yksi yhtenevyyslause, S$se, on viela
osoittamatta. Sen todistetaan vasta nyt siitd syysta, etta sen todistuksessa tarvitaan
Pythagoraan lausetta. Pythagoraan lauseen todistaminen puolestaan edellytti
pinta-alatarkasteluja.

Lause 2.8. Oletetaan, ettd kolmioilleABC ja DEF péatee, ettd 6 0 O
TO0MB ODja 6 0P Lisaksioletetaan ettéd kulmat 6 6 Ga
~ '0"0@vat molemmat joko teravia, tylppia tai suoria. Talldin kolmA@&C ja
DEF ovat yhtenevat.

Todigdus:

Harjoitustehtava.
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3. GEOMETRISET KUVAUK SET

Geometriset kuvaukset ovafunktioita tasolta tasolle. Talla kurssilla
kasittelemme geometrisista kuvaukssigoja, kiertojaja peilauksiajotka ovat
yhtenevyyskuvauksidisaksi kasittelemmakaalaustaeli homotetiaa joka on
yhdenmuotoisuuskuvaus.

3.1. Yhtenevyyskuvaukset yleisesti

Maadritelmd 3.1. Olkoon T taso. Kuvaus (eli funktiota)’@Y° “Y on
yhtenevyyskuvausi isometrig jos kaikille tasonl pisteille A ja B patee, etta

08 SQ0 "Q6Bs Kuviot ovatyhtenevatjos ja vain josne voidaan kuvata
toisikseen yhtenevyyskuvauksella.

Lause 32.Yhtenevyyskuvausten yhdistetty kuvaus on yhtenevyyskuvaus.
Todistus:
Olkoot f ja g yhtenevyyskuvauksia tasol®&itselleen ja olkoofA ja B tasonT

pisteita Tutkitaan yhdistettyd kuvaustaQ "Q Koska f ja g ovat
yhtenevyyskuvauksia, saadaail "Q 0 "Q "Q 6P "QQ06 "QQ6 P

"Q0 "Q6P D B Niinpa"Q "Qon yhtenevyyskuvaus.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd yhtenevyyskuvaus kuvaa jamoiksi ja suorat
suoriksi.

Lause 33.0lkoon™@[ YO “Yyhtenevyyskuvaus ja ja B tasonT pisteitd. Talloin
QOB Q0 "QHP

Todistus:

1) Osoitetaan ensin, etta janar®pisteet kuvautuvat janall®0 "Q6 P. Olkoon
C janan O B sisapiste. Koska sailyttaa etaisyydet, on pisted(C) oltava
ympyroiden @ (f(A),J0 8 ja @ (f(B),|0 ¥y leikkauspisteessd. Koska
Q0 Q6P 0B 0B 0B Q0 Q6P Q6 "Q6P,
kolmioepayhtalo pisteienf(A), f(B)ja f(C) valilla ei voi toteutua. Niinp& pisteen
f(C) on oltava suoralldQo "Q6 . Josf(C) olisi suoralla™ 0 "Q6 , mutta ei
janalla "Q0 "Q6P, olisi joko "Q6 Q6P Q0 Q6P tai Q6 "QOP
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"Q0 "Q6P, jolloin siis olisi joko 0® 0B tai 0® 08B. Tama on
kuitenkin mahdotonta, koska pigteon A:n jaB:n valissa. Niinpa pistee@o

on oltava janalldQo "Q6 P,

2) Olkoon sittenC @iste janallaQo "Q6 P Osoitetaan, téd on olemassa piste
"Q 0 janallad § joka kuvautuu pisteese€hkuvauksessh Vastaavasti kuin
edellda nahdaan, etta pisteéh O on oltava ympyroidem (A,['Q0 "Q6Bsja

® (B,['Q0 "Q6 By leikkauspisteessa jatatainoa mahdollinen piste on janalla
0 @ Tama piste myos kuvautuu pisteeksi

Seuraus3.4. Yhtenevyyskuvaus kuvaa kolmiot kolmioiksi.

Lause 35.0lkoon™@ YO "Yyhtenevyyskuvaus jA, Bja CtasonT pisteita, jotka
eivat ole kaikki samalla suoralla:alléin kolmiot ABC ja f(A)f(B)f(C) ovat
yhtenevia.

Todistus: Vaite seuraa S$&8iseesta.

Seuraus 36. Olkoon"@ YO “Yyhtenevyyskuvaus j&, Bja C tasonT pisteita,
jotka eivat ole kaikki samalla suoralla. Tallgin kulndBC ja f(A)f(B)f(C) ovat
yhta swiret.

Lause 37.0lkoon"@[Y° “Yyhtenevyyskuvaus ja ja B tasonT pisteita. Talloin
QO 6 Q0 Q6 .

Todistus: Harjoitustehtav&euraa melko suoraan Lausees8 3

Lause 38. Yhtenevyyskuvaus on bijektio.

Todistus:

Olkoon™@ YO “Yyhtenevyy&uvaus.

Injektiivisyys: JosA ja B ovat eri pisteitd, niin"Qo "Q6P 068 T joten
my6s"Qd E M6 ovat eri pisteita.

Surjektiivisuus: OlkoonC piste tasollaT. Naytetdan, ettd on olemassa piste
"Q 0 , joka kuvautuu kuvauksestaisteeksiC. OlkootA ja B pisteita tasossa
T siten, etta pisteetA, B ja C ovat kaikki eri pisteitd. Nyt ympyrat

® QO QO & ja ® Q6 Q6 & leikkaavat pisteessdC. Koska
Q6 Q6P D B myds ympyraty 0h'Q6 & jadd 6h"Q6 @ leikkaavat.
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(Taman todistus on ylimaarainen harjoitustehtava.) Leikkauspisteita voi olla yksi
tai kaksi. Naista jommankumman on kuvauduttava pistéelle

Seuraus3.9 Yhtenevyyskuvaukselldon olemassa kaanteiskuvaitls joka on
my0Os yhtenevyyskuvaus.

Lause 310 Olkoon "@ YO “"Yyhtenevyyskuvaus j&(O,r) ympyra tasossd.
Talléin f(Y (O,n)=Y (f(O),r).

Todistus: Harjoitustehtava.

Niin sanottu kolmen pisteen sdaanto osoittaa, ettd kolmen pisteen kuvautuminen
maaraa yhtengyskuvauksen yksikasitteisesti.

Lause 311 (Kolmen pisteen sdaant@lkoot A, Bja C tasonT pisteita siten, etta
ne eivat ole samalla suoralla. Olkoot [lis&k€R[YC Y ja "Q[YO "Y
yhtenevyyskuvauksiaosf(A)=g(A), f(B)=g(B)ja f(C)=g(C), niin f=g.

Seuramaksi siirrytaan kasittelemaan erityyppisia yhtenevyyskuvaulkséata
ovat peilaus suoran suhteen, peilaus pisteen suhteen, kierto pisteen suhteen ja
siirto janan suhteen.

3.2. Peilaus suoran suhteen

Maaritelma 3.12 (Peilaus suoran suhteen) Olkoarsuora tasssaT. Kuvaus
"QJ YO "Yon peilauseli symmetriasuoran a suhteerjos se tayttaa seuraavat
ehdot:

1) Q0  0,kun0 N @

2) fa kuvaasuorara ulkopuolella olevampisteenQ suoraratoiselle puolelle siten,
ettdkohtisuora etéaisyys suoragt@élyy samana.

Lause 313 Peilaus suoran suhteen on yhtenevyyskuvaus.
Todistus:

Olkoot A ja B peilattavat pisteet ja suora, jonka suhteen peilaus suoritetaan.
Peilataan piste&i ja B suorana suhteen.

1) Oletetaan, etta kumpikaan pisteigtga B ei ole suorallaa ja etta ndméa
pisteet ovat samalla puolella suoraa mutta eivat samalla suoraa

normaalilla.OlkoonC janand™Q 0 Pkeskipiste jeD janand™Q 6 Pkeskipiste.
Ma&itelman 312 nojalla pisteeC ja D ovat suorallaa. Nyt muodostvat
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kolmiot ABD ja fy(A)fa(B)D kuten myods suorakulmaiset kolmid&tCD ja
fa(A)CD. Koskad % SQ O dsja" 0 0 O™ "Q0 6 O w1 Seuraa SKS
lauseesta, ettd kolmioACD ja f,(A)CD ovat yhtenevat. Sitergd B

SQ0 Gsja " 0@ ~ Q0 O4 Koska” 6 06 " "™Q6 00 w1 don
oltava 000 wnMd 000 wnmd Q0o 06 TQ0 0CQO .

Maaritelman3.12 nojalla on myo6s niin, ett@® B sQ 6 G Nyt SKS
lauseesta seuraa, etta kolmiBD ja fy(A)fa(B)D ovat yhtenevét ja siten

& Q006K

i,®)

f_(A)

a

2) Oletetaan, etta kumpikaan pisteiétja B ei ole suorallaa ja ettd ndma
pisteet ovat eri puolilla suorag mutta eivat samalla suoramormaalilla.
Tama tehdaan harjoituksissa.

3) Oletetaan, ettd pisteei ole suoralla, mutta pisteB on, ja etta pisteek ja
B eivét ole samalla suor@amormaalilla. TalloinQ 6 0. Olkoon edelleen

C janano™Q 0 Pkeskipiste Nyt kolmiot ACBja f,(A)CBovat yhtenevét, joten
0% Q0 F sQO0 Q6B

4) Oletetaan, etta pistedt ja B ovat samalla suoraa normaalilla. Tama
tehdaan harjoituksissa.

5) Jos sekd ettaB ovat suorallea, Q0 0ja™ Q6 0, jolloin © &
SQO0 Q6B

53



3.3. Peilaus pisteen suhteen

Maaritelma 3.14 (Peilaus pisteen suhteen) Olkoon pi€tdasollaT. Kuvaus
"QJ YO "Yon peilauseli symmetria pisteen O suhtegas se tayttdd seuraavat
ehdot:

1)"Q 0 0.

2) fo kuvaa pistee® U suoralle 0 Ositen, etté pist®© on pisteiderQ ja f(Q)
valissajal B o "D B

Lause 315Peilaus pisteen suhteen on yhtenevyyskuvaus.

Todistus: Harjoitustehtava.

Maaritelméa 3.16. Kahdella eri suoralla, jotka ovat keskenadn yhdensuuntaisia,

olevat jarat 0 Bja 0 @ovatsamansuuntaisgejos pisteeB ja D ovat suorard 0
samalla puolella. Muussa tapauksessa nama janat ovat vastakkaissuuntaiset.

Samalla suoralla olevat janat®ja 6 @ovat samansuuntaiset, j0sBP ¢ tai
6 TP 0. Muussa tapauksessa nama janat ovat vastakkaissuuntaiset.

Maaritelma 3.17. (Siirto janan suhteen) Olkod ja B eri pisteitd tasossa.
Kuvaus™Q , onsiirto janano Bsuhteenjos jokaiselle pisteell® patee, etta

janatd’Q 0Pjad Bovat samansuuntaiset ja yhta pitkét.

fag(P

Lause 318.Siirto janan suhteen on yhtenevyyskuvaus.

Todistus:
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Olkoot A ja B siirrettavat pisteet ja @ana, jonka suhteen siirt@ , suoritetaan.

Maaritelmasta A7 seuraa, etta janafQ , 0Pjad"Q , 6 Povat samansuuntaisia
ja yhta pitkid. Ne voivat kuitenkin olla joko eri suorilla tai samalla suoralla.

1) Oletetaan, ettd janatQ , 0Pjad™Q , 6 Povat eri suorilla.

Tarkastellaan kolmioit® 0Q, 60 ja™Q, 0 "Q, 0 0. Koska suoradb™Q , 0
ja 6'Q, 06 ovat yhdensuuntaiset, on oltava, ettad™Q,0 0

"Q,0 0'Q, 0 .Koska lisaks®d™Q, 685 D"Q, 685 kolmiotd 6Q, 6 ja
"Q,060 Q,0 0 ovat SKSlauseen nojalla yhtenevia ja site@® &
$Q,0 "Q,08%

2) Oletetaan, etta janatQ , 0Pja6"Q , 6 Povat samalla suoralla. Jos jaaa®
ja 0 Dovat samansuuntaiset, ovat pistBefa "Q, 0 pisteidenA ja ' Q, 0
vélissa. (Mieti talle tarkka perustelu.) Nyt koska'Q, 0P 6°Q, 6P

O @ saadaan, ettD , 0 'Q, 6P 0Q,6P 0Q,0P 0Q,06P

60,69 @B

Tama patee riippumatta pisteidBfa"Q , 0 keskinaisesta jarjestyksesta.
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C

Jos taas siirttQ , tapahtuu vastakkaissuuntaisesti jad@kanssa, se tapahtuu
samansuuntaisesti janad B kanssa. Siten edellisen tarkastelun nojalla
0, 60,87 D&

Seuraavassa maadritelmassa oletetaan, etta kulma, jonka suuruus on aidosti
positiivinen (etumerkkind +), kigry vastapaivaan ja kulma, jonka suuruus on
aidosti negatiivinen (etumerkkin&g), kiertyy myo6tapaivaan. Jos kulma
IImoitetaan kyljilla olevien pisteiden ja karkipisteen avulla, pisteiden jarjestys
maaraa kulman suunnan. Jos siis esimerkiksi kul@@B suurws U > 0,
puolisuora) B saadaan kiertamélla puolisuor&a® vastapaivaan kulma

verran. Talldin kulmanBOA suuruus oni U koska puolisuora) B saadaan

kiertamalla puolisuoraé Bmyotapaivaan kulmabverran.
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Maaritelméa 3.19. (Kierto) Olkoon piste O tasossal ja| N p QYhpap 1 d
Kuvausfo, gnkiertopi st een O y mp a,ros sekaytiddsaunaavat v e r
ehdot:

1)fo. (©)=0.

2) Jos pist® U, fo (P)on ympyrallad 6ho ® siten, ettd 0 0Q; 0 | .

Lause 320.Kierto on yhtenevyyskuvaus.
Todistus:

Olkoon fo . Kierto ja A ja B kierrettavat pisteet. Tutkitaan kolmioif2AB ja
Ofo (&) fo (B). Kierron maaritelman (Maaritela 319) nojalla L B

D O0Bjagk BB DY, 0B Osoitetaan, ettadob 6 ~ "Q; 0 V'Q; O
jolloin SKS-lauseen nojalla kolmioDAB ja Ofs (&) o (B) ovat yhtenevét ja

siten® & SOy 0 "Q; 6B

Oletetaan seuraavassa, efta T Tapauksen| . kasittely jatetaan
harjoitustehtéavaksi.
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T 0006 | TQ;, 000
0Q; 6 ~Q 0 0O | .Siten

Jos 000 | ,nin" 0006 ~ 0 0
ja - 00 6 TQ; 006 T

000 " "Qr 007 O .

fo.o(B) 0

Jos 0006 | ,niin] “00Q; 06 “0U0O0 " O6U0Q; O.Toisaalta
ToU0Q; 6 TOo0U0Qy 0 TQy O007Q; O . Tasta seuraa, eftédd 0 0

TQR 0070 O .



Lause 321. Siirto janand Bsuuntaan voidaaasittaa yhdistettyna kuvauksena
kahdesta peilauksesta suoran suhteen. Ensin peilaus tehdaan ogj@han
keskinormaalin suhteen, sitten tdman keskinormaalin suuntaisen, mutta Bisteen
kautta kulkevan suoran suhteen.

Todistus: Molemmissa peilauksissa pedaa pisteC pysyy samalla janab ©
suuntaisella suoralla. Olkoodn janan 0 8 keskinormaali |, pisteenB kautta
kulkeva I;:n suuntainen suora jg pisteenA kautta kulkeva niin ik&ar;:n
suuntainen suora. OlkobY, D, ja D; naiden suorien jaipteenC kautta kulkevan
janano Bsuuntaisen suoran leikkauspisteet. SiigpdOP O 0P € O B
Suoratly, I; ja |3 jakavat tason neljaan alueeseen. Kasitellaan erikseen tapaukset
sen mukaan, missa naisté alueista peilattasia @isijaitsee. Oletetaan, et@ o6

on piste, johorC kuvautuu peilauksessa suotarsuhteen jaC 6ol piste, johon

C &uvautuu peilauksessa suotiasuhteen.

1. Oletetaan, etta pisté on samalla puolella suordakuin pisteA ja 6'CP
€D B

66° 5GP & 6P COBP COBP COOP & B8

2. Oletetaan, etta piste on samalla puolella suordakuin pisteA ja 0'0P
€D

|3 |1 |2
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00P 066P 6 6P OGP OGP ¢cO0CP B8

3. Oletetaan, etta pisté on samalla puolella suordakuin pisteB ja 0'0P
€D

06P O 6® ¢o6@P 6P O0P 06838

4. Oletetaan, etta pisteé on samalla puolella suordakuin pisteB ja 0'0P
€D

06P OB 6® ¢o6@P 6P (O0P 06838
Huom! Suorien, |, jals paikka suora® Oswinnassa ei ole maaratty, vaan riittaa,

ettd ne ovat suoram OnormaalejajaettdD'OP  O0P € O B

Lause 322. Kierto voidaan esittdd yhdistettyna kuvauksena kahdesta
peilauksesta suoran suhteen.

Todistus: Ks. Lehtisen monestn Lause 4.1.6.
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Kuvaukserkiintopisteellatarkoitetaan pistetta, joka kuvautuu itselleen. Seuraava
lause osoittaa, etta Kkiintopisteiden maaran perusteella voidaan péaatella
yhtenevyyskuvauksen tyyppi.

Lause 323.0lkoonf yhtenevyyskuvaus.

a) Jos kuvaukdla f on kaksi kiintopistett@ ja B, niin f on joko identtinen kuvaus
tai peilaus suorad Osuhteen.

b) Jos kuvaukselldon tasmalleen yksi kiintopist®, niin f on kierto pisteer©
ympari.

c) Jos kuvauksellfei ole yhtaan kiintopistetta, niinon joko siirto tai siirron ja
peilauksen suoran suhteen yhdistetty kuvaus.

Todistus: Ks. Lehtisen monisteen Lause 4.1.%kofta tosin vaatii hieman
lisdpohdiskeluja.

Lisdksi kolmen pisteen s&annost@§lause 311) seuraa, ettd, jos
yhtenevyyskuvaukselfeon kolme kiintopistetta, jotka eivat ole samalla suoralla,

f on identtinen kuvaus. Niinpd voidaan pdaéatella, ettd kaikki identtisesta
kuvauksesta poikkeavat yhtenevyyskuvaukset ovat joko peilauksia suoran
suhteen, kiertoja, siirtoja tai yhdistettyja kuvauksiarosta ja peilauksesta
suoran suhteen. Kun viela otetaan huomioon, etta siirrot ja kierrot voidaan esittaa
yhdistettyna kuvauksena kahdesta peilauksesta suorien suhteen, voidaan péaatella,
ettd jokainen yhtenevyyskuvaus voidaan esittda yhdistettynaukseaa
korkeintaan kolmesta peilauksesta suoran suhteen.

3.4. Homotetia

Maaritelma 3.24. Olkoon pisteO tasossdal ja N a 8Kuvaus'Q; YO “Yon
homotetiaeli venytyseli skaalauspisteenO suhteen, jos se kuvaa piste@n

itselleen japisteend ™ Y 0 0 puolisuoralle( B siten, etté%s Q

Reaalilukuk on kuvauksenQ; homotetiasuhdeKuviot, jotka voidaan kuvata
toisikseen homotetialla, ovhbmoteettisia.

Lause 325.Homotetia on bijektio.
Todistus: Harjoitustetava.
Lause 326.Homotetian (), kaanteiskuvaus on homotefd; .

Todistus: Harjoitustehtava.
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Lause 327. Olkoon kuvausQ; YO “Yhomotetia ja pisteed ja B siten, etta

pisteetO, Aja B eivét ole samalla suoralla. Tall6i-~ 5 DS“ 006066
0D Q0 ja 060”0 QO .

Todistus: Todistus on hieman epamaarainen: Se perustuu olettamukseen, etta
SKSlause ja sitd kautta kolmion méaaraytyminen ovat riippumattomia
mittayksikon absolutisesta pituudesta. Aksiomaattisesti hyvéksyttavissa oleva
tarkka todistus sivuutetaan talla kurssilla.

Tiedetadn SK$auseen pohjalta, ettd kolmio on méaaratty, jos sen kahden sivun
pituudet ja niiden vélissa olevan kulman suuruus tunnetaan. Merki&an:

O B o Bsjacw D B Tama siis tarkoittaa, ettd kolmi@AB sivujanojen
pituudet ovat, bja c mittayksikkdd, missa mittayksikon pituus on 1. Edelleen
0 "BP Qdja 0 "BP Qo Sovelletaan kolmiorOf(A)f(B) tarkasteluun

mittayksikk6ad, jonka pituus ork. Talldin sivujanang) "(bPs pituus ona

mittayksikkoa ja sivujanagd " Bs pituus b mittayksikk6a. Nyt saadaan, etta
seké kolmioss®AB etta kolmioss@f(A)f(B) kahden sivujanan pituudet ovaat
jabja naiden sivujanen valiset kulmat ovat samat. Niinpa Skfiseen mukaan

nama kol mi ot ovat yhtenevat "omib®sa mi
jasQo "Qo Bspituudet ovat mittayksikkoa, 6 0 6 ~ 0 "D Q6 ja 0 6 0

0 ®D QO .

Huom! Riippunatta siita, ovatko pisteét, B ja O samalla suoralla vai eivat,

patee, ettdQ; 0 Q5 6P Q3D &

Lause 328. Olkoon kuvausQ; YO “Yhomotetia ja pisteeA ja B tasossal.
Talloin a) janad Bja"Q0 "Q6 Povat yhdasuuntaiset, 50 8 Q0 "Q6 Pja
C)’Q0 6 "Qo Qb
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Todistus: Kdita a seuraa suoraan Lausees®¥ .3Muiden kohtien todistukset
ovat harjoitustehtavia.

3.5. Yhdenmuotoisuuskuvaukset
Maaritelma 3.29.

1) Kuvaus "@Y° “Yon yhdenmuotoisuuskuvgujos ja vain jos likille

B s Ds_

s B SRS
2) Tasokuviot ovatyhdenmuotoisetjos ja vain jos ne voidaan kuvata

toisikseen yhdenmuotoisuuskuvauksella.

janoille® Bja & @patee, ettd

Mazritelman 29 kohdassa 1 mainittu f&!ﬂe%

kuvauksemmittakaava

on yhdenmuotoisuus

Lause 330. Yhdenmuotoisuuskuvaus on bijektio. Jos yhdenmuotoisuus
kuvaukserf mittakaava ork, niin sen kaanteiskuvaukséhmittakaava ori/k

Todistus:

Bijektiivisyyden todistus renee samaan tapaan kuin Lauseeéht8distuksessa
yhtenevyyskuvauksen bijektiivisyyden osoittaminen: Pitda vain ottaa huomioon
mittakaava. Kaanteiskuvauksen mittakaava seuraa yhdenmuotoisuuskuvauksen
maaritelmasta.

Lause 331. Yhdenmuotoisuuskuvausten  ybtitty kuvaus on
yhdenmuotoisuuskuvaus. Yhdistetyn kuvauksen mittakaava on yhdistettavien
kuvausten mittakaavojen tulo.

Todistus: Harjoitustehtava.

Lause 332.0lkoon @[ Y° "Yyhdenmuotoisuuskuvaus fgja B pisteita tasossa
T.Taloin Qo B Q0 "Q6Pja™ Qo 6 Q0 "Q0 .

Todistus: M@ee vastaavasti kuin Lauseiden 3.3.jat8distukset. Ainoa ero on,
ettd mittakaava tulee ottaa huomioon kuvapisteiden etéaisyyksien kasittelyssa.

Lause 333.Yhtenevyyskuvaus on yhdenmuotoisuuskuvaus.

Todisuus: Yhtenevyyskuvauksen tapauksessa mittakaava on 1. Kulmien
suuruuksien sailyminen sea Seurauksestatl
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Lause 334.Homotetia on yhdenmuotoisuuskuvaus.
Todistus: Homotetian tapauksessa mittakaavana on homotetidsuhde

Lause 335. (Yhdenmuotoisten Kmioiden SKSlause) Jos kolmioilleABC ja

A 0 B patee, ettasts %ja kulmat 6 0 ga~ 0 0 0 ovat yhta suuret, niin
kolmiot ABCja A 6 B @v@té/hdenmuotoiset.

Todistus:

Ideana on, ettd kolmi@&BC kuvataan kolmioksiA 6 B &&ythamalla siirtoa,
kiertoa, peilausta ja homotetiaa. Nama kaikki ovat yhdenmuotoisuuskuvauksia.

Kuvataan ensin kolmiéBCsiirrolla™Q ;. Talloin™Q , 6  0aTaman jalkeen

kolmiolle 6 "Q0 "Q0 suoritetaankierto "Q mi ssa kiertokuln
siten, etta pistéQ , 6 asettuu puolisuorall®a&® Merkitaan o6 Q

"Q , O .MikalinytpisteelC ga Q; "Q , O ovateripuolilh suoradaee
suoritetaan viela peilaus 5 . Na&ain saadaan pisteC @ 6 Koska
yhtenevyyskuvaukset sailyttat kulmien suuruudet (Seurau$)3 ovat kulmat

000 Om®daga Oc@a@eewhta suuret. Niinpa pist€ 6 dn puolisuoralla
OaaeLisaksi koskagd 60 B5 D Bja P 0 B5 D ¥ saadaan oletuksen nojalla,

E;z ; z dQ Nyt kuvaamalla pisted 6jadC 6hdmotetialldQ  piste
B okavautuu pisteekdd ¢a pisteC OpisteeksiC 6

etta
S
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Lause 336. (Yhdenmuotoisten kolmioiden SS&use) Jos kolmioilleABC ja

B s B s By : : Ao oA
kol AB AO0OB
> _— ™ niin  kolmiot C ja A6 B 6ozab

A 0 B Gpétée, ett:fs
yhdenmuotoiset.

Todistus: Harjoitustetdva. Kuten yhdenmuotoisten kolmioiden Sla8seen
tapauksessa, ideana on kuvata kolmdBC yhdenmuotoisuuskuvausten
yhdistettyna kuvauksena kolmiok&ié B 6 C 6

Lause 337. (Yhdenmuotoisten kolmioiden klause) Jos kolmioissABC ja
AOBOEC®O ~ Oaaa| 0 0 0 ~ O0aaeeniin kolmiotABCjaA 6 B oVatd
yhdenmuotoiset.

Todistus: Harjoitustehtava. Myds tassa ideana on kuvata kéBibkolmioksi
A 6 B ghde@nmuotoisuuskuvausten yhdistettynd kuvauksena.

Lause 338. (Yhdenmuotoisten kolmioiden SSlduse): Jos kolmioilleABC ja

A6 B {ided, ettéis ; Z D:%“ 5 6 6~ dabadaia kulmaf BACja” BO A6 Co
ovat samantyyppiset (molemmat joko tylppi&, terdvia tai suoria kulmia), niin
kolmiot ABCja A 6 B @v@téyhdenmuotoisia.

Todistus: Harjoitustehtdva, menee samalla idealla kuin yhtenevien kolmioiden
SSK-lauseen todistus.

Lause 339. Olkoon"@Y°O "Yyhdenmuotoisuuskuvaus, jonka mittakaavakon
ja olkoonY(O,r)ympyra tasossa. Talloinf(Y(O,n)=Y (f(O),kr)

Todistus: Harjoitstehtava.

Lause 340. (Kolmen pisteen sadntd yhdenmuotoisuuskuvaukselle) OkoBt
ja CtasonT pisteita siten, ettd ne eivét ole samalla suoralla. Olkoot liSaKe?
Y ija "@Y° "Y yhdenmuotoisuuskuvauksialos f(A)=g(A), f(B)=g(B) ja
f(C)=g(C), niin f=g.

Todistus: Menee astaavasti kuin kolmen pisteen sdannon todistus yhtenevyys
kuvausten tapauksessa.

Lause 341. Jokainen yhdenmuotoisuuskuvaus voidaan esittdd homotetian ja
yhtenevyyskuvauksen yhdistettyna kuvauksena.

Todistus: Olkoon@ YO "Yyhdenmudoisuuskuvaus, jonka mittakaava loja A,
B ja C tasonT pisteitd, jotka eivat ole samalla suoralla. Nyt kolmd®&C ja
f(A)f(B)f(C) ovat yhdenmuotoiset. Kuten yhdenmuotoisten kolmioiden -SKS
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lauseen todistuksessa, koli8Cvoidaan kuvata kolmiokd${A)f(B)f(C) siirron

"Q ,, kierron Q;, missa “'Q .0 0® , tarvittaessa peilauksen
n ja homotetianQ | yhdistetylla kuvauksella. Yhdistetyt kuvaukset
NV (20Qr2Q Lja’Q §an z2'Qp 2°Q  , ovat Lauseen .31

nojalla yhdenmuotoisuuskuvauksia. Kolmen pisteen sdaanndsta seuraa, etta
kuvauksenf on oltava juuri nain saatu kuvaus. Liséksi siirron, kierron ja
mahdollisen peilauksen yhdety kuvaus on Lauseen .B nojalla
yhtenevyyskuvaus. Siten siis kuvatuen yhtenevyyskuvauksen ja homotetian
yhdistetty kuvaus.
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