
1 

 

Sisällys 

1. Tasogeometrian peruskäsitteitä ja niihin liittyviä tuloksia ...................... 3 

1.1. Alkeiskäsitteitä ................................................................................... 3 

1.2. Alkeiskäsitteisiin liittyviä aksioomia ................................................. 4 

1.3. Jana, etäisyys ja leikkauspiste ............................................................ 5 

1.4. Kolmio ................................................................................................ 5 

1.5. Paschin aksiooma ja siitä johdettavia tuloksia ................................... 6 

1.6. Puolisuora ja puolitaso ..................................................................... 12 

1.7. Kulma ............................................................................................... 15 

1.8. Suorien yhdensuuntaisuus ................................................................ 18 

1.9. Ympyrä ............................................................................................. 18 

2. Kolmioiden yhtenevyys ja yhtenevyyteen perustuvat konstruktiot ....... 21 

2.1. Konstruktiot harpilla ja viivaimella ................................................. 21 

2.2. SKS-lause ja kantakulmalause ......................................................... 23 

2.3. Normaali ........................................................................................... 24 

2.4. Kulman siirto .................................................................................... 26 

2.5. SSS-lause, KSK-lause ja KKS-lause ............................................... 28 

2.6. Samankohtaiset kulmat .................................................................... 31 

2.7. Kolmion kulmien summa ................................................................. 33 

2.8. Suorien yhdensuuntaisuus ................................................................ 33 

2.9. Kolmioepäyhtälö ja siihen perustuvia tuloksia ................................ 34 

2.10. Ympyrän tangentti ........................................................................ 37 

2.11. Thaleen lause ja kehäkulmalause .................................................. 40 



2 

 

2.12. Suunnikas ...................................................................................... 44 

2.13. Pinta-alatarkasteluja ...................................................................... 45 

2.14. Ympyrän kehä ja pinta-ala ............................................................ 47 

2.15. Pythagoraan lause ......................................................................... 49 

2.16. SSK-lause ...................................................................................... 49 

3. Geometriset kuvaukset ................................................................................ 50 

3.1. Yhtenevyyskuvaukset yleisesti ........................................................ 50 

3.2. Peilaus suoran suhteen ..................................................................... 52 

3.3. Peilaus pisteen suhteen ..................................................................... 54 

3.4. Homotetia ......................................................................................... 61 

3.5. Yhdenmuotoisuuskuvaukset ............................................................ 63 

 

  



3 

 

1. TASOGEOMETRIAN PERUSKÄSITTEITÄ JA NIIHIN  

LIITTYVIÄ TULOKSIA  

Tässä luvussa lähdemme liikkeelle geometrian perusteista ottamalla käyttöön 

muutamia alkeiskäsitteitä ja niiden välisiä suhteita määrittäviä aksioomia.  

1.1. Alkeiskäsitteitä 

Matematiikassa pyritään siihen, että kaikki käsitteet muodostavat 

käsitehierarkian, jossa alkeiskäsitteet oletetaan tunnetuiksi ja muut käsitteet 

määritellään niiden avulla. Esimerkiksi ympyrä määritellään seuraavasti:  

Ympyrä on niiden tason pisteiden joukko, jotka ovat yhtä etäällä annetusta 

pisteestä O. 

Tässä määritelmässä käytetään siis käsitteitä taso, piste, joukko ja yhtä etäällä. 

Nämä käsitteet tulee siten esittää käsitehierarkiassa ennen ympyrän käsitettä. 

Geometrian peruskäsitteet ovat alkeiskäsitteitä, joita ei määritellä. Näitä ovat:  

¶ piste  

¶ viiva  

¶ suora 

¶ taso  

Eukleides tosin yritti määritellä mm. pisteen ja suoran käsitteet seuraavasti: 

”Piste on se, jolla ei ole osaa.” 

”Viiva on leveydetön pituus” 

Näissä määritelmissä on kuitenkin se ongelma, että käsitteitä ’osa’ ja ’pituus’ ei 

ole määritelty. 

Geometriset käsitteet voivat siis olla joko alkeiskäsitteitä tai määriteltyjä 

käsitteitä. Käsitteiden edustajia (yksittäistapauksia) voidaan kutsua yläkäsitteellä 

geometrinen objekti. Esimerkiksi yksittäiset pisteet, suorat, tasot, kolmiot ja 

ympyrät ovat kaikki geometrisia objekteja. 
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1.2.  Alkeiskäsitteisiin liittyviä aksioomia 

Aksioomat ovat väittämiä, jotka oletetaan tosiksi. Yleensä ne kertovat 

alkeiskäsitteiden välisistä suhteista. Koska alkeiskäsitteillä ei ole määritelmiä, 

aksioomia on mahdoton todistaa. 

Kaikki aksioomat yhdessä muodostavat aksioomajärjestelmän. 

Aksioomajärjestelmän mahdollisia ominaisuuksia ovat seuraavat: 

¶ Ristiriidattomuus: Aksioomat eivät ole keskenään ristiriidassa eikä 

niistä voida johtaa keskenään ristiriidassa olevia väittämiä. 

¶ Riippumattomuus: Mikään aksiooma ei seuraa muista aksioomista. 

¶ Täydellisyys: Kaikki mahdolliset aksioomajärjestelmää koskevat 

väittämät voidaan osoittaa joko tosiksi tai epätosiksi. 

Yleensä aksioomajärjestelmät ovat ristiriidattomia ja riippumattomia. Sen sijaan 

täydellisyysvaatimus on vaikeampi: Esimerkiksi Gödelin 

epätäydellisyyslauseen mukaan ei ole mahdollista konstruoida reaalilukuja 

sisältävää aksioomajärjestelmää, joka olisi täydellinen.  

Aksiooma 1: Jokaista kahta pistettä A ja B kohti on olemassa täsmälleen yksi 

suora l niin, että A  ɸl ja B  ɸl. Tällöin sanotaan, että l on pisteiden A ja B kautta 

kulkeva suora. Merkitään ὰ ὃὄ. 

Aksiooma 2: Jokaisella suoralla on ainakin kaksi pistettä. Lisäksi tasossa on 

ainakin kolme pistettä, jotka eivät ole samalla suoralla. 

Myös olla välissä on alkeiskäsite. Aksioomat 3-5 määräävät sen ominaisuudet. 

Aksiooma 3: Jos piste B on pisteiden A ja C välissä, niin piste B on myös 

pisteiden C ja A välissä. Lisäksi pisteet A, B ja C ovat suoran ὃὅ eri pisteitä. 

Aksiooma 4: Jos A ja B ovat eri pisteitä, niin suoralla ὃὄ on sellainen piste C, 

että piste B on pisteiden A ja C välissä. 

Aksiooma 5: Kolmesta saman suoran pisteestä enintään yksi on kahden muun 

pisteen välissä. 

Näiden aksioomien perusteella voidaan osoittaa esimerkiksi seuraavat 

väittämät: 

1. Tason kaksi eri suoraa leikkaavat korkeintaan yhdessä pisteessä. 

Antiteesi: Tason kaksi suoraa l ja m leikkaavat ainakin kahdessa pisteessä. 
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Olkoot nämä leikkauspisteet A ja B. Aksiooman 1 nojalla pisteiden A ja 

B kautta kulkee täsmälleen yksi suora. Niinpä l ja m ovat samat suorat, 

mikä on ristiriita oletuksen kanssa. 

2. Jokaisen suoran ulkopuolella on ainakin yksi piste.  

Olkoon l tarkasteltava suora. Aksiooman 2 nojalla on olemassa kolme 

pistettä A, B ja C, jotka eivät ole samalla suoralla. Niinpä ainakin yksi 

pisteistä A, B ja C ei ole suoralla l. 

1.3. Jana, etäisyys ja leikkauspiste 

Määritelmä 1.1. Olkoot A ja B eri pisteitä. Tällöin pisteet A ja B sekä suoralla 

ὃὄ pisteiden A ja B välissä olevat pisteet muodostavat janan ὃὄᴆ. Pisteitä A ja B 

kutsutaan janan ὃὄᴆ päätepisteiksi. Joukon ὃὄᴆ͵ ὃȟὄ pisteitä kutsutaan janan 

ὃὄᴆ sisäpisteiksi. 

Aksiooma 6: Pisteiden A ja B välinen etäisyys, merkitään ȿὃὄᴆȿ, on 

yksikäsitteiden reaaliluku, joka toteuttaa seuraavat ehdot: 

1) ὃὄᴆ π 

2) ὃὄᴆ π jos ja vain jos A ja B ovat sama piste. 

3) ὃὄᴆ ὄὃᴆ 

Määritelmä 1.2. Janan ὃὄᴆ pituus on reaaliluku, joka on yhtä suuri kuin 

pisteiden A ja B välinen etäisyys. 

Aksiooma 7. Jos piste C on janan ὃὄᴆ sisäpiste, niin ὃὄᴆ ὃὅᴆ ὅὄᴆ. 

 

Määritelmä 1.3. Geometriset objektit A ja B leikkaavat pisteessä P, jos ja vain 

jos ὖᶰὃ ja ὖᶰὄȢ 

1.4. Kolmio 

Määritelmä 1.4. Olkoot A, B ja C pisteitä, jotka eivät ole samalla suoralla. 

Janojen ὃὄᴆ, ὄὅᴆ ja ὃὅᴆ yhdistettä kutsutaan kolmioksi ABC, merkitään ȹABC. 
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Janat ὃὄᴆ, ὄὅᴆ ja ὃὅᴆ ovat kolmion ABC sivuja (sivujanoja) ja pisteet A, B ja C 

kyseisen kolmion kärkiä. 

Huom! Näin määriteltynä jana ja siten myös kolmio ovat pistejoukkoja. Sen 

sijaan edellä esitetyistä aksioomista 1-5 ei seuraa, että suora ja taso olisivat 

pistejoukkoja. Aksioomista 1-5 kuitenkin seuraa, että suoralla on aina pisteitä.  

Siihen, voidaanko pisteitä joukko-opillisessa mielessä ajatella suoran tai janan 

alkioiksi tai osajoukoiksi, ei kuitenkaan oteta kantaa.  

Jatkossa joukko-opin perusteet oletetaan tunnetuiksi. 

Kolmioiden luokittelua:  

Määritelmä 1.5. 

Kolmio on tasakylkinen, jos kaksi sen sivuista ovat yhtä pitkät.  

Kolmio on tasasivuinen, jos sen kaikki sivut ovat yhtä pitkät. 

1.5. Paschin aksiooma ja siitä johdettavia tuloksia 

Aksiooma 8: Olkoot A, B ja C pisteitä, jotka eivät ole samalla suoralla eivätkä 

suoralla l. Jos suora l leikkaa janan ὃὄᴆ, se leikkaa ainakin toisen janoista ὄὅᴆ ja 

ὃὅᴆ. 

Aksiooma 8 tunnetaan Paschin aksioomana. Käytännössä se sanoo, että jos 

suora menee kolmion sisään yhden sivujanan läpi, se tulee sieltä ulos jonkun 

toisen sivun läpi. 
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Lause 1.6. Jos A ja B ovat eri pisteitä, on olemassa ainakin yksi piste, joka 

on A:n ja B:n välissä. 

Todistus:  

Ideana on pyrkiä löytämään janalta ὃὄᴆ jonkun suoran leikkauspiste. Tämä 

tehdään Paschin aksioomaa soveltaen. On siis löydettävä sopiva suora ja sopiva 

kolmio, jonka yhtenä sivujanana on jana ὃὄᴆ.  

Aksiooman 2 nojalla on olemassa piste C, joka ei ole suoralla ὃὄ. Edelleen 

Aksiooman 4 nojalla suoralla ὃὅ on piste D siten, että piste C on pisteiden A ja 

D välissä. Näin muodostuu kolmio ABD. Edelleen Aksiooman 4 nojalla suoralla 

ὃὄ on piste E siten, että piste B on pisteiden D ja E välissä.  

Tarkastellaan kolmiota ABD ja suoraa ὅὉ Paschin aksiooman valossa. Selvästi 

tämä suora leikkaa kolmion ABD sivujanan ὃὈᴆ pisteessä C. Se ei kuitenkaan voi 

leikata sivujanaa ὄὈᴆ, koska kahdella eri suoralla on –kuten edellä Aksiooman 1 

nojalla pääteltiin- korkeintaan yksi leikkauspiste ja nyt suorat ὅὉ ja ὈὉ 

leikkaavat pisteessä E, joka ei ole janalla ὄὈᴆ. Niinpä Paschin aksioomasta seuraa, 

että suoran ὅὉ on leikattava jana ὃὄᴆ. Leikkauspiste ei myöskään voi olla A eikä 

B, koska tällöin kaikki mainitut pisteet olisivat samalla suoralla. □ 
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Lause 1.7. Jos eri pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla, niistä täsmälleen yksi 

on kahden muun välissä. 

Todistus: 

Aksiooma 5 takaa, että kolmesta saman suoran pisteestä enintään yksi on 

kahden muun välissä. Nyt osoitetaan, että jos kolme pistettä ovat samalla 

suoralla, niin niistä todella myös joku on kahden muun välissä. 

Olkoot pisteet A, B ja C kaikki samalla suoralla. Oletetaan, että A ja C eivät 

kumpikaan ole muiden kahden välissä. Osoitetaan, että tällöin pisteen B on 

oltava pisteiden A ja C välissä. Tehdään tämä muodostamalla kolmio, jonka 

yhtenä sivujanana on jana ὃὅᴆ. Sovelletaan Paschin aksioomaa tähän kolmioon 

ja sopivasti valittuun pisteen B kautta kulkevaan suoraan. 

 

Aksiooman 2 nojalla on olemassa piste D suoran ὃὅ ulkopuolella. Edelleen 

Aksiooman 4 nojalla suoralla ὄὈ on piste E siten, että piste D on pisteiden B ja 

E välissä. Etsitään ensin piste janalta ὅὉᴆ soveltamalla Paschin aksioomaa 

suoraan ὃὈ ja kolmioon BCE: Suora ὃὈ leikkaa kolmiosta BCE sivujanan ὄὉᴆ 

pisteessä D, mutta se ei leikkaa sivujanaa ὄὅᴆ, koska oletuksen nojalla suorien 

ὃὈ ja ὄὅ leikkauspiste A ei ole pisteiden B ja C välissä. Nyt Paschin 

aksioomasta seuraa, että suora ὃὈ leikkaa kolmion BCE sivujanan ὅὉᴆ. Olkoon 

F tämä leikkauspiste. Nyt F ei voi olla E, koska tällöin D, E ja F olisivat sama 

piste. Se ei voi olla myöskään C, koska tällöin ὃὈ ja ὃὅ olisivat sama suora. 

Niinpä piste F on pisteiden C ja E välissä.  

Jotta voidaan soveltaa Paschin aksioomaa suoraan ὄὈ ja kolmioon ACF, on 

varmistuttava siitä, että piste D todellakin on pisteiden A ja F välissä. Tehdään 
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tämä soveltamalla Paschin aksioomaa suoraan ὅὈ ja kolmioon ABE. Koska 

tiedetään, että piste D on janalla ὄὉᴆ ja suora ὅὈ leikkaa suoran ὃὅ janan ὃὄᴆ 
ulkopuolella pisteessä C, tulee Pashin aksiooman nojalla suoran ὅὈ leikata jana 

ὃὉᴆ. Olkoon piste G tämä leikkauspiste. Koska piste D ei ole suoralla ὃὅ eikä 

suoralla ὅὉ, ei piste G voi olla A eikä E. Niinpä piste G on pisteiden A ja E 

välissä. Edelleen sovellettaessa Paschin aksioomaa suoraan ὅὈ ja kolmioon 

AEF havaitaan, että suoran ὅὈ on leikattava jana ὃὊᴆ sen sisäpisteessä ja siten 

pisteen D on oltava pisteiden A ja F välissä. Lopuksi sovelletaan Paschin 

aksioomaa suoraan ὄὈ ja kolmioon ACF. Nähdään, että piste B on janan ὃὅᴆ 
sisäpiste. □ 

Lause 1.8. Jos suora l leikkaa kolmion ABC sivujanat ὃὄᴆ ja ὄὅᴆ muualla kuin 

kolmion kärkipisteissä, niin se ei leikkaa sivujanaa ὅὃᴆ. 

Todistus:  

Antiteesi: Suora l leikkaa kolmion kaikki kolme sivujanaa pisteissä D, E ja F 

siten, että piste D on A:n ja B:n välissä, piste E B:n ja C:n välissä ja piste F A:n 

ja C:n välissä. 

 

Pisteistä D, E ja F tasan yksi on kahden muun välissä (Lause1.7), olkoon se 

piste D. Piste C ei oletuksen nojalla ole suoralla l, joten pisteet E, F ja C 

muodostavat kolmion EFC. Sovelletaan Paschin aksioomaa tähän kolmioon ja 

suoraan ὃὄ. Nyt suora ὃὄ leikkaa kolmion EFC sivujanan ὉὊ pisteessä D, 

joten sen on leikattava joko sivujana Ὁὅ tai Ὂὅ. Oletetaan, että se leikkaa 

sivujanan Ὁὅ pisteessä G. Nyt siis ὋᶰὉὅ ὅὄȢ Suorat ὃὄ ja ὅὄ leikkaavat 

nyt siis sekä pisteessä B että pisteessä G, joten ne ovat samat. Siten pisteet A, B 

ja C ovat kaikki samalla suoralla, mikä on ristiriidassa oletuksen kanssa. □ 
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Paschin aksiooma siis sanoo, että jos suora leikkaa yhden kolmion sivujanoista, 

se leikkaa myös ainakin toisen kahdesta muusta sivujanasta. Lause 1.8. sen 

sijaan takaa, että suora ei voi leikata kuin korkeintaan kahta kolmion 

sivujanoista. Niinpä saadaan seuraava lause: 

Lause 1.9. Jos suora l ja kolmio ABC leikkaavat siten, että pisteet A, B ja C 

eivät ole suoralla l, niin suora l leikkaa kolmion ABC sivujanoista täsmälleen 

kahta.  

Huom! Seuraavat kaksi sivua (Lause 1.10-Seuraus 1.16) ovat ns. ylikurssiainesta. 

Niiden hallintaa ei edellytetä Euklidisen geometrian kurssilla. 

Lause 1.10. Neljästä samalla suoralla olevasta pisteestä voidaan valita kaksi ulointa pistettä siten, 

että kaksi muuta ovat näiden välissä. Valinta on lisäksi yksikäsitteinen. 

Todistus: Ks. Lehtinen (2013, s. 6). 

Lause 1.11. Olkoon J äärellinen joukko suoran l pisteitä siten että card(J) Ó 2. Tªllºin joukosta J 

voidaan valita kaksi ulointa pistettä siten, että kaikki muut joukon J pisteet ovat näiden kahden välissä. 

Todistus:  

Tapaus card(J)=2 on triviaali, tapaus card(J)=3 seuraa Lauseesta 1.7 ja tapaus card(J)=4 Lauseesta 

1.10. 

Induktio-oletus: Suoran l pisteiden ὴȟὴȟȣ ȟὴ joukosta voidaan valita kaksi pistettä siten, että muut 

ovat niiden välissä. Olkoot pisteet p1 ja pn tällaiset pisteet. 

Tapaus card(J)=n+1: Oletetaan, että ὴȟὴȟȣ ȟὴȟὴ ṒὰȢ  Induktio-oletuksen nojalla joukosta 

ὴȟὴȟȣ ȟὴ  joukosta voidaan valita kaksi pistettä siten, että muut ovat niiden välissä. Olkoot pisteet 

p1 ja pn tällaiset pisteet. Jos piste pn+1 on pisteiden p1 ja pn välissä, pisteet p1 ja pn ovat uloimpia pisteitä, 

joiden välissä muut ovat. Oletetaan, että pn on pisteiden p1 ja pn+1 välissä. (Tapaus p1 on välissä oleva 

piste menee vastaavasti.) Olkoon pk mikä tahansa pisteistä ὴȟȣ ȟὴ . Nyt pistenelikosta p1, pk, pn ja 

pn+1 voidaan Lauseen 1.10 nojalla valita täsmälleen kaksi ulointa pistettä siten, että muut kaksi ovat 

näiden välissä. pk ei voi olla kumpikaan uloimmista pisteistä, koska se on p1:n ja pn:n välissä. Myöskään 

pn ei voi olla kumpikaan uloimmista pisteistä, koska se on pisteiden p1 ja pn+1 välissä. Siispä p1 ja pn+1 

ovat pisteitä, joiden välissä pisteet pk ja pn ovat. Koska pk voi olla mikä tahansa pisteistä ὴȟȣ ȟὴ , 

väite on todistettu. 

Lause 1.12. Jos pisteet C ja D ovat janalla ὃὄᴆ, niin ὅὈᴆṖὃὄᴆ. 

Todistus:  
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Todistetaan seuraavassa tapaus, missä kaikki neljä pistettä A, B, C ja D ovat eri pisteitä. Muut 

tapaukset ovat yksinkertaisempia. 

Oletetaan, että piste ὉᶰὅὈᴆ ja osoitetaan, että tällöin E on pisteiden A ja B välissä. Asia on selvä, jos 

piste E on jompikumpi janan ὅὈ päätepisteistä. Oletetaan, että näin ei ole, ts pisteet A, B, C, D ja E 

ovat kaikki eri pisteitä. Lauseen 1.11. nojalla pisteistª A, B, C, D ja E voidaan valita kaksi òulointaò 

pistettä siten, että kaksi muuta ovat niiden välissä. Koska pisteet C ja D ovat A:n ja B:n välissä, ne eivät 

voi olla uloimpia pisteitä. Myöskään piste E ei voi olla uloin piste, koska se on pisteiden C ja D välissä 

Niinpä uloimmat pisteet ovat A ja B. Siten myös ὉᶰὃὄᴆȢ 

Lause 1.13. Olkoon C janan ὃὄᴆ sisäpiste. Tällöin janoilla ὃὅᴆ ja ὅὄᴆ ei ole yhteisiä sisäpisteitä ja kaikki 

janan ὃὄᴆ sisäpisteet kuuluvat joko janalle ὃὅᴆ tai janalle ὅὄᴆ. 

Todistus: Harjoitustehtävä. Todistuksessa kannattaa lähteä antiteesista ja soveltaa Paschin aksioomaa. 

Lauseet 1.12 ja 1.13 siis tarkoittavat, että janan sisäpiste jakaa janan kahteen osaan siten, että 

ainoastaan päätepiste sisältyy molempiin osiin. 

Lause 1.14. Olkoot pisteet ὃȟὃȟȣȟὃ  janan ὄὅᴆ sisäpisteitä. Tällöin ne jakavat janan ὄὅᴆ n+1:en 

osajanaan, joilla ei ole yhteisiä sisäpisteitä. 

Todistus:  

Induktio: Lauseen 1.13 nojalla väite on totta tapauksessa n=1. Tehdään induktio-oletus, että väite 

pätee, kun n=k. Tapauksessa n=k+1 otetaan ensin tarkasteluun pisteet ὃȟὃȟȣȟὃȢ Induktio-

oletuksen nojalla ne jakavat janan ὄὅᴆ sisäpisteiden suhteen pistevieraisiin osiin, joita on k-1 

kappaletta. Niinpä piste ὃ  on jonkun osajanan sisäpiste. Lauseen 1.13. nojalla piste ὃ  jakaa 

tämän janan kahteen sisäpisteiden suhteen pistevieraaseen osaan. Siten koko jana ὄὅᴆ tulee jaettua 

yhteensä k+2 kappaleeseen sisäpisteiden suhteen pistevieraita osia. 

Järjestysrelaatio 

Lause 1.14 takaa, että janan ja sitä kautta myös suoran pisteiden joukossa voidaan määritellä 

järjestysrelaatio.  

Järjestysrelaation ehdot ovat seuraavat: 

Järjestysrelaatio on jossakin joukossa määritelty relaatio, joka järjestää sen alkiot 

suuruusjärjestykseen. Järjestysrelaatiolle käytetään merkintöjä x < y (x on pienempi kuin y) tai y > x 

(y on suurempi kuin x). Joukossa E määritelty relaatio on järjestysrelaatio, jos se toteuttaa seuraavat 

ehdot: 

1. Mille tahansa alkioille ὼɴ Ὁ ja ώᶰὉ on seuraavista vaihtoehdoista voimassa täsmälleen yksi: 

joko x < y, x = y tai y < x. 
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2. Jos x < y ja y < z, niin x < z, eli järjestysrelaatio on transitiivinen. 

Joukko, jossa on määritelty järjestysrelaatio, on järjestetty joukko. 

Lause 1.15. Jokaisella janalla on äärettömän monta pistettä. 

Todistus: Seuraa Lauseista 1.6. ja 1.14. 

Seuraus 1.16. Jokaisella suoralla on äärettömän monta pistettä. 

1.6. Puolisuora ja puolitaso  

Määritelmä 1.17.  Olkoot pisteet O ja A suoralla l. Puolisuora ὕὃᴆ koostuu niistä 

pisteistä X, jotka ovat joko janalla ὕὃᴆ tai joille pätee, että piste A on janalla ὕὢᴆ. 

Piste O on tällöin puolisuoran ὕὃᴆ päätepiste. 

 

Määritelmä 1.18.   Olkoon piste A suoran l ulkopuolella. Puolitaso T1,A koostuu 

niistä tason pisteistä X, joille pätee, että jana ὃὢᴆ ei leikkaa suoraa l.  
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Määritelmä 1.19. Olkoot pisteet A ja B suoran l ulkopuolella. Pisteet A ja B 

ovat samalla puolella suoraa l, jos jana ὃὄᴆ ei leikkaa suoraa l ja eri puolilla 

suoraa l, jos jana  ὃὄᴆ leikkaa suoran l. 

Lause 1.20. Olkoon piste O suoralla l ja piste P suoran l ulkopuolella. Tällöin 

puolisuoran ὕὖᴆ kaikki pisteet pistettä O lukuun ottamatta ovat samalla puolella 

suoraa l kuin piste P. 

   

Todistus: Jos puolisuoralla ὕὖ olisi piste A, joka olisi eri puolella suoraa l kuin 

piste P, olisi Määritelmän 1.19 nojalla pisteiden A ja P välissä suoran l piste B. 

Puolisuoran määritelmän nojalla on mahdotonta, että B ja O olisivat sama piste. 

Niinpä suorilla l ja ὕὖ olisi tällöin kaksi yhteistä pistettä, pisteet O ja B, joten 

ne olisivat Aksiooman 1 nojalla sama suora ja siten myös piste P olisi suoralla l. 

Tämä on oletuksen nojalla mahdotonta. 

Lause 1.21. Olkoon C janan ὃὄᴆ sisäpiste. Tällöin janoilla ὃὅᴆ ja ὅὄᴆ ei ole yhteisiä 

sisäpisteitä ja jokainen janan  ὃὄᴆ piste kuuluu joko janalle ὃὅᴆ tai janalle ὅὄᴆ. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 1.22. Jokainen suoralla l oleva piste jakaa suoran l kahteen puolisuoraan 

siten, että kyseinen piste kuuluu kummallekin puolisuoralle. 

Todistus: Oletetaan, että piste ὃᶰὰ. Aksiooman 2 nojalla suoralla l on vähintään 

kaksi eri pistettä, joten on olemassa piste ὄᶰὰ. Edelleen Aksiooman 4 nojalla 

suoralla l on olemassa piste C siten, että A on B:n ja C:n välissä. Niinpä 

puolisuorat ὃὄᴆ ja ὃὅᴆ ovat hyvin määriteltyjä. 

Olkoon Ὀᶰὰ. Osoitetaan, että D kuuluu puolisuoralle ὃὄᴆ tai puolisuoralle ὃὅᴆ.   
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Jos D on joku pisteistä A, B tai C, väite on selvä. Oletetaan seuraavassa, että D ei 

ole mikään näistä.  

Lauseen 1.7 nojalla tiedetään, että kolmesta saman suoran pisteestä täsmälleen 

yksi on muiden kahden välissä. Tarkastellaan pisteitä D, C ja A. 

Jos D tai C on välissä oleva piste, puolisuoran määritelmän mukaan Ὀᶰὃὅᴆ. 

Oletetaan, että piste A on pisteiden D ja C välissä ja tarkastellaan kolmikkoa A, B 

ja D. Jos D tai B on näistä kolmesta välissä oleva piste, piste D on puolisuoralla 

ὃὄᴆ. Nyt pitää vielä tarkastella tapausta, missä piste A on sekä pisteiden D ja C 

välissä että pisteiden D ja B välissä. Tällöin piste D ei puolisuoran määritelmän 

nojalla ole puolisuoralla ὃὄᴆ eikä myöskään puolisuoralla ὃὅᴆ. Jos nyt piste D olisi 

pisteiden B ja C välissä, se olisi Lauseen 1.21 nojalla joko janalla ὃὄᴆ tai janalla 

ὃὅᴆ, koska piste A on pisteiden B ja C välissä. Niinpä pistenelikosta A, B, C ja D 

uloimmat pisteet, joiden välissä muut kaksi ovat, ovat D ja joko piste B tai C. 

Oletetaan seuraavassa, että D ja B ovat nämä uloimmat pisteet. Tällöin siis piste 

C on pisteiden B ja D välissä. Nyt kuitenkin piste A on sekä janan ὄὅᴆ että janan 

ὅὈᴆ sisäpiste, mikä on mahdotonta Lauseen 1.21 nojalla. Vastaava ristiriitatilanne 

syntyy myös, jos D ja C ovat uloimmat pisteet. 

 

Lause 1.23. Jokainen suora jakaa tason täsmälleen kahteen puolitasoon. 
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Todistus:  

Olkoon l suora. Aksiooman 2 nojalla on olemassa piste B suoralla l ja piste A 

suoran l ulkopuolella. Lisäksi Aksiooman 4 nojalla suoralla ὃὄ on piste C siten, 

että B on A:n ja C:n välissä. Suoran l ja pisteiden A ja C avulla voidaan määritellä 

kaksi puolitasoa. Nämä puolitasot eivät ole samat, koska pisteitä A ja C yhdistävä 

jana leikkaa suoran l. 

Olkoon nyt Ὀᶱὰ. Osoitetaan, että D kuuluu toiseen ja vain toiseen edellä 

määritellyistä puolitasoista. 

Jos D=A tai D=C, väite on ok. Oletetaan seuraavassa, että D Í A ja D Í C. 

Lauseen 1.9 nojalla tiedetään, että suora, joka ei kulje kolmion päätepisteiden 

kautta leikkaa kolmion sivuista kaksi tai ei yhtään. Sovelletaan tätä tulosta 

kolmioon ACD ja suoraan l. 

Koska tiedetään, että suora l leikkaa sivujanan ὃὅ, suoran l tulee leikata 

jompikumpi sivujanoista Ὀὅ ja ὃὈ. Jos l leikkaa Ὀὅ:n, mutta ei ὃὈ:tä, piste D 

kuuluu samalle puolelle suoraa l kuin piste A. Jos taas l leikkaa ὃὈ:n, mutta ei 

Ὀὅ:tä, piste D kuuluu samalle puolelle suoraa l kuin piste C. 

1.7. Kulma 

Seuraavaan määritelmään kannattaa suhtautua kriittisesti. Mitä ongelmia 

havaitset siinä? 

Määri telmä 1.24. Oletetaan, että pisteet O, A ja B eivät ole samalla suoralla. 

Tällöin puolisuorien ὕὃᴆ ja ὕὄᴆ yhdistettä kutsutaan kulmaksi AOB, merkitään  

ὃὕὄ. Puolisuorat ὕὃᴆ ja ὕὄᴆ ovat kulman AOB kylkiä ja piste O on sen kärki. 

Kulman AOB aukeama koostuu niistä tason pisteistä D, joille pätee, että 1) piste 
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D on samalla puolella suoraa ὕὃ kuin piste B, ja 2) piste D on samalla puolella 

suoraa ὕὄ kuin piste A. 

Aksiooma 9: Kulman ὃὕὄ suuruus on yksikäsitteinen reaaliluku. 

Aksiooma 10. Jos piste C on janan ὃὄᴆ sisäpiste ja piste D ei ole suoralla ὃὄ, niin 

ὃ᷃Ὀὄ ὃ᷃Ὀὅ ὅ᷃Ὀὄ. Lisäksi ᷃ ὃὈὅπ ja ᷃ ὅὈὄπ. 

 

 

Aksiooma 11. Olkoot pisteet A, B ja C samalla suoralla siten, että piste B on 

pisteiden A ja C välissä ja olkoon piste D tämän suoran ulkopuolella. Tällöin 

ὃ᷃ὄὈ ὅ᷃ὄὈ ὃ᷃ὄὅρψπȍȢ 

 

Aksiooman 11 tapauksessa kulmia ᷃ὃὄὈ ÊÁ ᷃ὅὄὈ sanotaan vieruskulmiksi. 
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Kulmien luoki ttelua 

Seuraava määritelmä määrittelee kulman eri tyyppejä. 

Määritelmä 1.25. 

Oikokulma on kulma, jonka kyljet muodostavat suoran. 

Suorakulma on puolet oikokulmasta. 

Yhden asteen suuruinen kulma on 1/180 oikokulmasta eli 1/90 suorastakulmasta. 

Täysikulma on kaksi oikokulmaa. 

Kulma on kovera, jos se on pienempi kuin oikokulma. 

Kulma on kupera, jos se on suurempi kuin oikokulma, mutta pienempi kuin kaksi 

oikokulmaa. 

Kulma on terävä, jos se on pienempi kuin suorakulma. 

Kulma on tylppä, jos se on suurempi kuin suorakulma, mutta pienempi kuin 

oikokulma. 

Lause 1.26. Ristikulmat ovat yhtä suuret. 

Todistus: Harjoitustehtävä. Myös ristikulmien määrittely on harjoitustehtävänä. 

Lause 1.27. Jos piste D on kulman AOB aukeamassa, niin puolisuora OD 

leikkaa janan AB. 

 

Todistus: Harjoitustehtävä.  
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1.8. Suorien yhdensuuntaisuus 

Aksiooma 12: Olkoon A, B, D ja E eri pisteitä siten, että D ja E ovat samalla 

puolella suoraa ὃὄ. Jos kulmien BAD ja ABE summa on alle ρψπȍ, suorat ὃὈ ja 

ὄὉ leikkaavat ja leikkauspiste on samalla puolella suoraa ὃὄ kuin pisteet D ja 

E. 

 

Aksioomaa 12 sanotaan yhdensuuntaisuusaksioomaksi. Sen ehkä tunnetumpi 

muoto toteaa, että suoran l ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkee täsmälleen 

yksi suora, joka ei leikkaa suoraa l. Myöhemmin osoitamme, että tämä väite on 

ekvivalentti Aksiooman 12 kanssa. 

Määritelmä 1.28. Suorat l ja m ovat yhdensuuntaiset, jos ja vain jos ne eivät 

leikkaa toisiaan. 

1.9. Ympyrä 

Määritelmä 1.29. Ympyrä Y, jonka keskipiste on O ja säde r (r > 0), merkitään 

Y(O,r), on niiden tason pisteiden X joukko, joille ὕὢᴆ ὶ. 

Huomaa, että tämä määritelmä ei vielä takaa, että ympyrä Y(O,r) on olemassa: Se 

ei nimittäin selitä, miksi etäisyydellä r pisteestä O on ylipäänsä yhtään pistettä. 

Tämän osoittamiseen tarvitaan Aksioomaa 13.   

Aksiooma 13. Olkoon pituus r > 0 annettu ja olkoon p puolisuora, jonka 

päätepiste on A. Tällöin puolisuoralla p on piste B siten, että ὃὄᴆ ὶȢ 
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Aksioomassa 13 ei oteta kantaa, onko pituus r annettu janan pituutena vai 

reaalilukuna. Tässä vaiheessa ei ole välttämätöntä pohtia, onko jokainen aidosti 

positiivinen reaaliluku jonkun janan pituus. 

Lause 1.30. Olkoon pituus r > 0 annettu ja olkoon p puolisuora, jonka päätepiste 

on A. Tällöin puolisuoralla p on täsmälleen yksi piste B siten, että ὃὄᴆ ὶȢ 

Todistus: 

Aksiooma 13 takaa, että ainakin yksi ehdot täyttävä piste on olemassa. Jos sekä 

piste B että piste C olisivat etäisyydellä r pisteestä A puolisuoralla p, olisi Lauseen 

1.7 nojalla näistä toinen välissä oleva piste pistekolmikossa A, B ja C. Jos 

esimerkiksi piste B olisi pisteiden A ja C välissä, olisi Aksiooman 7 nojalla 

seuraava epäyhtälö tosi: 

ὃὅᴆ ὃὄᴆ ὄὅᴆ ὃὄᴆ. 

Tämä on kuitenkin mahdotonta, koska oletettiin, että ὶ ὃὄᴆ ὃὅᴆ. □ 

Lause 1.31. Olkoon piste A suoralla l ja r > 0. Tällöin ympyrä ὣὃȟὶ leikkaa 

suoran l täsmälleen kahdessa pisteessä ja piste A on näiden pisteiden välissä 

yhtä kaukana molemmista niistä. 

Todistus:  

Lauseen 1.22 perusteella tiedetään, että suoralla l on olemassa täsmälleen kaksi 

puolisuoraa, joiden päätepisteenä on A. Lauseen 1.30 nojalla näillä kummallakin 

puolisuoralla on olemassa täsmälleen yksi piste etäisyydellä r pisteestä A. 

Olkoot nämä pisteet B ja C. Puolisuoran määritelmästä seuraa, että koska pisteet 

B ja C ovat eivät ole samalla pisteestä A lähtevällä puolisuoralla, on pisteen A 

oltava pisteiden B ja C välissä. 

 



20 

 

Aksiooma 14. Olkoot Y1 ja Y2 ovat ympyröitä. Jos on olemassa ympyrän Y1 

pisteet A ja B siten, että A on ympyrän Y2 sisällä ja B ulkopuolella, ympyrät Y1 ja 

Y2 leikkaavat. 

Tämä aksiooma käytännössä takaa sen, että ympyrän kehä on jatkuva. 

Myöhemmin osoitetaan, että ympyröiden leikkauspiste ei Aksiooman 14 

tilanteessa voi olla ympyröiden keskipisteiden kautta kulkevalla suoralla. 

Aksiooma 15. Jos ympyrät Y1(O1,r1) ja Y2(O2,r2) leikkaavat suoran ὕὕ  

ulkopuolella, niillä on olemassa leikkauspiste kummallakin puolella suoraa ὕὕ . 

Aksiooma 16: Oletetaan, että A ja B ovat eri pisteitä suoralla l ja että piste O ei 

ole suoralla l. Jos ympyrä ὣὕȟὶ leikkaa suoran l pisteessä A siten, että 

ὕ᷃ὃὄ ωπȍ, niin ympyrällä Y ja suoralla l on toinenkin leikkauspiste C 

puolisuoralla ὃὄᴆ, 

 

Aksioomia 15 ja 16 tarvitaan harppi-viivain-konstruktioissa.  
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2. KOLMIOIDEN Y HTENEVYYS  JA YHTENEVYYTEEN 

PERUSTUVAT KONSTRUKT IOT  

2.1. Konstruktiot harpill a ja viivaimella 

Konstruktioissa harpilla ja viivaimella noudatetaan seuraavia perusperiaatteita: 

1. Kun kaksi eri pistettä, pisteet A ja B, ovat annetut, niin suora ὃὄ, jana ὃὄᴆ 

ja puolisuora ὃὄᴆ ovat konstruoitavissa viivaimella. 

2. Kun ympyrän keskipiste O ja yksi kehän piste A ovat annetut, niin ympyrä 

ὣὕȟȿὕὃᴆȿ on konstruoitavissa harpilla. 

3. Geometrinen objekti on konstruoitavissa, jos ja vain jos se koostuu 

viivaimella ja harpilla konstruoitavissa olevista geometrisista objekteista 

tai jos se saadaan leikkaamalla viivaimella ja harpilla konstruoitavia 

objekteja.  

Aksiomaattisesti ajateltaessa käsitteet viivain, harppi ja ”olla konstruoitavissa” 

on tulkittava alkeiskäsitteiksi ja yllä listatut periaatteet niihin liittyviksi 

aksioomiksi.    Ensimmäinen perusperiaate perustuu Aksioomaan 1 ja janan ja 

puolisuoran määritelmiin. Toinen perusperiaate puolestaan perustuu ympyrän 

määritelmään (Määritelmä 1.29). Aksiooma 1 takaa kahden pisteen kautta 

kulkevan suoran olemassaolon ja janan ja puolisuoran määritelmät takaavat, että 

ainakin niitä määräävät pisteet sisältyvät niihin. Ympyrän olemassaolo voidaan 

osoittaa ympyrän määritelmän ja Aksiooman 13 nojalla: Aksiooman 13 

perusteella nimittäin voidaan päätellä, että ympyrällä on ainakin joku piste, eli 

että ympyrä ei ole ainakaan tyhjä joukko. Konstruoitavissa olevat suorat, janat, 

puolisuorat ja ympyrät ovat lisäksi yksikäsitteisiä. Niinpä kaikki konstruoitavissa 

olevat geometriset käsitteet ovat olemassa ja ovat yksikäsitteisiä. 

Konstruktioprosessissa tuotetaan viivaimella ja harpilla konstruoitavissa olevia 

geometrisia objekteja (eli siis suoria, janoja, puolisuoria ja ympyröitä) määrätyssä 

järjestyksessä periaatteita 1 ja 2 noudattaen.  Konstruktiotodistukset osoittavat, 

että konstruktioprosessin vaiheet ovat sallittuja perusperiaatteiden nojalla ja että 

ne johtavat haluttuun lopputulokseen.  Konstruktiotodistus toimii samalla myös 

olemassaolotodistuksena konstruoitavalle geometriselle objektille. On kuitenkin 

huomattava, että geometrisen objektin olemassaolon todistaminen ei vielä takaa 

sen konstruoitavuutta: On nimittäin olemassa geometrisia objekteja, joita ei voi 

konstruoida harpilla ja viivaimella. 

Lause 2.1. Harpilla ja viivaimella voidaan konstruoida tasasivuinen kolmio, kun 

sen yksi sivu on annettu. 
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Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 2.2. Olkoon annettuna jana ὃὄᴆ ja piste C. Harpilla ja viivaimella voidaan 

konstruoida sellainen jana, jonka toinen päätepiste on piste C ja jonka pituus on 

ȿὃὄᴆȿ. 

Todistus: 

 

Piirretään harpilla ympyrä ὣὃȟȿὃὄᴆȿ ja viivaimella jana ὃὅᴆ. Konstruoidaan 

tasasivuinen kolmio. jonka yhtenä sivuna on jana ὃὅᴆ. Tämä voidaan tehdä 

Lauseen 2.1 nojalla. Olkoon D tämän kolmion kolmas kärkipiste pisteiden A ja C 

lisäksi. Piirretään viivaimella suorat Ὀὃ ja Ὀὅ. Lauseen 1.31 nojalla suora Ὀὃ 

leikkaa ympyrän ὣὃȟȿὃὄᴆȿ kahdessa pisteessä. Olkoon piste E toinen näistä 

pisteistä siten, että pisteet D ja E ovat eri puolilla pistettä A suoralla Ὀὃ. Piirretään 

ympyrä ὣὈȟȿὈὉᴆȿ. Edelleen Lauseen 1.31 nojalla suora Ὀὅ leikkaa ympyrän 

ὣὈȟȿὈὉᴆȿ kahdessa pisteessä, jotka ovat eri puolella pistettä D. Olkoon F näistä 

kahdesta leikkauspisteestä se, joka on samalla puolella pistettä D kuin piste C.  

Konstruktion nojalla seuraavat yhtäsuuruudet ovat voimassa: 

ὈὉᴆ Ὀὃᴆ ὃὉᴆ 

ὈὊᴆ Ὀὅᴆ ὅὊᴆ 
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ὈὉᴆ ὈὊᴆ 

Koska ȿὈὃᴆȿ ȿὈὅᴆȿ, saadaan, että ȿὃὉᴆȿ ȿὅὊᴆȿ. 

Koska pisteet B ja E ovat ympyrällä ὣὃȟȿὃὄᴆȿ, saadaan, että ὃὄᴆ ȿὃὉᴆȿ

ȿὅὊᴆȿ. □ 

 

Lause 2.2 käytännössä takaa, että voidaan olettaa käytössä olevan harppi, jonka 

kärjet voidaan nostaa paperista ilman, että harpin kärkiväli muuttuu.  

2.2. SKS-lause ja kantakulmalause 

Määritelmä 2.3. Kolmiot ABC ja DEF ovat yhteneviä, jos ὃὄᴆ ὈὉᴆȟὃὅᴆ

ὈὊᴆȟὄὅᴆ ὉὊᴆȟ᷃ὄὃὅ Ὁ᷃ὈὊȟ᷃ὃὄὅ Ὀ᷃ὉὊ ÊÁ ᷃ὃὅὄ Ὀ᷃ὊὉȢ 

Yhtenevyyslauseet osoittavat, että pienempikin määrä ehtoja riittää 

yhtenevyyteen. Itse asiassa useimmiten riittää, että kolme ehtoa, joista vähintään 

yksi koskee sivujen pituuksia, täyttyvät. 

Lause 2.4. (SKS-lause) Jos kolmioille ABC ja DEF pätee, että ȿὃὄᴆȿ ȿὈὉᴆȿ, 

ȿὃὅᴆȿ ȿὈὊᴆȿ ja ᷃ ὄὃὅ Ὁ᷃ὈὊ, kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevät. 

Eukleideen Alkeissa SKS-lauseelle esitetty todistus perustuu toisen kolmion 

siirtoon toisen päälle. Tätä ei voida kuitenkaan pitää hyväksyttävänä 

nykyaikaisesta aksiomaattisesta näkökulmasta katsottuna. Niinpä 

aksiomaattisesti tulkittuna SKS-lause tai vaihtoehtoisesti joku muu 

yhtenevyyslause tuleekin ottaa aksioomana. Nimeämme kuitenkin SKS-lauseen 

lauseeksi. 

Lause 2.5. (Kantakulmalause) Kolmio on tasakylkinen, jos ja vain jos kaksi sen 

kulmaa (kantakulmat) ovat yhtä suuret. 

Todistus: 

”=>”: Oletetaan, että kolmio ABC on tasakylkinen siten, että ὃὄᴆ ὃὅᴆȢ 

Puolisuorilla ὃὄᴆ ja ὃὅᴆ on olemassa pisteet D ja E siten, että piste B on pisteiden 

A ja D välissä, piste C on pisteiden A ja E välissä ja ὃὈᴆ ὃὉᴆȢ Nyt kolmiot 

DAC ja EAB ovat SKS-lauseen nojalla yhteneviä, joten niiden vastinsivut ὄὉᴆ ja 

ὅὈᴆ ovat yhtä pitkät ja vastinkulmat ᷃ADC ja A᷃EB yhtä suuret. Tarkastellaan 

seuraavaksi kolmioita BDC ja CEB. Nämä ovat SKS-lauseen nojalla yhteneviä, 
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joten niiden vastinkulmat ᷃ DBC ja Ὁ᷃ὅὄ ovat yhtä suuret. Nyt ᷃ὃὄὅ
ὃ᷃ὄὈ Ὀ᷃ὄὅ ὃ᷃ὅὉ Ὁ᷃ὅὄ ὃ᷃ὅὄȢ 

 

”<=”: Harjoitustehtävä. 

 

Lause 2.6. Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat yhtä suuret. 

Todistus:  

Olkoon kolmio ȹABC tasasivuinen. Tällöin siis ȿὃὄᴆȿ ȿὄὅᴆȿ ȿὃὅᴆȿ. Koska 

ȿὃὄᴆȿ ȿὄὅᴆȿ, kantakulmalauseen nojalla ὃ᷃ὄὅ ὃ᷃ὅὄ. Edelleen koska 

ȿὄὃᴆȿ ȿὄὅᴆȿ, kantakulmalauseen nojalla myös ὄ᷃ὃὅ ὃ᷃ὅὄ. □ 

2.3. Normaali 

Määritelmä 2.7. Suoran l normaali on suora, joka leikkaa suoran l suorassa 

kulmassa. 

Määritelmä 2.8. Janan ὃὄᴆ keskipiste on sellainen janan ὃὄᴆ piste C, jolle pätee, 

että ὃὅᴆ ὄὅᴆ. 

Määritelmä 2.9. Janan ὃὄᴆ keskinormaali on suoran ὃὄ normaali, joka kulkee 

janan ὃὄᴆ keskipisteen kautta. 
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Lause 2.10. Janalle voidaan konstruoida harpilla ja viivaimella keskinormaali. 

Todistus: 

 
Olkoon ὃὄᴆ jana, jolle keskinormaali halutaan konstruoida.  

Konstruktioprosessin vaiheet: 

1) Konstruoidaan harpilla ympyrät Y1(A,ȿὃὄᴆȿ ja Y2(B,ȿὃὄᴆȿ. 

2) Konstruoidaan viivaimella näiden ympyröiden leikkauspisteiden E ja F kautta 

kulkeva suora. Tämä suora on janan ὃὄᴆ keskinormaali. 

Konstruktioprosessin todistaminen oikeaksi:  

Osoitetaan aluksi, että ympyrät Y1 ja Y2 leikkaavat kahdessa pisteessä suoran ὃὄ  
eri puolilla. Lauseen 1.31 nojalla ympyrä Y2 leikkaa suoran ὃὄ kahdessa pisteessä 

pisteen B eri puolilla. Toinen näistä pisteistä on piste A ja toinen olkoon piste C. 

Nyt piste A on ympyrän Y1 sisäpuolella ja koska piste B on pisteiden A ja C 

välissä, ὃὅᴆ ȿὃὄᴆȿ. Niinpä piste C on ympyrän Y1 ulkopuolella. Siispä 

ympyrällä Y2 on pisteitä sekä ympyrän Y1 sisä- että ulkopuolella, joten Aksiooman 

14 nojalla ympyrät Y1 ja Y2 leikkaavat. Leikkauspiste ei kuitenkaan ole 

kumpikaan pisteistä A ja C, jotka ovat Lauseen 1.31 nojalla ainoat ympyrän Y2 ja 

suoran ὃὄ leikkauspisteet. Niinpä ympyröiden Y1 ja Y2 leikkauspiste on suoran 

ὃὄ ulkopuolella. Aksiooman 15 nojalla leikkauspisteitä on kummallakin puolella 

suoraa ὃὄȢ Siten ovat olemassa ympyröiden Y1 ja Y2 leikkauspisteet D ja E siten, 

että ne ovat eri puolilla suoraa ὃὄ. Koska D ja E ovat eri puolilla suoraa ὃὄ, jana 
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ὈὉᴆ leikkaa suoran ὃὄ. Olkoon F kyseinen leikkauspiste. (Huom! Tässä vaiheessa 

ei vielä tiedetä, onko piste G pisteiden A ja B välissä, mutta tiedetään, että se on 

pisteiden E ja F välissä, koska pisteet E ja F ovat eri puolilla suoraa ὃὄ.)  

Pyritään osoittamaan kolmiot ADF ja BDF yhteneviksi. Kolmio DAB on 

tasakylkinen, joten kantakulmat ᷃Ὀὃὄ ja ᷃ Ὀὄὃ ovat yhtä suuret. Samoin kolmio 

EAB on tasakylkinen, joten ᷃Ὁὃὄ = Ὁ᷃ὄὃ. Nyt koska piste F on pisteiden D ja 

E välissä, Aksiooman 10 nojalla ᷃ ὈὃὉ Ὀ᷃ὃὊ Ὁ᷃ὃὊ Ὀ᷃ὃὄ Ὁ᷃ὃὄ
Ὀ᷃ὄὃ Ὁ᷃ὄὃ Ὀ᷃ὄὊ Ὁ᷃ὄὊ Ὀ᷃ὄὉȢ Nyt SKS-lauseesta seuraa, että 

kolmiot DAE ja DBE ovat yhtenevät. Siten myös kulmat ᷃ὃὈὉ ὃ᷃ὈὊ ja 

ὄ᷃ὈὉ ὄ᷃ὈὊ ovat yhtä suuret. Niinpä SKS-lauseen nojalla kolmiot ADF ja 

BDF ovat yhtenevät. Tästä seuraa, että vastinsivut ὃὊᴆ ja ὄὊᴆ ovat yhtä pitkät, 

joten piste F on janan ὃὄᴆ keskipiste. (Mieti vielä, miksi ehdosta ὃὊᴆ ὄὊᴆ 

seuraa, että piste F on pisteiden A ja B välissä, kun tiedetään, että piste F on 

suoralla ὃὄȢ) Myös vastinkulmat ᷃ὃὊὈ ja ᷃ ὄὊὈ ovat yhtä suuret. Koska näiden 

summa on Aksiooman 11 nojalla 180˚, on kummankin kulmat oltava 

suuruudeltaan 90˚. Siten suora ὈὉ leikkaa janan ὃὄᴆ kohtisuorasti pisteessä F. □ 

Huomaa, että janan keskinormaalia konstruoitaessa ympyröiden Y1 ja Y2 säteeksi 

olisi myös muitakin vaihtoehtoja kuin ȿὃὄᴆȿ. 

Lause 2.11. Olkoon piste A suoralla l. Harpilla ja viivaimella on konstruoitavissa 

suoran l normaali, joka kulkee pisteen A kautta. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

2.4. Kulman siirto  

Lause 2.12. (Terävän kulman siirto) Olkoot piste B pisteestä A lähtevällä 

puolisuoralla ja pisteet E ja F pisteestä D lähtevillä puolisuorilla siten, että kulma 

Ὁ᷃ὈὊ on terävä. Tällöin voidaan konstruoida pisteet C1 ja C2 siten, että ne ovat 

suoran l eri puolilla ja että ᷃ὅὃὄ ὅ᷃ὃὄ Ὁ᷃ὈὊȢ  

Todistus: 

Konstruktioprosessin vaiheet: 

1) Konstruoidaan normaali n1 puolisuoralle ὈὉ pisteeseen E Lauseen 2.11 

menetelmää soveltaen. 

2) Olkoon piste G normaalin n1 ja puolisuoran ὈὊᴆ leikkauspiste. Valitaan 

puolisuoralta ὃὄᴆ piste H siten, että ὃὌᴆ ὈὉᴆ.  
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3) Konstruoidaan normaali n2 suoralle ὃὄ pisteeseen H Lauseen 2.11 

menetelmää soveltaen. 

4) Konstruoidaan harpilla ympyrä ὣὌȟȿὉὋᴆȿ. Tämä ympyrä leikkaa 

normaalin n2 kahdessa pisteessä. Nämä pisteet ovat etsityt pisteet C1 ja C2. 

Konstruktioprosessin todistus: 

Vaihe 2: Leikkauspisteen G  olemassaolon perustelu: Koska ᷃ ὉὈὊωπȍ ja 

normaali n1 leikkaa suoran ὈὉ suorassa kulmassa, Aksiooman 12 nojalla 

normaali n1 leikkaa suoran ὈὊ samalla puolella suoraa ὈὉ kuin missä piste F 

sijaitsee eli siis puolisuoralla ὈὊᴆ.  

Vaihe 4: Pisteiden C1 ja C2 olemassaolon perustelu:  Lauseen 1.31 nojalla ympyrä 

ὣὌȟȿὉὋᴆȿ leikkaa normaalin n2 täsmälleen kahdessa pisteessä siten, että ne ovat 

normaalilla n2 pisteen H eri puolilla. Lisäksi Ὄὅᴆ ȿὌὅᴆȿ ȿὉὋᴆȿȢ  

Kulmien ὅ᷃ὃὄ, ὅ᷃ὃὄ, ja Ὁ᷃ὈὊ yhtäsuuruuden perustelu: SKS-lauseen 

nojalla kolmiot ὃὌὅ ja ὃὌὅ ovat yhteneviä ja yhteneviä myös kolmion DEG 

kanssa. Niinpä vastinkulmat ᷃ὅὃὌ ὅ᷃ὃὄȟ ὅ᷃ὃὌ ὅ᷃ὃὄ ja Ὃ᷃ὈὉ
Ὂ᷃ὈὉ ovat yhtä suuret. □ 
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2.5. SSS-lause, KSK-lause ja KKS-lause 

Lause 2.13. (SSS-lause) Oletetaan, että kolmioille ABC ja DEF pätee, että 

ὃὄᴆ ὈὉᴆȟὃὅᴆ ὈὊᴆ ja ὄὅᴆ ὉὊᴆȢ Tällöin kolmiot ABC ja DEF ovat 

yhtenevät. 

Todistus: 

Lauseen 2.12 nojalla pisteeseen A voidaan konstruoida kulma, joka on yhtä suuri 

kuin kulma ᷃ ὉὈὊ ja jonka toinen kylki on suoralla ὃὄ ja toinen kylki eri puolella 

suoraa ὃὄ kuin piste C. Valitaan jälkimmäiseltä kyljeltä piste G siten, että ὃὋᴆ

ὈὊᴆ. Nyt kolmiot DEF ja ABG ovat SKS-lauseen nojalla yhtenevät. Siten pätee, 

että ὄὋᴆ ὉὊᴆ ὄὅᴆ. Olkoon H suoran ὃὄ ja janan ὅὋᴆ leikkauspiste. 

Kolmio ACG on tasakylkinen, joten ᷃ὃὅὋ ὃ᷃ὅὌ ὃ᷃ὋὌ ὃ᷃Ὃὅ. Samoin 

kolmio BCG on tasakylkinen, joten ᷃ὄὅὋ ὄ᷃ὅὌ ὄ᷃ὋὌ ὄ᷃Ὃὅ. Jos H 

on pisteiden A ja B välissä, Aksiooman 10 nojalla ᷃ ὃὅὄ ὃ᷃ὅὌ ὄ᷃ὅὌ
ὃ᷃ὋὌ ὄ᷃ὋὌ ὃ᷃Ὃὄ. Jos taas piste B on A:n ja H:n välissä, saadaan, että 

ὃ᷃ὅὄ ὃ᷃ὅὌ ὄ᷃ὅὌ ὃ᷃ὋὌ ὄ᷃ὋὌ ὃ᷃Ὃὄ. Jos taas A on B:n ja H:n 

välissä, ὃ᷃ὅὄ ὄ᷃ὅὌ ὃ᷃ὅὌ ὄ᷃ὋὌ ὃ᷃ὋὌ ὃ᷃Ὃὄ. Nyt koska 

ὃ᷃ὅὄ ὃ᷃Ὃὄ, SKS-lauseesta seuraa, että kolmiot ACB ja AGB ovat yhtenevät. 

Koska kolmiot AGB ja DEF ovat yhteneviä, myös kolmiot ACB ja DEF ovat 

yhteneviä. □ 
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Lause 2.14. (KSK-lause) Jos kolmioille ABC ja DEF pätee, että ȿὃὄᴆȿ ȿὈὉᴆȿ, 

ὄ᷃ὃὅ Ὁ᷃ὈὊ ja ᷃ ὃὄὅ Ὀ᷃ὉὊ, kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevät. 

Todistus: 

Osoitetaan ensin, että ȿὃὅᴆȿ ȿὈὊᴆȿ. Tämän jälkeen voidaan yhtenevyyden 

osoittamiseksi soveltaa SKS-lausetta. 

Oletetaan, että ὃὅᴆ ȿὈὊᴆȿ. Tällöin voidaan Aksiooman 13 nojalla puolisuoralta 

ὃὅᴆ valita piste G siten, että ȿὃὋᴆȿ ȿὈὊᴆȿ. Nyt koska ὃὋᴆ ȿὃὅᴆȿ, piste G on 

pisteiden A ja C välissä. Siten Aksiooman 10 nojalla ᷃ ὃὄὅ ὃ᷃ὄὋ Ὃ᷃ὄὅ. 
SKS-lauseen nojalla kolmiot ABG ja DEF ovat yhteneviä, joten vastinkulmat 

ὃ᷃ὄὋ ja Ὀ᷃ὉὊ ovat yhtä suuret. Oletuksen nojalla ᷃ὃὄὅ Ὀ᷃ὉὊ, joten 

ὃ᷃ὄὋ ὃ᷃ὄὅ. Nyt saadaan siis, että ᷃ὃὄὅ ὃ᷃ὄὅ Ὃ᷃ὄὅ, mistä seuraisi, 

että ᷃ ὋὄὅπȢ Tämä ei ole kuitenkaan mahdollista, sillä pisteet G, B ja C eivät 

ole samalla suoralla (ks. Perusmäärittelyjä, kohta 4).  

Tapauksessa ὃὅᴆ ȿὈὊᴆȿ piste G voidaan konstruoida puolisuoralle ὈὊᴆ siten, 

että ȿὈὋᴆȿ ȿὃὅᴆȿ. Ristiriitaan päädytään vastaavasti kuin edellä. Siispä on oltava, 

että ȿὃὅᴆȿ ȿὈὊᴆȿ. □ 

 

Lause 2.15. (KKS-lause) Jos kolmioille ABC ja DEF pätee, että ᷃ὄὃὅ

Ὁ᷃ὈὊȟ᷃ὃὄὅ Ὀ᷃ὉὊ ja ὄὅᴆ ȿὉὊᴆȿ, kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevät. 

Todistus: 

Harjoitustehtävä. 
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Yhtenevyyslauseita tarvitaan muun muassa seuraavien kolmen tuloksen 

perustelemiseen. 

Lause 2.16. Tasakylkisen kolmion kannalle piirretty keskijana (eli kannan 

keskipistettä ja kolmion kärkeä yhdistävä jana) on kannan keskinormaalilla. 

Todistus: 

Olkoon kolmio ABC tasakylkinen siten, että ὅὃᴆ ȿὅὄᴆȿ ja piste D kannan ὃὄᴆ 

keskipiste. Kannalle ὃὄᴆ piirretty keskijana on siis jana Ὀὅᴆ. SSS-lauseen nojalla 

kolmiot ACD ja BCD ovat yhteneviä, joten ᷃ὈὅὃὈὅὄ
ȍ
ωπȍ. Siten 

siis jana Ὀὅᴆ on kannan ὃὄᴆ keskinormaalilla. □ 

 

 

Lause 2.17. Olkoon piste A suoran l ulkopuolella. On olemassa suoran l 

normaali, joka kulkee pisteen A kautta. 

Todistus:  

Olkoon piste B suoralla l. Jos jana ὃὄᴆ leikkaa suoran l kohtisuorasti, on suora ὃὄ 
etsitty normaali. Muussa tapauksessa Aksiooman 16 nojalla suoralla l ja 

ympyrällä ὣὃȟȿὃὄᴆȿ toinenkin leikkauspiste pisteen B lisäksi. Olkoon C tämä 

leikkauspiste. Olkoon D janan ὄὅᴆ keskipiste. Koska ὃὄᴆ ȿὃὅᴆȿ, kolmio ABC 

on tasakylkinen ja siten Lauseen 2.16 nojalla keskijana ὃὈᴆ on suoran ὄὅ eli siis 

suoran l normaalilla. Niinpä suora ὃὈ on etsitty normaali. □ 
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Huomaa, että Lauseen 2.17 todistus on vain olemassaolotodistus suoran 

ulkopuolella olevan pisteen kautta kulkevalle normaalille. Se ei vielä todista 

normaalin konstruoitavuutta, vaikka todistus antaakin vihjettä myös 

konstruktioprosessiin. Konstruktioprosessi esitetään ja todistetaan myöhemmin 

käyttäen hyväksi tietoa kolmion kulmien summasta. 

Lause 2.18. Olkoon piste A suoran l ulkopuolella. On olemassa pisteen A kautta 

kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen suoran l kanssa. 

Todistus: Harjoitustehtävä.  

2.6. Samankohtaiset kulmat 

Lause 2.19. Oletetaan, että suora l leikkaa suoraa s pisteessä A ja suoraa t 

pisteessä B. Oletetaan myös, että pisteet ὅᶰί ja Ὁᶰί ovat eri puolilla suoraa l, 

piste Ὀᶰὸ on samalla puolella suoraa l kuin piste C ja piste Ὂᶰὸ on samalla 

puolella suoraa l kuin piste E. Oletetaan vielä, että piste G on suoralla l siten että 

piste A on pisteiden B ja G välissä. Jos suorat s ja t ovat yhdensuuntaiset, niin 

Ὃ᷃ὃὉ ὃ᷃ὄὊ. 
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Todistus:  

Jos olisi Ὃ᷃ὃὉ ὃ᷃ὄὊ, olisi ὄ᷃ὃὉ ὃ᷃ὄὊρψπȍ᷃'!% !᷃"&
ρψπȍ᷃!"& !᷃"&ρψπȍȟ joten Aksiooman 12 nojalla suorat s ja t 

leikkaisivat suoran l sillä puolella, missä pisteet E ja F ovat. 

Jos taas olisi Ὃ᷃ὃὉ ὃ᷃ὄὊ, olisi ὄ᷃ὃὅ ὃ᷃ὄὈ Ὃ᷃ὃὉρψπȍ
ὃ᷃ὄὊ ὃ᷃ὄὊρψπȍ᷃ὃὄὊρψπȍ, joten Aksiooman 12 nojalla suorat s 

ja t leikkaisivat suoran l sillä puolella, missä pisteet C ja D ovat. 

Koska suorat s ja t eivät leikkaa, ainoa mahdollisuus on, että ᷃ὋὃὉ ὃ᷃ὄὊȢ □ 

Lauseen 2.19 tilanteessa kulmia ᷃ὋὃὉ ÊÁ ᷃ὃὄὊ kutsutaan samankohtaisiksi 

kulmiksi. 
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2.7. Kolmion kulmien summa 

Lause 2.20. Kolmion kulmien summa on 180˚. 

Todistus: 

Olkoon ABC kolmio. Lauseen 2.18 nojalla on olemassa pisteen C kautta kulkeva 

suora s, joka on yhdensuuntainen suoran ὃὄ kanssa. Puolisuoralla ὃὅᴆ on 

olemassa piste D siten, että piste C on pisteiden A ja D välissä ja puolisuoralla 

ὄὅᴆ puolestaan on piste E siten, että piste C on pisteiden B ja E välissä. Merkitään 

‌ ὅ᷃ὃὄȟ‍ ὅ᷃ὄὃ ja ‎ ὃ᷃ὅὄ. Olkoon piste F suoralla s samalla puolella 

suoraa ὄὅ kuin piste A ja piste G suoralla s samalla puolella suoraa ὃὅ kuin piste 

B. Tällöin kulmat ᷃ ὅὃὄ ÊÁ ᷃ὈὅὋ ovat samankohtaisina kulmina yhtä suuret, 

samoin myös kulmat ᷃ὅὄὃ ÊÁ ᷃ὉὅὊ. Ristikulmat ᷃ ὃὅὄ ÊÁ ᷃ὈὅὉ ovat myös 

yhtä suuret. Nyt kolmion ABC kulmien summaksi saadaan ‌ ‍ ‎ ρψπȍ. 

 

Lause 2.21. Kolmiossa on aina vähintään kaksi terävää kulmaa. 

Todistus: 

Jos kolmiossa olisi kulmat ‌ ωπȍ, ‍ ωπȍ ja ‎ π, olisi ‌ ‍ ‎ ρψπȍ, 

mikä olisi ristiriidassa Lauseen 2.20 kanssa. 

2.8. Suorien yhdensuuntaisuus 

Seuraavassa lauseessa palataan Lauseen 2.19 tilanteeseen.   

Lause 2.22. Oletetaan, että suora l leikkaa suoraa s pisteessä A ja suoraa t 

pisteessä B. Oletetaan myös, että pisteet ὅᶰί ja Ὁᶰί ovat eri puolilla suoraa l, 
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piste Ὀᶰὸ on samalla puolella suoraa l kuin piste C ja piste Ὂᶰὸ on samalla 

puolella suoraa l kuin piste E. Oletetaan vielä, että piste G on suoralla l siten että 

piste A on pisteiden B ja G välissä. Jos kulmat ᷃ὋὃὉ ÊÁ ᷃ὃὄὊ ovat yhtä suuret, 

niin suorat s ja t ovat yhdensuuntaiset. 

Todistus: 

Harjoitustehtävä. 

2.9. Kolmioepäyhtälö ja siihen perustuvia tuloksia 

Lause 2.23. Olkoot pisteet A, B ja C siten, että ne eivät ole samalla suoralla. 

Tällöin ὃὅᴆ ȿὄὅᴆȿ jos ja vain jos ᷃ὃὄὅ ὄ᷃ὃὅ. 

Todistus:  

1) ”=>”: Oletetaan, että  ὃὅᴆ ȿὄὅᴆȿ. Valitaan sivulta ὄὅᴆ piste D siten, että 

Ὀὅᴆ ȿὃὅᴆȿ. Tällöin kolmio ACD on tasakylkinen ja sen kantakulmat ὅ᷃ὃὈ ja 

ὅ᷃Ὀὃ ovat kantakulmalauseen nojalla yhtä suuret. Merkitään ‌ ὅ᷃ὃὄȟ‍
ὅ᷃ὄὃ ja ‎ ὅ᷃ὃὈ ὅ᷃Ὀὃ. Koska kolmioiden CAB ja CAD kulmien summat 

ovat samat ja kulma ᷃ὃὅὄ ὃ᷃ὅὈ on yhteinen, on oltava ς‎ ‌ ‍. Niinpä 

‎ . Nyt saadaan 

‌ ‎ π 

‌
‌ ‍

ς
π 

‌ ‍

ς
π 

‌ ‍. 
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2) ”<=”: Käytetään kulmille edellä määriteltyjä merkintöjä ja oletetaan, että ‌

‍. Jos nyt olisi ὃὅᴆ ȿὄὅᴆȿ, seuraisi kantakulmalauseesta, että ‌ ‍. Jos taas 

olisi ὃὅᴆ ȿὄὅᴆȿ, seuraisi edellä todistetusta, että ‍ ‌. Niinpä jos ‌ ‍, on 

oltava ὃὅᴆ ȿὄὅᴆȿ. 

Lause 2.24. (Kolmioepäyhtälö). Olkoot pisteet A, B ja C siten, että ne eivät ole 

samalla suoralla. Tällöin kolmion ABC sivujen pituuksille pätee, että ὃὅᴆ

ὃὄᴆ ὄὅᴆ. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 2.25. Olkoot ὕ ja ὕ  eri pisteitä ja ὶ ja ὶ aidosti positiivisia reaalilukija. 

Jos ympyrällä Y1(O1,r1) on pisteitä sekä ympyrän Y2(O2,r2) sisällä että 

ulkopuolella, niin ympyrät Y1 ja Y2 leikkaavat siten, että leikkauspiste ei ole 

suoralla ὕὕ. 

Todistus: Leikkauspisteen olemassaolo seuraa Aksioomasta 14. Oletetaan, että 

ympyrät Y1 ja Y2 leikkaavat pisteessä P.  

Tehdään antiteesi: Piste P on suoralla ὕὕ . Tarkastellaan seuraavassa erikseen 

tapaukset, missä kukin näistä pisteistä on vuorollaan muiden kahden välissä. 

1) Oletetaan, että piste P on pisteiden O1 ja O2 välissä. Tällöin Aksiooman 9 

nojalla ὕὕᴆ ὕὖᴆ ὖὕᴆ ὶ ὶ. Olkoon nyt A ympyrän Y1 piste, joka 

on ympyrän Y2 sisällä. Lauseen 1.31 nojalla suoralla ὕὕ  on kaksi pistettä, jotka 

ovat etäisyydellä r1 pisteestä O1. Näistä toinen on P, joka ei ole ympyrän Y2 

sisällä. Toinen näistä pisteistä, Pô, on toisella puolella pistettä O1, joten se on 

etäisyydellä ὶ ςὶ pisteestä O2. Siten sekään ei ole ympyrän Y2 sisällä. Siispä 
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piste A ei voi olla suoralla ὕὕ , joten pisteet O1, O2 ja A muodostavat kolmion. 

Nyt ὕὃᴆ ὶ ja ὕὃᴆ ὶ, joten ὕὃᴆ ὃὕᴆ ὶ ὶ ὕὕᴆ, mikä on 

kuitenkin ristiriidassa kolmioepäyhtälön kanssa.  

 

2) Oletetaan, että piste O1 on pisteiden P ja O2 välissä. Tällöin siis ὶ ὕὖᴆ

ὕὕᴆ ὕὖᴆ ὕὕᴆ ὶ, joten ὶ ὶ ja ὕὕᴆ ὶ ὶ. Olkoon B 

ympyrän Y1 piste, joka on ympyrän Y2 ulkopuolella. Olkoon Pô piste, jossa 

ympyrä Y1 leikkaa suoran ὕὕ  pisteen P lisäksi. Nyt siis piste Pô on puolisuoralla 

ὕὕᴆ, koska se on eri puolella pistettä O1 kuin piste P. Jos piste Pô on pisteiden 

O1 ja O2 välissä, on ὕὖᴆ ὕὕᴆ ὕὖᴆ ὶ, joten piste Pô ei ole ympyrän 

Y2 ulkopuolella. Jos taas piste O2 on pisteiden O1 ja Pô välissä, saadaan ὕὖᴆ

ὕὖᴂᴆ ὶ ὶ. Niinpä tässäkään tapauksessa Pô ei ole ympyrän Y2 

ulkopuolella. Niinpä piste B ei voi olla kumpikaan pisteistä P tai Pô, joten voidaan 

olettaa, että piste B ei ole suoralla ὕὕ . Tarkastellaan syntyvää kolmiota O1O2B. 

Kolmioepäyhtälön nojalla ὕὄᴆ ὕὕᴆ ὕὄᴆ ὶ ὶ ὶ ὶ. 

Kuitenkin koska piste B on ympyrän Y2 ulkopuolella, pitää olla, että ὕὄᴆ ὶ. 

Niinpä tilanne johtaa ristiriitaan. 
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3) Oletetaan, että piste O2 on pisteiden O1 ja P välissä. Tämä on harjoitustehtävä. 

Lause 2.26. Jos piste A on suoran l ulkopuolella, niin lyhin etäisyys pisteestä A 

suoralle l on kohtisuora etäisyys. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 2.27. Suoralla ja ympyrällä voi olla korkeintaan kaksi leikkauspistettä. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

2.10. Ympyrän tangentti 

Määritelmä 2.28. Olkoon Y ympyrä, jonka keskipiste on O ja joka kulkee pisteen 

ὖ ὕ kautta. Ympyrän Y pisteeseen P piirretty tangentti on suora, joka leikkaa 

suoran ὕὖ pisteessä P kohtisuorasti. 
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Lause 2.29. Suora on ympyrän tangentti jos ja vain jos se leikkaa ympyrän 

täsmälleen yhdessä pisteessä. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 2.30. Jos kaksi ympyrää leikkaavat niiden keskipisteiden kautta kulkevalla 

suoralla, niillä on vain yksi leikkauspiste. 

Todistus: 

Olkoot ympyrät ὣὕȟὶ  ja ὣ ὕȟὶ  ja olkoon P näiden ympyröiden 

leikkauspiste suoralla ὕὕ . Lauseen 1.31 nojalla tiedetään, että ympyrät Y1 ja Y2 

leikkaavat kumpikin suoran ὕὕ  kahdessa pisteessä, joista siis piste P on toinen. 

Toinen piste, missä ympyrä Y1 leikkaa suoran ὕὕ , on toisella puolella pistettä 

ὕ kuin piste P siten, että sen etäisyys pisteestä ὕ on ὶ. Oletetaan nyt, että on 

olemassa tällainen piste Pô. Jos ympyrä Y2 kulkisi sekä pisteen P että pisteen Pô 

kautta, olisi sen keskipisteen O2 oltava Lauseen 1.31 nojalla janan ὕὕᴆ 
keskipisteessä eli pisteet O1 ja O2 olisivat samoja. Tällöin olisi myös ὶ ὶ. 

Siten ympyrät Y1 ja Y2 olisivat samoja. On siis mahdotonta, että kaksi eri ympyrää 

leikkaisivat keskipisteitä yhdistävällä suoralla kahdessa eri pisteessä. 

Tutkitaan sitten tapausta, missä ympyröiden Y1 ja Y2 toinen leikkauspiste P on 

suoralla ὕὕ ja toinen leikkauspiste Pô on tämän suoran ulkopuolella. Jos piste 

P on pisteiden O1 ja O2 välissä, niin ὕὕᴆ ὕὖᴆ ὖὕᴆ ὶ ὶ. 

Sovelletaan kolmioepäyhtälöä kolmioon O1O2Pô: 
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ὕὕᴆ ὕὖᴂᴆ ὖᴂὕᴆ 

ὶ ὶ ὶ ὶ 

Tämä on ristiriita. 

 

Jos taas piste O1 on pisteiden P ja O2 välissä, niin ὕὕᴆ ὕὖᴆ ὕὖᴆ

ὶ ὶ. Nyt soveltamalla kolmioepäyhtälöä kolmioon O1O2Pô saadaan 

ὕὖᴂᴆ ὕὕᴆ ὕὖᴂᴆ 

ὶ ὶ ὶ ὶ 

ὶ ὶ 

Tämäkin johtaa siis ristiriitaan. 
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Myös tapauksessa, missä piste O2 on pisteiden P ja O1 välissä, päädytään 

ristiriitaan vastaavasti.  

Lause 2.31. Kahdella eri ympyrällä voi olla korkeintaan kaksi leikkauspistettä. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

2.11. Thaleen lause ja kehäkulmalause 

Lause 2.32. Thaleen lause: Jos piste O on janan ὃὄᴆ keskipiste ja piste P (ὖ

ὃȟὖ ὄ) on ympyrällä ὣὕȟȿὕὃᴆȿ, niin ᷃ ὃὖὄωπȍ. 

Todistus: 
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Tarkastellaan kolmioiden AOP, BOP ja ABP kulmia. Koska piste P on ympyrällä 

ὣὕȟȿὕὃᴆȿ, ovat kolmiot AOP ja BOP tasakylkisiä, joten niiden kantakulmat 

ovat yhtä suuret. Merkitään ‌ ὕ᷃ὃὖ ὕ᷃ὖὃ ja ‍ ὕ᷃ὄὖ ὕ᷃ὖὄ. Koska 

kolmion ABP kulmien summa on 180˚, saadaan 

‌ ‌ ὦ ‍ ρψπȍ 

ς‌ ‍ ρψπȍ 

‌ ‍ ωπȍ □ 

Lause 2.33. Kehäkulmalause: Olkoot C, D ja E ympyrän Y(A,r) pisteitä siten, että 

piste E ei ole kulman ᷃ὅὃὈ aukeamassa. Tällöin kulma ᷃ὅὉὈ on puolet 

kulmasta ᷃ὅὃὈ. 

 

Todistus:  

Tapaus A: Oletetaan, että keskuskulma C᷃AD Ò 180Á eli että kaari on korkeintaan 

puoliympyrän mittainen. Tällöin käsittely jakautuu kolmeen alitapaukseen sen 

mukaan, missä piste E sijaitsee suhteessa ympyrän keskipisteeseen A. 
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Jatketaan janat ὅὃᴆ ja Ὀὃᴆ ympyrän halkaisijoiksi. Olkoon piste G janasta Ὀὃᴆ 

jatketun halkaisijan toinen päätepiste ja piste H janasta ὅὃᴆ  jatketun halkaisijan 

toinen päätepiste. Nyt pitkä kaari DC jakautuu kolmeen osaan, nimittäin kaariksi 

DH, HG ja GC. 

Tapaus A1: Oletetaan, että piste E on kaarella HG. 

 

Nyt janat ὅὃᴆ, Ὀὃᴆ ja Ὁὃᴆ ovat ympyrän säteitä, joten ne ovat yhtä pitkiä. Niinpä 

kolmiot ACE ja ADE ovat tasakylkisiä, ja siten niiden kantakulmat ovat yhtä 

suuret. Merkitään ‌ ὃ᷃ὅὉ ὃ᷃Ὁὅ ja ‍ ὃ᷃ὉὈ ὃ᷃ὈὉȢ Nyt kehäkulma 

ὅ᷃ὉὈ‌ ‍Ȣ Koska kolmion kulmien summa on 180°, saadaan ὅ᷃ὃὉ
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ρψπЈς‌ ja Ὀ᷃ὃὉ ρψπЈς‍. Niinpä keskuskulma ᷃ ὅὃὈσφπЈ
ρψπЈς‌ ρψπЈς‍ ς‌ ς‍ ς‌ ‍Ȣ 

Tapaus A2: Oletetaan että piste E on kaarella HD. 

 

Tämän todistus on harjoitustehtävänä. 

Tapaus A3: Oletetaan, että piste E on kaarella GC. 

Tämän todistus on harjoitustehtävänä. 

Huom! Periaatteessa tapaukset A1 ja A2 kattavat kumpikin myös sen 

vaihtoehdon, että piste E on pisteessä H. Vastaavasti tapaukset A2 ja A3 kattavat 

kumpikin tapauksen, jossa piste E on pisteessä G. Näissä tilanteissa joko ‌ π 
tai ‍ πȢ Nämä tapaukset voisi toki käsitellä erikseenkin. 

Tapaus B: Oletetaan, että keskuskulma ᷃ὅὃὈ > 180°, ts. kaari on yli 

puoliympyrän mittainen. 
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Tämänkin todistus on harjoitustehtävänä. 

2.12. Suunnikas 

Määritelmä 2.34. Suunnikas on nelikulmio, jossa vastakkaiset sivut ovat 

yhdensuuntaiset. 

 

Lause 2.35. Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhtä pitkät ja vastakkaiset 

kulmat yhtä suuret. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 2.36. Suunnikkaan lävistäjät puolittavat toisensa. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 
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2.13. Pinta-alatarkasteluja 

Seuraavissa pinta-alatarkasteluissa lähdetään liikkeelle kolmion pinta-alasta. 

Suorakulmaisen kolmion pinta-ala otetaan aksioomana. Sen pohjalta johdetaan 

tulokset suorakulmion ja suunnikkaan pinta-aloille. Tarkasteluissa oletetaan 

tunnetuksi, että mikäli tasokuvio voidaan jakaa kolmioiksi, sen pinta-ala on 

näiden kolmioiden pinta-alojen summa. 

Aksiooma 17. Suorakulmaisen kolmion rajaama pinta-ala on sen suoran kulman 

kyljillä olevien sivujanojen (eli kateettien) pituuksien tulo jaettuna kahdella. 

Seuraavaksi määritellään korkeusjanan käsite. Sitä tarvitaan kolmion pinta-alaa 

koskevassa yleisessä tuloksessa. 

Määritelmä 2.37. Olkoon ABC kolmio, suora n suoran ὄὅ pisteen A kautta 

kulkeva normaali ja piste D suorien n ja ὄὅ leikkauspiste. Tällöin jana ὃὈᴆ on 

kolmion ABC sivun ὄὅᴆ kanssa kohtisuorassa oleva korkeusjana. 

 

Lause 2.38. Kolmion ABC rajaama pinta-ala on puolet janan ὃὄᴆ pituuden ja 

sivun ὃὄᴆ kanssa kohtisuorassa olevan korkeusjanan pituuden tulosta. 

Todistus: 

Olkoon ABC mielivaltainen kolmio. Piirretään suoralle ὃὄ pisteen C kautta 

kulkeva normaali. Olkoon D tämän normaalin ja suoran ὃὄ leikkauspiste. 

Merkitään Ὤ ȿὅὈᴆȿ. Jos Ὀ ὃ tai Ὀ ὄ, kolmio ABC on suorakulmainen ja 
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Aksiooman 17 nojalla kolmion ABC rajaaman tasokuvion pinta-ala on 
ȿᴆȿϽ

. 

Muutoin pisteistä A, B ja D mikä tahansa voi olla muiden kahden välissä ja 

kolmiot ADC ja BDC ovat suorakulmaisia. Seuraavassa merkinnällä ὃὃὄὅ 
tarkoitetaan kolmion ABC rajaaman tasokuvion pinta-alaa ja vastaavasti 

merkinnöillä ὃὃὈὅ ja ὃὄὈὅ kolmioiden ADC ja BDC rajaamien 

tasokuvioiden pinta-aloja. Jos piste D on pisteiden A ja B välissä, niin ὃὃὄὅ

ὃὃὈὅ ὃὄὈὅ  
ȿ ᴆȿϽ ȿ ᴆȿϽ ᴆ ᴆϽ ȿᴆȿϽ

.  

 

Jos taas piste B on pisteiden A ja D välissä, kolmion ADC rajaama tasokuvio on 

kolmioiden ABC ja BDC rajaamien tasokuvioiden yhdiste, joten ὃὃὈὅ

ὃὃὄὅ ὃὄὈὅ. Siten ὃὃὄὅ ὃὃὈὅ ὃὄὈὅ  
ȿ ᴆȿϽ ȿ ᴆȿϽ

ᴆ ᴆϽ ȿᴆȿϽ
. Myös tapaus, jossa piste A on pisteiden D ja B välissä, 

menee vastaavasti. □ 
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Lause 2.39. Yhtenevien kolmioiden pinta-alat ovat yhtä suuret. 

Todistus: 

Harjoitustehtävä. 

Lause 2.40. Suunnikkaan rajaama pinta-ala on suunnikkaan yhden sivujanan ja 

kyseisen sivujanan kanssa kohtisuorassa olevan korkeusjanan pituuksien tulo. 

Todistus: Harjoitustehtävä. Harjoitustehtävänä on myös esittää määritelmä 

suunnikkaan korkeusjanalle. 

2.14. Ympyrän kehä ja pinta-ala 

Kolmioepäyhtälön nojalla nähdään helposti, että jos pisteet A ja B ovat ympyrän 

ὣὕȟὶ (r > 0) kehällä, niin ὃὄᴆ ςὶȢ Keskipisteen O sisältävää janaa, jonka 

pituus on 2r, kutsutaan ympyrän Y halkaisijaksi. 

 

 

Myöhemmin seuraavassa luvussa osoitetaan, että kaikki ympyrät ovat 

yhdenmuotoisia. Niinpä ympyrän kehän pituuden (merk. p) ja halkaisijan suhde 

on vakio. Tätä vakiota kutsutaan luvuksi pii ja merkitään ́. Siispä “ . 
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Lause 2.41. Ympyrän ὣὕȟὶ (r > 0) pinta-ala on luvun ́  ja säteen r neliön tulo. 

Siis ὃὣὕȟὶ “ὶ. 

Todistuksen idea:  

Jaetaan ympyrän kehä ensin kuuteen yhtä suureen osaan (vrt. säännöllisen 

kuusikulmion konstruointi). Tämän jälkeen puolitetaan kukin kahta ympyrän 

kehällä olevaa vierekkäistä pistettä yhdistävä kaari. (Mieti, miten tämä tehdään.) 

Näin saadaan 6·2 eli 12 tasavälistä pistettä ympyrän kehälle. Näin jatkettaessa 

vaiheessa n kehällä on φϽςpistettä tasaisin välein. Jokaisessa vaiheessa 

jokainen näistä pisteestä yhdistetään ympyrän keskipisteeseen O. Näin saadaan 

φϽς kappaletta yhteneviä tasakylkisiä kolmioita.  

 

Olkoon k(n) vaiheessa n muodostuvan tasakylkisen kolmion kannan pituus ja h(n) 

kyseiselle kannalle piirretyn korkeusjanan pituus. Nyt vaiheessa n muodostuvan 

monikulmion pinta-ala A(n) saadaan seuraavasti: 

ὃὲ φςϽ
ὯὲϽὬὲ

ς
 

Nyt ÌÉÍ
ᴼ
φϽςϽὯὲ ς“ὶ ja ÌÉÍ

ᴼ
Ὤὲ ὶ.  

Niinpä ÌÉÍ
ᴼ
ὃὲ “ὶȢ □ 

Edellä esitettyjen rajankäyntien täsmällinen perustelu vaatisi infinitesimaalista 

tarkastelua. Lisäksi perustelua vaatisi myös se, että miksi vaiheessa n 
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muodostuvan monikulmion pinta-ala A(n) todella lähesty ympyrän pinta-alaa n:n 

kasvaessa. Nämä tarkastelut sivuutetaan tällä kurssilla. 

2.15. Pythagoraan lause 

Lause 2.42. (Pythagoraan lause) Olkoon ABC kolmio siten, että ᷃ὄὃὅωπЈ. 

Tällöin ȿὃὄᴆȿ ȿὃὅᴆȿ ȿὄὅᴆȿ. 

Todistus: Harjoitustehtävä. Todista väite oheista kuvaa hyödyntäen. 

 

2.16. SSK-lause 

Kolmioiden yhtenevyyslauseista olemme tähän mennessä käsitelleet SKS-,  

SSS-, KSK-, ja KKS-lauseita. Yksi yhtenevyyslause, SSK-lause, on vielä 

osoittamatta. Sen todistetaan vasta nyt siitä syystä, että sen todistuksessa tarvitaan 

Pythagoraan lausetta. Pythagoraan lauseen todistaminen puolestaan edellytti 

pinta-alatarkasteluja. 

Lause 2.43. Oletetaan, että kolmioille ABC ja DEF pätee, että ᷃ ὄὃὅ

Ὁ᷃ὈὊȟὃὄᴆ ὈὉᴆ ja ὄὅᴆ ȿὉὊᴆȿ. Lisäksi oletetaan, että kulmat ᷃ ὃὅὄ ja 

Ὀ᷃ὊὉ ovat molemmat joko teräviä, tylppiä tai suoria. Tällöin kolmiot ABC ja 

DEF ovat yhtenevät. 

Todistus: 

Harjoitustehtävä.  
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3. GEOMETRISET KUVAUK SET 

Geometriset kuvaukset ovat funktioita tasolta tasolle. Tällä kurssilla 

käsittelemme geometrisista kuvauksista siirtoja, kiertoja ja peilauksia, jotka ovat 

yhtenevyyskuvauksia. Lisäksi käsittelemme skaalausta eli homotetiaa, joka on 

yhdenmuotoisuuskuvaus. 

3.1. Yhtenevyyskuvaukset yleisesti 

Määritelmä 3.1. Olkoon T taso. Kuvaus (eli funktiota) ὪȡὝᴼὝ on 

yhtenevyyskuvaus eli isometria, jos kaikille tason T pisteille A ja B pätee, että 

ὃὄᴆ ȿὪὃὪὄᴆȿ. Kuviot ovat yhtenevät, jos ja vain jos ne voidaan kuvata 

toisikseen yhtenevyyskuvauksella. 

Lause 3.2. Yhtenevyyskuvausten yhdistetty kuvaus on yhtenevyyskuvaus. 

Todistus:  

Olkoot f ja g yhtenevyyskuvauksia tasolta T itselleen ja olkoot A ja B tason T 

pisteitä. Tutkitaan yhdistettyä kuvausta Ὣ Ὢ. Koska f ja g ovat 

yhtenevyyskuvauksia, saadaan Ὣ Ὢ ὃ Ὣ Ὢ ὄᴆ ὫὪὃ ὫὪὄᴆ

ὪὃὪὄᴆ ȿὃὄᴆȿ. Niinpä Ὣ Ὢ on yhtenevyyskuvaus. 

 

Osoitetaan seuraavaksi, että yhtenevyyskuvaus kuvaa janat janoiksi ja suorat 

suoriksi. 

Lause 3.3. Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhtenevyyskuvaus ja A ja B tason T pisteitä. Tällöin 

Ὢὃὄᴆ ὪὃὪὄᴆ. 

Todistus:  

1) Osoitetaan ensin, että janan ὃὄᴆ pisteet kuvautuvat janalle ὪὃὪὄᴆ. Olkoon 

C janan ὃὄᴆ sisäpiste. Koska f säilyttää etäisyydet, on pisteen f(C) oltava 

ympyröiden ὣ (f(A),|ὃὅᴆȿ) ja ὣ (f(B),|ὄὅᴆȿ) leikkauspisteessä. Koska 

ὪὃὪὄᴆ ὃὄᴆ ὃὅᴆ ὅὄᴆ ὪὃὪὅᴆ ὪὅὪὄᴆ, 

kolmioepäyhtälö pisteiden f(A), f(B) ja f(C) välillä ei voi toteutua. Niinpä pisteen 

f(C) on oltava suoralla ὪὃὪὄ . Jos f(C) olisi suoralla ὪὃὪὄ , mutta ei 

janalla ὪὃὪὄᴆ, olisi joko ὪὃὪὅᴆ ὪὃὪὄᴆ tai ὪὄὪὅᴆ



51 

 

ὪὃὪὄᴆ, jolloin siis olisi joko ὃὅᴆ ὃὄᴆ tai ὄὅᴆ ὃὄᴆ. Tämä on 

kuitenkin mahdotonta, koska piste C on A:n ja B:n välissä. Niinpä pisteen Ὢὅ 

on oltava janalla ὪὃὪὄᴆ.  

2) Olkoon sitten Cô piste janalla ὪὃὪὄᴆ. Osoitetaan, että on olemassa piste 

Ὢ ὅ  janalla ὃὄᴆ, joka kuvautuu pisteeseen C kuvauksessa f. Vastaavasti kuin 

edellä nähdään, että pisteen Ὢ ὅ on oltava ympyröiden ὣ(A,|ὪὃὪὅᴆȿ ja 

ὣ(B,|ὪὄὪὅᴆȿ) leikkauspisteessä ja että ainoa mahdollinen piste on janalla 

ὃὄᴆ. Tämä piste myös kuvautuu pisteeksi C. 

Seuraus 3.4. Yhtenevyyskuvaus kuvaa kolmiot kolmioiksi.  

Lause 3.5. Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhtenevyyskuvaus ja A, B ja C tason T pisteitä, jotka 

eivät ole kaikki samalla suoralla. Tällöin kolmiot ABC ja f(A)f(B)f(C) ovat 

yhteneviä. 

Todistus: Väite seuraa SSS-lauseesta. 

Seuraus 3.6. Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhtenevyyskuvaus ja A, B ja C tason T pisteitä, 

jotka eivät ole kaikki samalla suoralla. Tällöin kulmat ABC ja f(A)f(B)f(C) ovat 

yhtä suuret. 

Lause 3.7. Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhtenevyyskuvaus ja A ja B tason T pisteitä. Tällöin 

Ὢὃὄ ὪὃὪὄ .  

Todistus: Harjoitustehtävä, seuraa melko suoraan Lauseesta 3.3. 

Lause 3.8. Yhtenevyyskuvaus on bijektio. 

Todistus:  

Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhtenevyyskuvaus. 

Injektiivisyys: Jos A ja B ovat eri pisteitä, niin ὪὃὪὄᴆ ὃὄᴆ π, joten 

myös Ὢὃ ÊÁ Ὢὄ  ovat eri pisteitä. 

Surjektiivisuus: Olkoon C piste tasolla T. Näytetään, että on olemassa piste 

Ὢ ὅ, joka kuvautuu kuvauksessa f pisteeksi C. Olkoot A ja B pisteitä tasossa 

T siten, että pisteet A, B ja C ovat kaikki eri pisteitä. Nyt ympyrät 

ὣ ὪὃȟȿὪὃὅᴆȿ ja ὣ ὪὄȟȿὪὄὅᴆȿ leikkaavat pisteessä C. Koska 

ὪὃὪὄᴆ ȿὃὄᴆȿ, myös ympyrät ὣὃȟὪὃὅᴆ  ja ὣ ὄȟὪὄὅᴆ  leikkaavat. 
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(Tämän todistus on ylimääräinen harjoitustehtävä.) Leikkauspisteitä voi olla yksi 

tai kaksi. Näistä jommankumman on kuvauduttava pisteelle C.  

Seuraus 3.9 Yhtenevyyskuvauksella f on olemassa käänteiskuvaus f-1, joka on 

myös yhtenevyyskuvaus. 

Lause 3.10 Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhtenevyyskuvaus ja Y(O,r) ympyrä tasossa T. 

Tällöin f(Y(O,r))=Y(f(O),r). 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Niin sanottu kolmen pisteen sääntö osoittaa, että kolmen pisteen kuvautuminen 

määrää yhtenevyyskuvauksen yksikäsitteisesti. 

Lause 3.11 (Kolmen pisteen sääntö) Olkoot A, B ja C tason T pisteitä siten, että 

ne eivät ole samalla suoralla. Olkoot lisäksi ὪȡὝᴼὝ ja ὫȡὝᴼὝ 

yhtenevyyskuvauksia. Jos f(A)=g(A), f(B)=g(B) ja f(C)=g(C), niin f=g. 

Seuraavaksi siirrytään käsittelemään erityyppisiä yhtenevyyskuvauksia. Näitä 

ovat peilaus suoran suhteen, peilaus pisteen suhteen, kierto pisteen suhteen ja 

siirto janan suhteen. 

3.2. Peilaus suoran suhteen 

Määritelmä 3.12 (Peilaus suoran suhteen) Olkoon a suora tasossa T. Kuvaus 

ὪȡὝᴼὝ on peilaus eli symmetria suoran a suhteen, jos se täyttää seuraavat 

ehdot: 

1) Ὢὖ ὖ, kun ὖᶰὥ. 

2) fa kuvaa suoran a ulkopuolella olevan pisteen Q suoran a toiselle puolelle siten, 

että kohtisuora etäisyys suorasta a säilyy samana. 

Lause 3.13 Peilaus suoran suhteen on yhtenevyyskuvaus. 

Todistus:  

Olkoot A ja B peilattavat pisteet ja a suora, jonka suhteen peilaus suoritetaan. 

Peilataan pisteet A ja B suoran a suhteen.  

1) Oletetaan, että kumpikaan pisteistä A ja B ei ole suoralla a ja että nämä 

pisteet ovat samalla puolella suoraa a, mutta eivät samalla suoran a 

normaalilla. Olkoon C janan ὃὪὃᴆ keskipiste ja D janan ὄὪὄᴆ keskipiste. 

Määritelmän 3.12 nojalla pisteet C ja D ovat suoralla a. Nyt muodostuvat 
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kolmiot ABD ja fa(A)fa(B)D kuten myös suorakulmaiset kolmiot ACD ja 

fa(A)CD. Koska ȿὃὅᴆȿ ȿὪὃὅᴆȿ ja ᷃ ὃὅὈ Ὢ᷃ ὃὅὈ ωπȍ, seuraa SKS-

lauseesta, että kolmiot ACD ja fa(A)CD ovat yhtenevät. Siten ȿὃὈᴆȿ

ȿὪὃὈᴆȿ ja ὃ᷃Ὀὅ Ὢ᷃ ὃὈὅ. Koska ὄ᷃Ὀὅ Ὢ᷃ ὄὈὅ ωπȍ, on 

oltava ὃ᷃Ὀὄ ωπȍ᷃ὃὈὅωπȍ᷃ὪὃὈὅ Ὢ᷃ ὃὈὪὄ . 

Määritelmän 3.12 nojalla on myös niin, että ȿὄὈᴆȿ ȿὪὄὈᴆȿ. Nyt SKS-

lauseesta seuraa, että kolmiot ABD ja fa(A)fa(B)D ovat yhtenevät ja siten 

ȿὃὄᴆȿ ȿὪὃὪὄᴆȿ. 

 

2) Oletetaan, että kumpikaan pisteistä A ja B ei ole suoralla a ja että nämä 

pisteet ovat eri puolilla suoraa a, mutta eivät samalla suoran a normaalilla.  

Tämä tehdään harjoituksissa. 

3) Oletetaan, että piste A ei ole suoralla a, mutta piste B on, ja että pisteet A ja 

B eivät ole samalla suoran a normaalilla. Tällöin Ὢὄ ὄ. Olkoon edelleen 

C janan ὃὪὃᴆ keskipiste. Nyt kolmiot ACB ja fa(A)CB ovat yhtenevät, joten 

ὃὄᴆ Ὢὃὄᴆ ȿὪὃὪὄᴆȿ. 

4) Oletetaan, että pisteet A ja B ovat samalla suoran a normaalilla. Tämä 

tehdään harjoituksissa. 

5) Jos sekä A että B ovat suoralla a, Ὢὃ ὃ ja Ὢὄ ὄ, jolloin ȿὃὄᴆȿ

ȿὪὃὪὄᴆȿ. □ 
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3.3. Peilaus pisteen suhteen 

Määritelmä 3.14 (Peilaus pisteen suhteen) Olkoon piste O tasolla T. Kuvaus 

ὪȡὝᴼὝ on peilaus eli symmetria pisteen O suhteen, jos se täyttää seuraavat 

ehdot: 

1) Ὢ ὕ ὕ. 

2) fO kuvaa pisteen ὗ ὕ suoralle  ὕὗ siten, että piste O on pisteiden Q ja f(Q) 

välissä ja ὕὗᴆ ȿὕὪὗᴆȿ. 

Lause 3.15 Peilaus pisteen suhteen on yhtenevyyskuvaus. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Määritelmä 3.16. Kahdella eri suoralla, jotka ovat keskenään yhdensuuntaisia, 

olevat janat ὃὄᴆ ja ὅὈᴆ ovat samansuuntaiset, jos pisteet B ja D ovat suoran ὃὅ 
samalla puolella. Muussa tapauksessa nämä janat ovat vastakkaissuuntaiset. 

Samalla suoralla olevat janat ὃὄᴆ ja ὅὈᴆ ovat samansuuntaiset, jos ὃὄᴆṖὅὈᴆ tai 

ὅὈᴆṖὃὄᴆ. Muussa tapauksessa nämä janat ovat vastakkaissuuntaiset. 

Määritelmä 3.17. (Siirto janan suhteen) Olkoot A ja B eri pisteitä tasossa T. 

Kuvaus Ὢᴆ on siirto janan ὃὄᴆ suhteen, jos jokaiselle pisteelle P pätee, että 

 janat ὖὪ ὖᴆ ja ὃὄᴆ ovat samansuuntaiset ja yhtä pitkät. 

 

Lause 3.18. Siirto janan suhteen on yhtenevyyskuvaus. 

Todistus:  
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Olkoot A ja B siirrettävät pisteet ja ὅὈᴆ jana, jonka suhteen siirto Ὢ ᴆ suoritetaan. 

Määritelmästä 3.17 seuraa, että janat ὃὪ ᴆὃᴆ ja ὄὪ ᴆὄᴆ ovat samansuuntaisia 

ja yhtä pitkiä. Ne voivat kuitenkin olla joko eri suorilla tai samalla suoralla. 

1) Oletetaan, että janat ὃὪ ᴆὃᴆ ja ὄὪ ᴆὄᴆ ovat eri suorilla. 

 

Tarkastellaan kolmioita ὃὄὪ ᴆὄ  ja Ὢ ᴆὄὪ ᴆὃὃ. Koska suorat ὃὪ ᴆὃ 

ja ὄὪ ᴆὄ  ovat yhdensuuntaiset, on oltava, että ᷃ὄὪ ᴆὄὃ

Ὢ ᴆὄὃὪ ᴆὃ. Koska lisäksi ȿὄὪ ᴆὄᴆȿ ȿὃὪ ᴆὃᴆȿ, kolmiot ὃὄὪ ᴆὄ  ja 

Ὢ ᴆὄὪ ᴆὃὃ ovat SKS-lauseen nojalla yhteneviä ja siten ȿὃὄᴆȿ

ȿὪ ᴆὃὪ ᴆὄᴆȿ. 

2) Oletetaan, että janat ὃὪ ᴆὃᴆ ja ὄὪ ᴆὄᴆ ovat samalla suoralla. Jos janat ὃὄᴆ 

ja ὅὈᴆ ovat samansuuntaiset, ovat pisteet B ja Ὢ ᴆὃ pisteiden A ja Ὢ ᴆὄ  

välissä. (Mieti tälle tarkka perustelu.) Nyt koska ὃὪ ᴆὃᴆ ὄὪ ᴆὄᴆ

ȿὅὈᴆȿ, saadaan, että Ὢ ᴆὃὪ ᴆὄᴆ ὃὪ ᴆὄᴆ ὃὪ ᴆὃᴆ ὃὪ ᴆὄᴆ

ὄὪ ᴆὄᴆ ȿὃὄᴆȿ. 

Tämä pätee riippumatta pisteiden B ja Ὢ ᴆὃ keskinäisestä järjestyksestä. 
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Jos taas siirto Ὢ ᴆ tapahtuu vastakkaissuuntaisesti janan ὃὄᴆ kanssa, se tapahtuu 

samansuuntaisesti janan ὄὃᴆ kanssa. Siten edellisen tarkastelun nojalla 

Ὢ ᴆὃὪ ᴆὄᴆ ȿὃὄᴆȿ. 

 

 

Seuraavassa määritelmässä oletetaan, että kulma, jonka suuruus on aidosti 

positiivinen (etumerkkinä +), kiertyy vastapäivään ja kulma, jonka suuruus on 

aidosti negatiivinen (etumerkkinä -), kiertyy myötäpäivään. Jos kulma 

ilmoitetaan kyljillä olevien pisteiden ja kärkipisteen avulla, pisteiden järjestys 

määrää kulman suunnan. Jos siis esimerkiksi kulman AOB suuruus Ŭ > 0, 

puolisuora ὕὄᴆ saadaan kiertämällä puolisuoraa ὕὃᴆ vastapäivään kulman Ŭ 

verran. Tällöin kulman BOA suuruus on ïŬ, koska puolisuora ὕὃᴆ saadaan 

kiertämällä puolisuoraa ὕὄᴆ myötäpäivään kulman Ŭ verran. 
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Määritelmä 3.19. (Kierto) Olkoon piste O tasossa T ja ‌ᶰ ρψπȍȟρψπȍ. 

Kuvaus fO,Ŭ on kierto pisteen O ympäri kulman α verran, jos se täyttää seuraavat 

ehdot: 

1) fO,Ŭ(O)=O. 

2) Jos piste ὖ ὕ, fO,Ŭ(P) on ympyrällä ὣὕȟὕὖᴆ  siten, että ᷃ὖὕὪȟ ὖ ‌. 

 

Lause 3.20. Kierto on yhtenevyyskuvaus. 

Todistus: 

Olkoon fO,Ŭ kierto ja A ja B kierrettävät pisteet. Tutkitaan kolmioita OAB ja 

OfO,Ŭ(A) fO,Ŭ(B). Kierron määritelmän (Määritelmä 3.19) nojalla ȿὕὃᴆȿ

ȿὕὪȟ ὃᴆȿ ja ȿὕὄᴆȿ ȿὕὪȟ ὄᴆȿ. Osoitetaan, että ᷃ὃὕὄ Ὢ᷃ȟ ὃὕὪȟ ὄ , 

jolloin SKS-lauseen nojalla kolmiot OAB ja OfO,Ŭ(A) fO,Ŭ(B) ovat yhtenevät ja 

siten ȿὃὄᴆȿ ȿὪȟ ὃὪȟ ὄᴆȿ. 

Oletetaan seuraavassa, että ‌ π. Tapauksen ‌ π käsittely jätetään 

harjoitustehtäväksi. 
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Jos ᷃ ὃὕὄ‌, niin ὃ᷃ὕὄ ὃ᷃ὕὪȟ ὃ Ὢ᷃ȟ ὃὕὄ ‌ Ὢ᷃ȟ ὃὕὄ 
ja Ὢ᷃ȟ ὃὕὪȟ ὄ Ὢ᷃ȟ ὃὕὄ ὄ᷃ὕὪȟ ὄ Ὢ᷃ȟ ὃὕὄ ‌. Siten 

ὃ᷃ὕὄ Ὢ᷃ȟ ὃὕὪȟ ὄ . 

 

 

 

Jos ᷃ ὃὕὄ‌, niin ‌ ὃ᷃ὕὪȟ ὃ ὃ᷃ὕὄ ὄ᷃ὕὪȟ ὃ. Toisaalta ‌
ὄ᷃ὕὪȟ ὄ ὄ᷃ὕὪȟ ὃ Ὢ᷃ȟ ὃὕὪȟ ὄ . Tästä seuraa, että ᷃ὃὕὄ
Ὢ᷃ȟ ὃὕὪȟ ὄ . 
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Lause 3.21. Siirto janan ὃὄᴆ suuntaan voidaan esittää yhdistettynä kuvauksena 

kahdesta peilauksesta suoran suhteen. Ensin peilaus tehdään janan ὃὄᴆ 
keskinormaalin suhteen, sitten tämän keskinormaalin suuntaisen, mutta pisteen B 

kautta kulkevan suoran suhteen. 

Todistus: Molemmissa peilauksissa peilattava piste C pysyy samalla janan ὃὄᴆ 

suuntaisella suoralla. Olkoon l1 janan ὃὄᴆ keskinormaali, l2 pisteen B kautta 

kulkeva l1:n suuntainen suora ja l3 pisteen A kautta kulkeva niin ikään l1:n 

suuntainen suora. Olkoot D1, D2 ja D3 näiden suorien ja pisteen C kautta kulkevan 

janan ὃὄᴆ suuntaisen suoran leikkauspisteet. Siispä ὈὈᴆ ὈὈᴆ ϵȿὃὄᴆȿ. 
Suorat l1, l2 ja l3 jakavat tason neljään alueeseen. Käsitellään erikseen tapaukset 

sen mukaan, missä näistä alueista peilattava piste C sijaitsee. Oletetaan, että Cô 

on piste, johon C kuvautuu peilauksessa suoran l1 suhteen ja Côô on piste, johon 

Cô kuvautuu peilauksessa suoran l2 suhteen. 

1. Oletetaan, että piste C on samalla puolella suoraa l2 kuin piste A ja ὅὈᴆ

ϵȿὃὄᴆȿ. 

  

ὅὅᴆ ὅὅᴆ ὅὅᴆ ςὈὅᴆ ςὈὅᴆ ςὈὈᴆ ὃὄᴆȢ 

2. Oletetaan, että piste C on samalla puolella suoraa l2 kuin piste A ja ὅὈᴆ

ϵȿὃὄᴆȿ.  
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ὅὅᴆ ὅὅᴆ ὅὅᴆ ςὈὅᴆ ςὈὅᴆ ςὈὈᴆ ὃὄᴆȢ 

 

3. Oletetaan, että piste C on samalla puolella suoraa l2 kuin piste B ja ὅὈᴆ

ϵȿὃὄᴆȿ.  

 

ὅὅᴆ ὅᴂὅᴂᴂᴆ ὅὅᴆ ςὅᴂὈᴆ ςὅᴂὈᴆ ςὈὈᴆ ὃὄᴆȢ 

4. Oletetaan, että piste C on samalla puolella suoraa l2 kuin piste B ja ὅὈᴆ

ϵȿὃὄᴆȿ.  

 

ὅὅᴆ ὅᴂὅᴂᴂᴆ ὅὅᴆ ςὅᴂὈᴆ ςὅᴂὈᴆ ςὈὈᴆ ὃὄᴆȢ 

Huom! Suorien l1, l2 ja l3 paikka suoran ὃὄ suunnassa ei ole määrätty, vaan riittää, 

että ne ovat suoran ὃὄ normaaleja ja että ὈὈᴆ ὈὈᴆ ϵȿὃὄᴆȿ. 

Lause 3.22. Kierto voidaan esittää yhdistettynä kuvauksena kahdesta 

peilauksesta suoran suhteen. 

Todistus: Ks. Lehtisen monisteen Lause 4.1.6. 
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Kuvauksen kiintopisteellä tarkoitetaan pistettä, joka kuvautuu itselleen. Seuraava 

lause osoittaa, että kiintopisteiden määrän perusteella voidaan päätellä 

yhtenevyyskuvauksen tyyppi. 

Lause 3.23. Olkoon f yhtenevyyskuvaus.  

a) Jos kuvauksella f on kaksi kiintopistettä A ja B, niin f on joko identtinen kuvaus 

tai peilaus suoran ὃὄ suhteen. 

b) Jos kuvauksella f on täsmälleen yksi kiintopiste O, niin f on kierto pisteen O 

ympäri. 

c) Jos kuvauksella f ei ole yhtään kiintopistettä, niin f on joko siirto tai siirron ja 

peilauksen suoran suhteen yhdistetty kuvaus.  

Todistus: Ks. Lehtisen monisteen Lause 4.1.9. C-kohta tosin vaatii hieman 

lisäpohdiskeluja. 

Lisäksi kolmen pisteen säännöstä (Lause 3.11) seuraa, että, jos 

yhtenevyyskuvauksella f on kolme kiintopistettä, jotka eivät ole samalla suoralla, 

f on identtinen kuvaus. Niinpä voidaan päätellä, että kaikki identtisestä 

kuvauksesta poikkeavat yhtenevyyskuvaukset ovat joko peilauksia suoran 

suhteen, kiertoja, siirtoja tai yhdistettyjä kuvauksia siirrosta ja peilauksesta 

suoran suhteen. Kun vielä otetaan huomioon, että siirrot ja kierrot voidaan esittää 

yhdistettynä kuvauksena kahdesta peilauksesta suorien suhteen, voidaan päätellä, 

että jokainen yhtenevyyskuvaus voidaan esittää yhdistettynä kuvauksena 

korkeintaan kolmesta peilauksesta suoran suhteen. 

3.4. Homotetia 

Määritelmä 3.24. Olkoon piste O tasossa T ja Ὧᶰᴙ Ȣ Kuvaus ὪȟȡὝᴼὝ on 

homotetia eli venytys eli skaalaus pisteen O suhteen, jos se kuvaa pisteen O 

itselleen ja pisteen ὖᶰὝ, ὖ ὕ puolisuoralle ὕὖᴆ siten, että 
ȿ ȟ

ᴆȿ

ȿ ᴆȿ
Ὧ. 

Reaaliluku k on kuvauksen Ὢȟ homotetiasuhde. Kuviot, jotka voidaan kuvata 

toisikseen homotetialla, ovat homoteettisia. 

Lause 3.25. Homotetia on bijektio. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 3.26. Homotetian Ὢȟ käänteiskuvaus on homotetia ὪȟȾ .  

Todistus: Harjoitustehtävä. 
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Lause 3.27. Olkoon kuvaus ὪȟȡὝᴼὝ homotetia ja pisteet A ja B siten, että 

pisteet O, A ja B eivät ole samalla suoralla. Tällöin 
ȿ ȟ ȟ

ᴆȿ

ȿᴆȿ
Ὧ, ὕ᷃ὃὄ

ὕ᷃ὪὃὪὄ  ja ᷃ ὕὄὃ ὕ᷃ὪὄὪὃ.  

 

Todistus: Todistus on hieman epämääräinen: Se perustuu olettamukseen, että 

SKS-lause ja sitä kautta kolmion määräytyminen ovat riippumattomia 

mittayksikön absoluuttisesta pituudesta. Aksiomaattisesti hyväksyttävissä oleva 

tarkka todistus sivuutetaan tällä kurssilla. 

Tiedetään SKS-lauseen pohjalta, että kolmio on määrätty, jos sen kahden sivun 

pituudet ja niiden välissä olevan kulman suuruus tunnetaan. Merkitään: ὥ

ὕὃᴆȟὦ ȿὕὄᴆȿ ja ὧ ȿὃὄᴆȿ. Tämä siis tarkoittaa, että kolmion OAB sivujanojen 

pituudet ovat a, b ja c mittayksikköä, missä mittayksikön pituus on 1. Edelleen 

ὕὪὃᴆ Ὧὥ ja ὕὪὄᴆ Ὧὦ. Sovelletaan kolmion Of(A)f(B) tarkasteluun 

mittayksikköä, jonka pituus on k. Tällöin sivujanan ȿὕὪὃᴆȿ pituus on a 

mittayksikköä ja sivujanan ȿὕὪὄᴆȿ pituus b mittayksikköä. Nyt saadaan, että 

sekä kolmiossa OAB että kolmiossa Of(A)f(B) kahden sivujanan pituudet ovat a 

ja b ja näiden sivujanojen väliset kulmat ovat samat. Niinpä SKS-lauseen mukaan 

nämä kolmiot ovat yhtenevät ”omissa mittayksiköissään”. Niinpä sivujanojen ὃὄᴆ 

ja ȿὪὃὪὄᴆȿ pituudet ovat c mittayksikköä, ᷃ὕὃὄ ὕ᷃ὪὃὪὄ  ja ᷃ ὕὄὃ
ὕ᷃ὪὄὪὃ.  

Huom! Riippumatta siitä, ovatko pisteet A, B ja O samalla suoralla vai eivät, 

pätee, että Ὢȟ ὃὪȟ ὄᴆ ὯϽȿὃὄᴆȿ. 

Lause 3.28. Olkoon kuvaus ὪȟȡὝᴼὝ homotetia ja pisteet A ja B tasossa T. 

Tällöin a) janat ὃὄᴆ ja ὪὃὪὄᴆ ovat yhdensuuntaiset, b) Ὢὃὄᴆ ὪὃὪὄᴆ ja 

c) Ὢὃὄ ὪὃὪὄ  
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Todistus: Kohta a seuraa suoraan Lauseesta 3.27. Muiden kohtien todistukset 

ovat harjoitustehtäviä. 

3.5. Yhdenmuotoisuuskuvaukset 

Määritelmä 3.29.  

1) Kuvaus ὪȡὝᴼὝ on yhdenmuotoisuuskuvaus, jos ja vain jos kaikille 

janoille ὃὄᴆ ja ὅὈᴆ pätee, että 
ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ

ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ
.  

2) Tasokuviot ovat yhdenmuotoiset, jos ja vain jos ne voidaan kuvata 

toisikseen yhdenmuotoisuuskuvauksella. 

Määritelmän 3.29 kohdassa 1 mainittu suhde 
ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ
 on yhdenmuotoisuus-

kuvauksen mittakaava. 

Lause 3.30. Yhdenmuotoisuuskuvaus on bijektio. Jos yhdenmuotoisuus 

kuvauksen f mittakaava on k, niin sen käänteiskuvauksen f-1 mittakaava on 1/k. 

Todistus: 

Bijektiivisyyden todistus menee samaan tapaan kuin Lauseen 3.8 todistuksessa 

yhtenevyyskuvauksen bijektiivisyyden osoittaminen: Pitää vain ottaa huomioon 

mittakaava. Käänteiskuvauksen mittakaava seuraa yhdenmuotoisuuskuvauksen 

määritelmästä. 

Lause 3.31. Yhdenmuotoisuuskuvausten yhdistetty kuvaus on 

yhdenmuotoisuuskuvaus. Yhdistetyn kuvauksen mittakaava on yhdistettävien 

kuvausten mittakaavojen tulo. 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 3.32. Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhdenmuotoisuuskuvaus ja A ja B pisteitä tasossa 

T. Tällöin Ὢὃὄᴆ ὪὃὪὄᴆ ja Ὢὃὄ ὪὃὪὄ . 

Todistus: Menee vastaavasti kuin Lauseiden 3.3 ja 3.7 todistukset. Ainoa ero on, 

että mittakaava tulee ottaa huomioon kuvapisteiden etäisyyksien käsittelyssä. 

Lause 3.33. Yhtenevyyskuvaus on yhdenmuotoisuuskuvaus. 

Todistus: Yhtenevyyskuvauksen tapauksessa mittakaava on 1. Kulmien 

suuruuksien säilyminen seuraa Seurauksesta 3.6. 
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Lause 3.34. Homotetia on yhdenmuotoisuuskuvaus. 

Todistus: Homotetian tapauksessa mittakaavana on homotetiasuhde k.  

Lause 3.35. (Yhdenmuotoisten kolmioiden SKS-lause) Jos kolmioille ABC ja 

AôBôCô pätee, että 
ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ

ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ
 ja kulmat ᷃ ὄὃὅ ja ᷃ ὄὃὅ ovat yhtä suuret, niin 

kolmiot ABC ja AôBôCô ovat yhdenmuotoiset. 

Todistus:  

Ideana on, että kolmio ABC kuvataan kolmioksi AôBôCô käyttämällä siirtoa, 

kiertoa, peilausta ja homotetiaa. Nämä kaikki ovat yhdenmuotoisuuskuvauksia. 

Kuvataan ensin kolmio ABC siirrolla Ὢ ᴆ. Tällöin Ὢ ᴆὃ ὃᴂ. Tämän jälkeen 

kolmiolle ὃὪὄὪὅ suoritetaan kierto Ὣ ȟ, missä kiertokulma α valitaan 

siten, että piste Ὢ ᴆὄ  asettuu puolisuoralle ὃᴂὄᴂᴆ. Merkitään ὄ Ὣ ȟ

Ὢ ᴆ ὄ . Mikäli nyt pisteet Cô ja Ὣ ȟ Ὢ ᴆ ὅ ovat eri puolilla suoraa ὃᴂὄᴂ, 

suoritetaan vielä peilaus ὴ . Näin saadaan piste Côô. Koska 

yhtenevyyskuvaukset säilyttävät kulmien suuruudet (Seuraus 3.6), ovat kulmat 

ὄ᷃ὃὅ ὄ᷃ᴂὃᴂὅᴂ ja ὄ᷃ᴂᴂὃᴂὅᴂᴂ yhtä suuret. Niinpä piste Côô on puolisuoralla 

ὃᴂὅᴂ. Lisäksi koska ȿὃὄᴆȿ ȿὃὄᴆȿ ja ȿὃὅᴆȿ ȿὃὅᴆȿ, saadaan oletuksen nojalla, 

että 
ȿ ᴆȿ

ȿ ᴆȿ

ȿ ᴆȿ

ȿ ᴆȿ
ȡὯ. Nyt kuvaamalla pisteet Bôô ja Côô homotetialla Ὤ ȟpiste 

Bôô kuvautuu pisteeksi Bô ja piste Côô pisteeksi Cô. 
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Lause 3.36. (Yhdenmuotoisten kolmioiden SSS-lause) Jos kolmioille ABC ja 

AôBôCô pätee, että 
ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ

ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ

ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ
, niin kolmiot ABC ja AôBôCô ovat 

yhdenmuotoiset. 

Todistus: Harjoitustehtävä. Kuten yhdenmuotoisten kolmioiden SKS-lauseen 

tapauksessa, ideana on kuvata kolmio ABC yhdenmuotoisuuskuvausten 

yhdistettynä kuvauksena kolmioksi AôBôCô.   

Lause 3.37. (Yhdenmuotoisten kolmioiden kk-lause) Jos kolmioissa ABC ja 

AôBôCô ᷃ ὃὄὅ ὃ᷃ᴂὄᴂὅᴂ ja ᷃ ὅὃὄ ὅ᷃ᴂὃᴂὄᴂ, niin kolmiot ABC ja AôBôCô ovat 

yhdenmuotoiset. 

Todistus: Harjoitustehtävä. Myös tässä ideana on kuvata kolmio ABC kolmioksi 

AôBôCô yhdenmuotoisuuskuvausten yhdistettynä kuvauksena. 

Lause 3.38. (Yhdenmuotoisten kolmioiden SSK-lause): Jos kolmioille ABC ja 

AôBôCô pätee, että 
ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ

ȿ ᴆȿ

ȿᴆȿ
, ὃ᷃ὅὄ ὃ᷃ᴂὅᴂὄᴂ ja kulmat ᷃ BAC ja B᷃ôAôCô 

ovat samantyyppiset (molemmat joko tylppiä, teräviä tai suoria kulmia), niin 

kolmiot ABC ja AôBôCô ovat yhdenmuotoisia. 

Todistus: Harjoitustehtävä, menee samalla idealla kuin yhtenevien kolmioiden 

SSK-lauseen todistus. 

Lause 3.39. Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhdenmuotoisuuskuvaus, jonka mittakaava on k, 

ja olkoon Y(O,r) ympyrä tasossa T. Tällöin f(Y(O,r))=Y(f(O),kr). 

Todistus: Harjoitustehtävä. 

Lause 3.40. (Kolmen pisteen sääntö yhdenmuotoisuuskuvaukselle) Olkoot A, B 

ja C tason T pisteitä siten, että ne eivät ole samalla suoralla. Olkoot lisäksi ὪȡὝᴼ
Ὕ ja ὫȡὝᴼὝ yhdenmuotoisuuskuvauksia. Jos f(A)=g(A), f(B)=g(B) ja 

f(C)=g(C), niin f=g. 

Todistus: Menee vastaavasti kuin kolmen pisteen säännön todistus yhtenevyys-

kuvausten tapauksessa. 

Lause 3.41. Jokainen yhdenmuotoisuuskuvaus voidaan esittää homotetian ja 

yhtenevyyskuvauksen yhdistettynä kuvauksena. 

Todistus: Olkoon ὪȡὝᴼὝ yhdenmuotoisuuskuvaus, jonka mittakaava on k ja A, 

B ja C tason T pisteitä, jotka eivät ole samalla suoralla. Nyt kolmiot ABC ja 

f(A)f(B)f(C) ovat yhdenmuotoiset. Kuten yhdenmuotoisten kolmioiden SKS-



66 

 

lauseen todistuksessa, kolmio ABC voidaan kuvata kolmioksi f(A)f(B)f(C) siirron 

Ὣ ᴆ, kierron Ὧȟ, missä ‌ Ὣ᷃ ᴆὄὃὪὄ , tarvittaessa peilauksen 

ὴ  ja homotetian Ὤ ȟ yhdistetyllä kuvauksella. Yhdistetyt kuvaukset 

Ὤ ȟ Ὧʐȟ Ὣʐ ᴆ ja Ὤ ȟ ὴʐ Ὧʐȟ Ὣʐ ᴆ ovat Lauseen 3.31 

nojalla yhdenmuotoisuuskuvauksia. Kolmen pisteen säännöstä seuraa, että 

kuvauksen f on oltava juuri näin saatu kuvaus. Lisäksi siirron, kierron ja 

mahdollisen peilauksen yhdistetty kuvaus on Lauseen 3.2 nojalla 

yhtenevyyskuvaus. Siten siis kuvaus f on yhtenevyyskuvauksen ja homotetian 

yhdistetty kuvaus. 

 


